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Introduccion

Este trabajo estd motivado en el estudio de un tipo de curvas algebraicas llamadas

curvas elipticas y su uso dentro de la Criptologia y Teoria de Cédigos.

La Criptologia es la rama de las matemaéticas encargada de estudiar maneras se-
guras de enviar y recibir mensajes. La Criptologia Moderna est4 basada en ideas
matematicas y tiene numerosas aplicaciones dentro de la industria de la trans-
misién de datos. La Teoria de Cédigos se encarga de las maneras de transmitir el

mensaje.

Las curvas elipticas pueden ser objeto de estudio de diferentes ramas de La

Matemadtica como lo son el andlisis complejo, la topologia y el dlgebra.

El objetivo de este trabajo es comprender las mencionadas curvas en términos del
algebra de campos, para ser mds preciso, comprender las curvas elipticas como
campos algebraicos de funciones y revisar algunas aplicaciones directas en las

areas ya mencionadas.

Para alcanzar dicho objetivo, he dividido este trabajo en dos partes. La primera

parte la comprenden los 2 primeros capitulos. En esta, se brindan las definiciones

vil



viii

y resultados de los campos algebraicos de funciones y sus respectivas extensiones,

asi como la definicién de los campos elipticos y algunas de sus caracteristicas.

Los principales resultados del primer capitulo son el Teorema de Riemann-Roch y
el Teorema de Saltos de Weierstrass. El segundo capitulo forma la parte medular
de este trabajo pues tiene como objetivo vincular a los campos elipticos con la
ecuacién de una curva eliptica y viceversa. Ademds, se deducen algunas de las

propiedades claves del conjunto de soluciones de una curva eliptica.

La segunda parte, que consiste en los capitulos 3, 4 y 5, estd dedicada a revisar
algunas aplicaciones de las curvas elipticas como lo son: el problema de la fac-
torizacién entera, el Problema de Logaritmo Discreto y sus implicaciones en la

Criptologia de curvas elipticas y por tltimo la construccién de cédigos elipticos.

El apéndice incluido consiste en algunas definiciones y resultados previos necesa-

rios para este trabajo.



Parte 1

Campos Elipticos



Capitulo 1

Campos de funciones algebraicos

En este capitulo se dardn los primeros conceptos de la Teoria
de Campos Algebraicos. Algunos conceptos previos se pueden
encontrar en el apéndice de este trabajo. La mayor parte del
material de este capitulo se puede encontrar en [1].

1.1 Anillos de valoracién, lugares y valoraciones
discretas

F Extension

algebraica Definiciéon 1.1.1. Sea K un campo arbitrario y
\ sea F' O K wuna extension algebraica finita de
K(z) K(z), para algin elemento x € F trascendente

/ sobre K. A dicha extension F' la denotaremos co-
mo F/K y la llamaremos campo de funciones

K algebraico de una variable sobre K. Por

Figura 1.1: Campo de Urevedad haremos referencia a F/K como campo
Funciones Algebraico de funciones.

Dentro de F/K tenemos el conjunto de elementos que son algebraicos sobre K y
lo denotamos como K. Este conjunto es un subcampo de F' y nos referiremos a
él como campo de constantes de F/K. Se tiene que K C K C F' y F' también

2



puede ser tratado como campo de funciones sobre K.

Si z € F'y z es un elemento trascendente sobre K, entonces, K(z) = K(x), (Ver
apéndice). Esto nos permite caracterizar a los elementos trascendentres sobre K
de la siguiente manera: z € F' siy sblosi [F': K(Z)] < oo.

Definicion 1.1.2. Diremos que el campo K es algebraicamente cerrado en F

si K = K. En este caso también se dice que K es el campo completo de constantes
de F.

Definicion 1.1.3. En F, el anillo O es de valoracion (o de valuacion) si:

1) KCOC F,conKGOG Fy
2)  Para cualquier elemento z € F,z€ O 6271 € O .

Al anillo O* = {u € O| 3 v € O tal que wv' = 1} lo llamaremos anillo de
unidades del anillo O.

Definimos P =0 — O*. Siz, y € P, entoncesV z € O, se tiene que zz € P ya
que si zz € O% x, serfa unidad. Utilizando esta idea y asumiendo que () € O
obtenemos 1 + % € O por lo que z(1+ %) =z +y € P. Por lo tanto P es un
ideal de O.

Por otro lado, si P no fuera ideal maximal de O, entonces contendria unidades,
lo cual implicaria que es igual al total.

Por la manera en la que P ha sido definido se sigue quesix € F, x € Psiy
sélosiz™' & O, ya que si z7! € O implicaria que z ¢ O, lo cual seria una
contradiccién, por el hecho que P C O. Por otro lado, si tomamos un elemento en
el campo de constantes K, digamos z, entonces z € O, ya que si no lo estuviera,
271 € 0. Como 27! es algebraico sobre K sabemos que existen ai,...,a, € K

tales que
(ar(z"H +...+1)=0,

si restamos 1 y factorizamos z~! obtenemos
2 a () ) = —1
pero esto pasa si y solamente si

z=—(a;(z7)" "+ ...+ ar)



y si esta ultima igualdad fuera cierta entonces z € K[z7'] C O y generaria una
contradiccién. Por lo tanto z € O.

Estas caracteristicas para el anillo de valoracién O se pueden listar en la siguiente
proposicién:

Proposicién 1.1.1. Sea O un anillo de valoracién de un campo F/K y sea K,
el campo de constantes de F/K. Entonces:

a) O es un anillo local, es decir, el anillo O tiene un dnico ideal maximal,
(que serd P).

b) SeaO0#z €F,x € P< z7'¢P.

¢) KCOyKnP={0}.

Lema 1.1.1. Sea O un anillo de valoracién del campo de funciones F/K, con P
su unico ideal mazimalyx #0 € P. Sean x4, ..., x, tales que x1 = x y x; € ;41 P,
parai=1,..n — 1. Entoncesn < [F: K(z)] < co.

Demostracidn.
Dado que z es trascendente sobre K, entonces [F': K(z)] < co. Queda demostar
que {z1,...,z,} € P es un conjunto linealmente independiente sobre K(z).

Supongamos X" ¢;z; = 0 con ¢; € K(z). Podemos suponer que ¢; son polinomios
en la variable z. Sea «; := ¢;(0) el término constante de ¢; y definimos j €
{1,...,n} tal que a;; # 0 Vi > j. Obtendremos:

—¢imi =Y $iti (1.4)

i#]
con z; € O, para i = 1,...,n. Observamos que z; € z;P, para ¢ < j y z; = zg;
para i > j, donde g; es un polinomio de z. Dividiendo (1.4) entre z; obtenemos:

Z; x
S RIS
1<g J 1>] J
Dado que todos los elementos del lado derecho pertenecen a P, entonces ¢; € P.
Por otro lado ¢; = a; +zg; con g; € K[z] C Oy z € P entonces, a; = ¢;+2g; €
PN K . Como o  # 0 se llega a una contradiccién con la proposicién anterior. ¢

Definiciéon 1.1.4. Llamaremos anillo de valoracion discreta a un anillo de
valoracion O con dnico tdeal mazimal P, siempre que se cumplan las siquientes
condiciones:



a) P es un ideal principal.
b) SiP =10 entoncesV0+# z€F, z=1t"u,u € O% para algunan € Z.

¢) O es dominio de ideales principales. Si P =10 y {0} € I C O entonces
I =1t"0O para alguna n € N.

Teorema 1.1.1. Sea O un anillo de valoracion del campo de funciones F/K,
entonces O es un anillo de valoracion discreta.

Demostracién.

Primero vamos a suponer que P no es un ideal principal. Sea 0 # z; € P entonces
P # 2,0 lo cual implica que existe un elemento z5 € (P—1z,0) es decir 2, ¢ 2,0,
por lo que zoz7' ¢ O, entonces z,'z; € P por lo que tenemos z; € z2P pues
Toxy T = 11 € P. Ahora P # 1oP = x5 € (P\720), 2375, ¢ O = 1319 €
P = x5 € z3P. Por induccién construimos una sucesién no acotada z, zs, ...,
contradiciendo el lema anterior. Por lo tanto se cumple la condicién del inciso a).

Para verificar la la siguiente propiedad, supongamos p = t0. Sea z € F, por la
definicién de O, 2 € O 6 2~ € O. Supongamos que z € O, si z € O* = 2z =
t-u, u € O Supongamos que z € P, z=1ta. Sea z; € z, T, =t 1, ..., 2, = 1,
donde m es maximal con la propiedad de que z € t™0O. Como z = t™a, si
a ¢ O = a € P entonces a =t-h = z = ™" . h, lo cual contradice la
maximalidad de m. Tenemos que se cumple la segunda condicién.

Sea [ ideal de O tal que {0} Z I Z O. Sea A = {r|t" € I'}. Afirmamos que A # ().
Sizel,z#0,z=t"-uparan, u € O* = zu~! =" € I entonces A # (). Sea
n = minA entonces I =1, - 0. Como t" € I, t"O C I. Sea O # y € I entonces
y=ta,a€c O*s>nent s=n+r=y=1t1t"a €t"O. Porlo tanto t"OC Iy
I Ct"O. Por lo tanto cumple con la dltima condicién y el teorema es cierto.

Definicion 1.1.5. Al unico ideal mazimal de un anillo de valoracidn O de F/K,
le llamaremos lugar P del campo de funciones F/K.

Definicion 1.1.6. Todo elementot € F tal que P = tO lo nombramos pardmetro
local, variable de uniformizacion ¢ elemento primo de P.

OBSERVACION: Si O es un anillo de valoracién de F/K, O queda
determinado por su lugar P, esto es:

O={zeF|lz7'¢ P}

Siendo asi, denotaremos como O, := O al anillo de valoracién del
lugar P.



Al conjunto de lugares del campo de funciones F/K, lo denotaremos como Pp.
La siguiente definicién permite dar una nueva interpretacién a los elementos de
Pr en términos de funciones cuyo dominio serd el campo F' y la imagen estard
contenida en el conjunto Z U {oo}.

Definicién 1.1.7. Sea v una funcidn tal que v : F +— Z U {occo}. Diremos que v
es valoracion discreta si cumple las siguientes propiedades:

1) v(z)= = 0.

2) wv(zw) = () v(w), ¥ z,w € F.
3) v(@)=0,V0#£acK.

4) v(z+w) < min{v(z),v(w)}.

5) Eziste algin elemento z € F tal que v(z) = 1.

OBSERVACION:

*x Siz,y € F, si © # y entonces podemos suponer sin pérdida
de generalidad que v(z) < v(y). Siv(z + y) # min{v(z),v(y)},
entonces v(x + y) > v(y), con lo que obtenemos:

(@) = v((y +2) —y) 2 min{v(z +y),v(y)} > v(z)

lo cual es una contradiccién. Lo que hemos obtenido es la siguiente
afirmacién:

v(z +y) = min{v(z), v(y)}

igualdad a la que llamaremos desigualdad estricta del
tridngulo.

A continuacién vamos a definir una valoracién que puede ser utilizada para cualquier
lugar P de F/K:

Escogemos un elemento primo ¢ para P, es decir, un elemento con el cual podemos
escribir cualquier elemento 2z € F' como z =t" - u, con u € Op* y n € Z. Por otro
lado, para cada P € Pr se puede asociar la siguiente funcién: vp : F' — Z U oo

dada por
{n si z # 0.
VUp = .
oo s1z=0.

Definida asi, vp tiene las siguientes propiedades:

* Sia € K C OpP entonces a € O* = a ¢ P entonces a = t° - a, es decir,



vp(a) = 0,Va € K.

* Sea x,y,€ F con x =t"u; y y = t™u9 entonces:

tn—l—m

vp(zy) = vp(t"uit™us) = vp(t" Murus) = m+n = vp(z) + vp(y),

ademas,
z+y=1t"u +t"ug = t"(ug + " "ug) = 1"z

para alguna z € O y analizamos los dos casos posibles:
o Siz =0 entonces,
vp(z) = 0= vp(z + y) = 00 > min{n, m}.
o Si z = tku entonces,

z=t"u = vp(t*™u) = k +n > n = min{ve(z),vp(y)}.

Con estas propiedades se afirma que vp es una valoracién discreta.

Definicién 1.1.8. Al campo Fp := Op/P lo llamaremos el campo residual
del lugar P. El grado de un lugar estard definido por [Fp : K|, es decir,
grad P :=[Fp : K].

OBSERVACION: Como P es un ideal maximal de Op entonces,
Op/P es un campo.

Definicién 1.1.9. Al mapeo z(P) : F — Fp U {oo} , dado por

2(P) = x+P z2€0p
00 z € F\Op

le llamaremos “mapeo natural”, ¢ candnico.

OBSERVACION: De 1.1.1 sabemos que el campo K estd contenido
en todo anillo Op y que K N P = {0}. Es decir, bajo el mapeo
canénico, K es repartido en diferentes clases residuales, por lo que

Fp contiene una copia del campo K. Esto también es valido para
K



Proposicién 1.1.2. Si P es un lugar de F/K, y 0 # x € P entonces:

deg P < [F : K(x)] < 0.

Demostracién.
Supongamos que existe un conjunto {z;(P)}" , linealmente independiente sobre
K y una combinacién lineal no trivial de elementos z1, 29, ..., 2, € O, tales que:

Z¢ZZZ =0 con ¢;€ K(IE)
i=1

Para P un lugar, las clases residuales a las que pertenecen zi,z29,...,2, son
21(P), z9(P), ..., z,(P) respectivamente. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que ¢; son polinomios de £ y que no todos son divisibles entre z, es decir
¢i =a; +zgi,con g; € K(z)ya; € K. Comoz € Py g; € Op:

¢i(P) = ai(P) + zgi(P) = a;(P)

entonces,
n

0=0(P) =) ¢;(P)z(P) = Z a;%(P)

i=1

lo cual contradice la independencia lineal de {z;(P)}? . Por lo tanto
[F,: K] < [F: K(z)].

Si utilizamos el hecho de que Pr # 0 y escogemos alguna p € Pp, entonces, K es
sumergido dentro de Fp por el mapeo O, — Fp, por lo tanto,

[K : K] < [Fp: K] < c0.$

Corolario 1.1.1. Si P # () € Pr, entonces [K : K] < deg P < cc.
Ceros y Polos

Sea F//K un campo de funciones. Si tomamos un lugar P de grado 1, entonces
estamos diciendo que Op/P = K. (Més adelante veremos que cuando K es
algebraicamente cerrado, todos los lugares son de grado 1). Por otro lado, el



mapeo canénico definido en 1.1.9 puede ser redefinido como z(P) : F' — KU{oc},

tal que:
P @
. ( P) _ Z+ z e Up
00 z € F\Op.
logrando la misma regla de correspondencia. Ademds, el resultado de aplicar esta

regla, no es alterado si ahora vemos a cada elemento z de F//K como una funcién
con las siguientes caracteristicas:

z: Pp — KU{oo}
P +— z(P)
Estas ideas argumentan por qué a F'/K se le llama campo de funciones. Las
observaciones hechas anteriormente motivan a que nos preguntemos cémo se com-

porta z bajo z(P). Recordemos que para que z(P) # oo su valoracién deberd de
ser mayor ¢ igual a cero.

Definiciéon 1.1.10. Sea z € P y P € Pr. Llamamos:

* P cero de z i V,(z) > 0. SiV,(2) =m serd cero de orden m.

* P polo de z si Vu(2) < 0. SiV,(z) = —m serd polo de orden m.

El siguiente teorema asegura que Pz # 0.

Teorema 1.1.2. Sea F/K un campo de funciones, R subanillo de F, tal que
K C RC F. Supongamos 0 # I ideal propio de R. Entonces existe P € Pr tal
que I CPyRCO,.

Demostracién.

Sea F = {S|S es subanillo de F con R C S y IS # I}. Un ideal para este
subanillo queda definido por IS = {>i,S,/i, € I,t, € S}. Dado que IR # I
entonces R € F por lo que F # (. Por otro lado, si H es una familia de F
totalmente ordenada, entonces

T =Ugey S
es subanillode F y R C T.

Demostraremos que IT # I. Si se supone que IT = I, entonces 1 € I, lo que
implica:
1= iyS,, iv€l, t, €T,
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Como H es totalmente ordenado, entonces existe Sy € H tal que ty,...,t, € Sy
por lo que:

n
1= a,5, €15,
v=1
y se genera una contradiccién pues ISy # Sy. Por el lema de Zorn F contiene un

anillo maximal, i.e. existe un anillo O € Ftalque RCOCF, IO#0O, [ #O0O.
Falta verificar que O es un anillo valuado.

Vamos a suponer z € F'y 2 ¢ Oy 27" ¢ O. Entonces [0[z] # Olz] y 10[z] =
O[z]. En este caso, podriamos encontrar Gy, ...., Gn, bo, ..., b, € IO con

ao+ a1z + ... taz" = 1

con 1 < n,my m < n. Multiplicando las ecuaciones anteriores por (1 — by) y por
(a,2™) respectivamente, obtenemos:

(1 - bo)ao + a2+ ...+ (1 - bo)anz" = (1 - bo)
(an2™)(bo + 012+ ... + by2™ = (ay2")

Si sumamos las dos ecuaciones, obtendremos una ecuacién de la forma:
l=cy+crz+..+ cmz"_1 con ¢; € 10,

lo cual es una contradiccién con la minimalidad de n. Entonces, 2 € © 6 27! € O,
para cualquier z € F. Por lo tanto O es un anillo de valoracién. <

Corolario 1.1.2. Sea F/K un campo de funciones F/K, z € F, un elemento
trascendente sobre K. FEntonces z tiene al menos un lugar polo y al menos uno
cero.

Demostracién.

Sea R = K|[z] y I = zK[z]. Por el teorema anterior existe @, anillo de valoracién
talque R C Oy zK[2] C P = z € Py vy(z) >0 por lo tanto P es un cero
de z. Con el mismo razonamiento, tenemos que z~! tiene un cero en (), entonces
Vo(z) < O, por lo tanto @ es un polo de z. &



1.1.1 El campo Funciones Racionales K(x)

En esta seccién analizaremos algunas de las nociones
anteriores de K(x) como campo de funciones.

Uno de los ejemplos mas sencillos para un campo de funciones, es el campo de
funciones racionales. Este caso se da cuando K (z) = F para algin elemento
trascendente sobre K. Su construccién ha sido establecida en 5.1. Es este campo,
todo elemento 0 # z € K () tiene una tnica representacién:

c=a [] mia™,
i

donde a # 0 € K, los polinomios p;(x) € K[z] son ménicos, irreducibles y distintos
dosadosyn; €7Z.

Acontinuacién presento informacién acerca de la naturaleza de los anillos de va-
loracién de K(z), acerca de sus lugares y consecuentemente de las valoraciones
discretas resultantes.

* Sea p(z) € K[z] un polinomio ménico e irreducible. El anillo:

Opey = {@uu),gu) € Kla], p(a) xgu)} (1.22)

g9(z)
serg un anillo de valoracién con ideal maximo:

z
P = { L11(0),9(0) € Klal p@)lgta), plollot@) ] (129
Se tiene que p(x) genera a P,g) por lo que es un elemento primo. La
valoracién correspondiente vp ., queda descrita como sigue: si escribimos
z = p(z)"(f(x)/g(x)) con n € Ny las restricciones al ideal P,y entonces
vp(z) = n.
Sea ¢ un homomorfismo de anillos, definido como sigue:

. {K[x] — Op/P
T @) e f@)(P)

Queda claro que el ideal generado por p(z) es el nicleo de . Ademsds si

se tiene un elemento z en Op, éste puede ser escrito como z = u(z)/v(x)
11
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con u(z),v(z) € K[z] tal que p(z) no divide a v(z), por lo que existen
a(z),b(z) € Klz] tales que 1 = p(z)a(z) + v(z)b(z), asi:

Z=Z'1=M+u($)b($)

entonces z(P) = u(z)b(x)(P) € imagep, por lo que ¢ induce un isomorfismo
¢ entre K[z]/ < p(z) >y Op/P, es decir:

b {K[z]/ < p(z) >— Op/P
f(z) mod p(z) — f(z)(P)

Consecuentemente,
grado P =[0Op/P : K| = [Kz]/ < p(z) >: K] = grado p(z).

* En el caso donde p(z) = z — a, con a € K entonces escribiremos P := P,.
Por el parrafo anterior el grado de P = P, es igual a uno.
Si f(z) € K|z] entonces (z — &)|(f(z) — f(w)), es decir dg(z) € K|[z] tal
que f(z) — f(a) = q(z)(z — a) por lo que f(z) = f(c) + q(z)(z — a).
Aplicando el mapeo canénico a f(x) obtenemos:

f(x)Pa = f(a)Pa+Q(x)(x_a)Pa = f(a)Pa = f(a)
f(z)

9(x)
g(z) pertenecen al anillo K[z] y son primos relativos, entonces:
f@)Pa _ fle)
2(P) = = =z2(w
)= 0P = gla)

Podemos escribir a z € K(z) como z = donde los polinomios f(z) y

por lo que:
z(P) = z(a) para z € K(x).

donde z(a) queda definido como sigue:

2(0) = {f(a)/ gle) sigle) #0.

00 si g(a) = 0.

*  Otro ejemplo para un anillo valuado dentro del campo K (x) es

f(z)

e

|f(z),9(z) € K[z], grado f(x) < grado g(z)} (1.32)
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con ideal maximal:

= M T T T raao T raao T
P i= { 2017(0),010) € Klal grado ) <grado g} (139

f ()

Consideremos el elemento z = e) € Py, es decir grado f(z) < grado g(z).
Otra manera de escribir a z segéf
1 zf(z)
T @)

donde grado zf(z) < grado g(x), por lo que z € (1/2)Oy, asi que (1/x)
es el parametro local de P.

Este lugar tiene grado 1 y la valoracién discreta v, correspondiente a este
lugar estd dada por:

Voo (f(2)/g(x)) = grado g(z) = grado f(x).
Sea z € K(z) donde

A, z" + ... + ag
= co b 0;
? bm$m++bo f Gn; n;é ’

el mapeo 2(Py) = 2(00) y queda definido como sigue:

an, /by, sl n=m;
z(00) = 0 sin<m;

oo sin>m;

Si tomamos un lugar P de K(z)/K de grado 1, tenemos que el campo K queda
incrustrado dentro de F'p por lo que:

KCKCFp=K= K=K,
es decir, K es el campo de constantes para K(z)/K.

Teorema 1.1.3. Para el campo de funciones racionales K(x)/K, sdlo existen los
lugares Pp(zy y Poo definidos en 1.25 y en 1.55.
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Demostracién.
Sea P € Pk con P # Py. Se demostrard que existe un polinomio irreducible
p(z) € Klz] tal que Opy) = Op.

Supongamos que z € Op. En este caso, K[z] C Op. Sea I := K[z] N P. Se
tiene que I es un ideal primo. El mapeo de la clase residual induce que K[z]/I se
pueda insertar dentro de K(z)p, por lo que I # 0. Se tendrd que existe un tnico
polinomio ménico e irreducible p(x) tal que I = K[z] N P = p(z) - K[z]. Ademis,
cualquier g(z) € K|z] con g(z) fp(z) no estd en I, entonces g(x) no pertenece a
P, asi que 1/g(z) € Op. Por lo tanto, Opzy € Op. Como los anillos de valoracién
son subanillos propios maximales de K[z], entonces Op ;) = Op.

Corolario 1.1.3. Los lugares de K(z)/K de grado uno, se encuentran en corres-
pondencia biunfvoca con K U {oc}



1.2 Independencia de Valoraciones

El resultado mas importante en este capitulo es el Teorema
débil de aprorimacién al que también se le conoce como
Teorema de la independencia.

En este capitulo utilizaremos que: F/K es un campo de funciones, z1,..,z, € F,
Py, ..., P, € Pr son distintos dos a dos, ry,..,7, € Z y vy, .., v, son valoraciones
discretas de F'/K distintas dos a dos.

Lema 1.2.1. Eziste u € F tal que vi(u) > 0 y v;(u) <0, para i =2,...,n

Demostracidn.

Esta prueba se hace por induccién sobre n. Caso n = 2: dado que Op, y Op, son
anillos maximales de F, se sigue que Op, € Op, vy Op, € Op,. Por otro lado,
Jy € O1\Oz y I ys € Op, Op, por lo que:

Upy (yl) > 07 Up, (yl) <0 y
Up, (y2) > 07 Up (yQ) <0

Sea u = y;/y» entonces

Up, (u) = Up (yl) —Up (y2 >0 y
Up, (u) = Up (yl) —Up (y2) <0

Supongamos que existe y € F con v1(y) >0y v;(y) <Oparai=2,..,n—1,
entonces, se tienen dos casos:

*  uy(y) < 0 entonces u =y

* Sivp(y) >0. Sea z € F tal que v1(2) > 0, vp(2) <0,z € O —0,,. Seau =
y=+2z", r > 1 donde 7 es un entero tal que vz( ) 1V ( ), parai =2,...,n—1.
Luego vy (u) < min{v;(y), mvi(2)} > 0, y v;(u) = min{v;(y), - v;(2)} <0
para i = 1,...,n — 1. Ademds v,(u) > min{v;(y),rv;(2)} <0. &

15
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Lema 1.2.2. Eziste w € F tal que vi(w —1) >r; yvi(w) > 1 parai=1,...,n.

Demostracién.
Sea u € F como en ( 1.2.1) y sea w := (1 + u®)~', entonces:

1
. 7_1)
1+ us
1+ us)
= sv; — v1(1 + u’)

= svi(u) — min{0, svi(n)}

v(w=1) =

=’l)1(

= svy(u) >
para s suficientemente grande. Ademds v;(w) = —v;(1 + u®) = —sv;(u) > 5. &
Lema 1.2.3. Dadas y1,...,yn € F, existe z € F tal que vi(z — y;) > r; para

1=1,..,n

Demostracién.

Sea s € Z tal que v;(y;) > s,V 4,5,€ {1,..,n}. Por el lema anterior existe
Wi, ..., Wy, € F tal que vj(w; —1) > r;—syv;i(w;) > r;—s parai # j. Se propone
z = Z;‘:lyivi y se observa que v;(z — y;) > min(v;i(2),vi(y;)) > r; por lo que z
cumple el lema.$

Teorema débil de aproximacién:!

Teorema 1.2.1. Sean:

P,..,P, € Py
Y1y -y Vn € Z
Ty ey Ty € F

Entonces existe v € F' tal que vp,(x — z;) = ;.

!Este teorema también es llamado teorema de independencia ya que propone lo siguiente:
si tenemos vy, ..., v, valoraciones distintas de F'/K, z € F' y conocemos v; (z)?:_f, entonces no
podemos asegurar nada acerca del v, (2).
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Demostracién.

Por lema ( 1.2.3), 3 2z € F tal que v;(z—x;) > r; parai = 1,..n. Sean zy,...,2, € F
tal que v;(2;) = r;. Nuevamente, por ( 1.2.3), 3 2’ € F' tal que v;(2' — 2z;) > 1y,
para ¢ = 1,...n. Tenemos que :

vi(2) = vi((z' — zi) + 21) = min{vi(z' — z),vi(z)} =7 (1.39)
Sea z = 2’ + 2. Entonces :
vi((z — 2;) + 2') = vi((z — ;) + 2') = min{v;(z — 2;),v;(2) } = ri.&  (1.40)

Corolario 1.2.1. El conjunto Pr de F/K es infinito.

Demostracién.

Supongamos que {P, .., P,} = Pr con n < oo, por el Teorema de Aprozimacion,
podemos encontrar una funcién z # 0 tal que vp,(z) > 0, por lo que z; € P; para
i =1,..,n. Como K N P; = {0}, entonces z es un elemento trascendente sobre
K, pero z no tiene polos, lo cual es una contradiccién.

Proposicién 1.2.1. Si {Py,...P,} = Pp, son ceros de v € F, entonces,
vai(:v) -deg P; < [F : K(z)].
i=1

Demostracidn.

Sea f; := grado P; y e; :== v;(z). Sabemos que para cualquier i existe un elemento
t; € F tal que vp(t;)) = 1y vp,(t;) = 0 para k # i. Por otro lado, sea f; =
grado P, y s;1,...,s;, € Op, tal que s;1(F;), ..., si,(P;) forman una base para la
clase residual Fp, sobre K. Por el teorema ( 1.2) podemos encontrar un elemento
zij € F' con las siguientes carateristicas:

vp,(sij — 21j) > 0y vp, (%) > ve(x) para k # i

Lo siguiente es verificar que elementos t{ - z;; con 1 < ¢ < r,1 < j < grado P
y 0 < a < vp,(z), cuya suma es igual a > .._, vp(z)grado P;, son linealmente
independientes. Supondremos que no es cierto, es decir, supondremos que existe
una combinacién lineal no trivial tal que:

T fi ei—1

D) wiatt -z =0 (1.41)

i=1 j=1 a=0
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sobre K(z) y sin pérdida de generalidad podemos asumir que no todos los ele-
mentos ;j, son divisibles por z. Siendo asi, exiten k € 1,...,r y c €0, ...,e, — 1
tales que:

z|prj. para cualquier a < ¢y cualquier j € 1, ..., fi
y © [k para algin j € 1,..., f.

Multiplicando la ecuacién ( 1.41) por £ obtenemos:

r  fi e—1

DD Pt t 2 =0 (1.42)

i=1 j=1 a=0
Para i # k todos los sumandos de ( 1.42) estdn en Py pues:

Ve(@ijaly i zi5) = Uk(@ija) — cur(te) + vi(t7) + vk (2i5) (1.43)
> 0+0—c+ex(z) >0

Para i = k y a < ¢ tendremos que: vg(@;jat; te2:5) > e, +a — ¢ >> 0y para
a>c,

Ok (Pijaty, ti2ij) = a—c>0

Por las desigualdades anteriores tenemos que:

fr
Zgokjczkj € Pk (144)

J=1

También observamos que pkjc(P,) € Ky pkjc(Py) = 0, por lo que existe una
combinacién lineal no trivial:

fr
Z Orje( Pr) 2k (Pe) =0 (1.45)

i=1

sobre K y se produce una contradiccién pues los elementos zg1(Px), .., 2xf, (Pr)
forman una base para Fp, /K.

Corolario 1.2.2. En un campo de funciones F/K un elemento 0 # x € F tiene
un numero finito de ceros y de polos.
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Demostracidn.

Si x € K, es decir  es constante, entonces, x, no tiene ni ceros ni polos. Si x es
trascendente sobre K, el nimero de ceros de = es menor a [F' : K(z)] < co. De la
misma manera el nimero de ceros de 7! es menor a [F': K(z71)] < c0.



1.3 Divisores

Para cualquier campo de funciones racionales F', podemos construir una familia
de elementos D, con la siguiente caracteristica:

con np € Z y np = 0 excepto en un nimero finito de lugares. Es decir, para
obtener un elemento de esta familia, asociaremos un nimero entero a cada lugar
y estableceremos una suma formal. ? Los elemento de dicha familia varian en el
numero asociado al lugar, por lo que esta familia puede ser infinita. A esta familia
la. denotamos como Dy.

Sean D =Y npPy D' =) np P con P,P' € Pr (claramente son elementos que
pertenecen a la famila D) entonces, podemos definir la suma entre ellos de la
siguiente manera:

D+ D" = Z (np +np)P

PePp

Esta suma es asociativa. También definiremos un elemento identidad como:

0:= Z rpP, con rp =0 VP € Pp.

PcPp

Dado que np € Z, entonces se puede formar el inverso aditivo de cada elemento
D y con esto tenemos que Dy forma un grupo. La conmutatividad de éste, queda
justificada por la conmutatividad en Z, asi Dr forma un grupo abeliano 3 y aunque
no se utilizard el resultado en este trabajo cabe hacer mencién que es un grupo
abeliano libre. *

2En general, se puede definir el concepto de divisores para cualquier conjunto.

3Esta estructura es independiente al conjunto inicial que tomemos.

4Un grupo G es libre si existe un subconjunto S de G tal que todo elemento de G puede
escribirse en una forma tnica como producto de elementos de S.

20
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Definicion 1.3.1. Al grupo abeliano libre Dr generado por los lugares de un
campo de funciones F lo llamaremos grupo de divisores. Los elementos de
dicho grupo se llamaran divisores.

Para Q € Pr y para D =) npP € Dr se define vg(D) := ng, en otras palabras
v (D) serd el nimero asociado al lugar @ en el divisor D. Para cada divisor D
se tiene:

a)grado D := Z vp(D) - grado P

PEPF
b)soporte D := suppD = {P € Pr|np # 0}

OBSERVACION: Cada P € Py puede ser visto como un divisor.
Esto es:

P .= ZnQQ; conng=0YQ #P, Q €¢Prynp=1, (1.49)

QePr

Denotaremos como < P > al lugar P visto como divisor. A este
tipo de divisores les llamaremos, divisores primos. Ademis, la
definicién de grado(D) es consistente con esta interpretacién, esto
es:

grado < P> = Z voQ - grado @
QePr
vp grado P; utilizando 1.49

= grado P

Otra caracteristica de Dr es que existe un orden parcial en sus elementos:

D<D<<=np<npVeP (1.50)

Divisores Principales

Ahora formaremos un divisor a partir de un elemento = de F. Asociaremos a cada
lugar P la valoracién vp(z) correspondiente y tomamos la suma formal. Uno de
los objetivos de formar estos divisores, es poder controlar la informacién acerca
de la cantidad de ceros y de polos de z. Formalmente se construyen como sigue:
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sean x € F', Z := {P € Pp|P es cero de X} y N :={P € Pr|P es polo de X'}
entonces definimos:

+ el divisor cero de z:

(x)o = vp ()P + ... +vp,(2)P,

= va(:v)P,

PcZ

* vy, el divisor polo de z:

(X)oo = —vpi(2)P] — ... —vp ()P,
= Y o) @P

y se considerard el siguiente divisor

el cual llamaremos el divisor principal de z y se observa que (z)g > 0y
(z)oo > 0. El divisor principal de x € F' puede ser representado de la siguiente

| )= ve(x)P

PePr

Denotaremos Pr, al conjunto que de los divisores principales de los elementos
z # 0 € F y lo llamaremos como grupo de divisores principales.

OBSERVACION: los elementos de F' que sean y constantes diferentes
de cero, quedan caracterizados por z € K < (z) = 0. Esta carac-
terizaciéon queda justificada por las propiedades de la valoracién

vp.

Sean z,y, € F dos elementos diferentes de cero. Entonces, (z), (y) € Pr. Suman-
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do estos divisores obtenemos:

(z) +(y) = ZUP(fE)P+ ZUP(?J)P

PcZ PcZ

= [vp(z) + vp(y)]P

= [vp(zy)]P
= (zy)

Es decir, la suma de los divisores principales es cerradura , por lo que Pr es un
subgrupo de Dr y se puede tomar el siguiente grupo factor:

CF = DF/PF5

Para cualquier D € Dy el elemento correspondiente en el grupo Cr serd la clase
del divisor D y serd denotada por [D]. Diremos que dos elementos son equiva-
lentes si pertenecen a la misma clase, es decir, D ~ D' si [D] = [D'] y esto es
equivalente a decir que existe un divisor (z) tal que D = D' + (z) con z # 0.

OBSERVACION: La relacién ~ descrita en el parrafo anterior es de
equivalencia: x D ~ D, pues D = D + (z) con z € K, es decir la
relacion es reflexiva.

x Sean D = ) pp npP, D' =} pp npP, si D ~ D' entonces
existe € F tal que D = D' + (), es decir:

Z npP = Z npP + (z)

PcPp PcPp
= Z npP = Z n’pP + Z vp(z)P
PcPp PcPrp PcPp
= Z npP — Z vp(z)P = Z n’p P
PePp PePp PePp
= Z npP + Z (—vp(z))P = Z n'’p P
PePp PePp PePp
= Z npP + Z (’UP(IE_I))P = Z TL;DP
PePp PePp PePp

5En algunos textos, este grupo es nombrado grupo de Picard.
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Por lo que existe y = 7! € F tal que D' = D + (y), es decir,
D' ~ D y la relacién es simétrica.

* Sean D, D', D" € Pr tales que D ~ D'y D' ~ D" entonces, 3 z
y 3y tales que D = D' + (z) y D' = D" + (y). Sustituyendo se
tiene D = D" + (z) + (y) y se sabe que (z) + (y) = (zy), por lo
que D = D" + (zy) es decir, 3 z = zy € F tal que D ~ D" por lo

que la relacién es transitiva y con esto podemos concluir que “~”es
una relacién de equivalencia.

Definicion 1.3.2. Sea A € Dr, definimos:

L(A) = {z € F|(z) + A > 0} U {o}.

Este conjunto es interpretado de la siguiente manera: si A = > n; P, — > m;Q;
entonces los elementos de £(A) pueden tener polos solamente en los lugares P; de
a lo menos orden n; y deben tener ceros de al menos orden m; en el lugar @);.

De la definicién del conjunto podemos obtener la siguiente desigualdad con la que
los elementos € L(A) quedan caracterizados:

vp(z) > vp(A) V P Pp

De manera inversa, si x € F'y A € Dr y si se cumple que vp(z) > vp(A) para
todo lugar P, entonces, es natural que x € L(A). En los siguientes parrafos se
deduciran algunas propiedades de este conjunto.

Supongamos z # 0 es un elemento del conjunto £(A4) y sea (z) + A := A, como
(z) + A > 0 entonces 3 A’ € Pr tal que A ~ A’. Por otro lado, si A ~ A’ con
A" > 0, entonces existe () € Pr tal que A’ = A+ (z) por lo que A+ (z) >0, es
decir, 3 z # 0 tal que z € L(A) por lo que L(A) # 0.

Sizyy € L(A) y a € K, entonces, para cualquier P € Pr se cumplen las
siguientes propiedades:

* vp(z+y) > min{ve(z),vp(y)} > —vp(A)

* vplaz) = wp(a)+vp(z) > —vp(A)

Por otro lado, si A ~ A’ entonces se tendrd que L£L(A) ~ L(A’). Tal afirmacién se
puede verificar tomando el siguiente mapeo:
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¢: L(A) — F
T 2

Observamos que si A ~ A, entonces, existe (z) # 0 tal que A = A’+(z). Por otro
lado, sabemos (zz) = (z) 4+ (2) y por la definicién del conjunto £(A), tenemos que
si z € L(A) entonces, (z) + A > 0, asi que:

(@) + () +4" 20
= (zz)+ 4" >0
= xzz€ L(A)

Con este hecho, afirmamos que im¢ C L(A’). De forma andloga obtendremos que
im¢’ C L(A') donde ¢’ queda definido de la siguiente manera:

¢: LA) —F
x — 27 g,

Estos mapeos son inversos uno del otro, por lo tanto ¢ es un isomorfismo entre

L(A)y L(A").

Un caso particular de éstos espacios es cuando se tiene A = 0 € Dp. Sea z un
elemento en el conjunto £(A) entonces (z) > 0, lo cual quiere decir que z no tiene
polos, asi que z € K, por lo que £(0) = K.

Otro caso importante de mencionar es si 0 > A € Dr.Como en el caso anterior,
supondremos que existe algin elemento 0 # x € L(A), entonces:

(z)+A >0
= (z) >—-A>0
es decir, (z) > 0 y z tendrd al menos un cero, pero no tendrd polos, lo cual

es imposible. Por lo tanto, si A < 0 entonces £(A) = {0}. Asi las siguientes
propiedades quedan demostradas:
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(A) # 0 si y sélo si existe un divisor A’ ~ A con A’ > 0.
(A) es un espacio vectorial sobre K.

) Si A’ € Dr es tal que A’ ~ A entonces L(A) ~ L(A).

d) £(0) = K.

e) Si A < 0 entonces L(A) = 0.

Dado que £(A) es K-espacio vectorial, entonces podemos considerar su dimensién
la cual demostraremos que es finita.

Lema1.3.1. Sean A, B divisores de F/K tal que A < B. Entonces L(A) C L(B)

’ dim(L(B)/L(A)) < deg B — deg A.

Demostracidn.

Sea z € L(A), por definicién sabemos que vp(z) > —vp(A). Por otro lado, si
A < B entonces vp(A) < vp(B) lo que implica —vp(A) > —wvp(B) por lo que
(z) > vp(B) por lo que z € L(B), es decir, L(A) C L(B) .

Como A < B, entonces existe P € Pr tal que B = A+ P. Sea z € L(A) entonces
(z) + A > 0. Por otro lado tenemos que

(z)+ B=(z)+A+P >0,
por lo que z € L(B), asi la primera parte del enunciado queda demostrada.
Por el teorema de aproximacion existe ¢ € F' tal que
vp(t) =vp(B) =vp(A) +1
Luego, si z € L(B), entonces
vp(zt) = vp(z) + vp(t) = vp(z) + vp(4) +1 >0, (1.55)

Ademads zt € Op, es decir, la funcién estd definida en P. Obtenemos el siguiente
mapeo:
’(/} : ,C(B) — Fp
z > (zt)(P) =zt + (P)

Tenemos que z € nuc v, pues vp(zt) > 0 lo cual implica vp(z) > —vp(A), es
decir, z € L(A). Asi tenemos que:
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i) Nucyy) = L(A) y
i1) 1 induce al mapeo inyectivo de ¢ : L(B)/L(A) — Fbp.
Por lo tanto:
dim(L(B)/L(A)) < dim(Fp/K) = grado B — grado A.{ (1.56)

Proposicién 1.3.1. Sea A € D, entonces el espacio L(A) es de dimensidn finita
como espacio vectorial sobre K. Mds aun, st A = A, —A_ con A, y A_ con
divisores positivos, entonces:

dim(L(A}) < grado (Ay) + 1.

Demostracidn.

Si se tiene que A = A, — A_ donde A,, A_ son dos divisores mayores a cero,
entonces se tendrd que A < A, por lo que £(A4) C L(A). Esto quiere decir que
la dimensién de L£(A) estard acotada por la dimensién de L£(A;). Sabemos que
0 < A, y por el lema anterior tenemos que:

dim(L(AL)/L(0)) < grado (Ay) — grado 0
= grado (A})

Por otro lado tenemos que £(0) = K por lo que dimL(0)) = 1, asi:

dim(L(AL)/L(0)) = dimL(Ay) — dimL(0)
= dimC(A)) -1

Por lo que, haciendo las correspondientes sustituciones en las desigualdades obtenidas,
dim(L(A+)/£(0)) = dim(L(4)) = 1 < grado (Ay),
es decir:
dim(L(A}) < grado (Ay) + 1.

Queda demostrado que dim £(A) es un espacio vectorial de dimensién finita sobre
K.



Divisores 28

Definicion 1.3.3. Sea A € Dp, la dimension de A, serd dimy(L(A))

Es decir, la dimensién de un divisor A, serd la dimensién del espacio £L(A). El
calculo de esta dimensién representa uno de los problemas fundamentales en la
teoria algebraica de funciones. En la siguiente seccién, veremos que el Teore-
ma de Riemann-Roch es de gran utilidad para la solucién de este problema.

El siguiente teorema es significativo pues ademéas de describir el grado de un
divisor principal, estd diciendo que toda funcién z € F' — K tiene tantos ceros
como polos.

Teorema 1.3.1. Todo divisor principal tiene grado cero. Ademds, six € FF— K
entonces

grado ((z)o) = grado ((z)) = [F: K(z)].

Demostracidn.
Sean = [F : K(z)]. Sea B= (2)oo = — Y., r,(2)PF;, donde P; denota los polos
de z. Tenemos que

grado B = grado ¥((2)s) = — >.i_, vp,(z71) - grado (B;) < [F: K(z)] = n.

Queda por ver que n < grado B. Para verificar esto, seleccionaremos una base
{u1, ..,u,} para F/K. Sea C € Dp tal que (u;) + C > 0 parai=1,...,n, es decir
C es un divisor tal que u; € £(C)) para i = 1,...,n. Sean > 0, entonces zlu; €
L(nB + C) para 0 < i < 5. Las funciones u;z? son linealmente independientes
sobre K pues las u; forman un conjunto linealmente independiente sobre K(z) y
sobre K. Observamos que el indice 5 estd acotado por 7, es decir, existen 7 + 1
posiblidades de eleccién para j, por lo que:

n(n+1) < dim(nB + C).

Sea C' := grado C, entonces,

n(n+1) <dim(nB+C) <grado(nB+C)+1
= n(n+1) <dim(nB+C) <mngrado (B+C)+1
= nn+n < ngrado (B)+C +1
= n—C-—1 <mngrado (B)—n Vn>0
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Si (grado (B) —n) < 0, entonces n(grado (B) —n) < n—C —1 para alguna n > 0.
Por lo tanto (grado (B) —n) > 0y grado B > n. Queda demostrado que

grado ((z)s) = [F : K(x)].

Ademds, como (z)y = (z7')s entonces grado ((z)o) = grado ((z7')) = [F :
K(z)] = [F : K(z™')], por lo que la funcién tiene el mismo nimero de ceros que
de polos. $

Corolario 1.3.1. Sean A, A' € Dy,

a) Si Ay A son tales que mathcal L(A) ~ L(A'), entonces:
dim(A) = dim(A4"), y grado A = grado A'.
b) Sigrado A <0 entonces dim(A) = 0.

¢) Dado A € D, tal que grado A = 0, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1) A es principal.
2) dim(A) > 1.
3) dim(A) = 1.

Demostracién.

a) Tenemos que dim(A) = dim(A’) pues L(A) = L(A) = L(A+ (z)). Asi
pues:
grado A" = grado (A+ (z)) = grado (A) 40, es decir grado A’ = grado A.
b) Sidim(A) > 0 entonces 30 #z € L(A).
Sea A'= A+ (x) > 0, es decir, A ~ A’ pero grado A’ > 0, lo cual genera
una contradiccién, por lo tanto dim(A) = 0.
¢) (1) & (2) Sea A = (z),z € F — K. Entonces z7' € L(A), pero (z)™! =
—(z), de donde —(z) + A = —(z) + (z) = 0 por lo tanto dim(A) > 1.
(2) & (3) Supongamos que dim(A) > 1y grado A = 0, dim(A) <
grado (A) + 1, por lo tanto dim(A) = 1.
(3) & (1): Supongamos que el grado A = 0y dim(A) = 1. Se deberd
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demostrar que A es principal.
Sea z € L(A), z # 0, entonces (2) + A > 0. Entonces:

grado ((z) +A) =0

= (2) + A =0
= A = —(2)
= A =(2)71.¢

Con la finalidad de estudiar la dimensién del divisor A estableceremos cotas.
Primero damos una cota inferior.

OBSERVACION: Si A < A, entonces
grado A — dim(A) < grado A; — dimA,.

Esta afirmacién la podemos verificar de la siguiente manera: sea
B = (), entonces para toda n > 0 tenemos

dim(nB + C) > (n+ 1)grado B)

ademas:
dim(nB+C) < grado (nB+C)+1+ grado (C)+1
< dim(nB) + grado (C).
Luego,
n+ lgrado B < dim(nB+ C)
< dim(nB) + grado C
de donde:

grado (nB) + grado B < dim(nB) + grado C,
= grado (nB) + grado B — grado C < dim(nB),
= grado (nB) + [F : K(z)] — grado C < dim(nB),

y se cumplird para toda n € N — 0.

Utilizando la notacién de la observacién anterior, sea {ui, ..., u,} una base para
F/K(z)y sea v =n — grado C, es decir, v no depende de 7B, sino de F/K(x),
podemos afirmar que dado A € Dr existen dos divisores A, D y un enteron > 0
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tal que A < A;, Ay ~ D y D < nB. RAzZON: Sea A; > A tal que 4; > 0
entonces:

dim(nB — A;) > dim(nB) — grado (A;)
> grado (nB) — v — grado (A1)
> 0,

para alguna 1 > 0. Por otro lado, existe z € L(nB — A;) con (2) +nB — A, > 0,
por lo que:

es decir 4; — (2).
Retomando la intencién de proponer una cota inferior para dimA, tenemos que:

grado A — dimA < grado (A1) — dim(A;)
= grado D — dimD
grado (nB) — dim(nB)

<
< 7.

Siendo asi, podemos enunciar la siguiente proposicién cuya demostracién consta
de los parrafos anteriores.

Proposicion 1.3.2. FExiste alguna constante v € Z tal que V A € D se tiene:
deg A — dim A<~.

Definicién 1.3.4. El género de F/K es definido por :

g :=maz{deg A —dim A+ 1|A € Dr}.

OBSERVACION:EIl género deF'/ K es un entero no negativo y se sigue
del hecho de que si tomamos A = 0 entonces deg 0 —dim 0+1 = 0.
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Teorema de Riemann

Teorema 1.3.2. Sea F/K un campo de funciones de género g:

1) Para toda D € Dp,
dim(A) > grado (A)+1—g.
2) Egiste ¢ € Z que depende de F/K tal que
dim(A) > grado (A) + 1 — g si grado (4) > c.

Demostracién.

1) Sea A € D, entonces g > grado (A) — dim(A) + 1 por lo que:
dim(A) > grado (A) +1—g.

2) Existe Ay € Dp tal que g = grado (Ag)+dim(Ag+1). Sea ¢ := grado (Ay)+
g lo que implica que grado (Ay = ¢ — g). Sabemos que

dim(A—Ay) > grado (A—Ay)+1—yg
= grado (A) — grado (Ag+1—g)
> c¢—grado (Ao +1—g).
Entonces existe un elemento z diferente de cero, z € L(A — Ay tal que
(2)+A—A4>0=(2)+ A > A,.
Sea A ~ A, por lo que grado A’ > ¢, A’ > A, asi
grado A — dim(A) = grado A' — dimA'

> grado Ay — dim(Ap)
= c—g—(c—g+1-yg)
= g—1.
Por lo tanto, grado A +1 — g > dim(A) por lo cual dim(A) = grado A +

1—9.¢

OBSERVACION: El campo K(z) tiene género cero: Supongamos
que tiene g > 0. Sabemos que las funciones: 1,z,...2" € L(rp).
Entonces: 7+ 1 < dim(rp) = grado (rp) + 1 — g para r > 0.
Entonces g = 0.

De ahora en adelante el campo de funciones F/K, tendri género g.



1.4 Teorema de Riemann-Roch

El propdsito de esta seccién es enunciar y demostrar el teorema de Riemann-
Roch.Durante esta seccién g denotard el género de F/K.

Definiciéon 1.4.1. Un adele de F/K serd un mapeo « tal que:

a: Prp — F|
P — Qp.

tal que ap € Op, excepto en un numero finito de lugares. Denotamos como Ap
al conjunto de los adeles de F/K, es decir, Ar = {a|a es un adele de F/K}.
Ademds, st x € F diremos que el adele principal de x es el adele de F' cuyas
componentes son todas tquales a x.

Dado que Ar se puede ver como espacio vectorial sobre K y sobre F', podemos
hablar de dim(Ar/Ar(A) + F), tomando a F' como el conjunto de adeles princi-
pales. Si para cada A € Dy de F/K se da la siguiente relacién:

dimA — gradoA + g — 1 = dim(Ar/(Ar(A) + F)) (1.58)

de la cual obtenemos, haciendo A = 0, otra caracterizacién para g:

dim(0) —deg(0)+g9g—1=1-04+9g—1=yg (1.59)
= g = dim(Ar/(Ar(0) + F)).

Al lado izquierdo de la igualdad (1.58) la llamaremos indice de especialidad del
divisor A y lo denotaremos como i(A4). La demostracién de la igualdad (1.58) se
sigue de los siguientes hechos:

a) Si A;, Ay € Dry A; < A, entonces Ap(A4;) C Ar(As).
Si o € Ap(A;) entonces vp(a) > —vp(A;) > vp(Ay), pues A; < A,, por lo
tanto, Ar(41) < Ap(As).
33
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b) Si Ay, A2 € Dr entonces dim((Ar(A2) + F)/(Ar(A1L + F)) = (degAs —
dimA,) — (degA; — dimA,).
Para confirmar el enunciado es necesario considerar la sigueinte cadena e-
xacta:

0 — L(A2)/L(A1) = Ar(As)/ Ar(A1)) =

2 ((Ar(A2) + F)/(Ap(4)) + F) — 0

Tenemos que nuc(oy) C Im(oy) puessi o € Ar(Asy) tal que oo(a+adeles(A;)) =
0 entonces existe z € F' tal que @ —z € Ap(A4;). Como Ar(4;) C Ap(As)
tenemos que z € Ap(Ay) N F = L(Ay), por lo que

Por la exactitud de la cadena:

dim(Ar(42) + F)/(Ap(A;) + F)) =
dim(Ar(A2))/(Ar(A1)) — dim(L(A1)/L(Az)).

El teorema de aproximacién, nos permite escoger una t € F' tal que vp(t) =
vp(A;) + 1. Si consideramos el siguiente mapeo, donde A; < A,

(}5: AF(AQ) —)Fp,
o — (tap)(P)

podemos observar que Im¢ = Fp por lo que es mapero suprayectivo que
tiene como nicleo a «(A;) por lo que:

Arp(As)/ Ap(A;) & Fp, de ésta manera:
dim(Ar(As)/ Ar(A))) = [Fp : K] = grapoP = gradoAs — gradoA,
por lo que

dim(Ar(As)/Ar(A1)) = (degAy — degA,) — (dimAy — dimA,)
(degAy — dimA,) — (degA; — dimA,).
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c) Si B € Dr tal que dim(B) = grado(B) + 1 — g, entonces Ar = Ar(B) + F.
Si B; > B entonces

dimB; < grado(B;) + dim(B) — grado(B) = grado(B,) + 1 — g.

Por otro lado, dim(B,;) = gradoB; + 1 — g por el teorema de Riemann por
lo que dim(B,) = grado(B;) + 1 — g para toda B; < B. Sean o € Ap y
B, € Dy tal que By < By a € Ar(B)) y por el inciso anterior se tiene que:

dim(Ar(B,) + F/Ar(B) + F) = gradoB, — dimB, — gradoB — dimB =0

por lo que Ap(B)) + F = Ap(B) + F. Como a € Ap(B)) se sigue que
A= AF(B) + F.

d) Por iltimo, sea A € Dp, por el teorema de Riemann, 3 A; > A tal que
dim(A;) = grad(A;) + 1 — g entonces Ap(A;) + F = Ap, de donde:

dim(Ar/(Ar(4) + F) =  dim(Ar(4) + F/(Ar(A)+ F)  (1.60)
= gradoA, — dimA; — gradoA + dimA
(9 — 1) + dim(A) — grado(A)
i(A).

Definimos un diferencial de Weil como un mapeo lineal w : Ar — K que se
anula en Ar(A) + F para algin A € Dp. Denotamos como Qr Pr al conjunto de
todos los diferenciales de Weil w del campo F/K. Para un divisor A, denotare-
mos como 2r(A) al conjunto de los diferenciales de Weil tales que se anulan en

Ar(A) + F.

Existe un isomorfismo entre el espacio de formas lineales Ar/Ar(A4;1) + F y el
espacio Qr(A). De pdrrafos anteriores tenermos que el espacio Ap/Ar(A4)) + F
es de dimensién finita igual a i(A) por lo que dimQp(A) = i(A). Paraz € F'y
w € Qp podemos definir 2w : Ap :— K dado por (zw)(e) := w(za). Este mapeo
(zw) vuelve a ser un elemento de Qr pues para w € Qp3A € Dp tal que w se
anula en Ar(A+ (z)) + F. Este mapeo proporciona la estructura a Qr de espacio
vectorial sobre F.

Proposicion 1.4.1. Qp es un espacio vectorial de dimension 1 sobre F'.
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Demostracién.

Sea w € Qp,w # 0. Se tendrd que demostrar que para todo wy de Qp, existe
t € F tal que wy = tw;. Suponemos que wy # 0y sean A; y A, divisores tales que
wr € QF(AI) y we € QF(AQ) y B e Dp tal que:

dim(A; + B) = grado(A; + B) +1— g, coni=1,2.

la veracidad de ésta ecuacién depende directamente de la eleccién de B y es posible
gracias al teorema de Riemann de la seccién pasada. También sabemos que en
general dados Uy, U, <V, V — espacios vectoriales,

dim(U; NUs) > dimU1 + dimU, — dim — V.
Definimos ¢; : L(A; + B) — Qp(—B) dado por £ — zw;, con i = 1,2. Sea
U; = p(L(A; + B) C Qp(—B)) como
dim(Qp(—B)) = i(—B) = dim(—B) — grado(—B) + g — 1 = grado(B) +1 — g,
Obtenemos que:

dim(Uy) + dim(Us) — dim(Qp(—B)) = dim(Uy) + dim(Uy) — grado — g + 1
= dim(A + B) + dim(As + B) — gradoB — g+ 1
=dim(Ai+B)+1—g+dim(Ays+B)+1—g—gradoB+1—g

= gradoB + (gradoA; + gradoAs) + 3(1 — g) (1.61)

del término (1.62) observamos que s6lamente gradoB depende de B. Entonces si
gradoB es suficientemente grande:

Se sigue que U; N Us # {0} y queda demostrado nuestro enunciado. {

Lema1.4.1. Sea 0 # w € QF y sea M(w) := {A € Dp|w se anula en Ap(A)+F},
entonces existe un dnico divisor W € M(w), tal que A < W, para cualquier
A e M(w).
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Demostracién.

Utilizando el teorema de Riemann, tenemos que existe una constante ¢ que sélo
depende del campo F/K con la propiedad de que i(A) = 0 VA € Dr de gra-
do mayor o igual a ¢. Como dim(Ar/(Ar(A) + F)) = i(A). Tenemos que el
gradoA < ¢ V lA € M(w), entonces podemos escoges un divisor W € M(w) de
grado maximal.

Supongamos que W no es unico. Entonces existe por lo menos algin divisor
Ap € M(w) con Ay < W, es decir vg(Ag) > vg(W) para alguna @) € Pr. Ten-
driamos que M + @ € M (W) pero esto contradice la condicién de ser de grado
maximal.

Por otro lado si consideramos un adele & = (ap) € Ar(W + Q) lo podemos
reescribir como a = ¢ + & con:

, ap para P # Q.
CYP =
0 para P=Q.

n o {0 para P # Q.

ap =
ap para P =Q.

por lo que o/ € Ap(W) y " € Ap(4y) y w(a) = w(d!) + w(e) = 0, entonces w
se anula en Ap(w+ Q) + F.$

Llamaremos a (w) el divisor de un diferencial de Weil, si w # 0 y es aquél
que es tnico y queda determinado por las siguientes condiciones: a)w se anula en
Ar((w) + F). b)Si w se anula en Ap(A) + F, entonces A < (w).

Para 0 # w € Qp y P € Pp, definimos vp(w) := vp((w)). De asta manera
podemos decir que P es un cero (polo resp.) de w si vp(w) > 0, (vp(w) < 0).
Ademis, si vp(w) > 0 diremos que w es regular en P. Si w es regular en todos
P € Pr decimos que w es regular.

Definicién 1.4.2. Un divisor Q € Dr es candnico si W = (w), para algin
w € Qp.
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Observacion: De la definicién:

Qr(A) ={w € Qplw =046 (w) > 0}
por lo que  Qp(W) ={w € Qp|w es regular}

y como consecuencia de parrafos anteriores tenemos que: dimQg(0) =g

Proposicion 1.4.2. Sea 0 £z € F y 0 # w € Qp, entonces (zw) = (z) + (w).

Demostracidn.

Si w se anula en Qp(A) + F entonces zw se anula en Qr(A + (x)) + F por lo que
() + (w) < (zw). De forma andloga (zw) + (z7') < (z7'zw) = (w) por lo que
implica (w) + (z) < (2w) < (z) + (W) = (2) + (W) = (2w).¢

Si se tienen Wi, W, divisores candnicos entonces wy = (w1) y we = (wq). Por
otro lado hemos demostrado que {1y tiene dimensién 1 sobre F', es decir, wy =
zwy, ¢ € F por lo que wy = (zw), lo que implica, usando la proposicén anterior
que: Wy = (z) + (w) =)(z) + w1, entonces se tiene que Wi y W, tienen el mismo
grado y misma dimensién. Esto nos permite afirmar que los divisores canénicos
forman una clase de divisores.

Teorema 1.4.1. Sea A € Dp y W = (w) y sea

n: LW —A4) — Qr(A)
A T

Entonces, n es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracidn.

Sea z € L(W — A) tenemos que (zw) = (z) + (w) > —(W — A) + W = A pues
zw € Q(A). Por lo que Im(n) < Q(A). El mapeo Q es lineal y si ¢ € K entonces
en(z) = caw = nlezw) y n(z +y) =w(z +y) = wz + wy = () + w(y). Ademds
n es inyectiva pues nuc(n) =0 € L(A) y si w; € L(A) T z inF tal que w; = zw
entonces wy = (zw) = (z)+(w) = A= (z)+W —A > 0 porloque z € LW —A),
entonces, 7(z) = zw = w, es decir, 7 es biyectiva. {

Teorema de Riemann-Roch

Teorema 1.4.2. Sea A € Dy y W un divisor candnico de F/K. Entonces



Teorema de Riemann-Roch 39

dim(A) = grado(A) +1 — g+ dim(W — A).

Demostracidn.
La demostracién de este teorema se sigue de la definicién de (1.58) y del teorema
anterior.

Observacion: Si W es un divisor canénico de F/K, entonces,
grado(W) =29 —2 y dim(W) = 0.
Esto se sigue del hecho de que si hacemos A = 0 entonces
dim(0) =1 — g + dim(W)

por lo que 1 =1 — g+ dim(W) lo que implica que dim(W) = g. Por otro lado
haciendo A =W entonces g = gradoW)+1— g+ 1, asi 29 — 2 = grado(W).



1.5 Extensiones de campos de funciones alge-
braicos

Definicion 1.5.1. Diremos que un campo de fun- / T
ciones F'/K' es extensién algebraica de F/K si
F' > F es algebraica y K' > K. Llamaremos a

F'/K' una extensién de constantes sobre F//K si T /
F'=FK' ={z-a|z € F, a € K}. La eztension K
F'/K' D F/K se dice finita si [F' : F] < co.

Figura 1.2: Ezxtensiones
de Campos.

Lema 1.5.1. Si F'/K' es una extension algebraica de F/K entonces:

o) K'/K es algebraica, KN F =K

b) F'/K' es extensidn finita de F/K si y sdlo si [K': K] < 0o

¢) Sea Fy = FK' entonces F1/K' es una extension de constantes de F/K
y F'/K' es una extension finita sobre F\ /K.

Demostracién.

a) Por hipédtesis sabemos que para todo elemento 3 en F’, podemos encontrar
un polinomio en F[z] para el cual § es raiz. En particular, si § € K’ se
puede encontrar un polinomio f(z) en F[z| para el cual § es raiz. Por otro
lado, sabemos que f(z) puede escribirse como:

o]
flz) = Zaixi =ag+ 01T + @z’ + ... + apT" + ...
i=0

donde a; € F' y a; = 0 excepto para un nimero finito de valores de 1.
Ahora supondremos que f(z) ¢ K|z], es decir, f(x) tiene por lo menos un
coeficiente el cual no se encuentra en el campo K. Supongamos que ese
coeficiente es el a;, entonces tenemos la siguiente igualdad:

azﬂi =ay+ a8+ a2ﬂ2 + .o Fagx™ + ...

40
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donde el lado izquierdo pertenece a F' — K pero el derecho no, por lo
que llegamos a una contradiccién, es decir, f(z) € K|z] por lo que K’ es
algebraica sobre K.

Para verificar la segunda parte de este lema, suponemos que o € FF N K.
Claramente oo € K, por lo que F N K' ¢ K. Por otro lado, si o € K
entonces « € F'N K.

b) Si asumimos que F'/K' es una extensién finita de F//K entonces F' puede
ser considerado como un campo de funciones algebraicas sobre K con su
campo de constantes K’ por lo que se tiene que [K': K] < o©.

Ahora suponemos [K' : K] < co. Sea z € F'— K entonces F'/K(z) es una
extensién finita (pues z es trascendental sobre K’) y

[K'(z): K(z)] < [K': K] < 0.
Luego,
[F": K(z)] = [F": K'(2)] - [K'(2) : K(z)] < o0,
Como K(z) C F C F' esto implica que [F': F]. &

Definicién 1.5.2. Consideremos la estension F'/K' sobre F/K. Decimos que
el lugar P' € P estd sobre P € Pr si P C P'. También diremos que P’ es
extension de P y escribimos P'|P.

Proposicién 1.5.1. Sea F'/K' una extensién de F/K. Sean P' € Pp, P € Pp
con Op y Op, vpr y vp los anillos y las valoraciones correspondientes. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) P|P.
2) Op C Op.
3) Existee € Z con e > 1 tal que vp(x) = evp(x) Vz € F.

Demostracidn.

(1) < (2) Supongamos que P'|P pero Op € O%. Esto quiere decir que existe un
elemento u € F tal que vp(u) > 0 pero vp/(u) < 0. Por otro lado, P C P’ es
decir, para todo elemento z € F, si vp(z) > 0 entonces vpi(z) > 0, por lo que
vp(u) =0. Sea t € F tal que vp(t) =1, entonces t € P porloquet € P'y sea
r:=vp/(t) > 0, entonces:

vp(u't) = rvp(u) +vpt=1
vp(u't) = rvp(u)+vpt< —r+7r=0 (1.67)
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pues u no pertenece a Op. Entonces u't € P pero u't ¢ P’ por lo que se tiene
una contradiccién al hecho de que P C P’. Entonces Op C Op.

Ahora supongamos que Op C Op:. Siy € P entonces, y~! ¢ Op por lo que
y~' ¢ Op, entonces y = (y—1)—1 € P’ por lo tanto, P C P’ por lo que P’ est4
sobre P.

(2) & (3) Sea u € F tal que vp(u) = 0 entonces u,u~' € Op. Entonces,
vp(u) = 0, sea ¢t un pardmetro local de P, es decir, vp(t) = 1. Sea e := vp (t).
Como t € P’ entonces e > 0, mds ain e > 1. Seaz € F y sea 7 := vp/(t) € Z,
entonces vp(zt™") =0y

vp(x) = vp(zt™) + vp (") = 04+ rvp (t7) = evp().
Por lo que la segunda afirmacién implica la tercera.

Por otro lado, sea z un elemento en Op, esto implica que la valoracién vp(z) > 0.
Por hipédtesis ponemos que existe un entero e > 0 tal que vp/(z) = evp(x) > 0,
es decir, x € Op/, porlo que si z € Op entonces © € Opr asi, Op C Opr. Por
lo que mediante la tercera afirmacién se puede concluir la segunda y con esto la
proposicién queda demostrada.

OBSERVACION: Bajo las hipétesis de la proposicién anterior, se
tiene que

Op:FﬂOplyPZFﬂPI

Por ser una interseccién finita de anillos, tenemos que F' N Op:
es un subanillo de F'. Por otro lado Op C F' y Op C Op: por
lo que Op C FNOp y ademds Op es un subanillo maximal, asi
F=FnNOp 6 Op=FNOp. Supongamos que F' = F N Op, asi
F C Op. Sea z € F'@pr. Por ser F' una extensién algebraica de
F sabemos que existen ag, ..., a,, € F' tales que:

an 2"+ ..+ az+ap=0 (1.69)

Tenemos que para 7 = 0, ...,n—1 se cumple que vp/ (2") = nupr(,) <
rvp(2), (recordemos que si z ¢ Ops entonces vp(z) < 0). Luego,
utilizando la desigualdad del tridngulo:
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vp(an2™ + ... + a1z + ag) = nupr() # vpr(0) = oo.

Por lo que no existen escalares tales que 1.69 se cumpla. Asi
que Op = F N Op. La otra parte de nuestra afirmacién es
mas sencilla de verificar, basta suponer un elemento z € P,
es decir, la valoracién en P es mayor estrictamente a cero.
Luego, por la proposicién anterior existe un entero e > 0 tal
que vh(z) = evp(z) > 0, por lo que z pertenece al ideal P’,
es decir, z € P'N F. Por otro lado, si x € P' N F entonces
vp(z) = evp(z) > 0 para algin entero e > 0 por lo que vp(z) > 0
entonces z pertence a P. Por lo tanto P = P'N F.

Definicién 1.5.3. Sea F'/K' una extensién de F/K con P' € Pp y P € Pr tal
que P|P’, entonces:

1) Al entero asociado a la igualdad vp (z) = evp(x) de la preposicidn an-
terior le llamaremos tndice de ramificacion de P’ sobre P y se le
denotard como e(P'|P).

2) Diremos que P|P' es remificado si e(P'|P) > 1. Sie(P'|P) =1, diremos
que P|P' no es ramificado.

3) Llamaremos grado relativo de P'|P a f(P'|P) := [Fp: Fpi].

Proposicién 1.5.2. Sea F'/K' una extension sobre F/K y P' € Pp un lugar

sobre P € Pr. Entonces:

o) f(P|P)<oo & [F':F]<o0
b) Si F"/K" es una extension de F'/K' y P" un lugar sobre P' € Pp,
entonces:

x e(P"|P) = e(P'|P) - e(P"|P")
* f(P"|P) = f(P'|P)- f(P"|P)

Demostracidn.
a) Se tienen las siguientes contenciones:

KCFpCFhLyKCK CFb

donde [Fp: K] < 0oy [Fp : K'| < 00, entonces:
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[Fp : K| = [Fp : Fpl[Fp: K]y [Fp : K| = [Fp : K'|[K': K|
por lo que:
[Fp : Fpl[Fp: K] =[Fp : K'|[K': K]

Asi, [F} : Fp] < 00 < [K': K]y esto tltimo sucede si y solamente si [F” : F] <
0.

b)Por la proposicién 1.5.1 se tiene que existen dos enteros ey, e, tales que vpr(z) =
e1vp () y vp () = €2up(2), luego:

vpr(z) = equp (x) = ereavp (),

por lo que e(P"|P) = e;(P"|P")ea(P"|P). Ademds se tiene que Fp C Fp, C Fp,
por Lo que /(P"|P) = f(P'|P) - 1(P"|P) ¢

Proposicién 1.5.3. Sea F'/K' una extension de F/K. Entonces

a) Para todo P' € P existe un dnico lugar P € Py tal que P'|P a saber
que P=P' NF.

b Para P € Pr, P tiene al menos una extension P' € P y por otro lado,
solo puede tener un numero finito de ellas.

Demostracién.

a) Parala demostracién de esta proposicién es importante verificar el siguiente
hecho:
FNP #0 (1.71)

Esto es, habra que verificar que existe un elemento z en el campo de fun-
ciones F' tal que la valoracién sobre el lugar P’ es mayor a cero. Si se
supone lo contrario, es decir, que vpr < 0 entonces existe una ecuacién tal
que:

Cot™ +Cp it" '+ ..+ Cit+Cy =0 (1.72)
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Con C; € F. Tomando la valoracién en P’ para (1.72), obtenemos

UPI(O) = ’Upl(Cntn + Cn_ltn_l + ...+ Cit+ Co)
< min{vp (Cpt"), ...vp (Co}

y esto implicaria la siguiente igualdad:

oo = vp(0) < vp(Cy) =0

lo cual es una contradiccién, asi FNP' # (). Para completar la demostracién
de este inciso, hacemos O := FNOp' y P := P'N F entonces P C O pues
Op: 2 P. Por otro lado, si z € O, es decir, 2 € Op' y z € F entonces
el elemento inverso de z no pertenece a Op por lo que tampoco estd en
el anillo O. Ademds K € Op € F por lo que O es un anillo valuado
con P su correspondiente lugar y dada la construccién de éste, se tiene la
unicidad.



1.5.1 Criterio de Eisenstein

Definicion 1.5.4. Para P € Pr definimos la conorma de P como:
conp,, (P) == 3_p, e(P'|P)P".

Observamos que esta definicién se da sobre un sélo P, pero se puede extender a
muchos lugares simultenamente, es decir, a divisores:

cong|m ( Z npP) = Z conpm (P) =
PcPrp PcPr

= > npP) e(P'P)-P.

PcPp

Tenemos que esta conorma es un elemento del grupo de divisores de F'. Ahora
consideramosque F'/K' es una extensién algebraica de F/K y tomamos un ele-
mento z € F diferente de cero y denotaremos como (z)¥, (z)f' y (z)L al divisor

principal, al divisor de ceros y al divisor de polos respectivamente y a (z)¥", (z)f

! . . . . 2.
y (z)I a los divisores correspondientes pero de F’. Como vimos en las lineas de

anteriores, es posible dar la conorma de un divisor, siendo asi tenemos:

conp,, (z)7) = conp,,( Z vp(z)P) =

PePp

= Z vp(z)conp,, - P =

PePp

= Z vp(x) Z e(P'|P)-P' =

PePr P/|P

= Z vp(z)e(P'|P)- P' =

PePp

= Y vp(a) P =(m)"

PePp

De manera andloga se tendra que:

conpy,, (0)F) = (@)
conr, ((2)%) = (2)%
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Es decir, la conorma induce a un homomorfismo entre el grupo de divisores prin-
cipales de F'y el grupo de divisores prncipales de F’, el cual no es necesariamente
inyectivo.

Ahora, el objetivo particular es establecer una relacién entre el grado de un divisor
A y su conorma. Esto facilitard la bisqueda de un criterio para la irreducibilidad
de polinomios.

Primero veremos algunos resultados acerca del grado de los campos “grandes”sobre
los “pequetios”. Si K'/K es una extensi6n finita de campos y z es un elemento
trascendental sobre K, entonces:

[K'(z) : K(z)] = [K': K]. (1.74)

Este hecho lo podemos verificar de las siguientes observaciones:

* Si se supone que K': K(«) para alguna « € K’, entonces

[K'(z) : K(z)] < [K': K].

* Sise toma un elemento ¢(7) € K(T) el polinomio minimal de o y si se
supone que éste admite una descomposicién como producto de dos poli-
nomios ménicos g(7) y h(T) entonces se tiene que g(e) = 0 6 h(a) = 0.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g(«) = 0. Ahora g(7) es
un polinomio de la siguiente forma:

g(T) =T +Coi()T 7 + ... + Co(z) (1.75)

con C; € K(z). Si multiplicamos por un denominador en comin G; € K|x]
y evaluamos en « el polinomio 1.79 tenemos que:

0=G,(z)(@)" + Gr_1(z) ()" + ... + Go(). (1.76)

Finalmente haciendo x = 0 en la ecuacién 1.76 obtenemos una combi-
nacién lineal de potencias de « con un nimero de términos menor a ¢,
pues gradog < gradoy, por lo cual tenemos una contradiccién. Asi el poli-
nomio ¢ es irreducible y esto asegura que [K'(z) : K(z)] > [K': K]

Antes de presentar el siguiente teorema, recordemos la siguiente notacién:
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Sea P € Pp, entonces gradoP = [Fp : K| donde Fp := Op/Py
si P'|P entonces f(P'|P) := [F} : Fp).

También serd 1util el diagrama de la derecha siendo

que de este podemos obtener la siguientes obser- F
vaciones:

[Fp : K] = [Fp:K'|-[K': K] (1.77)

r o, . F—KI(:E)
[Fp. : Fp] - [Fp: K]
v Fpi
K(z) — K’
[F': K(z)]=[F': F]-[F: K(z)] (1.78) /

donde F'/K' una extensién algebraica de F/K,
P ePryP,..P, € Pr todos los lugares sobre K Fp
P.

Teorema 1.5.1. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Sea P € Pp
y Pi,...P, € Pp todos los lugares sobre P. Sea e; = (B|P)) v fi = (B|P),
entonces:

Yivy fiei = [F' 1 F]

Demostracién.
Sea z € F cuyo tnico cero es P. Sea r := vp(z) > 0, entonces, Py, Py, ..., P, serdn
todos los ceros de z € Pr/. Por otro lado tenemos:

[F': K(z)] = [F": K'(z)]- [K'(2) : K(X)]

- (Z vp,(z) - gradoP;) - [K' : K| =
= Y evr(e)  [Fp: K- [K': K] =
= T.Zei'[FIIDZ-:FP]'[FpZK]:

= r- gradoPZ e fi.
i=1
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Por otro lado:
[F':K(z)]=[F':F)-[F: K(z)]=[F': F]-rgradoP (1.79)
y utilizando las igualdades (1.78) y (1.79) obtenemos:
[F': F] = -rgradoP.$

Este teorema brinda mucha informacién acerca de la relacién que existe entre los
lugares en Pp y [F' : F].

Corolario 1.5.1. Si F'/K es una extension finita de F/K y sea P € Pr, en-
tonces:

a) |{P'€Pp:P|P} <[F:F]
b) Si P'€Pp y P'|P entonces e(P'|P) < [F': Fly f(P'|P) < [F': F].

¢) Para cualquier A € Dy se tiene:

_[F': F)
T KK

deglconpr (A)] gradoA. (1.81)

Demostracién. Los incisos (a) y (b) se siguen de la siguiente desigualdad:
ngfiSZeifi:[F’:F] (1.82)
i=1 i=1

pues e; > 1y [Fp : Fp] > 1.
Para demostrar el inciso (¢) tomamos un divisor primo A = P € Pr. Se tiene:
grado(Conpr)(P) = grado(z e(P'|P)- P')
P|P

= Z e(P'|P)gradoP

P'|P

= ) e(P|P)[Fp: K],

P'|P
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Utilizando 1.77 y sustituyendo en 1.83:

grado(Conpr)(P) = Ze(P’|P)[F1’3 K] =

-
= ;';De(mp)%z

- % (O (P IP)F )iy K] -
_ [Kll; e (;';e(mp) . F(P'|P))gradoP =
- [[;;?] . gradoP$

Ahora se tienen las herramientas necesarias para presentar y demostrar un criterio
util para determinar la irreducibilidad de ciertos polinomios sobre un campo de
funciones.

Criterio de Einsentein para la irreducibilidad de polinomios

Vamos a considerar un campo de funciones F/K y un polinomio ¢(T) = a,T™ +
1T 1 + ... + ay con coeficientes a; € F y también supondremos que existe al
menos un P € Pr que satisface al menos una de las siguientes condiciones:

1) Vp(ay) =0, Vp(a;)) > Vp(ag) > 0Vi=1,..,n—1 y med(n, Vp(ag)) = 1.
2) Vp(a,) =0, Vp(a;) >0Vi=1,..,n—1, Vp(ay) < 0y med(n,Vp(ag)) = 1.

Entonces podremos decir que ¢(T) es un polinomio irreducible sobre F. Si se

tiene F' = F(y) donde ¢(y) = 0 entonces P tiene una tdnica extension P € Pp y
e(P|P)=n y /(P|P) =L



1.6 Saltos de Weierstrass

Definicion 1.6.1. Sea P € Pr Decimos que un entero n > 0 es un orden polar
en P si existe € F tal que (2) = nP. En caso contrario diremos que n es un
salto en P.

Proposicion 1.6.1. Un entero n es orden polar si y sélo si
dim(nP > dim(n — 1)P).

Demostracién.
Para obtener una prueba de esta proposicién, primero vamos a suponer que 7 €s
un orden polar, es decir, existe z € F' tal que (2o, = nP) con P € Pp.

Inversamente, si suponemos que dim(nP > dim(n—1)P), entonces L((n—1)P) C
L((n)P), esto quiere decir que existe por lo menos una funcién xz € L((n)P)L((n—
1)P), es decir, (x)s = nP, por lo que n es orden polar en P. {

Denotaremos como Sp al conjunto {n € Z|n es orden polar en P} y como Gp al
conjunto de niimeros enteros que son saltos en P, es decir Gp = N — Sp

OBSERVACION: Sp es un semigrupo de N. Esto se verifica tomando
dos elementos 1, y ny en Sp. Se tiene que para cada uno de estos
elemtentos, existen x1,zs € F' respectivamente tales que:

(x)oo =mPy (:E)oo = nyP
y por las propiedades de una valoracién discreta se tiene que

(Z122)00 = (11 + n2) P, por lo que (n; + ny) € Sp.

Teorema de Saltos de Weierstrass

Teorema 1.6.1. Sea F/K un campo algebraico de funciones de género g y sea
P € Pp. Entonces: |Gp| = g. Ademds, si g > 0 entonces 1 € Gp.

Demostracién.
Consideramos la siguiente cadena de espacios:

K = £(0) C L(P) C L(2P) C ... C L((29 — 1)P) C L(2¢P) (1.83)
51
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Sabemos que dim((2g —1)P) =2g—1+1— g =g, es decir, séloen (29— 1) — g
lugares de la cadena se ha aumentado la dimensién y sabemos que este aumento
se da de uno en uno, por lo que en el resto de los lugares de la cadena debe haber
(29 — 1) — g — 1 = g saltos en dimensién.

Por otro lado, si suponemos que N = Sp, es decir, que no se tiene ningin salto
de Weirstrass, esto implica que |Gp| = 0 < g Vg pero esto es una contradiccién al
parrafo anterior, por tanto por lo menos 1 € Gp.$



Capitulo 2

Campos Elipticos

Este capitulo tiene como objetivos presentar la definicién
de campo eliptico y a partir de ella deducir algunas de sus
propiedades teniendo como herramienta la teoria expuesta
en el capitulo anterior.

“It is possible to write endlessly on elliptic curves.
(This is not a threat.)”
Serge Lang

De aqui en adelante, F' denotara un campo algebraico de funciones y g su género.

Definicién 2.0.2. Un campo de funciones de F/K se dice eliptico si:

1) g=1
2) Eziste A € Dr tal que grado(A) =1

En las siguientes secciones se demostrara que a partir de esta definicién se puede
llegar a una ecuacién de la forma 3% = 23 + az? + b + ¢, a,b,c € K ' y que a
partir de una ecuacién de esta forma, se puede obtener un campo eliptico.

LAl conjunto de soluciones de esta ecuacién, junto con un punto al infinito, se le conoce
comunmete como curva eliptica.
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2.0.1 De la Definicion a la Ecuacién

De la definicién de campo eliptico se obtienen los siguientes hechos:

Si existe A € Dr con grado(A) = 1, entonces, por el Teorema de Riemann-Roch,
dimA = 1. El divisor A serd equivalente a un divisor A, el cual tiene el mismo
grado y la misma dimensién que A, por lo que A’, es un divisor primo, es decir,
A’ = P € Pp. Esto quiere decir, que el campo, contiene por lo menos un lugar.

Recordemos que el espacio £(A) es un espacio vectorial sobre K. Siendo asi,
consideramos la siguiente cadena de espacios:

K = £(0) C L(P) C L(2P) C L(3P) C ... C L(nP) C ... (2.1)

Sabemos que dim(P) = 1. Por otro lado tenemos que dim(K) = 1, por lo que
L(P) = K, ademés, dimL(nP) = n, Vn € N. Asi se obtiene que la cadena de
espacios es estrictamente creciente, es decir, L(nP) C L((n+ 1)P) pero L(nP) #
L((n+1)P).

Sean z; € L(2P)\K y y; € L(2P)\L(3P) . Los divisores de polos de éstos
elementos son:

(xl)oo =2P y (yl)oo = 3P7

asi, utilizando el teorema 1.3.1, [F' : K(z1)] =2y [F' : K(y1)] = 3, por lo que
F = K(z1,y1). Los elementos

2 2 3
17 T, Y1, T, Y1, 1Y, g

pertenecen al espacio L(6P), por el parrafo anterior, la dimensién de éste espacio
es 6, por lo que los elementos enunciados serdn un conjunto linealmente depen-
diente, es decir, existen «q, 31,..., A1, 41 € K, tales que la siguiente igualdad es
posible:

a1y; + By + Ty = 6133 + €125 + Mz + . (2:2)

Si en la igualdad anterior suponemos que a; = 0 ésta se convierte en una ecuacién
de la interminada y; de grado uno, sobre K (x;), pero sabemos que F = K(z1,y1)
y [F' : K(z1)] = 2 lo cual resultarfa una contradiccién. Lo mismo ocurrird si el
coeficiente §; = 0 pues [F': K(y;)] = 3.
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Asi, multiplicamos la ecuacién (2.2) por a6? para obtener:

@107y} + a0 Biyn + S nmiy = aidiTs + aidte i + ot T + a0t

Ahora se reagrupardn términos y se hard yo = a281y1 y T2 = 016121:

(af61y1)2+0id 1y (16, Bz +ard171) = (crdimy )+ (i) 2 +a28 A (16,21 )+ 82 .
= s + s (1616121 + 1) = 25 + Thcn€er + @01 MTa + a6 .

Donde renombraremos los coeficientes de la siguiente manera: o081 = fo,

18171 = Yo, 1€7 = € 101 A1 = A9y o0 pe. Asi obtenemos la siguiente

ecuacién:
yS + y2(ﬁ2$1 + ’YQ) = Ivg + :E%Q + Ao + U (2_6)

La cual llamaremos, Ecuacidn de Weierstrass asociada al campo eliptico F/K.
Caracteristica 2

A continuacién, veremos algunas consideraciones si CarcK = 2 Consideremos la
ecuacion resultante de la seccién anterior:

Vs + y2(Baza + 2) = 73 + 2er + Aoy + pio. (2.7)

Supongamos que fsx + 72 = 0. Esto tiene como consecuencia que la ecuacion
(2.7) se convierta en

Yo = T + Taeg + AoTo + py € K(Xo) (2.8)

(Que es un caso particular de una ecuacién de Weierstrass). Es decir, y5 €
K(X,)y sabemos que F' = K(X;,Y;) es una extensién de K(X,). Sea F® =
{z%|z € F}. El campo K es un campo perfecto, es decir, toda extensiéon de éste
resulta ser una extensién separable. Ademds, K(z,) = K.

Si Y7 € K(z3) quiere decir que el campo F/K(z2) es puramente inseparable.
Este hecho puede ser visto como que entre el campo K(zs) y el campo F no
existe ningin campo intermedio.

Por otro lado tenemos que el género de K (z2) es igual a cero y el género del campo
F® es igual a uno (Revisar prop 3.9.2) por lo que el campo F no es eliptico y
esto trae una contradiccién.
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Volviendo a la ecuacidn:

Yy + (BaXa + 12)y2) = 25 + €235 + Ao + pio (2.9)

Sea y3 = ya(Bazo + 72) 1, entonces, F = K(z9,y3) ¥

Y5 +ys = (Bazz + 72) 2(25 + €25 + Mo + p12) (2.10)

Si el coeficiente G2 = 0, entonces convertiremos la ecuacién (2.10) en
y?, +y3 = (Ibg + 62153 + Aoz + ,UQ)(’YQ)_2 € Kz

Es decir, se convierte en un polinomio de grado 3 en el campo K[z,]. Haciendo
un cambio de notacién (y =y3) y (z = z2), esta idea la podemos expresar como:

3 f(z) € K|z] tal que
Yo +y = f(z) con grado de f(z) = 3.

Sea 5> # 0 en la ecuacién (2.10). Entonces:

T3 + €12 + NoTo + pio vy + o N T
(Baza + 92)? (Boxa +712)%  Bozo + %o

Con v,p, 0, T € Ky v # 0. De parrafos anteriores tenemos que K = K2,
entonces 9 0, € K tal que 0% = 0%, entonces:

02

= —+ —_—,
Ys = Y3 Batz + 72

por lo que:
T2
Baza + 72’

para algunas vy, p2 € K conv # 0y 7 # 0, pues ti 7 = 0 entonces el campo F
seria racional.

Y2 4 o = vy + po +



2.0.2 De la Ecuacién a la Definicién

En nuestro caso, utilizaremos como campo base

K(z,y) un campo K arbitrario, K(z) = F y K(z,y) = F'
tal como se puede observar en el diagrama de la
Ext. izquierda. Tomaremos el elemento y? de tal man-

de grado 2 era que se cumpla la siguiente relacién:
K(z) v’ =2 +ar’ +br+c (2.15)

donde a,b,c € K. Por el Criterio de Einsenstein
(C.I), tenemos que el polinomio T? — z3 — az? —
bz — c es irreducible donde P, € Pk, un polo de
K z que cumple las condiciones del (C.I), entonces
P, tiene una tnica extensién en Pg(,,) a la cual

denotaremos por Qw. El (C.I) también nos dice
que e(Qoo|Poo) =2y f(Qoo|Poo) = 1.

Figura 2.1: Campo
K(z,y).

Queremos determinar el género del campo K(z,y). Esto es equivalente a deter-
minar el nimero de saltos de Wierstrass en la siguiente cadena de espacios:

L(0) € L(Qx) € L(20x) € LBQs) € - € L(rQo0) (2.16)

Recordaremos que determinar el nimero de saltos de Wierstrass, es determinar
cudntas veces hay un “salto”de dimensién del espacio L((n—1)Q) al L((n)Qc)-

Por los resultados de la seccién 1.3, £(0) = K. El siguiente paso es buscar una
funcién z € L£(Q)\L(0) para saber si hay un cambio en la dimensién del espacio
L(Qx). Primero tomaremos z € K(z). Sabemos que e(Qux|Px) = 2, por lo que
V.. (2) = 2-vp, (2), por lo tanto vg,, no podria ser iguala -1y z ¢ K(z), asi que
la Uinica manera para que exista una funcién z cuyo unico polo sea el lugar (), es
que z € K(z,y)\K(x), pero como veremos més adelante, no existe tal funcién.

Ahora tomaremos la funcién z = z. Por la manera en la que se ha definido, =
tiene un polo en Py, y éste es de orden —1 y se tiene la siguiente igualdad:

Vg, (2) =2 vp (z) = -2

por lo que existe una funcién z € K(z,y) tal que tiene su tinico polo en @ de
orden —2. Dicho en otras palabras —2 es un orden polar en )y, y por 1.6.1
tenemos:
dim(£(2Qu0)) > dim(L(Qws)), (2.18)
Y
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asi que hemos descubierto que existe un salto en £(Qx)-

Sea 2/ = y* € K(z,y). Podemos encontrar el valor de v(Q)(2), utilizando la
igualdad 2.15 de la siguiente manera:

vo., (V) = wg. (2’ +ax® + bz +c)
= min{vg,, (¢°), vg., (az?), vq,, (), Vo, (c)}
= min{2-vp, (:E3), 2. vpoo(a:v2), 2-vp, (bx),2-vp (c)}

= 2.yPy)(a) = =3

Por lo que 3? € L(3Q)-

Hemos conseguido una funcién z tal que (2) = 2(Qs) y una funcién 2’ tal que
(2")00 = 3(Qso)- Por otro lado, sabemos que la valoracién discreta de un producto,
es la suma de las valoraciones, por ejemplo:

000 (U7 - U7) = V00 (¥?) + 00, (¥*) = —4
0Quo (U7 ) = 100 (¥7) + VQu, (x) = =5 (2.20)

Con estos resultados tenemos que —4 y —5 son drdenes polares en () por lo que
no hay saltos en dimensién. En general, cualquier n € Z puede ser expresado
como combinacién lineal de —2 y —3, por lo que n > 2 siempre serd un orden
polar en (), por lo tanto no habrd ningun otro salto.

Siendo asi, el tinico salto encontrado fue en £(Qs) y utilizando el Teorema de
Saltos de Wierstrass podemos afirmar que 1 es el género del campo K(z,y), por
lo que es un campo eliptico.



2.1 Aritmética de los Campos Elipticos

En esta seccién se deduce la estructura de grupo abeliano de los lugares de grado
uno de los campos elipticos. Cabe senalar que gracias a esta estructura las curvas
elipticas han sido utilizadas para la criptografia.

Sea F/K un campo eliptico. En la seccién (2) demostramos que F = K(z,y)
donde se cumplird que Vz € K(z,y) 3y € K(z,y) tal que:

v’ =12+ az’ + bz +c (2.21)

con a,b,c € K. Ademds, de la defincién (2) de la misma seccién, tenemos que
existe A € Dy tal que grado A = 1. El Teorema de Riemann-Roch nos indica que

dim(A)=1+1-1>0

por lo que podemos asegurar que existe x # 0 € L(A). Si hacemos P := (z) + A
tendremos que P ~ A. Por las propiedades de los divisores de ser grupo bajo
la suma, P también es un divisor y es mayor a cero. Esta tltima afirmacién se
comprueba de la siguiente manera: primero se supone que P = 0, entonces A
seria equivalente a un divisor principal y todo divisor principal tiene grado cero,
por lo que tendriamos una contradiccién.

El hecho de que grado A = 1 = grado P tiene como consequencia inmediata la
siguiente afirmacion.

1
IEI)S’()(sc,y) = {P € Pg(ay)|grado P =1} # 0

Este divisor primo P equivalente al divisor A, es tnico. Para comprobar esto,
supondremos que existe un divisor () # P € ]P)(Kl')(w,y) tal que A ~ @, esto implica
que P ~ @, i.e. x € F tal que P — Q = (z), es decir, (z)sx = —Q por lo que
grado(Q) = grado((z)s) = [F' : K(z)], como Q € ]P)(Kl')(w,y) entonces, 1 = [F': K(z)]
lo que implica que F' = K(z), lo cual es una contradiccién, pues F' = K(z,y).
En general, tendremos que para cualquier divisor A, existe un unico lugar P de
grado uno, con A ~ P.

Recordemos que el grupo Dr es el grupo de clases de divisores. De este grupo,
vamos a separar las clases de divisores que tienen grado cero, en otras palabras,
definimos: C%, . = {[D] € Pr|grado D = 0}.

Recordemos que a las funciones del campo F'/K les podemos asociar un divisor

principal. Estos divisores tienen grado cero. Lo contrario no es cierto, no todo
59
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divisor de grado cero, se puede asociar a una funcién. Es por esto, que tomaremos
el siguiente conjunto:

donde DY son los divisores de grado cero. Ahora veremos que se puede establecer
una biyeccién entre los elementos de las clases de divisores de grado cero y los
lugares de grado uno.

Biyeccién entre C y P

Sea Py € IP’%I) un lugar fijo, definimos ¢ un mapeo tal que

p: ]P)g) —>C?7‘7
P s [P- PRy

Sea [B] € C%. Como el divisor Py tiene grado uno, entonces el divisor B + P
tiene grado uno. Ya hemos visto que existe un unico lugar P tal que P ~ B+ P,
por lo que [P — By] = [B] = ¢[P] por lo que, ¢ es un mapeo sobreyectivo.

Si se tiene p(P) = ¢(Q) con P,Q € IP’%), entonces se tendrd que [P—Fy] = [Q— Py
entonces P — Py ~ () — Py lo que implica que P ~ @, pero por la unicidad de
P tenemos que P = (). Asi ¢ es un mapeo inyectivo por lo que es un mapeo
biyectivo y su mapeo inverso queda descrito a continuacion:

go_lz Cg‘ _>]P)g)7

Sea P, () € Pg)(wyy), vamos a definir:

PoQ=¢ ' (p(P)+¢(Q)) (2:25)
Proposicion 2.1.1. P(I;)(w y) €8 Un grupo abeliano bajo .

Demostracién.
Primero tenemos que

e (p(P)+¢(@) = ¢ (P-R+Q-F)
¢ NP+ Q- 2R)

= P+Q-P, € P(I?(w,y)



Aritmética de los Campos Elipticos 61

Ademis, ™' (p(P) + ¢(Q)) = ¢~ (p(Q) + ©(P)).

Sean P,Q),R € P tales que P € Pg)(z,y) y (Q+R) € Pg)(w,y).

generalidad, supondremos que ) es de grado cero.
¢ (@(P)+9(@Q+R)) = ¢ (P-P+(Q+R)- PR
= ¢ ' (P+Q+R-2P,

)
— (1)
= P+Q+R—-P € Py,

Sin pérdida de

y por otro lado:

e eP+Q)+¢(R) = ¢ (P+Q)— PR +R-P) (2.26)
= ¢ ' (P+Q+R-2P)

= P+Q+R-P, € Pg;{w,y)

por lo que:

o ' (0(P) + o(Q+ R)) = ¢~ (p(P + Q) + (R)). (2.27)

)

K(oy) ©!

Por lo que @ es asociativa. Si sumamos a cualquier elemento () € P
elemento Py, entonces Q@ & Fy = @, por lo que P, es el elemento neutro.

Denotemos como P’ al inverso de P bajo @. Esto quiere decir que:
¢ (p(P)+o(P) = PR
Por lo que:
POZP—P0+PI—P0+P0
= 2P —-P=P

Con lo que se estd afirmando que es posible construir el inverso bajo @ de todo
elemento.$

Hemos dicho que existe una biyeccién entre los divisores de grado cero y los lugares
de grado 1, los cuales tienen estructura de grupo abeliano.

Supongamos que ¢! (p(P) + ¢(Q)) = R. Si aplicamos la funcién ¢ obtendremos
o(P) + ¢(Q)) = ¢(R), lo que implica, P + @ ~ R+ Py y esto se cumple si y
solamente si:

J z€ Ftalque P+Q =R+ P+ (). (2.28)

Sea P® (Q = R y sea R’ el elemento inverso de R bajo @, entonces,

(PoQ)®R =Ro R =P,
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por lo que tenemos:
o p(POQ)+9(R)=P = @(PBQ)+¢(R)=qp(R)
por lo que, [P — Py] + [Q — Ry] + [R' — Py] ~ Py — By y esto implica que
P+Q+R -3~ 0 =

3 ze Ftalque P+ Q+ R —3PF = (2). (2.32)

de aqui que se deduce que z € L(3P;). Como ya hemos visto, la dim L(3P) = 3
y tiene como base 1, z,y (descritos como en (2.0.1)) por lo que existe una combi-
nacién lineal de estos elementos tales que:

z=ax+ fy+vyconq,f,y,€ K. (2.33)

OBSERVACION: Supongamos que z € £(0) = K, entonces (z) = 0
por lo que @ = 2, con « € K. Ademds (z) = P+ Q@+ R' = 3P, por
lo que P = @ = R = P, es decir, estaremos sumando el lugar P,
con si mismo.

Por otro lado, z € L(Pp)\L(0) = (2) + Py > 0 porloque (2) >0y
la inica manera que esto ocurra es que (z) = 0 € £(0), por lo que

z & L(P)\L(0)-

Supongamos que z € L(2P)\L(P,), entonces, P+ Q + R — 3P, >
—2Py,, > P+ Q+R —PFPy > 0entonces P =P, 6Q =P 6
R = Py. Si Q = P, entonces R = P, es decir, estamos sumando al
lugar P el neutro multiplicativo del grupo y no tiene sentido decir
algo sobre z. El caso es andlogo para P = Fy. Cuando R = B,
indica que los elementos que se estdn sumando son inversos uno
del otro. Tenemos que dim L(2P)) = 2 y que su base son los
elementos {1,z}, por lo que z = ax + v con o,y € K .

Por tltimo, si z € L(3F)\L(2P,) tenemos z queda descrita de la
forma (2.33).

Definicion 2.1.1. Llamaremos Linea de P y @) a la funcién z cuyo divisor se
describe en (2.32).

OBSERVACION: Si P® @ = Ry z es la linea asociada a z, entonces,

z también es la linea asociada a @) y R’ y la linea asociada a P y
R
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Antes de dar una forma de construccion de R a partir de P y () debemos saber
como construir R’ a partir de R. En los parrafos anteriores obtuvimos que la linea
asociada a Ry R’ pertenece al espacio L(2F,), es decir, es de la forma z = az+
con o,y € K. Sea z(R) := z3, y(R) :=y3, y z(R') := z3, y(R') := ys, entonces
se debe cumplir que:
0=2R)=cz(R)+v=azs+7 y 0=2R)=cz(R)+v=azy +7

por lo que ax3 + v = axy + 7, es decir, 3 = z3. Ademds, ambos lugares deben
cumplir con el ecuacién de Wierstrass, por lo tanto:

y§:x§+az§+bx3+c=x§,+a:v§,+b:v3'+0=y§u

es decir, y2 = y2, por lo que, yz» = —ys. Por lo tanto, si z(R) := z3, y(R) := ys,
entonces z(R') := z3 y y(R) := —ys.

Supongamos que P # Q y que P& @ = R, con z(P) := z1,y(P) = y1, z(Q) :=
T2, Y(Q) = yo, y z(R') := z3,y(R') := y3, donde sélo conocemos P y (). Primero
observamos que si z = a’z + 'y + ¢’ es la linea asociada a P y a (), entonces:
0=2(P) = dz(P)+by(P)+ =dz +by +¢
0=2(Q) = dz(Q)+Vy(@Q) +c =dz2+Vy2+¢

Por lo que:
do, +Vy+cd = dag+Vya+¢
=sdz +by, = dzy+Vy,
= d(z—x2) = V(ya—m)

a _ (?J2 - y1)

= b, o (IEI — IEQ)
a (?J2 - y1)

= - = =
b (IEQ IE1)

Por otro lado sabemos que 0 = 2(R') = a'z(R') + Vy(R) + =d'zs+bys+ ' y
si dividimos esta igualdad entre ¥, obtenemos:

a' c
y$3 + ys + y = 0,
a' c
= Y3 = —y$3 - y

=>y3=)\:v3+1/
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donde X := —‘;—: yv= —Z—:. Como también queremos que R' sea un lugar de la

curva por lo que sustituimos estos valores en la ecuaciéon de Wierstrass correspon-
diente:

v = (Mzs+v)? = 2} +azd+bos+c (2.37)
=0 = 23+ (a— A2+ (b— 2 v)z + (c — v?)

La ecuacién (2.38) es de tercer grado por lo que tiene tres raices, digamos «, 3,7,
(1, %2 y T3 respectivamente), por lo tanto:

(z3 — a)(z3 — B)(x3 —v) = 25 + (a — M) z3 + (b — 2 v)z3 + (c — v?)  (2.38)
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién e igualando coeficientes obtenemos:

xg + (—152 — 1 — 'y)x§ + 2122 + T2y + IEQ’Y)IE3 + 21227y =
= 3+ (a — Nz} + (b — 2\v)z3 + (c — v?),

por lo que:
t(Ry=x3=M—a—2,— 29, ¥ y(R) = —y3=—(Nx3 + ).

Ejemplo 2.1.1. Sea y* = 23 + 3z la ecuacién de Weierstrass asociada al campo
eliptico F/K donde K =TF;. Sean P y Q dos lugares de grado 1 tal que:

z(P)=2, y(P)=6
z(@) =3, y(@) =5.

En este caso, A= —1= 10 mod 11 yv =1y, — Azy = 6 —10(2) = 8 mod 11.
Por lo que:

z3 = 1-3-2 =7 mod1l, yy; = 10(7)+8 = 1 mod 11 =
P®Q@Q =R donde z(R)=7,y(R)=10.
¢

En el caso en el que queramos sumar el lugar P con si mismo, la forma de deducir
el resultado explicado arriba no funcionara pues serd imposible calcular A En este
caso, se utiliza otro método.

Si P = @,el divisor (2.32) de la linea z asociada a P y a @, serd de la forma:

(2) =2P + R' — 3(),
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esto quiere decir que z(P) = 0, z(R') = 0y 2*(P) = 0. Sea z(P) := z1 ¥y
y(P) :=y, y sea z = d'z + by + /. Entonces, 0 = z(P) = d'z, + b'y1 + ¢, de
donde se obtiene:

y1 = Az; +v, donde )\:—% y v=—

por lo que 0 = 2(P) = y; — Az — v, ademés:

0= Z(P) = (?Jl — Az — V)2 = (_1)2()\151 — U1+ V)27
= rIA+ y1(—2Xz; — 2v) + Yo 4 2 zv + 1/2),

por lo que:

v 20z +2v) = zIA?+ (23 + az? + bry + ¢) + 2 z v + VP)

= n2y) = 28 +22(a+ ) +z:.(b+220) + (c+ 1)

2 A%) + (b +2) 2
g = (IE1+IE1(CL+ Y+ (b+ V)>x1+<c+l/>,

=
2 2

(2.44)

por lo tanto:

22 + z1(a + A?) + (b + 2\v) c+ v?
A= y v= .
2y1 2y1

De la igualdad de la derecha obtenemos:

20y = 27 +zi(a+ A% + (b+2\)
=20y — A —2v) = zi+z0+b
=2y—v) = 224+za+b
=2(A\z;) = 2 +70+b
i+ z1a+b
I

=)\ =

Por lo que (A + a)z; = 2% + alz; + b y al sustituir este resultado en la ecuacién
2.44, obtenemos:
227 4 2azy + 20+ 2\

21

A

(2.46)
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Por otro lado, sabemos que y = Az + v deberd, cumplir que y? = 2® +az® + bz +c,
por lo que:

N2+ 2w+ = BHat+br+e
= 0= 22+ (a— x>+ (b—2\)z + (c — V?)

y a diferencia de la ecuacién 2.38 queremos que ésta tenga una raiz de multipli-
cidad 2 y una sencilla:

(z—z)*(x—23) = 2°+ (a —X)2®+ (b— 2Nz + (c — V7).
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién obtenemos:
224+ (=221 — 23)2° + (22 +22123) 2+ (=23 23) = 2° 4+ (a—A2)2® + (b—2N) 2+ (c—1?),
por lo que consideramos las siguientes igualdades:

* =2 —x3=a— A, =>x3=\—a— 21,
*x b—2\v =122+ 27,13,

de donde:
b—2v = 27 +25,(\—a—21)) = (2.48)
= 74 2(z] + 10+ b) — 2710 — 427 = (A\?)
= —xf +2b, =
2v = 2 —b.

Sustituyendo este tltimo valor en la ecuacién 2.46:

228 420w + 204+ 2 v 32} + 20w, 4 b

A = 2.49
2y, 2y, ( )
ademas,
2¢ — 23 + bxy
V= —————.
2y,
Por lo tanto:
322 + 2azx, + b 2¢c — 23 + bxy
y= T+ ——% 17— )
2y, 291

de donde concluimos que z(R) = z3, y(R) = —ys, donde:

23 =N —a — 21,
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322 + 2azx, + b 2¢ — 23 + bz
ys = ry+ [ LT,
2y, 291

Ejemplo 2.1.2. En el campo del ejemplo anterior, P era un lugar de grado 1 tal
que: z(P) =2 yy(P) =6 . Si queremos calcular P ® P = 2P, entonces

A=3(2)2+3=15 =4mod 11, y v=—(2*)+6 =9 mod 11,

por lo que, 13 =4*—4 =12 =1 mod 11, yys = 4(1) + 13 =2 mod 11. Dicho
de otra manera, P ® P = 2P, donde z(2P) = 10, y y(2P) =9. $

Definicion 2.1.2. El punto resultante de sumar P con P' para todo lugar sobre
E, lo llamaremos, punto al infinito y lo denotaremos como O.

Notas

Como hemos visto, a cada campo eliptico se le puede asignar una ecuacién del
tipo 2.21 y cada ecuacién de éstas representa a su vez, un campo eliptico. Una
curva eliptica es una ecuacién como 2.21 acompanada de un punto al infinito.
Por lo anterior, a partir de este momento y por convenciena, nos referiremos a
los campos elipticos como curvas elipticas, asi como puntos de la curva a los
lugares de grado uno correspondientes.

Un problema directo en el estudio de las curvas elipticas, es conocer la cantidad
de soluciones, es decir de sus puntos. Si suponemos que K tiene ¢ = p" elementos,
una cota inmediata resulta ser 2¢ + 1 lugares. Existen algunos resultados que
mejoran esta cota, por ejemplo, en 1939 el aleman Helmut Hasse demostré que si
N = {ntimero de puntos de la curva}, entonces, 2¢+1—-2,/g < N < 2¢+1+2,/4.



2.2 Multiplicacién Escalar de Puntos

En el capitulo anterior, hemos dicho que los puntos de una curva eliptica (es
decir, los lugares de grado uno de un campo eliptico) forman un grupo abeliano.
De manera natural, se define la multiplicacién escalar de lugares de la siguiente

manera.
k veces

kP=PoP®..®oP

donde @ es la operacién definida en (2.25).

Uno de los problemas bésicos dentro de la criptologia de curvas elipticas es encon-
trar formas eficientes de calcular kP. Observemos que con las formas explicitas de
encontrar las sumas de puntos dadas en el capitulo anterior, el duplicar un punto
costard aproximadamente 14 multiplicaciones, 6 sumas, el calculo de un inverso
multiplicativo, y por lo menos 2 reducciones de médulo. Estas cifras crecen en la
préctica, pues se llegan a utilizar niimeros de mas de 30 digitos. Existen algunos
algoritmos que reducen drasticamente el nimero de operaciones en el cdlculo de
kP. Uno de dichos métodos es el Algoritmo Double-and-Add descrito a con-
tinuacion.

La idea general es representar el nimero k£ en su forma binaria. Es decir, si
k= 0p2° + ;2" + ...b,,2™, con b; € {0,1} entonces kP lo podemos reescribir
como: kP = (bp2° + b 2" + ....b,,2™) P.

Algortimo: Double-and-Add
(Utilizando representacién binaria)

Entrada: k=1, b2, b; € {0,1}

P = (z1,91)
Q=0
Salida: kP

Para i = (m —1) — 0:

Q = 2P,
Calcular < Sib;==1":
Q=P+Q

Regresa: Q.

68
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Existen algunas maneras de reducir aiin mdas la cantidad de operaciones para
calcular kP. Una de ellas es el algoritmo NAF Binario (Binary Non-Adjacent
Format), en el cual se utiliza una representacién “signed binary”de k no adyacente.
Esta representacion se obtiene , como en el caso de la representacién binaria,
dividiendo entre 2, pero se permiten residuos 0,1 y -1, de tal manera que el cociente
sea par y no existan nimeros consecutivos si no son cero, [2]. El algoritmo Double-
and-Add se modifica de la siguiente manera:

Algortimo: Double-and-Add
(Utilizando representacién NAF)

Entrada: k=1 b:2%, b; € {0,1,—1}

P = (z1,11)
Q=0
Salida: kP

Para i = (m —1) — 0:

(Q=2P,
S bz ==1:
Calcular < Q=P+Q
St b, ==—1:
| @=P-Q

Regresa: Q.

Actualmente se siguen investigando algoritmos para realizar estas operaciones de
manera mas rapida y con la menor cantidad recursos posibles. Un ejemplo es el
algoritmo Quad-and-Add en el cual se desarrolla una rutina para cuadruplicar
un punto. 2

En general, estos algoritmos se enfocan en la forma en la que se puede representar
el escalar, en la caracteristica de K y en la ecuacién de la curva eliptica.

Subgrupo de Torsién

Al conjunto E[n] := {P € E|nP = O}, se le denomina Subgrupo de Torsién de la
curva £.

2Este método es analizado en [3].
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En la misma direccién, diremos que P € £ es de orden m,? si mP = O y m es
el nimero entero mas pequefio para el cual se cumple dicha igualdad. Si m no
existe, diremos que tiene orden infinito.

Un resultado inmediato es que si P es de orden m y es de n-torsién, entonces,
m|n.

Otro resultado, no tan inmediato pero que brinda mucha informacién acerca de
como se comporta el subgrupo de torsién es el siguiente.

Teorema 2.2.1. Sea £ es una curva eliptica definida sobre el campo K y sea
n > 0¢€Z. Sila caracateristica de K no divide a n ¢ es cero, entonces

En] = Zn ® Zy,.
Si la caracteristica de K es p y pn, entonces:
EN] 2 Ly @ Ly 0 Ly @ Lny
donden=pnyp 0

La demostracién de este Teorema queda fuera de los alcances de este trabajo, pero
puede consultarse en [4].

3Este orden es diferente al orden polar de 1.6



Resumen de la primera parte

Hasta aqui se ha cumplido el primer objetivo de este trabajo: presentar a los

campos elipticos como un caso de campos algebraicos de funciones.

Para lograr esto, hemos tratado la teoria basica de dichos campos y sus extensiones
considerando como ejes el Teorema de Riemann-Roch y el Teorema de Saltos
de Weierstrass. Ambos brindan informacién acerca del género de un campo de
funciones algebraico, convirtiéndose en concepto medular de esta secciéon. Por
otro lado, estudiar el género de estos campos fue posible gracias al estudio del

grupo de divisores.

Los teoremas mencionados son utilizados en el capitulo 3, en el cual y gracias a
la teoria previa fue posible dar la definicién de los campos elipticos y a partir
de ella obtuvimos la construccién de una ecuaciéon de Wierestrass. Inversamente
y complementando dicho resultado, se demostré que a partir de una ecuacién

Weierstrass con ciertas caracteristicas podemos llegar a un campo eliptico.

Con el fin de dar una visién mas amplia acerca de estos campos y preparando la se-
gunda parte de este trabajo, se analizaron algunos detalles acerca de la estructura

y de la aritmética de los lugares de grado uno de los campos elipticos.
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Parte 11

Aplicaciones a las Curvas
Elipticas
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Capitulo 3
Factorizacion Entera

Este capitulo esta dedicado a mostrar el uso de las curvas
elipticas dentro de la criptologia y la teoria de cédigos.
También se hace mencién de su utilizacién en la solucién al
problema de la factorizacién entera.

“... a problem that has fascinated many

mathematicians throughout history,

such as Eratosthenes (284-202), Fibonacci (1180-1250),
Fermat (1601-1665), Legendre (1752-1833)

and Gauss(1777-1855) ...”

(Hendrik W. Lenstra)

Recordemos que se llama problema de la factorizacién entera (PFE) al pro-
blema que consiste en exhibir los factores primos de un nimero entero dado. A
través de los anos, se han desarrollado algunas pruebas de primalidad, es decir,
métodos a través de los cuales podemos saber si un nimero es primo o no, asi como
algoritmos para poder conocer los divisores de un nimero. Uno de los algoritmos
més eficientes para resolver el PFE es el propuesto por H-W. Lenstra [6]. Dicho
algoritmo es andlogo al método Pollard p— 1,! el cual resumimos a continuacién:

“Sea n > 2 el nimero entero que queremos factorizar. Se construye un nimero k
que sea producto de potencias de primos pequerios, es decir, k = [2-3--... - K].
Se selecciona un entero a que satisfaga que 1 < a < n. Se calcula d = mdc(a, n).

!Propuesto por John Pollard en 1974.
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Si d > 1 entonces se habra encontrado un divisor. En caso que d = 1 se buscara
un divisor d' calculando d' = mdc(a® — 1,n). En este caso, si d’ = 1, se deberd,
incrementar k, si d = n, se debe cambiar a.”

Ejemplo 3.0.1. Factorizacion de n = 7894561 utilizando el método Pollard p—1.
Sea K, la lista ordenada de los primeros 150 numeros primos y sea kigo €l producto
de los primeros 100 elementos de K. Debemos escoger un nimero a que esté
entre 1 y n, sea a = 4000000. Como d = mdc(a,n) = 1, entonces deberemos
calcular d = mdc(a®® — 1,n). Pero este es de nuevo uno por lo que deberemos
sustituir kig1. A continuacion se presentan los resultados de 5 iteraciones a este
procedimiento.

ki | d =mdc(a® —1,n)
k101 1
k102 1
K103 1
K104 1

Por lo que, 71 es un divisor de n.

Este algoritmo termina eventualente pues en algiin momento, K serd igual a un
divisor p de n, sin embargo esto puede tomar mucho tiempo. El método es eficiente
cuando n tiene como divisor a algin primo p que satisfaga que p — 1 es producto
de potencias de primos pequeitios, (En el caso del ejemplo dado, 70 =2 x 5 x 7).
Este algoritmo estd basado en el hecho que (Z/Zp)* forma un grupo de orden
p—1,porloquep—1lkya®*=1en (Z/Zp)*.

La idea bésica del algoritmo de Lenstra es cambiar el grupo (Z/Zp)* por el grupo
de puntos de una curva eliptica y cambiar a por un punto P de dicha curva. La
idea general queda descrita a continuacién:

“Sea £ una curva eliptica definida sobre Z,,, donde n es el nimero que se pretende
factorizar y P un punto sobre £. Si existe k € Z tal que kP no es posible de
calcular 6 da como resultado el punto al infinito, entonces habremos encontrado
un factor de n.”

Este método funciona ya que si suponemos P = (zp,yp), (k— 1)P = (zg—1, Yx—1)
y queremos sumar estos puntos, deberemos calcular el inverso multiplicativo de
(zx_1 — zp) mbdulo n, el cual existe si y solamente si med(zy_1 — zp,n) = 1. Al
intentar calcularlo tenemos dos casos:
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* 1 < med(zg—1 — zp,n) < n. En este caso habremos encontrado un
divisor de n.

* med(zg_1 — zp,n) =1 6 med(zy_1 — xp,n) = n. En cualquiera de estos
casos no habremos obtenido informacién acerca de n por lo que deberemos
escoger otra curva u otro punto.

Formalmente, el algoritmo de Lenstra es el siguiente:

Sea n > 2 el numero entero a factorizar.

Verificar que med(n,6)) = 1 y verificar que n no sea de la

forma m" para algin r > 2.

Escoger aleatoriamente b, 1,y € Zy,

Sea ¢ := y? — z3 — bz1(mod n). De esta forma la curva que

utilizaremos serd £ := y? = 2° + bz + ¢ y el punto a sumar sers
P = (z1,41).

Verificar que med(46® +27¢?,n) = 1( En caso de que sea igual
a n, se deberd regresar al paso 2 y hacer una nueva eleccién para
b. En el caso que 1 < mcd(4b*® + 27¢*, n) < n entonces habremos
encontrado un factor no trivial de n y no es necesario seguir con
los otros pasos). 2

Paso 5.| Se escoge un nimero k que sea producto de potencias de
nimero primos pequenos.

Paso 6.] Calculamos kP = (zg,yx) (Ver seccién ( 2.2)).
Paso 7.| Si kP = O 6 no es posible calcularlo, entonces:

d = med(xk—1 — zp,n)

es un divisor no trivial de n. Si kP # O pero pertenece a la curva
y d = 1 deberemos aumentar, k, 6 cambiar la curva £. Sid =n
deberemos disminuir K.

2Fl determinante de una curva eliptica y? = z2 + az? + bz + ¢, serd, D = —4a3c + a*b® +
18abc — 4b% — 2768,
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Una de las ventajas que tiene este algoritmo es que el tiempo de bisqueda depende
del tamafio del divisor primo més pequeno de n, ademads, si no encontramos un
divisor con una curva, podemos cambiar de curva, o de punto, hasta encontrar un
divisor [6].

Al utilizar éste algoritmo, es conveniente utilizar los métodos para calcular kP,
descritos en ( 2.2). A continuacién se muestran dos ejemplos del uso del algoritmo
de Lenstra.

Ejemplo 3.0.2. Factorizacion de n = 199843247. Antes de todo, es conveniente
verificar que n no sea un numero primo.Se tiene que

199843246 — 227+225+224+223+222+221+219+216+214+
+212+211+210+28+27+25+23+22+21
por lo que:

2199843246 — 2(227+225+224+223+222+221+219+216+214+212+211+210+28+27+25+23+22+21)

Después de calcular todos los sumandos y haciendo las reducciones modulo n,
podemos multiplicarlos para obtener:

199843246 = od 199843247. (3.2)

Asi, el Pequerio Teorema de Fermat ® nos asegqura, que n no es un nimero primo.
Utilizando el Teorema Chino del Residuo, encontramos que, med(199843247,6) =
1. Utilizaremos el punto P = (1,1) y la curva y? = z* + 59z — 59. Calcularemos
kP, donde k = 16296. Primero observamos que,

16296 = 212 4912 L ol 4 910 L 99 4 98 4 9T | 95 1 93
por lo que:

16296P = (23 + 212 4 211 1210 4. 99 1 98 1 97 4 95 4 2% p

3Ver apéndice.
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Calculamos

Yy sumamos:

los sumandos:

21 p 2P

959, 199813548

PP | 2(22)P)

142634722, 33539717

P | 2(2(2°P))

5784508, 152911406

7P | 2(2(2°P))

169802754, 196416866

%P | 2(2"P) | 11812898,62341168
2P | 2(25P) | 13592075,60713669
910p | 2(2°P) | 41756751, 77665319
21TP | 2(20P) | 162046219, 1023294
22p | 2(2P) | 171948746, 183303558
9P | 2(2"2P) | 116509380, 17880653

(212+211+210+29+28+27+25+23)

PP 4+25p

(32573211, 64333866)

(32573211,64333866) + 27 P

(122586107, 134071689)

(122586107, 134071689) + 2°P

(84524000, 69800545)

(84524000, 69800545) + 2° P

(118912774,18013736)

(118912774, 18013736) + 21°P

(190955731, 104499251)

(190955731, 104499251) + 2' P

(132762455, 427350)

(132762455, 427350) + 212P

(3834541, 80821724)

pero, al intentar calcular (3834541,80821724) + 2'3P, debemos calcular el inverso
multiplicativo de 116509380 — 3834541 mod 199843247, pero éste no existe, pues

que

m.c.d(116509380 — 3834541, 199843247) = 10289 # 1
Por lo tanto, 10289 | 199843247. El divisor inmediato es 19423, el cual cumple

219422 = 1 10d 194923

por lo que es un numero primo.



Capitulo 4

Problema del Logaritmo Discreto

Sea < G, X > un grupo finito cualquiera, P € G y k € Z. Definimos kP como el
elemento en G, resultado de operar k veces con si mismo, es decir:

k veces
>N

kP=PxPx...xP

Sea () = kP. Llamaremos a k el logaritmo discreto de (). El Problema del
Logaritmo Discreto (PLD), consiste en encontrar el logaritmo discreto de un
elemento (), conociendo P, dentro de un grupo finito.

En general, no se pide que el grupo G sea ciclico, aunque cuando el grupo no lo
es, el PLD se cree mucho més dificil. Cuando G es un grupo ciclico y se conoce
el orden de P, es aiin mas facil, pues si suponemos que P es de orden n, kP = (),
si y sélo si, n@Q = 1g.

Actualmente, existen muchos sistemas de encriptacién, protocolos de autentifi-
cacién y sistemas de intercambio de llaves, cuya funcionalidad depende directa-
mente de la dificil solucién del PLD y de la existencia alguna solucién alterna.
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4.1 Ataques al PLD en F,

Como lo hemos mencionado, se conocen algunos algoritmos para atacar al PLD
cuando se tiene un grupo ciclico. Estos algoritmos se pueden dividir en tres grupos
segin [7]. Estas divisiones son:

*  Algoritmos de bisqueda exhaustiva. También son conocidos como Atfaques
por fuerza bruta. Consisten en calcular 2P 3P,....kP, hasta obtener ().
Sobra decir que para ciertos grupos (los grandes) estos métodos pueden
tomar mucho tiempo. Los algorimos Baby Step-GiantStep y Pollard-Rho
se pueden clasificar dentro de este grupo.

*  Algoritmos dependientes del orden de G. Estos dependen de que el orden de
G tenga como factores enteros a nimeros primos pequenos. Como ejemplo
de estos, se encuetra el algoritmo Pohlig-Hellman.

*  Algoritmo Indez-Calculus Se considera el mas eficiente a la fecha, sin em-
bargo sélo funciona en determinados grupos.

Queda fuera del propésito de este trabajo analizar profundamente estos métodos,
pero con el propdsito de ser méas ilustrativos a continuacién se presentan algunos
ejemplos. !

Ejemplo 4.1.1. Pollard-Rho. FEste algoritmo tiene la ventaja de que requiere
una centidad minima de almacenamiento. Supongamos que G es un grupo ciclico
de orden n primo, a un generador de G, y 3 el elemento del que queremos saber
su logaritmo discreto. A este grupo lo dividiremos en tres conjuntos, digamos,
S1, So y Ss, de tal manera que contengan la misma cantidad de elementos y que
1 &€ S,. Después, generamos una lista de elementos x; € G, bajo la siguiente regla:
zo:=1, yparai > 0,

8-z st x; € 5.
Tiy1 1= { T3 st T; € So.

o-T; st x; € Ss.

LEl analisis de éstos métodos se puede entontrar en [7], [4] y [8].
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De esta lista, se obtienen otras dos, bajo la siguiente correspodencia: ag := 1
bo:=1, yparai >0,

’

a; st x; € .57.
Gir1 = 2 *a; mod n st x; € .S,.

a; +1 mod n st x; € Ss.

b; +1 mod n st x; € 5.
bir1: =14 2%b; modn st x; € So.
b; st x; € Ss.
Luego, se busca dentro de la primera lista, un elemento x; tal que sea igual al

elemento xo;. Conociendo tal i, se calcula r = b; — b2t modn y se calcula su
inverso. El logaritmo buscado serd el producto: 7' - (ag; — ai) mod n.

Este método funciona porque en la primera lista se generan x; de tal manera que
z; = a% 3%, y se buscan dos que cumplan que: a% % = a® 3% por lo que:

/B(bi—b%) = loz—a) o
(b = bay)logaB = (az — ay).

Por ejemplo, sea G = Zsgs, o = 2 un generador de G, B = 217. Si generamos las
listas que el algoritmo Pollard-Rho requiere obtenemos la siguiente tabla:

t | T | a; | by | Ty | agi | by | T | a; | by | To; | ag; | bo
112171011363 | 0 2 9 346 | 3 | 7 | 256 | 13 | 22
2133|012 34 1 4 10| 14 | 3| 8 | 34 | 14 | 23
3117 |0 (4202 2 5 11 28 |4 | 8 202 15 | 24
4134 |1 |4]|173] 2 7 121331 (4|9 [ 173]| 15| 26
51101 |1 | 5| 14 3 8 1312064 |10 14 | 16 | 27
612022 |5 (331 | 4 9 14| 29 | 5 |10 |331| 17 | 28
7117212 16| 29 5 |10 15| 58 | 6 |10 | 29 | 18 | 29
81173 |12 | 71330 | 6 |11 16 | 330 | 6 | 11 | 330 | 19 | 30

Donde observamos que Tig = T30, luego, ¥ = byg — bsp = 172 mod 191 y r~1 =10
mod 191, por lo que log,f = (as2 — big) = 10(13) = 130 mod 191. Se verifica
que 213 = 217 mod 383.
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4.2 Problema del Logaritmo Discreto en Curvas
Elipticas

Como ya hemos visto, los lugares de grado uno de un campo eliptico forman un
grupo abeliano bajo la operacién definida en (2.25). Esta estrucutra de grupo
hace posible hablar acerca del Problema del Logaritmo Discreto en Curvas
Elipticas (PLDCE)

Ejemplo 4.2.1. Sea E la curva definida por y? = 2% — 10 4+ 21 sobre Fs5; y sea
P = (2,3) € E. Utilizando los algoritmos ya descritos obtenemos que: 188P =
(2,554), pero 554 = —3 mod 557, por lo que 188P = —P y 189P = O. En este
caso, encontrar el logaritmo discreto de O dado P, equivale a encontrar el orden
del elemento.

Encontrar el logaritmo discreto utilizando como grupo una curva eliptica se con-
sidera mds dificil que entontrarlo en un grupo I, con p primo. Esto se debe en
parte a la complejidad computacional que implica calcular la multiplicacién es-
calar de un punto. Es por esto, que en la préctica, gran parte de los esquemas
criptograficos utilizan curvas elipticas.

Ejemplo 4.2.2. ElGamal es un esquema de cifrado de llave piblica. Su creador
es el criptografo egipcio americano Taher ElGamal. Fue dado a conocer en 1985,
[9], distinguiendose del resto de los esquemas de clave piblica por que en el cifrado
es utilizada, ademds de la clave publica del receptor, la clave privada del emisor.
A continuacién se describe dicho esquema.

Supongamos que A quiere mandar un mensaje a B. Previamente, B ha escogido
una curva eliptica E sobre Fy, y un punto P € E. También B, debe escoger un
numero entero s y calcula B = sP. La curvae E, el punto P y B serdn pardmetros
publicos. Una vez que A tiene dichos pardmetros, debe:

1. Ezpresar su mensaje como M € E.

2. A debe escoger un numero entero secreto j y calcula jP = M1.

3. A debe calcular M2 =M + jB y envia a B M1 y M2.

Para que B pueda leer el mensaje deberd calcular M2 — sM1 pues:

M2 —sM1=(M+jB)—stP=M+tsP —sjP = M.
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Dado que B y P son publicos, es necesario que su logaritmo discreto sea muy
dificil de encontrar.

4.2.1 Ataque al PLDEC

Una de las maneras encontradas de atacar el PLD en curvas elipticas, es transfor-
mar el problema al PLD en un grupo multiplicativo F;. Uno de estos ataques es
conocido como el ataque MOV, propuesto por Menezes, Okamoto y Vanston, [10].
Utiliza un mapeo llamado de Weil. Este ataque afecta a las curvas clasificadas
como supersingulares. 2

La idea general del ataque MOV es la siguiente: Si P,Q € Pk y P,Q € E[m], tales
que P = k@), entonces para obtener el logaritmo discreto de P dado (), primero
debemos encontrar P € P}, tal que e, (P,S) # 1, donde e,, denota el Mapeo
de Weil. Después calculamos: e,,(P,S) = a y e,(P,S) = b, para finalmente
encontrar el logaritmo discreto de b dado a.

Mapeo de Weil

Supongamos que E una curva eliptica y O su punto al infinito. Recordemos que
E[m] es el grupo de m-torsién de E. Supongamos E[m] C E. Sean P,Q € P%
tales que P,Q € E[m]y P # Q. Sean A, B € DY, tales que:

A~nP-0
BrQ-0

y supp AN supp B =0. Sean f4, fp dos funciones tales que
(fa)=mA y (fp)=mB (4.6)

OBSERVACION: La existencia de estas dos funciones queda asegu-
rada por el Teorema de Aproximacion.

Definimos el Mapeo de Weil de P y Q por:

em : E[m] x Efm] — K* (4.7)
fa(B)
(P, Q) Fo(A)

2Una curva eliptica supersingular sobre F, con ¢ = p”, p primo, serd aquella que no es
singular, que tiene exactamente ¢ + 1 — ¢ puntos y donde se cumple p|t. En algunos textos, al
ndmero t se le nombra traza 6 traza de Frobenius.
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Este mapeo cumple las siguientes propiedades:
* Identidad. ¥ P € E[m|, e,(P,P) = 1.
x Alternante. V P, Q € E[m],en(P,Q) = en(Q, P)™".

*  Bilinealidad VP, P', Q, Q' € E[m], e(P ® P',Q) = en(P,Q)en (P, Q)
) em(Pa Q® QI) = em(Pa Q)em(Pa QI)

* No degenerado. Si P € E|m)], entonces, e,(P,0) = 1. Si e,(P,Q) =
1 YQ, entonces P=0).

* St Eln] C E(F,:) entonces en(P,Q) € Fu, VP,Q € Eln).

Ahora veremos como podemos calcular dicho mapeo. Victor Miller, [11], [10],
propuso el siguiente algoritmo para el cual es necesario saber cémo sumar dos
divisores de grado cero. Supongamos que D, Dy € DY con:

Dy =P -0+(f)
Dy =P, — O+ (f2)

donde, P, P, € Pr y fi, fo € F/K, entonces:
Dy + Dy =P;— O — (fi* fax f3), (4.8)

donde P1@® P, = P, (con @ definida en (2.25), f; = A/v siendo A la linea de P,
y Py y v lalinea de P; y su inverso P; bajo &).

Para calcular el mapeo de Weil, debemos encontrar f4 y fg. El algoritmo indica
que primero debemos formar la cadena creciente de ntimeros: 1 = a4, ao, ..., a; =
m, donde ¢ < 2logom y a; depende de a; con j < i. Por ejemplo, si m = 27,
2logam =~ 9.5 formamos la cadena:

l=a, a0=2, a3=3=0a,+as, ag =6 =as +as
a5 =12 = ag + ag, ag = 24 = a5 + a5 a; = 27a¢ + as.

de donde obtenemos que ¢t = 7. Después escogemos aleatoriamente dos lugares T’
y U de grado uno tales que P @ T y T sean distintos de +a;U y +¢;(Q® U) y
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Q® U y U sean distintos de +a;T y +a;(P & T) para toda i, 1 < i <t. Una vez
seleccionado los puntos, haremos A = (P+T)—-T y B = (Q +U) — U, entonces:

fa(@QeU) fp(T)
f(POT) faU)

em(P; Q)

Ataque MOV

El algoritmo del ataque MOV para curvas supersingulares queda descrito a con-
tinuacion:

Algortimo: Ataque Mov para curvas supersingulares
Entrada: P de orden n en una curva supersingular E(F}) .
y Re< P >.
Salida: Un ndmero entero [ tal que R = [P.

1) Determinar k£ y ¢ correspondientes a la curva.
2)Escoger un punto Q' € E  y hacer Q = (cn,/n)Q’
3)Calcular @ = €,(P, Q) y § = e,(R, Q).

4)Calcular el logaritmo discreto ' de § en base v en Fi.
5)Verificar que I'P = R. Si ocurre la igualdad, entonces
I'=1. En caso contrario, el orden de « debe ser menor
a n y se debera regresar al paso 2.

Regresa: [.

Para determinar k£ y ¢ en el paso 1 del algoritmo, primero debemos clasificar la
clase de la curva respecto a la siguiente lista, donde la curva E(F}) es supersingular
y ¢ = p™ para algin p primo.

(I) t=0y E(F,) & Z.
t =0, B(Fy) = Zigs1y2 ® L2 y ¢ = 3modd.

2 = ¢y m es par.

—
-
[

-
[

2 =2¢, p=2y m es impar.

A~ )
< <
et N N N N SN

2 =3¢, p=3 y m es impar.
t? = 4¢q y m es par.

Una vez identificada la clase de la curva podemos obtener ¢ y k.
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Clase de la curva t ™ k c
I 0 qg+1 2 1
II 0 (g+1)/2 |2 2
I11 +/9 | ¢+1F/q |3 VaE1
IV +v2¢ | ¢+ 1F+/2q | 4 g+v2q+1
\% +/3¢ | g+1F+/3q| 6| (g+3)(gt+3q+1)
VI +2./7 | ¥l |1 1

Ejemplo 4.2.3. Sea E/K : y* = z* 4+ 3z donde K = Fy;. Vamos a encontrar
el logaritmo de R = (3,6) dado P = (1,9). Primero obtendremos informacion
acerca de la curva.

La cota de Hasse ® para campos elipticos, nos dice que si N es el nimero de puntos

de la curva, entonces:
g+1-2/g <N <qg+1+2/g,

por lo que:

g+1-2V/11 <N < q+1+2V11, (4.10)
64 <N < 196.

Buscamos los puntos de la curva y encontramos:

Punto Orden Punto Orden

P=0 1 P; = (3,5) 3
P, =(0,0) 2 P; = (3,6) 3
P, =(1,2) 6 Py = (6,5) 4
P;=(1,9) 6 Py = (6,6) 4
P=(25)| 12 | Po=(7,1) | 12
P=(2,6)| 12 |P,=(7,10)| 12

Tenemos que N = 12 = g+ 1, por lo que t = 0, asf que tenemos una curva
clasificada como supersingular. Por otro lado, tenemos que E/K = 714, entonces
la curva es de clase I y tenemos queny =q+1, k=2, yc=1. Observamos que
el orden de P esn = 6.

Escogemos @' = (6,6). Este punto debe pertenecer a la curva E(Fy2). Ahora
hacemos:

Q= (em/n)Q = (g + 1)/6)Q =26 = (0,0) = P

Siguiendo el algortimo del ataque, debemos calcular dos mapeos de Weil: eg =
(P, P)) y eg = (Pr,P). Para ambos mapeos, utilizaremos la cadena a; = 1,
as =2, a3 =4, ay = 6.

3La cota indica que si N el niimero de puntos en una curva de género g sobre un campo finito
con ¢ elementos, se cumple que: ¢ +1—2g,/g <N < ¢+ 1+ 2g,/q.
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* Mapeo de Weil: es(Ps, P). Primero calcularemos el mapeo de Weil
en los puntos P3 = P y P, = (). Segun el algoritmo de Miller, primero
debemos escoger dos puntos T y U tales que: +a;P y +a;,(P®T) sean
diferentes aU y QU yT y P®T sean diferentes a +a;U y +a;(Q & U).
Escogemos los puntos P, = T y Ps = U y verificamos que cumplen las
caracteristicas necesarias para ser T y U, esto es:

:l:az'P:{(Lg)v(?’? )7( ) (172
+a; (P T) ={(1,2),(3,6),(3,5), 0, (

y +a;Q y +a;(Q ® U) son diferentes a T y PO T':

+4,Q = {(0,0),0,0,0, (0,0)
+a;(Q ® U) = {(6,6), (0,0), 0, (0,0), (6,5), (0,0), 0, (0,0)}

Primero calcularemos el divisor 6(Ps @ Pr) — 60 = 6(P)6 — O:

B-0 = B-0+(1) =
2P, -20 = P -0 (%) .
4P, —40 = p6_0+((yz;4f;;25)2.(y2;3f;;7))

- ((y+4xt;f(g):3x+7)) )

y ahora debemos calcular el divisor correspondiente a 6 P; — 60:

Pi-0 = P-0+(1) =
2P, —20 = P6_0+(%) .
4P; —40 = p7_0+((yz;?f;27)2.(yagf;4)) .

- ((y+3x+7)3(y+8x+4)) )

(@ + 8)3
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De las ecuaciones 4.12 y 4.13 tenemos:

(fa) = 64 (por 4.6)
= m((PeT)-T)=m(PoT)-mT =
= 6P, —6P; = (6P, — 60) — (6P, — 60) =
B ((y+4x+5)3(y+3x+7))_((y+3x+7)3(y+8x+4)
N (z + 8)3 (z +8)3
(y+4z+5)3(y + 3z + 7)(z + 8)3
(x+8)3(y+3z+7)>3(y+8z+4)
(y + 4z + 5)3 )
(y+3z+7)2(y+8z+4)

)

= )

(

por lo que:
(y +4z + 5)2

(y+32+7)2(y+ 8z +4)

fa= (4.14)

Ahora debemos calcular la funcion fg, por lo que calcularemos el divisor
hacemos 6(P, @ Pg) = 6(Py) y calculamos:

PB-0 = P-0+(1) =
(y + 10z)

2B-20 = R-0+ (70 =
_ (y+10z)? z, (y+10z)?
4Py — 40 = (W'T)_(T) N
6P — 60 = (2P, —20) + (B — 40) =
B (y + 10z) (y + 10z)? z
_ (y + 10z)3
= R-0+ () (4.15)
y también calculamos 6Py — 60:
2P —20 = P1—O+(%) -
_ (410 +1)° (2), _  (y+10z41)°
Wm0 = e =0 7
6P —60 = (2P —20)+ (4P; —40) =
_ Pl_O+((y+10x+1))+((y+10x+1))+(%)

(=)
(y + 10z + 1)3
(z)

()

= P-0+( ) (4.16)
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De las ecuaciones 4.15 y 4.16 tenemos:

(f) = 6Py —6P3 = (6P, — 60) — (6P —60) =
_ poo4 (W02 p oy 0210
_ (y + 10z)3
= (Griwr1
por lo que:
(y + 10z)3

fB= (4.17)

(y + 10z +1)3

Por dltimo, evaluar:

faQoU) fa(T) faPLoB) fe(P) 43 L -
fB(PoOT) falU)  fe(Ps®P) fa(Ps) 71 12(77) = 12(8) = 8 mod 11

por lo que: eg(Ps, Py) = 8.

* Mapeo de Weil: ez = (P, P)). Para calcular este mapeo utilizaremos
nuevamente el algoritmo de Miller. Primero observamos que T = P3 y
U = Py cumplen las caracteristicas necesarias para ser T y U pues:

+a;P = {(0,0),0,0,0,(0,0),0,0,0}
+a; (PO T) ={(1,2),(3,6),(3,5),0,(1,9),(3,5), (3,6), 0}

son valores diferentes a U y QU y +a;Q y £a;(Q & U) son diferentes a
TyPoT:

:l:aiQ {( 70)7 p 707 (070
iai(Q@U) :{(676)7(07 )7 7(070)7(
son valores diferentes a T y P T.

En el inciso anterior, ya calculamos el divisor correspondiente a Ps® Py =
P2 N

(y+4x+5°3@y+3z+7)
(z + 8)3

6P2—60 - ( )

y queda calcular 6 P3 — 60:
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B-0 = B-0+(1) = (4.19)
2P; —20 = P6—O+(%) =
AP, — 40 = P7_O+((yaﬁc;26)2'(ya8f;4)) .

_ ((y+7x-:f)j(8y):8x+4) (4.20)

De las ecuaciones 4.19 y 4.20 tenemos:

(fa) = 6(P+P)—6P;
B ((y+4x+5)3(y+3x+7) _((y+7x+6)3(y+8x+4)
N (z + 8)3 (z + 8)3

(y+4z+5)°3y+3z+7)

((y+7x+6)3(y+8x+4)

)

por lo que:
 (y+4z+5°@y+3z+7)
fa= (y + 7z +6)3(y + 8z + 4) (421)
También hemos calculado los divisores 6(P, + Pg) — 60, 6(Pg) — 60, por

lo que, hemos calculado la funcion fg:

(y + 10z)3

6= G i0a+ 17

(4.22)

Por dltimo, debemos hacer:

faQoU) fo(T)  fa(PL© ) fp(P)

fe(P®T) faU) ~ fp(Pr®Ps) fa(Ps)

~J| ©
[ )

lo que quiere decir que eg(Pr,P) =9

De este modo, ahora debemos calcular el logaritmo discreto l' de 3 = eg(P7, P1) =9
en base a = eg(Ps, P1) = 8 en Fiy2. (Recordemos que esta operacidn es un ataque
al problema del logaritmo discreto en un campo F,, ver seccion 4.1). En este caso,

I' =10, y coincide que P, = I' Py, ast que el logaritmo de P; en base Py en la curva
E/K, es 10.
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Notas

Otro famoso ataque es el que propusieron Frey y Riick, [12]. Este utiliza otro
mapeo llamado de Tate para transformar el PLDCE a PLD sobre F,. Este ataque,
ademdas de funcionar para curvas supersingulares también afecta a las curvas or-
dinarias de traza 2, es decir, curvas donde ¢t = 2.

Existen un tipo de curvas elipticas nombradas curvas andmalas. Estas curvas son
las que su traza es 1, es decir, si la curva estd definida sobre I, el niimero de
puntos de estas curvas es igual a q. A estas curvas se les considera altamente
débiles criptograficamente hablando, pues el PLDCE se puede reducir a al PLD
del grupo aditivo F,, [13].



Capitulo 5

Cddigos Asociados a Curvas
Elipticas

Es esta seccién se dan algunas nociones basicas de la teoria
de cédigos y su relacién con los campos elipticos.

Sea F, el campo finito con ¢ elementos. Consideraremos el espacio vectorial Fy
cuya dimensién es n y cuyos elementos son las n — tuplas a = (ay,...,a,) con
a; € Fy. Un cddigo C sobre el campo F,, serda un subespacio lineal de Fy y nos
referiremos a sus elementos como palabras del cédigo. La longitud de C, serd
n 'y su dimensién la dimensién de C como subespacio de F,. Un [n, k] cédigo es

un cédigo de longitud n y dimensién k.
En general, se puede definir un cédigo sobre cualquier conjunto finito no vacio.
Cuando se define sobre I, el cédigo recibe el nombre de cédigo lineal.

Definicién 5.0.1. Dados a = (a1,...,a,) y b = (b1,...,b,) elementos de Iy,
definimos la funcidon d entre a y b como

d(a,b) := [{t; a: # 0}].
y la llamamos la distancia de Hamming. Para cada elemento a de Fy se define
el peso de a como d(a,0) := w(a).
OBSERVACION: La distancia de Hammming es una métrica.

La distancia minima d(C) de un cédigo C es definida como:

d(C) :=min{d(a,b) | a,b € C y a # b}.
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OBSERVACION: Como d(a,b) = d(a — b,0) = w(a — b) y C es un
subespacio de IF,, entonces la distancia minima es igual a:
d(C) :=min{w(c) | 0 £ c € C}. (5.3)

Un [n, k] c6digo con una distancia minima d se denotard como [n, k, d]. El cédigo
dual C* de C es el cédigo lineal que consiste en todos los vectores ortogonales
para cada palabra de C, en otras palabras:

Ct:={z€elF, | <z,y>=0VyecC}

donde <, > representa el producto interno en Fy.

Definicién 5.0.2. Sea C un cédigo con pardmetros [n, k| sobre F,. La matriz

generadora de C es una matriz de k X n cuyas filas son bases en C.

Definicién 5.0.3. Un cédigo C' con pardmetros [n, k,d], es un cédigo h-extendible
si existe un cddigo C' con pardmetros [n + h,k,d + h] tal que m,p : T4 — T2,
tal que mp(a1, ..., pin) = (@1, ey Gp).

La siguiente proposicién establece una cota superior para la dimensién y la dis-
tancia minima de un cédigo C, dada en términos de la longitud. Se le conoce
como Cota del Singulete.

Proposicién 5.0.1. Para un [n, k,d)-cédigo C, se tiene lo siguiente:
k+d<n+1

Demostracion.
Sea W C Fy un subepacio dado por:

W ={(a1,...),an € Fy | a; = 0Vi > d}.

Cualquier a € W tiene peso a lo mds d — 1, por lo que W N C = 0. Ademds
dimW = d — 1 por lo que tenemos que:

k+(d—1) = dimC + dimW

dim(C + W) + dim(C N'W)
= dim(C+W)<n$
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Al nimero entero s(C) := n — k + 1 — d lo llamaremos defecto del Singulete.
A los c6digos que cumplen que k +d = n + 1, es decir para los cuales s(C) = 0,
son llamados cédigos separables de distancia méxima (cédigos MDS). Si
s(C) = 1 llamaremos a C, c6digo casi separable (AMDS).

Se sabe que el cédigo dual de un cédigo MDS es un cédigo MDS, pero en el caso
de un cédigo AMDS no siempre se tiene que el dual sea AMDS también. En el
caso en el que sf lo sea, se decir, en el caso que se cumpla que s(C) = s(Ct) =1
se dice que el c6digo C, es cercano a ser MDS, (NMDS).

Definicién 5.0.4. Sean F/F, un campo de funciones algebraico de género g,
{Py,...P,} un conjunto de lugares de F/F, de grado 1, D = P, + ...P,, y G un
divisor de F/F, tal que supp G N suppD = 0. El cédigo Goppa geométrico
Cc(D,G) asociado a los divisores D y G se define como:

Ce(D,G) = {(@(P),...,x(Py)) | = € L(G)} CF".

OBSERVACION: Dado que el grado de los lugares P; es uno, entonces
IE(R) € Fpi = Fq.

Teorema 5.0.1. Cr(D,G) es un [n, k,d]-cédigo donde:
k=dim G—dim (G—-D), yd>n—grado G.

Demostracién.
Consideremos el mapeo £ : £(G) — F} dado por:

E(z) == ((z(Pr), ..., z(Py)))-

Si restringimos el codominio de ¢ a Cr(D,G), entonces, tenemos un mapeo
suprayectivo y el keré seran los elementos x € P;, es decir, los elementos tales
que vp,(z) > 0. Se tiene que si vp,(z) > 0, entonces, z € L(G — D) y por otro
lado, si z € L(G — D), entonces 0 < (z) + G — D asi que D < (z) + G por lo que
z € keré, asi que keré = L(G — D).

Por lo tanto k = dim C¢(D,G) = dim L(G) — dim L(D,G). Supongamos que
Cc(D,G) # 0. Si z € L(G), entonces, w(&(z)) = d, entonces se tiene que hay
n — d lugares en el soporte de D que son ceros de z, por lo que:

0#z€L(G— (B, P _),

por lo que 0 < grado (G — (P,,, ..., P,,_,)) = grado G — n+d. Por lo que se tiene
que d > n — grado G. {
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Corolario 5.0.1. Sea G un divisor tal que grado G < n, entonces Cc(D,G) es
un [n, k,d]-cddigo, con:
k+d>1+n—g.

Demostracién.
Del teorema (5.0.1) tenemos que k = dim G —dim (G—D). Por otro lado tenemos
que:

grado (G — D) = grado G — grado D
= grado G —n <0,

asi dim (G — D) = 0. Por el teorema de Riemann se llega a que:
k=dim G > grado G+ 1 — g,
por lo que:

k+d
k+d

grado G+1—g+n—grado G

>
> 14+n—g.

Cédigos Goppa de una curva eliptica
Definicion 5.0.5. El cédigo Goppa asoctado a la curva eliptica £, serd el cédigo

geométrico Goppa construido con los pardmetros de dicha curva.

Del corolario 5.0.1, tenemos que k + d > n pues g = 1, por lo que obtenemos la
siguiente relacién:
n<k+d<n+1,

esdecir,n=k+d én+1=k+d. En el primer caso, tenemos uno del tipo MDS
y en el segundo del tipo AMDS.

5.1 Un Cdédigo Eliptico

Cédigo Goppa de la curva y* = 2° + z + 6 sobre F;;

Queremos estudiar el Cédigo Goppa generado por la curva y* = 2° + x + 6 sobre
FFi1. Primero observamos que los puntos de la curva son:
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Pl_(274) P6:(579)
P=(2,7) | Pr=(7,2)
P3:(375) P8:(779)
P4_(376) P9:(873)
Ps=(5,2) | P =(88)

El divisor D =} P; correspondiente a este c6digo, donde P; son lugares de grado
1, estard dado por el divisor formado por la suma de los puntos de la curva. El
divisor G correspondiente podemos construirlo a partir de (., €s una extensién
del lugar P, que es un polo de x, de manera que G = k(). Para mostrar el
ejemplo, supongamos que k£ = 5. Ahora tenemos que dar una base para el espacio
L(5Q):

L(5Qo) =< 1,z,y,1Yy,2° > .

Estos pardmetros generan un cédigo goppa con pardmetros [12,5,7];; con matriz
generadora:

(2,4) | (2,7) ] (3,5) | (3,6) | (52) | (5,9) | (7,2) | (7,9) | (8,3) | (8,8)
1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
z | 2 2 3 3 5 5 7 7 | 9 9
y | 4 7 5 6 2 9 2 9 3 8
zy | 8 3 4 7 | 10 | 1 3 8 2 9
2 4 | 4 9 9 3 3 5 5 9 9




Resumen y conclusiones segunda
parte

En la segunda parte de este trabajo se abordaron algunas aplicaciones de los

campos elipticos (6 curvas elipticas).

La primer aplicacién fue una propuesta para la solucién al problema de factor-
izacién entera. Cabe mencionar, que esta aplicacién estd basada en la estructura
de grupo abeliano de los lugares de grado uno de un campo. Después encontramos
un uso de las curvas elipticas a la criptografia. De nuevo, este uso es gracias a
las caracteristicas propias de las curvas. Por iltimo, dimos la construccién de
codigos elipticos. Esta aplicacién depende directamente de la teoria desarrollada

en la primera parte, tanto en notacién, como en conceptos y resultados.

Actualmente, la criptografia de curvas elipticas es una de las herramientas mas
utilizadas para el intercambio de informacién y como consecuencia es un tema
activo para la investigacién matemdtica. Cabe mencionar que la seguridad de
estos sistemas criptograficos dependen del desarrollo tecnolégico, por lo tanto, a
medida que la capacidad de computo conocida sea mayor estos sistemas, tal vez,
se vuelvan obsoletos.
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Ademads de los problememas relacionados directamente con la criptografia, existen
algunos otros vinculados con las curvas elipticas, por ejemplo la Conjetura de Birch

y Swinnerton-Dyer.



Apéndice

Grupos, Anillos y Campos

Un conjunto no vacio G serd un grupo si en G se puede definir una operacién
“+” tal que si a, b, c son elementos cualesquiera del grupo, entonces se cumple:

1. a+besun elemento de GG, para cualesquiera a y b.
2. a+(b+c)=(a+b)+c, es decir, “+” es una operacién asociativa.

3. Existe un elemento neutro de G, al que se denotard como “0”, tal que
a+ 0 =0+ a = a para cualquier elemento a de G.

4. Todo elemento de G tiene un inverso dentro de G, es decir, si a € G en-
tonces —a € G y se cumple que a + (—a) = (—a) +a = 0.

Cuando se cumple que a+b = b+a entonces se dice que G es un grupo abeliano.

Llamaremos anillo a un conjunto R no vacio en el cual, se pueden establecer dos
operaciones, (a estas operaciones las denotaremos como “+” y “” ) y que cumplen
los siguientes axiomas:

1. R forma un grupo abeliano con la operacién “+”.

& »

2. La operacion “-”es asociativa.
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3. Para cualesquiera a,b,c € R se cumple que (a +b)-c=a-c+b-c.
Que R sea conmutativo quiere decir que la operacién “”es conmutativa. Lla-
mamos campo a un anillo conmutativo si todo elemento de R tiene un inverso
multiplicativo dentro de R.

Si un subconjunto N de R forma un grupo con la operacién “+”y satisface que
rN C N Vr € R entonces lo llamaremos ideal de R. Si N € M,V M ideal de R,
se dice que N es ideal maximal.

Existen muchos resultados acerca de estas estructuras. Para fines de este trabajo,
mencionaré sélo los que son de mas utilidad. Si se requiere mayor informacién
[14] ofrece una guia completa de estos temas.

Teorema .0.1. Si R es anillo conmutativo unitario,entonces M es ideal mazimal
de R si y solamente si R/M es un campo.

Demostracidn.

Sea (a+ M) € R/M, a ¢ M Se mostrard que (a+ M) tiene inverso multiplicativo
en R/M Sea N = {ra+m|r € R,m € M}. N es grupo aditivo pues (ria+m;) +
(roa 4+ my) = (r1 + r2)a+ (my +me), 0 =0a+ 0y — (ra +m) = (—r)a+ (—m).
Ademés ri(ra+m) = (rm) = ri(ra+m) € Ny ra+m € N, por lo tanto N es
ideal de R. Luego, a = (la+0)=>a€ Nparame M ym=0a+m= M C N,
entonces a € Ny a € M, pero M es ideal maximal N = R. Comol1 € N, db€ R
tal que 1 = ba + M, por lo tanto 1+ M = (b+ M)(a+ M) = (b+ M) es inverso
multiplicativo de a + M.

Por otro lado, si R/M es campo, N cualquier ideal de R tal que M C N C R
y v homomorfismo candnico de A, sobre R/M con (o + M) C Ny C R/M. La
contradiccién estard en que un campo no contiene ideales propios. Por lo tanto
M es ideal maximal.

Si R es un anillo conmutativo y a € R el ideal {ra|r € R} de todos los miltiplos
del elemento a se le denomina ideal principal generado por a y se denotari
como < ¢ >. Un ideal N de R, es un ideal principal si N =< a > para algin
a € R.

Sea F' un campo. Llamaremos la caracteristica de F' al menor entero positivo
ntalque n-a =0, a € F. Si F es un campo finito entonces su caracteristica
deberd de ser igual a un nimero primo, pues de lo contario no sera dificil encon-
trar divisores propios de cero dentro de F. Al subgrupo de F, {0,...,p — 1}. lo
denotaremos como Fp, y lo llamaremos campo primo.



Sea < R, +,* > un anillo. Un polinomio f(z) con coeficientes en R, es una suma
formal infinita

oC
g Gzt = ay + a1z + axx + ...+ a, " + ...
i=0

donde a; € Ry a; = 0 para todos, excepto un ntimero finito de valores de i.

Al conjunto de todos los polinomios de un anillo R, lo denotaremos como R[z].
Este conjunto serd un anillo bajo la suma y la multiplicacién polinomial. Algunas
propiedades de R, se dardn, gracias a las caracteristicas del anillo R, por ejemplo,
si R es conmutativo, entonces lo es R[z], y si R tiene elemento unitario, entonces
este también serd unitario en R|z].

A un anillo sin divisores propios de cero se llama dominio entero. La teoria
de anillos (Ver [14]) nos dice que dado cualquier dominio entero D, es posible
construir un campo de cocientes de D. Este campo de cocientes contiene una
copia de D. Ademds si M es un campo que contiene a un dominio entero D,
entonces L contiene al campo de cocientes de D.

Espacios Vectoriales

Sea K un campo y V un grupo abeliano. Diremos que V es un espacio vectorial
sobre K si podemos definir una operacién entre los elementos de K y los elementos
de V tal que se cumplan las siguientes condiciones:

1. Leyes distributivas: a(a+b) = aa+ aby (o + B)a = aa + fa.
2. Ley asociativa: a(fBa) = (af)a.
3. Neutro multiplicativo: la = a.

donde a,b € V, o, 3 € K y 1 es el neutro multiplicativo en K.

Dentro de cada espacio vectorial V, existe un subconjunto que al ser operado
con los elementos del campo K, genera el espacio V. Cuando los elementos de
este subconjunto son linealmente independientes, este recibe el nombre de base.
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Llamaremos dimensién de el espacio vectorial V sobre F' a la cardinalidad de su
base.

Pequeno Teorema de Fermat

El siguiente teorema es llamado, “Pequenio Teorema de Fermat”. Su demostracién
puede encontrarse en [14].

Teorema .0.2. (Fermat) Si o € Z y p es primo que no divide «, entonces p
divide o~ — 1, esto es, o~ =1 mod p, para o # 0 mod p.

Corolario .0.1. St o € Z, entonces o = a mod p, para cualquier p primo.
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Extensiones de Campos

Definicion .0.1. Un campo E es un campo de extension del campo F' si
F<E.

Definicion .0.2. Un elemento o de un campo de extension E de F se le llamard
algebraico sobre F si existe algin f(z) # 0 € Flz] tal que f(a) =0 . Sia no
es algebraico lo llamaremos elemento trascendente sobre el campo F'.

Definimos ®, un homomorfismo de evaluacién como sigue:
O, : Flz]—» E (16)
(ag + a17 + ax® + ... + a4 2™) Py — ag + @10 + a0” + ... + aza".

El niicleo de @, es un ideal principal de F[z] generado por algin p(z) € Flz].
Entonces Ker ®, =< p(z) > deberd de ser constituido por todos los elementos de
F[z] que tienen como cero a «, con lo que si f(«) = 0 para algin f(z) € F[z] difer-
ente de cero, entonces f(z) €< p(z) >, lo que quiere decir que f(z) = p(z)r(z).
De lo anterior podemos observar que p(x) deberd de ser de grado minimal y si
existiera otro elemento en < p(x) > con el mismo grado deberd de ser de la forma
p(z)a con a € F. En el caso que p(z) no fuera un elemento irreducible, es decir
p(z) = ¢(z)r(x) entonces p(a) = q(a)r(a) = 0 lo cual quiere decir que g(a) =0
6 (@) = 0 ya que E es un campo y contradice la minimalidad de p(z). Por lo
tanto p(z) debe de ser un polinomio irreducible.

Definicion .0.3. Sea « € E algebraico sobre F'. Al dnico polinomio mdnico p(x)
del pdrrafo anterior se le llamard polinomio irreducible de o« sobre F' y lo
denotaremos como irr(«, F'). Al grado de p(z) se le denotard como grad(a, F).

De la definicién (5.1) tenemos dos casos para un elemento « € E:

a) El elemento o es algebraico sobre F. En éste caso en nuc®, es <
irr(a, F') >, el cudl, como ya lo hemos mencionado, deberd de ser un ideal
maximal de F[z]. Ademds, F|z]/ < irr(a, F) > es un campo y resulta
ser isomorfo a la imagen de (F[z])®, en E. éste subcampo de E serd el
menor subacampo de E que contenga a F'a 'y . Lo denotaremos por F'(c).
(Figura 1).
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Flz]/ < irr(a, F) >

Figura 1: a) Diagrama para un elemento algebraico.

b) Elelemento « es trascendente sobre F'. Que el elemento « sea trascen-
dente, quiere decir que no existe ningin polinomio diferente de cero en
Flz], para el cual « sea un cero. Esta condicién pasa si y solamente si
f(z)(®,) # 0 para todos los polinomios de F[z] no constantes, lo cual es
cierto si y solamente si nuc ®, = {0} y eso sucede si y sélo si @, es un
isomorfismo entre £y Flz]. A Im ®, se le denotard por F[e]. Como
Fla] C E entonces E contiene al campo de cocientes de Flo] al que se
hace referencia como F'(«). ( Ver Figura 2)

E D F(a)

Figura 2: a) Diagrama para un elemento trascen-
dente.

Definicion .0.4. Un campo de extension E de un campo F' es una extension
stmple de F, si E = F(«), para algin o € E.
El siguiente resultado se ilustra cémo es el campo F(«) en el caso de que « sea

algebraico sobre F'.

Teorema .0.3. Sea E una extensidn simple F'(a) de un campo F con a € E un
elemento algebraico sobre F'. Sean n > 1 el grado de irr(w, F). Entonces, todo
elemento 3 de E = F(«) se puede expresar de manera inica en la forma:

B=by+biog+..+b,_1&™ ' dondeb; € F.



EJEMPLO: El polinomio p(z) = 22+ z + 1 € Zy[z] es irreducible sobre Z[z],
pues ni el uno ni el cero de dicho campo son ceros de p(x). Sabemos que existe un
campo de extensién E de Zy[z] que contiene algiin cero o de 22+ + 1. Entonces,
por el teorema anterior, Zs(c) tendrd como elementos a 0, 1, @, 1+« . Los
elementos anteriores forman un campo finito de cuatro elementos.

Si F' tiene ¢ = p", con p un nimero primo, elementos entonces E tiene ¢" el-
ementos, pues F es un espacio vectorial de dimensién n sobre F. Si E es un
campo finito de carateristica p, donde p es un niimero primo, entonces E contiene
exactamente p™ elementos, para algin entero positivo n.

Al subcampo de un campo F
F ={a € E|«es algebraico sobre F}

se le denominard cerradura algebraica. Al campo que contenga a todos los
ceros de algin conjunto de polinomio con coeficientes en el campo base se le lla-
mard campo de descomposicion. Este campo es un subcampo de la cerradura
algebraica.

Sea E un campo finito con p" elementos donde p es la caracteristica de E. Se
define E* := E—{0}. E* serd un grupo multiplicativo de orden p” — 1. Por lo que
si o es un elemento de E*, el orden de « dividird a p™ — 1, por lo que tendremos
aP"~1 = 1, de modo que o = . Por lo tanto todo elemento del grupo E* es
solucién al polinomio X?* — X. Ademds X?" — X, puede tener a lo m 4s p"
elementos, por lo que si E es un campo finito de p™ elementos, entonces F, serd
el campo de descomposicién del polinomio X?" — X.

Definicion .0.5. Un campo de extension E de un campo F es un extension
algebraica de F', si todo elemento de E es algebraico sobre F'.

Si un campo de extension E de un campo F' es de dimensién finita n como espacio
vectorial sobre F', entonces se dice que es una extensién finita de grado n
sobre F. Denotamos como [E : F| al grado n de E sobre F. Ademis, se tiene
el siguiente resultado: “Un campo de extensién finita £ de un campo F', es una
extensién algebraica de F.”

Campos de Funciones Racionales

Si F' es un campo, entonces F[z] no es un campo, pues Af(z) € F|z] tal que
zf(z) = 1. Por otro lado, F[z] es un dominio entero y se sabe que a partir
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de cualquier dominio entero D, es posible construir un campo de cocientes de D.
Para el caso de F([z], dicho campo de cocientes se denotard como F'(z). En otras
palabras:

F(e) = {7751 f(2), 9(2) € Fla] y g(z) # 0}.

Este concepto se puede generalizar al caso del campo Fzg, 1, ..., Zy], es decir, al
campo de polinomios en n indeterminadas. Su campo cociente se denotard como
F(zo,21,...,Zs). A este campo se le llama campo de funciones racionales en
n indeterminadas sobre F.
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