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Resumen

En la presente tesis se desarroll6 el estudio de un robot modular cuya locomocion se da a través
de piernas. El robot esta provisto de dos cuerpos, unidos mediante una junta esférica, y empleando
cuatro piernas en cada cuerpo. Cada pierna produce tres movimientos o grados de libertad, es decir,
permite el posicionamiento del extremo de la pierna en cualquier punto de su espacio de trabajo. De
esta manera la estructura es muy flexible, ya que puede desplazarse con mayor facilidad que las
estructuras de un solo médulo.

Se desarrollaron las ecuaciones de la posicion, velocidad y aceleracion para el robot caminante,
obteniéndose ecuaciones para las juntas actuadas y no actuadas que permiten posicionar y orientar
los cuerpos principales del robot para cualquier trayectoria dada.

La solucion de la cinematica empled dos enfoques: 1.- Para los cuerpos principales, la estructura
se analiz6 como un robot paralelo espacial de seis grados de libertad. 2.- Para cada pierna, la
estructura se analizé como robot espacial serial de tres grados de libertad.

Se desarrollaron las ecuaciones dinamicas del robot octopodo, las cuales produjeron un sistema
subdeterminado. Para resolver el sistema subdeterminado, se implement6 la teoria de los minimos
cuadrados, de manera mas especifica la pseudoinversa.

Por ultimo se generd un algoritmo para simular el movimiento del robot octépodo a lo largo de
una curva de seguimiento sobre una superficie. Los datos de entrada para el algoritmo son: la
ecuacién general de la superficie, la ecuacion paramétrica de la curva de seguimiento y el tiempo en
el que se desea que se realice el desplazamiento del robot a lo largo de la trayectoria.



Abstract

In the present thesis the study of a modular robot was developed whose locomotion occurs
through legs. The robot is provided of two bodies, joined by means of a spherical joint, and using
four legs in each body. Each leg produces three movements or degrees of freedom, that is, allows
the positioning of the end of the leg in any point of its workspace. This way the structure is very
flexible, since it can move with greater facility than the structures of a single module.

The equations of the position, speed and acceleration for the legged robot were developed,
obtaining equations for the acted and not acted joints that allow to position and to orient the main
bodies of the robot for any given trajectory.

The solution of the kinematics used two approaches: 1. - For the main bodies, the structure was
analyzed like a space parallel robot of six degrees of freedom. 2. - For each leg, the structure was
analyzed like serial space robots of three degrees of freedom.

They were developed to the dynamic equations of the octopod robot, which produced a
underdetermined system. In order to solve the underdetermined system, the theory of the squared
minimums was implemented, of more specific way the pseudoinverse.

Finally, an algorithm was generated to simulate the movement of the octopod robot throughout a
tracking curve on a surface. The input data for the algorithm is: the general equation of the surface,
the parametric equation of the tracking curve and the time in which it is desired that the
displacement of the robot throughout the trajectory is realized.
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Capitulo |
Generalidades

En este capitulo se plantea la justificacion de los temas a desarrollar, el analisis cinematico y el anlisis
dindmico de un robot caminante, a partir del método de Newton-Euler y apoyandonos en el método de los
minimos cuadrados; por otra parte se muestra el objetivo general y la metodologia empleada.

1.1 Justificacion

Los robots caminantes han probado ser sistemas de locomocién prometedores, ya que son capaces de
realizar tareas que vehiculos convencionales no son aptos de desarrollar [1]. En las Gltimas tres décadas,
diversas tecnologias para la locomocién de robots caminantes ha sido desarrollada en todo el mundo,
resultando en la invencién de nuevas maquinas y métodos. Aln asi, muy pocos trabajos han sido
publicados abordando el tema de robots caminantes, en especial no se tiene mucha informacién del
andlisis mecanico para la obtencion de los torques para los actuadores. Por tal razén, en esta tesis se
describe el analisis dindmico de un robot caminante empleando el modelo de Newton-Euler, ya que este
método en particular permite obtener las fuerzas y torques en todas las juntas contenidas en el robot, y
conociendo estas fuerzas y torques se puede generar un mejor disefio al tener conocimiento de torques
que requieren los actuadores y las posibles fuerzas a las que estaran sujetos cada uno de los elementos del
robot.

La cinematica descrita en este proyecto es la representacion de la cinematica inversa, comun para la
mayoria de los robots. El objetivo de la cinematica inversa es definir un mapeo de la posicion del cuerpo
principal del robot en el espacio cartesiano a un conjunto de angulos de las juntas que alcanzan dicha
posicién; a diferencia de la cinematica directa, que involucra el mapeo de un conjunto de variables de
entrada conocidas de las juntas a una posicion del cuerpo principal. Dentro del analisis dinamico se
plantea el modelo dindmico inverso empleando el método de Newton-Euler.

En la dinamica inversa se proporciona un registro a través del tiempo, de las coordenadas o juntas
cartesianas, y a partir del conocimiento de este registro, de la arquitectura y parametros inerciales del
sistema analizado, el torque o fuerzas requeridas para cada una de las juntas actuadas es determinado
también como un registro a través del tiempo.

1.2 Objetivo General

Este trabajo de tesis tiene como objetivo realizar el analisis cinematico y dindmico de un robot
octopodo caminante, el robot propuesto para realizar dicho analisis consta de un cuerpo principal que esta
dividido en dos modulos y éstos se unen por medio de una junta esférica, a cada médulo se le acoplan
cuatro piernas que estan basadas en un mecanismo de cinco barras; asi mismo se desarrolla un estudio
para la generacion de trayectorias de seguimiento del robot.



1.3 Metodologia

1.3 Metodologia

1. Andlisis Cinematico.
a) Analisis de Posicion.
b) Andlisis de Velocidad.
c) Analisis de Aceleracion.
2. Analisis Dinamico.
a) Formulacion de Newton-Euler.
b) Implementacién de Pseudoinversa.
3. Analisis de trayectoria de seguimiento.
a) Posicionamiento y orientacion del primer médulo.
b) Posicionamiento y orientacion del segundo modulo.

c) Aplicacion de perfil de velocidades.

1.4 Introduccion

Este trabajo es un estudio de la imitacion del caminar para el desarrollo de maquinas con piernas, las
cuales entran en la familia de los robots; en otras palabras, estos sistemas mecénicos se mueven por si
mismos empleando elementos que tienen la cualidad de piernas. Basado en el nimero de piernas que tiene
el robot, hay bipedos como los humanos o aves, cuadripedos como los mamiferos y reptiles, hexapodos
como los insectos, y octépodos como los aracnidos. Se han construido robots con diversos nimeros de
piernas, entre los que destacan: con una (el brincador de Raibert (1986)), con tres (Tripode OSU (Berns,
2005)), con cinco (robot hibrido Hitachi (Todd, 1985)), con ocho (ReCUS (Ishino et al., 1983)) o con mas
piernas (Nonaped, (Zykov et al., 2004)) son inusuales, pero no imposibles [1].

El primer mecanismo caminante documentado aparecié alrededor de 1870 y se basa en un mecanismo
de cuatro barras, el cual fue inventado por el matematico ruso P. L. Chebyshev, en un intento de imitar un
caminar natural [2]. Algunas otras maquinas fueron desarrolladas mas tarde para un uso moderado, y
alrededor de 1893 la primera patente de un sistema con piernas fue registrada por la oficina de patentes de
los Estados Unidos.

Algunas décadas mas tarde, alrededor de 1940, investigadores empezaron a considerar la posibilidad
real de usar robots con piernas para aplicaciones practicas. La milicia de Reino Unido y de los Estados
Unidos patrociné importantes proyectos para el estudio de la aplicacion de mecanismos con piernas como
méaquinas de guerra.

El reto de crear algo que caminara era fascinante, pero muy complejo al mismo tiempo, y las
investigaciones no tenian éxito muy seguido. Una vez mas, la llave fue la tecnologia computacional.
Cuando los investigadores tuvieron la posibilidad de usar computadores poderosos y compactos en la
industria, se incrementd el namero de desarrollo de robots y se presentaron mas éxitos.

Los robots caminantes exhiben ventajas hipotéticas sobre su tradicional contraparte, y la comunidad
cientifica ha desarrollado un gran ndmero de robots caminantes con control computacional para probar
esta asercion. La mayoria de estas maquinas todavia permanecen como simples prototipos de laboratorio.
Solamente un pufiado de robots caminantes ha sido equipado con las caracteristicas apropiadas [1].
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La pobre condicion del estado del arte de la tecnologia de los robots caminantes se debe principalmente
al hecho de que el desarrollo de estos robots es méas complejo de lo que originalmente se esperaba, no
s6lo en términos del mecanismo, sino también referente al sistema electrénico, empleo de sensores y
algoritmos de control.

1.5 Perspectiva Historica

La tecnologia de locomocion para caminar empez6 con el desarrollo de mecanismos empleados como
juguetes, los cuales eran capaces de moverse en condiciones favorables, incluyendo superficies
horizontales y planas. Més tarde, cientificos observaron y registraron los modos de desplazamiento de
ciertas especies y con ello intentaron entender la funcionalidad de ciertos movimientos en la naturaleza.
Mas adelante, basandose en modelos matematicos, se formuld y se estudié la manera en que daban los
pasos algunas especies, para asi lograr mejorar algunos aspectos de los mecanismos caminantes. Como
consecuencia, medidas de estabilidad y algoritmos de generacion de pasos fueron creados basados en
casos ideales, logrando mejoras eventuales que nos conducen a las condiciones tecnoldgicas presentes.

En la Tabla 1.1 [1] se resume la historia del desarrollo de los robots con multiples piernas, destacando
los robots caminantes cuadripedos como hitos en la historia. Hay que tener presente que desde 1990 el
verdadero hito en el desarrollo de los vehiculos caminantes ha sido dedicado a la locomocion de los
bipedos.

Ao Investigador Hito

1870 Chebyshev Disefio de un mecanismo de cuatro barras de estado alternado y fases
de transferencia

1893 Rygg Patente de caballo mecéanico

1940 Hutchinson Prototipo de cuadrupedo

1961 Morrison Disefio y prueba del Iron Mule Train

1968 Frank y McGhee Disefio y prueba del Phony Pony

1968 Mosher Prueba del GE Walking Truck

1969 Bucyrus-Erie Co. Big Muskie, una dragalina caminante de 13.500 toneladas, es

construida y operada hasta 1991

1972 | Universidad de Roma Primer robot caminante en Europa

1977 McGhee Prueba del primer robot caminante con control computacional
(hexapodo OSU)

1980 Hirose y Umetani Desarrollo del PV-II en el instituto de tecnologia de Tokio

1983 Odetics Inc. ODEX I, el primer robot caminante disponible comercialmente

1987 Waldron y McGhee | Primera demostracion del ASV, el mejor robot caminante construido en
tiempos modernos

1989 Raibert Primer cuadrupedo en efectuar trote, a buen paso, y vinculando sus
pasos a un control dindmico

Tabla 1.1 Hitos en el desarrollo de robots caminantes multiples piernas
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1.6 Ventajas de los robots caminantes

Ademaés del interés de crear maquinas para imitar el movimiento natural, algunos investigadores
previeron las ventajas potenciales de los sistemas con piernas sobre los vehiculos tradicionales, basados
en ruedas o en traccion por oruga, para uso en la industria o servicios. Algunas de estas ventajas se
presentan a continuacion [1].

1.6.1 Movilidad

Los robots con piernas exhiben una mejor movilidad que los robots con ruedas, debido a que
intrinsecamente son sistemas omnidireccionales [1]. Esto es, que los robots con piernas pueden cambiar
su direccion independientemente de la direccion del eje del cuerpo principal, simplemente cambiando sus
puntos de apoyo. Por otra parte, un robot convencional con ruedas tendria que realizar algunas maniobras
para ser capaz de cambiar de direccion.

Asimismo, un robot con piernas puede mover y orientar su cuerpo mientras mantiene sus puntos de
apoyo fijos, esto se logra simplemente cambiando la extension de sus patas. Esta caracteristica provee al
cuerpo del robot seis grados de libertad adicionales. En la Fig. 1.1 se presenta esta caracteristica que
requiere que las patas estén basadas en mecanismos de tres grados de libertad.

E fl-eggsd robot Wheeled robot
ﬁiﬁ E o 1.1
= i
L

Obstacle o

- Obstacle

Positioning
Heading
Levelling % ﬁ

Mobility

Obstacle surmounting

Active suspension % %
MNatural terrain (non-
cohtinuous terrain)
Motion
Slippage and jamming Resistance
Legs - - -
Environmental damage P Wheels
-

Fig 1.1 Ventajas robots con patas vs. robots con ruedas [1]
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1.6.2 Superacion de obstaculos

Un robot caminante puede superar obstaculos que se encuentre a un nivel menor que el méximo del
espacio libre que hay entre el cuerpo principal y el suelo, simplemente dando un paso sobre el obstaculo.
Por otro lado, un robot con ruedas sélo puede superar obstaculos con altura menor a la mitad del radio de
sus ruedas [3]. La traccion por oruga consiste en una rueda virtual con un radio de la mitad de la mitad de
la longitud de la oruga; de esta manera los vehiculos con este tipo de traccion pueden superar obstaculos
mas altos que vehiculos de ruedas, pero usando un movimiento de cuerpo mayor. Fig. 1.1

1.6.3 Suspension activa

Un robot con piernas esta provisto de una suspension activa debido a la adaptacion de la longitud de sus
piernas a terrenos irregulares. De esta manera, un robot con piernas podra cubrir muy bien terrenos
irregulares manteniendo su cuerpo nivelado. Por lo tanto, un sistema con piernas provee al conductor un
movimiento mas suave y confortable. En contraste, los cuerpos de los robots con ruedas estan siempre
paralelos al terreno y adopta inclinacién similar a la del suelo.

1.6.4 Eficiencia energética

Hutchinson sugirio en 1940 que la eficiencia de un vehiculo con piernas pesado seria mejor que uno
con ruedas. Mas tarde, Bekker probo a través de experimentos que Hutchinson estaba en lo correcto en
declarar que los sistemas con piernas bajo condiciones de terrenos irregulares son mas eficientes que los
sistemas con ruedas o con traccion de oruga. En la tabla 1.2 se muestran datos obtenidos por Bekker
(1960) en un estudio comparativo de vehiculos y animales.

Velocidad promedio en terrenos
sumamente irregulares (km/h)

Potencia requerida para moverse
sobre una tira plastica de 25 cm

de espesor
Vehiculos con traccion por oruga 8-16 10
Vehiculos con ruedas 5-8 15
Animales >50 7

Tabla 1.2. Estudio de Bekker sobre vehiculos y animales

1.6.5 Terrenos Naturales

Los vehiculos con ruedas requieren superficies con pavimentacion continua para moverse
eficientemente. En principio, los sistemas con piernas no requieren terreno con preparacion, como los
vehiculos de ruedas, y éstos se pueden mover por terreno arenoso, lodoso, rigido y suave con eficiencia
similar. Otra ventaja es que los sistemas con piernas no necesitan terrenos continuos para desplazarse.

1.6.6 Deslizamiento y estancamiento

Las ruedas tienden a hundirse en terrenos suaves, lo que dificulta la movilidad de los vehiculos con
ruedas. Sin embargo, si una pierna es colocada de manera vertical sobre la tierra, esto s6lo compacta la
tierra suave en la misma direccion. El levantamiento de la pata se efectGa verticalmente, sin interferencia
de la tierra. Cuando el cuerpo es propulsado, el extremo de la pata gira alrededor de sus juntas; por lo
cual, las patas no tienen interaccion con la tierra lo que evita problemas de estancamiento. Lo mismo se
cumple para el deslizamiento de los vehiculos cuando son propulsados para adelante o atréas.
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1.6.7 Dano al medio ambiente

Los vehiculos con patas requieren puntos de contacto discreto con la tierra, mientras que los vehiculos
de traccion requieren aplicar un par a lo largo de un terreno continuo. Por lo tanto, los robots con piernas
tienen un menor contacto con la tierra que los vehiculos tradicionales, de este modo causan menos dafio al
medio ambiente [1].

1.6.8 Velocidad promedio

Los vehiculos tradicionales se pueden desplazar a altas velocidades sobre superficies preparadas. Sin
embargo, cuando el terreno es mas irregular, la velocidad del vehiculo decrece rapidamente. Los sistemas
con piernas (mamiferos, por ejemplo) son capaces de adaptarse muy bien a las irregularidades del terreno,
y son capaces de mantener promedio de velocidades similares sobre muy diferentes tipos de terreno. El
estudio de Bekker prueba este fendmeno.
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1.7 Arquitectura del robot octépodo de estudio.

En la figura 1.2 se muestra el robot octopodo a estudiar, el cual consiste en un arreglo de ocho cadenas
cinematicas idénticas. Estas cadenas estan distribuidas en un arreglo rectangular, teniendo cuatro de estas
cadenas en cada uno de los modulos que conforman el cuerpo principal del robot. Cada cadena consiste
en un eslabon rigido de entrada, unido por una junta rotacional que permite la rotacién vertical de toda la
pata (eslabdn 1i), a este eslabdn se unen a través de juntas rotacionales el brazo superior (eslabdn 2i) y el
inferior (eslabon 3i), al brazo superior se une por medio de una junta rotacional otro elemento rigido
(eslabén 4i), que finalmente se acopla junto con el eslabdn 4i al elemento que tiene la cualidad de érgano
terminal (eslabon 5i), formando estos cinco eslabones lo que cominmente se conoce como un mecanismo
de cinco barras, y los dos mddulos que conforman el cuerpo principal se unen a través de una junta
esférica. Se eligié emplear esta arquitectura debido a que al presentar la junta esférica en el centro se
obtiene una mejor adaptacion de todo el robot a diversos tipos de terrenos y los mecanismos de cinco
barras de cada una de las piernas permiten un mejor posicionamiento del extremo de las piernas sobre el
terreno al generar un espacio de trabajo.

Figura 1.2 Robot Oct6podo



Capitulo 11
Analisis Cinematico

2.1 Introduccioén

La cinemética analiza los aspectos de movimiento sin importar los efectos externos, fuerzas y/o
torques que causan este movimiento. La cinematica trata la posicion, la velocidad y aceleracién de los
cuerpos. En los robots manipuladores las articulaciones estan relacionadas a la posicién y orientacién del
efector final por restricciones impuestas por estas mismas. En el estudio de la cinematica de robots
manipuladores, constantemente se busca la localizacion de cuerpos en el espacio. Los cuerpos de interés
incluyen eslabones de un manipulador, herramientas, piezas de trabajo, efectores finales, etc.

Sistemas de referencia son empleados para identificar la localizacion de un cuerpo. En la descripcion
de la presente investigacién se emplean dos sistemas de referencia cartesianos, sistemas de referencia
fijos 0 marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o marcos locales. En el presente capitulo se
desarrolla el analisis de posicion, de velocidad y aceleracion de los angulos encontrados entre los
eslabones.

2.2 Analisis de Posicién

La determinacion de la posicion y orientacion de los eslabones del sistema es desarrollado dentro de
esta seccion. Para alcanzar este objetivo se emplea el andlisis de la cinemética inversa y para facilitar el
analisis divide el robot en dos médulos principales y ocho cadenas cinemaéticas las cuales estan basadas
en un mecanismo de cinco barras. Como se muestra en la figura 2.1 cada una de las cadenas cuentan con
seis articulaciones rotacionales, de las cuales, tres son articulaciones actuadas y las tres restantes son
articulaciones libres, ademas, asi mismo se cuenta con una articulacion esférica localizada al extremo de
la cadena, esta articulacion también es libre, por lo cual permite que el extremo de la pata se oriente de la
manera mas conveniente dependiendo del punto de la superficie donde se posicione. Ademas, como se
explicé en el capitulo anterior, los dos mddulos principales estdn unidos por una junta esférica, que
tampoco cuenta con actuacion alguna, esto se debe a que esta junta sélo tiene la finalidad de hacer
flexible al cuerpo principal del robot, para de estd manera tener una mayor adaptacion al terreno que se
desplace.
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Fig. 2.1 Robot octépodo

Una vez que se tiene conocimiento de todos los elementos y juntas que conforman al robot octopodo, se
procede a la definicién de la cinematica inversa.

El problema cinematico inverso para la posicion es:

Dada la posicién y orientacion del mddulo que se va a analizar, ya sea (Xc1, Ye1, Ze1) Y (w1, 61, 1) O
(Xe2, Yoo, Zc2) ¥ (w2, 62, 92), Y la posicion en la que se localiza el extremo las piernas (dyoi, dyoi, dz0i), S€
determina el valor de los angulos de todas las articulaciones de los eslabones de cada una de las
cadenas que estén conectadas al médulo en cuestion, es decir, 6, Ogi, Ogi, O12i, O15i, O16i, O17i, O10i Y O21;.

Donde i indica la cadena que se estad analizando, por tal razén i va de 1 a 8, correspondiendo los
primeros 4 valores a las cadenas conectadas al médulo 1y los 4 restantes a las del mddulo 2.

En la figura 2.2 se puede apreciar con mayor detalle cuél es el angulo que corresponde a cada eslabén
del robot.

10
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Fig. 2.2 Variables involucradas

Para hacer el anélisis de posicion del robot octopodo se tomaron como herramienta las matrices
homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacion de un cuerpo. Dicha matriz de
transformacion homogénea tiene la siguiente definicion:

T{R d} (2.1)
0 1

donde:
R = Matriz de rotacion

d = vector de desplazamiento

Las matrices de transformacion de traslacion basicas en los ejes X, y, z respectivamente son [5]:
1 0 0 x

100 (22)
010
0 01

11
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1 000
010y (2.3)
T =
0001
1. 0 0 O
0100
Tz3 ( Z) = (24)
0 01 z
0 0 01
Y las matrices de transformacion de rotacion basicas en los ejes X, Yy, z respectivamente son:
1 0 0 0]
0 co, s6, O (2.5)
T24 (ex) =
0 s -c6, O
0 0 0 1
[co, 0 so, 0
0 1 0 0 (2.6)
T,(0,)=
-s¢, 0 cg, O
1 0 0 0 1
¢, —-s6, 0 0]
s§, c4, 0 O 2.7)
Tze (92 ) =
0 0 0O
| 0 0 0 1]

Se presenta el analisis a una sola cadena cinematica para simplificar la presentacion y también debido a
que todas las cadenas tienen la misma configuracion, como se ve en la figura (2.1)

12
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En la figura (2.3) se presenta el marco de referencia inicial el cual estd constituido de una triada de
vectores unitarios que son mutuamente ortogonales. A partir de esta base inercial (Xo, Yo, Zo) Y aplicando
las matrices de transformacion homogéneas que representan traslaciones en las direcciones x, y y z, asi
como las respectivas rotaciones en los tres ejes podemos formar la base local (X, Y, Z¢j). Es decir:

Tog = Ta(Xe) T2 (Yej) Ta3 (Ze)) Taa (W) Tes (01) Tas (95) (2.8)

donde j indica el moédulo del robot que se esté analizando, es decir, puede ser 1 0 2, T indica la matriz
de transformacion que lleva de la base inercial O a la base local cj; X, Y, z¢; indican las magnitudes de las
traslaciones hechas en direccion de Xo, Yo, Zo respectivamente y ;, 6, ¢; representan las rotaciones hechas
sobre x, y, z.

Xo

Fig. 2.3 Base Inercial

Observando la figura (2.4) se aprecian las transformaciones necesarias para alcanzar la base local
(Xai, Y2i, Z2i) partiendo de (Xg, Yej, Z¢j) Son:

ch,2i = Tzl (dXi)TZZ (dyi)Tz3 (dzi)TZG (02i) (29)

Fig. 2.4 Bases locales cj, 1i y 2i

13
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Donde d;, dy;, di representan las translaciones hechas en la direccion de X, Y, Zj respectivamente y 6s; el
giro realizado sobre el eje zy;.

En las figuras (2.5) y (2.6), se presentan las transformaciones que permiten llegar a la base local
(Xsi, Ysi» Zei), partiendo de la base local (X2, Yai, Z2i).

Toisi = T23(d3i) Tz (dai) T2(dsi) Tz (06i) (2.10)

Fig. 2.6 Bases locales 4i, 5i y 6i

Para este caso dgj, d4, ds; indican las traslaciones hechas en direcciones de los vectores z,;, Xsi, Yai
respectivamente y Gy expresa el giro realizado sobre el vector ys;.

14
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Transformaciones empleadas para llegar de la base local (X, Yei, Zei) @ la base local (Xgi, Yei, Zoi), fig.
2.7).

Teioi = Tz (d7i)T22(dgi) Tz (O0i) (2.11)

N ; ( 5 m~ |

Fig. 2.7 Bases locales 6i, 7|, 8iy9i

Donde d; y dg representan las magnitudes de los desplazamientos realizados en direccion de los
vectores Xg; Y Y7i respectivamente, 6y; indica la magnitud del angulo de giro sobre el vector ys;.

En la figura (2.8) se aprecian las transformaciones que llevan de la base local (X, Yai, Zoi) a la base local
(Xa2i, Y12ir 212i)-

Toit2i = Ta1(d10i) T2 (—d11i) T5(012i) (2.12)

=
N

Vo - "N'\'( )

Fig. 2.8 Bases locales 9i, 10i, 11i y 12i

Donde dio Yy di3; representan los desplazamientos realizados en direccion de los vectores Xgi YV VYioi
respectivamente y #,,; indica el &ngulo de giro sobre el vector yi;;.

15
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A continuacion se presentan Unicamente los desplazamientos para llevar de la base local (X12i, Y12i, Z12i) @
la base (X4, Y14i, Z14i), figura (2.9).

T1214i = T (d13i) T (d1ai) (2.13)

0

Fig. 2.9 Bases locales 12i, 13i y 14i

Transformaciones de las bases (Xisi, Yisi, Z15i)-(X1ei, Yasir Z16i)-(X17i» Ya7ir Z17i) Fig.(2.10) y (2.11) pudiéndose
apreciar en esta Ultima figura que la base local 17i, es paralela a la base inercial:

T1si17i = T24(0151) T5(016i) T26(017i) (2.14)

Fig. 2.11 Bases locales 16i, 17i y base inercial

16
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Para estos dos casos antes desarrollados, disi y disi representan los desplazamientos realizados en
direccion de los vectores X y Xy3i respectivamente, pudiéndose considerarse como vectores guias a
cualquiera de los dos, ya que son paralelos, y 65, G161, 617, indican la magnitud de los angulos de giro
sobre el vector Xy, Yisi, Z16i, Fespectivamente.

En la fig. (2.12) se aprecia las transformaciones que nos llevan de la base local (Xsi, Ysi, Zsi) a la (Xigi,
Yiir Z10i)-

Tsitoi = Toa(—d18i) Tz5(019i) (2.15)

Fig. 2.12 Bases locales 5i, 18i y 19i

Donde dyg; representa el desplazamiento en direccion del vector zs; y 6. indica el angulo de giro sobre
el vector yg;.

Las transformaciones realizadas para llegar de la base (X1, Y19i, Z10i) @ 1a base (Xa2i, Y22i, Z22i) S€ muestran
en lafig. (2.13)

Tagi22i = Tz (d20i) To5(0211) T2 (—d22i) (2.16)

\

Fig. 2.13 Bases locales 19i, 20i, 21i y 22i

Donde dy; y dx; representan los desplazamientos realizados en direccion de los vectores Xigi Y Yaui
respectivamente y 6,,; indica la magnitud del angulo de giro sobre el vector ya;.

17
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Y finalmente, para llegar de la base inercial a la base localizada en el extremo de la pata se aplican las
transformaciones de la fig. (2.14)

To17i = Tz (dxoi) Tz2 (dyoi) T23(dz0i) (2.17)

NS

Fig. 2.14 Base local 17i y sistema inercial

Donde d,i, dyoi, dxoi indican las traslaciones hechas en direcciones de los vectores X, y, z de la base
inercial.

De manera que se puede observar que las incognitas a determinar, para de esta manera mover al robot
octopodo en el espacio son los angulos:

92i ! 96i ’09i ’912i '015i ' 016i ! 017i 'ngi ’921i

18
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2.2.1 Solucion del Angulo 6y;

Para obtener este angulo en funcion de desplazamientos conocidos y angulos de construccion del
prototipo, se tuvo que emplear la construccion de lazos matriciales de modo que so6lo este angulo
estuviera presente en una ecuacion.

La figura 2.15 se muestra el lazo matricial empleado para obtener el angulo antes mencionado:

Fig. 2.15 Primer lazo vectorial

Empleando las transformaciones que nos definen este lazo matricial se tiene:
To,cj Tcj,2i Tz3 (A3 ) T22 (dai ) T2 (dsi) Tsi 10i T10i22i T21 (d14i) T14i17i = Toa7i (2.18)

Para despejar el angulo 6y, aplicamos To ¢, Tejai - Tza(d3) ™ Taa(da)) ™, T2(dsi) ™, Tsiag €n ambos lados
izquierdos de la igualdad, en donde:

Taylcj = (Tzl (X cj)Tzz (ycj)Tz3 (ch)Tz4 (Wj)Tzs (Gj)Tzﬁ (¢J ) )71
=Tsy (¢j)7sz5 (9j)7sz4 (l//j)fszs (ch)fszz (ch)fszl (ch)f1
= TzG (_¢j )Tzs (_Qj )Tz4 (_Wj )Tz3 (_ch )Tzz (_ycj )Tzl (_X cj)

Tohi = (Tu (@) T2(dy) T (da) T (020)) ™
= T26 (92i)_1 Tz3 (dzi)_l TzZ (dyi)_1 Tzl (dxi)_l
= T26 (_ezi)Tz?) (_dzi)TZZ (_dyi)Tzl (_dxi)

T(dsi)™ = Ta(-dsi)

19
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T (dai)™ = Ta(—da)
To(dsi) ™ = Tp(-dsi)

Totie = (Ta(—d18i) T5(010i)) "
= T5(0101) 1T (—d1gi)?
= Ts5(—010i) Tza(d1gi)

asi se tiene:
T10i22i To1 (d14i) Taai 17 = Tt T2 (—0si) T (~di) T (=dai ) T T To i (2.19)

Al desarrollar la matriz de transformacion Ty, Cj‘l se tiene:

di1j di2j 4izj digj
T-1 da1j QApj A23j Q24
0c —
dz1j dsz2j Aszzj Asgj
0 0 0 1

donde:

au1j = ¢0j co;
a12j = CYj Sj + Chj SO; Sy
a13j = —C¢;j Cyj SO + Sp; Sy

aua) = —X¢j €0 Chj — Yo (Cyj Spj + C; S05 Syj) — Zej (—Cj Cwrj SO; + S Sy )

an1j = —CO; SPj

Ag2j = CPj Cyj — SO SPj Sy

azs) = Cyj SOj Shj + Co; Sy

a24j = Xqj CO; 595 — Z¢j (Cyrj 50 59 + € sy;) — Ve (Cfj Cwrj — 50, 5 s )

aszij = 59j
a3yj = —CO;j Sy
agsj = COj Cyj
asgj = —Lgj 09j Cyj — X¢j 89j + Y C9j SV
Se puede apreciar que esta matriz contiene Unicamente variables cuyos valores son datos, es decir, y;,

0, i, X Yo Y Zg. Teniendo esto en consideracion es preferible aplicar todas las transformaciones y
renombrar los elementos de la matriz resultante.
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Ahora, rescribiendo la ecuacion (2.19) de manera matricial tenemos:

donde:

b1y =
b1oj =
bi3j =

D14j =

boyj =
b2y =
basj =

D24j =

D3yj =
b3y =
b33 =

D34j =

C11j =
Cioj =
Ci3j =

Cusj =

Co1j =
Caoj =
Ca3j =

Co4j =

D11j Digj D13j D1 C11j Ci2j Cigj
Do1j D2y D23y Do _ C21j C22j Ca23j
b3y Dazj Dssj bayj Cayj Cazj Casj
0 0 0 1 0 0 0

CO16i CO17i CO21i + (—CO15i CO17i SO16i + SO 15i SO17i ) 021
~CO161 CO21i 0171 + (CO17i SO 151 + CO15i SO16i 0171 ) SO
CO21i SO16i + CO15i CO16i SO21i

d2oi + d14i CO21;

CO17i SO15i SO 16i + CO15i SO17i
CO15i CO17i — SO15i SO16i SO17i
—C016i SO15i

_d22i

—C015i CO17i CO21i SO16i + CO21i SO15i SO17i — CO16i CO17i SO21i
CO17i CO21i SO15i + S017i (CO15i CO21i SO161 + CO16i SO21i )
CO1si CO16i CO21i — SO16i SO21i

—014i 8821

—a31j SO190i + CO19; (allj €Oy + azyj 392i>

—a32j SO190i + CO19; (ale €Oy + azy; 392i>

—a33j SO19i + CO 19 (al3j CO7i + Aogj 592i>

_<a34j + dygi — dai + @31j dyoj + @32 yoi + A33j dpoi — dzi ) SO10i +
CO19i(—d4i + (3-14] +ay1j yoi — dxi + @12 yoi + A13j Ui ) CO2; +
<a24j + 1 Uyoi + A22j dyoi — dyi + A23j Ui ) SO2i)

az1j COj — A11j SO

A2j €Oy — A1) SO

Ao3j CO»i — A13j SO»;

—dsi + (az4j + Ap1j Uxoi + A22j yoi — dyj + A3 d0i ) CH2 —

<a14j + a11j dyoi — dxj + @12j dyoi + A13j z0i ) SO2i

Cu14
C24j

C34j
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C31j = A31j CO10j + SO19; (allj €Oy + azyj 592i>

C32j = Aszj CO19j + SO19; <a12j CO2i + Azyj 592i>

Cazj = A3zj CO10i + SO19; <313j COyi + az3; 592i>

Casj = <334j + digi — dsj + @31j Ayoi + Azzj dyoi + Az3j dyoi — dzi ) CO19i +
019 (—d4i + <al4j + a11j dyoi — dxi + @12j dyoi + A13; dz0i>092i +

<a24j + 21 Uyoi + A22j dyoi — dyi + A23j Ui ) SO2i)
Se eligen las ecuaciones by = Co4j que son las mas simples y contienen a nuestra variable de interés 6,;,
guedando:

—da2i = —dsi + (A24j + @21 UXoi + A22j dyoi — dyi + A23j Az0i) CH2 —

(@14j + A11j dyoi — dxi + 12 yoi + A13j dz0i) SO2i (2.20.3)

Factorizando c,; y sé,; obtenemos:

(a24j + 8510501 +85;0y0i — i + azsjdzoi)c‘gzi - (2.20.b)
(auj * ailjdXOi _dXi * a12jdy0i + aisjdzoi)s‘gﬁ + d22i =0
Renombrando:
Aqi Oy +B1j SO, +Cy1i =0
o o ! (2.20.c)
donde:

A1 = agsj + az1j dyoi + @zzj dyoi — dyi + A3 yoi
By = _<al4j + &11j Ayoi — dyi + @125 dyoi + a13j dyoi

Cyi = dgyi — ds;

La ecuacion (2.20c) tiene la solucion final [4]:

_tan-t| Bu -1 —Cy (2.21)
o, = =4+ e N
L, =tan [Aﬂ}rcos [ T“BHZJ

El desarrollo de la ecuacién trascendental se muestra en el apéndice A.

22



Capitulo I1. Andlisis Cinematico

La tabla 2.1 muestra las caracteristicas geométricas del robot octépodo.

Pierna 1 Pierna 2 Pierna 3 Pierna 4 Pierna 5 Pierna 6 Pierna 7 Pierna 8
[m] [m] [m] [m] [m] [m] [m] [m]

dx]_ =.025 dxz =.025 dx3 =-.155 dx4 =-.155 dx5 =.155 dx6 =.155 dx7 =-.025 dxg =-.025
dy=.135 |dp=-135 | dg=.115 |dy=-.115 | dg=.115 |dy=-115 | dyy=.135 |dys=-.135
d; =-.013 | d =-.013 | d;3=-.013 | dy =-.013 | d5=-.013 | dyg=-.013 | d,; =-.013 | dg=-.013
d31 =.02 d32 =.02 d33 =.02 d34 =.02 d35 =.02 d35 =.02 d37 =.02 d33 =.02
d41 =.08 d42 =.08 d43 =.08 d44 =.08 d45 =.08 d45 =.08 d47 =.08 d48 =.08
d51 =-.028 d52 =.028 d53 =-.028 d54 =.028 d55 =-.028 d55 =.028 d57 =-.028 d58 =.028
d71 =.1 d72 =.1 d73 =.06 d74 =.06 d75 =.06 d75 =.06 d77 =.1 d73 =.1
dgl =-.01 dgz =.01 dg3 =-01 d84 =.01 d35 =-.01 dgg =.01 d37 =-.01 dgg =.01
lel =.15 d102 =.15 d103 =.075 d104 =.075 d105 =.075 leG =.075 d107 =.15 dlog =.15
dlll =-.02 d112 =.02 dllg =-.02 d114 =.02 d115 =-.02 dllG =.02 d117 =-.02 dllg =.02
d131 =.15 d132 =.15 d133 =.09 d134 =.09 d135 =.09 d136 =.09 d137 =.15 d13g =.15
d141 =.2 d142 =.2 d143 =.143 d144 =.143 d145 =.143 d146 =.143 d147 =.2 d14g =2
dlgl =.04 d182 =.04 dlgg =.04 d184 =.04 d135 =.04 dlge =.04 d187 =.04 dlgg =.04
dzo]_ =.15 d202 =.15 d203 =.075 d204 =.075 dzos =.075 d206 =.075 d207 =.15 dzog =.15
dzgl =-.01 d222 =.01 d223 =-.01 d224 =.01 d225 =-01 d226 =.01 d227 =-.01 dggg =.01

Tabla 2.1 Geometria del Robot

Una vez que se tiene definida la geometria se plantea el modo de locomocion que es empleado en este
robot, es decir, la secuencia en la que cada una de las piernas esta en contacto con el piso 0 se encuentra
levantada. Esta secuencia se puede ver en la figura 2.16.

PR IO e
)

Fig. 2.16 Marcha de robot octépodo

En esta secuencia de movimientos en todo momento se encuentran apoyadas sobre el terreno seis de las
ocho patas del robot, también se puede apreciar que tres de las cuatro patas de cada médulo se encuentran
en contacto con el terreno, para de esta manera intentar mejorar la estabilidad individual de cada mddulo.
A partir de esto se definird paso como la secuencia de estos cuatro movimientos, en la que todas las
piernas en algun instante de tiempo pierden contacto con el piso.

Para observar el comportamiento de la funcion obtenida se plantea el seguimiento de una trayectoria
recta de longitud de 3 metros sobre un plano en un tiempo de 40 segundos.
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2.2 Andlisis de Posicion

En la fig. (2.17) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los angulos 6,; del robot
octdpodo, al realizar un paso. Se muestra Unicamente el comportamiento del primer paso que dura
aproximadamente 5 segundos debido a que la secuencia se repite varias veces hasta lograr alcanzar la
distancia final. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.17 Angulos correspondientes a &;
Como se puede apreciar en la figura 2.17 las ocho juntas que corresponden a los actuadores verticales
de cada una de las patas del robot, tienen variacion a lo largo del paso, esto se debe a que todas las
piernas, aungque se encuentren posicionadas en el piso, ayudan a desplazar los médulos del cuerpo

principal y también se logra observar el momento en que cada una de las piernas pierde contacto con el
piso, que es en el momento en que se presenta una mayor variacion del angulo.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.2.2 Solucion del Angulo 6y

De la misma manera en que se encontrd el angulo 6,; y empleando el mismo lazo matricial, ahora se
hallara el angulo 6,q;, a partir de la ec. (2.19), se toman los elementos b, C14i, D34 Y Ca4i, igualando las
ecuaciones correspondientes tenemos

D14i = Ciai
D34i = Caai

En estas ecuaciones existen elementos iguales con valores conocidos, por lo cual se colectan y se
renombran

C1i = @g4j + digi — dsi + A31j Axoi + Aszj dyoi + Azsj Ao — Ui

Coi = @14 + A11j Ayoi — dyi + A1) dyoi + A13j dyoi

Csi = zaj + 21 Uxoj + A2zj yoi — dyi + Az3j Uyoi

obteniendo finalmente las siguientes ecuaciones:

daoi + d14i CO21i = —Cai SO10i + CO10i (—Uai + Cai COai + Cai SO2i )

(2.22)
—~014i S021i = C1i CO10i + 0101 (—ai + Cai CO2i + Cai S02i) (2.23)
de las ecuaciones (2.22) y (2.23)se despeja ch; ¥ S621; respectivamente obteniendo:
COyy; = di(_dZOi = 0,Chq; + C,iCO,,C0y; — C;SO,g; + C5C0,056)) (2.24)
14i
Sezu = i(_Clic‘glgi + d4is‘919i - Czicgziselgi - C3i5919i592i) (2'25)

14i

A continuacion se emplea la definicion de circulo unitario, se2+ca2=1, para poder de esta manera poder
suprimir el término 6y, teniendo como resultado:

d2,. = d3p; + 2 Cyi d2oi SO10i + CO10i

(2 daoi dai — 2 Cai daoi CO2i — 2 Cai daoi $02i ) +
24, (2, +d2; — 2 Cyi dgj Oy + €, COZ, —

2 C3i dgi SO2i + 2 Cyj Cai COj SO, + €3, 803, +
$024;(C3; + d3, — 2 Cp; dyi €O + €2, CO3, —

2 Cai dgi SO2i + 2 C1i C3i CO2i SO2i + C3; SO3) (2.26.)
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factorizando cOyg; y S010i tenemos:
(2d,4,d,; — 2C,,d,4,CO, — 2C5,0,,96,; ) CO; +
(2c,d,q; )50, +
(—d}, +d2, +cO3 (c2 +dZ —2c,d,co, +
¢l —2c,d,;80,, +2C,C,,CO,80,, + C2s0%) +
s&%, (¢’ +dZ —2c,d,,c, +cicoi —
2¢,d,;86,, +2C,C,,c0,0, +C2565)) =0
renombrando:
A,CO, + B,;SO,; +C,, =0
donde simplificando cada uno de los elementos renombrados tenemos:
Azi = 2 daoi (dai — C2i CO2i — C3i SO2)
Ba2i = 2 €y daoi
Cyi = %(20%i +C3 +c3 +2(=d3, +di, +d3) +
(Cai — Cai)(Cai + Cai) ¢(202) -
4.y, dyi SO2 + 4 Cai Oz (—dai + Ci 5021 )

La solucidn de la ecuacién (2.26.c) se muestra en la ecuacion (2.26):

B,. —C,,
O, =tan™| =24 |+cos™| —2—
19 [AZIJ [ '%iz'}’Bzin
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(2.26.b)

(2.26.c)

(2.26)



Capitulo I1. Andlisis Cinematico

La fig. (2.18) muestra la gréafica que describe el comportamiento de los &ngulos 64 del robot octépodo.
Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot, mientras que las
lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.18 Angulos correspondientes a @i;

La figura (2.18) muestra la variacion de los angulos 6:4 que corresponden a la junta actuada inferior
cada una de las piernas del robot, al igual que en la figura (2.17) se puede apreciar el instante en que las
piernas del robot pierde contacto con el suelo, ya que es cuando se percibe una mayor variacion de los
angulos.
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2.2 Andlisis de Posicion

2.2.3 Solucion del Angulo 6;

Conociendo los angulos 65, 614;, Se puede resolver para 6,;; empleando los mismos lazos matriciales.
Considerando las ecuaciones obtenidas anteriormente podemos encontrar dicho angulo.

Tomamos la ec. (2.24) y ec. (2.25) y tenemos:

COy; = i
d14|
80,,; = ﬁ
d14|

en donde:

Asi = —U20i — dai CO19j + Cai CO19j CO2i — C1i SO19j + Cai CO19j SO2i
Bsi = —C1i CO19i + dai S019i — Cai CO2i SO19i — C3i SO10i SOz
De aqui se puede despejar el &ngulo 6;; como:

sé

21i
CHZli

(B,
0,, =tan™ {i]

0, =

(2.24.9)

(2.25.a)

(2.28.2)

(2.28.h)

En la fig. (2.19) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,,; del robot, al
realizar un paso. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.19 Angulos correspondientes a 6b;
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.2.4 Solucion del Angulo 6y

Ya que se conocen los valores de 6y, 010, 6-1i Se emplea el mismo lazo matricial y a partir de la
ecuacion (2.19) se buscan los elementos mas sencillos que contengan nuestra variable de interés,
eligiendo los siguientes:

D13i = Cisi
D33i = Caai

Nuevamente se logra ver que en estas ecuaciones existen elementos con valores conocidos, por lo que
se colectan y se renombran:
Cyi =Cyg = _assjs‘glgi + Cngi (a13j002i + a23j592i)

C5i =Cg5i = a33jC‘919i +50y (a13j092i + a23j502i)

expresando el contenido de by y bszi Se obtienen las siguientes expresiones:

CO21i S016i + CO15i CO16i 211 = Cai (2.29)

CO1si CO16i CO21i — SO16i SU21i = Csi (2.30)

despejando cfys; de ec. (2.30) ecuacion se obtiene:
CO15i = SeCO16i SECH 21 <C5i + 8016 5921i> (2.30.b)
sustituyendo ec(2.30.b) en (2.29) y simplificando tenemos:

Cai = S€CO71j SO16i + Csi 1021

(2.31.a)
de esta Ultima expresion se despeja s036i:
SO16i = CO21j (Cai — Csi 1021
16i 21i ( 4i 5i 21|) (231b)
a continuacion se obtiene c65; empleando la definicion del circulo unitario:
C916' = i"l — 592 ;
' o (2.32.2)
se sustituye la ec. (2.31b) en esta expresion y se elige la raiz positiva obteniendo:
CO16i = \/1 — (€O21i (Cai — Csi t921i)>2
(2.32.b)
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2.2 Andlisis de Posicion

renombrando las funciones (2.31.b) y (2.32.b):
Agi = €021 (Cai — Csi t021i)

B4 = ‘/1 — <c6'21i (C4i — Csi t921i)>2

usando la funcién tangente:
0161 = —(S:glei_
161 (2.33.2)
Finalmente
O =tan™ (ij (2.33.b)
4i

En la fig. (2.20) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6y del robot
octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.20 Angulos correspondientes a Gy;

La figura (2.20) muestra el comportamiento de uno de las rotaciones de la junta esférica del extremos
de las piernas del robot, se pueden apreciar cambios abruptos en el comportamiento de los angulos, pero
esto se debe a que al obtener la ecuacion en forma cerrada para este angulo se emplearon entidades

trigonométricas, las cuales generan este comportamiento.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.2.5 Solucion del Angulo 6s;

De la ec. (2.19) se eligen las siguientes ecuaciones que contienen a nuestra incognita:

D23i = Ca3i

D3si = Casi

Se observa que se presenta ecuaciones con elementos con valores conocidos, por o que se colectan y se

renombran:

Csi = Aazj CO19i + SO19i <alSj €Oy + azs; 592i>

Cei = A23j COLj — Q13 SOy;

resultando las siguientes expresiones:

—C016i SO15i = Cgi

CO15i CO16i CO21i — SO16i SO21i = Csi

de la ecs. (2.34.a) y (2.35.a) se despeja s81s5; y €015 respectivamente, obteniendo:

$015i = —Cgi SECO 16

CO151 = seCO1gi 5eCOo1; (Csi+ SO16i S021i )

renombrando estas Ultimas ecuaciones tenemos:

Por ultimo:

S015i = —Csi SECO 16

CO15i = secOiqi eCOa1i (Csi+ 016 SO21i )

_ SOssi
CO 15

0, =tan™ [iJ
B5i

t01s;

(2.34.8)

(2.35.3)

(2.34.8)

(2.35.a)

(2.34.9)

(2.35.9)

(2.36.2)

(2.36.h)
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2.2 Andlisis de Posicion

La fig. (2.21) muestra la gréafica que describe el comportamiento de los &ngulos 6;5; del robot octépodo.
Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot, mientras que las
lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.21 Angulos correspondientes a @is;

(/]

La gréafica mostrada en la figura (2.21) representa la variacion otro de los giros de la junta esférica
localizada al extremo de cada una de las piernas del robot, en esta figura se presentan saltos en las
graficas debido a que estos angulos estan en funcion del angulo 6.4, ¥ se puede apreciar que estos saltos
se presentan al mismo tiempo que se presenta los picos de la figura (2.20).
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2.2.6 Solucion del Angulo 6y,

Ya que ahora se conocen el valor de los angulos i, O10i, 621i, O16i Y 15 Y buscando nuevamente en la ec.
(2.19) una expresion sencilla que contenga nuestra variable de interés tenemos

b22i = Coi (2.37.a)
CO15i CO17i — SO15i SO16i SO17i = @225 CO2i — A12j SO (2.37.b)
factorizando cOy7; y s6y7; Se tiene:
C915i C917i — 5915i 5916i 5917i — a22j C92i + aij SQZi =0 (237C)
renombrando:
Asi cO17i + Bei S017i + CGi =0 (237d)
donde:
Agi = CO15;

Bei = —S015i SO 16i

Cei = —a22j CO2i + 812) SOai
esta ecuacion tiene la solucién final:

0, =tan™ [i (2.38)

a1 —C,;
A )icos {\/ Al +Bg’ ]

En la fig. (2.22) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,7 del robot
octdpodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.22 Angulos correspondientes a 647

En la figura (2.22) se presenta el comportamiento del dltimo giro de la junta esférica del extremo de las
patas del robot, y al igual que en la figura (2.20) y (2.21) se presentan un comportamiento discontinuo al
estar en funcion del angulo 6;s5; y Ois; -
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2.2 Andlisis de Posicion

2.2.7 Solucion del Angulo 0g;

Para obtener los &ngulos restantes se propone un nuevo lazo matricial el cual se muestra en la fig. (2.23)

Fig. 2.23 Segundo lazo matricial

Al emplear las transformaciones que nos definen este lazo matricial se tiene:
T25(06i) Teioi Toirai T (d13i) = Tsizei T1oizzi (2.39.9)
Para despejar el angulo 6, aplicamos T, (-di3) Y Toii - en ambos lados de la igualdad, es decir:
Tu5(06i) Toioi = Tsirei Taoiz2i Taa (—013i) Ty (2.39.b)

donde:

Tonzi = (Ta(di0) Ta(-d11i) T (012i)>71
= Ty (012i) " T(=d11i)  T1 (d10i) "
= T (-012i) T2 (d11i) T (—d10i)

34



Capitulo I1. Andlisis Cinematico

Convirtiendo a forma matricial tenemos:

di1i dioi dizi dagi
do1i Oooi dasi daogi

T5(06i) Teioi =
d31i Ospi dasi dsgi

€11i €12i €13i €14

€21i €221 €23i €24
-1

Tsitgi T1oi22i T2 (—d13i) Tginni) =
€31i €321 €33i €34

0 0 0 1

donde:

di1i = c(0i + O9i)

di2i =0

dizi = S(Osi + 09i)
d14i = d7i COsi
da1i =0

daoi =1

d3i =0

da4i = ds;

ds1j = —S(06; + 09i)

dsi =0
dszi = (06 + O9i)
dssi = —d7i SOsi

e11i = C(012i — 010 — O21i)

e1i =0

e13i = S(012i — O19i — 021i)

€14i = d20i CO19i — d10i C(O12i — O19i — 021i) — d13i C(O10i + O21i)




2.2 Andlisis de Posicion

€1 =0
exni =1
€23 =0

€24i = d11j — doyi

e31i = S(012i — O19i — 021i)

€32 =0

€33i = C(012i — O19i — 021i)

€34i = —01gi — d20i SO19i — d10i S(O12i — O19i — 021i) + d13i S(O19i + 021i)

Una vez conocidos los valores de de los angulos @i, 019i 210, O16i, G151 Y 017 Se eligen las siguientes
ecuaciones para encontrar la expresion de la nueva variable:

Ao = e1a (2.40.a)
d3si = €34 (2.41.8)
sustituyendo:
d7i COsi = dooj CO19i — d10i C(O12i — O19i — O21i) — d13i C(O19i + 021i) (2.40.8)
(2.41.2)

—07j S06i = —d1gi — U20i SO19i — d10i S(O12i — O19i — O21i) + d13i S(O10i + 021i)

Despejando de estas dos ecuaciones c(fioi — b1oi — 621i) Y S(B12i — G101 — Ba1i) respectivamente y aplicando
la definicion del circulo unitario tenemos lo siguiente:

C(O12i — O10i — 021i) = ﬁ(dzoi CO10i — dzi COgi — d1si C(O101 + O21i)) (2.40.a)

$(012i — 010 — O21i) = ﬁ(-dwi — da0i 0101 + d7i SOgi + d13i S(O10i + 0211) ) (2.41.2)

C(012i — 0101 — 021i)% + S(012i — 0101 — 021)% = 1
sustituyendo obtenemos:

daoi CO190i — d7i COei — dizi C(O19i + 021) +

<_d18i — daoi SO19; + d7i SO6i + d13i S(O10i + 921i)>2 = diy; (2.42.2)
Expandiendo esta Gltima expresion y factorizando cg; y S0 tenemos:

—d2; + dig; + d5o; COZ; — 2 digi dpgi CO19i C(O10i + O21i) +

d25; C(010i + 021)* + (=2 d20i d7i CO1gi + 2 digi d7i C(O10i + 0221) ) COsi +

d%; c0F; + 2 digi daoi SO10i + d50;507g; — 2 d1gi digi S(O10i + O21i) —

2 di3i daoi SO10i S(O19i + 0217) + 025, S(O10i + 0211) +

(=2 dugi d7i — 2 dooi d7i SO107 + 2 digi d7i (101 + 0211) ) Pei + (2.42.b)
d? s03, =0
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

renombrando:

A7i C96i + B7i 506i + C7i =0

donde al simplificar se obtiene:

Az = =2 dypi d7j CO19i + 2 d13j d7i C(O10i + O21i)

Bri = —2d7i (disi + daoi 50101 — dii S(O10i + 021i))

C7i = _dfoi + d%Bi + d%Bi + ngi + d% -2 d13i d20i CQZli +

2 dygi A0 SO19i — 2 d13i d1gi S(O19i + 021i)

Esta ecuacion tiene finalmente la solucién

Ori = tan‘l(ﬁJ icost| - —Cni_
A“ \ An2 + B7i2

En la fig. (2.24) se muestra la gréafica que describe el comportamiento de los angulos &g del robot
octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Las graficas corresponden al
comportamiento de la junta actuada horizontal superior y al igual que en la figura (2.17) y (2.18) se
aprecia el momento en que cada pierna pierde el contacto con la superficie, observandose cuando la

variacién del angulo es mayor.
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2.2.8 Solucion del Angulo 045,

2.2 Andlisis de Posicion

Para encontrar la expresion que nos dé como resultado esta variable recurrimos a la ec. (2.40a) y (2.41a)

C(O12i — O19i — O21i) = ﬁ(dzm CO10i — d7i CO6i — d13i C(O10i + 021i) )

$(012i — O19i — 021i) = ﬁ(-dwi — dao; SO10i + d7i SOgi + d13i S(O101 + 021i))

renombrando:
C(012i — O19i — 021i) = ﬁASi
$(012i — O10i — 021i) = ﬁBai
empleando la funcion tangente tenemos:

S(012i — O19i — 021i)

t(012i — 0101 — 021i) =
(012i 19i 21i) €(012i — O10i — 021i)

Finalmente despejando 6,; obtenemos la siguiente ecuacion
O = tanl(Ej + 04 + O,
Ay
donde:
A =00, — A6, — dyyiC( Gy + Oy
By =~ — 00,56, + 06, + 0155 (6,g; + ;)

(2.40.a)

(2.41.3)

(2.40.b)

(2.41.b)

(2.44.9)

(2.44.b)

En la fig. (2.25) se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 6,5 del robot
octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.25 Angulos correspondientes a @i
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2.2.9 Solucion del Angulo 6q;

Para la solucion de este angulo se emplea el mismo lazo matricial definido por la ec. (2.39a) a la que se
le aplica Tz(—6si) Y Tu(—di3) del lado izquierdo y derecho de las ecuaciones de ambos lados de la

igualdad, es decir:

Teioi Toirzi = Tz5(~=06i) Tsirei T1oizai T2 (=d13i)

De esta manera al pasar a la forma matricial tenemos:
fii fioi fiai faai
f21' f22' f23' f24'
Teioi Toir2i = P e
1:Sli f32i f33i f34i
0 0 0 1

O11i 912 913i Gu4i

O21i 922i 923i J24i
Tu5(—06i) Tsitoi T19i22i T (—dizi) = 2u Sear Zzsn Sz
O31i O32i O33i O34
0O 0 O 1

Seleccionando los términos fi4i = g14i Y fa4i = ga4i S€ tiene:
d7i + dioi COoi = d2gi C(O10i — O6i) — d13i C(O19i + O21i — O6i) + d1gi SOsi
—d10i SO9i = —d1gi CO6i — d2oi S(O10i — O6i) + d13i S(O19i + 021 — Oi)

Despejando de estas ecuaciones cfy; y S0y respectivamente obtenemos:

Cly = A
lei
B..
s, =—-
9i d

donde:

Agi = —d7i + dz0i C(O10i — O6i) — dusi C(O10i + 0211 — O6i) + dagi Vs

Boi = digi COgi + d20i S(O19i — O6i) — d13i S(O19i + 0211 — O6i)
aplicando tangente obtenemos finalmente:

C,

Oy = tanl(&j
A

(2.39.9)

(2.45.a)

(2.46.a)

(2.45.a)

(2.46.a)

(2.47)
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2.2 Andlisis de Posicion

En la fig. (2.26) se muestra la gréafica que describe el comportamiento de los angulos 6 del robot
octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.26 Angulos correspondientes a 6;
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.3 Analisis de Velocidad

El problema cinematico inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad de traslacion (xcj,yq_,z'q_) y rotacion (g,-,j,gj,;];j) del centro de gravedad de cada

maodulo, asi como también la velocidad (dei,din,dZOi) del extremo de cada una de las patas, hallar la

velocidad de los angulos 8,,, 8y, 6, 6., 6., b5+ 071, i B, Que definen la velocidad de las juntas.

6i?

En el andlisis de velocidad, se asume que la posicion y la orientacion de los cuerpos son conocidas y
gue son resultado del analisis de posicion. La velocidad de un punto 0 un cuerpo rigido que experimenta
movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo. Con base en las ecuaciones obtenidas
en el andlisis de posicion, se obtendra la velocidad al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.3.1 Velocidad 8,

Tomando la ec. (2.20.c) y derivando con respecto al tiempo obtenemos:

Ay +Byst, +C;; =0
ACOy + BySOy + 6, (B, cOy — Ajs6,)=0 (2.48.9)

despejando 6, se tiene:

~Ayi ¢ — Byi s05;

0 -
B1i CO2i — Ay SO»i

(2.48.h)

Derivando respecto al tiempo Ay, By;, sustituyendo y simplificando obtenemos:

2i%cj 4i=cj
Li

ézi :%(V X +VaiY +Valy +Vay +V6i9j +V7i¢j +V8idx0i +V9idy0i +V10id20i) (2.48.c)

los términos Vy; a V1o se muestran en el apéndice C de este trabajo.

41



2.3 Andlisis de Velocidad

En la fig. (2.27) se muestra la gréafica que describe el comportamiento de la velocidad angular 6"2i enel

robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Al igual que en la figura (2.17) se

puede apreciar el momento en que las piernas se encuentran en el aire, ya que en ese momento es cuando
mayor velocidad se observa.
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Fig. 2.27 Velocidad angular de 6,

2.3.2 Velocidad 6,

De la ecuacion (2.26.¢) tenemos:

A2i CGlQi + Bzi Sngi + C2i =0
derivando esta Gltima expresion:
Azi CO19i + Bai O19i CO19i + Boi $010i — Agi O19i $019 + C2i = 0 (2.49.9)
se despeja 6, :
0101 = —Cai — Ayi CO19i — Bai 0101 (2.49.h)
Bai CO19i — Azi SO19;
derivando con respecto al tiempo Ay, B, y Coi renombrando y simplificando, se obtiene:
. 1 ; . , ) .
O ZE(Vlzchj +Vig Vg +Viailg +Vis¥; + Vi, + (2.49.0)

19i ~y0i 20i ' z0i

Vl7i¢j +V18idx0i +Vigidg; + Vi +V21i92i)
los términos Vy1; a Va1 e muestran en el apéndice C.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

En la fig. (2.28) se muestra la gréafica que describe el comportamiento de la velocidad angular e'lgi enel

robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. De igual manera que en la figura
(2.27) se observa que la mayor velocidad se presenta en el momento que cada una de las patas se esta

desplazando en el aire.
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- 10 1 !
v [
VRN
3
-20 4
J T
i
_30 "l.'
0 1 2 3 4 5
t[s]
Fig. 2.28 Velocidad angular de 6,
2.3.3 Velocidad @,
Tomando ahora la ecuacién desarrollada con anterioridad (2.28.b):
_ Bsi
1021 = s
y derivando con respecto al tiempo:
- B3i + A3i 921i sec@%li + Agi t921i =0 (2 50 a)
despejando §),,; de (2.50.a) obtenemos:
b, = _ €0%,i(-Bsi + Agi t021:)
21i Asi (2.50.b)
derivando con respecto al tiempo As; y Bai, renombrando y reagrupando tenemos:
Oy wazaixcj +Voui Ve + VasiZeg Vot V710, + Vg + (2.50.c)

22i

V29idx0i +V30idy0i +V3lid20i +V32i0.2i +V33i0.19i)

los términos V. a Vs se muestran en el apéndice C.
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2.3 Andlisis de Velocidad

En la fig. (2.29) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de la velocidad angular §,,; en

el robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.29 Velocidad angular §,,;
2.3.4 Velocidad 0
Tomando la ecuacion de posicion (2.31.b):
S016i = Aai
derivando esta expresion conseguimos:
- A4i + élsicélﬁi =0 (251&)
despejando ¢, de (2.51.a):
016 = Asisech (2.51.b)
derivando Ay respecto al tiempo y reagrupando:
O =V +V35iéj +V36i¢j + Vo716 +Vigibho; +Vigiiy (2.51.c)

los términos Va4 a Vg S muestran en el apéndice C.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

En la fig. (2.30) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g .. en el

robot octépodo. Las lineas continuas de la gréfica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Como se puede apreciar se
presenta discontinuidades en las graficas, esto debido a que la velocidad se obtiene de derivar la posicidn
y en las graficas de posicion se presento el mismo efecto por el uso de entidades trigonométricas para
encontrar la expresion de manera cerrada.
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Fig. 2.30 Velocidad angular g,
2.3.5 Velocidad 0;
Tomando la ecuacion de posicion (2. 36b):
As;
t015 = 2
15i BSi
y derivando con respecto al tiempo nos queda:
— Asi + Bsi 0151 seC0152 + Bsi t015; = 0 (252.)
despejando ¢, tenemos:
Oni — CH%Si(AEi — Bsi t015:)
! (2.52.b)
donde al derivar As;, Bs; y reagrupando términos tenemos:
Os; :V_N41in +V0i0; AV 5P + Vil +Visibhar + Vsl +Viri0i6i) (2.52.c)

40i

los términos V1 a V47; e muestran en el apéndice C.
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2.3 Andlisis de Velocidad

En la fig. (2.31) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g, en el

robot octopodo. Como se puede apreciar, todas las graficas coinciden y tienen un valor de cero, lo que
indica que no existe variacion de este angulo a lo largo del paso del robot.
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Fig. 2.31 Velocidad angular ¢,
2.3.6 Velocidad @,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.37.d):
Asi CO17; + Bgi S017i + C6i = 0
y derivando con respecto al tiempo:
Cei + Asi CO17i + BB 017 CO17i + Bei 0171 — Aei 17 S017i = 0 (2.53.2)
despejando ¢,
y_ —Coi — AuCOy; — BeiSO.n (2.53.b)

Beiceﬂi - A5i5917i

derivando respecto al tiempo Agi, Bsi, Csi Y reagrupando la ec (2.53.h):

: 1
O7i =7

48i

(\/49in +V50i9j +V51i¢j +V52i92i +V53i916i +V54i915i) (2.53.0)

los términos Vg a V4 Se muestran en el apéndice C.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

En la fig. (2.32) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g, en el

robot octépodo. Las lineas continuas de la gréfica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.

%
I' \\
0.5 -~ -
4 I ’
/ \ I L \‘ ——Pataly5
- i \
0.25 ¥ 1 ! 1 Pata2y6
— / - ---_-.-_-_‘;_".:.:—"l“'\""l:--r ——pPata3y7
:.%: = 3 ' ) 2 ks ——Patady8
IT-‘ ‘ ' ’-l-- -
& =025 [— x o %e
[ \/
. Voo
-0.5 ' ;
\ o
-0.75 (W J
0 1 2 3 4 5
t[s]
Fig. 2.32 Velocidad angular ¢,
2.3.7 Velocidad 6,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.42.c):
Azi COgi + By s06; + C7i = 0
derivando esta ecuacion respecto al tiempo:
Ci + Azi CO6i + Bri Ogi COgi + Bri S0si — Asi O SO = 0 (2.54.9)
despejando §g;:
Oi = ~C7i — Asi csi — Bri 06
B7i cOsi — A7i SOsi (2.54.b)
derivando respecto al tiempo Ay, By, C7; y reagrupando la ec (2.54.b):
. 1 . .
G5, :V_(V56i019i +V57i65:) (2.54.0)

55i

los términos Vss; a Vs7; se muestran en el apéndice C.
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2.3 Andlisis de Velocidad

En la fig. (2.33) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g, en el

robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Al igual que en figura (2.27) y
(2.28) se aprecia que cuando las piernas del robot pierden contacto con la superficie es cuando se presenta

la mayor velocidad angular.
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Fig. 2.33 Velocidad angular de §;
2.3.8 Velocidad 0,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.44.b):
t(012i — O10i — O21i) = i—:
y derivando con respecto al tiempo:
— Bei + Agi (0121 — 0101 — 021) SeC(0 101 — 0191 — 0211)° + Agi t(012i — O10i —021;) =0 (2.55.a)

despejando §,;

0121 = ALg_(C(elZi — 0101 — 0211)? (~Bgi — Agif19i SeC(012i — O10i — 021i)% —
[}
Agif21i56C(012i — O19i — 021)? + Agit(B12i — 010 — 0211))) (2.55.)
derivando respecto al tiempo As;, Bsi, Cg; y reagrupando la ec (2.55b):

. 1 . . .
Oz :r(vsgiglgi +VieoiGi + Vo165 (2.55.€)

58i

los términos Vsg; a Vey; Se muestran en el apéndice C.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

En la fig. (2.34) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular ¢, en el

robot octépodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.34 Velocidad angular g,
2.3.9 Velocidad @,
Refiriéndonos a la ecuacion (2.47) :
_ Bai
Wai = Agi
y derivando con respecto al tiempo:
- Bgi + Agi égi secOSi + Agi t@gi =0 (256a)
despejando 4 :
o — cO2,(—Bgi + Agit0g;)
9 = Ao; (2.56.b)
derivando respecto al tiempo Ag;, Boi y reagrupando la ec (2.56.b):
O :i(vmiglgi + VO +VesiOs) (2.56.¢)

V,

62i

los términos Ve, a Vgsi se muestran en el apéndice C.
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2.3 Andlisis de Velocidad

En la fig. (2.35) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad angular g4 en el
robot octopodo. Las lineas continuas de la gréfica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,

mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.35 Velocidad angular 4.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.4 Analisis de Aceleracion

El problema cinematico inverso para la aceleracion es:

Dada la aceleracion de traslacion (%55 24)Y rotacion (y;j,g]_,&j)del centro de gravedad de cada

modulo, asi como también la aceleracion (dx- d

0i? ~y0i?

d‘wi) del extremo de cada una de las piernas, hallar

las aceleraciones angulares 4, é,, é,, 6,,,, 8., 6. 6, 6. 6,, que definen la aceleracion de las juntas.

En el anélisis de aceleracion, se asume que la posicion, orientacion, y velocidad de los cuerpos ya son
totalmente conocidos y que son resultado del analisis de posicion y velocidad. La aceleracion de un punto
0 un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo.
Con base en las ecuaciones obtenidas en el analisis de posicion y velocidad se obtendra la aceleracion al
derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.4.1 Aceleracion 6,

Derivando la expresion (2.48.c):

92i :%(V Xg + Vs ycj +V,iZ +V5il/./j +V6i9j +V7i¢j +V8idx0i +V9idy0i +V10id20i) (2.48.c)

2i%j 4i=cj
i
se obtiene:

Huif2i — HaiXej — Hai) — Haizej — Hsivyj — Heij — Hridyj -
dyoiHsi — dyoiHoi — daoiH10i + 021V — X¢jVai — VejVai — 2¢jVai —

Wi Vsi — 0Vei — $V7i — dyoiVai — dyoiVei — dz0iVa0i = 0 (2.57.3)

despejando ¢, tenemos:

0, :T(_Hliezi +Hy%; +Hy Yy + HyZg + Hay + He6, + Hyig +

2i"%j
1i

HBidXOi * H9idy0i + HlOidzoi VR + V5 ¥y +ViZy + (2.57.0)

V5i‘/7j +V, ‘9 +V7i¢'j +V8id.x0i +V, d +Vloid.20i)

6] 9iy0i

los términos Hy; a Higi Se muestran en el apéndice C.
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2.4 Andlisis de Aceleracion

En la fig. (2.36) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ., en el

robot octépodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes. Se puede apreciar que al aplicar

un perfil de velocidades a las patas del robot, no se presentas cambios de aceleracion muy bruscos, lo cual
se traduce también en una variacion de toque menor.
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Fig. 2.36 Aceleracion angular ¢,

2.4.2 Aceleracion 6,

Derivando con respecto al tiempo la ec. (2.49.c):
. 1 . ) . . .
Og; ZV_(Vlzchj +Vig Vg Vil +Visi; + Vi, + (2.49.c)
11i
Vl7i¢j +V18idxoi +V19idy0i +V20idzoi +V21i92i)
se tiene:

010iH11i — XejH12i — VejH1zi — ZejH14i — jH1si — OjH16i — €.ij17i -
doiH1si — dinngi — dyiHa0i — 02iHa1 + 019iV11i — XejVi2i = VejVizi — Z¢jViai —
Wi Visi — 0iV16i — iV 17i — dxoiVigi — AyoiVagi — dz0iVa0i — 02iVa1 = 0 (2.58.3)

despejando §j,; tenemos:

O :V_(_HlliHlQi +Hyp X + Hig Vg + HiZg + Higy + Hig6, + Hypid, +
11i

HlBidxoi + HlQidin + HZOidin + H21i92i + VX +Vig Vo +ViaiZg + (2:58.0)

14i =cj
V15il/7j +V16iéj +V17i¢.j +V18id.x0i +V19id.y0i +V, d +V21ié2i)

20i - z0i

los términos Hij; a Hyyi se muestran en el apéndice C.
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

En la fig. (2.37) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular g,y en

el robot octdpodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.37 Aceleracion angular § o,
2.4.3 Aceleracion 6,
Derivando la ec. (2.50.c¢) con respecto al tiempo:
O :fwzaixcj +Voui Yo +VasiZo + VoW j + Vo0 + Vg + (2.50.c)

22i
Voo +Vaoidyoi +Vay g +Vay 6y +Vigi6ig;)
obtenemos:
021iH20i + XcjHasi + YejHaai + ZejHasi + vjHaei + 0jHa7i + ¢jHagi +

dyoiHaoi + dyoiHz0i + daoiHasi + O2iHagi + O10iHa3i + 021V a0i +

ReiVaai + VejVaai + 26V asi + W Vasi + 0]Vari + ¢V agi +
(2.59.a)

dy0iV20i + dyoiVaoi + A0iVa1i + 02iVaoi + 010iVasi = 0
despejando §,,; tenemos:

Vv | 21i 23i i
“ . (2.59.b)

Opi = ———(Hyp0; + Hog Xy + Hopy Vg + Hog 2 + Hogr; + Hypi6, + Hogdh, +

H,gid,0; + HBOidin +Hgyd,g + H32i92i +Hy00 +

29i ' x0i

VasiXij +Vaui Vg +VasiZg + Vsl +V27iéj +V28i¢.j +

23icj
Va1 +Vigid +V31id'zoi+V32iéZi+V33iélgi)

29i - x0i 30i ~y0i

los términos Hjy; a Haz Se muestran en el apéndice C.
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2.4 Andlisis de Aceleracion

En la fig. (2.38) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular §,,;en

el robot octdpodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.38 Aceleracion angular de §,,;



Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.4.4 Aceleracion 6

16i
Derivando la ec.(2.51.c) con respecto al tiempo:

Oi =Vaui¥; +V35i‘9j +V36i¢;j +V37i92i +V38i919i +V39i‘921i (2.51.c)
tenemos:

éaZHMWj+H%ﬁf+H%¢f+Hm@f*Hme+Hw@u+
VoW 4'\/35iéjj 4_\/56i¢a 4_\/é7iééi *'\/3siéa9i +V:6)

39i721i

(2.60.3)

los términos Hssi a Hig; S muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.39) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracién angular [9'16i en

el robot octdpodo. Las lineas continuas de la gréafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.39 Aceleracion angular g,
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2.4 Andlisis de Aceleracion

2.4.5 Aceleracion 6

15i
Derivando la ec. (2.52.c):

O = Vv (V41Il//] 42i +V43i¢j +V44i92i +V45i‘919i +V46i921i +V47i‘916i) (2.52.0)

40i

se tiene:

015iHa01 — /jHazi — 0jHazi — §jHazi -

02iHai — O10iHasi — Oo1iHasi — O16iHazi +

0151Va0i — VjVasi — OVazi — $jVasi —

02V asi — 0101V asi — 015iVagi — O16iVazi = 0 (2.61.9)

despejando §,; -

. 1 _ . .
O = (- H4o|915| +Huy; +Hyb + Hygdy +
40i

(2.61.b)
H44|6 +H45|819|‘*'H O+ H 7106 +

46i21i 47i716i

V40|915| +V41|l//j + 42.9 +V43.¢ +
V6, + Vil +V

45i719i 46i 15| 47| 16|)

los términos Haoi a Hyzi S muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.40) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢ ;i en

el robot octopodo. Todas las graficas coinciden y tienen un valor igual a cero al no presentarse variacion
de los &ngulos a lo largo del paso del robot, como también se puede ver en la figura (2.31)
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Fig. 2.40 Aceleracion angular §,.;
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.4.6 Aceleracion 6.,

Derivando la expresion (2.53.c):
O = VagiV/ | +Vs0i6; + Vo) + Vs +Vszi0i6i +VssiOhs:) (2.61.c)
a8

tenemos:

017iHagi — v jHagi — OjHs0i — ¢3jH51i — 02iHsi — 016iHs3i — O151Hs4i +
0171V agi — 7V agi — 0Vs0i — $Vs1i — 02iVs2i — 16iVs3i — B15iVsai = O (2.62.28)

despejando §),,; obtenemos:

y 1
O =—(H O + (2.62.b)

Vv

48i

48i917i + H49ilr/}j + H50i9j + H51i¢j + H52i92i + H53i6.16i + H54i

Vot | + Vi) +Vay®; +Vipi6hy + Va5 +VosiOisi)
los términos Hygi @ Hs4i Se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.41) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢, en

el robot octdpodo. Las lineas continuas de la gréfica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.41 Aceleracion angular ¢,

57



2.4 Andlisis de Aceleracion

2.4.7 Aceleracion 6,

Derivando la expresion (2.54.c):

éei :i(vssiélgi +V57i921i) (2.62.c)
V55i
se tiene:
OsiHssi — O10iHs6i — O21iHs7i + 06 Vssi — 010iVssi — 015iVs7i = 0 (2.63.2)

despejando §; obtenemos:

Hﬁi :V_(_HSSiHGi + HSGingi + H57i921i +Vgsitho +V, 'Hlsi) (2'63'b)

56i719i 57i
55i

los términos Hss; a Hs7; se muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.42) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular ¢4 en

el robot octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Fig. 2.42 Aceleracion angular ¢
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Capitulo I1. Andlisis Cinematico

2.4.8 Aceleracion 6,

Derivando la expresion (2.55.c):

1 . . .
Oy, ZV_(VSQiHlQi + Vi + Verisi) (2.63.c)

58i

se tiene:

012iHsgi + 010iHs9i + 021iHe0i + OsiHe1i + 012iVsgi + 010iVsoi + 015iVe0i + O6iVeri =0 (2.64.2)
despejando §,,; obtenemos:

Oy = _\T(HSBielzi + HeoiOgi + Heilyi + Hepibhi +VioiOloi +Ve0ibisi + Ve Oei) (2.64.0)

58i

los términos Hsg; a He1i S&@ muestran en el apéndice C.

En la fig. (2.43) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular g,, en

el robot octépodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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2.4 Andlisis de Aceleracion

2.4.9 Aceleracion 6,

Derivando la expresion (2. 56c):

ggi :i(VGBiH.lQi +V64i921i +V65i‘96i) (2.64.c)
V62i
tenemos:
09iHe2i + 010iHe3i + 021iHeai + OgiHesi + 09iV2i + 019iVezi + O15iVesi + O6iVesi = 0 (2.65.9)
despejando 4, obtenemos:
(2.65.b)

Opi = = (He2iOi + Hegibhgi + HogiOhyi + Hegi O +VsiOlai +VesiOisi +Vesieri)

62i
los términos Hez a Hesi S muestran en el apéndice C.
En la fig. (2.44) se muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion angular §;el
robot octopodo. Las lineas continuas de la grafica corresponden a las primeras cuatro piernas del robot,
mientras que las lineas discontinuas corresponden a las cuatro restantes.
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Capitulo 11

Analisis Dinamico Mediante la Formulacién
de Newton-Euler

3.1 Introduccion

En este capitulo se presenta la formulacion Newton-Euler para el analisis dindmico del robot
octopodo. La formulacién de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas que actlan sobre los eslabones.
Por lo tanto las ecuaciones dindmicas resultantes incluyen todas las fuerzas de restriccion entre dos
eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restriccion son Utiles para el dimensionamiento de eslabones y
rodamientos durante la etapa de disefio.

El método consiste en el calculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada eslabon,
seguido por el calculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para el desarrollo de este
analisis se emplean matrices de rotacion basicas que nos permiten representar la rotacién de un cuerpo en
el espacio. Ya que la rotacion es el giro de un cuerpo en el espacio de tres grados de libertad, un conjunto
de tres parametros independientes son suficientes para describir la orientacion de un cuerpo en el espacio

[5]

Las siguientes matrices representan las rotaciones alrededor de los ejes X, y, z respectivamente:

1 0 0 cdy 0 sfy cd, —s6; 0
Rz4(9><) = 0 cOx —sH« RZ5(9)’) = 0 1 0 RZG(OZ) = s, cf, 0
0 sy cOx —s6y 0 chy 0 0 1

Y las siguientes matrices, representan traslaciones en los ejes X, y, z respectivamente:

00 0 0 0y 0-z0
Sa(x)=| 0 0 —x Sp(y)=| 0 00 Sp@) =] z
0x O -y 00
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3.1 Introduccion

El problema general en el analisis dinamico, es determinar los efectos de las fuerzas externas, que
aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determinacion del movimiento de los cuerpos
restantes y finalmente el calculo de las reacciones en todos los pares cinematicos.

F
Mz=rz F =

Fig. 3.1 Momento de una fuerza

Una fuerza actuando sobre un cuerpo rigido tiene la misma caracteristica que un vector sujeto a una
linea. Este es un vector de linea cuyos efectos pueden ser expresados en cualquier punto, substituyéndolo
por un vector fuerza F, y un vector acoplado M = r x F, donde r es el vector radio y determina la posicién
del punto actual A de la fuerza sobre la linea de accién con respecto al punto escogido O (fig. 3.0). Se
expresaran los efectos de esta sustitucion de acuerdo a la siguiente definicion [6]:

FO = [F’M] = [FX1FylFZ’MXlMyyMZ:|

Existen fuerzas de tres tipos actuando en el cuerpo libre j: fuerzas activas (aplicadas), reaccién e inercia.
Se denotaran estas fuerzas con el simbolo F con un superindice A, R, | respectivamente. Los efectos de
todas estas fuerzas deben estar en balance, de acuerdo al principio de d'Alambert. Para poder comparar
estas fuerzas, estas deben estar expresadas en el mismo sistema de referencia de coordenadas. Esto puede
ser en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también pueden ser definidas en un
sistema de referencia local. Tomemos el siguiente sistema de cuerpos para ejemplificar estas definiciones,
fig. (3.2).
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

3.1.1 Formulacion Matricial

Tomemos los siguientes cuerpos:

Fig. 3.2 Sistemas de dos cuerpos

Es posible separar los cuerpos y hacer el diagrama de cuerpo libre, montando sistemas de referencia en
los ejes de revolucidn como se muestra en la fig. (3.3).

Fig. 3.3 Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones
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3.1 Introduccion

Las ecs. de equilibrio dinamico se definen como:

Z F=mag
Z M =Mg+rxmag
Donde m ag y Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en la base inercial

(X0, Yo» Z0). Aplicando las ecs. de equilibrio dindmico al cuerpo 1y definiéndolas en la base local (Xg, Y1,
z3), se tiene (fig. 3.4):

Fig. 3.4 Fuerzas y Momentos definidos en la base local (X1, Y1, Z1)

f, +f,+ R, (-f,) + Row, =Ry (mag,)

t,+m, + R, (—m,)+ 1, x R, (—F,) + 1y, x Row, = RgM, + 1, x Ry (mag, )
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

donde:
r T
,=[0 o f ]
r T
f1 = flx: flyy 0 :|
r T
fz = f2x: f2yy f22 :|
r T
Wy = Oi 0! _mlg :|
T
ac1 = | acix, acly, aciz :|
r T
t.= 0 0 ta }
r T
My =| My, Mg, O :|
r T
mz =| My, Mgz, 0 :|
r T
Mc1 =| Mgix, M1y, Mai, :|
fo, ta  — Fuerzasy torques externos aplicados.
f,, f,  — Fuerzas de reaccion de las juntas 1y 2.
w; — Peso del cuerpo 1.

m;, m, — Momentos de reaccion de las juntas 1y 2.
aci — Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1.

Mgi — Momento inercial del cuerpo 1.

Los vectores f,, fi, t;, m; estan definidos en la base (xy, 1, z1). Los vectores f,, m, estan definidos en la
base (X,, Y2, Z2). Los vectores wy, agi, Mg, estan definidos en la base (Xo, Yo, Zo).

Por otro lados tenemos que R{ y R;son matrices de transformacion, que convierten vectores de la base

(Xo, Yo, Zo) a la base (x1, y1. z1) y de la base (xy, Y2, 2,) a la base (i, y1, z;) respectivamente. Los vectores
que no son transformados, ya estan definidos en la base (xi, yi1, z;). Empleando matrices antisimétricas
para definir el producto cruz, esto es S = r %, las ecs. anteriores se reescriben como:

f, +f,+R,(-f,)+ Row, =Ry (mag,)
t, +m, + R;(-m,)+S,R; (—F,) + Se;RoW, = RgMg, + SR (mag, )

Para tener una representacion mas compacta de estas operaciones se reacomodan de la siguiente

manera:
f, N f,] | R 0ff . Re 0 |w] [ Ry 0 |mag
ta ml Slez Rlz mz SGlR%) R%) 0 SGlR%J R%) MGl

Renombrando:
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3.1 Introduccion

Fa +F _leFz + Q%)Wl = Q%)FGl
donde:

- T T
Fa=[ f o | =[ 0 0 Fa 0 0 t ]

— T T
Fl = fl, my :| :|: le, I:1y, 01 Mlx' Mly' 0 :|

— T T
Fg = f2, my :| :|: F2x, I:2y, FZz' MZX: MZy: 0 :|

T T
Wl = Wl! O :| = |: 0! 01 _mGl ga 0! 01 0 :|

- T T
Fe1 = i M1 g1, Ma: ] =|: acix, Acly, aciz, Meix, M1y, Mei, :|
Ql _ I R](i O :|
0=
SaRs Rg
Ql _ I R]é O :|
5=
'S,R; R;

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:
FALFR4+F =0 (3.1)

donde:
F*=F, +QW,
Ff=F +Q;F,
F'=QiF,
estas ecuaciones se definen como:
F* =Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo
F® =Torsor de fuerzas y momentos de reaccion del cuerpo
F' =Torsor de fuerzas y momentos inerciales
Q‘J. = Matriz de transformacion de torsores de la base j a la base i.

Para el anélisis estatico se tiene que:
Fl'=0

La ec. (3.1) representa las ecs. de equilibrio dindmico mediante el uso de torsores de fuerzas. Un torsor
de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres componentes son fuerzas asociadas a la
traslacion del cuerpo y los segundos tres componentes son torques 0 momentos asociados al giro del
cuerpo. Una expresion similar puede ser obtenida para el cuerpo 2.
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

3.2 Analisis Dinamico del Robot Octépodo

Para el analisis del robot octopodo se toman los siguientes cuerpos:

Cuerpo 6i

Cuerpo 7i

/ Cuerpo 3i
Cuerpo 5i

Fig. 3.5 Cuerpos que conforman el robot

67



3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

3.2.1 Analisis del Cuerpo 1

La fig. 3.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.6 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1

Tomando la suma de fuerzas que actlan en el cuerpo anterior, tenemos la siguientes expresiones
definidas en la base local (X1, Ye1, Zc1):

FA+F +F =0 3.2)
4
FlA = _Z( (2:::--'-l3l )+ lewl (3.2.3)
i=1
4
FlR = _Z(Q;Fl?,,i ) - QgiFlz (3'2'b)
-1
F' =[Fo. M, ] (3.2.0)
Fo, =—mgag, (3.2.d)
Mg, = (105" +0f x (1g05")) (3.2.€)
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

La matriz 1, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 1y se define como:

I —liy —lix
lor = | —lyx ly —ly
—lix —liy liz
ademas:
T =[0,0,0,0,0T,, T
W, =[0,0,-m,g,0,0,0]'

(3.2.1)
T
Fiai = [F13x,i ' Flay,i Pz i Mgy M13y,i ' 0]
:
Flz = |:F12xi ' I:12yi ' I:122i ’T12xi ’T12yi 'lezi :|
Definiendo nuevamente:
" [SR} R;
entonces para Qg':
cl
a_| Ro 0 (3.2.9)
SiR;' R

Tomando las matrices de rotacion antes definidas se tienen que:

R(c)l =R,, (‘//1) R.s (gl)RZB (¢1)

=Ry (¢1)T st(‘gl)T R.. (l//l)T
= Rze (_¢1) st (_‘91) R, (_‘//1)

Debido a que el centro de gravedad y el sistema de referencia (X1, Ye1, Zc1) €n el que se definen todas
nuestras ecuaciones coinciden, la matriz antisimétrica que representa el brazo de palanca del vector de
gravedad del cuerpo 1, medido desde el origen de (X1, Y1, Zc1) S€ representa de la siguiente manera:

0 —Zg Ya1
cl
S0 = Zg 0 —Xa1
Yo Xs1 0
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

y como se puede apreciar solo existen 3 elementos diferentes, por lo que de aqui en adelante para
abreviar su representacion se expresara de la siguiente manera:

Sgl :S(XGli Yeur ZGl)
que para el caso de este cuerpo se tiene:
St = $(0,0,0)
Considerando cada extremo en donde van ensamblados cada unas de las piernas del robot se tiene:

cl
a_| Ra 0 (3.2.h)
SIRG RS

2i
RZT =R, (02i)
S;:S(d dyi’dzi)

Xi?

La matriz antisimétrica S;} esta formada por los componentes escalares del vector de posicion

ris,; = [dy, dyi, dzi]Ta que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector F3;, mostrados en
la figura (3.7); dichas componentes podran ser positivas 0 negativas segin la geometria del robot y la
base local (Xc1, Ye1, Zc1) donde son medidos.

Fig. 3.7 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 1

Considerando la junta esférica en donde se une con el segundo cuerpo:

Rcl 0 .
a_| s (3.2.1)
2 {S‘;ﬁiRi REJ

R =1
S(s:i = S(X51' ysl’ Zsl)
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 1

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 1 de manera vectorial. Para
lograr esto primero se obtiene la velocidad angular del cuerpo 1 definida en la base inercial (Xo, Yo, Zo),
derivandola respecto al tiempo obtenemos la aceleracion angular. Después se transforman dichos vectores
a la base local (X1, Ye1, Zc1), debido a que las ecuaciones dindmicas de los cuerpos estan definidas en las
bases locales.

Para definir la velocidad angular del cuerpo 1 se emplean las derivadas respecto al tiempo de los
angulos de Euler que definen su orientacion, esto es, a partir de la figura (3.8).

Ko

Ka

kBl

Iaz

Fig. 3.8 Giros y orientacion de los angulos de Euler para el cuerpo 1

Y empleando la base (X, Yo, Zo) S€ tiene:

Q) = coloﬂ1 + mgl + co;l (3.3)
donde:
®, =i, (3.3.)
oy =6 =R (v)in (3.:3.b)
o =dks, Ky =R, (v2)Rus (6)KEH (330)
i,=[1,0,0]'

ja=[0.10]
ke =[0,04]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.3) obteniendo:

0 0

;) = 0) +0) +0) +0, x0, +(0, +0;)xo; (3.4)
donde:
o, =i, (3.4.a)
@), =6,jy (3.4.b)
@) = dke, (3.4.0)
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

Llevando a la base local (Xc1, Ya1, Zc1) la velocidad angular tenemos:

cl _ cly0 _ cl cl cl
Q' =R;Q =0, +to, +0

h
donde:
msfll :‘/}ligl i?)l:R(chio:Rza(_¢1)R25(_91)io
0y =0y Jou=RoTu =Ry (-4 Ju
of = ke, ke, =KE

Para el caso de la aceleracién se tiene la siguiente expresion:

1

cl cl cl cl cl c
+('OV/1 ><(,l)(91 -I-((,l)l//1 -I-(x)al)><(})¢1

cl _ pcl, 0 _ .cl - cl .
o =Rjo, =0, +0, +o,

donde:
-cl _ esorcl
m‘/’l - l/lllo

- cl _ scl
(’)al _6’1]A1

- cl 71,cl
W, = #Kg
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 1

La figura (3.9) muestra el centro de gravedad del cuerpo 1

Fig. 3.9 Centro de gravedad del cuerpo 1

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 1 definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

0 _

T
r-(31 - [Xcl’ ycl’ ch] (37)
Derivando respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 . . .17
Ver =% Verr 2t ] (3.8)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.8) obteniendo:

1= [Xcll Yers ch]T (3.9)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 1 estan definidas en la base local (Xc1, Ye1, Zc1), la aceleracion del
centro de gravedad también se debe definir en esta base.

ag, = R{'al, (3.9.0)

a
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

3.2.2 Analisis del Cuerpo 2

La fig. (3.10) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2:

Fig. 3.10 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2

Tomando la suma de fuerzas que actdan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definida en la base
local (Xc2, Yeo, Zc2):

FA+FR+F =0 (3.10)

8
Z(Q; 23|)+Q;2W2 (3.10.a)

i=5

8
== (Q5i P ) + QSR (3.10.b)

i=5
F, [ G2 GZ] (3.10.c)
Fo, =-M,ag, (3.10.d)
M, = (16,05 + 05 x (15,057 (3.10.e)
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

La matriz lg, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 2 y se define como:

Ly, -l -1
-1 -1
-1 I

2xy 2xz

2yx I2yy

IG2 = 2yz

22X 2zy 22z

ademas:
T,s =[0.0,0,0,0, Ty, |
W, =[0,0,-m,g,0,0,0]' (3.10.f)
T
Fzs,i = [F23x,i’ Fzsy,i ) F232,i’ M 23%,i 7 M 23y, 0]
Definiendo para Qg*:
. RCZ O
¢ :[ o 0 o 02} (3.10.9)
S0 RO RO
Tomando las matrices de rotacidn antes definidas se tienen que:

Rgz =R,, (‘//z)st (ez)Rze (¢2)

(Re.)
R (¢2 )T R.s (02 )T R, (‘//2 )T
R (_¢2)Rz5 (_Hz)Rm (“/’2)

c2
RO

Al igual que en el cuerpo 1, el centro de gravedad y el sistema de referencia en el que se definen todas
las ecuaciones coinciden, por tal razon la matriz antisimétrica que representa el brazo de palanca del
vector de gravedad del cuerpo 2, medido desde el origen de (Xe2, Ye2, Zc2) S€ representa de la siguiente
manera:

S;2=5(0,0,0)
Considerando cada extremo en donde van ensamblados cada unas de las piernas del robot se tiene:
c2
| Ra 0 (3.10.h)
SiRs R
R;IZ =Ry (62i)
S(2:|2 :S(dxi’dyi'dzi)

Al igual que en el cuerpo 1, la matriz antisimétrica S5’ esta formada por los componentes escalares del

vector de posicion ras; = [dyi, dyi, d,i]", que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector
F3, mostrados en la figura (3.11).
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Fig. 3.11 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 2

Considerando la junta esférica en donde se une con el primer cuerpo:

c2 _ Rle 0
% |sig o
R(S:lZ = Rz4 (a)RZ5 (ﬁ)Rze (7/)
R(s:l2 = st (_y)RZS (_ﬂ)RM (_a)
S(s:l2 :S(XSZ’ySZ’ZSZ)

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 2

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular de manera vectorial. Para lograr esto
primero se debe de obtener la velocidad angular del cuerpo 2 definido a partir de la base inercial
(Xo, Yo, Z0), para esto hay que tener claro que para llegar a la orientacion del cuerpo 2 se consideran los
angulos de Euler, fig. (3.12) los cuales giran sobre X, y y z respectivamente y en ese orden, al igual que el

cuerpo 1, se tiene:
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Fig. 3.12 Giros y orientacion de los angulos de Euler para el cuerpo 2
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0__ 0 0 0
Q=0,+0, +®

¢
donde:
®,, =7,
‘”22 = 92]3\2 Je= Rz4(l//2)j2§
o) =4k3, kg, =R, (¥,)R,5(6, K52

iz =[0.1.0]
k&2 =[0,0,1]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.11) obteniendo:

0_ -0 - 0 - 0 0 0 0 0 0
0,=0, +t0, +0, +O, X0, +(u)w2 +(1)92)><(,0¢2

donde:
-0 o=
(’Oy/z = l//ZIO

.0 _ 0

@y, =)
.0 _ 710
0, =¢Kg,

Llevando a la base local (X1, Ye1, Zc1) 12 velocidad angular tenemos:

Q7 =R7Q) =0, +0; + 0
donde:
o, =i o = Rly =Rus(—4,)Rus(-6,)i
of = 0,0 Jae =RSin =R (~¢) i
o5 =i G, =k

Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:

c2

c2 _ pc2,,0 _ -.c2 - €2 - c2 c2 c2 c2 c2
o, =Ry, =0, +0, +0; +0 <0, +(oow2 +o, )xm

A
donde:

- Cc2 s =C2

my/z :l//zlo

- C2 _ sc2
0)92 - HZJAZ

. c2 7c2
W, = $Ks,

(3.11)

(3.11.)
(3.11.b)

(3.11.¢)

(3.12)

(3.12.3)
(3.12.b)

(3.12.¢)

(3.13)

(3.13.3)
(3.13.b)

(3.13.c)

(3.14)

(3.14.8)
(3.14.b)

(3.14.c)
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Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 2

La figura (3.13) muestra el centro de gravedad del cuerpo 2:

Fig. 3.13 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 2 definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

Fe, =[Xe2. Yoo zcz]T (3.15)
Derivando respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

Ve, =[%io Verr 2o ]| (3.16)
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.8) obteniendo:

a2, =[%epr Verr Zio || (3.17)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 2 estan definidas en la base local (X2, Ye2, Zc2), la aceleracion del
centro de gravedad también se debe definir en esta base.

al, =R{ag, (3.17.a)
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3.2.3 Analisis del Cuerpo 3i

La fig. 3.14 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.14 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

Tomando la suma de fuerzas que actan en el cuerpo respecto al origen de la base (Xai, Y2i, i), e tiene
la siguiente expresion definidas en la base local (X2, Yai, Z2i):

Fi+Fp +F; =0 (3.18)

o =T,5 — Qi Tayy — Qi Tus, + Q5 W, (3.18.3)
Fsi =Fi5; — QiiFa; — Qi Fss, (3.18.b)
Fy =[Fos:Max ] (3.18.0)
Foai = —Myags, (3.18.d)
Mag =~ (15505 + 03 x (15503 )+ 7' (myaZy ) (3.18.)

La matriz lgs; es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 3i y se define como:

3ixx 3ixy 3ixz
IGSi = _|3iyx I3iyy _|3iyz
_|3izx _|3izy I3izz

ademas:
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Ty, = [o,o,o,o,TOM’hO]T
Tis; =[0,0,0,0, T, o]T

U 3.18.
Fai = I:F34x,i’ F34y,i’ Fazio M34x,i’0’ M34z,i] ( "
T
Fasi = ':F35x,i’ F35y,i’ Fasi» M35x,i'0' M352,i]
W, =[0,0,-m,,g,0,0,0]'
A partir de la junta a la cual se conecta el brazo superior se define Q2
2i
2 :{ Rei _ 01 (3.18.9)
! 2ip2i 2i
SGiRGi RGi

Tomando las matrices de rotacion antes definidas se tienen que:
Ré: = st (aei)
Sé: = S(d4i’d5i'd3i)
La matriz antisimétrica S§: esta formada por los componente del vector de posicion rss; = [dai, dsj, dsi]”

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fz4; mostrado en la figura
(3.15). Dichas componentes se muestran en la figura (2.5) y (2.6) del andlisis de la posicion.

Fig. 3.15 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 3i

Considerando la junta donde se conecta el brazo inferior se define Q7 :

2i
2 :{ ZingiZi gi } (3.18.h)
SRl Rig

Rlzsi)i = st (ngi)
Slzsi)i :S(d4i’d5i’d3i _dlsi)
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La matriz antisimétrica S%, estd formada por los componente del vector de posicion

r3si = [dai, dsi, dai —dlgi]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fss;
mostrado en la figura (3.15). Dichas componentes se muestran en la figura (2.5), (2.6) y (2.12) del anélisis
de la posicion.

A partir del centro de gravedad del cuerpo 3i obtiene:

2i
A (3.18.i)
S?RY R?

R =R, (l//j)st (aj)RZB (¢J +92i)
Réi =R (_(62i +¢j))st (_Hj)RZA (_Wj)
Séi :S(Xesi" Yoairs ZG3i')

La matriz antisimétrica S2' estd formada por los componente del vector de posicion
resi = [Xesi, Yesi Zosir]' que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza W

mostrado en la figura (3.15).
Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 3i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 3i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (Xq, Yo, Zo).

Q; =Q% +oy, (3.18)
donde:
) = 0,KY, = 6,K), kg =RGKS =R, (v )R5(6; )R 6 (¢ K3 (3.18.0)
=R () )Rus (6K
Kz =[0,04]

Para obtener la aceleracion angular se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.18):

0 _ OO 0, 0 0 0 0 0
0y =Qy =0+ 0y, +(0)Wj to, +o, )xm2i (3.19)
donde:
0_ -0 - 0 .0 0 0 0 0 0
=0, +t0, +O, +0, X0, +(‘”w,- +a, )xm¢j (3.19.b)
0 5o
0, =0,K; (3.19.c)

Llevando a la base local (Xzi, Y2i, z2i) la velocidad angular tenemos:
Q3 =Ry =0 + o] (3:20)

donde:

2

2 (3.20.a)

2i 2 2i
Q =0, +0, +0

81
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of =yif i2 = R2i, =R, (~(6,+4,))Rus (-6, )i, (3.20.0)
o =0,j2 i =Ry =R, (~(6,+4,)) i (3.20.c)
o =K kg =Rokg =kg (3.20.d)
Para el caso de la aceleracién se tiene la siguiente expresion:
= 0 =Rilal =a} + 03 + (0] + 0] +o] o] @.21)
donde:
ol =, +o; + o) +o) xoy + ((of,ij +o; )x ) (3.21.3)
T
@, =i, (3.21.h)
@, =01 (3.21.)
- 20 T 2i
o, = @Ky (3.21.d)
@} = 0K (3.21¢)

Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 3i

La figura (3.16) muestra el centro de gravedad del cuerpo 3i:

Yo

Xo

Fig. 3.16 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

82



Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 3i definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

Iy = r + 1y + 1y (3.22)
donde:
[ g Yo cJ] (3.22.2)
=R, (v;)Rus(6))Rue(¢5)rs = RG1! (3.22.b)
2y =Ry (7, )Rus (0, )Ry (4, + 60, ) 128 = RO, (3.22.0)
Los vectores locales son:
ry =[d,.d,.d, '
i T
ré?,i' = [XG3i'1 Yaai Zesi']
Derivando respecto al tiempo la expresion (3.22) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
Vaai = Vg + Vg + Vg (3.23)
donde:
oo s T
Voej - [ch + Yo ZCJ (3.23.8)
Vg = Q) xry (3.23.b)
Ve = Qg X e (3.23.¢)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec.(3.23) obteniendo:

agy = ag; +ag +agy: (3.24)
8%, =[%4.94.2, | (3.24.2)
ag =a)xry + Q) x(Q) <)) (3.24.b)

agy =0 X Moy, + Q% x(Q3 x 1) (3.24.c)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 3i estan definidas en la base local (X, Va2, Z2i), la aceleracién del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

agy = R'agy =ag +aj +ags; (3.25)
donde:
ag =Rj'ag, (3.25.3)
a§,‘ = R(Z)iagi = Réi (a(j) X I’3°i + Q(} X(Q? X I’sol))
(3.25.b)

=Ry'af xRy + RE'QS < (RY'Q) x Ri'rg )
2 2i 2i 2i 2i
=0] xry + Q7 x(Qj ><r3i)
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r2 =R,
=RIRYKS
= Rijirscij
=Ry (_92i )rscij

agy = Rgags =Ry (agi X Fgg + Qg X(Qgi X rgai')) (3.25.0)
=R{lag x R'rgy, + RY'Q x(Rgngi X Rgirgsi')

2 2 2 2i 2
=05 X Tgg + 82y ><(Qsi X rGSi')

3.2.4 Analisis del Cuerpo 4i

La fig. (3.17) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.17 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i

Tomando la suma de fuerzas que actdan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definida en la base
local (Xei, Ysi, Zsi):

Fi+Fr+F. =0 (3.26)
Fa =T, +QS'W, (3.26.9)
Ff =F,, ~QYF,, (3.26.h)
Fl =[Fou Moy | (3.26.c)
F., =-m,a®, (3.26.d)
Mg, = —( |y + @5 X (I(mcm)ﬁ’;ii ) +SY (mmag4i )) (3.26.e)
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La matriz 1, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 4i y se define como:

I4ixx _I4ixy _I4ixz
IG4i = _I4iyx I4iyy _I4iyz
_I4izx _I4izy I4izz

ademas:

T
I:46i = |:F46><,i’ I:46y,i’ I:462,i’ M46x,i’ M46y,i ’ M462,i:| (326f)
W,, =[0,0,-m,,9,0,0,0]'

Considerando el centro de gravedad del cuerpo 4i se obtiene Q¢':

s_| Re 0 (3.26
= o _ .26.9)
0 |:Sg|Rg| Rgl
Re =R, (l//j ) R.s (Hj ) R (¢j +0y ) R.s ()
Rgi =R (_eei ) R (_(‘gzi + ¢j )) R.s (_Hj ) R.. (_‘/’j)
Sgi = S(Xe4i" Yoair ZG4i‘)
La matriz antisimétrica S{' estd formada por los componentes del vector de posicion

Feai = [Xcai, Yoain zG4iy]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Wy
mostrado en la figura (3.18).

Fig. 3.18 Vectores de posicion de fuerzas de cuerpo 4i

A partir del extremo no actuado del cuerpo 4i obtenemos Qg :

6i
i_| Ra 0O (3.26.h)
SaRsi Ry

85



3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

Rgii =Ry (Hgi)
Sg: = S(d7i’d8i’0)

La matriz antisimétrica Sg: estd formada por los componente del vector de posicion rug; = [di, dgi, 0]
que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza F,; mostrado en la figura

(3.18). Dichas componentes se muestran en la figura (2.7) del analisis de la posicién.
Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 4i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 4i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (Xo, Yo, Zo)-

Q) =Qj + o), (3.27)
donde:
(’Ogi = 96ijgi = éeijgi Jg. =R, (Wj ) R.s (91 ) R (¢J +0, ) R.s (eﬁi )Jg:
= Rz4(‘/’J)RZS(91)R26(¢j +6’2i)j2§
R (3.27.3)
ja=[oL0]
Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.27) obteniendo:
“gi = le = agi + ('bgi + (msfj + mgj + mzj + (’ogi ) X (’Jgi (3.28)
donde:
@y, =0, j5 (3.28.3)
Llevando a la base local (Xg;, Ysi, Z6i) la velocidad angular tenemos:
Q) =Ry'Q; = Q5 +og (3.29)
donde:
Q= (of,ij + cog: + coZJ' + 0 (3.29.9)
o =g it =R{liy = R,s(~05 )Ro (6, + 4, )Ros (-6, )i (3.29)
- RzS(_Hei)igi
o) =6,i} 13 = RTy = Rus (05 )Roo (2 + 4 )i (3.29.0)
2

= RZS(_eﬁi)inj

o =gk, kg = Rokg; =R, (—6; ) ko (3.29.d)
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of =6, K3 =REKS, =R 5 (6 K (3:29)
o = Oyl (3.29.f)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
ol = Q% =RYa), =0l + @) +(o)f,ij +ng? +m2j + ) )xmg (3.30)
donde:
af =REu
(3.30.9)

__ . 6i - 6i - 6i - 6i 6i 6i 6i 6i 6i
=0, +0, +O, +O;+0, X0, +((DW]_ +(ogj)xco¢j +

6i 6i 6i 6i
((DWj +0)9j +(J)¢j)><(l)2i

cbj‘j =iy (3.30.b)
oy =0,jy (3.30.c)
o = § K (3.30.d)
o5 =6,KS (3.30.)
o = Oy Jg (3.30.9)
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Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 4i

La figura (3.19) muestra el centro de gravedad del cuerpo 4i:

Fig. 3.19 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i
El vector de posicion del centro de gravedad del cuerpo 4i definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

r(gzu = rc(s)j + rsoi + rz?i + r((3)4i' (3.31)
donde:
fi =Rz4(l//j)R25(0j)R26(¢j+82i)r42ii (3.31.a)
= Rgirzlzii
s = Roa (¥ )Rus (6 )Rus (4 + 6 ) Ros (65 ) 1 (3.3Lb)
= Rgirgizti'

Los vectores locales son:
2i U
M = [d4i’d5i’d3i]

6i T
M4 = [XG4i" Yoais ZG4i']

Derivando respecto al tiempo la expresion (3.31) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 (3.32)

0 0 0 0
Vgai = Vg + Vg + Vi + Ve

donde:
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vy, =QJ xr, (3.32.a)
Ve, = Q0 xrd,. (3.32.b)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.32)
obteniendo:

a(()54i = agj + agi + a?u + aoe4i' (3.33)
agi = agi x rz?i + Qgi x (Qgi x rz?i) (3.33.9)
a?szu' :ugi xr§4i.+92i x(ggi Xrgm') (3.33.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 4i estan definidas en la base local (Xei, Vsi, Zsi), la aceleracién del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

agi4i = Rgiagm = acesij + ag: +ag; + aeeim' (3.34)
donde:
agij = Rgiagj (3.34.8)
aj =Ryaj = RY' (o x 13 + Q) x(Q) xr3))
3i 0 ™3i 0 j 3i j j 3i (334b)
= a?i X I’;i + Q?i X (Q?i X I’;i )
af =) +o, +op +o) xo; + (mfjl + o, ) x o (3.34.0)
RO
- RIRYES
RS
= st (_96i)R26 (_HZi )rscij
=R (-6, )rszii
ol REa, s+ 2 (28w 334)
o =ROT
~RURL
R
= st (_eei )r42ii
agy = Roag . = ag x 1, + Qg x (Qi: X rg;i') (3.34.1)
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3.2.5 Analisis del Cuerpo 5i

La fig. 3.20 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.20 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i

Tomando la suma de fuerzas que acttan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definidas en la
base local (X1gi, Y10i, Z10i):

FA+FR+F. =0 (3.39)

it =T, + Q7' W, (3.35.9)
Fo = Fu — QaiFsns (3.35.h)
Fl =[Fass Mg | (3.35.0)
F., —-m.ad (3.35.d)
Mg =~ (1ot + 08 x(Iogoi )+ S5 (myaky ) (3.35.)

La matriz lgs; es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 5i y se define como:

5ixx Sixy 5ixz
IG5i = _|5iyx I5iyy _|5iyz
_|5izx _|5izy I5izz
ademas:
.
Foi = ':F57x,i’ Foyir Fsrzi Megyin Mezy i M57z,i:| (3.35.f)

W, =[0,0,-m,,g,0,0,0]"

Considerando el centro de gravedad del cuerpo 5i se obtiene Q% :

19i_{ Ry 0 } (3.35.9)
(U i i i
SURY RY
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ngi = Rz4 (V/J ) RZ5 (BJ ) RZG (¢J + 02i ) RZS (glgi)
Ry =R, (—0i )R (_(QZi +9, ))RZS (_91)R24 (_l//j)
Stgi = S(ngi-: Yosins ZGSi')

La matriz antisimétrica Si” estda formada por los componentes del vector de posicion

resiv = [Xesi» Yosin Zesi]' que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Ws;
mostrado en la figura (3.21).

Fig. 3.21 Vectores de posicion de fuerza de cuerpo 5i

A partir del extremo no actuado del cuerpo 5i obtenemos Q% :

19i
19i :{ Rai 0 } (3.35.h)

YOSaRE RY
Ri: =R, (921i)
Si: =S(d20i,0,0)

La matriz antisimétrica S’ esta formada por los componentes del vector de posicion rsz; = [dzi, O, O]T

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.21). Dichas componentes se muestran en la figura (2.13) del andlisis de la posicion.

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 5i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuero 5i de manera vectorial. Primero
se define la velocidad angular a partir de la base inercial (Xo, Yo, Zo)-

2 = o (3.35)
donde:
O =Oalin =0k i =Rua(W;)Ros (6 Rus (4 + 0 ) Ros (010 i
=R, (v;)R.s(6,)R.s (¢ + 6, ) (3.35.3)

50 :0i
= R
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i =[o.0]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.35) obteniendo:

0l =Q% =ad + &), + (cof/)/j +o, +o; +oj ) X O%; (3.36)
donde:

(’bei = élgijfm (3.36.2)

Llevando a la base local (X, Y19i, Z10i) 12 Velocidad angular tenemos:
Q' =RYQY =0 + 0 (337)

donde:

QP =0 1 0¥ + ol + ol (3.37.2)
o = i 9 _ RYIj - R25(—019i)R26(—(6?2i +4, ))Rzﬁ.,(—aj)i0 (3.37h)

= st(_elgi)iéi

mg‘?i = ijﬁi le? = Régijij = st (_eei)Rzﬁ (_(em + ¢j ))Jﬁj (3.37.0)
= st(_glgi)jiij

OF GRS K =R =R (<0, (37.4)
WOF SOKE K REK =R, (-0,)K] (337¢)

19i ) :19i (3.37.]()

Wig; = GrgiJroi

Para el caso de la aceleracién se tiene la siguiente expresion:

19 _ HL9 _ p19i,.0 _ 19 - 19i 19i 19i 19i 19i 19i
a;, =Q; =R; 0 =03 + 0 +(‘”u/,- 0, + 0, + 0y )xcolgi (3.38)
donde:
19i _ 19 .0
ay =Ry 0y

_ 19 - 19i - 19i - 19i 19i 19i 19i 19i 19i (338a)
=0, +0, +0, +0; +0, X0, +(‘°u/,- + 0, )xm¢j +

19i 19i 19i 19i
(my/,- +0J9j +(y)¢j )szi
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o, =iy (3.38.b)
oy =0,f (3.38.0)
oy =g Ky (3.38.d)
oy = O,k (3.38.¢)
g = Ooilis (3.38)

Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 5i

La figura (3.22) muestra el centro de gravedad del cuerpo 5i:

Fig. 3.22 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 5i definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

rg5i = rc(;)j + rsoi + rsoi + rg5i' (3.39)
donde:
5 =Ry (¥ )Rus (6, )Roc (¢ + 6 )1 (3.39.2)
= R(Z)irEZiI
rgSi' =R, (‘//j ) R.s (ej ) R (¢j + 0y ) R.s (919i ) rgisi‘ (3.39.b)
= ngirégsii'
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Los vectores locales son:
2i T
5 = [d4i’d5i’d3i - dlBi]

19i T
Mosii = [XGSi" Yosi ZGSi']

Derivando respecto al tiempo la expresion (3.39) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

Vgsi = ng + Vgi + Vgi + V?S5i' (3.40)
donde:
vgi = Qgi X r5°i (3.40.8)

Ve = Q2 X1l (3.40.b)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.40)
obteniéndose:

agSi = agj + agi + agi + aOGEi' (3.40)
agi = (’“gi x rsoi + Qgi X (Qgi x rf?l) (3.41.2)
g = Ogy X Mgg, + Qg % (Qgi X rgsr) (3.41.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 5i estan definidas en la base local (X19i, Y19, Z10i), la aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

19i _ 19i,0 _ A19i 19i 19i 19i

a'GSi - I?O a'GSi - a'GJ + a‘Si + a'5i + aGSi' (342)
donde:

al =RYal, (3.42.3)

19i 19i 0 19i 0 0 0 0 0
a; =Ry a; =R; (ajxr3i+9jx(ﬂjxr3i)) (3.42.0)

19i 19i 19i 19i 19i
=) Xy +.Qj X(Qj X1y, )

19i — 19i - 19i - 19i 19i 19i 19i 19i 19i 342C
o =@, +ay + o) + o)) xo, +(m%_+o)9j)><o)¢j ( )
Q= o 4 0+ 0 (3.42.d)

J J ]

=R
~RYR)TS
~RYM]
=R (_‘919i ) R (_‘92i )rscij
=Ry (_glgi )rszii
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a2 = R0, =l rl? + 0 (0 xr2) (420)
19i _ 19i,.0
I5; —Ro I
19i50 ,.2i
=Ro RZirSi
_ p19i,.2i
=Ry 15

= st (_ngi )"52ii

19i _ pl9is0 _ G190 19i 19i 19i 19i
ags = Ry'aly. = oy xreg + Q' x Q5" < rga;.) (3.42.f)

3.2.6 Analisis del Cuerpo 6i

La fig. 3.23 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.23 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i

Tomando la suma de fuerzas que acttan en el cuerpo, tenemos la siguiente expresion definidas en la
base local (Xgi, Yoi, Zoi):

FA+FR +F. =0 (3.43)
Fh=Q)'W,, (3.43.a)
Fa =Fu —QhiFsr (3.43.b)
Fi = [Foei Mg | (3.43.)
Fosi = ~Mgidag (3.43.d)
Mg, = —(IGGiaZ: + 05 % (15505 )+ S5 (Myads )) (3.43.¢)

La matriz 1 es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 6i y se define como:

6ixx 6ixy 6ixz
IGGi = _IGiyx I6iyy _|6iyz
_IGizx _Iﬁizy I6izz

ademas:
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T
I:67i = |:F67><,i ' F67y,i ! F67z,i ! M 67x,i! M 67y,i? M 67z,i:| (343f)
W, =[0,0,-m,,g,0,0,0]'

Considerando el centro de gravedad del cuerpo 6i se obtiene Q;':
a_| RS0 3.43
0= {SgiRgi Rgi (3.43.9)
Rg =R, (‘/’j ) R.s (‘gj ) R (¢] +0y ) R.s (eﬁi + 99i)
Rthi = st (_(agi + HGi )) st (_(HZi + ¢j )) st (_‘91‘ ) Rz4 (_V/j)
Sgi :S(XGGi" Yosirs ZGBi')

La matriz antisimétrica S;' est4d formada por los componente del vector de posicion

resi = [Xcei's Yoeits zGGi']T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza We;
mostrado en la figura (3.24).

Fig. 3.24 Vectores de posicidn de fuerza de cuerpo 6i

A partir del extremo no actuado del cuerpo 6i obtenemos Q) :

% _{ R 0 } (3.43.h)

ISR RY
Rf;i = st (‘912i)
Sf;i = S(dloi’_dlli ) 0)

La matriz antisimétrica S?) esta formada por los componente del vector de posicion rgz; = [d10i,~d11i, 0]

que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.24). Dichas componentes se muestran en la figura (2.8) del analisis de la posicién.

96



Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 6i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 6i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (Xq, Yo, Zo)-

Q5 = Q) + oy (3.44)
donde:

oy = 99ijgi = égijgi js =R, (‘/’j)st(Hj)Rze (¢J +02i)R15(96i + egi)jg:

“Ruu(v))Rus(6,)Ros(4)+ 0,12 (5442)
=R3Jai
ja=[010]
Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.44) obteniendo:
agi = Qgi = a?u + (i)gi + ((03/1_ + cogj + mgj + mgi + cogi ) X cogi (3.45)
donde:
o9 =6, jo. (3.45.9)
Llevando a la base local (xq;, Yei, Zgi) la velocidad angular tenemos:
03 = RIS = Q3 + o (346)
donde:
Q) = o)j,ij + mgj + mZ: + @) + oy (3.46.2)

‘Dj,ij Zlﬂ.jigi igi = Rgiio = Rz5 (_(99i +06i))Rz6(_(92i +¢j))R25(_9j)i0 (3.46.b)
= st(_(egi + 06i ))igi

(’)Zi = éjjijj j?xij = Rgij(/)xj = st(_(‘ggi + Hei))Rze (_(Hzi + ¢j ))Jﬁi (3.46.C)
= st(_(HQi + Gy ))JZAIJ

(935; = ¢jk:; kgBij = Rgik?aj = st(_(‘99i + Oy ))kS} (3.46.d)
mg: = gzikg: kg: = Rgikgi =R, (_(09i + 6 ))kg: (3.46.€)
ol =008 BRI~ 3.46.
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3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

6 A o
(’)9: = 99i19: (3.46.9)
Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:
ad =0 =R%a’ =02 + @ +((,)Z‘J +m2: +(x)Z: +o) +m2ii)><mg: (3.47)
donde:
9i 9i 0
o, =Rga,
oi 0 (3.47.38)

90 - 9i . - 9i - 9i 9i 9i 9i 9i i
=0, +0) +@, +@y + 05+ 0, X0, +(co% +m9j)><o)¢j +

9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i 9i
((,l),//j +(’09] +(!)¢j)>(())2i +((,0,//j +(!)9j -|-(,O¢j +(!)2i)><(1)6i

@, =iy (3.47.b)
oy =0jy (3.47.c)
of =gk (3.47.d)
o) =6,k (3.47.¢)
g = O 1o (3.47.f)
o3 = O,jo (3.47.9)

Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 6i

La figura (3.25) muestra el centro de gravedad del cuerpo 6i:

Fig. 3.25 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 6i definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €s:

0 0 0 0 0 0
i = TG T 15 T 1 + g + Iggie (3.48)
donde:
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r(?i = Rz4 (l//j)RZS(Hj)Rw (¢j +92i)R25(96i)r§ii (3.48.3)
= Rgireeii
rc(;)ei' = Rz4(Wj)R25(0j)RZG(¢j + ezi)st(HBi + 6’gi)rgiei' (3.48.b)
= RgirgiGi'

Los vectores locales son:
6i _ T
i = [d7i’d8i’0]
9i T
Foeir = [XGGi" Yaeir ZGGi']

Derivando respecto al tiempo la expresion (3.48) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

Veg = Vg + Vi + Vai + Vo + Ve (3.49)

donde:
v = Q0 xrg (3.49.a)
Ve = Q% 1, (3.49.b)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.49)
obteniendo:

aoesi = aOGj + agi + agi + agi + agﬁi' (3.50)
agi = “?u X I’:i + Qgi X (Q?“ X r(?,) (3.50.a)
agﬁi' = “gi X rgei' + Qgi X (Qgi X rgGi') (3.50.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 6i estan definidas en la base local (X, Vi, Zoi), la aceleracién del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

9i 9i,0 9i 9i 9i 9i 9i
Agei = Ro Aggi = g T a5 + 3, + a5 +ag (3.51)
donde:

9i 9i,0

ag =Ry ag; (3.51.a)

9 _ 9,0 _ p9i[,,0_,0 0 0 .0

a) =RYa} =R} (aj xrg +Q° x(Qj eri)) (3.5Lb)

=a?i X I’;i + ngi x(ngi X l’;ii)
af =0, +oy +o + o, xo;, +(c03/ij +0p )xmj}? (351.0)
9 __ _9i 9i 9i
Q; =0, +0, +o, (3.51.d)
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9i _ 9 , -0 9i 9i
oy =0, +(02i+((0y,j+0)gj+(o

3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

9 _ 9.0
I = Ro I

= RgiRSjrscij
=RJr;
= st(_(egi + eﬁi))RZG(_ezi)racij

2i

=R (_(HQi + Oy ))rsi

9i 9i .0 9 _ 0i 9i 9 _ 9
a, =Rya,; =0y xr; +Qy X(Q3i X Ty )

9

i oi
9 ) X0z

9 (9i 9i
Q. —Qj + 0,

9 _ D90
r-4i - R0 r-4i

950 ,.2i
=R0R2ir4i
9,2
=Ryl

= st(_(egi + esi)) r42ii

9 _p9ig0 _ 9L 9 i 9 _ i
a5 = Roag = oy xrg + 8 x (Q4i X i )

9 _ 59i,.0
I =Ryl

- RYRY Y
- Ry
= st (_Hgi )rgiI

9i

9 _ 9,0 _ .9 9 9 _ .0
ageir = Roagg = g X g0 + Qg X(QGi X Tgei

)

(3.51.¢)
(3.51.9)

(3.51.9)

(3.51.h)

(3.5L.0)
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3.2.7 Analisis del Cuerpo 7i

La figura (3.26) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Fig. 3.26 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

Tomando la suma de fuerzas que actiian en el cuerpo 7i, se tienen la siguientes expresiones definidas en
la base local (X12i, Y12i, Z12i):

FA+FF+F., =0 (3.52)
FA =QP'W,, (3.52.a)
Fri = Fai + QiiFer + QuiFony (3.52.b)
Fr =[Fer:Mer |’ (3.52.)
F., ——maZ (3.52.d)

Mori = (e + 3 x(1g05" )+ S5 (myat)) (3.52.¢)

La matriz 1, es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 7i y se define como:

Tixx Tixy 7ixz
IG7i = _I7iyx I7iyy _|7iyz
_|7iz>< _|7izy I7izz
ademas:
T
F07i = I:F07x,i’ F07y,i’ F07z,i ’T07><,i ’T07y,i ’T07z,i:| (3.52.]:)

W, =[0,0,-m,,9,0,0,0]'
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Considerando el centro de gravedad del cuerpo 7i se obtiene Q{*:

12i
%JZi :{ 150 12i (l)zii| (3.52.9)
So Rg R

Ri = Rz4(‘/’j)Rz5 (ej)Rze (¢] +92i)R25(96i + Oy +‘912i)
R%)Zi = Rz5 (_(elzi +99i + eﬁi )) st (_(92i +¢j )) st (_91' ) Rz4 (_V/j)
S%)Zi = S(XG7i" Yorins ZG7i')

La matriz antisimétrica S{* estd formada por los componente del vector de posicion

re7i = [Xe7im Yori, Zon]' que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza W
mostrado en la figura (3.27).

Y17i

X17i
Fig. 3.27 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

A partir de la junta que se localiza a la mitad del cuerpo 7i obtenemos Q2 :

12i
2| Ry 0 (3.52.h)
21i SlZi. R12i. R12i.
21i" ‘21 21i
Ry =1
Slzzl: :S(d13i’d22i’0)
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La matriz antisimétrica 81221} esta formada por los componente del vector de posicion rzs; = [disi, d 22, o]
que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fs;; mostrado en la figura
(3.27). Dichas componentes se muestran en las figuras (2.9) y (2.13) del analisis de la posicion.

Considerando el extremo inferior del cuerpo 7i obtenemos Q2 :

12i
ﬁ: :{ Emlzi (1)2& (3.52.1)
SRy Ry

Rﬁ: = R24 ('915i ) st (‘916i ) Rze (917i )
Sﬁ: = S(dlsi + d14i 0, 0)

La matriz antisimétrica S5 estd formada por los componente del vector de posicion

rozi = [dizi+ dygi, 0,0]T que es el brazo de palanca para el momento generado por el vector fuerza Fos;
mostrado en la figura (3.27). Dichas componentes se muestran en la figura (2.9) del analisis de la
posicién.

Velocidad y Aceleracion Angular del Cuerpo 7i

En esta seccion se define la velocidad y la aceleracion angular del cuerpo 7i de manera vectorial.
Primero se define la velocidad angular a partir de la base inercial (Xo, Yo, Zo)-

Q=0 1o, (3.53)
donde:
0% = Oty = Ot
it =R (1 )Rus (0, )Ros (8 + 0 )R 5 (6 + 65 + 6, ) i (3.53.9)
= Rz4(W1)R25(91)R26(¢1 +‘92i)j£:
=Rani
j5 =[0.1.0]

Para obtener la aceleracion se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (3.53) obteniendo:

0 _ (O _ 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0
o), =Q0 =ay, + @), +((01//,- +, + 0, +0) +og +‘”9i)><‘912i (3.54)
donde:
-0 4 0
O = Oidii (3.54.3)
Llevando a la base local (X12i, Y121, Z12i) 1a velocidad angular tenemos:
12i 12i 0 12i 12i
Q' =RyQ; = Q' + oy, (3.55)
donde:
12i 12i 12i 12i 12i 12i 12i
Q' =0, o, +o +e; +og +og (3.55.a)
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2i_ .o
o, =yl

12i _ 5 i12i
(0.9J _gj.lAj

st =g
o = 0,4
of =0,
(’)gi = ggijﬁi

w5 a2
O = Oy,

3.2 Analisis Dindmico del Robot Octépodo

i = RZj =R, (—(912i + 0y + Hei))Rze (_(ezi +¢; ))st (_Hj)io (3.55.b)
=R, (_(elzi +0y + Hei))iéi

lezji = R%)Zij%j = st (_(lei + 99i + eei))Rze(_(ezi +¢J’))j2} (3.55.¢)
= RZS(_(lei + 0y + Hsi))jiij

ki’ = REKY = Ry (—(6yy + 65 + 65) ) K (3.55.d)
Ky = REKG =R o (—(6y + 6y + 65 ) K3, (3.55.)
je =Ryig =ld (3.55.)
Jor =Rgg =1ai (3.55.9)

(3.55.h)

Para el caso de la aceleracion se tiene la siguiente expresion:

i _ i _pl2i 0 _ 8 1 LI, i, i 1 12, 120, 1
07 =Qy =Ry 0y =04 + oy, +((’01//j T, T O, 0 + O + 0 )Xmlzi (3.56)

donde:

12 pl2i 0
o =Ry oy

- 12i

120 .. 12
mt//J _l//jlo

d):l'.gfi _ éjlezji
o =4
o3 =a, K
g = Oy f
mg' = 99|ng

120 12
Oy = Oy )1i
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— (D,/, + (,-)ZléZi + 0-)12i - 12i - 12i 12i 12i ( 12i 12i
J ]

i

12i

+m2i +(y)6i +('0y/j >((,0'9J + (DWJ +(09j )XO)¢J + (3563.)

#i

0?2 + o2 + @ 2 (o2 12i 12i 12i 12i
v 9 ¥

Xy +{ 0, + 0, + 0,7+ 0y | x0g +

(m12.i " m];i L@ 12i 12i) 12i
Vi i

T @, + Oy | X0y

i
(3.56.b)
(3.56.C)
(3.56.d)
(3.56.e)
(3.56.f)
(3.56.9)
(3.56.h)
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Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 7i

La figura (3.28) muestra el centro de gravedad del cuerpo 7i:

Fig. 3.28 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 7i

El vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 7i definido en la base inercial (Xo, Yo, Zo) €S:

Moy =Tg + Ty + 1+ 15 +1p 41y, (3.57)
donde:
0 9i
7 =Ry, (l//j ) R.s (Hj ) Rus (¢j +0, ) Ry (G5 + 05 )17, (3.57.9)
=RYr
ror =Ry, (‘//j ) R.s (91 ) R.6 (¢J + 0y ) R.s (65 + 6y + 0 )rcls27ii' (3.57.b)
= sziréz;i'
Los vectores locales son:
i T
r79i = [dloi ’_dlli’o]
i T
ré27i' = [XG7i" Yerin ZG7i']
Derivando respecto al tiempo la expresion (3.57) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
Vgﬁ = ng + Vgi + Vgi + Vgi + Vgi + V?37i' (3.58)
donde:
V(7)i = Qgi x I’% (3.58.3)
Ver = Q0 XTgy, (3.58.b)
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La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.58)
obteniendo:

0 0 0 0 0 0 0
g7 =ag +a5 T8, +a +a; + Ay (3.59)
0 0 0 0 0 0
a), =g xry +Qf x(Qg <17 (3.59.a)
0 0 0 0 0 0
g7 = Oy X g7 + Q7 X (Q7i X rG7i') (3.59.b)

Ya que todas las fuerzas del cuerpo 7i estan definidas en la base local (X12i, Y12i, Z12i), la aceleracion del
centro de gravedad también se define a partir de esta base.

12i 12i .0 12i 12i 12i 12i 12i 12i
ag7i = Ro Ag7i =dg; tay ta, tag +a; +agy; (3.60)
donde:
a1G2ji _ R(l)ziagj (3.60.a)
12i 12i .0 12i _ 12 12i 12i _ 12
a; =R; Ay =07 XIy +Qj X(Qj X Iy ) (3.60.b)
07 =67 + o2 + 07 + 0 <0l + (0 + o <ol (3.60.0)
QljZi = mi/z_i +(019?i +mf (3.60.d)
] ] ]

=R
- RERYES
~RY]
=R, (_(HIZi + 6y + Oy )) R.s(~0s )rscij
=R, (_(elzi + 0y + 65 ))r;i

12i 12i o0 12i 12i 12i 12i 12i
a,; =Ry a,; =0y xr; +Qy X(Q3i XTI ) (3.60.e)
2 120, .12 12i 12i 12i 12i
oy =0 + 0y +((ij +o, + o, )mei (3.60.1)
Q¥ zgljzi Lol (3.60.9)

12i _ 12,0
I _Ro I
_ pl2ip0 .2
_Ro R2ir4i
_ pl2i2i
= R2i I

= RZS(_(HHi + 0y + eei)) ra

12i 12i 40 12i 12i 12i 12i 12i

g =Ry ag =0, xrg +Q, X(Q4i g ) (3.60.h)
12i 12i - 12i 12i 12i 12i 12i 12i 1
0 =0y + oy +(ij +oy o) + oy )xmei (3.60.1)
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0 - 0F +of (360)
=R
- RIRY
- R

=R, (_(alZi + 0y, ))rssii

a2 = REFal, = b i+ O (0 ) (3604)
12i 12i,.0
i =Ro I
_ p12ip0 ,.9i
—Ro R9ir7i
12i .9
= R9i 2
9
= st (_elzi )r7i

2 p12in0 120 12i 12i 12 _ 120
agri = Ry agy =07 X o + Qg X(Qﬁ ><r(37i') (3.60.1)
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3.3 Solucion del Modelo Dindmico

3.3 Solucidén del Modelo Dinamico.

El andlisis dindmico que se desarrollo anteriormente fue realizado con la finalidad de encontrar los
torques necesarios para lograr la locomocion del robot octépodo.

Cada cadena cinematica consta de 5 cuerpos (fig. 1.2): cuerpo 3i, cuerpo4i, cuerpo 5i, cuerpo 6i, cuerpo
7i. Para cada cuerpo se pueden escribir 6 ecuaciones dindmicas: 3 ecuaciones de suma de fuerzas y 3
ecuaciones de suma de momentos. Por lo tanto, en cada cadena cinemética se tienen 30 ecuaciones
dindmicas. Finalmente el sistema total consta de 8 cadenas y 2 modulos que conforman el cuerpo
principal, lo cual produce, 252 ecuaciones dinamicas.

Por otra parte, el nimero de incégnitas en el sistema esta asociado a las juntas cinematicas. Una cadena
consta de:

6 Juntas Rotacionales - uniendo el cuerpo 1 o 2 con el cuerpo 3i.
- uniendo el cuerpo 3i con el cuerpo 4i.
- uniendo el cuerpo 3i con el cuerpo 5i.
- uniendo el cuerpo 4i con el cuerpo 6i.
- uniendo el cuerpo 6i con el cuerpo 7i.
- uniendo el cuerpo 5i con el cuerpo 7i.
1 Junta Esférica - Localizada en el extremo del cuerpo 7i.

Si la junta rotacional proporciona 5 incdgnitas de reaccién a calcular y la junta esférica proporciona 3
incognitas de reaccion, se tiene para cada cadena entonces:

6 Juntas Rotacionales = 30 incognitas
1 Junta esférica = 3 incognitas
Total = 33 incognitas

Paras las 8 cadenas se tienen 264 incdgnitas. Agregando otras 3 incognitas debido a la junta esférica
que une el cuerpo 1 con el cuerpo 2 se tienen 267. Considerando que cada pierna tiene 3 grados de
libertad, se requieren entonces 3 torques por pierna, ti, T, T3i asociado a 04, g ¥ 019 respectivamente,
que son necesarios para la actuacion de cada una de las piernas que conforman al robot. Tomando esto
altimo en cuenta, finalmente se tiene un total de 291 incdgnitas, lo que hace incompatible a nuestro
sistema al tener s6lo 252 ecuaciones para 291 incégnitas.

Es importante mencionar que este nimero de incognitas resultan cuando el robot tiene todas sus patas
apoyadas en la superficie, pero en el momento en que empieza el caminar del robot estas disminuyen, ya
gue no se presentaran fuerzas de reaccion en las patas que se encuentren en el aire, pero aun asi, no se
elimina la redundancia del sistema, ya que todavia se sigue presentando un sistema subdeterminado.

Para encontrar la solucién del sistema se emplea un método de optimizacién matematica basado en la
teoria de los minimos cuadrados para la solucion de sistemas lineales subdeterminados el cual se explica
con mas detalle en el Apéndice D.
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

3.3.1 Sistema de ecuaciones

Para facilitar la solucion del sistema de ecuaciones formado se reescribe pasando del lado derecho del
igual todas las fuerzas inerciales y debidas al peso de cada uno de los cuerpos, quedando de la siguiente
manera:

Cuerpo 1
Fr+F +F =0
4 4
Z( Cl_l_lSl) Z( ClFlBl) ClFlz = QClW
i=1 i=1
5 1 1 I 1
Z( 2i T13|) aF, =—F —Q¢W,
donde:
Frigi = Tisi + Fia;
Cuerpo 2
Fr+F+F, =0
8 8
_Z( (:Z-I—z3 : ) Z( CZ|:23 : ) CZF:L2 — _FZI _ SZWZ
i=5
8
Z( CZFT23 : ) CZF]_Z — QCZW
donde:
FT23,i = Tzs,i + F23,i
Cuerpo 3i
Fi+Fp +F =0
Tj3,i - E:T34,i - 125|T35| + F F34| - 12siaiF35| - FI IW3i
FTj3,i - é:FT34,i - 12siaiFT35| - F3II IWsi
donde:
FT34i = T34i + F34i
I:T35| T35| + F35 i
Cuerpo 4i

F4/? + F4F: + F4|i =0
T34| + I:34| T46| - F4I| IW
F T, = —Fh —QEW,

T34, ~ 9i '46,i — 4i
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3.3 Solucion del Modelo Dindmico

Cuerpo 5i
FA+Fr+F.L =0
T35,i + F35,i - 1291: F57,i = _Fsli _thiwsi
FTss,i - 123: F57,i = _Fsli _thiwsi
Cuerpo 6i
Fr+Fr+F. =0
F46,i - ﬂiFG?,i = _Feli - giwei
Cuerpo 7i

Fr+Fr+F). =0
F67,i +Q1221iiF57,i +Qi§iiF07,i = _F7Ii _Q%)ZiWT

3.3.2 Ecuaciones de restriccion

Las ecuaciones de restriccién estan dadas debido a la geometria de las juntas que conforman el
mecanismo del robot:

1. No puede haber transmision de fuerzas en el extremo de las patas cuando se encuentran en
movimiento sin estar en contacto con el piso.

2. No puede haber transmision de momentos en cada una de las juntas rotacionales a lo largo de su eje
de actuacion, excepto por la implementacion de algin torque, el cual debe ser externo al sistema.

Para una junta rotacional no actuada se tiene la siguiente ecuacion [7]:
Z'M, =0 (3.61)
donde Z; esta en la direccion del eje de la junta.

De esta manera se obtienen las siguientes restricciones para las juntas rotacionales de cada cadena
cinematica.

[0,0,0,0,1,0] F,, =0 (3.62)
[0,0,0,0,,0] F,;,; =0 (3.63)
[0,0,0,0,L,0] F,,, =0 (3.64)

De igual manera para las juntas esféricas, debido a que ninguna tiene actuaciéon y tampoco presentan
momentos de reaccion, se tienen las siguientes ecuaciones de restriccion:

000100 0
00001 0|F,=|0 (3.65)
000001 0

000100 0

00001 0[F,=|0 (3.66)
000001 0
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

La ecuacion (3.65) representa las restricciones de la junta esférica que une a los dos médulos que
conforman el cuerpo del robot, mientras que las ecuaciones (3.62), (3.63), (3.64) y (3.66) son las
restricciones que se presentan en cada cadena cinematica, por tal motivo al considerar todas las cadenas,
se tiene un total de 51 ecuaciones de restriccidn con sus respectivos 51 valores ya conocidos.

También es importante considerar que todas estas restricciones se dan cuando el robot tiene todas sus
patas en contacto con la superficie, ya que en el momento que se pierde este contacto también
desaparecen las fuerzas de reaccion en el extremo de ese eslabon, y por el tipo de locomocion propuesto
para el robot, en el que de las cuatro patas de cada mddulo siempre deben de estar en contacto con la
superficie tres, se tienen que agregar otras seis ecuaciones de restriccion.

100000 0
01000 0fF, =0 (3.67)
001000 0

De estas seis, tres corresponden a una de las patas del cuerpo 1y las restantes a alguna de las patas del
cuerpo 2. Debido a que en el andar del robot es necesario que se intercalen las patas que se van
levantando, es necesario programar también un algoritmo que permita variar estas restricciones
dependiendo de los eslabones que lo requieran.

Con las ecuaciones de los torsores y las de restricciones ya disponibles para los eslabones conductores,
los eslabones conducidos y los acopladores se puede ensamblar finalmente un sistema de ecuaciones de la
forma A x = b. Donde A tiene una dimension de (309 x 342), x de (342 x 1) y b de (309 x 1).

Las fuerzas y momentos de reaccion, asi como los torques en cada uno de los actuadores son
encontradas por la expresion:

x=AT(AAT) b (3.68)

Para la solucion de esta expresion se empled el programa computacional Mathematica v 5.0, para
encontrar la solucion en condiciones estaticas y dindmicas del robot.

Para el cuerpo 1 se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:
m, =13.441031938177 [kg]

0.124665708746 0 -0.002103764270
loo; = 0 0.271545504640 0 [ kg m? |
-0.002103764270 0 0.275362886725

Para el cuerpo 2 se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:
m, =13.441031938177 [kg]

0.124665708746 0 0.002103764270
lea, = 0 0.271545504640 0 [kg m?]
0.002103764270 0 0.275362886725
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3.3 Solucion del Modelo Dindmico

Las caracteristicas del cuerpo 3i, son las siguientes:
m,; =0.490708384705 [kg]

CG3i:[0.072100118881, 0.000000002661, 0.008188947328]T [m]

0.0003716876055  -0.00000000000894  -0.000384966884
I .5 =| -0.00000000000894 0.00361641087543 0.000000000030528 [kg m2]
-0.000384966884  0.000000000030528 0.00325296997918

Las caracteristicas del cuerpo 4i, donde i = 1, 2, 7, 8 se presentan a continuacion:
m,; =0.216930111435 [kg]

CG,; =[0.049036068400, O, —0.003383555386]T [m]

0.000015646823 0 0.000036699752
loos = 0 0.000781885531 0 (kg m? |
0.000036699752 0 0.000769854210

Parai=3, 4,5, 6 se tiene:
m,, = 0.121481629969 [kg]
CG, = [0.024139352224, 0, -0.000743132082]T [m]

0.000006821726 0 0.000002256922
oo = 0 0.000123415071 0 (kg m?* ]
0.000002256922 0 0.000118618039

El cuerpo 5i donde i corresponde a 1, 2, 7 y 8 tiene las siguientes caracteristicas:
m,; =0.269373817811 [kg]

CG,, =[0.080607797746, 0, -0.001782311452] [m]

0.000014001024 0 0.000029936993
lees = 0 0.002491717886 0 [kg m?]
0.000029936993 0 0.002482206425
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Capitulo I11. Analisis Dindmico Formulacién Newton-Euler

Parai=3,4,5y 6 setiene:
m,; =0.157795954752 [kg]
CG; = [0.040826977656, 0, 0.001622890285]T [m]

0.000008855288 0 -0.000009477654
gy = 0 0.000408132983 0 (kg m?]
-0.000009477654 0 0.000401907627

En el caso del cuerpo 6i para las cadenas 1, 2, 6 y 7 se tienen los siguientes datos inerciales
m,, = 0.284763385173 [kg]

CG,; =[0.093497856154, 0.001727798051, —0.000565383259]T [m]

0.000018471535 -0.000073802043 0.000013763187
les; = | -0.000073802043 0.003351578722 0 [ kg m? |
0.000013763187 0 0.003347693516

Para los elementos de las cadenas 3, 4, 5y 6 se tienen las siguientes propiedades:
m,, =0.198140921778 [kg]

CG,, =[0.050628105002, 0.002483149960, -0.000552164761]T [m]

0.000016225982  -0.000036901021645 0.000004763094
s =| -0.000036901021645  0.000686965487 0 [kgm?]
0.000004763094 0 0.000683882127

Es importante resaltar que en el cuerpo 6i en particular, en el elemento correspondiente a y en los datos
del centro de gravedad y en los de l,, de la matriz de inercia, en las cadenas 2, 4, 6 y 8 se tienen los
mismos valores, pero signos contrarios.

Finalmente, las propiedades fisicas del cuerpo 7i, correspondiente a las patas 1, 2, 7 y 8 son:
m,, =1.390304111065 [kg]

CG, =[0.147373970727, 0, 0.014823823566] [m]

0.000790125961 0 -0.003665510610
lean = 0 0.041771801288 0 [kgm?]
-0.003665510610 0 0.041004847062
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3.3 Solucion del Modelo Dindmico

Las propiedades correspondientes a las patas 3, 4, 5y 6 son:
m,, = 0.739822421504 [kg]

CG, =[0.096437658710, 0, 0.010257842960] [m]

0.000230051856 0 -0.000892269351
lean = 0 0.009901448442 0 (kg m*]
-0.000892269351 0 0.009683726960

Para el andlisis estatico del robot se tienen que considerar con valor de cero todas las fuerzas inerciales,
una vez realizado el célculo para un paso del robot se obtienen las gréaficas mostradas en las figuras
(3.20), (3.21) y (3.22). Como se esperaba, los torques de las patas que no tienen contacto con el terreno en
la figura (3.20) es igual a cero, esto se debe a que los el ejes de actuacion para estas juntas son
perpendiculares a la superficie y los torques necesarios para mantener la pata en el aire son aplicados en
ejes localizados en planos paralelos al terreno. También se logran apreciar cambios muy bruscos de la
magnitud de los torques en las tres figuras, esto se debe a que cuando se levanta un par de patas del robot,
hay una redistribucion casi instantaneo de las fuerzas debidas a la masa de los cuerpos del robot.
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Fig. 3.20 Grafica de torques estaticos para actuadores de junta 6s;
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3.3 Solucion del Modelo Dindmico

Para el analisis dinamico, se ve en las figuras (3.23), (3.23) y (3.24) las graficas de los torques
obtenidos para la locomocion de un paso del robot. A diferencia de los torques para el caso estatico, en la
gréafica (3.23) se aprecia que los valores de los torques cuando las piernas estan en el aire no es cero, lo
gue se debe a la inercia que en el caso dindmico se considera, al igual que en las graficas del analisis
estatico se observan los cambios bruscos de torque debido al intercalamiento de las patas al momento de
realizar el paso
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Fig. 3.23 Grafica de torques dindmicos para actuadores de junta 6,;
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Capitulo IV
Generacion de Trayectorias de Seguimiento

4.1 Introduccion

Una de las principales aplicaciones de un robot movil es el seguimiento de una trayectoria continua. En
esta tarea se trata que el robot trace una trayectoria continua y suave en una configuracion espacial de 6
dimensiones. Tres dimensiones de este espacio describen el camino espacial seguido por el cuerpo del
robot, mientras que las tres dimensiones restantes describen la orientacion del cuerpo del robot. En
algunas ocasiones debido a las condiciones del terreno requiere que esta tarea se lleve a cabo a lo largo de
una curva torcida para evitar en lo mayor posible los obstdculos méas grandes, considerando que el camino
a seguir esta preescrito en funcién del tiempo.

Por razones funcionales, la orientacion del robot es dada con matrices de rotacién que es,
sucesivamente, una funcion suave del tiempo. La planeacion de la trayectoria de la configuracion del
subespacio asociado con el camino torcido es mas o menos sencilla, pero la planeacion de la trayectoria
asociada al subespacio de orientacién es mas complicada. Para el caso del analisis de este robot se
considera tanto las caracteristicas geométricas de la trayectoria que debe de seguir como la de la de la
superficie por la que se desplaza para poder obtener su orientacion.

4.2 Ecuaciones de Movimiento

So6lo en raras ocasiones es posible una representacion explicita del vector de posicién r de una curva
geométrica en términos de la longitud de arco. En la mayoria de los casos précticos, debe ser usado una
representacion alternativa. La representacion del vector de posicion en términos de un parametro v,
cualquiera que sea su interpretacion geométrica, longitud o angulo, forma una representacion paramétrica
de la curva en cuestion, de tal manera que el vector de posicion se escribe de la manera siguiente.

r(y):x(;/)i+y(y)j+z(y)k 4.2)

4.2.1 Ecuaciones de Posicion del Mddulo 1

Una vez que se tiene definida en forma paramétrica la curva de seguimiento, conociendo el valor del
parametro se puede saber facilmente en que punto en el espacio se localiza nuestro robot, pero es
necesario que se defina cierto valor del pardmetro para cada instante de tiempo. En particular como se
explica en el apéndice B, se emplea un perfil de velocidades a lo largo de toda la curva que se sigue para
tener un movimiento suave, es decir, sin cambios de aceleracion bruscos.
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4.2 Ecuaciones de Movimiento

Como se puede ver en el apéndice B, para poder resolver el perfil de velocidades es necesario saber el
tiempo en el que se debe de recorrer el camino a seguir, la posicion inicial y la posicién final del robot a
lo largo de la trayectoria, es decir, en que longitud de la trayectoria se desea que inicie y termine el
movimiento. Pero ya que estos datos no se tienen inicialmente, se obtienen a partir del célculo de la
longitud de arco de una curva a partir de una funcién paramétrica, empleando la siguiente expresion [8]:

s(7)=] r(»)dr (42)

Con esta expresion se tiene la longitud de la curva de seguimiento del robot, implementando esta
expresion junto con la ecuacion (B.6), se tiene:

s(t)= 10(%]3—15[%J4+6[%]5 s(7) (4.3)

De esta manera se tiene una expresion de la longitud del arco de curva en funcion del tiempo. Pero lo
que en realidad se necesita es una expresion en la que el parametro y esté en funcion del tiempo, por lo
que nos apoyamos de la siguiente relacion [9].

s=7|r(»)| (4.4)

A partir de la expresion (4.3) y usando la condicién de la expresion de la ecuacion (B.7), § =v(t),y
resolviendo se llega a la expresion que se muestra a continuacion.

; :ﬂ (4.4.9)
"TIrl

que se trata de una ecuacion diferencial no lineal de primer grado de y(t). Para su solucion, su condicion
inicial es asignada como y(0) = 0, de este modo es formulado un problema no linear de primer orden con
condiciones iniciales. La solucion numérica para el problema antes mencionado es hoy en dia un trabajo
de rutina, el cual puede se manipulado con el software apropiado [9], en este caso se decidio emplear el
software Mathematica. Al resolver la ecuacion (4.3.a), se produce una tabla de datos que contiene el
comportamiento de y a través del tiempo. Teniendo estos datos e implementandolos en la funcion
paramétrica de nuestra curva de desplazamiento, ecuacion (4.1), se sabe en que punto de nuestra curva
debe de estar el robot en cada instante de tiempo.

n(t)=x(t)i+y(t)j+z(tH)k (4.5)

Es importante notar que debido a que el cuerpo principal del robot est4 conformado por dos médulos, lo
explicado anteriormente sélo se puede implementar en uno de los mddulos, el cual se considera como el
maodulo maestro, y para nuestro analisis se considera como al médulo maestro o guia al cuerpo 1.

Orientacion del Médulo 1

Una vez posicionado el primer mddulo, es importante el concepto de orientacion, el cual permite
asociar a cada punto del intervalo de nuestra curva una triada de vectores ortonormales, esto es, un
conjunto de vectores que son mutuamente ortogonales. Para hallar uno de los vectores que permite
orientar al robot, se emplea la definicién de tangente a una curva.

Definicién: Una curva suave tiene en todo punto una tangente y ésta es Unica. Si r = r(t) es la
ecuacion vectorial de una curva, la tangente en le punto P, correspondiente al
valor t del parametro, tiene la direccion del vector r’(t). [8]
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Esto nos da como resultado un vector tangente a la curva, pero no necesariamente unitario, y debido a
que la triada esta formado por vectores ortonormales se divide entre su norma.

. r'(t) (4.6)
0!
Ya que es importante que el robot se adapte a las condiciones del terreno, el siguiente vector se obtiene
a partir de la definicion de vector gradiente o normal a una superficie.

Definicion: Para una funcién f de tres variables, el vector gradiente, denotado por vf o grad f,
es

Vi (xy.2)=(f,(xy.2), f,(xy.2), f,(x,y,2))
0 de manera compacta [10]:
of . of . of
Vi=(f,f, f)=—i+—]j+—k
oty t) =55 %

Al igual que el vector tangente es necesario obtener el vector unitario, dividiendo el gradiente entre su
norma:

e, - U1 (xy.2) 4.7)
e

Finalmente el Gltimo vector que se requiere para formar la triada se obtiene de la aplicacion del
producto vectorial de los dos vectores unitarios obtenidos anteriormente.

€3, =6, X€; (4.8)

De esta manera, cuando el conjunto de vectores es escrito en forma de columnas, se obtiene una matriz
de rotacién de 3x3:

€1 €, €
Ry/&yﬁl:[el,l €1 €51 =€y €y €y (4.9)
€1 €3 €y

Una vez que se tiene esta matriz, se puede obtener de ella el valor de cada uno de los angulos de giro
gue permiten llegar a esta configuracién. Como se aprecia en la ecuacién (2.8), se propone que para que
el robot llegue a su posicién final el orden de los giros es primero, sobre el eje X, a continuacion sobre el
eje y y finalmente en el eje z. Al realizarse las rotaciones en este orden, y empleando las matrices de
rotacion, se obtiene lo siguiente:

cocg, —CO;s¢, s6,
R% =R,,,)R,.(8)R () =| cw,s4, +ChsOcy, ChCy, —SOsgsy, —COsy, (4.9)
—CeCy,S6, Cy,SO;S¢ +Chsy,  cOcy,
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Ya formuladas las dos matrices se igualan y se eligen las ecuaciones mas sencillas para encontrar los
tres angulos de interés, obteniendo los siguientes resultados.

6, =arctan S (4.10)

4, = arctan co, : (4.11)
_|&
()
B 6, 4.12
y, = arctan ! (4.12)

e 2
1_( / c@lj

Con las ecuaciones (4.11) a la (4.13) se definen los angulos para obtener la orientacién del primer
maodulo del robot, todas estas ecuaciones estan en funcion del tiempo, ya que los elementos contenidos en
la matriz (4.9) estan en funcién del tiempo.

4.2.2 Ecuaciones de Posicion del Mddulo 2

Para conocer la posicion del segundo cuerpo se emplea un método geométrico y la condicién de cuerpo
rigido de los elementos que conforman el robot, para asi localizarlo en el espacio.

En primer lugar, ya que se tiene conocida la curva por la cual se debe de desplazar el robot, lo mas
conveniente es que los dos médulos se desplacen sobre esa curva, y ya que el punto guia sobre la curva
para el cuerpo 1 es su centro de masa, se selecciona también el centro de masa del cuerpo 2 para que sea
el punto guia de éste. Considerando esto, y recordando que los cuerpos estan unidos por medio de una
junta esférica, y debido a la simetria de los cuerpos con referencia a la junta esférica, sus centros de masa
van a estar localizados a la misma distancia de la junta, por lo tanto se propone lo siguiente.

Una vez conocida la posicion y orientacion del primer modulo, trasladarse al extremo del cuerpo en
donde se localiza la junta esférica, hecho esto, se plantea una esfera que tenga de radio la distancia que
hay entre la junta y el centro de masa del primer cuerpo, una vez planteada la esfera se buscan los puntos
en los que cruzan la esfera y la curva de seguimiento del robot. Ya que se trata de una curva suave y
continua, se obtendra como resultado dos puntos en los que coinciden la esfera y la curva, uno de ellos
corresponderd al centro de masa del primer cuerpo y el otro punto a la localizacion del centro de masa del
segundo cuerpo. Esto se puede apreciar con un poco mas de detalle en la figura 4.1.
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Capitulo IV. Generacion de Trayectorias de Seguimiento

Junta esférica

Puntos de interseccién

Figura 4.1 Localizacion de puntos de interseccion

Una vez que se tiene cada punto en el que se debe de localizar el médulo 2 para cada instante de
tiempo, se obtiene una funcién de aproximacién cuyos valores son obtenidos por la interpolacion de los
datos obtenidos en cada instante de tiempo, representada por la siguiente expresion.

L (1) =% (t)i+y,(t)i+z(t)k (4.12)

Con este método se logra localizar el centro de masa del segundo médulo, pero al igual que el primero
€S necesario conocer su orientacion en ese punto. Para este cuerpo resulta un poco mas complicado
obtener su orientacion, debido a que al presentar la unién con el primer cuerpo uno de los vectores de
orientacion queda definido por esta restriccion, por lo que el vector tangente, empleando para obtener el
primer vector en el cuerpo anterior, no puede ser aplicado para el segundo.

Por lo anterior, el vector e; , correspondiente al segundo cuerpo se obtiene al calcular el vector unitario
del vector que parte del centro de masa del cuerpo 2 a la junta esférica con direccion longitudinal del
cuerpo, el vector obtenido no necesariamente tendra la misma direccidn que el vector tangente de la curva
en el punto donde se localiza el centro de masa del médulo 2, como se muestra en la figura 4.2
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4.2 Ecuaciones de Movimiento

Figura 4.2 Orientacion del vector e; ,

Ya con este vector es necesario obtener el vector que proporcione su orientacion transversalmente, pero
no se puede obtener de la misma manera como en el cuerpo 1, debido a que los vectores obtenidos no
necesariamente cumplirian con la condicion de ortogonalidad, por tal motivo, para la generacion de los
vectores restantes, se calculan los tres vectores al igual que en el cuerpo 1 para usarlos como vectores
auxiliares. Una vez que se tienen la triada de vectores auxiliares es importante notar que los vectores e;; y
e,1 estan contenidos en un plano tangencial a la superficie sobre la que se desplaza el robot en ese punto
en especifico, por tal razon, se considera que la mejor opcién para el vector de orientacion trasversal es
que esté contenido en este plano.

Para lograr que el vector que se busca esté contenido en este plano se hace una combinacion lineal de
los vectores e; ; y €,1 COMO Se muestra a continuacion.

elz,z =a6; taL,,; (4.13)

También es necesario que el vector que se busca ademas de estar contenido en el plano tangente, cumpla
la ortogonalidad con el vector e, , , por lo que se debe de cumplir la siguiente condicion.

e'zyz- €,= 0 (4.14)

Una vez hallado el vector e’,, con las condiciones antes mencionadas, se obtiene el vector unitario e,
al dividir e’,, entre su norma.

El vector e;, se obtiene de la aplicacion del producto vectorial de los dos vectores previamente
encontrados.

€3, =6,%6€,, (4.15)
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Capitulo IV. Generacion de Trayectorias de Seguimiento

En la figura 4.3 se muestra mas a detalle la triada auxiliar y los vectores ortogonales empleados para
obtener la orientacién del el médulo 2.

\ Vector contenido
en a

csee
.......

ettt Vectores
K generadores
de a

Planoa = Yeps S @~ 0 -

Figura 4.3 Esquema para la obtencidn de la triada de orientacién del médulo 2

Al igual que en el primer médulo, estos tres vectores se pueden acomodar de tal manera que se forme
una matriz de rotacién y se aplica el mismo método para obtener cada uno de los valores de los angulos
de orientacién en funcion del tiempo.

4.2.3 Ecuaciones de velocidad y aceleracion

Para determinar la velocidad en cualquier punto sobre la curva, es necesario derivar con respecto al
tiempo la ecuacién (4.5) y (4.9); para asi obtener el vector de velocidad para el médulo 1 y 2
respectivamente, esto es:

i (t) =% (t)i+y,(t)j+2(t)k (4.16)
f (1) =% ()i + 9, (t)i+ 2, (t)k (4.17)

Para obtener las velocidades angulares de cada uno de nuestros cuerpos, se realiza el mismo método
para cada uno de los angulos en funcién del tiempo que se obtuvo para cada médulo.

Por otro lado, la aceleracién para cualquier punto sobre nuestra curva de analisis, se determina al
derivar con respecto al tiempo las expresiones (4.17) y (4.18) de la siguiente manera:

B (t) =% (t)i+y,(t)j+z(t)k (4.18)
B (1) =%, (t)i+V,(t)j+Z,(t)k (4.19)

Igualmente, para obtener la aceleracion angular de los médulos se deriva con respecto al tiempo las
velocidades angulares obtenidas anteriormente.
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4.2 Ecuaciones de Movimiento

Finalmente con todo esto se logra tener un control en el tiempo de la posicion y orientacion del robot
para cualquier trayectoria suave y continua, teniendo como Unicos datos de entrada el valor del pardmetro
inicial, final y el tiempo en el que se desea que se realice el desplazamiento. Ademas este control de su
movimiento sirve principalmente para asi evitar cambios de aceleracion grandes lo que puede traer como
consecuencias un incremento en el torque requerido por los actuadores del robot.
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Conclusiones

1. Estructura de robot caminante con mayor movilidad.

En el area de robots moviles, la locomocién de la estructura (cuerpo principal) se da mediante el
uso de piernas o ruedas. Los robots de estructura modular (maltiples cuerpos unidos) emplean
ruedas para su locomocion. Un area poco explorada de los robots modulares es la locomocion
mediante piernas.

La presente tesis investigd dicha area, cuya propuesta es un robot modular provisto de dos
cuerpos, unidos mediante una junta esférica, y empleando cuatro piernas en cada cuerpo. Cada
pierna produce tres movimientos o grados de libertad, es decir, permite el posicionamiento del
extremo de la pierna en cualquier punto de su volumen de trabajo.

Lo anterior permitio crear una estructura muy flexible que puede desplazarse con mayor facilidad
que una estructura de un solo modulo, ya que al contar con una division del cuerpo principal tiene
una mejor adaptacion para trayectorias en terrenos con radios de curvatura mas pequefios.

2. Ecuaciones de posicion.

En la presente tesis se desarrollaron las ecuaciones de movimiento desde el punto de vista de la
posicion para el robot caminante, obteniéndose ecuaciones para los angulos de las juntas actuadas y
no actuadas que permiten posicionar y orientar los cuerpos principales del robot para cualquier
trayectoria dada.

Cabe mencionar que la solucién de la posicion se hizo con dos enfoques:

1. Para desplazar los cuerpos principales, la estructura se analiz6 como un robot paralelo
espacial de seis grados de libertad, en donde la tierra es considerada la base del mecanismo
paralelo y los modulos como la plataforma mdvil.

2. Para desplazar las piernas, la estructura se analizé como robots espaciales seriales de tres
grados de libertad que utilizaron a sus cuerpos principales como sus bases mientras estas
seguian una trayectoria propia.

Ambos puntos de vista permitieron generar un movimiento suave, continuo y de mayor rapidez
del robot.
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3. Ecuaciones de velocidad y aceleracion.

Las ecuaciones de velocidad y aceleracién se obtuvieron como la derivada directa de las
ecuaciones de posicidn, en las cuales se sustituyeron los valores obtenidos de las trayectorias de los
cuerpos principales y los extremos de las piernas, obteniendo de esta manera un comportamiento
suave de la velocidad y la aceleracion a lo largo de toda la trayectoria.

4. Ecuaciones Dindmicas.

Se plantearon las ecuaciones dinamicas del robot octopodo, las cuales produjeron un sistema
subdeterminado de 309 ecuaciones por 342 incognitas. Lo anterior debido a que el robot modular
propuesto cuenta con dos modulos, cada uno con cuatro piernas, y cada pierna requiere tres
actuadores para lograr su movimiento, esto produce finalmente un robot de actuacion redundante.

Para resolver el sistema subdeterminado, se implement6 la teoria de los minimos cuadrados, de
manera mas especifica la pseudoinversa. Los resultados obtenidos muestran un comportamiento
esperado, para el caso en el que las piernas estan en el aire el torque es menor comparado con las
gue estan haciendo contacto con la superficie, estas Gltimas producen el avance del cuerpo, mientras
que las primeras estan avanzando a la siguiente posicién y no aportan nada en el movimiento del
cuerpo. Las curvas obtenidas muestran los torques maximos que serian requeridos para los
actuadores al seguir una trayectoria especifica en una superficie, en un determinado tiempo.

5. Generacion de trayectorias.

Se logré generar un algoritmo con el cual se puede simular el movimiento del robot octépodo a lo
largo de una curva de seguimiento continua y suave, teniendo también como restriccion que la
superficie sobre la que se desplaza debe de ser también continua y preferentemente suave; siendo
los Unicos datos de entrada para el algoritmo: la ecuacion general de la superficie, la ecuacion
paramétrica de la curva de seguimiento y el tiempo en el que se desea que se realice el
desplazamiento del robot a lo largo de la trayectoria.

Se establecieron tres trayectorias generales de seguimiento, una para cada una de los médulos del
robot y otra que describe la localizacion de los extremos de las piernas del robot en el momento que
se desplazan en el aire formando una parabola. Dicha parabola esta contenida en un plano que
puede variar su inclinacion respecto a la superficie. Esta variacion influye en los torques de los
actuadores, aumentandolo o reduciéndolo.

Todo esto permite tener una herramienta que resultar atil para el disefio de un robot caminante
con arquitectura semejante, ya que se obtiene el torque requerido para los actuadores, dando como
dato una superficie semejante sobre la que se vaya a desplazar el robot, asi también se puede
mejorar el disefio de los eslabones que conforman el robot a partir de los resultados obtenidos de las
fuerzas a las que son sometidos cada uno de los cuerpos que conforman el robot.
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Apeéndice A
Ecuacion trascendental

Para resolver ec. (2.20.c) procedemos hacer las siguientes operaciones.

AcO +Bso = E
" (A1)
Se tiene:
Al Bsh _ E
JA2+B2  JA24+BZ  JAZ +B?
por lo tanto, considerando el tridngulo rectangulo mostrado en la figura A-1 se tiene:
Fig. A-1
definiendo los siguientes parametros: A
A . B : E
6=—L 1§ =—2—;Ce=——
JA? + B2 JA? + B2 JA? + B? (A2)

sustituyendo ec. (A.2) en ec. (A.1):

Co €O + 56 SO = ce

por propiedades de los angulos opuestos al modificar el signo de e no se altera el resultado, por lo tanto
se plantea:
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Apéndice A. Ecuacion trascendental

c(@—-96) = ce
c(@ - 6) = c(—e) (A3)

Despejando 6 de ec. (A.3):

arcos(c(@ — o)) = arcos(ce)
0-06=c¢
0-6=—¢

de modo que:
0=0+
¢ (A4)

Encontrando los valores de € de ec. (A.2):

E

Ce = —=——

JA? + B2

despejando e:

arcos(ce) = arcos —E
JA? + B?

€= arcos<L>
JA? + B? (AS5)

Tomando nuevamente ec (A.2) obtengamos d:

B

SO _ JA21B2 _B
co Asj A
JA21B2

- B
to = A

J = arctan (%) A6)

Sustituyendo ecs. (A.6) y (A.5) en (A.4):

0 = arctan

N\

5) + arcos<L>
A
JA? + B? (A7)
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Apeéndice B
Generacion de Trayectoria

El proposito de generar una trayectoria es establecer los puntos de referencia, al sistema de control de
movimiento del mecanismo [11]. Lo cual asegura que el mecanismo recorrera el camino planeado. Esto
consiste en generar una sucesion del tiempo para los valores obtenidos por la interpolacion de una
ecuacion polinomial de la trayectoria deseada. Se usa un polinomio de quinto grado para suavizar la
trayectoria.

s(t) = ag + a;t + a,t? + ast® + ast* + ast®
S(t) =a; + 2a,t + 3a3t2 + 4a4t3 + Sa5t4

§(t) = 2a,t + 6ast + 12a,4t? + 20ast3

(B.1)
parat = t, se tiene los valores:
st) =0
$(t) =0
§M =0 (B.2)
al sustituirlos en las ecuaciones (B.1) se tiene:
O=ayg—-ag=0
O=a;-»a; =0
0=2a »-a =0 (B.3)
parat = t; se tienen los valores:
s(t) = l[pr—pill
§(t) =0
S(t) =0 (B.4)
al sustituirlos en las ecs. (B.2), (B.3) y (B.4) en (B.1), se tiene:
ps —pill = ast® +ast* +ast®

0 = 3ast? + 4a,t® + Sast*
0 = 6ast + 12a4t? + 20ast?

el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:
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Apéndice B. Generacion de Trayectoria

o6 v a Ips=pil
3tz 4td 5tf a | = 0
6t 12t 20t as 0

(B.5)
al resolver el sistema de la ec. (B.5) se tiene lo siguiente:

t 3
az =10 -~
’ (tf)
4
a, = -15 (t%)
t 5
= -s (1)

Finalmente son obtenidas las ecuaciones que suavizan la trayectoria:

s(t)=|p, - ) 10&} —15{%] +6&J (8.6)

<)-Ip, -l 05 60’0 | ©

f f f

- 2 3
s(t)=[p; - piH_GOtia—18o:—4+120H (B.8)

f f f

donde la trayectoria planeada consta de un punto inicial po y un punto final ps.
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Apeéndice C

Términos para los elementos V,,

Los siguientes son los valores de las variables Vi; a Vi con las que se encuentra la velocidad angular de
Osi

Vii = Bii €02 — Ay 802
Vi = —COj (02 + ¢j)
Vi = ¢(02i + ¢j) Cyj — 0j S(02i + @) Sy
Vi = cyj s0j S(02i + @j) + C(02i + @j) Syj
Vsi = €02 + ¢;) ((~duoi + 2¢j) Cyj + (dyoi — Vo) Sy} ) +
s0;j s(02i + ¢;) ((dyoi = Yej) ey + (dzoi — Z¢j) S‘I/j>
Vei = —S(02i + ¢j) ((dxoi — X¢j) SO +
c0; ((daoi — 2g5) Cyj + (=dyoi + Yej) S¥/} )
V7i = (dxoi = X¢j) COj C(O2i + ¢;) + C(02i + ¢;)
s0; ((=dui +2¢j) Cyj + (dyoi — Vo) Swj ) +
s(02i + ¢;) ((dyoi — Yoj) vy + (daoi — Z¢j) S¥;)
Vgi = c0j s(02i + ¢;j)
Vi = —C(02i + ¢j) Cyj + 50; S(O2i + @j) Sy
Vioi = —Cyj 0 s(02i + ¢j) — C(O2i + dj) Sy

a1

(2]

A continuacion se presentan los valores de las variables V13 a V,1i con las que se obtiene g,

Vi1i = Bai CO19i — Azi S019i
Vizi = 5(3(choi — Xg) + (~tyoi +Xgj) ©(265) -
2 cOj ((—dyxoi + X¢j) €O;c(2(02i + ¢j)) +
2 CO3i CPj(dai + d20iCO10; + UxiCO2i + dyiSO2i)) +
4(dqgj — dsi — dyi) SO + 4d50iSO19iS0; + 4C0;SO i
(dai + d20iCO19i + dxiCO2i + dyiSO2i) @) + cOjCyis(02i + pj)
(2(dyoi = Ycj)C(02i + ¢j) + 2(dx0i — 2¢j)s05(02i + ¢;)) +
€0js(02i + ¢j)(2(dz0i — 2¢))(O2i + @) + 2(=dyoi + Ycj)30;8(02i + ¢j))syj
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Vigi = %((—dym +Y¢)c(2(02i + ¢5)) + (dyoi — Yej) (5 — (L + 3¢(2(02i + ¢§)))c(2yj)) -
A(dyoi — Xj) S(20;) S(O2i + ¢7)° sy + 4¢(207)s(02i + ;) sy
(=i + Z¢j)eyj + (dyoi — Yej)SWj)Cyj
(-8(dai + daoi CO10i + xi COi + dyi 02i )S(02i + ;) —
2(dz0i — 2¢j) (1 + 3c(2(02i + ¢5)))syj) + 4c8;((dxoi — Xj)
cys(2(02i + ¢j)) + 2<_d18i + d3i + dzi — daoi 5919i>31//j) -
8 C(02i + ¢)s0;((d4j + d20iCO10i + dxiCO2i + dyiSH2i) Sy +
(02i + ¢j) ((dxoi — Z¢j)c(2y) + (=yoi + Yej)S(2yj))))

Viai = 5(4 07 ((daoi — 26Oy + (~yoi + Yo )Sy;) +
cO;(4cyj(d1gi — dai — i + d20iS010i + (dxoi — X¢j)0;5(02i + ¢j)°) +
2(dyoi — Xcj)S(2(02i + ¢))sy ) — 2(=C(02i + ¢j)Cy SO + S(O2i + ¢j)sy;)
(2 dai + 2d20iCO19i + 2dxiCO2i + (=dz0i + Z¢j)C(02i + @) — yj) + (dz0i — Z¢j)
C(O2i + @j + yj) + 2dyiSO2i + (=dyoi + Y¢j)S(02i + ¢j — wj) + 2¢(02i + ;)
$0;((dz0i — Zgj )y j + (=yoi + Yo )Syj) + (=dyoi + Yej)S(02i + ¢j + vj)))

Visi = %(Ss(zgj)((dXOidin + X¢jYej )Cyj + (dyoitaoi + XcjZej)SWj) + 2(dpi — Zej)Cyj +
(—dyoi + Ye)syj)((dyoi — Ye) (=1 + €(2¢5) + 6¢(2(02i + ¢)))Cyj +
8(dai + d20iCO10i + dxiCO2; + dyiSO2i)S(02i + @) +
(dz0i — Z¢j) (=1 + €(2¢;) + 6¢(2(02i + ¢j)))sy ) +
8chj(cy(2(d1gi — dai — dzi )(dyoi — Yej) + 2d20i (dyoi — Yej)SO10i —
((dxoi + Xcj)(dyoi + Yej) + (Axoi = Xcj)(dyoi = Yej)C(2(02i + 65)))s0; —
(dxoi — X¢j) (g0 — 2)8(2(02i + ¢5))) + (2(d1gi — d3j — dzi)(dz0i — Z¢j) +
2020 (0 — Z¢j)$019i — ((dxoi + X¢j)(Az0i + Zcj) + (Axoi — Xcj)(dz0i — Zj)
C(2(02i + ¢7)))s0; + (dxoi — X¢j)(dyoi — Yei)S(2(02i + ¢5)))syj) +
¢(20;)(-1 + c(2¢;) — 2¢(2(02i + ¢{)))(2(dyoi — Yci)(d0i — Zj)C(2yj) —
(dyoi + dz0i — Yej — Zej) (dyoi — dzoi — Yej + Z¢)S(2y ) + 2C9j2 (=3 +c(2¢;))
(=2(dyoi = Y¢j)(dz0i — Z¢j)C2yj) + (dyoi + daoi — Yej — Zcj) (dyoi — da0i — Yej + Zcj)
$(2w)) +8c(02i + ¢)s0;(—=2(dyoi — Yej)(da0i — Z¢j)C(O2i + @) — 2yj) +
(dxidyoi + dyidz0i — dxiYcj — dyiZe)C(O2i — ) + 2d4idyoiCyj — 2d4iyciCyj +
2d0;dy0iCO19iCY j — 2d20iYcjCO10iCW | + Uxily0iC(O2i + vj) — dyid0iC(02i + vj) —
dxiYeiC(02i + wj) + dyiziC(O2i + wj) + 2dy0id0iC(02i + ¢ + 2y/j) —



Términos para los elementos Vy;

Vigi =

2d40iYciC(O2i + @j + 2yj) — 2dy0iZciC(O2i + @) + 2y) + 2Y(jZciC(O2i + ¢j + 2y) —
d50iS(02i + ¢j — 2yj) + d%;8(02i + §j — 2yj) + 2dyoiyciS(B2i + ¢ — 2yj) —
y58(02i + ¢j — 2y) — 2dy0iz¢jS(02i + ¢j — 2y7) + 255(02i + ¢ — 2y7) +
dyoidyiS(O2i — vj) — dxid0iS(02i — vj) — dyiYjS(02i — vj) + diZejS(O2i — wj) +
2d4i00iSyj — 204iZ¢jSyj + 2d20i00iCO19iSYj — 2020iZ¢jCO19iSY | +

dyoidyiS(O2i + vj) + dxid0iS(O2i + vj) — dyiyejS(O2i + ) — dxiZcjS(O2i + vj) —
(dyoi + daoi — Yej — Z¢j) (dyoi — daoi — Yej + Zcj)S(02i + ¢ + 2y5)))

%(—16dlgidxoi09j + 16d3idx0iCl; + 16dx0id,iCO; + 16d15iXjCj — 16d3iXjCO; —
16d,iX¢jcOj + 4dy0idyiC(0j — @j) — 4dyiXjc(fj — ¢j) — 4dxoidyic(0j + ¢;)

+ 4dyix¢jc(0j + ¢j) + 4d2gi(da0i — Z¢j)C(O19i — 0 — vj) — 8d1gidy0iC(0; — wj) +
8d3idy0iC(0j — wj) + 8dy0idzic(0j — wj) + 8du1siYciC(0) — wj) — 8dsiyciC(0) — wj) —
802y cjC(0) — wj) — 2dy0id0iC(2(0; — yj)) + 2d10iYcC(2(05 — vj)) +
2dy0iZcic(2(05 — vj)) — 2YcjZ¢jc(2(0; — wj)) — 4d20id70iC(O10i + 0) — yj) +
4dpizcjC(O19i + 0 — wj) — 4dx0id.0iC(20; — wj) + 4d0iXC(20; — vj) +
4d50iZ¢jC(20) — yj) — 4XjZejC(20; — yj) + 2dy0idyic(0j — ¢ — vj) —

20, d0iC(0; — ¢j — vj) — 2dyiYciC(0j — ) — wj) + 2dxizciC(0; — ¢ — ) —
2dy0idyiC(0j + @) — wj) — 2dxid0iC(0] + ¢j — yj) + 2dyiYiC(0) + dj — wj) +
204iz¢jc(0; + @ — wj) + 4d20id,0iC(O10i — 0 + wj) — 4d20iz¢jC(010i — 0 + wj) +

80 1gidy0iC(0j + vj) — 8dsidyoic(0j + wj) — 8dy0idziC(0; + vj) — 8disiyec(0; + vj) +

8d3iyciC(0j + wj) + 8dayciC(0j + yj) + 2dy0id0iC(2(0; + vj)) —
2d40iYciC(2(0 + vj)) — 2dy0iziC(2(0; + wj)) + 2YjZiC(2(0; + vj)) —
4d20id70iC(O190i + 0j + wj) + 4d20iZcjC(010i + 0 + yj) — 4dx0id0iC(205 + ) +
4d,0iX¢jC(20j + wj) + 4dx0iZjC(20 + wj) — 8XjZeiC(20; + vj) —

2dyoidyic(0 — @j + wj) — 2dxid0iC(05 — @j + wj) + 2dyiyeic(0; — ¢ + yj) +
2diz¢iC(0) — @j + yj) + 2dy0idyiC(0f + @j + vj) — 2dxid0iC(0; + @ + vj) —
2dyiyeic(0j + @j + vj) + 2dxiz¢jc(0j + ¢ + wj) — 8d20idx0iS(O10i — Oj) +
8020iXjS(010i — 0}) — 4d2);5(20;) + 2d§0is(29j) +2d2,5(20;) + 8dxoiXjS(20;) —
4x§js(2(9j) — 4dy0iyjs(20;) + 2y§js(20,-) — 4diz¢5(20;) + 2233(20,-) -
8020idx0iS(019i + 0j) + 8d20iXcjS(O10i + 0) — 4dyx0idxiS(0 — ;) +

4dyiX¢jS(0j — ¢j) — 4dx0idyiS(Oj + @) + 4dxiXjS(0; + @) +
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4d0idy0iS(B19i — 0 — wj) — 4d20iYciS(O10i — 0 — wj) + 8 1gid0iS(0; — vj) —
8d3id0iS(0j — wj) — 81002805 — wj) — 8d1giZjS(0; — wj) + 8dszizeis(0; — wj) +
8d.iz¢jS(0; — wj) — d7;8(2(0; — v)) + d%;8(2(0; — w;)) + 2dy0iyis(2(0; — w;)) —
y58(2(05 — v)) — 2d0iz58(2(0; — vj)) + 255(2(0; — vj)) —

4d0idy0iS(O10i + 0 — vj) + 4d20iYciS(O10i + 0 — i) — 4dx0idy0iS(20; — vj) +
4dy0iX¢jS(20j — wj) + 4dxoiYciS(20f — wi) — 8XjYcis(20; — wj) —

2dxidyois(0j — ¢j — wj) — 2dyid0is(0) — ¢ — wj) + 2dxyciS(0; — ) — yj) +
2dyiz¢js(0; — ¢ — wj) — 2dyidyo0is(0j + ¢j — wj) + 2dyid0iS(0; + ¢ — vj) +
2dyiy iSO + @ — wj) — 2dyiz¢jS(0; + ¢ — wj) + 16(dai + d20iCOH19i)CH2iCP;
((=dxoi + X¢j)s0j + €0j((=z0i + Z¢j)eyj + (dyoi — Yej)Syj)) + 16(d4i + d20iCO10i)
$02i8¢;((dxoi — X¢j)s0j + €0j((dwi — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)Syj)) +
45(202i)((dyoi — Yej)C¢? Cyrj + dyisj — (dyoi — Yej)Cwjse? —

cO;(dyi + 2(dx0iCOj + ZcjCySO})SP;) + XcjCOjS(2¢;) + (i — Z¢j)C(2¢;)syj +
$0;8(2¢;)(dxicyj + (=dyoi + Yej)syj))(2(dwoi — Xcj)s0; + 2¢0;((dz0i — Zcj)Cyj +
(—dyoi + Yej)syj)) — 4c(202i)(2(dxoi — Xcj)S0; +

2¢0;((daoi — Zej)eyj + (—yoi + Yej)sw)) (CoF ((—xoi + Xcj)c0; +

(dni — Z¢j)CyjsO;) + dyish; + ((dxoi — X¢j)COj + (—d0i + zcj)cu/jsO,-)Sq’)j2 +
Coj(dyi — 2dyoiCyjS@;j) + (—dyoi + Yj)C(29 )OSy +

S(2¢j)(Yeiwj + (—daoi + Zej)syj)) — 4d20idyoiS(O10i — Oj + wj) +

4d20iYcjS(010i — 0 + wj) + 8d13id0iS(0 + yj) — 8d3id0iS(0; + vj) —
8d,0id2zS(0; + vj) — 8d15iz¢jS(0j + yj) + 8dsizis(0; + wj) +

80.iz¢s(0; + vj) — (dyoi + dz0i — Yoj — Zcj) (dyoi — dz0i — Yej + Z¢j)S(2(0;) + ) +
4d0idy0iS(O10i + 0 + vj) — 4d20iYciS(O10i + 0; + vj) + 4dyoidy0iS(20; + yj) —
4dy0iX¢jS(20j + wj) — 4dxoiYciS(20; + wi) + 4X¢jYciS(20; + vj) +

2dyidyois(0j — ¢j + vj) — 2dyid0iS(05 — ¢ + vj) — 20xiYciS(0; — @) + vj) +
2dyizcis(0) — ¢ + wj) + 2(dxi(dyoi — Yej) + dyi(daoi — Z¢j))S(O5 + @ + wj))



Términos para los elementos Vy;

Vizi =

Vigi =

Vigi =

2(d4i + d20iCO10i + dxiCO2; — (dxoi — X¢j)CO;C(O2i + ¢pj) + dyisO2; +
C(02i + ¢1)s0;((dz0i — Zej)Cyj + (=Uyoi + Yej)Syj) +

S(02i + ¢j)((—dyoi + Yej)ewj + (—da0i + Zej)Sy;))

(C(02i + ¢j)((dyoi — Yej)Cyj + (da0i — Zej)Syj) +

S(02i + ¢;)((—dxoi + X¢j)c0; + 80;((dzoi — Zcj)Cyj + (—dyoi + Yej)syj)))
%(-30&0i + 3X¢j — 2d20iC(0101 — 0;) + (dyor — X)C(20;) +
2d50iC(O19i + 0j) + 4(d4i + d20iCO19; + dxiCO2;)CO;C(O2i + ¢;) +
4(~d1gi + dai + dz)s0; + 2(=y0i + Z¢j)CyS(26,)5(02i + ;) +
2¢0;((—dxoi + Xj)cOic(2(02i + ¢)) + 2dyic(O2i + ¢j)SO2i +

2(dyoi — Yej)s0;5(02i + ¢7)° sy — (2021 + ¢;)) ([dyoi — Ye)ewj +
(daoi — Z¢)sy)))

%(—5o|in + 5y + 204 C(d; — v;) + 20y (dyi(Cyj — 2¢(20 + ¢;)) +
4d20iC010iS(02i + @) + 2(=dxoi + Xj)c0;S(2(02i + ¢;))) +
Cyj)(dyoi — Yej + 4(do0i — Zcj)s035(2(02i + ¢5))) +

A(dygj + dxiCO2i)s(02i + ¢j — vj) + 8¢O;(d1gi — d3j — dzi + d20iSO19i)SY | +

8C(02i + ¢j)(dai + d20iCO19; + dxiCO2; + dyiSO2i)sOjsyj +

25y (~dyisp; + 25(02i + $;)° (dyoi — X¢)S(260;) + €(20;)((d0i — Zej)Cyj +

(=dyoi +Yej)swj))) + (i — Z¢j)s(2yj) — 4(dyoi — Ycj)SO;
S(2(02i + ¢5))syj) + c(2(02; + ¢;))((dyoi — Yej) (1 + 3¢c2yj)) +
3(dyoi — Z¢j)s(2yj)) + 4(d4i + dxiCO2i)s(02i + ¢ + vj))

= 2 (~4ctey((dmi — 2g)ey; + (~yoi +Ye)sv)) -

200;(2cyj(d1g; — d3j — i + d20iS010; + (dyoi — X¢j)50;5(02i + ¢;)%) +

(dxoi — X¢j)S(2(02i + ¢j))syj) + 2(—c(O2i + ¢j)Cy SO + S(O2; + dj)Syj)

(2d4i + 2d50iCO19i + 204iCO2; + (=Uy0i + Z¢j)C(O2i + ¢ — wj) +

(daoi — Z¢))C(02i + @ + yj) + 2dyiSO2; + (=dyoi + Yej)S(02i + @) — yj) +
2¢(02i + ¢;)s0;((dx0i — Z¢j)ewj + (=dyoi + Yej)syj) +

(=dyoi + Yc)s(02i + ¢j + v)))
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Va1i = =2(dai + d20iCO19i + dxiCO2i — (dyoi — X¢j)CO;C(O2i + @) + dyisHai +
c(02i + ¢)s0i((dz0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)syj) +
S(02i + ¢j)((=dyoi + Yej)ewj + (—Uzoi + Z¢j)Syj))(dyiCO2i — dxisO2i +
c(O2i + ¢j)((—dyoi + Yej)Cyj + (=a0i + Zej)Syj) +
S(02i + ¢)((dxoi — X¢j)cl; + sO3((=d0i + Zej)Cyrj + (dyoi — Yej)Sy)))

A continuacién se presentan los valores de las variables V,,; a Vs con las que se obtiene 921i

Vaoi = Asi

Vi = —C021i(CO;C(02; + ¢)S(010i + 021i) + C(O19i + 021i)50;)

Vasi = —€021i(—C(019i + 0211 )CO;Syj + S(O19i + 0211 ) (CyS(02i + ¢j) + C(02i + ¢;)SOSy))

Vasi = €05,,(S010i(—S02i (Cy 0S¢ + ChiSwj) + CO2i (ChiCwSOj — SPiSyj) + COjCyt0a1i) —
cO19i(COjCyj + (—C(02i + ¢j)cy iSO + S(02i + ¢j)Sy)t021:))

Voei = C9§1i(C919i(09j((—dy0i +Yej)Cyj + (—da0i + Z¢j)sy ) + (S(02i + ¢j)((d0i — Zej)Cyj +
(=0yoi + Yej)syj) + (02 + ¢1)s0;((dyoi — Yej)Cyj + (dz0i — Z¢j)Syj)021i) +
$010i(C02iS¢; ((dz0i — Zej)Cyj + (—dyoi + Yoj)S¥j) + Cj(S02i((dr0i — Zej)Cwj +
(=dyoi + Yei)syj) + €02i0;((dyoi — Yej)eyj + (daoi — Zej)syj)) + ((dyoi — Yej)Cyj +
(dz0i — Z¢j)Sw ) (—802i80iSj + COjt021i)))

Va7i = €031;(CO10i(30((—da0i + Ze)owj + (dyoi — Yej)swj + (=Choi + Xj)C(02i + 9j)t0211) +
¢O;j(dxoi — X¢j + C(O2i + @) ((—da0i + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)Syj)tb21i)) +
$010i(CO;(C(02i + #j)((=d0i + Zej)eyj + (dyoi — Yej)swj) + (—Uxoi + Xcj)t021i) +
O3 ((—dxoi + X¢j)C(O2i + @) + ((dz0i — Z¢j)Cyj + (—yoi + Yej)Sy)t021i)))

Vasi = €021i8(010i + 0211 )(c(02i + ¢j)((dyoi — Yej)ewj + (dzoi — Zej)Syj) +
S(02i + ¢7)((—dxoi + Xcj)COj + 80;((d0i — Zej)Cyj + (=yoi + Yej)S¥j)))

Vagi = €021i(CO;C(02; + ¢j)s(O19i + 021i) + C(O10i + 021i)30;)

Vaoi = €021i(=C(O19i + 0211 )CO;Syj + S(O19i + 021i)(CyjS(02i + @) + C(O2i + ¢j)SOjSw}))

V31 = €05,;(S010i(Cy 5028050 + ChSO2iSwj + CO2 (—CPiCy iSO + Siswj) — COjCyith21;) +
CO19i(COjCyj + (—C(O2; + @j)Cy iSO + S(02i + ¢j)Syj)t021i))

Va2i = —€021i8(019i + 021i)(dyiCO2i — dyxiSO2; + C(O2i + ¢;)(—dyoi + Yej)Cyj +
(=i + Z¢j)Syj) + S(O2i + ¢)((Axoi — X¢j)COj + $0;((—d0i + Zj)Cyj
+ (dyoi — Ye)s¥j)))
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Vaszi = c@%li(—celgi(dm +50,i(dyi + (dxoi — X¢j)COSPj + 0;S;((—d0i + Zj)Cyj +
(dyoi — Yej)swj) + Coj((=dyoi + Yej)eyj + (—da0i + Zej)Syj)) +
€02i(dxi — (dxoi — Xcj)COiCh; + Ch;SO;((da0i — Zcj)Cyj + (—dyoi + Yej)Syj) +
$¢;((=dyoi + Yej)Cyj + (—dz0i + Zej)syj)) —
(—=dygi + dai + dzi + (=Uxoi + Xcj)SOj + COj((—d i + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)SWj)t021i) +
SO 19i(—d1gi + d3i + dzi + (daj + dyiCO2i + dyiSO2i + S(02i + ¢j)((—dyoi + Yj)Cwj +
(=i + Z¢j)sy )t 21i + €O (=i + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)SWj +
(=xoi + Xcj)C(02i + ¢j)1021i) + SOj(=dxoi + X¢j + C(O2i + ;) ((dz0i — Z¢j)Cyj +
(—dyoi + Yej)Swj)t021i)))

A continuacion se presentan los valores de las variables V34 a V3gi con las que se obtiene § 16

Vasi = (€0;S(019i + 021i)Syj + C(O19i + 0211 ) (CyS(02i + ¢j) +
C(02i + ¢;)S0jSyj)) secHigi
Visi = %(C(elgi +021i — 0j) — c(O19i + O21i + ) — 2C(O19i + 021)]cO;C(02i + ¢;))

V3si = C(010i + 021i)(CyjsO;S(02i + @) + C(O2; + Pj)Sy ) SeCO 14

Vazi = C(019i + 021i)(CyjSO;S(02; + ¢j) + C(O2i + ¢j)Sy ) SeCh1s;

Vasi = (—C(019i + 0211 )COiCyj + S(O19i + 021i)(C(O2i + ¢j)CysO;
—S(02i + ¢j)sy;)) secO i

V3gi = —5C016i(CO19iCO;Cy SECO 21 — S(O10i + 021;)(C(02i + ¢j)Cy iSO —
S(02i + ¢j)syj + cOjCyjth21i))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vao; @ Va7; con las que se obtiene g,

V0i = Bs;
Vaii = C0%c; 560161 (S02i (CyjSPj + ChisOisw;) + CO2(—ChiCy + SOjSpjsy ) —
(CyS010iS(02i + @j) + (—CO19iCO; + C(O2; + P;)S010iS0;)Sy j) SECO21i1015:)
Vioi = CO%5iCysech16i(COiS(02i + @) — (CO;C(O2i + ¢j)S010i + CO10i50;) SECH71it015i)
Vasi = CO%;56C016i(S02i(CySOjSPj + ChiSw) + CO2i(—ChiCy iSO + SpjSyj) —
SO 10i(Cy S0;S(02i + ) + C(O2i + ¢j)Syj) S€CO21it015;)
Vaai = €03 5eC016i(S02i(CySOjSPj + ChjSwj) + COi(—ChiCy iSO + SPjsy) —
SO 10i(CySO;S(02i + ;) + C(O2i + ¢j)Syj) S€CO21it015;)
Visi = €O15i5015i (COjCyjSO19i + CO19i(C(O2i + @j)CySO; — S(O2i + ¢j)Syj)) SECO16i SECH 1
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Vasi = 015180 15i S€CO21i(—S€CH21it016i — (CO10iCOjCYj + SO19i(—C(O2i + ¢j)CyrjSO; +
$(02i + ¢j)sy)) secOigitb21i)

Vaz7i = €O2;56C016i(—(CyjsO;S(02i + ¢) + C(O2i + ¢;)Swj + (CO10iCOCyj +
$019i(=C(02i + ¢j)CyjSOj + S(O2i + @)y ) S€CH21it015:)t016i — SECH16it015i1021;)

A continuacion se presentan los valores de las variables Vg a Vs4i con las que se obtiene § 17

V4gi = BgiCO17i — AsiSO17i

Vagi = —Cys0jS(02i + @) — c(02i + ¢j)syj
Vsoi = —COis(02i + @)y

Vsii = —Cys(0ai + ¢j) — c(02i + ¢j)s0;syj
Vsai = —Cys(0ai + ¢j) — c(02i + ¢j)s0;sy;
Vs3i = €016i5015i8017i

Vs4i = €017iS015i + C015i5016iS017i

A continuacién se presentan los valores de las variables Vss; a Vs7; con las que se obtiene 96i
Vssi = B7iCOsi — A7iSO6i
Vsgi = —2d151020iCO19i + 2d13i018iC(O 19 + O21i) —

2d20id7iS(019i — O6i) + 2d131d7iS(O19; + 021 — Osi)
Vs7i = 2d13i(d18iC(019i + 021i) — d20iS021; + d7iS(O19i + O21i — O6i))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vsg a Vg con las que se obtiene 912i
Vsgi = Asi
Vsoi = %(dZOi(Cewi +C(2012i — O19i — 2021i)) — 2(Asi + d13iCO12iC(012i — O10i — 021i)))
Veoi = Agi — d13iC012iC(012i — O19i — 021i)

Ve1i = _%dﬁ(CQGi + C(2012i — 2(019i + 021i) + Osi))

A continuacion se presentan los valores de las variables Vsg; a Vey; con las que se obtiene @ g;

Ve2i = Agi

Vesi = (=020iC(010i — O6i — Ooi) + d13iC(O19i + O21i — Osi — O9i) )CO0i

Veai = d13iC(019; + 021i — Osi — 09i)COq;

Vesi = CO9i(d20iC(019i — Osi — Oi) — d13iC(O10i + 021 — O6i — O9i) + d15iS(06i + Ooi))
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Términos para los elementos Vy;

Términos para los elementos H;

Los siguientes son los valores de las variables Hy; a Hyo; con las que se encuentra la velocidad angular
de Hzi

Hyi = %(Zdyiégceg - deoiCOjC(in + ¢j) + XciC(O2i — 05 + ¢j) + XjC(O2i + 0 + @) —
20562150 2i + 20y (C(02i + ¢;)(0(dz0i — 2¢)COj + (dnoi — Z¢)s0; —
(dyoi — Yej)(02i + dj + v7i$0;)) — (dyoi — Vej + (daoi — 26) (7 + (O2i + 9;)s05))
S(O2i + $)) + duoi02iS(02i — 0 + ¢;) — dx0i0jS(O2i + 0} + ¢;) +
du0iiS(O2i — 0; + @) — 02iXjS(O2i — 0 + ;) + OjXjS(02i — 0 + ;) —
$ixcjS(02i — 0 + §;) + Ay0i02iS(B2i + 05 + d;) + dx0i;S(O2i + 0} + @) +
AyoihS(02i + 0j + §;) — 02iXejS(02i + 0; + ;) — 0iX 502 + 0; + p;) —
$iXciS(O2i + 0 + ¢) + (2c(02i + ¢;)(0;(=dyoi + yej)CO; +
(=dyoi +Ye)s0; — (duoi — 2)) (D1 + j + v7js0;)) +
2(=daoi + Z¢j + (dyoi = Vi) (Wi + (B2i + $5)50;))s(02i + 67))syj)

Hai = —(02i + §;)c0;c(02i + ¢5) + 050,502 + ¢;)

Hsi = —cy; (92i + ¢+ ll'/j39j>5(92i +¢;) — (c(02i + ¢j)<117j + (ézi + ¢3j>59j>
+0;c0;(02i + ¢;))sy;

H4i = Cl//j(C(@gi + ¢J)<l//J + (92i + d)j>39j> + éjC@jS(@gi + (]5])) -
(B2 + §j + ;503 ) $(O2i + 65y
Hsi = cy(C(02i + ¢j)(~aoi + Z¢ + (dyoi —ch)<l/'/j + <92i + ¢j>59j>) +

(0;(dyoi — Yej)cO; + (dyoi — V)30 + (oo — 26j) (B2 + b + 17§05 ))s(0zi + ¢5)) +

(€(O2i + ¢;)(dyoi = Yoj + (daoi — 265) (v + (B2 + $5)90;)) —

(03 (=aoi + 26)C0; + (~G0i + Z)0; + (yoi = Yei) (Oi + §; + 1805 ))s(02i + ¢;))sw
Hei = —s(02i + ¢;)(0;(dyoi — X¢)CO; + (dxoi — X j)s0; +

cyi((dzoi — Z¢j + yj(=dyoi + Yej))COj + 0;(—aoi + 2¢j)s05) +

((=dyoi + Vej + i (~Oaoi +2))CO; + 05(dyoi — Yej)s0))syj) —

(21 + §;) 021 + ¢;)((dxoi — X¢j)s0; + €O;((daoi — 2y} + (~yoi +Yei)sy}))
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Hzi = (dxoi — X¢j)COiC(O2i + ¢;) — 0j(dxoi — X¢j)C(02i + ¢)s0; —
(021 + §5) (dxoi — Xj)c0;5(02i + ;) + 0;cO;C (02 + ;)
((—da0i + Zj)Cyj + (dyoi — Yej)syj) +
(92i + ¢3j>59j3(92i +¢1)((do0i — Zej)eyj + (=dyoi + Yj)S¥j) +
$(O2i + $;)((dyoi — Yoj + ¥7(daoi — 26y + (daoi = Zgj + §/j (=dyoi + Yei))syj) +
c[(02i + ¢;)s05(=da0iCyj + (g + ¥j(dyoi — Y))Cyj +
(dyoi = Ve + ¥/ (doi = 26)sw) + (Oai + §; ) c(02i + ¢;)
((dyoi = Yep)ewj + (daoi — Zcj)syj)

Hei = (021 + §; ) cOic(02i + ¢;) — 00,502 + ;)

Hoi = cyj(02i + j + vS0,)s(2i + ¢;) + (C(O2i + ) (7 + (92i + ¢j>59j) +
0;c0;5(02; + ¢;))svj

Hioi = oy (—C(02i + $;)(rj + (B2i + §;)30;) — 0;C0;s(02i + ¢;) +

D2 + §; + v7i50;)5(02i + §;)sY;

A continuacion se presentan los valores de las variables Hi;; a Hzaj con las que se obtiene @ g;

Hi1i = d20i(CO10i (0} (doi — Xj)ch; + (dxm - Xq)SQi +
cyj((dooi — Z¢j + v (=dyoi + Yej))cO; + 0j(—zo; + 2¢)s0;) +
((~dyoi + Yej + (=i + 2¢5))ch; + 0;(dyoi — Yej)s0)sw ) —
%selgi(zolyiémce2i — 20,0iC0;C(02i + §;) + XeiC(02i — 0; + ;) +

XiC(02i + 0; + ¢j) — 205i02802; + 2Cy;(C(02; + ¢;)(0;(d0i — Z¢j)CO; +

(daoi — 261)50; + (=Gyoi + Yej)(Bai + §j + v7js65)) —

(dyoi — Yej + (doi — 26j) (75 + (Oai + 6;)307))5(02i + ;) + Ax0i62i(02i — 0; + ¢;) —

dy0i0;5(02i — 0 + ;) + Ax0iS(O2i — 0j + §j) — O2iXS(02i — O + ;) +

0iXcjS(02i — 0 + ¢;) — §iXcjS(O2i — 0 + d;) + x0if2iS(B2i + 0; + ;) +

dy0i0iS(B2i + 0 + ;) + Ax0iS(O2i + O + §j) — O2iXS(B2i + 0 + ;) —

0ixciS(02i + 0 + 9;) — diXcjS(02i + 0 + ¢;) + (2c(B2i + ;) (0j(—dyoi + Yej)Ch; +

(=dyoi + )80 + (~Gui + 26)(Bai + §j +7j$0))) + 2(~uoi + Z¢j + (dyoi — Vi)

(j+ (92i + 431')591))5(93 +0i))Syj) — 01918019 (d1gi — d3i — dyi +

(dyoi — X¢j)sj + €0;((dy0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Ye)SW)) — 010iCO10i(dai + AxiChoi —

(dxoi — X¢j)COjC(O2i + @) + dyisOai + C(O2i + ¢j)s0;((dz0i — Zj)Cyj +

(=dyoi +Yej)sw ) + 52 + ;) ((=dyoi + Yej)ewj + (—dai + Z¢j)sy)))
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Términos para los elementos Vy;

Hiai = wjcOjcys(02i + ¢j)(2(dxi — 2¢))C(02i + @) + 2(—dyoi + Ycj)s0;S(02i + ¢;)) +
(92i + q.sj)CQjC(QZi + i)y (2(dyoi — Yej)C(02i + ¢j) + 2(daoi — Z¢j)S0S(02i + ¢;)) —
0icy;0;5(02i + ¢5)(2(dyoi — Ye))C(O2i + ¢5) + 2(dz0i — 2j)s035(02i + ¢;)) +
2000y 502 + $;)(C(02i + ¢7)(dyoi — Yoj + (Bai + §5) (doi — 26j)s05) +
(-(92i + ¢J> (dyoi — Yej) + 0(daoi — 26))C05 + (daoi — 2¢)$0;)s(02i + $5)) +
2 (38(dhor = Xoj) + 4(cas1 — Aoy — da)0iC0; + (~doon + X)C(205) +
40 20i0;C0;S019i + 4;CO;Ch;S02i(dai + A20iCh10i + AxiCO2i + dyiSHai) +
4d0i010iC01i50; + 20;((—dyoi + X¢))CO;C(2(02i + ¢;)) +
2C07iCh;(dai + d20iCH19; + UxiCO2i + dyiSO2i))sH; + 29,- (dxoi — X¢j)s(260;) +
402i02iC0;(dgi + d20iCO10i + UxiCOH2i + dyiSH2i)Sh; — 400502 (d20i010i019i +
02i(~0yiCh2i + dxiS02i))SPj — 40;802i(dai + d20iCH19i + AxiCH,; + dyiSH2i)s0;Sp; —
2¢0;(—2020019iCO2iCH;SO 191 + 202iC¢; (dyiC(20,i) —

(i + 20O 10i + 204iCO2)302i) + C(2(02i + $;))((~Uyoi + X¢j)CO; +

0;(dyoi — X¢)s0;) — 26;CH2i (i + d20iCO10i + UxiCO2i + 0yiSOoi)sh; +

2(02i + §;) (droi = X1)e0;5(2(02i + $1))) + (02 + §;) €0;¢(02i + ¢;)
(2(dz0i — 2¢j)C(02i + @) + 2(=yoi + Ycj)S0;S(02i + ¢j))syj —

0js0;5(02i + $;)(2(do0i — 2j)C(O2i + ;) + 2(=dyo; + Yej)s0;5(02i + h;))syj —
yiC0;S(02i + ;) (2(dyoi — Yej)C(O2i + ¢j) + 2(dr0i — Z¢j)S0;S(02i + ¢j))syj +
2¢0;s(02i + ¢;)(c(02; + ¢j)(dz0i —Z¢j — (92i + d’j)(dym = ¥¢j)s0j) —

((02i + ;) (daoi — 2) + 0;(dyoi — Yo + (yoi — Yej)s0))s(02i + ¢;))sy

Hisi = 7 ((~dyoi + Y5202 + ¢;)) + (dyor = ¥)(5 — (L + 3c(2(02i + ¢)))c2v) -
447 (dyoi — X )y 5(20;)3(02i + )% + 2(02i + ¢;) (dyoi — Y502 + ;) —
80;(dxoi — X )C(207)s(02i + ) sy + 4(~Ouoi + X¢j )$(20)5(02i + ¢;) sy —
4021 + ;) (dyoi — Xc1)3(20;)(2(02 + ¢;))sy j + 47;6(20;)cy 15021 + ¢5)°
((—da0i + zgj)ewj + (dyoi — Yo)swj) + 8(02i + §;)c(20))c(02i + ¢;)5(02i + ¢;)
s ((—da0i + Z¢j)owj + (dyoi — Yej)swrj) — 80;5(20;)5(02i + ;) s ((—dyi + Z¢j)ow +
(dyoi — Yei)swj) +46(20,)5(02i + ¢7)* sy j(~doiCyrj + (2 + 7 (dyor — Yei))Cwj +
(dyoi — Yoj + Vj(dooi — 2¢j))sw) — ¥iSw (—8(ai + d0iCO10i + UxiCh2i + dyishai)
$(02i + ¢j) — 2(dy0i — 2e) (1 + 3¢(2(02i + ¢;)))sy ) — 40;50;((dxoi — Xcj )Cy/j
S(2(02i + ¢)) + 2(—d1gj + d3i + dz — d20iSO19i)SY ) + 4chj(Cy (2 (92i + <15j )(dXOi — X¢j)
C(2(02i + ¢7)) + 2j(—d1gi + dai + dzi — d20isO10i) + (dyoi — Xgj )S(2(02i + ))) —
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His =

144

Apéndice C

(2002010 10iCO101 + 7 (dxoi — Xc)S(2(O2i + $7)))swj) + Cy (-8 (B2 + §; )C(02i + ;)
(dai + d20iCO10i + 0xiCOZi + dyiSO2i) + 8(d20if 10180101 + 02i(—dyiCO2i + UxiSO2i))
S(02i + ¢5) + 12(02i + §;) (dooi — 26j)s(2(O2i + ¢5))swj — 2(1 + 3¢(2(02i + ¢5)))
(Wi (@aoi — Zei)ewj + (dooi — Z6)sw3)) + (Ayoi — Vo) (6 (821 + b5 )c(2w;)

S(2(02i + ¢)) + 2yr;(1 + 3c(2(02i + 95)))sRyj)) — 89jC9jC(92i +¢j)

((dai + d20iCO19i + 0xiCO2i + dyiSO2i)Syj + S(O2i + ¢)((dz0i — Ze))C(2y) +

(—=dyoi +Ye)sy}))) — 8(02i — §;)s0;s(02i + ¢;)

((d4i + d20iCO19i + dxiCO2i + dyisO2i)syj + S(O2i + ¢)((dz0i — Z¢j)C(2yj) +

(=dyoi +Yej)s(2y))) —8c(02i + ¢;)sO;(yjCyj(dai + d20iCO19i + UxiCO2i + dyiSO2i) +
(—d20i010iS010i + 02i(dyiCO2i — dyisO2i))syj + (O2i + ¢j>C(92i + ¢;)((doi — 2¢j)cyj) +
(—=dyoi + Ye)SQy})) + $(02i + ¢;)(duoi — Z¢j + 297 (=dyoi + Yj))C(2y5) +

(=dyoi + Yo + 297 (~daoi + 26))3(2¥/9))))

%(—89jCOjCWjSQj((dZOi — 2¢))Cyj + (—dyoi + Yej)swj) — 4y;c0F sy ((dyoi — Z¢)Cyj +
(~dyoi +Ye)syj) +4c7cyj(duicy | — (2o + /j(dyoi — Yo))Cwj +

(=yoi +Yoj + /5 (~Caoi +2cj))sy) — 0350 (4cyj(d1si — dai — dai + do0isH1oi +

(doi — X¢j)$0;5(02i + §;)) + 2(yoi — X¢)S(2(02i + ))swj) +

CO;(20y (202010101 CO 101 + 2(0;(dyoi — X6j)CO; + (Groi — Xcj)s0;)S(O2i + ;)2 +

(i — Xc) (¥} + 2(02i + $1)307)5(2(02i + ¢5))) + 2(247j(~d1gi + d3i + Ay — A0iSO101) +
2(dsoi = X5)(B21 + $)C(2(02i + §))) = 1;$0;5(021 + 6;)*) +

(dxoi — Xei)S(2(02i + 01)))sw) — 2(—C(02i + ¢j)Cw SO + S(02i + ¢;)sy)(2dyi02iCO4i +
20i(d0i — 2¢))C0iC(B2i + §)Cw | — 2201010180101 + (—yoi + Yej)S(B2i + dj — wj) —
20;(dyoi — Ye)COiC(02i + §)swj + 25(02i + ¢) (v (—daoi + Zcj)Cyrj +

(—=dzoi + Z¢j + /i (dyoi — Ye))Swj) + 2C(02i + §;)30;((daoi — Zcj + Vi (—Gyoi + Y))Cyj +
(—din +¥ej + vj(—dai + Z¢j))Syj) — 20,i(dxis05i + $0i5(02i + ¢;)((dz0i — Z))cyj +
(=dyoi + Yej)syj) + C(02i + ¢j)((dyoi — Yej)ewj + (dzoi — Zej)Syj)) +

26;(s05(02i + §;) ((~Gaoi + 2))0y'j + (dyoi — Yej)syj) +

C(02i + ¢;)((=dyoi + Ye)Cyj + (—daoi + Ze)syj)) + (=dyoi + Ve )S(02i + §j + y})) —
2(-0;cOic(02i + $j)cy ) + v (rj + (B2i + $))30))5(62i + ¢;) +

C(O2i + ¢j)(O2i + gb,- +7iS0;)syj)(2d4i + 2d20iCH19;i + 2dxiCO2i +

(=i + 2¢j)c(B2i + @ — wj) + (i — Z¢j)C(O2i + @ + vj) + 20,iSH2i +

(—dyoi + Y¢j)s(02i + @) — yj) + 2¢(02i + ¢j)s0j((dz0i — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)Syj) +
(—dyoi + Yej)s(02i + dj + vj)))



Términos para los elementos Vy;

Hisi = %(85(291)((dy0idxoi + yoidlyoi + YeXej + XYej + 1 (Cxoitloi + XcjZej))Cwj +
(da0iGxoi + dyoilzoi + ZjXcj — ¥ (Axoilyoi + XeYej) + XejZe)Sw ) + 160;c(26;)
((dyoidlyoi +XcjYei)Cyj + (dyoiloi +XcjZe))swj) + 2(dzoiCyrj — (Zj + vj(dyoi — Yi))Cyj +
(—din +Yej + ¥j(=Uai + Z¢))sy ) (dyoi — Ye) (=1 + ¢(26;) + 6c(2(02i + ¢j)))Cyj +
8(dai + d20iCO19i + dxiCO2i + dyiSO2i)S(02i + @) + (daoi — Z¢)) (=1 + ¢(2¢5) +
6C(2(02i + $;)))sw ) + 2((daoi — Ze)Cwj + (—dyoi + Yei)sw ) (Ayoi — Ve (—1 + ¢(29;) +
6C(2(02i + ¢;)))cyj + 7j(daoi — Ze) (—1 + C(2¢;) + 6C(2(02i + ¢;)))cyj + 8(B2i + ¢))
C(02i + ¢)(dai + d20iCO19; + dxiCO2i + dyiSO2i) — 8(d20i010iS010i +
02i(—dyicO2i + 0xis021))s(02i + ¢;) + (dyoi — Ve )owj(—20;5(2¢;) —
12021 + §)s(2(02i + $7))) + (daoi — Zc))(—1 + ¢(26;) + 6¢(2(02i + ¢;)))sy} —
¥i(dyoi — Yg) (=1 + C(2¢;) + 6¢(2(02i + ¢;)))sw + (daoi — 2¢))(=2$5(265) —
1262 + $1)5(2(02i + ¢;)))sy'j) — 86;90;(Cyj(2(dasi — dai — da) (dyoi — Yoj) +
2d50i(dyoi — Y¢j)s010i — ((dxoi + Xcj)(dyoi + Yej) + (Axoi — Xcj) (dyoi — Yej)C(2(02i + ¢5)))s0; —
(dxoi = Xcj) (A0 — Z¢j)S(2(02i + ¢j))) + (2(d1gi — dzi — dzi)(dr0i — Z¢j) +
2020 (dz0i — Z¢j)S019i — ((dxoi + Xcj)(dz0i + Zej) + (Axoi — X¢j) (Az0i — Z¢j)C(2(02i + ¢5)))sO; +
(dxoi — Xcj) (dyoi — Yej)S(2(02i + ¢5)))sy ) + 8c0;(yjcyj(2(d1si — dai — dzi)(dn0i — Z¢j) +
2d20i(dz0i — Z¢j)s019i — ((dxoi + Xcj) (dz0i + Zcj) + (Axoi — X¢j)(dz0i — Z¢j)C(2(02i + ¢;)))s0; +
(dhoi — Xcj) (Ayoi — Ye)S(2(02i +9;))) + Oy (2(dyoi — Vi) (dasi — dai — da) +
202010 101 (dyoi — Yoj)CO10i — 2(02i + $5)(dyoi — Xj)(dz0i — Z¢)C(2(O2i + ¢5)) — 6
cO;((dxoi + Xcj)(dyoi + Yej) + (dxoi — Xcj) (dyoi — Yej)C(2(02i + ¢5))) + 2d20i(dy0i = Y¢j)SO19i +
(—din + Z¢j) (dxoi — X¢j)S(2(02i + ¢5)) + (_dx0i + X¢j)(dz0i — Z¢)S(2(02i + ¢j)) —
SQJ((din +Yej) (dyoi + X¢j) + (dyoi + Xcj)(dyoi + Yej) + (din = Yej) (dxoi — X¢j)C(2(02i + ¢5)) +
(dyoi — X¢j)(dyoi — Ye)c(2(02i + ¢)) — 2(0i + ¢j)(dxoi = X¢j)(dyoi — Yej)s(2(02i + ¢5)))) +
(2200101 (a0 — Z¢)CO19i + 2(02i + 1) (xoi — Xcj) (dyoi — Ve )C(2(02i + ;) —
0;C0;((dxoi + Xcj) (dzoi + Z¢j) + (duoi — X¢j) (droi — Z¢)C(2(02i + 7)) —
(dlyoi (0 + Zj + (dz0i — 2¢))C(2(02i + 9j))) + Xcj(daoi + Zej + (=U0i + Z¢j)C(2(02i + ¢}))))
$0j + 0501 (2(d18i — dai — i + 020180 101) — (xoi + X¢j + (Axoi — Xj)C(2(02i + $})))s0;) —
Z¢j(2(d1gi — dai — dzi) + 2d20iS010i + (xoi + X¢j + (—Axoi + X¢)C(2(02i + ¢)))s0;) +
vj(—=2(dyoi — Yj)(digi — dsi — dzi + d20iS019i) + ((dxoi + X¢j) (dyoi + Yej) +
(o — X)) (dyoi — Yi)C(2(02i + 6;)))s05) + ((dyoi — Xcj)(dyoi — Yei) +
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Apéndice C

(dyoi — X i) (Ayoi — Yj + (daoi — Ze)) (rj + 2(02i + §;)0))))s(2(02i + ¢§)))syj) + 2¢(26;)
(=1 +¢(2;) = 2202 + $5))((Aaoi — Zcj)(Ayoi = Vi) + dyoi(daoi = Zcj) + Ve (~Taoi +2¢j) -
vj(dyoi + dzoi = Yej — Z¢j) (dyoi — da0i — Yej + Z¢j))C(2y) +
(—(dyoi — Yej) (Ayoi — Vi + 20 (daoi — Zj)) + (dz0i — Z¢j) (daoi — 2j))SQyj)) —
20i(—1 + c(2¢;) — 2c(2(02i + ¢1)))s(20;)(2(dyoi — Ye)(da0i — Zgj)C(2y ) —
(dyoi + daoi — Yej — Zej) (dyoi — Ao — Vi + Z¢)S(2yr)) + €(20;)(=2¢;S(265) +
4(02i + §;)s(2(02i + $1)))(2(dyoi — Vi) (dzoi — Z¢))Cy;) —
(dyoi + dz0i = Yo — Zj) (dyoi — dzoi — Yoj + Z¢))S(2wj)) — 40;c0; (=3 + ¢(2¢;))s;
(=2(dyoi — Ycj)(dz0i — Z¢j)C(2y ) + (dyoi + dni — Yej — Zcj) (dyoi — Az0i — Yej + Z¢j)S(2yj)) —
4‘1.51091'25(245j)(—2(dy0i —¥ej)(doi — Z¢))C2yj) + (dyoi + dz0i — Yej — Zgj)
(dyoi — daoi = Yej + 2¢))S(2y)) + 4¢07 (=3 + €(26;))((—(daoi — Z¢j)(dyoi — Yej) +
Yei(daoi — 2j) + dyoi (=daoi + Zcj) + ¥7j (dyoi + daoi = Yej — Z))
(dyoi — doi = Yo + Z6))C2y'j) + ((dyoi = Ye) (yoi — Vi + 297j(duoi — 26))) +
(0 — 26)(~Uai + 2))S(2y)) + 8C(02i + ;)05 (—d2; (02i + §; — 2y7})
C(02i + §j — 2j) + A2, (02 + 5 — 207))c(02 + 5 — 2y/}) — 2(ds0i — Zcj)
(dyoi — Yej)C(O2i + ¢j — 2yj) + 2dy0i(é2i + <13j = 29))YciC(02i + ¢ — 2vj) —
021 + §j — 2971)y3¢(02 + ¢; — 2)) — 2(dyoi — Yej)(Auoi — Z6)C(02i + 5 — 2y) —
2d10i(02i + §j = 297)26,CO02 + ¢ — 2y1) + Oai + §; — 21)25c(02 + §5 - 2y;) +
(dyoidxi — dxiVej + dxoidyi — Oyize))C(O2i — wj) + dyoidyi(@2i — Yi)c(@2i — wj) +
dito0i (02 + ¥i)C02i — wj) + dyi(—02i + ¥r})yciC(0ai — yj) +
dyi(@2i — V)2 C(02i — vj) + 204idyoiCyj — 2d4Y ey + 2daidirjCyj —
2d 4t jZcjCwj + 2020100101910} — 20201 cCH10iCW | + 2020100V jCO19iCW | —
2d201V/Z6iCO10iCW + OyoidiC(02i + ) — dxiVeiC(O2i + vj) — daoidyiC(B2i + yj) +
dyizgC(02i + vj) + dyoidyi(O2i + ¥)C(O2i + i) + dyid0i (021 + v)C(O2 + i) —
dyi(é2i +7j)YciC(02 + ) — dwi(02i + Vi)ZeiC(02i + ) + ZdZOidinC(QZi +oj+2y5) +
2d0i0:0iC(02i + j + 2y7}) — 2j00iC(O2i + §j + 2y;) — 20y0iz6C(0ai + dj + 2y7) —
2d,0iYiCO2i + @) + 20;) + 22¢YeiC(O2i + j + 2y}) — 2dy0iZiC(O2i + Pj + 2uj) +
2ci2ciC(02i + ¢j + 2y) — (O2i + ¢y + 271)(dyoi + Ao — Yo — Zj)(dyoi — Auoi — Yej + Zej)
C(02i + ¢j + 2y}) — 2d0i0y0i010iCy ;SO 101 + 202010101y ciCY SO 191 —
2dyoidly0is(O2i + §j — 2y/;) + 20y01¥iS(02i + §; — 2/;) + 2d0i0iS@2i + ¢ — 2y/})
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Términos para los elementos Vy;

2d,0i2¢jS(02i + ¢; — 2vj) + 20y0iYiS(O2i + B — 2wj) — 2¢iYeiS(Oai + d; — 2y;) +
2(02i + §; — 297))(dyoi — Yej) (droi — 2))S(O2i + §j — 2y/;) — 2050iZcjS(02i + 5 — 2y) +
24265021 +  — 2y;) — Ax0idyiSO2i — ;) + dyoidyis(O2i — vj) — Yeidyis@ai — vj) +
0iZcjS(02i — vj) + (—92i + ) (dxi (dyoi — Y¢j) + dyi(daoi — Z¢j))s(02i — wj) + 2d4idzoi5l//j -
2d4iZeisy; — 2daidyoitjsy + 204y cisy + 2020i0,0iC010i8y — 2020i2ciCO 101 | —
2020 0y0iV§CO10iSW + 2020117y ciCO10iSW | — 202010 20i010iS010iSWj + 202010 10i2¢jS010iSWj +
da0itis(02i + wj) + dyoidyis(@2i + vj) — YeidyisO2i + ) — dizejs02i + yj) —
dwidyoi (@2 + ¥7)S(02i + wj) + dyilz0i (021 +r)sO2i + v) + dxi(O2i +V)YeiSO2i + vj) —
dyi@2i +/)zcS(02i + w) + 2(=(dyoi — Y Ayoi — Yo + @i + 5 + 27 (duoi — 2gj)) +
(dz0i — Z¢j) (Az0i — 26j))S(B2i + Bj + 2y7)) + 80;¢0;c(02i + ¢;)(~2(dyoi — Ye) (daoi — Zcj)
C(O02i + ¢j — 2yj) + (dxidyoi + dyidz0i — dxiYej — dyizej)C(B2i — wj) + 2d4idygiCyj —
2d4iycjCyj + 2d20idy0iCO19iCyj — 2d20iYcjCO19iCW | + UxilyoiC(O2i + vj) —
dyidz0iC(02i + wj) — duiyciC(O2i + yj) + dyizejc(O2i + vj) +
2dy0id0iC(02i + @j + 2yj) — 2d0iYciC(O2i + @ + 2yj) — 2dy0iZ¢jC(O2i + @ + 2y) +
2YjZeiC(02i + ¢ + 2yj) — d3iS(02i + ¢j — 2wj) + d%;S(02i + ¢ — 2y) +
2dy0iYcjS(02i + ¢j — 2yj) — Y55(02i + ¢j — 2y7j) — 2d0iZ¢jS(02i + ¢ — 2yj) +
255(02i + ¢ — 2yj) + dyoidyis(02i — vj) — dxid0iS(02i — vj) — dyiyejS(B2i — wj) +
dxiZejS(02i — wj) + 204i00iSyj — 2d4iZcjSyj + 2020i010iCO19iSY | — 2020iZ¢jCO19iSYj +
dyoidyis(02i + wj) + dxidy0iS(02i + wj) — dyiyejS(O2i + vj) — dxiZjS(O2i + ) —
(dyoi + da0i = Yej — Zcj) (dyoi — da0i — Yoj + Zcj)S(02i + ¢ + 2yj)) +
8(—05i — ¢j)5915(92i +¢1)(=2(dyoi — Yej) (dz0i — Z¢j)C(O2i + ¢j — 2y/j) +
(dyidyoi + dyidz0i — xiYcj — dyiZe))C(O2i — wj) + 2d4idyoiCyrj — 2d4iyciCyj +
2d20idy0iCO19iCyj — 2d20iYcjCO19iCY | + Uxily0iC(O2i + wj) — dyid0iC(O2i + ) —
dxiYciC(@2i + vj) + dyizciC(O2i + vj) + 20y0id0iC(02i + ¢ + 2y;) —
2d0iYciC(O2i + @i + 2yj) — 2dy0iZiC(02i + @) + 2vj) + 2YjZejC(O2i + @ + 2y) —
d50iS(O2i + @5 — 2y7) + dZ;S(02i + dj — 2j) + 2dyoiyciS(O2i + dj — 2yj) —
Y5821 + ¢j — 2j) — 2d,0i2¢jS(02i + §j — 2y/;) + 255(02i + ¢ — 2y) +
dyoidyis(02i — wj) — dxidy0iS(02i — wj) — dyiyejS(O2i — wj) + dxiZejS(02i — ) +
2d4id0iSyj — 2d4iZcjSyj + 2d20i020iCO10iSW | — 2020iZcjCO10iSY j + dyoidyiS(O2i + wj) +
i 0iS(02i + W) — dyiyciS(02i + ) — dyiZejS(O2i + vj) —
(dyoi + dz0i = Yej = Zej)(dyoi — dz0i — Yej + Z¢j)S(02i + @ + 2wj)))
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Apéndice C

Higi = %(8d20idx0i(_é19i +0;)c(010i — 0;) + 8020i(10i — 0))XcjC(O19i — ) — 16d15ix0iCH; +
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16d3i0x0iCh; + 16d1giXcjCh;j — 1603iX jC0; + 164007iC0; — 16X ¢jdich; —

8d%,i0;c(20;) + 4d2;0;c(20;) + 4d%,0;¢(20;) + 1600i0;Xjc(20;) — 80;xZc(20;) —
8dy0i0;ycC(205) + 40;y24,6(20;) — 8d0i0;2¢(26;) + 40;23,¢(20;) —

8020i0x0i (010 + 0;)C(O10i + 0;) + 80 20i (O 10 + 0j)XciC(O10i + 0;) +

4d0idyic(0; — ;) — 4% jdyic(0; — §;) + 4dy0idyi (—6; + §;)c(0; — ;) +

4d5i(0; — §i)xciC(O; — d;) — 4dx0idyic(8; + ;) + 4Xdyic(0; + @) —

4ds0idxi (0 + §5)C(0; + 6;) + 4dsi(0; + §)XciC(6; + ¢5) + 4d20i (droi — Z))

(0191 — 0 — wj) + 4d20i0y0i (0191 — 05 — ¥/;)c(O19i — 0 — ;) +

Ad20i (—019i + 0 + ¥j)YciC(O10i — 05 — wj) — 8d15idy0iC(0j — wj) + 8d3idyoic(0 — vj) +
8d181¥ciC(0j — vj) — 8dai¥cic(0; — wj) + 8dyoidziC(O; — wj) — 8Ycidzc(0; — wj) +
801810201 (0) — v/;)C(0; — ;) + 8d3id 01 (=0j + vr;)C(O; — vj) + 800ida(—0; + yrj)c(0; — ;) +
8d3i(0; — v))2g¢(0; — vj) + 80z (05 — 1)2eic(0; — w;) + 8d1i(=0j + v/)Zeic(0; — vj) —
20,0idy0ic(2(0) — wj)) — 20y0id0iC(2(0) — vj)) + 2Yd0iC(2(0; — ;) +

2dy0iz¢C(2(0) — vj)) + 2d2%; (05 — v)c(2(8) — w;)) + 2d%; (=0 + vr;)c2(0; — vj)) +
20,01yiC(2(05 — ) — 2¢yiC(2(0; — ) + 4dyoi (B — vr})yic(2(0; — ) +

2(=0; + y)y34e20; — vj)) + 2dy0i2gC(2(0; — v)) — 2Y2C(2(0; — ) +

4d 01 (=0; + v)25¢(205 — ;) + 205 — vr))z5¢(2(05 — ) — 4200 0iC(0 161 + 0 — vj) +
4d0i2¢iC(O10i + 0 — wj) — 4d0idy0i (O 101 + 0 — 7j)C(O10i + 0} — y) +

4d 20 (010i + éj —)YeiC(O10i + 05 —yj) — 4dz0idx0iC(29j -yj) -

4050id0iC(20; — ;) + 8Xjd0iC(20; — ;) + 4dx0izciC(20; — i) +

4d50idy0i (—20; + y7;)C(20; — ;) + 4d0iX¢jC(20] — ) — 42X C(20; — i) +

4dy0i (205 — §r))XiC(20} — y) + 4dxoi (20 — vr)YeiC(20; — wi) + 4(=20; + /)XY
C(20; — wj) + 40y0izejC(20; — y) — 4XjZciC(20; — ) — 20 0i0iC(0; — dj — vrj) +
2dy0idyic(8; — ¢ — vj) — 2Y¢idyic(8; — ¢ — vj) + 20xiZeiCO; — §j — ;) +

2dyidyoi (=0 + @ + 7)0(6; — §; — ;) + 2dyidu0i (=0 + §; +7))c(6) — ¢ — ;) +
2dyi (0 — dj — ¥)YeiCO) — §j — vi) + 2dyi (6 — b — v1))2ciC(6; — $j — v'j) —
2d.0i0xiC(0) + ¢j — ) — 20y0idyic(B; + ¢j — ;) + 2Y¢dyic(O; + d; — ) +

2dyizeiC(0; + ¢ — ;) — 20xidyoi (G + §5 — y1)e(®; + b — wy) + 2dyid0i (B; + §; — vy)
C(0; + ¢ — i) +20x(0; + $j — vi)YeiC(6; + §j — ;) — 20y (05 + b — 1))z

C(0; + $j — vj) + 4d20id0iC(0101 — 0; + yj) — Ad0iziC(O101 — 05 + ) —



Términos para los elementos Vy;

40 20i0y0i (D101 — 0 +rj)C(O19i — 0j + wj) + 4d20i (D101 — 0 + V/)YciC(O10i — 0j + wj) +
818idy0ic(j + w;) — 803idy0ic(0; + wj) — 8d1aiYeiC(0; + wj) + 8dai¥eic(; + ) —
80y0idaC(0; + W) + 8YjdaC(0; + wj) + 8d1gida0i (05 + )0 + wj) —

8d3i00i(0; + ¥7)c(O; + v;) — 800102 (0; + v7)c(O; + yj) —

8018 (0 + v/)ZejC(0; + wj) + 83 (0 + v)ziC(O; + w;) + 805 (0 + vr;)zeic(O; + wj) +
2d0idy0ic(2(6; + w;)) + 2dy0id0iC2(0; + wj)) —

2y¢d0ic(20; + w;)) — 2dy0iz¢ic(2(0; + w;)) — 2d0iycic(2(0; + wj)) +

226YciC(2(0; + v)) — 20y0izeiC(2(0; + vr;)) + 2Y¢ZiC(2(0; + w)) —

2(0; + /) (dyoi + daoi — Yej — Zgj)(dyoi — Aroi — Yoj + Z¢5)C(2(0; + ) —

4d0id0iC(O 101 + 0 + W) + 4d0iZiC(O10i + 05 + wj) +

4d20idy0i (019 + 0j + ¥r))C(O10i + 0} + yj) — 4d20i (O 10 + 05 + ¥)YciC(O19i + 0j + yj) —
40,101 0x0iC(20; + y) — 4d40i00iC(20; + ) + 4% d10iC(20; + wj) + A4dy0i2¢C(20; + i) +
4dlx0idy0i (20 + r;)C(20; + ;) + 4d0iXciC(20; + v) — 42X (20 + ;) —

400 (20 + )X (iC(20; + vj) — Adx0i (20 + vrj)yciC(20; + yj) +

4(20; + )XY iC(20; + ;) + 40x0iZiC(20; + v) — 8X(jZ¢iC(20; + yrj) —

200i0xiC(0) — ¢ + yj) — 2dy0i0yiC(0; — $j + vj) + 2Ydyic(0) — ¢ + yj) +

2052405 — b + ;) + 20dy0i (0) — §; + r)c(O; — ¢ + wj) -

2dyid0i(0; — ¢j + v)cO; — ¢ + vi) — 2dxi (05 — §; + v ))ycicO — dj + ) +

20yi (0; — §; + ¥)2eiC(0; — ¢ + ;) — 200 0iC(0; + b + ) +

2dy0idyic(0; + @ + vi) — 2Y¢idyic(0; + dj + vj) + 2dxizC(O; + ¢ + wj) +

265+ ; + ;) (dxi(dyoi — Vi) + dyi(daoi — 26))C(6; + ¢ + ;) — 82010010101 — ;) +
800iX jS(010i — 0}) + 160 18i0x0i0jS0; — 16d3i0x0i0;80; — 16dx0i0710;50; — 16d15i0X ¢jS0; +
16d3i0X¢jSO; + 1600% ¢S} — 80x0ity0iS(20;) + 80x0iX¢jS(20;) + 4dy0idy0iS(20;) —
4001 ¢S(20;) + 4d0i00i5(20;) — 4 0i2¢jS(20;) + 801X jS(260;) — 8% X (jS(26;) —
4dy0iyciS(20;) + 4YjYcis(20;) — 401012¢S(20;) + 42¢j2¢iS(20;) — 8d20ix0iS(O10i + 05) +
8d20iX¢jS(O 10 + 0;) — 4dx0i0xiS(0] — ;) + 4%0xiS(0j — ;) + 4dxoidyi(—0; + ;)s(0; — ¢;) +
4dyi(0; — )X cS(0; — d;) — 4dx0idwiS(B; + d;) + 4K 0SB + ;) +

4d,0idlyi (0 + $1)s(0; + ;) — 4dyi(0; + §)X;S(0; + $;) + 4d20idy0iS(0 101 — 0 — ) —
4d 201 jS(0 101 — 0 — ) + Ada0i (—O10i + 0j + 7)) (daoi — 2))5(B101 — 0 — yj) +
8016100i5(0; — ;) — 8dsid0iS(0; — y;) — 8d1giziS(0; — ;) + 8daizeis(0; — y}) -
8d.0id28(0; — wj) + 82¢jdziS(0; — vj) + 8015idy0i(9; — v;)S(0; — ;) +
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Apéndice C

8d3idyoi (—0; + /)s(0; — wj) + 8dyoidz(=0; + v71)s(0; — ;) + 803 (05 — vrj)yes(0; — ;) +
80 (0; — v/1)YeiS(0) — vj) + 8181 (=0; + v71)Yeis(0) — vj) — 20y0idy0is(2(0; — ) +
200152005 — ;) + 2001 d0iS(2(0; — 7)) — 200125205 — v3)) +

Adyoid 01 (0) — ¥)S(0; — vj)) + 2dy0iYeiS(20; — v))) — 2ejyeiS(2(0; — vj)) +

401 (—0; + §)YeiSQ(0; — w)) — 20,0i2¢iS(2(05 — ) + 224255205 — wj)) +

4dyoi (=0; + v/1)2cis(2(05 — vi)) + 4(0; — r()YciziS(2(0; — wi)) -

4d20idy0iS(010i + 05 — yr;) + 4d20iYciS(O10i + 0} — wj) + 40101 D10 + O — V7))

S(O19i + 0j — ) — 4d0i (O10i + 0 — ¥/()2¢iS(O 101 + 05 — ) — 4dy0idx0iS(20; — yj) —
4d4010y0iS(20; — ) + 4Xj0y0iS(20; — vj) + 4dx0i¥eiS(20; — vj) — 4dx0il0i (—20; + )
$(20; — i) + 4dyoiX§S(20; — ) — 4YcXjS(20; — ) + 4d0i (=20 + vr)X¢S(20; — i) +
4501y ciS(20; — ;) — A% cjyciS(20; — ) + 4doi (=20 + v1)2¢S(20; — w) —

4(=20; + )X 265205 — i) — 2dy0idiS(0; — dj — v) + 2d4iY iSO — b — vj) —

20 0i0yiS(0; — dj — wj) + 20yizS05 — 5 — vj) + 20y0idyi (=05 + 5 + v )s(O; — dj — wj) —
20ide0i (=0} + §j +1)SO; — §j — wj) — 2dyi(=0; + j + 1)ygS(0; — ¢ — vrj) +

204 (=0 + §; + v)2eiS(0; — ¢ — i) — 2dy0idiS(O; + dj — vj) + 2d4iYiS(O; + dj — vj) +
200i0yis(0; + $ — v;) — 20yi2jS(0; + §; — ;) + 2dy0idyi (0 + §j — v1)s(0; + ¢ — vj) +
20,id.0i (0 + ¢ — ¥1)S(0; + ¢; — vj) — 2dyi (0} + dj — YO + ¢ — ) —

2dxi(9j + gZ>j —)ZS(0 + @5 — i) + 16(d4i + d20iC919i)592i5¢j(9j(dx()i — X¢j)COj +

(dxoi — X805 + Cyrj ((daoi — Z¢j + Y7 (—dyoi + Yej))CO; + 0(—dy0i + 2¢j)sH;) +

((=dyoi + Vi + Vi (=0a0i + 2¢1))C + 0;(yoi — Yej)$0;)sw}) — 16d 2016 10iC2iC;80 191
((=dyoi + Xcj)s8j + €Oj((=dy0i + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)Swj)) — 1605i(dai + d20iCO10i)C;
3021 ((—dyoi + X¢j)s9j + €O ((—du0i + Ze)Cyj + (dyoi — Ye)s¥j)) — 166;(dai + d20iCO101)
€02i8¢; ((=dxoi + Xcj)s0j + €0 ((—da0i + Zcj)Cyj + (dyoi — Yej)syj)) +

85(2602i ) (0 (dxoi — X¢)C0; + (dxoi — X¢j)s0; + Oy ((droi — Zj + v/ (~Cyoi + Yej))COj +
0;(—d0i + 2¢j)s0;) + ((—dyoi + Vej + vrj (—0aoi + 26j))COj + O;(dyoi — Ve )s0;)sw )

((dyoi — Yej)ep ey + dyisj — (dyoi — Yej)Cyjsp7 —

Coj(dyi + 2(dx0iCl;j + ZjCySO)S;) + XjCO;S(29;j) + (dzoi — Zcj)C(2¢)Sy | +

$015(2¢) (dz0iCy'j + (~dyoi + Yej)syj)) + 166:;(dai + d20iCH 10150 2i ((droi — Xcj)s0; +
CO;((dai — Z¢j)Cyj + (=yoi + Yej)SYj)) + 160,i(d4i + 020iC019i)CO2iSh; ((dxoi — Xcj)s0;j +
c0;((dz0i — Z¢j)Cyj + (=dyoi + Yej)S¥j)) — 16d20i010i5010i502i5¢; (dxoi — Xcj)s0j +
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Términos para los elementos Vy;

cO;((daoi — Zg)Cwj + (—dyoi + Yej)sw ) + 802iC(202i)((dyoi — Yej)ChpZey + dyisd; —

(dyoi — Yej)eyjsp? — c¢j(dyi + 2(dxoiCj + ZcjowS0;)s¢;) + XciCO;s(2¢;5) +

(dzoi — 2)C(29j)sy + 50;5(2¢)(dzoiCyj + (—dyoi + Yej)Syj)) (2(dxoi — Xcj)s0j +
2¢0j((dni — Zej)eyj + (=dyoi + Yej)Syj)) + 16(dai + d20i0919i)C32iC¢j(9j (=dxoi + X¢j)COj +
(~Ooi + X¢j)s8; + 0;50;((dz0i — Zgj)Cwj + (—dyoi + Yej)sw) +

c0;(—da0iCyj + (g + Vi (dyoi — Ye))Cwj + (dyoi — Yo + ¥/ (Aaoi — Ze))SW})) —
8¢(202i)(0;(dyoi — X¢j)CO; + (doi — X¢j)sOj + Cl//j((din — Zej + yj(=dyoi + Y¢j))COj +
0;(—daoi + 2¢))505) + ((=dyoi + Yo + ¥ (~Cuoi + 26j))COj + 0 (dyoi — Yej)$0))sw5)

(Ch7 ((—dxoi + X¢j)CO; + (dzoi — Z¢)CyjS0;) + dyishj + ((dxoi — Xcj)CO; +

(—di + zc,-)cu/,-sej)squ2 +Coj(dyi — 2dyoiCySP;j) + (—dyoi + Ycj)C(20;)s0isyj + S(2¢;)
(YeiC¥j + (—daoi + Z¢j)Swj)) + 802i5(202i)(2(dxoi — X¢j)$0; + 2¢0;((d0i — Ze)Cwj +
(=dyoi + Yei)syi)) (CoF (=duoi + Xcj)CO; + (dzoi — Z¢)CwjS0;) + dyisg; + ((dxoi — Xcj)Ch; +
(—daoi + Z¢j)owj50;)s¢7 + Chj(dxi — 2dy0iCyjs¢;) + (—dyoi + Yej)C(260)s0i5yj + 5(2¢;)
(Yejcyj + (=i + Z¢))syj)) — 4¢(202i)(2(dxoi — X¢j)80; + 2€0j((dz0i — Zgj)Cyj +

(=dyoi + Ye)sy))(dyidicdj + vrj (—dyoi + Yo )25 )cy j50; — 26iC; ((—hyoi + X¢j)ch; +
(di — Z¢j)cyjSO)sd; + 2q3jc¢j((dxoi — X¢j)COj + (=i + Z¢j)CyjSOj)Sp; —
2chicyj(dyoidiCh; + dyoisd;) + §isd;(—dxi + 2dyoicysd;) + 0j(—dyoi + ye)COC(26))sy | +
(=0yoi + Vej)C(26;)s0i8y + AyoivyiS(29;)swj + 26;(dyoi — Yoj)s0;S(26;)syj +

$(201) (eiCwj + /i (~Gaoi + 2))0yj — (doi — Zj + V/jYei)syj) + 2i0(24;)

(YeiCwj + (=daoi + Z¢))swj) + Ch2 ((—Cyoi + X)CO; + Oj(daoi — Zg)COjCy ) +

0;(dxoi = X¢)80; + (daoi — Z))0y/j0; = /i (daoi — 26))0i85) + 5 ((dxoi — Xe)00; +
0i(~dai + Zj)COjcyj + 05(—Oxoi + X))} + (=doi + Z¢))ow 0 + v (daoi — Z¢j)SOjsw)) +
45(20i)(2(dxoi — X¢j)s0j + 2¢0;((du0i — Ze)Cy'j + (—Uyoi + Ye))sw ) (duidjc +

20 %ciC0;0(23) + (dyoi — Yi)opF oy + /(Ao — 261)0(25)cw; — (dyoi — Yej)Cwjsf +
$i0;i(dyi + 2(dy0iCO; + ZejCyjS0;)50;) + X¢jC0;S(26;) — 26 (dyoi — Yej)CwS(29;) —
0X50;3(2¢) — 7 (dyoi — Yej)ChZsyj + (o — 26)C(20;)syj + v (dyoi — Ve )SPZsyj —
26(dz01 — 2652655 + $0;5(26; ) (da0iCyr; + v (~dyoi + Yej oy —

(dyoi — Vi + dooity ) }) + 26;(26;)30;(d0iCy; + (—dyoi + Yej)swj) + 0;c0;s(2¢;)
(da0iCyj + (=dyoi + Ye))sw ;) — Cj(2Co;(dx0iCh + ZejCyjsO;) +

25 (dx0iCOj + 0j(zciCOiCy j — dyoiSO)) + SOj (ZeiCy — VrjZgSw))))) —
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Apéndice C

4d20i0y0iS(010i — 0 + W) + 4d201YjS(O10i — 05 + vj) — 4d20idy0i (D101 — 05 + V)
S(O19i — 0; + wj) + 4d20i (D101 — O + ¥)2¢iS(O 101 — 0 + y;) + 8018i00i5(0; + vj) —
8d3id,0iS(0; + vj) — 8d1gizcjS(0 + W) + 83iz¢S(0; + vj) — 8d0idzS(0; + i) +
82jd2(0; + w;) — 8018idyoi (0 + vrj)s(0j + wj) + 8d3idy0i (0 + v7;)s(O; + vj) +
8dy0idzi(0; + yr1)s(0; + vj) + 8d1gi (0 + v/j)ys(0; + wj) — 8dzi(05 + vrj)Yes(O; + vj) —
8d4i(0; + v()yeiS(O; + i) — 4dy0ida0i(0; + yr)s(2(0; + ) + 4d0i (05 + Vi)Yo
(20 + v)) — (dyoi — dzoi — Vej + Z¢j) (Oyoi + duoi — Yej — Z¢))S(2(0; + ) +
4dy0i (0 + v ))2gSQ2(0; + wj)) — 4(0; + v ))yeizeiS(O; + wj)) +

(=0yoi — daoi + Vi + Zj)(dyoi — dz0i — Yoj + 2¢))S(2(05 + vj)) +

4d20idy0i3(919i +0j + ) — 4d20i¥eis(O10i + 0j + vj) + 4d20id0i Q101 + 0 + V7))
S(O101 + 05 + vj) — 4d20i (D101 + O + Y()2cS(O101 + 0 + yj) + AdyoiteiS(20; + i) +
4d50idy0iS(20; + wj) — 4%cdy0is(20; + vr) — AdoiVeiS(20; + ;) +

4d50id0i (20; + 7)S(20; + vj) — 4dy0ixcjS(20; + w) + 4YciX(jS(20; + i) —

400 (20; + §r))XS(20; + wj) — AduoiYeiS(20; + W) + MKy iS(20; + i) —

40401 (205 + 7()2¢jS(20; + wj) + A(20; + vrj)XZejS(20; + i) +

2d,0i08(0; — j + vj) — 20905 — §; + ) — 2d0iyiS(0; — j + y}) +
2dyiz;S(0; — ¢ + yj) + 2dy0idyi (0 — §; + §7;)s(0; — i + vj) +

2d5i0u0i(0; = By +1;)s(0; — $5 + ;) — 2dyi (05 — by + v )yeis(O; — $; +y;) —

20 (0 — §j + v)2eS(05 — ¢ + vj) + 2(dyoidxi — dxiVej + Az0idyi — dyizej)

SO + ¢j + vj) — 2dy0idyi (B + dj + v7;)S(; + dj + ) + 20xid0i (0 + b + vrj)

S(0; + ¢ + w) + 20yi(0; + §; + 1)y SO) + 5 + yj) —

2d5i(0; + d; + v)zejS(0; + ¢ + vj))



Términos para los elementos Vy;

Hi7i =

2(dyif2icH2i — (dxoi — Xj)COC(B2i + B;) — 201010180101 — dxi2i802i + 0} (dxoi — Xcj)
C(02i + $1)36; + (B2i + §;)(dyoi — Xcj)CO;S(O2i + §;) +5(62i + ;)

(—dyoicyj + (Vej + /i (~Gaoi + Z)))Cyj + (=daoi + 2 + i (dyoi — Yei))syj) +
0c0ic(02i + ¢;)((dx0i — 2g)Cyj + (—dyoi + Yej)swj) — (O2i + $))s0;5(02i + ¢;)

((dzoi — Ze)eyj + (=dyai + Ye))swj) + (02 + §;)c(O2i + ¢;)((~dyoi + Yej)Cyj +

(=da0i + Ze)sy) + C(02i + ¢§)50(dzoiCy — Gej + ¥7(dyoi — Yej))Cyrj +

(=dyoi + Yoj + ¥ (~daoi + 2))sw)) (€02 + ¢)(([dyoi — Ye)owj + (dooi — Zj)Syrj) +
S(02i + ¢j)((—dxoi + Xcj)ct; + 80 ((dz0i — Zej)Cyj + (—=yoi + YISy j))) +

2(d4i + d20iCO19; + dxiCO2i — (dxoi — Xcj)CO;C(O2i + dj) + dyiSO2; + C(O2; + ¢j)sO;
((da0i = Z¢p)ewj + (=dyoi + Yej)syj) + S(02i + ¢j)((=dyoi + Yej)Cyj + (=i + Z¢j)S¥}))
(C(02i + ¢;)((dyoi — Yo + 7 (dzoi — Z¢j))Cyj + (daoi — Zej + V7 (=dyoi +Ygy))Sw ) +
(02 - (bj)S(QZi +¢;)((dyoi — Yej)eyj + (dzoi — Zej)syj) + (02 + <13j)C(92i +¢j)
((=dxoi + Xcj)c8; + $0j((dz0i — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)syj)) +5(02i + ¢j)

((—xoi + Xj)Ch; + 0;(dxoi — Xcj)s0; + 0;C0;((dnoi — Zej)Cyrj + (=dyoi + Yej)swj) +
$0j(daoicyj — o + Vi (dyoi — Yo))Cyj + (=dyoi + Vej + i (—Uaoi + 2))sy7)))

= L3001 + 3% + 4=dugi + dai + da)dic0; + (droi — Xe))C(20)) -

400;C(02i + ;) (2010190101 + Uxi02i802i) + 202010101 — 0;)5(O 101 — 0;) —

40;(d4i + d20iCO10i + AxiCO2)C(O2i + $)s0; + 20;(=0xoi + X¢j)s(20;) —

2d20i (O 10i + 0;)s(O 101 + 0;) — 4(02i + $;)(dai + d20iCO10i + AxiCH2i )CH;

$(02i + ;) + 4(02i + $)) (~Uaoi + 26)C(02i + $;)CyS(20))5(02i + ;) +

40;(~d0i + 2¢)c(20,)cy S0 + ;)% + 2(=00i + Z¢)ow5(20;)5(02i + ¢;)* +
2y7i(dy0i — 2¢)s(205)s(02i + ¢j)2Sl//j + 209;(2dyi92i092ic(92i +¢j) +

(~Ghoi + X)CO;C(2(02i + §1)) + 0;(dyoi — X¢)C2(02i + ;))s0; -

20yi (02i + $1)s02i5(02i + ;) + 207 (dyoi — Yej)Cy/S0;5(02i + 6;)° +

2(02i + ¢;) (dxoi — X¢)CO;S(2(02i + 7)) + 20;(dyoi — Yj)CO;S(O2i + ) s +
2(dyoi — Yej)s0;5(02i + ¢;) sy + 2021 + $5)(dyoi — Yei)30;5(2(02i + ;))sw —
$(2(02i + $))(([dyoi = Yo + ¥/ (daoi = Z6))Cyj + (daoi — Z¢j + ¥ (~Cyoi + Yei))syj) -
2(02i + §)c(2(02i + ¢;))(dyoi — Yej)owj + (daoi — Zej)syj)) —

20;30;((=dxoi + X¢j)CO;C(2(02i + ;) + 2dyiC(H2i + $j)S02; +

2(dyoi — Yej)s0i5(02i + ¢j) sy — $(2(02i + $i))((dyoi — Ye)ew + (daoi — Zj)sW})))
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Apéndice C

Husi = 4 (-5dy01 +5Yc; + 4(02i + $j — /1) (dai + dca)cO2i + ¢ - i) +

201 (doi — 26)C2y}) + 4(02i + §j + V) (dai + duiCO2)C(02i + §j + ) +
8yrjcOjcyj(digi — daj — dyi + d20iSO10i) + 8yjC(O2i + ¢j)Cyj(dai + d20iCO19; +
dxiCO i + dyisO2i)s0j — 8yrj(dyoi — Ycj)C(2yj)s0is(2(02i + ¢j)) +

c2y;)(dyoi — Vo + 8(02i + ¢))(dooi — 26)C(2(02i + ¢;))30; +

4(éj(d20i — Z¢j)CO;j + (dZOi — Z¢j)$07)s(2(02; + ¢5))) + 2Cl//j(4dzoi(92i + Q‘bj)0919i
C(02i + ¢j) + 4021 + §)) (~Oxoi + X)COC(2(02i + ¢5)) — dyidjsj -

4020019150 10i5(02i + §;) + 2(~Cxoi + Xj)CO;S(2(02i + ;) +

20;(doi — X¢j)30;3(2(02i + ¢;)) + 2dyi(202i + §;)s(202i + ¢;)) +

2dyi(~j + v)s() — vj) — 40xi02i802i5(02i + §j — wj) +

8020i010iC010iCO;Syj + 80;C0;C(02i + ¢;)(dai + d20iCH19; + dxiCO2i + dyisOai)syrj —
80;(d1gi — d3i — Az + d20iS0101)50;yj — 8C(02i + ;) (02001010101 +

02i(—0yiCh2i + 0xiS02:))s0;Sw — 8(02i + ;) (dai + d20iCh10i + UiCh2i +
dyis02i)s0iS(02i + ¢j)syj — 2y7j(dyi(Chj — 2¢(202i + ¢j)) + 4d20iCO10iS(02i + @) +
2(=dyoi + Xci)COiS(2(02i + 6i)))sw i + 2yricyi(—dyis; + 25(02i + ¢i)°

((dxoi — X¢j)s(20;) + ¢(20;)((dni — Z¢j)Cyj + (=dyoi + Ycj)SYj))) +

25yi(—dyidiCo; + 4B + ¢;)C(B2i + ¢;)5(02i + d;)((dyoi — X¢j)5(205) +
C(20;)((dooi — Zej)y'j + (~Gyoi +Yo)sy})) + 25(02i + $;)° (20;(dyoi — X )c(26;) +
(doi — %j)5(20;) — 20;5(20;) ((daoi — Z¢j)Cyj + (~dyoi + Yep)syj) +

C(260;)(da0iCy'j — (Zej + vi(dyoi = Yei))Cwj + (=dyoi + Vi + /i (~Guoi + 2)))sy})) +
(dz0i — Z¢)s(2y§) — 8(B2i + §;)(dyoi — Ye)C(2(O2i + ¢§))0;5(2y) — 40;(dyoi — Yej)
C0iS(2(02i + §;))sy ;) + A(=Gyoi +Ye)s0;5(2(02 + $))s(2y}) —

2 (dyoi — Yej + 4(dpi — Z¢j)sS(2(02i + ¢)))sy i) + c(2(62i + ¢5))

(6y7j(d0i — 2¢)C(2y/}) + (dyoi — Yo )(1 + 3¢y ) + 3(da0i — )52y ;) +

61/ (—dyoi + Yo)sQw)) — 2021 + $1)s(2(02i + ¢;))((dyoi — Yo)(1 + 3cy))) +
3(dai — 26)SQyj)) — 40402502502 + ¢ + v}))



Términos para los elementos Vy;

Hooi =

Hoii =

40;c0;cy 30 ((dzoi — 2c)Cyj + (~dyoi + Yo)sw) + 27007 sy (duoi — Zgj)eyj +

(=dyoi + Yej)swj) — 2¢02cy(daiCy — (g + /i (dyoi — Yej))Cwj +

(=dyoi + Yej + /i (~0a0i + Zc))swj) + 0j50;(2cy(d1gi — d3i — dzi + d20iSH 107 +

(coi — X¢)80;5(02i + $)*) + (droi = Xc1)s 2Oz + $))swy) -

cO;(cy;(2d20i010iC019i + 2(0j(dxoi — Xj)CO; + (dxoi — Xcj)50;)5(O2i + ;) +

(dyoi — X¢j)(rj + 2(02i + <13j)59j)5(2(92i +¢))) + (2yj(=d1gi + d3i + dzi — d20iSO10i) +
2(0hoi — X)) (@21 + $)C(2(02i + 65)) — j30;3(02i + $;)°) + (Doi — X)S(2(02i + ¢5)))
sy i) + (=C(O2i + ¢;)Cws0; + 5021 + )sw()(2dyi02iC05i + 20} (dz0i — 2¢j)CO;C(02i + ;)
Cyrj — 20201010180 10i + (—Ayoi + Ve))SO2 + ¢j — wj) — 260;(dyoi — Yej)COiC(02i + )y +
25(02i + ¢;) (W (—0z0i + Zg)) oy + (—zoi + Zgj + ¥ (dyoi — Yei))swj) + 2¢(02i + ;)s0;
(i — 2 + /i (~Gyoi + Ye))ewj + (Gyoi + Vi + V7 (~oi + 2cj))swj) —

20,i(dyisO2i + $0;5(02i + ;) ((dz0i — Zgj)Cwj + (=dyoi + Yej)S¥rj) +

c(O2i + ¢;)((dyoi — Yooy + (dooi — Ze)sy)) + 26;(s0;5(02i + ;)

((=dai + Zej)ewj + (dyoi — Yej)syj) + C(02i + ¢j)((=dyoi + Yej)Cyj +

(—dz0i + Z¢j)Syj)) + (—din +Yej)s(02i + ¢j +wj)) + (—9,—C9,—C(02i +¢j)cyj +

oy (5 + O2i + 67)30))8(02i + ¢7) + C(O2i + 6;)(O2i + bj +750))5v5)

(2d4j + 2d20iCO19 + 2dxiCO2i + (—Uy0i + Z¢j)C(O2i + ¢j — i) + (dpoi — Z¢j)

c(02i + ¢j + yj) + 2dyisO2i + (—dyoi + Yej)S(02i + ¢j — yj) + 2¢(02i + ¢5)

$0;((dx0i — Zgj)Cyj + (=dyoi + Yej)syj) + (—dyoi + Ycj)s(02i + ¢ + yj))

—~2(dyi6iC02i — (dyoi — X¢j)COC(O2i + $;) — da0ib10iS0101

dxi02i802i + 0 (dyoi — Xj)C(O2i + ¢;)50; + (Oai + ) (dxoi — Xcj)CO;S(02i + §;) +

$(02i + §;)(~dyoiCyj + (Vej + i (~daoi + Z¢))Cyj + (=i + Z¢j + i (dyoi — Yei))syj) +
0;C0;C02i + $;)((daoi — Ze)Cyj + (=Oyoi + Yo)syj) — (Bzi + $1)s0;5(02i + ;)

((daoi — Zej)Cy'j + (~dyoi + Ye)syj) + (B2i + $1)C(02i + ¢;)(~dyoi + Yej)Cyj +

(—0i + 2¢j)sy}) + C(O2i + )30 (doiCy'j — (Zej + i (dyoi — Yei))oyj +

(=dyoi + Yo + ¥j (~Oopi + Z¢))sW}))(dyiCO2i — dyisO2i + C(O2i + ¢;)((—yoi + Yo ey +
(=i + Z¢j)syj) + S(02i + ¢j)((dxoi — Xcj)COj + 80;((—d i + Z¢j)Cyrj +

(dyoi = Yei)syj))) — 2(dai + d20iCO1ei + dxiCO2i — (dyoi — X¢j)COiC(62i + @) +

dyisO2i + C(02i + $j)s0j((dz0i — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)syj) + S(0ai + @)

((=dyoi +Yei)ewj + (=duoi + 26)sy;)) (~0xi02iC05i — dyi02i805i + c(02i + ;)

(—dyoicyj + (Vej + /i (~Gaoi + 26Oy} + (~Gaoi + Z¢j + ¥/j (dyoi — Ve ))swj) +
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Apéndice C

21 + 9;)s(02i + 6) ([ yoi — Ye)Cwj + (Aroi — Zej)swj) + (B2i + ¢;)C(O2i + ¢;)
((dxoi — X¢j)cOj + 503 ((—daoi + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)syj)) +

S(B2i + ;) ((dyoi — X¢)CO; + 0j(—dyoi + X¢j)s0; + 0;C;

((=dui + Ze))eyj + (dyoi — Ye))sw ) + 803 (=daoiCyj + g + Vi (dyoi — Ye))eyj +
(dyoi — Vej + 7 (dzoi — Z¢))sw)))

A continuacién se presentan los valores de las variables Hy,; a Hasi con las que se obtiene ém

Hazi = daif10i016i + $0101(0j(—Uyoi + Xcj)COj + (—Cyoi + Xcj)s0; +
Cyj((—0oi + Zoj + Vj(dyoi — Yej))cO; + 05 (o — 2j)s0;) +
((dyoi — Yoj + 7 (daoi — Zcj))CO; + O;(=yoi + Yo )s07)syrj) +
C016iC02i (choiCOiCP; — XciCHiCh; + dyoiichicy; — $iVeicicy; -
d10i0coiChdiCy + 0;2ciCOiChiCy | — dx0ifiCh;sh; + OjXjCh;sh; —
da0iChiCy jS0; + ZcCPicy S0 + dyoity iChiCy0; — /¥iChiCy0; — dxoiich;sdj +
iXciCOSP; + dyoiCySP; — Ve iSPj + duoiVy jCjSP; — V/jZeiCyjSp; + uvidiCyjSO;0; —
izciCyis0is; + (C;(;(dyoi — yei)Chj + (Ayoi — V)0 + (daoi — 2¢j) (dj + v7j$6;)) +
(choi — Zej + (~Cyoi +Yo) (¥ + $;860;))6;)/) + CO10i802i (~troighjCOiCo; +
$iXciCOiC; + dyoichicyj — YeiChiCy + duoiriCPiCy | — V/iZciChiCyj + da0ihiCiCy;s0; —
$izeiChicy s0; — dxoiCOjsd; + XciCOSP; — dyoidiCyjsh; + diycCySp; +
dyidjcOicysp; — OizcichiCy s + dyoifis0is; — 0% ¢50;50; + dniCyS0S; —
26Oy 8050} — dyoirjCy S0jS0; + ;Y05 + (€ (daoi — Z¢j + (=dyoi + Vi)
(i + 5997)) — (B;(dyoi — Ye)CO; + (dyoi — V)05 + (doi — 26) (@5 + v73S0)))s¢)sy ) -
0101C016i(d18i — dai — dzi + (dxoi — X¢j)s0j + COj((dz0i — Zg))Cyj + (—dyoi + Yej)sw ) —
0i1C010iC02i (dyi + (dyoi — X¢)CO35¢j + 50j5¢; (=da0i + Zej)oyj + (dyoi — Yej)Swj) +
i ((=0yoi + Yej)Cwj + (—Ua0i + Z¢))SWj)) + 010i5010i802i(dyi + (dxoi — X¢j)COjSP; +
$0j5P;((=d0i + Zcj)eyj + (dyoi — Yej)swj) + Coj((—dyoi + Yej)Cyj + (i + Z¢j)syj)) +
016iC0 280 101 (AXi — (dxoi — X¢j)COjCP; + Cdj50i((droi — Zc)Cyj + (—Uyoi + Yej)Syj) +
s¢j ((—dyoi + Ye)owj + (—daoi + 2j)swj)) + 021001010 2i (dXi — (dyoi — Xj)CjC; +
C9;si((dxi — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)syj) + shj((—dyoi + Yej)Cyj + (—dz0i + Zej)Sy))
Hasi = 010iC021i(—C(019i + 0211 )CO;C(O2i + @) + S(O19i + 0211)s05) +
0211 (—C(O10i + 20211)CO;C(02i + @) + S(O 10 + 20211)30;) +
€021i(05(—C(O10i + 0211 )05 + C(O2i + ¢;)S(O 10 + 0211)505) +
(02i + $;)c0;5(010i + 0211)5(02i + ¢;))
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Términos para los elementos Vy;

Hasi =

Hosi =

Haei =

02115021 (—C(010i + 021i)C0j5yj + SO 10 + 0211 (CyS(O2i + ¢5) + C(02i + ¢;)s0j5%))) —
CO21i (—7C(0 101 + 0211)COjCy | + (O10i + 021)CO;S(O10 + 021 )Sy | +

0;C(O10i + 0211)0;5yj + (O16i + 0211)C(O1; + 0211)(Cy;S(O2i + ;) + C(O2i + ;)s0j5y/5) +
(01901 + 021i)(c(02i + ¢; )Cl//j(92i + éj +y80)) — (—éjCOjC(in +¢j) +

Wy + (O2i + §;)50))s(02i + 6;))sv}))

€021 (Cy; (0;(cO;C(02i + ¢;)S(O19i + 0217) + C(O19i + 0211)30;) +

010i(O;S(O10i + 021i) + C(O10i + 0211 )C(02i + $j)s0;) —

(@101 + 0211)(Wj + O2i + $1)50;)5(02i + ) + 0211 (CO;S(O19i + 2021) +

C(O10i + 20211)C(02i + $)50;) SeCO21;) — syj((D2i + $5)C(02i + $;)S(O10i + 0211) +
i (—C(O19i + 021i)COj + C(O2i + ¢j)S(O19i + 021i)50;) + S(02i + ;)

(010iC(O 191 + 0217) + 021iC(O10i + 20211) SECH211)))

€021 (—201i5021i (€0 10 (05 ((—yoi + Yo)Cwj + (=Uo0i + Zgj)Syj) +

(s(02i + ¢j)((dzoi — Zj)eyj + (=dyoi + Yej)syj) + C(02i + ¢)s0;((dyoi — Yej)Cyj +
(dzoi — Z¢j)Sy))t021i) + 50101 (CO2i59; ((da0i — Zej)Cyj + (=yoi + Yej)Syj) +

(8021 ((dz0i — Zej)Cyrj + (—dyoi + Yej)Swj) + €02i80;((dyoi — Yej)wj + (dni — Z¢))Syj)) +
((dyoi — Yei)ewj + (dzoi — Zcj)syj) (—S02i80jS¢; + COjt021i))) +
CO21i(CO10i (COj (—dyoicyj + (Vej + /i (—daoi + Zg))Cyj +

(—daoi + Zj + ¥rj (dyoi — Ye)sw;) + 0;50;((dyoi — Ve )Cwj + (daoi — Zej)sw ) +
0211(s(02i + $i)((dai — Zgj)Cyj + (=dyoi + Ycj)syj) +

c(02i + ¢;)s0;((dyoi — Yej)Cwj + (dz0i — Zcj)Sw)) SecO3; +

(cy(c(02i + ¢;)(0;(dyoi — ) + (dyoi — Vej)s0j + (daoi — Zc) (D2i + @5 + 7s0;)) +
(daoi — Zej + (=Oyoi + Ye)(¥j + Oi + §;)30)))s(02i + ¢)) -

(C(02i + ¢;)(O5(—0pi + 26)COj + (—Uuoi + 26j)s0; + (dyoi — Vi) B2i + §j + v/j505)) +
(dyoi = Yo + (dooi = 2e)) (¥ + (O2i + $1)807))8(02i + 6;))sy 0 21i) —
919i5919i(09j((—dy0i + Yoy + (=i + Zej)syj) + (5(02i + ¢)((dwi — Zej)Cyj +
(=dyoi + Yej)sw ) + €(02i + ¢)s0i((dyoi — Yej)Cwj + (dpoi — Zej)Sy j)021i) + 010iCO 19i
(€02i8¢;((dx0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)syj) + € (s02i ((dxi — Zj)Cyrj +

(=dyoi + Ye)swj) + €02i80;((dyoi — Yej)Cyj + (dooi — Zej)Syj)) +

((dyoi — Yei)Cwj + (daoi — Z¢j)Sy () (—S02i80j5¢; + CO;t021i)) +

30101 ($5C02iC; ((da0i — Ze))Cy'j + (~Uyoi + Yej)Syj) — O2i802i5¢; ((da0i — Zg)Cyj +
(—dyoi + Yej)syj) + CO2is¢(droiCyj — (Zoj + V7j(dyoi — Yei))Cwj + (—dyoi + Yej +

¥/ (=daoi + 2¢))Sj) — §;5¢(s02i ((dooi — Zj)Cyj + (—dyoi + Yej)syj) +
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Hay7i =
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Apéndice C

c02i80; ((dyoi — Ve )y + (dooi — Ze)sy ) + Cj(CO2i80;((dyoi — Vi +

V(01 — 26))Cwj + (daoi — Zej + Vi (=dyoi + Ye))sw) + 0;¢02iC0;((dyoi — Yo )wj +
(dai — Z¢j)syj) + 502i((dxoi — Zoj + yj(=dyoi + Yej))Cyj + (—din +Yej +

¥ (—=da0i + 2))swj) + 02i(CO2i ((dz0i — Zej)Cyj + (=Uyoi + Yej)sw;) +

$02i80;((~dyoi + Yo)owj + (—Uaoi + Ze))syj))) + (([yoi — Ve + 17 (a0 — Zgj))Cyj +
(daoi — Zej + W/ (=dyoi + Yei))sw ;) (=502i80;5¢; + COjt01;) +

((=dyoi + Yooy + (—Oaoi + Zc)sw ) (§;CPS02i80; + 02iCO2i0;5¢; —

0,1i0;5eCH2,. + 0;(CO;S02iS¢; + $0;t0211)))))

C021i(=2021i5021i(CO 101 (505 ((—d 0 + Zj)Cyrj + (dyoi — Y)W +

(=dxoi + X¢j)C(O2i + ¢)t021i) + COj(dyoi — Xcj + C(O2i + @)

(=i + Zej)ewj + (dyoi — Yej)SwtO21i)) + S016i(CO;(C(O2i + ¢)((—dpi + Z¢j)Cyj +
(dyoi — Yej)syj) + (—dxoi + Xcj)t021i) + S0;((—dxoi + Xcj)C(02i + ¢j) +

((daoi — Zgj)eyj + (—dyoi + Ye))sW)t0217))) + CO21i(—019iS010i (50 ((—d0i + Zgj)Cyj +
(dyoi = Yej)syj + (—dxoi + Xcj)C(O2i + ¢j)t021i) + COj(dyoi — Xcj + C(O2i + @)

((=dz0i + Z¢j)ewj + (dyoi — Yej)syj)t021i) + 919i0919i(09j(0(92i + ¢i) (=i + Zej)Cyj +
(dyoi = Yej)swj) + (=Uxoi + Xcj)t021i) + S0j((=dxoi + X¢j)C(O2i + @) + ((do0i — Zej)Cyj +
(=dyoi + Ye)SWDt0211)) + CO16i(0;C0;((—du0i + Zej)Cyj + (dyoi — Yej)Sj +

(—=dyoi + X )C(O02i + $j)t021) + 80;((~Uu0i + Zg)Cyrj + i (dyoi — Yo )Cyrj +

(dyoi — Yej)swj + v (daoi — Zj)syj + 0211 (=duoi + X¢j)C(B2i + ;) s€CH3,; + (=i + Xcj)
(02 + $)021i + (O2i + $;)(dxoi — X¢j)S(O2i + §;)t0217) — 0;30;(dxoi — Xj + C(O2i + dj)
((~dy0i + Z¢)owj + (dyoi — Y )SWj)t021i) + CO;(dyoi — Xcj + 021iC(O2i + ;)

((=daoi + Zg))eyj + (dyoi — Yei)sy;) SecO3y; + (i + $7)8(02i + ¢;)(doi — Zcj)oyj +
(—dyoi + Ye))SWtO21i + (02 + ¢5)(—dzoiCyj + (Eej + 7 (dyoi — Yej))Cwrj +

(dyoi — Yej + Vj(dooi — 2¢j))SWt021)) + $010i(CO;((B2i + §;)5(O2i + ¢5)((doi — Zj)Cyrj +
(=dyoi + Yej)swj) + €02 + ¢ ) (~niCyj + (g + ¥rj(dyoi — Yej))Cyj +

(dyoi — Vi + V7 (daoi — 2g))SWj) + Oo1i(—Uxoi + Xcj) S€CO3y; + (—yoi + Xj)t0217) —
0is05(c(O2i + ¢§)((=d0i + Ze)Cwj + (dyoi — Yej)Swj) + (—Oxoi + Xcj)t0217) +
éjCQJ((—dxm +Xj)C(02i + @) + ((dai — Zej)eyj + (—yoi + Yej)Swt021i) +

$0; ((=dyoi + Xj)C(O2i + ¢;) + (D21 + $j) (Axoi — Xcj)5(02i + $j) + O21i ((droi — Zej)Cyrj +
(=dyoi + Ycj)syj) secOsy; + ((dyoi — Z¢j + ¥ j(=dyoi + Yej))Cyj +

(—=dyoi + Yej + 7/ (=daoi + Z¢)))SWt021:))))



Términos para los elementos Vy;

Hosi = (0101 + 021i)C021iC(010; + 0211)(C(02i + ¢)((dyoi — Yej)ewj + (da0i — Zj)Syj) +
$(02i + ¢j)((—dxoi + Xcj)CO; + 80j((dz0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)S¥j))) —
0211502115(016i + 021)(C(02i + ¢)(dyoi — Ye))owj + (daoi — Zej)sy)) + S(02i + ¢;)
((—dxoi + X¢j)€0; + 805 ((dz0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)Swj))) + CO21i8(019i + 021i)
(€02 + ¢;)(([Ayoi — Yej + V7§ (daoi — Z)))Cwj + (daoi — Zoj + ¥/ (—Cyoi + Yei))syj) +
(=02 — §)s02i + ¢5)(dyoi — Yooy + (daoi — Zg)sw ) + (O2i + $5)c(02i + ¢5)
((=doi + X¢j)cOj + 88 ((dz0i — Zej)eyj + (—dyoi + Yej)syj)) +5(02i + ¢;)
((~xoi + X¢j)cO; + 0;(dxoi — X¢)50j + 060, ((do0i — Z¢j)wj + (=dyoi + Yej)Swj) +
s0j(dziCyj — (g + ¥j(dyoi — Yei))Cwj + (~dyoi + Yoj + ¥/ (—daoi + 2))S})))

Hasi = 010iC021i(C(O10i + 0211 )CO;C(02i + d;) — S(O10i + 0211)80;) + 0211 (C(O10i + 201i)
C0;iC(02i + $j) — S(O10i + 20211)50;) + €O21i(05(c(O10i + 0211 )CO; —
C(02i + ¢;)5(019i + 0211)50;) — (B2i + ;)C0;S(O19i + 0211)5(02i + 65))

Haoi = —021i5021i(—C(O10i + 0211 )cOjSyj + S(O10i + 0211) (CyjS(02i + ¢5) +
C(02i + 0)80i8w})) + CO21i(—7jC(O19i + 021i)COC | + (O19i + 0211)CO;S(O 101 + 0211 )SWj +
0ic(019i + 0211)30559j + (019 + 021)C(O 10 + 0211) (CyS(O2i + ¢;) + C(O2i + ¢;)sOjSyj) +
S(010i + 0211)(C(02i + $j)Cyj(02i + §j + vr;s0;) —
(_éjCQjC(QZi +¢5) + (¥ + 02 + d')j)SHJ-)S(Ggi +0j))svj))

Hawi = 01i(syj((02i + §;)c(02i + ¢1)5O 101 + O21i) + v (—C(O10i + 021i)CO; +
C(02i + 0)S(019i + 0211)30;) + S(02i + $5)(O10iC(O 10 + O0217) +
021iC(0 101 + 20211) S€CO21:)) + (SO 101 + 0211) (7 + (O2i + $7)50;)3(02i + ¢) —
$05(c(019i + 0211) O + 010iC(O2i + $)) + 021iC(O19i + 20211 )C(O2i + §j) S€CO217) —
cOj((O10i + 05C(02i + ¢1))S(O10i + 021i) + 02150 19 + 2021;) S€CO1)))

Hazi = —(010i + 021i)C021iC(010i + 021 )(dyicOz; — dXisOzi + C(02; + ¢;)((—yoi + Ye)Cyrj +
(=i + Z¢)syj) + S(02i + ¢j)((dxoi — X¢)COj + SO (=i + Z¢j)Cyj +
(dyoi = Ye)Swj))) + 02118021i5(010i + 021: ) (dyich i — dxisO; +
C(02i + ¢j)((—dyoi + Ye)Cwj + (=daoi + Zc)sy) + $(62i + ¢5)((dxoi — Xcj)C0j +
$0;((=y0i + Zej)eyj + (dyoi = Yei)Sw))) — CO21iS(O10i + 021 ) (—dXi02CO; — dyidiS05; +
C(02i + $;)(=Gyoicy + (Vi + j(~aoi + Z6))Cy + (=Gaoi + Zcj + v7j(Ayoi = Yei))syj) +
(021 + $1)s(02i + ¢)((dyoi — Ye)owj + (daoi — 2g)swj) + (B2i + §;)c(O2i + ;)
((dyoi — X¢)CO; + $O;((~O0i + Ze)Cwj + (dyoi — Ye)sw ) +5(02i + ) ((Aoi — Xj)cO; +
0i(—dyoi + X¢)s0; + 0;¢0; (=i + Zgj)cyj + (dyoi — Ye)swj) +
s60(—=do0iCy j + (o + ¥ (Ayoi = Yei))owj + (Ayoi = Yoj + ¥j(daoi — 2)))sy}))
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Apéndice C

Hasi = €021i(~201i8021i (—CO 101 (dai + S02i (dyi + (dxoi — X¢5)cOi5¢j + 5056 ((—dz0i + Zej)Cyrj +

160

(dyoi — Yej)syj) + Coj((—dyoi + Yej)ewj + (—da0i + Z¢))Syj)) +

CO,i (dxi — (dyoi — X¢j)cOjChj + ;SO ((daoi — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)Syj) +

@i ((=dyoi + Yej)ewj + (=Uaoi + Z¢))syj)) — (—disi + dsi + dzi + (—xoi + Xj)S0; +

O ((=dz0i + Zj)eyj + (dyoi — Yej)Sw))t021i) + SO19i(—d1gi + ds; + dzi +

(dai + dxicOy; + dyisOyi + S(02i + ¢j)((=dyoi + Yej)Cyj + (=dz0i + Zcj)Sy )0 21i +
c0j((=dx0i + Z¢j)eyj + (dyoi — Yej)S¥j + (—Uxoi + X¢j)C(O2i + ¢j)t021i) +

80 (—dxoi + X¢j + C(02i + ¢;)(dz0i — Zej)Cyj + (=dyoi + Yej)SWj021i))) +

€0 21i(019i50 10 (i + $02i(dyi + (dxoi — X¢)CO;SPj + $05¢;((—z0i + Zej)Cyrj +

(dyoi = Yej)syj) + Cj((=dyoi + Yej)Cyj + (=i + Z¢j)Syj)) +

€O, (dxi — (dyoi — X¢j)COjCPhj + Ch;SO;((daoi — Z¢j)Cyj + (—dyoi + Yej)Syj) +

s¢j((=dyoi + Yej)ewj + (=Uai + Z¢))Syj)) — (—digi + dai + dzi + (—xoi + X)S0; +

00 (=i + Z))Cyj + (dyoi — Yei)SYi))t021i) — CO16i(S02i (§; (dhoi — Xcj)CHjc +

(dxoi — X¢j)COj5¢; — 0j(dxoi — Xj)30;50; + i (=dyoiCyrj + (Vej + v (=i + Zj))oy +
(=daoi + Zg + ¥/ (Dyoi — Yei))swj) + iC;80;(—dzoi + Ze)Cwj + (dyoi — Yep)swj) +
01¢0359;((~daoi + Zei)Cwj + (dyoi — Ye)sw) + 503805 (=duoiCy'j + (i + ¥ (dyoi — Yei))ewj +
(Ayoi = Yej + i (daoi — 2)))sy}) + 505 ([Dyoi — Yei)Syj + (daoi — Zj)Syj)) +

02iC02i(dyi + (dxoi — Xc)C0;S¢; + 50;5¢; ((=da0i + Zgj)eyj + (dyoi — Yei)syj) +

Chj((—dyoi + Yooy + (—0zoi + Z¢))Sw})) — 02i502i(dxi — (dxoi — X¢j)COjCP; +
C9;s0i((dzoi — Zej)eyj + (—dyoi + Yej)syj) + @i ((=dyoi + Yej)ewj + (=Uai + Z¢))syj)) +
002 (~(cyoi = Xcj)COic; + O3 (choi — Xcj)Cj80; + i (droi — Xcj)CO;50; + S¢;(~yoicyj +
e + i (~Oai + 2¢))Cyj + (—Gaoi + Zj + /j (Ayoi — Yep))sw ) + 0;c0iC;((duoi — Zgj)Cwj +
(=dyoi + Ye))swj) — #;50;50; (Ao — 2Oy + (—Gyoi + Ye)swj) + iC;((—dyoi + Yej)Cyrj +
(=daoi + 2))sw ) + €05 (daviCyrj — (o + ¥7j(dyoi — Yej))ow +

(=dyoi + i + /i (~dooi + 261))syj)) — Oani(~Uagi + i + dzi + (~yoi + Xj)s0; +
€;((—ai + Z¢)owj + (dyoi — Yej)swr;)) SecO3,; — (Bj(=dyoi + X¢j)COj + (—dyoi + Xcj)s0; +
03503 ((dz0i — Ze)Cwj + (—dyoi + Yej)swj) + 05 (~duoiCyj + (Gej + Vi (dyoi — Yei))Cwj +

(Ayoi = Yoj + Vi (doi — 261))SWi)t0211) + O10iC019i (C1gi + dai + dzi +

(da4i + dXicOzi + dyistzi + s(62i + ¢5)((—dyoi + Yej)Cwj + (—dui + Z¢j)S¥))t021i +

€O ((—daoi + Z¢j)eyj + (dyoi — Yej)syj + (—duoi + X¢j)C(02i + $j)t021i) +

$0;(=dxoi + Xcj + €(02i + ¢)((dz0i — Zej)Cyj + (—dyoi + Yej)Sy)t021i)) +



Términos para los elementos Vy;

A continuacién se presentan los valores de las variables Has a Hagi con las que se obtiene 916i

(dyif2ic2; — dXi02iS02i + $(02i + ¢;) (~Ayoicy + (Vej + v (=du0i + Zj))Cyj +
(—din + Z¢j + Y j(dyoi — Yej))syj) + (é2i + <l.5j)C(92i + ¢ )((—dyoi + Yej)oyj +
(=a0i + Z¢))SW )0 21i — 0;30;((—dy0i + Zgj)eyj + (dyoi — Yej)Swj +

(=dxoi + X¢j)C(02i + $)t021;) + €0; (=i + Z¢)wj + ¥rj(dyoi — Yej)Cwj + (dyoi — Yej)sw +

V(i — Z¢j)syj + 921i(—dx0i + X¢j)C(02; + ¢j)5909§1i + (_dei +X¢j)
(021 + 9)t021i + (02 + 65 (dsoi — Xj)S(O2i + $j)t0217) + 0;ch;
(=dxoi + X¢j + C(O2i + ¢;)((d0i — Z¢j)Cyrj + (—yoi + Yej)SWj)t021i) +

59j(—dx0i + X¢j + 921iC(92i + ¢)((dwi — Z¢j)Cyj + (—dyoi + yc;)su/;)sew%li -

(02 + )52 + ;) (dzi — Zj)Cyj + (=dyoi + Yej)S¥)t021; +

(@21 + ¢;)[Daicyj — G + Vj(dyoi — Yo))owj + (=dyoi + Vi + ¥/ (=a0i + Z¢)))SWt0211))))

Haai = 5eC016i(17/iCOiCyS(010i + 021i) + (O10i + 0211)C(O 10 + 021 )CO;Syj —

Has;

Hsei

0;5(019i + 0211305y} — (O19i + 0211)8(019i + 021:) (CyjS(O2i + ¢;) +
C(02i + ¢)s0jsyj) + C(O10i + 021i)(C(O2i + ¢j)Cl//j(92i + ¢j +y805) —

(—QJCQjC(in +¢j) + (v + (02 + <l.5j)59j)5(92i +¢j))syj) + élGi(CQJS(Qmi +021i)Syj +

C(O190i + 021i)(CyjS(O2i + ¢j) + C(O2i + ¢;)s0;Sy )0 16i)

= lSeC@lei(Cl//j(Z(@19i +0,13)00;C(02i + $;)S(O19i + 021;) — (B0 + 0211 — 6;)

2
(0191 + 0211 — ;) + 20;C(O19i + 0211 )C(02i + ;)30 + (D19i + O21i + 0;)

(@191 + 021 + 0;) + 2(02i + §;)C(O10i + 021:)00;(O2i + §;)) — i (C(O19i + 0211 — 0;) —

C(O10i + 0217 + 05) — 2¢(O10i + 0211)CO;C(O2i + ¢;))syj + 161 (C(O19i + 0211 — 0;) —
C(O19i + 021 + 0;) — 2C(O10i + 021i)CO;C(O2i + Pj))CyitO16i)

= 56C016i ((—010i — 0211)5(O10i + 0211 ) (CyS0;S(02i + @) + C(O2i + §j)sSy;) +

(0101 + 0211) (Cyj (C(O2i + ¢ (rj + (21 + §;)s0;) + 0iCO;S(02i + §5)) —
(02 + B +80,)8(02i + $;)sw ) + O16iC(O 10 + 0211 ) (CyjSO;5(02i + ) +
c(O2i + ¢j)sy )t 16i)

Hazi = seCO16i((—010i — 0211)5(010i + 0211) (CyrjS0;8(02i + ;) + C(O2i + dj)Sw) +

(0101 + 0211)(Cyj (C(O2i + ¢ (rj + (21 + §7)s0;) + 0iCO;S(02i + §5)) —
(02 + B +;0,)8(02i + $;)sw;) + O16iC(O 10 + 021i ) (CyjSO;5(02i + ;) +
c(O2i + ¢j)sy )t 16i)

5919i(921i(d4i + dxicOy; + dyishy; + S(02i + ¢j)((—dyoi + Yej)Cwj + (—dz0i + Z¢j)syj)) 5609§1i +
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Apéndice C

Hagi = 5eC016i((O10i + 021i)COiCwS(O10i + 021i) + 05C(O10i + 0211 )CyrjSO; +
¥/iC(O101 + 021)C0;SW | + S(O101 + 0211)(05C0;C(02i + §j)cwj — Cyrj(rj + (021 + §;)s0;)
S(02i + ¢) — (021 + $;)(O2i + §j + 307)sw}) + (O 10i + 021)C(O10i + O21:)
(C(02i + ¢5)cys05 — S(O2i + ¢;)Syj) + O16i(—C(O10i + 021 )COjCyj +
S(019i + 021i)(C(O2i + ¢j)CySO; — S(O2i + ¢)Syj)t016i)

Haoi = seCO16i(010iCOjCyS010i SECO 21 + 0CH10iCy SO SECH21; + 17jCO10iCH; S SECH1i —
01iC010iCO Cy; SECO21t0 211 + (O10i + 0211)C(O19i + 021i)(C(O2i + dj)Cy ;SO —
S(02i + ¢;)sy + COIC[t021;) + S(O10i + 0211)(05CO;C(02i + ¢)Cy | —
VioySO2i + ¢5) = Oz + $)cw 505502 + $5) — (B2i + $;)c(O2i + §))sy -
WiC(02i + ¢;)s0;Syj + 021,C0;Cyj SeCH3,, — iy SOit01; — \7;CO;SWtB1) —
016it016i (CO10iCO CYj SECO21i — S(O19i + 0211)(C(O2i + dj)CyrjsO; —
S(02i + ¢j)syj + COjCyt21i)))

A continuacién se presentan los valores de las variables Hag; a Hazi con las que se obtiene é15i

Haoi = 5eC016i56C021i (0210021150161 — 0101C0;C S0 107 + 016iC0 16150211 — 0;CO 10iCy SO} —
V/jCO101C0;SW | + 0101 (—0;CO;C(02i + §;)Cwj + Cyrj (i + (Oai + $7)30))5(02i + ¢5) +
(2 + ¢;)(02i + §j + /i$0)sy) + 010iCO10i (=C(O2i + ¢;)CySO; + SOz + §j)sy)) +
0161 (CO10iCO CY | + S016iS021i + SO10i(—C(O2i + §;)CjSO; + S(02i + §;)Sy )0 16i +
021i(CO161CO;iCY j + SO16i5021; + 010 (—C(O2i + p;)Cy 505 + S(O2i + h;)sy())t021:)
Hy1i = CO1s; secelsi(—20'15i5915i(302i(cw,-s¢j + CP;SOisyj) + COzi(—ChjCy; + SO;Spisyj) —
(CyS010iS(02i + @) + (—CO19iCO; + C(O2i + ¢)5010iS0;)Syj) SECO21it015:) +
016100151 (02i (Cy jS¢; + Cp;SO;y }) + CO2(—ChiCy + SO;5;5w}) —
(Cyi$010iS(02i + @j) + (—CO19iCO; + C(O2i + )50 10iS0;)Syj) SECO21it0 15i )10 167 +
CO15i(02iCO2i (CyrjSPj + Ch;SO;Swj) + 0218021 (ChiCyj — SO;ShiSwj) + CH2i
(Ci(@ +/;$07)s; + (C; (§7; + $50;) + 0;C0;36;)sy}) + 021 (Cicy ($; + v/90;) +
(OicOic; — (7 + $;301)391)sy ) — O15i(Cy 0 1015(02 + ;) +
(—CO16iCO; + C(O2i + $;)016i80))SW }) SECO25; 5LCOa1 — (Cyj((D2i + §;)C(O2i + h;)O 161 +
Y (—CO19iCO; + C(02i + $;)5010i50;) + 010iCO1iS(02i + ¢;)) +
(0;(cO;c(2i + ¢j)S019i + CO19i50;) + 010i(CO;SO19i + CO19iC(O2i + ¢;)S0;) —
$010i(rj + B2 + $1)50;)s(02i + $1))sw}) SeCO21it0 151 — O21i(Cy010iS(02i + ;) +
(—CO19iCO;j + C(O2i + P})S010iS0;)Sy |) SECO21it015i1071i))
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Términos para los elementos Vy;

Haoi =

Hasi =

Hasi =

€O 15i SeC 0161 (20 151 Cy j50 151 (COjS(02i + ;) — (CO;C(O2i + )0 107 + CO10iS0;)
secO21it01s;) + v7jCO15iSyj(CO;S(02i + ¢j) — (COC(O2i + @j)SO10i + CO19iS0;)
seC071it015i) — 016iCO15iCy§(CO;S(02i + ¢j) — (CO;C(O2i + pj)SO10i + CO1050])
$eC021it0151)t0 161 — CO151Cyj (021 + $;)COC(O2i + §;) — 0j30;5(02i + ;) —
015i(CO;C(O2i + ¢)S010i + CO10150;) SECH25; SeCH 211 — (O101(CO10iCO;C(O2i + ¢j) —
$01050;) + 0;(CO10iCO; — C(02i + $7)5010i50;) — (O2i + $)C0;8010i5(02i + $;))
$eC051it015i — 921i(09j0(92i + §j)S0 10 + CO10iS0;) S€CO21it0 1510 21i))

CO1si sec@lei(—2915i3915i(392i(cu/,-sHquS,- + CPjSyj) + COri(—CojCy SO + spisy;) —
$010i(CyS0;S(02i + ;) + C(O2i + ¢;)Sy) SECO21it015:) + O16iCO15;

(SO2i(CySOisp; + Chjsyj) + COai(—CojCySO; + Sp;Syj) — SO10i(CySO;S(O2i + @) +
C(02i + @j)Syj)SeClr1it015)t0 16 + 0015i(92ic02i(cwj50js¢j + CohjSyj) +
COai(-0;c0ichicy; + oy (irj + $;S0;)sh; + Chj(dj + vris0;)svj) +

0218021 (coicy j0; — Sp3Sw5) + $02i(Cy (i (v + $550;) + 0;00;305) -

((]),- +7i50;)8piSy ) — 015i5010i (CyS0;S(02i + d;) + C(O2i + §j)Sy;) s€COH2. SeCHo1; —
010iC0 10 (CyjS0;S(02i + §j) + C(O2i + ¢;)Sy ) SLCO 1015 — SO

(Cy§(C(O2i + ) + Oz + §;)305) + 0;00;5(02i + ¢7)) —

O2i + ¢ +1/150))5(O2i + §;)sy ) SeCOt015i —

02115010 (CyS0;S(02i + ;) + C(O2i + §;)Sw}) S€CO71it015it0217))

CO1si secelei(—2915i5015i(502i(cszejsd),- + CPjSyj) + CO2i(—CojCy SO + Spjsy;) —
S0 10i (CyjSO;S(02i + @) + C(O2; + §j)Syj) seCO1it015;) +

01610151 (502 (CyS0;5; + ChiSw}) + CO2i (—ChjCyjSO; + Spjsyj) —
$010i(CyjSO;S(02i + @) + C(02i + ¢j)Sy ) S€CO21it015)

t016i + CO15i(02iCO2i (CyS0;SP; + ChjSY;) + COa;

(=0icoiepicy; + cyi(yj + §;s07)s; + Chi (i +v/iS0))sy ) +

02i50,i (CiCy S0} — sh;Sw) + SO (Cy (Ch; (v + ¢;90;) + 0cisp;) —

(d),- +iS0;)sPisyj) — 915i3919i(cv/,-59,-s(92i +¢j) +c(02 + ¢j)swj)se00§5i sechs,qj —
010iC010i (Cy;50;5(02i + ¢;) + C(O2i + ;)sy;) SLCOt0 15 —

0101 (Cyj(C(02i + ¢j) (¥ + (021 + $j)s0;) + 0icO;S(02i + ¢;)) —

O2i + $j +1r150))5(02i + §;)sy ) SeCOt015i —

021180101 (CyS0;S(02i + @) + C(O2i + d)Swj) SLCO21it015i10211))
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Hasi =

Haei =

Hazi =

164

Apéndice C

SeC 0161 SeC 021i (CO1515015i (C/ (0;(CO10iC0;C(02i + §5) — $010150;) +

019i(C010iC0; — C(O2i + 6;)501650;) — CO10i(§/j + (D21 + $)507)(02i + ;) -
(CO10iC(02i + ¢;)(D2i + j + /;S0;) + SO16i (V/iCOj — O 10102 + §;)))sy}) + O15iCO%;
(cOjcysO1ei + CO19i (C(O2i + ¢j)CyjSOj — S(02i + j)S¥j)) —

015150%5;(COjCy S019i + CO10i (C(02i + ¢ )Ty iSO} — S(O2i + ¢} )Syj)) +
016iC015i50 151 (CO;jCy S0 101 + CO10i (C(O2i + §)Cy ;SO — S(O2i + )5y )0 16i +
021iC01515015i (CO;Cy SO 19i + CO19i(C(O2i + B )CwS0j — S(O2i + ¢} )SW)0217)

SEC 0211 (S6C 021 (—CO 15150151 S€CO 16i (D161 SECO16i + 0211 (CO10iCO CY | +

$010i(—C(02i + )y js0; + S(O2i + §;)sy})) 56C021) — 0151C(2015i )t0161) —
(CO15i8015i (Cy  (—CO; (D101 + 0iC(02i + $§))5010i — CO10i (0 + O10iC(02i + ¢}))sO; +
$010i(/j + (D2i + §)50))5(02i + $;)) + ((O2i + §;)c(02i + ¢;)5010i +

¥ (—CO19iCO; + C(O2i + ¢;)5010i80;) + 010iCO10iS(02i + §;))Sy ) SCH 161 +
015i1C(2015i ) (CO10iCOCY j + SO10i(—C(02i + ;)CyjS05 + S(O2i + ¢;)S¥j)) SECO16i +
(016iC015150 151 (CO19iCO CY | — C(O2i + ¢ )CySO10iS0; +

$010iS(02i + $;)sY}) SeCO16i + 021i5(2015i) SLCO21)t0161)t021; —

021i€0 15150151 (CO161CO;CY j + S0 10i(—C(O2i + $;)Cy/jS05 + S(02i + §j)Sj)) SeCO14it03;;)
CO15i SeC 0 16i (20155015 ((—Cy50;5(02i + ¢;) — C(02i + §j)sy| —

(CO10iChiCyj + SO 10i(—C(O2i + ¢j)Cy SO + S(O2i + @j)Sy)) S€CH21it015)t0 161 —
5eC016it015it0211) + 016iCO15it0 161 (—Cy/jSO;S(02i + §;) — C(02i + p;)syj —
(COr9iCOiCyj + S010i(=C(O2i + ¢j)Cy iSO + S(02i + ¢j)Syj)) S€CO21it015i)t016i —
$eC016it0151t0217) + CO15i(—021i SECO 161 SECO2,;t015) — 161 SECO2; (CyjSO;S(02i + ¢;) +
C(02i + @j)Syj + (CO1iCO;CY | + SO10i(—C(O2i + ¢j)CySO; +

(02 + ¢j)SW;)) SeCO21it015i) — 0151 SECO3; SECO16it021i — 016 SECO16it0151t0 16110211 —
t016i (5C(02i + ¢;)Cw | + (O2i + §;)C(02i + ¢j)cy;50; + 05c0;Cy;S(02i + ;) —

(O2i + $1)3(02i + $))sy — vrs0;5(02i + $j)syj + O15i(CO9iCOCY j +

$010i(—C(02i + dj)CwS0; +S(02i + dj)Sw)) SCO?; S€CO21; +

(Cyj(—CO; (0101 + 0;C(02i + $;))s0 101 — CO10i (05 + O10iC(O2i + §5))s0; +

$010i (¥ + (02 + <I.5j)59j)5(92i +¢j)) + (02 + ¢j)0(92i + ¢j)s019i +

¥ (—CO10iCO; + C(O2i + §;)5010i50;) + 016iCO10iS(02i + §))Sy) SeCO1it015i +
021i(CO101CO;Cyj + SO10i(—C(O2i + )y ;SOj + S(O2i + $;)Sy})) SECO1it015t0211)))



Términos para los elementos Vy;

A continuacién se presentan los valores de las variables Hag; a Hss; con las que se obtiene é17i

Hagi = —C017i(016iCO16iS015i + CO15i(017i + 015150161)) + SO15i (0151 + 017i50161)5017i
Hasi = cyj(=c(02i + ) (¥ + (O2i + )30)) — 0;c0;5(02i + ¢;)) +
(02 + ; +7j30;)s(02i + §;)sv;
Hsoi = —icOicys(0ai + ¢;) — (B2i + $;)cO;c(02i + ¢;)sy + 0;S0;5(02i + ¢;)syj
Hsii = —C(02i + 65)Cy (02 + §j + v7js0;) + (=0;c0;c(02i + ¢;) +
(5 + (02 + $5)50)3(02i + ¢;))svj
Hsoi = —C(02i + ¢j)cyj(@ai + j + vris0;) + (—0;cHic(B2i + ;) +
(rj + O2i + $)s07)s(O2 + ¢y
Hssi = 017iC016iC017iS015i + (015iC015iCO16i — 01615015150 161)5017i
Hssi = 015iC017i(015i + 017i5016i) + (016iC015iC0161 — 0151 (0171 + 01515016i))5017i

A continuacién se presentan los valores de las variables Hss; a Hsz; con las que se obtiene é6i

Hssi = —207i(=d20i06iC(010i — O6i) + d13i(—021i + 06i1)C(O 10 + 0211 — Oi) +
010i(d20iC(O16i — Oi) — d13iC(O10i + O21i — 06i)) — d15i06iS0ei)
Hsei = 2(d20id7i(—010i + 06i)C(010i — Ogi) + d13id7i (0101 + 011 — Ogi)
C(010i + 0211 — 06i) + d1gi020i010i50 101 — 1310181 (010 + 0211)5(O10i + 0217))
Hs7i = 2d13i(=020i021iC021i + d7i(O 101 + 021i — 06i)C(O10i + 0211 — Ogi) —
d1gi (0101 + 0211)5(010i + 021i))

A continuacidn se presentan los valores de las variables Hsg; a Hg1i con las que se obtiene élZi

Hsgi = —d20i010i8010i + 13i(O10i + 0211)5(016i + 0211) + d7i06iS0si

Hsoi = %(2919i0(912i — 019i — 021 )(—13i8012i + d20iS(012i — O21i)) —
2(021i(d13iC(O12i — O 101 — 021i)5012i — U20iS(2012i — O16i — 20217)) +
012i(d20i5(2012i — 0101 — 2021i) — d13iS(2012i — O 19 — 0211)) + d7i0iS06i))

Heoi = —d13i(010i + 0211)C(012i — O10i — 021i)012i + 20101010101 +
d13i012i5(20 12 — 0101 — 021i) — d7:06iS06i

He1i = %(d7i9.6i596i +071(2012i — 2(016i + 0211) + 061)5(2012i — 2(0 101 + 0217) + O6i))
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Apéndice C

A continuacién se presentan los valores de las variables Hgy; a Hesi con las que se obtiene égi

Hezi = d16i06iCOsi + d20i(—010i + 06150101 — Oei) +
d13i(010i + 211 — 061)S(O 101 + O21i — Osi)
Hesi = COgi(—d20i(—010i + Ogi + 0oi)S(010i — O6i — Ooi) +
d13i(—016i — O21i + O6i + 01)S(0 101 + 021i — O6i — 0si)) +
09i(d20iC(O 101 — Osi — O9i) — d13iC(O10i + O1i — O — 09i))SDoi
Heai = d13i(—010i — 0211 + Ogi + 00i)CO8iS(O10i + O21i — O6i — Ogi) —
d13i00iC(O10; + 0211 — O6i — Ogi)S0ei
Hesi = COgi(d1si(Osi + 0oi)C(0gi + Osi) + da0i(—010; + Osi + 00i)5(010i — Ogi — Ogi) +
d13i(010i + 211 — Oi — 001)5(O 101 + 0211 — O — Ooi)) —
0915001 (d20iC(0 101 — O6i — O0i) — d13iC(O 10 + O21i — Osi — Oi) + d15iS(Osi + Ooi))
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Apeéndice D

Solucion de Sistema Lineal
Subdeterminado

Un sistema de ecuaciones lineales subdeterminado, es aquel sistema [9]
Ax=Db (D.1)

donde se define a A como una matriz de m x n, para este caso m <ny rango(A) = m, mientras X y
b son vectores de n- y m- dimension respectivamente. El sistema bajo estudio admite infinidad de
soluciones, lo que nos permite imponer una condicion sobre una solucién especifica que
obtengamos. La eleccion obvia es la solucion minima de la norma de x. La minimizacién del
cuadrado de la norma euclidiana de x conduce a un problema lineal, por lo tanto, una solucién
directa del problema en cuestién es posible. De esta manera se tiene:

z(x)s%”x”i N mxin (D.2)

sometido a la restriccion representada pro la ecuacion (D.1). Ya que se tiene un problema de
minimizacion restringida, se procede a la solucién via multiplicadores de Lagrange. Es decir, se
introduce una funcidn objetivo {(x), definida como:

g(x)sz(x)+kT(Ax—b)—>rTX1ixn (D.3)

no sujeta a restricciones, con A definida como un vector m-dimensional de los multiplicadores de
Lagrange, ahora se determina. De esta manera ahora se tiene un problema de minimizacién sin
restricciones con m + n variables disefiadas, los componentes m de A y los componentes n de X, que

. . T . .
agrupamos en un vector (m + n)-dimensional y E[XT, ;J] . La condicion de normalidad para el

problema anteriormente mencionado se establece como:

LES (D.4)
dy

con Om+n definido como el vector cero de dimension (m + n). La condicidn anterior puede ser
dividida en dos condiciones:

I
dx
I
di
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Apéndice D. Solucion de Sistema Lineal Subdeterminado

con O y 0, definidas, respectivamente, como los vectores cero de dimension m y n. La ecuacién
superior lleva a:

9§5x+AM=on (D.5)
dx
9 _ Ax—b=0_ (D.6)
da

Eliminando A del sistema de ecuaciones anterior, se obtiene:
x=AT(AAT) b (D.7)

lo cual es la solucion de la norma minima al problema propuesto.
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