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Introduccion

El propésito de este trabajo es dar una relaciéon entre la gavilla de médulos de diferenciales sobre un
esquema y el espacio cotangente asociado al esquema y de esta forma tener una expresion algebraica de
la cual podemos obtener alguna informacién, principalmente sobre los puntos regulares, como veremos al
final del segundo capitulo.

En el primer capitulo daremos las nociones béasicas sobre la teoria de esquemas sin entrar en mucho
detalle y algunos resultados importantes, ya que los esquemas vienen como una generalizacién del concepto
de variedades algebraicas afines o proyectivas estudiadas en un curso béasico de geometria algebraica, y
de la necesidad de definir algin tipo de variedad abstracta que no tiene a priori un encaje de un espacio
afin o proyectivo. Si comenzamos del hecho que a una variedad afin le corresponde un dominio entero
finitamente generado sobre un campo, extendemos esto a cualquier anillo conmutativo A, sobre el cual
definiremos un espacio topolégico Spec A y una gavilla de anillos sobre Spec A, que generaliza al anillo
de funciones regulares sobre una variedad afin, y que llamamos a esto un esquema afin. Un esquema
entonces serd definido pegando esquemas afines, y esto generalizard la nocién de variedad algebraica.

En el segundo capitulo construiremos un objeto algebraico, el médulo de diferenciales de Kéahler, que
al generalizarse sobre un esquema jugard el papel del fibrado cotangente y ain méas serd una gavilla
coherente si el esquema es noetheriano. Como una relaciéon importante entre el médulo de diferenciales
y los puntos regulares es que un punto es regular si y sélo si el médulo de diferenciales es libre de rango
igual a la dimensién del esquema en el punto dado.
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Capitulo 1

Generalidades de Esquemas

En este capitulo mostraremos la teoria basica de esquemas, sin ahondar mucho en el tema, asi como un
repaso rapido de la teoria de gavillas (necesarias para definir esquemas). Con esto tendremos el lenguaje
elemental al que se hace referencia al estudiar la teoria de esquemas en algebra conmutativa. Trataremos
algunos temas que pueden ser hechos con el lenguaje de variedades, pero que son més convenientes usando
esquemas.

1.1 Gavillas

El concepto de una gavilla provee una manera sistematica de mantener un seguimiento de la informacién
algebraica local sobre un espacio topoldgico. Por ejemplo, las funciones regulares sobre un subconjunto
abierto de una variedad forman una gavilla. Las gavillas son esenciales en el estudio de esquemas, de
hecho, no podemos definir un esquema sin usar gavillas.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio topolégico. Una pregavilla % de grupos abelianos sobre X consiste
de
(a) para cada subconjunto abierto U C X, un grupo abeliano F(U), y
(b) para cada inclusion VC U de subconjuntos abiertos de X, un morfismo de grupos abelianos pyy :
FU) = F(V),

sujeto a las condiciones

(0) F()=0
(1) puu es el mapeo identidad F(U) — F(U), y

(2) si W CV CU son tres subconjuntos abiertos, entonces puw = pvw © puv -

Definimos una pregavilla de anillos, de conjuntos, o una pregavilla con valores en una categoia fija C,
reemplazando las palabra “grupos abelianos” en la definicién por “anillos”, “conjuntos”, o “objetos de
C” respectivamente.

Para terminologia, si .% es una pregavilla sobre X, nos referimos a .%# (U) como una seccién de la
pregavilla # sobre el subconjunto abierto U, y algunas veces usamos la notacién I'(U, F) para denotar
al grupo % (U). Llamamos a los mapeos pyy mapeos restriccion, y algunas veces escribimos s|y en
lugar de pyv(s), si s € F(U).
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Una gavilla rigurosamente hablando es una pregavilla cuyas secciones son determinadas por la infor-
macién local. Para ser precisos damos la siguiente informacion.

Definicion 1.1.2. Una pregavilla % sobre un espacio topoldgico X es una gavilla si satisface las si-
guientes condiciones suplementarias:

(3) si U es un conjunto abierto, si {V;} es una cubierta abierta de U, y si s € F(U) es un elemento
tal que sy, = 0 para cada i, entonces s = 0;

(4) siU es un conjunto abierto, si {V;} es una cubierta abierta de U y si tenemos elementos s; € F(V;)
para cada i, con la propiedad de que para cada t,j, S; vinv;, entonces existe un elemento
s € Z(U) tal que sly, = s; para cada i.

ViV = 8j

Ejemplo 1.1.3. Sea X una variedad sobre el campo k. Para cada subconjunto abierto U C X, sea
O(U) el anillo de funciones requlares de U a k, y para cada V C U, sea pyy : O(U) — O(V) el mapeo
restriccion en el sentido usual. Entonces O es una gavilla de anillos sobre X. Es claro que es una
pregavilla de anillos. Para verificar las condiciones (3) y (4), notamos que una funcion que es localmente
0 es 0, y una funcion que es localmente regular es regular, a partir de la definicion de funcion regular.
Llamamos a O la gavilla de funciones regulares sobre X.

Definicién 1.1.4. Si % es una pregavilla sobre X, y si P es un punto de X, definimos el germen Fp
de F en P como el limite directo de los grupos F (U) para todos los conjuntos abiertos U que contienen
a P, via los mapeos restriccion p.

Entonces un elemento de #p es representado por un par (U, s), donde U es una vecindad abierta de
P,y s es un elemento de % (U). Dos pares (U, s) y (V,t) definen el mismo elemento de .Zp si y sélo si
existe una vecindad abierta W de P con W C U NV, tal que s|W = ¢|W. Entonces hablamos de los
elementos del germen .%p como gérmenes de secciones de .% en el punto P. En el caso de una variedad
X y su gavilla de funciones regulares O, el germen Op en un punto P es justo el anillo local de P sobre
X.

Definicién 1.1.5. Si % y & son pregavillas sobre X, un morfismo de pregavillas consiste de un
morfismo de grupos abelianos o(U) : #(U) — 9(U) para cada subconjunto abierto U, tal que cuando
V C U es una inclusion, el diagrama

7)) 2% g

\LPUV pbv

o (V) (V)

es conmutativo, donde p y p' son los mapeos restriccion en F y 4, respectivamente. Si F y 4 son
gavillas, usamos la misma definicion para un morfismo de gavillas. Un isomorfismo es un morfismo
el cual tiene un inverso.

Definicién 1.1.6. Sea ¢ : F — 4 un morfismo de pregavillas. Definimos la pregavilla kernel de ¢,
pregavilla cokernel de ¢, y pregavilla imagen de ¢ como las pregavillas dadas por U — ker(o(U)),
U — coker(p(U)), y U — im(o(U)) respectivamente.

Notemos que si ¢ : ¥ — ¥ es un morfismo de gavillas, entonces la pregavilla kernel de ¢ es una
gavilla, pero la pregavilla cokernel y pregavilla imagen de ¢ no son gavillas en general.

Proposicién 1.1.7. Dada una pregavilla ., existe una gaville F+ y un morfismo 0 : F — F+, con la
propiedad de que para cualquier gavilla &, y cualquier morfismo ¢ : F — 9, existe un unico morfismo
Wi FT — G tal que p =1pol. Mds ain, el par (F,0) es tnico salvo isomorfismo. F+ es llamada la
gavilla asociada a la pregavilla % .

Demostracion. Ver ([7], Proposicién 1.2, p.64]). O
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Definicién 1.1.8. Una subgavilla de una gavilla F es una gavilla %' tal que para cada subconjunto
abierto U C X, ZF'(U) es un subgrupo de F(U), y los mapeos restriccion de la gavilla F' son inducidos
por aquellos de F. De esto sigue que para cada punto P, el germen F} es un subgrupo de Fp.

St F — 9 es un morfismo de gavillas, entonces ker ¢ es una subgavilla de F. Decimos que un
morfismo de gavillas ¢ : F — 4 es inyectivo si kerp = 0. Entonces ¢ es inyectivo si y sélo si el mapeo
inducido o(U) : F(U) — 4(U) es inyectivo para cada conjunto abierto de X.

St F — G es un morfismo de gavillas, definimos la imagen de o, denotada imyp, a la gavilla
asociada a la pregavilla imagen de . Por la propiedad universal de la gavilla asociada a una pregavilla,
existe un mapeo natural imp — 4. De hecho este mapeo es inyectivo, entonces imp puede ser identificada
con una subgavilla de 4. Decimos que un morfismo ¢ : F — 4 de gavillas es sobreyectivo si imp = 4.

Sea F' una subgavilla de una gavilla #. Definimos la gavilla cociente F/F' como la gavilla
asociada a la pregavilla U — F(U)/F'(U). De esto sigue que para cada punto P, el germen (F |F')p
es el cociente Fp|Fp.

St F — 94 es un morfismo de gavillas, definimos el cokernel de ¢, denotado coker ¢, como la
gavilla asociada a la pregavilla cokernel de .

Observacién 1.1.9. Vimos que un morfismo ¢ : F — 4 de gavillas es inyectivo si y sélo si el mapeo
sobre las secciones p(U) : F(U) — 4(U) es inyectivo para cada U. El correspondiente enunciado para
morfismo sobreyectivos no es verdad: si ¢ : F — 9 es sobreyectivo, los mapeos p(U) : F(U) — 4(U)
sobre las secciones no necesariamente son sobreyectivos. De cualquier forma, podemos decir que ¢ es
sobreyectivo si y sdlo si los mapeos pp : Fp — Yp sobre los gérmenes son sobreyectivos para cada P.

Definicién 1.1.10. Sea f : X — Y un mapeo continuo de espacios topolégicos. Para cualquier gavilla
F sobre X, definimos la gavilla imagen directa f..7 sobre Y por (f.7)(V) = Z(f~*(V)) para cada
conjunto abierto V-C Y. Para cada gavilla 9 sobre Y, definimos la gavilla imagen inversa f~'9 sobre
X como la gavilla asociada a la pregavilla U — h—H>1VDf(U) 4(V), donde U es cualquier conjunto abierto
en X, y el limite directo es tomado sobre todos los conjuntos abiertos V de Y que contienen f0).

Definicién 1.1.11. 57 Z es un subconjunto de X, considerado como un subespacio topoldgico con la
topologia inducida, siv: Z — X es el mapeo inclusion, y si F es una gavilla sobre X, entonces llamamos
1"L.F la restriccion de F a Z, y denotada F|yz. Notamos que el germen de F |z en un punto P € Z
es justo Fp.

Propiedad de Adjuncion de f~'. Sea f: X — Y un mapeo continuo de espacios topolégicos. Para
cada gavilla .Z sobre X existe un mapeo natural f~!f..# — %, y para cada gavilla ¢4 sobre Y existe un
mapeo 4 — f.f'9. Usando estos dos mapeo existe una biyeccién natural de conjuntos para gavillas .#
sobre X y ¢ sobre Y,

Homy (f~'¥9,.7) = Homy (¥, f..7).

Por lo tanto decimos que f~! es un adjunto izquierdo de f. y que f. es un adjunto derecho de f~'.

1.2 Esquemas

En esta seccién definiremos la nociéon de esquema. Primero definimos un esquema afin: a cualquier
anillo A le asociamos un espacio topoldgico junto con una gavilla de anillo sobre éste, llamado Spec A.
Esta construccién es paralela a la construccién de variedades afines, excepto que los puntos de Spec A
corresponden a todos los ideales primos de A, no sélo los ideales maximales. Después definiremos un
esquema arbitrario como algo que localmente es como un esquema afin. Finalmente, después de cambiar
el punto de vista, podemos considerar a las variedades como esquemas. Entonces la categoria de esquemas
es una ampliacién de la categoria de variedades.

Definimos el espacio Spec A asociado al anillo A como el conjunto de todos los ideales primos de



8 1.2. Esquemas

A. Si a es cualquier ideal de A, definimos el subconjunto V(a) C Spec A como el conjunto de todos los
ideales primos que contienen a a.

Lema 1.2.1.

1. Sia yb son dos ideales de A, entonces V(ab) =V (a) UV (b).
2. Si{a;,} es un conjunto de ideales de A, entonces V(3 a;) =V (a;).

3. Siayb son dos ideales, V(a) C V(b) siy sdlo si \/a D Vb.
Demostracion. Ver ([[7], Lema 2.1, p.70]). O

Ahora definimos una topologia sobre Spec A tomando a los subconjuntos de la forma V'(a) como los
subconjuntos cerrados. Notemos que V(A) = 0; V((0)) = Spec A; y el lema muestra que la unién finita
e interseccién arbitraria de conjuntos de la forma V'(a) es otra vez de esta forma. Por lo tanto forman
los conjuntos cerrados para una topologia sobre Spec A.

En seguida definimos una gavilla de anillos O sobre Spec A. Para cada ideal primo p C A, sea A, la
localizacién de A en p. Para cada conjunto abierto U C Spec A, definimos O(U) como el conjunto de
funciones s : U — HpeU A, tal que s(p) € Ap, para cada p, y tal que s es localmente un cociente de
elementos de A: para ser precisos, requerimos que para cada p € U, exista una vecindad V de p, contenida
en U, y elementos a, f € A, tal que paracadaq eV, f €q,y s(q) = a/f en A;. (Notamos la similitud con
la definicion de las funciones regulares sobre una variedad. La diferencia es que consideramos funciones
hacia varios anillos locales, en lugar de hacia un campo.)

Es claro que la suma y producto de tales funciones es otra vez de esta forma y que el elemento 1
el cual da 1 en cada A, es una identidad. Entonces O(U) es un anillo conmutativo con identidad. Si
V C U son dos conjuntos abiertos, la restriccién natural O(U) — O(V') es un homomorfismo de anillos.
Entonces es claro que O es una pregavilla. Finalmente, es claro de la naturaleza local de la definicién
que O es una gavilla.

Definicién 1.2.2. Sea A un anillo. El espectro de A es la pareja (Spec A,O) consistente del espacio
topoldgico Spec A junto con la gavilla de anillos O definida arriba.

Para cualquier elemento f € A, denotamos por D(f) el complemento de V((f)). Notemos que los
conjuntos abiertos de la forma D(f) forman una base para la topologi de Spec A. De hecho, si V(a) es
un conjunto cerrado, y p € V(a), entonces p 2 a, entonces existe un f € a, f ¢ p. Entonces p € D(f) y
D(fynV(a)=0.

Proposicién 1.2.3. Sea A un anillo, y (Spec A, O) su espectro. Para cada p € Spec A, el germen O,
de la gavilla O es isomorfo al anillo local A,.

Demostracion. Definimos un homomorfismo de O, a A, mandando cualquier seccién local s en una
vecindad de p a su valor s(p) € A,. Esto da un homomorfismo bien definido ¢ de O, a A,. El mapeo
¢ es sobreyectivo, porque cualquier elemento de A, puede ser representado como un cociente a/f, con
a,f € A, f ¢ p. Entonces D(f) serd una vecindad abierta de p, y a/f define una seccién de O sobre D(f)
cuyo valor en p es el elemento dado. Para mostrar que ¢ es inyectiva, sea U una vecindad de p, y sean
s,t € O(U) elementos que tienen el mismo valor s(p) = t(p) en p. Encogiendo U si es necesario, podemos
asumir que s = a/f y t = b/g sobre U, donde a,b, f,g € Ay f,g & p. Como a/f y b/g tienen la misma
imagen en Ay, sigue de la definicién de localizacién que existe un h ¢ p tal que h(ga — fb) = 0 en A. Por
lo tanto a/f = b/g en cada anillo local A4 tal que f,g,h & q. Pero el conjunto de tales q es el conjunto
abierto D(f) N D(g) N D(h), el cual contiene a p. Por lo tanto s = ¢ en toda una vecindad de p, asi que
tienen el mismo germen en p. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O
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Definicién 1.2.4. Un espacio anillado es una pareja (X,Ox) consistente de un espacio topoldgico
X y una gavilla de anillos Ox sobre X. Un morfismo de espacios anillados de (X,0x) a (Y,Oy)
es una pareja (f, f#) de un mapeo continuo f : X — Y y un mapeo f#* : Oy — f.Ox de gavillas de
anillos sobre Y. El espacio anillado (X,Ox) es un espacio anillado local si para cada punto P € X,
el germen Ox p es un anillo local.

Un morfismo (f, f7) es un isomorfismo siy sélo si f es un homeomorfismo de los espacios topoldgicos
subyacentes, y f# es un isomorfismo de gavillas.

Proposiciéon 1.2.5.

1. Si A es un anillo, entonces (Spec A, O) es un espacio anillado local.

2. Sip:A— B es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ induce un morfismo natural de espacios
anillados locales

(fs f#) : (Spec B, OSpec 5) — (Spec A, OSpec a)-

Demostracion. (1) Sigue inmediatamente a partir de (1.2.3).

(2) Dado un homomorfismo ¢ : A — B, definimos un mapeo f : Spec B — Spec A como f(p) = ¢~ 1(p)
para cualquier p € Spec B. Si a es un ideal de A, entonces es inmediato que f~1(V(a)) = V(¢(a)), asf
que f es continua. Para cada p € Spec B, podemos localizar ¢ para obtener un homomorfismo local de
anillos locales ¢, @ A,-1(5) — By. Ahora para cualquier conjunto abierto V' C Spec A obtenemos un
homomorfismo de anillos f# : OSpec AV) = OSpec 5 (f7H(V)) por la definicién de O, componiendo con

el mapeo f y pp. Esto da el morfismo de gavillas f# : OSpec A f*(OSpec p)- Los mapeos inducidos

f# sobre los gérmenes son justo los homomorfismos locales ©p, asi que (f, f #) es un morfismo de espacios
anillados locales. O

Definicién 1.2.6. Un esquema afin es un espacio anillado local (X, O) el cual es isomorfo (como un
espacio anillado local) al espectro de algin anillo. Un esquema es un espacio anillado local (X,0) en
el cual cada punto tiene una vecindad U tal que el espacio topoldgico U, junto con la gavilla restriccion
Ox|U es un esquema afin. Llamamos a X el espacio topoldgico subyacente del esquema (X,0x) y
Ox su gavilla estructural .

Ejemplo 1.2.7. Si k es un campo, Spec k es un esquema afin cuyo espacio topoldgico consiste de un
solo punto, y cuya gavilla estructural consiste del campo k.

Ejemplo 1.2.8. Si k es un campo, definimos la linea afin sobre k, A}, como Spec k[z]. Este tiene
un punto &, correspondiente al ideal cero, cuya cerradura en el espacio completo. FEste es llamado un
punto genérico. Los otros puntos, que corresponden a los ideales mazimales en k[z], son llamados
puntos cerrados. FEstos estdn en correspondencia uno a uno con los polinomios monicos irreducibles
no constantes en x. En particular, si k es algebraicamente cerrado, los puntos cerrados de Ai estan en
correspondencia uno a uno con elementos de k.

Ejemplo 1.2.9. Sea k un campo algebraicamente cerrado y consideramos el plano afin sobre k, definido
como AZ = Spec k[x,y|. Los puntos cerrados de A2 estdn en correspondencia uno a uno con los pares de
elementos de k. Mds ain, el conjunto de todos los puntos cerrados de A%, con la topologia inducida, es
homeomorfo a la variedad A%. Ademds de los puntos cerrados, existe un punto genérico €, correspondiente
el ideal cero de k[z,y], cuya cerradura es todo el espacio. También, para cada polinomio irreducible f(x,y),
existe un punto n cuya cerradura consiste de n junto con todos los puntos cerrados (a,b) para los cuales
f(a,b) =0. Decimos que n es un punto genérico de la curva f(x,y) = 0.

Definicién 1.2.10. Un morfismo entre esquemas X yY es una pareja (1,9%), donde 1 : X — Y es
un mapeo continuo sobre los espacios topoldgicos subyacentes y

7/}# : OY - 1/)*OX
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es un mapeo de gavillas sobre Y que satisfacen la condicion de que para cada punto p € X y cualquier
vecindad U de q = (p) en Y una seccion f € Oy (U) se anula en q si y sélo si la seccion v¥ f de
. 0x(U) = Ox(¢~tU) se anula en p.

Esta ultima condicién tiene una reformulacioén en términos de los anillos locales Ox , ¥ Oy,4. Cualquier
mapeo de gavillas ¢# : Oy — 1,Ox induce un mapeo en los gérmenes

Oyg= lim Oy(U)— lim Ox(y~'U),
q€UCY qeUCY

y este tltimo anillo naturalmente se mapea al limite

lim Ox(V)
peVCX

sobre todos los subconjuntos abiertos V' que contienen a p, el cual es Ox . Entonces Y¥# induce un
mapeo de anillos locales Oy, — Ox . Decir que una seccién f € Oy (U) se anula en ¢ si y sélo si
Y7 f € .Ox(U) = Ox(¢p~1U) se anula en p es decir que el mapeo Oy, — Ox,, manda el ideal maximal
my,, en my ,, en otras palabras, es un homomorfismo local de espacios locales.

Recordemos que ¥ es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo) si y sélo si el mapeo inducido sobre
los gérmenes es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo).

En seguida, definimos una clase importante de esquemas, construidos de anillos graduados, los cuales
son analogos a las variedades proyectivas.

Sea S un anillo graduado. Denotamos S, al ideal @, Sa-

Definimos el conjunto Proj S como el conjunto de todos los ideales primos homogéneos p, que no son
todo Sy. Si a es un ideal homogéneo de S, definimos el subconjunto V(a) = {p € Proj S|p D a}.

Lema 1.2.11.

1. Sia y b son ideales homogéneos en S, entonces V(ab) = V(a) UV (b).

2. Si{a;} es una familia de ideales homogéneos de S, entonces V(>_a;) =V (a;).
Demostracion. Ver ([[7], Lema 2.4, p.76]). O

A partir del lema anterior podemos definir una topologia sobre Proj S tomando como subconjuntos
cerrados a los subconjuntos de la forma V' (a).

Lo préximo es definir una gavilla de anillos O sobre Proj S. Para cada p € Proj S, consideramos el
anillo S(,) de elementos de grado cero en el anillo localizado T—1S, donde T es el sistema multiplicativo
de todos los elementos homogéneos de S que no estan en p. Para cada subconjunto abierto U C Proj S,
definimos O(U) al conjunto de funciones s : U — ]S, tal que para cada p € U, s(p) € Sy, y tal que
s es localmente un cociente de elementos de S: para cada p € U, existe una vecindad V de p en U, y
elementos homogéneos s, f € S, del mismo grado, tal que para todo q € V, f € q, y s(q) = a/f en S).
Es claro que O es una pregavilla de anillos, con la resctriccién natural, y es claro de la naturaleza local
de la definicién de O que es una gavilla.

Definicién 1.2.12. Si S es un anillo graduado, definimos (Proj S,O) como el espacio topoldgico junto
con la gavilla de anillos construida como arriba.

Proposicién 1.2.13. Sea S un anillo graduado.

1. Para cualquier p € Proj S, el germen Oy es isomorfo al anillo local Sy .
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2. Para cualquier elemento homogéneo f € Sy, sea Dy (f) = {p € Proj S|f & p}. Entonces Di(f)
es abierto en Proj S. Mads aun, estos conjuntos abiertos cubren Proj S, y para cada uno de tales
conjuntos, tenemos un isomorfismo de espacios anillados locales

(D4(f),Olp, (1)) = Spec Sy,
donde S(yy es el subanillo de elementos de grado 0 en el anillo localizado Sy.

8. Proj S es un esquema.

Demostracion. Notamos que (1) dice que Proj S es un espacio anillado local, y (2) nos dice que es cubierto
por esquemas abiertos afines, asi que (3) es consecuencia de (1) y (2).

La demostracién de (1) es practicamente la misma que la de (1.2.3).

Para probar (2), primero notemos que Di(f) = Proj S\ V((f)), asi que es abierto. Como los
elementos de Proj S son aquellos ideales primos homogéneos p de S los cuales no contienen todo S,
entonces los conjuntos abiertos Dy (f) para homogéneos f € S, cubren Proj S. Ahora fijamos un
elemento homogéneo f € S, . Definiremos un isomorfismo (¢, p*) de espacios anillados locales de D (f)
a Spec S(y). Existe un homomorfismo natural de anillos S — Sy, y S() es un subanillo de Sy. Para
cualquier ideal homogéneo a C S, sea p(a) = (aSy) N Sy). En particular, si p € Dy(f), entonces
©(p) € Spec Sy, ast que tenemos un mapeo ¢ como conjuntos. Las propiedades de localizacién muestran
que ¢ es una biyeccién como un mapeo de D, (f) a Spec S(y). Més atin, si a es un ideal homogéneo de
S, entonces p D a siy sélo si p(p) 2 ¢(a). Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. Notamos también que si
p € Do (f), entonces los anillos locales S,y ¥ (S(#))p(p) Son naturalmente isomorfos. Estos isomorfismos y
el homeomorfismo ¢ inducen un mapeo natural de gavillas ¢ : OSpec S ‘P*(OProj slp.(p)) el cual

podemos reconocer como un isomorfismo. Por lo tanto (¢, ™) es un isomorfismo de espacios anillados
locales, como pediamos. O

Ejemplo 1.2.14. Se A es un anillo, definimos el n-espacio proyectivo sobre A como el esquema
P, = Proj Alzo, ..., x,]. En particular, si A es un campo algebraicamente cerrado k, entonces P} es un
esquema cuyo subespacio de puntos cerrados es naturalmente homeomorfo a la variedad llamada n-espacio
proyectivo.

Definicién 1.2.15. Sea S un esquema fijo. Un esquema sobre S es un esquema X, junto con un
morfismo X — S. Si X y Y son esquemas sobre S, un morfismo de X a'Y como esquemas sobre S,

(también llamado un S-morfismo) es un morfismo f : X — Y el cual es compatible con el morfismo dado
aS.

Proposicién 1.2.16.

1. Sea ¢ : S — T un homomorfismo graduado de anillos graduados (preserva grados). Sea U = {p €
Proj T|p 2 ¢(S+)}. Entonces U es un subconjunto abierto de Proj T, y ¢ determina un morfismo
natural f : U — Proj S.

2. El morfismo f puede ser un isomorfismo ain cuando ¢ no lo sea. Por ejemplo, supongamos que
wq : Sq — T4 es un isomorfismo para todo d > dy, donde dy es un entero. Entonces U = Proj T y
el morfismo f: Proj T — Proj S es un isomorfismo

Demostracion.

(1) El conjunto Proj T\U = {p € Proj T|p D »(S+)} es el mismo conjunto si reemplazamos ¢(Sy)
por el ideal que éste genera. Cualquier elemento f € S puede ser expresado como una suma f1 +-- -+ f,
donde los f; son homogéneos, asi que p(f) = ©(f1)+ -+ ¢(fn) donde cada ¢(f;) es homogéneo, asi que
el ideal generado por ¢(S,) es generado por elementos homogéneos. Entonces Proj T\U es un conjunto
cerrado y por lo tanto U es un conjunto abierto.
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Como mapeo de espacios topoldgicos, definimos f : U — Proj S por p — ¢ *(p). Como p 2
©(S4), 971 (p) 2 S, asi que estd bien definido. Consideremos el mapeo localizado @) : S(-1(p)) — T(p)
donde T{;) es el anillo de elementos de grado cero en el anillo localizado A~!T donde A es el conjunto
multiplicativo consistente de todos los elementos homogéneos de T' que no estan en p. Notemos que
S(p-1(p)) €s un anillo local cuyo ideal maximal es la imagen de ¢~ (p), y similarmente con Ty A
partir de esto vemos que ¢(,) es un homomorfismo local. Ahora necesitamos definir un morfismo de
gavillas f# : OPI‘Oj g — fiU. SiV C Proj S es un conjunto abierto, entonces OProj 5(V) consiste
de funciones s : V' — [ oy S(q) tal que s(q) € S() v s es localmente un cociente de elementos de S.
Componiendo con el mapeo localizado, conseguimos cambiar cada una de estas funciones en otra funcién
t: f7HV) — oes-10v) Tia) tal que t(q) € Tq) v t es localmente un cociente de elementos de T'. Los
mapeos restriccién de OProj 5 Y Ou son restricciones de dominios, asi que el mapeo acabado de definir
da un morfismo de gavillas. El germen en un punto p € U es el mapeo ¢y, el cual es local, asf que f es
un morfismo de esquemas.

(2) Sea p un ideal primo homogéneo de T, y supongamos que p contiene p(S.). Sea x € T un
elemento homogéneo de grado o > 0. Para algin n, na > dy, asi que 2" € Ty, = ©(Sna) C p, y por
tanto « € p. Esto implica que T4 C p, y por lo tanto U = Proj T. El mapeo inducido de espacios
topolégicos f : Proj T'— Proj S esta dado por p — ¢~ 1(p). Supongamos que = 1(p) = ¢~1(q) para dos
ideales p,q € Proj T. Entonces pg; = qq para todo d > dy. Para cualquier elemento homogéneo x € q
de grado positivo, alguna potencia suficientemente grande =" tiene grado mayor o igual que dy, asi que
" € p, lo cual implica que = € p. Por simetria, py = q4 para todo d > 0. Si x € pg, entonces como
p € Proj T, existe un elemento homogéneo y ¢ p con deg y > 0. Esto quiere decir que deg xy > 0, asi
que zy € q. Como y ¢ q, tenemos que x € ¢, asi que por simetria, pg = qo, y f es inyectiva.

Ahora tenemos que probar que f es sobreyectiva. Sea {a;} un conjunto de generadores homogéneos
para Ty. Entonces {D4(;)} es una cubierta de Proj T'. Para cualquier ideal primo p € Proj T, a?o Ep
si y sélo si v € p, asi que podemos asumir que deg «v; > dg para todo i. Afirmamos que {D (¢~ ()}
forma una cubierta de Proj S. Si no, entonces existe p tal que ¢ ~!(c;) € p para todo i. Sin embargo, los
«; generan P d>dy Ld> ¥y POr lo tanto su preimagen estd contenida en p. Ademaés, esta preimagen al menos
contiene S; porque @4 es un isomorfismo para d > dg, asi que Sy C p, lo cual contradice que p € Proj S.
Entonces tenemos mapeos fo, : Dy (a;) — Di(¢ () para todo i. Este mapeo puede ser reescrito
como Spec T(q,) — Spec S(,-1(a,)), €l cual es inducido por el mapeo localizado ¥ : S(,-1(a,)) = T(ay)-
Afirmamos que este mapeo localizado ¥ es un isomorfismo. Si ¥ (a/u) = 0, entonces

V(e (ai)a/e™Hag)u) =0

del cual obtenemos
el Hai)a) /p(p™ ai)u) = 0
en T(,,). Esto significa que
ai (e~ (a)a) = e~ (ai)aaf’) =0

para algun n, y podemos tomar n suficientemente grande tal que el grado es mds grande que dy, asi que
o Ha;)aa? = 0, lo cual significa que a = 0 en S(p-1(as))- Por sobreyectividad, escogemos b/} € T(q,)-
Entonces para algin m, deg baf" > dy, asi que existe un elemento ¢~ (bal™) /o™ (™) en S(p-1(ay))
el cual se mapea a b/a” por . Entonces, ¢ es un isomorfismo, asf que f# es un isomorfismo de gavillas
porque los D4 («;) forman una cubierta. Entonces f es un homeomorfismo porque la imagen inversa

preserva la inclusién de ideales y por lo tanto de conjuntos cerrados, asi que (f, f#) es un isomorfismo
de esquemas. O]

Proposicién 1.2.17. 1. Sea ¢ : S — T un homomorfismo sobreyectivo de anillos graduados, preser-
vando grados. El conjunto U de (1.2.16) es igual a Proj T, y el morfismo f : ProjT — Proj S es
una inmersion cerrada.

2. Si I C S es un ideal homogéneo, tomamos T = S/I y sea Y el subesquema cerrado de X =
Proj S definido como imagen de la inmersién cerrada Proj S/I — X. Sea dy un entero, y sea
I'=@ >4, La- Entonces I e I' determinan el mismo subesquema cerrado.
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Demostracion.

(1) Si ¢ : S — T es sobreyectivo y preserva grados, entonces ¢(Sy) = T. Por definicién, U =
{p € Proj T|p 2 ¢(S4+)}, tenemos que U = Proj T. El mapeo f : Proj T — Proj S es definido por
p — o 1(p), el cual afirmamos que es inyectivo. Supongamos que ¢~ !(p) = p~1(q) para p,q € Proj 7.
Si p # q, entonces escogemos x € q — p. Como ¢ es sobreyectiva, p~1(x) es no vacfo. Si p~1(x) C p,
entonces (o~ 1(p)) es estrictamente més grande que p, lo cual es una contradiccién, asf que f es inyectiva.
Afirmamos que f(Proj T) = V(a) donde a = ﬂpEPI“Oj % 1 (p). Supongamos que q 2 a, y sea ¢’ la
imagen inversa de ¢(q). Notamos que ¢(q) es un ideal primo homogéneo de T porque ¢ es sobreyectiva.
Esto es, si ab € p(p), donde ambos a y b son homogéneos, entonces a y b tienen preimdgenes homogéneas
cuyo producto estd contenido en ¢, lo cual significa que al menos uno de a o b estd contenido en ¢(q).
Por definicién g’ D g. Si la inclusién es propia, entonces escogemos x € ¢’ — q. Existe algin y € q tal que
o(x) = ¢(y). Pero entonces x —y € ¢’ —qy ¢(z —y) = 0. De cualquier forma, 0 esta contenido en cada
ideal primo de T', y por lo tanto x — y estd contenido en a, lo cual es una contradiccion, asi que q' = q, lo
cual prueba la afirmacién y muestra que f(Proj T) es un conjunto cerrado. Asi que f es una biyeccién
y @ preserva la inclusién de ideales y por lo tanto f es un homeomorfismo. Finalmente, el mapeo sobre
los gérmenes es el mismo que el mapeo localizado ¢,y : S(p)y — T ®s S(p), el cual es sobreyectivo porque
¢ lo es. Entonces f es una inmersién cerrada.

(2) Existe un diagrama conmutativo de anillos graduados donde los mapeo son proyecciones

S — ST

e

S/I
Este induce un diagrama conmutativo de esquemas

Proj S <—— Proj S/I

|

Proj S/I

El mapeo S/I' — S/I es un isomorfismo sobre la parte de grado d para d > dy, asi que por la Proposicién
1.2.16 (2), el mapeo Proj S/I — Proj S/I' es un isomorfismo. El diagrama conmutativo arriba muestra
que I e I’ determinan el mismo subesquema cerrado. O

Proposicién 1.2.18. Sea X un esquema, f € I'(X,Ox), y definimos Xy como el subconjunto de puntos
x € X tal que el germen f, de [ en x no estd contenido en el ideal mazimal m, del anillo local Oy. Si
U = Spec B es un subesquema abierto afin, y st f € B =T'(U,Ox|u) es la restriccion de f, entonces

UNXy=D(f), por lo que podemos concluir que Xy es un subconjunto abierto de X.

Demostracion. Escribimos U N Xy como el conjunto de p € Spec B para los cuales f, € m, en el anillo
local Oy. También D(f) es el conjunto de ideales primos de B que no contienen a f, el cual es el conjunto
de ideales primos p de B para los cuales f es invertible en B, = O,. Notamos que O, \ m, es el conjunto
de unidades de O,. Es claro que cada unidad de O, no estd en m,. Para el inverso, un elemento x ¢ m,
genera un ideal no contenido en my, asi que debe ser el ideal unidad porque O, es local, asi que es una
unidad. Entonces UNXy es el conjunto de elementos p € Spec B para los cuales f, es invertible en Oy, asf

que UNXy = D(f). Ahora cubrimos X con subesquemas abiertos afines Spec A;. Entonces Spec 4; N Xy
es un conjunto abierto porque es igual a D(f;) donde f; es la restriccién de f a I'(Spec A;, OSpec Ai)7 y

U(Spec A; N Xf) = X, asi que X es un subconjunto abierto de X. O

Proposicién 1.2.19. Sea A un anillo, X = Spec A y f € A. Entonces [ es nilpotente si y sdlo si D(f)
es vacto.
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Demostracion. La interseccién de todos los ideales primos de A es igual al nilradical de A. Entonces f es
nilpotente si y sélo si f estd contenido en cada ideal primo, lo cual es equivalente a decir que D(f) = 0. [

1.3 Propiedades de Esquemas

En esta seccién daremos algunas de la primera propiedades de los esquemas.

Definicién 1.3.1. Un esquema es conexo si su espacio topoldgico es conexo. Un esquema es irreducible
st su espacio topoldgico es irreducible.

Definicién 1.3.2. Un esquema X es reducido si para cada conjunto abierto U, el anillo Ox(U) no
tiene elementos nilpotentes. Equivalentemente, X es reducido si y solo si el anillo local Op, para todo
P € X, no tienen elementos nilpotentes.

Definicién 1.3.3. Un esquema X es entero si para cada conjunto abierto U C X, el anillo Ox(U) es
un dominio entero.

Ejemplo 1.3.4. Si X = Spec A es un esquema afin, entonces X es irreducible si y sélo si el nilradical
nil A de A es primo; X es reducido si y solo si nil A = 0; y X es entero si y solo si A es un dominio
entero.

Proposicion 1.3.5. Un esquema es entero si y solo si es reducido e irreducible.

Demostracion. Claramente un esquema entero es reducido. Si X no es irreducible, entonces podemos
encontrar dos subconjuntos abiertos no vacios disjuntos Uy y Us. Entonces O(U; UUs) = O(Uy) x O(Us),
el cual no es un dominio entero. Entonces entero implica irreducible.

Inversamente, supongamos que X es reducido e irreducible. Sea U C X un subconjunto abierto,
y supongamos que existen elementos f,g € O(U) con fg = 0. Sea Y = {z € U|f, € m,}, y sea
Z ={x € Ulgy € my}. Entonces Y y Z son subconjuntos cerrados (1.2.18). Pero como X es irreducible,
también lo es U, asi que uno Y o Z es igual a U, digamos Y = U. Pero entonces la restriccién de f
a cualquier subconjunto abierto affn de U serd nilpotente (1.2.19), por lo tanto cero, asi que f es zero.
Esto prueba que X es entero. O

Definicién 1.3.6. Un esquema X es localmente noetheriano si puede ser cubierto por subconjuntos
abiertos afines Spec A;, donde cada A; es un anillo noetheriano. X es noetheriano si es localmente
noetheriano y cuasicompacto. Equivalentemente, X es noetheriano si puede ser cubierto por un niumero
finito de subconjuntos abiertos afines Spec A;, con cada A; un anillo noetheriano.

Observacién 1.3.7. Si (X,Ox ) es un esquema noetheriano, entonces X es un espacio topoldgico noethe-
riano, pero no inversamente.

Proposicion 1.3.8. Un esquema X es localmente noetheriano si y solo si para cada subconjunto abierto
afin U = Spec A, A es un anillo noetheriano. En particular, un esquema afin X = Spec A es un esquema
noetheriano si y solo si el anillo A es un anillo noetheriano.

Demostracion. La primer implicacién sigue de la definicién, asi que tenemos que probar que si X es
localmente noetheriano, y si U = Spec A es un subconjunto abierto afin, entonces A es un anillo noethe-
riano. Primero notemos que si B es un anillo noetheriano, también lo es cualquier localizacién By. Los
subconjuntos abiertos D(f) = Spec By forman una base para la topologia de Spec B. Por lo tanto sobre
un esquema localmente noetheriano X existe una base para la topologia consistente del espectro de anillos
noetherianos. En particular, nuestros conjuntos abiertos U pueden ser cubiertos por espectros de anillos
noetherianos.

Asi que nosotros hemos reducido a probar el siguiente enunciado: sea X = Spec A un esquema afin,
el cual puede ser cubierto por subconjuntos abiertos que son espectro de anillos noetherianos. Entonces
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A es noetheriano. Sea U = Spec B un subconjunto abierto de X, con B noetheriano. Entonces para
algin f € A, D(f) CU. Sea f la imagen de f en B. Entonces Ay & Bg, por lo tanto Ay es noetheriano.
Entonces podemos cubrir X por subconjuntos abiertos D(f) = Spec Ay con Ay noetheriano. Como X
es cuasicompacto, un numero finito son suficientes.

Por lo tanto hemos reducido a un problema puramente algebraico: A es un anillo, fi,..., f, son un
numero finito de elementos de A, los cuales generan el ideal unidad, y cada localizaciéon Ay, es noetheriano.
Tenemos que probar que A es noetheriano. Primero establecemos un lema. Sea a C A un ideal, y sea
@i+ A — Ay, el mapeo localizacién, ¢ = 1,...,r. Entonces

a=[¢ "(e(a)- Ap,):

La inclusién C es obvia. Inversamente, dado un elemento b € A contenido en la interseccién, podemos
escribir ¢;(b) = a/f]" en Ay, para cada ¢, donde a; € a, y n; > 0. Incrementando n; si es necesario,
podemos hacerlos todos iguales a un n fijo. Esto significa que en A tenemos

fiM(fi'b—a;) =0

para algin m;. Y como antes, podemos hacer todos los m; = m. Entonces fim+"b € a para cada 1.
Como fi,..., f, generan el ideal unidad, lo mismo es verdad para su IN-ésima potencia para cualquier
N. Tomamos N = n + m. Entonces tenemos 1 = 3" ¢; f para ¢; € A adecuados. Por lo tanto

b=> cifibea

como requeriamos.

Ahora podemos facilmente probar que A es noetheriano. Sea a; C as C ... una cadena ascendente de
ideales en A. Entonces para cada 1,

pi(a) - Ay, C piaz) - A, C ...

es una cadena ascendente de ideales en Ay,, la cual debe ser estacionaria porque Ay, es noetheriano.
Existe s6lo un ndmero finito de Ay,, por el lema concluimos que la cadena original es eventualmente
estacionaria, y por lo tanto A es noetheriano. O

Definicién 1.3.9. Un morfismo f : X — Y de esquemas es localmente de tipo finito si existe una
cubierta de Y por subconjuntos afines abiertos V; = Spec B;, tal que para cada i, f~1(V;) puede ser
cubierto por subconjuntos abiertos afines U;; = Spec A;j, donde cada A;; es una B;-dlgebra finitamente
generada. El morfismo f es de tipo finito si ademds cada f~(V;) puede ser cubierto por un nimero
finito de los Uj;.

Definicién 1.3.10. Un morfismo f: X — Y es un morfismo finito si existe una cubierta de Y por
subconjuntos abiertos afines V; = Spec B;, tal que para cada i, f~1(V;) es afin, iqual a Spec A;, donde
A; es una Bj-dlgebra la cual es una B;-mddulo finitamente generado.

Definicién 1.3.11. Un subesquema abierto de un esquema X es un esquema U, cuyo espacio topoldgico
es un subconjunto abierto de X, y cuya gavilla estructural Oy es isomorfa a la restriccion Ox|y de la
gavilla estructural de X. Una inmersion abierta es un morfismo f : X — Y el cual induce un
isomorfismo de X con un subesquema abierto de Y.

Cada subconjunto abierto de un esquema lleva consigo una estructura unica de subesquema abierto.

Definicién 1.3.12. Una inmersion cerrada es un morfismo f: Y — X de esquemas tal que f induce
un homeomorfismo del espacio subyacente de Y sobre un subconjunto cerrado del espacio subyacente de
X, y mds aiin el mapeo inducido f# : Ox — f.Oy de gavillas sobre X es sobreyectivo. Un subesquema
cerrado de un esquema X es una clase de equivalencia de inmersiones cerradas, donde decimos que
f:Y =Xy f:Y — X son equivalentes si existe un isomorfismoi:Y' — Y tal que f' = f oi.
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Ejemplo 1.3.13. Sea A un anillo, y a un ideal de A. Sea X = Spec A y seaY = Spec A/a. Entonces el
homomorfismo de anillos A — A/a induce un morfismo de esquemas f : Y — X el cual es una inmersion
cerrada. El mapeo f es un homeomorfismo de Y sobre el subconjunto cerrado V(a) de X, y el mapeo de
gavillas estructurales Ox — f.Oy es sobreyectiva porque es sobreyectiva sobre los gérmenes, los cuales
son localizaciones de A y A/a respectivamente.

Entonces para cualquier ideal a C A obtenemos una estructura de subesquemas cerrados sobre el
conjunto cerrado V(a) C X. En particular, cada subconjunto cerrado Y de X tiene muchas estructuras
de subesquema cerrado, correspondiente a todos los ideales a para los cuales V(a) =Y. De hecho, cada
estructura de subesquema cerrado sobre un subconjunto cerrado Y de un esquema afin X viene de un
ideal en esta manera.

Definicién 1.3.14. La dimension de un esquema X, denotada dim X, es su dimension como un
espacio topoldgico. St Z es un subconjunto cerrado irreducible de X, entonces la codimension de Z en
X, denotada codim(Z,X ) es el supremo de los enteros n tal que existe una cadena

Z=7y<Z1<...<...<Zyn

de subconjuntos cerrados irreducibles distintos de X, comenzando con Z.

Existe una importante generalizacion de la idea de preimagen de un conjunto bajo una funcién en la
nocion de producto fibrado de esquemas. Para llegar a esta definicién, primero recordamos esta definicién
en la categoria de conjuntos.

El producto fibrado de dos conjuntos X y Y sobre un tercer conjunto S, esto es, de un diagrama de
mapeos de conjuntos

es por definicién el conjunto

X xgY ={(z,y) € X xY | p(x) =9(y)}.

El producto fibrado es a veces llamado el pullback de X (o de X — §) a Y. Ademds X xg Y viene con
proyecciones naturales a X y Y haciendo que el diagrama

XXgY —=X

L)

Y——§

sea conmutativo. De hecho X xg Y puede ser definido por una propiedad universal, la cual usamos en la
categoria de esquemas para definir el producto fibrado de esquemas.

Definicién 1.3.15. Sea S un esquema, y X,Y esquemas sobre S, es decir, esquemas con morfismos
hacia S. Definimos el producto fibrado de X y Y sobre S, denotado X xXgY, como un esquema,
junto con morfismos p1 : X XgY — X yps: X xXgY — Y, que hacen un diagrama conmutativo con
los morfismos dados X — S yY — S, tal que dado cualquier esquema Z sobre S y morfismos dados
f:Z—-Xvyg:Z—Y que hacen un diagrama conmutativo con los morfismos dados X — S yY — S,
entonces existe un unico morfismo 0 : Z — X xgY tal que f =p1 06, y g =pso6. Los morfismos p1 y
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p2 son llamados los morfismos proyecciones del producto fibrado sobre sus factores.

Si X yY son esquemas dados sin referencia a ningun esquema base S, tomamos S = Spec Z y definimos
el producto de X y Y, denotado X XY como X X Spec 7. Y.

Teorema 1.3.16. Para cualesquiera dos esquemas X yY sobre un esquema S, el producto fibrado X xgY
existe, y es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Ver [[7], Teorema 3.3, p. 87]. O

En la demostracién podemos ver que si X = Spec A, Y = Spec B y S = Spec R, entonces X xgVY =
Spec (A ®g B) y para el caso general “pegamos” estos esquemas para conseguir X Xg Y.

Una aplicacién importante del producto fibrado es la nocién de extensién de base. Sea S un esquema
fijo el cual pensamos como un esquema base, es decir estamos interesados en la categoria de esquemas
sobre S. Si S’ es otro esquema base y si S — S es un morfismo, entonces para cualquier esquema X
sobre S, sea X' = X x5 5, el cual es un esquema sobre S’. Decimos que X’ es obtenido de X por
una extension de base S’ — S. Notamos que la extensién de base es una operacién transitiva: si
S" — 8" — S son dos morfismos, entonces (X xg S') X 8" =2 X xg5”.

1.4 Morfismos Separados y Propios

A continuacién describiremos dos propiedades de los morfismos entre esquemas, los cuales corresponden
a las propiedades ya conocidas de espacios topoldgicos. Separabilidad corresponde a los axiomas de
Hausdorff para espacios topoldgicos. Morfismos propios corresponde a la nocién usual de propio, es decir
la imagen inversa de un compacto es compacto. Sin embargo, las definiciones usuales no son adecuadas
en geometria algebraica, ya que la topologia de Zariski no es Hausdorfl y el espacio topoldgico subyacente
de un esquema no refleja con exactitud estas propiedades.

Definicién 1.4.1. Sea f : X — Y un morfismo de esquemas. El morfismo diagonal es el unico
morfismo A : X — X Xy X cuya composicion con ambos mapeos proyeccion p1,ps : X Xy X — X es
el mapeo identidad de X — X. Decimos que un morfismo f es separado si el morfismo diagonal A es
una inmersion cerrada. En este caso decimos también que X es separado sobre Y. Un esquema X es
separado si es separado sobre Spec 7.

Proposicién 1.4.2. Si f: X — Y es un morfismo de esquemas afines, entonces f es separado.

Demostracion. Sea X = Spec A, Y = Spec B. Entonces A es un B-dlgebra, y X Xy X es también afin,
dado por Spec (A®p A). El morfismo diagonal A viene del homomorfismo diagonal A®p A — A definido
por a ® a’ — aa’. Este es un homomorfismo sobreyectivo de anillos, por lo tanto A es una inmersién
cerrada. O

Corolario 1.4.3. Un morfismo arbitrario f — Y es separado si y solo si la imagen del morfismo diagonal
es un subconjunto cerrado de X Xy X.
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Demostracion. Si f es un morfismo separado entonces el morfismo diagonal A es una inmersion cerrada,
en particular A(X) es un subconjunto cerrado de X xy X.

Por otra parte queremos probar que si A(X) es un subconjunto cerrado, entonces A : X — X xy X es
una inmersién cerrada. En otras palabras, tenemos que revisar que A : X — A(X) es un homeomorfismo,
y que el morfismo de gavillas Ox«, x — A.Ox es sobreyectivo. Sea p; : X xy X — X la primera
proyeccién. Como p; o A = idx, se sigue que A da un homeomorfismo sobre A(X). Para cualquier punto
P € X, sea U una vecindad abierta afin de P la cual es suficientemente pequenia para que f(U) esté
contenida en un subconjunto abierto afin V' de Y. Entonces U Xy U es una vecindad afin abierta de
A(P), y por la proposicién anterior, A : U — U xy U es una inmersién cerrada. Por lo tanto el mapeo
de gavillas es sobreyectivo en una vecindad de P, lo cual completa la prueba. O

Si asumimos que todos los esquemas son noetherianos, entonces tenemos las siguientes propiedades:

1. Las inmersiones abiertas y cerradas son separadas.
2. La composicién de dos morfismos separados es separado.
3. Los morfismos separados son estables bajo extensiones de base.

4. 81 f: X - Yy f: X' — Y’ son morfismos separados de esquemas sobre un esquema base S,
entonces el morfismo producto f x f/: X xg X' - Y xgY’ es también separado.

5. Sif: X —-Y yg:Y — Z son dos morfismos y si g o f es separado, entonces f es separado.

6. Un morfismo f: X — Y es separado si y sélo si Y puede ser cubierto por subconjuntos abiertos V;
tal que f~1(V;) — V; es separado para cada i.

(ver [[7], Corolario 4.6, p. 99])

Definicién 1.4.4. Un morfismo f : X — Y es propio si es separado, de tipo finito y universalmente
cerrado. Decimos que un morfismo en cerrado si la imagen de un subconjunto cerrado es cerrado. Un
morfismo f : X — Y es universalmente cerrado si es cerrado, y para cada morfismo Y' — Y, el
morfismo correspondiente f': X' — Y’ obtenido por una extensién de base es también cerrado.

De igual manera si asumimos que todos los esquemas son noetheriano tenemos que:
1. Una inmersién cerrada es propia.

2. La composicién de morfismos propios es propio.

3. Los morfismos propios son estables bajo extensiones de base.

4. Sif: X =Yy f : X' — Y’ son morfismos propios de esquemas sobre un esquema base S, entonces
el morfismo producto f x f': X xg X' - Y XxgY’ es también propio.

5. Sif: X =Y yg:Y — Z son dos morfismos, si g o f es propio, y si g es separado, entonces f es
propio.

6. Un morfismo f : X — Y es propio si y sélo si Y puede ser cubierto por subconjuntos abiertos V;
tal que f=1(V;) — V; es propio para cada i.

(ver [[7], Corolario 4.8, p. 102]).
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1.5 Espacio Tangente de Zariski

Existe una buena nocién del germen de un esquema X en un punto x € X el cual es la interseccion, en
un sentido natural, de todos los subesquemas abiertos que contienen al punto. Esto esta contenido en el
anillo local de X en x, definido facilmente como

OX@ = h_II)l Ox(U).
zecU

El ideal maximal myx , de este anillo local es el conjunto de todas las secciones que se anulan en z.
El anillo local es un objeto simple: para calcularlo (y para mostrar en particular que es un anillo local,
con el ideal maximal dado), podemos comenzar reemplazando X por una vecindad abierta afin de z,
entonces asumimos que X = Spec Ry « = [p]. Podemos restringirnos a subconjuntos abiertos U en el
limite directo a los conjuntos abiertos distinguidos Spec Ry tal que f(z) # 0, esto es f ¢ p. Entonces

OX,z = h_H)lRf = Rp
fép

my o 1= li_H)lpr = pRp
fén
la localizacién de R en p.

Ademads tenemos que la dimensidn de X en un punto z € X, escrita dim(X, z) es la dimensién del
anillo local Ox , (ver [[7], Teorema 3.2, p.17]).

La nocién del anillo local de un esquema en un punto es crucial en toda la teoria de esquemas. Damos
algunas ilustraciones de esto, mostrando como definir varias nociones geométricas en términos del anillo
local.

Definicién 1.5.1. Sea X un esquema. El espacio cotangente de Zariski a X en x es mI,X/mfch,
considerado como un espacio vectorial sobre su campo de residuos k(z) = O, x /My x, donde my, x es
el ideal mazimal del anillo local O, x. El dual de este espacio vectorial es llamado el espacio tangente
de Zariski en x.

Para entender esta definicién, consideremos primero una variedad algebraica compleja X que es no
singular. En este contexto la nocién del espacio tangente a X en un punto p no tiene ambigiiedad: puede
ser tomado como el espacio vectorial de derivaciones del anillo de gérmenes de funciones analiticas en
el punto a C. Si m, x es el ideal de funciones regulares que se anulan en p, entonces tal derivacién
induce un mapeo C-lineal m,, x /m; x — C, y el espacio tangente puede ser identificado en esta forma
con Homg(my, x /m? 5, C) = (my, x/m2 )*, como veremos en el Capitulo 2. Fue la idea de Zariski que
este ultimo espacio vectorial es el andlogo correcto del espacio tangente para un punto, suave o singular,
sobre una variedad; Grothendieck subsecuentemente llevé esta idea sobre el contexto de esquemas, como
la definicién dada arriba.

Definicién 1.5.2. Un esquema X es no singular (o regular) en x € X si el espacio tangente de Zariski
a X en x tiene dimension igual a dim (X, x); ademds la dimension del espacio tangente de Zariski es
mayor o igual a dim (X,x) (ver [[7], Proposicion 5.24, p. 33]), cuando es mayor, decimos que X es
singular en x.

Y tenemos que X es no singular en z si y sélo si el anillo local Ox , es un anillo local regular (ver
[[7], Teorema 5.2, p. 32]).

1.6 Gavillas de Mddulos

Hasta ahora hemos discutido sobre esquemas y morfismos entre ellos sin mencionar otra gavilla que
la gavilla estructural. Podemos incrementar la flexibilidad de nuestras técnicas considerando gavillas de
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modulos sobre un esquema dado. Especialmente importantes son las gavillas cuasicoherentes y coherentes,
las cuales juegan el papel de médulos (respectivamente, médulos finitamente generados) sobre un anillo.

Definicién 1.6.1. Sea (X,0Ox) un espacio anillado. Una gavilla de Ox-mddulos (o simplemente
Ox-mddulo) es una gavilla F sobre X, tal que para cada conjunto abierto U C X, el grupo F(U) es
un Ox (U)-mddulo, y para cada inclusion de conjuntos abiertos V. C U, el homomorfismo restriccion
F(U) — F(V) es compatible con la estructura de mddulo via el homomorfismo de anillos Ox(U) —
Ox (V). Un morfismo F — 9 de gavillas de Ox-mddulos es un morfismo de gavillas, tal que para cada
congunto abierto U C X, el mapeo . (U) — 4 (U) es un homomorfismo de Ox(U)-mddulos.

Notemos que el kernel, cokernel, e imagen de un morfismo de O x-mddulos es otra vez un O x-mdédulo.
Si .#' es una subgavilla de Ox-médulos de una gavilla .# de Ox-mdédulos, entonces la gavilla cociente
F/F" es un Ox-mébdulo. Una suma directa, producto directo, limite directo o limite inverso de Ox-
moédulos es un O x-maddulo.

Definicién 1.6.2. Definimos la gavilla producto tensorial ¥ ®@v, 4 de dos Ox-mddulos como la
gavilla asociada a la pregavilla U — F (U)®p )9 (U). Frecuentemente escribimos simplemente F @9,
con Ox sobreentendido.

Un Ox-mdédulo F es libre si es isomorfo a la suma directa de copias de Ox. FEs localmente libre
si X puede ser cubierto por subconjuntos abiertos U para los cuales F|y es un Ox|y-mddulo libre. En
este caso, el rango de F sobre tal conjunto abierto es el nimero de copias de la gavilla estructural que
necesitamos (finito o infinito). Una gavilla localmente libre de tango 1 es también llamada una gavilla
invertible .

Si X es conexo, el rango de una gavilla localmente libre es el mismo en todos lados.

Definicién 1.6.3. Una gavilla de ideales sobre X es una gavilla de médulos # la cual es una subgavilla
de Ox. En otras palabras, para cada conjunto abierto U, #(U) es un ideal de Ox (U).

Sea f: (X,0x) — (Y,Oy) un morfismo de espacios anillados. Sea ¢ una gavilla de Oy-mddulos.
Entonces f~'% es un f~'Oy-médulo. Por las propiedades de adjuncién de f~! tenemos un morfismo
f~ 10y — Ox de gavillas de anillos sobre X. Definimos f*% como el producto tensorial

f_lg Qf-10y Ox.
Entonces f*¥4 es un Ox-mdédulo, llamado la 4magen inversa de 4 por el morfismo f.

Como en la pagina 7 podemos ver que f, y f* son funtores adjuntos entre la categoria de Ox-mddulos
y la categoria de Oy-mddulos. Para ser precisos, para cualquier O x-médulo .# y cualquier Oy-mddulo
¢, existe un isomorfismo natural de grupos

Homp, (f*9,.7) = Homo, (¥, f«.7).

Definicién 1.6.4. Sea A un anillo y M una A-mddulo. Definimos la gavilla asociada a M sobre
Spec A, denotada M, como sigue. Para cada ideal primo p C A, sea M, la localizacion de M en

p. Para cada conjunto abierto U C Spec A definimos el grupo M(U) como el conjunto de funciones
s:U — HpeU M, tal que para cada p € U, s(p) € My, y tal que s es localmente una fraccion m/f con
mée M y f € A. Para ser precisos, requerimos que para cada p € U, exista una vecindad V de p en U,
y existan elementos m € M y f € A, tal que para cada q €V, f & q, y s(q) =m/f en My. Hacemos de

M una gavilla usando los mapeos restriccion obvios.

Proposicién 1.6.5. Sea A un anillo, sea M un A-mddulo, y M la gavilla sobre X = Spec A asociada a
M. Entonces:

1. M esun Ox -mddulo;

2. para cada p € X, el germen (M)p de la gavilla M en p es isomorfo al médulo localizado M, .
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Demostracion. Recordando la construccién de la gavilla estructural O, es claro que M esun O x-modulo.
La prueba de (1) es idéntica a la prueba de (1.2.3) reemplazando A por M es el lugar adecuado. O

Definicién 1.6.6. Una gavilla coherente sobre un espacio anillado (X,0Ox) es una gavilla & de
Ox-mddulos con las siguientes propiedades:

1. Z es de tipo finito sobre Ox, i. e., si para cada x € X existe una vecindad abierta U C X tal
que la restriccion F|y de F a U es generada por un nimero finito de secciones, en otras palabras,
existe un mapeo sobreyectivo O% |y — Flu; y

2. para cualquier conjunto abierto U C X, y cualquier n € N y cualquier morfismo ¢ : O% |y — Flu
de Ox-modulos, el kernel de ¢ es de tipo finito.

La gavilla de anillos Ox es coherente si es coherente considerada como una gavilla de médulos sobre
si misma.

Una gavilla coherente es siempre una gavilla de presentacion finita, o en otras palabras cada punto
x € X tiene una vecindad abierta U tal que la restriccién 7|y de # a U es isomorfo al cokernel de un
morfismo O% |y — O% |y para algunos nimeros enteros n y m.

Para una gavilla de anillos O, una gavilla % de O-mdédulos es cuasicoherente si tiene una pre-
sentacién local, i. e., si existe una cubierta abierta por U; del espacio topolégico y una sucesién exacta

Oé"i—>(’)é’;—>ﬁyi—>0.

Aunque hemos definido la nocién de gavilla cuasicoherente y coherente sobre un esquema arbitrario,
normalmente no mencionaremos gavilla coherente a menos que el esquema sea noetheriano. KEsto es
porque la nocién de coherencia no es bien portada sobre un esquema no noetheriano.

Ejemplo 1.6.7. Sobre cualquier esquema X, la gavilla estructural Ox es cuasicoherente, de hecho es
coherente, aunque como acabamos de mencionar, no diremos que es coherente a menos que el esquema
sea noetheriano.

Ejemplo 1.6.8. Si (X,0x) es un esquema noetheriano, entonces cualquier gavilla de ideales .7 es
coherente (ver [[7], Proposicion 5.9, p. 116]).

Existe una definicién equivalente para las gavillas coherentes, que viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.6.9. Sea A un anillo noetheriano, X = Spec A su espectro, V' un conjunto abierto de X, F
un Ox|yv-mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. % es coherente
2. F es de tipo finito y cuasicoherente

3. Existe un A-mddulo M de tipo finito tal que F es isomorfo a M\V

Demostracion. Ver [[5], Teorema 1.5.1, p. 92]. O

Proposicién 1.6.10. Sea f : X — Y un morfismo de espacios anillados. Si 4 es un Oy-mddulo
cuasicoherente, entonces f*4 es un Ox-maodulo cuasicoherente.

Demostracion. Para todo x € X, existe V una vecindad abierta de f(x) en Y tal que ¥|y es el cokernel
de un homomorfismo OL |, — Of|v. Si U = f~Y(V), y si flu es la restriccién de f a U, tenemos
(9Du = f*lu(@]|v); como f*|y es exacto a la derecha y conmuta con las sumas directas, f*(¢|v) es
el cokernel de un homomorfismo O% |y — O%|v. O
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Proposiciéon 1.6.11. Sea f: X — Y un morfismo de espacios anillados, y supongamos Ox coherente;
entonces para todo Oy -mddulo coherente 4, f*(4) es un Ox-mddulo coherente.

Demostracion. En efecto, con las notaciones de (1.6.11), podemos suponer que 4|y es el cokernel de un
homomorfismo v : O |y — OV |y, como f*|y es exacto derecho, f*|y(v) : O%|y — OF|y da nuestra
afirmacién. ]

Si X y Y son noetherianos, no es verdad en general que f, de una gavilla coherente es coherente.
Por ejemplo sea k un campo, X = Spec k[z] y Y = Spec k, la inclusién k — k[z] induce un morfismo
f X — Y de variedades sobre k. Sea .% = Ox, la cual es una gavilla coherente sobre X. De cualquier
forma f.(#) no es coherente sobre Y porque f..7#(Y) = % (Y) = k[x], y k[x] no es finitamente generado
como k-moédulo.

Proposicion 1.6.12. Sea X una esquema noetheriano, y sea F una gavilla coherente.

1. Si el germen %, es un Oy-mddulo libre para algin punto x € X, entonces existe una vecindad U
de x tal que F|U es libre.

2. F es localmente libre si y solo si sus gérmenes F, son Op-mddulos libres para todo x € X .

Demostracion. (1) Sea V' 3 z un abierto affn Spec A tal que F|y = M donde M es un A-médulo
finitamente generado. Como (v ), = Z, y (Oly)s = Oy, x corresponde a algun ideal primo p C A, y
sabemos que M, es un Ap-médulo.

Sea ai,...,a, una base para M, como un Ay-mddulo. Eliminando los denominadores, podemos
asumir que a; € M. Sean by,...,b, un conjunto de generadores de M como A-moédulo. Entonces
podemos escribir b; = > ¢; ja; para todo 4, y después de eliminar los denominadores obtenemos que
algin multiplo de b; es generado por los a; con coeficientes en A. Denotemos este multiplo d;b;, entonces
d; ¢ p porque ninguno de los denominadores de los ¢; ; estdn en p. Ahora sea e = dj - - - dy, su producto.
Entonces M estd contenido en el A.-mdédulo generado por aq, ..., a,, lo cual implica que M, es generado
por ai, ..., a, como un A.-médulo. Como los a; no tienen relaciones como un A,-médulo, ellos no tienen
relaciéon como un A.-médulo porque e € p. Entonces M, es una A.-mddulo libre. Por la Proposicién

o~

1.6.5, #|p(e) = (M.), lo cual da el resultado deseado porque D(e) es un abierto en X que contiene a x.

(2) Si.Z es localmente libre, entonces cubre a X con abiertos afines U tal que .Z |y es un O|y-médulo.
Entonces para cualquier x € U, (Z|y), es un (O|y),-médulo libre porque la localizacién conmuta
con sumas directas (porque el producto tensorial lo hace). Usando el hecho de que (ZF|y)y = Fu» v
(Oly)z = O,, obtenemos que .%,, es un O,-mdbdulo libre para todo = € X.

Inversamente, supongamos que %, es un O -médulo libre para todo © € X. Por (1), para cada
x € X, existe una vecindad abierta U, > z tal que .#|y, es libre. Entonces por definicién, .7 es
localmente libre. O

Definicién 1.6.13. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X, y sea i : Y — X el morfismo
inclusion. Definimos la gavilla de ideales de Y, denotada .#y como el kernel del morfismo i# : Ox —

1Oy .

Proposicion 1.6.14. Sea X un esquema. Para cualquier subesquema cerrado Y de X, la correspondiente
gavilla de ideales Sy es una gavilla cuasicoherente de ideales sobre X. Si X es noetheriano, es coherente.
Reciprocamente, cualquier gavilla cuasicoherente de ideales de X es la gavilla de ideales de un tinico
subesquema cerrado determinado de X.

Demostracion. Si Y es un subesquema cerrado de X, entonces el morfismo inclusién i : ¥ — X es
cuasicompacto y separado (1.4) y por lo tanto i,Oy es cuasicoherente sobre X. Por lo tanto %y siendo
el nicleo de un morfismo de gavillas cuasicoherentes, es también cuasicoherente. Si X es noetheriano,
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entonces para cada subconjunto afin abierto U = Spec A de X, el anillo A es noetheriano, asi que el ideal
I =T(U, #y|u), es finitamente generado, y por lo tanto .#y es coherente.

Reciprocamente, dado un esquema X y una gavilla cuasicoherente de ideales .#, sea Y el soporte de
la gavilla cociente Ox/.#. Entonces Y es un subespacio de X, y (Y,Ox/.#) es el tinico subesquema
cerrado de X con gavilla de ideales .#. La unicidad es clara, sélo falta revisar que (Y,O0x/.%) es un
subesquema cerrado. Esto es una cuestion local, asi que asumimos que X = Spec A es afin. Como .# es
cuasicoherente, .# = d para algtin ideal a C A. Entonces (Y,Ox/.%) es justo el subesquema cerrado de
X determinado por el ideal a (ver [[7], 3.2.3, p. 85]). O

1.7 Operaciones Tensoriales Sobre Gavillas

Primero recordamos las definiciones de varias operaciones tensoriales sobre un médulo. Sea A un anillo,
y M un A-médulo. Sea T™(M) el producto tensorial M ® ... ® M de M consigo mismo n veces, n > 1.
Para n = 0, definimos 7% = A. Entonces T(M) = @D,,-, 1™ (M) es una A-dlgebra (no conmutativa), la
cual llamamos el dlgebra tensorial de M. Definimos el dlgebra simétrica S(M) = @,,~, 5™ (M) de
M como el cociente de T'(M) por el ideal generado por todas las expresiones z @y —y @z, para x,y € M.
Entonces S(M) es una A-dlgebra conmutativa. Su componente S™ (M) en grado n es llamado el n-ésimo
producto simétrico de M. Denotamos la imagen de x ®y en S(M) por z -y, para cualesquiera x,y € M.
Como un ejemplo, notemos que si M es un A-médulo libre de rango r, entonces S(M) & Alzq, ..., z,].

Definimos el dlgebra exterior \(M) = @,>0 A" (M) de M como el cociente de T'(M) por el ideal
generado por todas las expresiones x ® z para € M. Notemos que este ideal contiene todas las
expresiones de la forma x ® y + y ® z, asi que A\(M) es una A-dlgebra graduada anti conmutativa. Esto
significa que si u € \"(M) y v € \*(M), entonces u A v = (=1)"*v A u (donde denotamos por A a la
multiplicacién en esta &lgebra; asi que la imagen de x ® y en /\Q(M) es denotada por z Ay). La n-ésima
componente \" (M) es llamada la n-ésima potencia exterior de M.

Ahora sea (X,Ox) un espacio anillado, y sea .% una gavilla de Ox-médulos. Definimos el dlgebra
tensorial, dlgebra simétrica y dlgebra exterior de . tomando la gavilla asociada a la pregavilla, la
cual a cada conjunto abierto U le asigna la correspondiente operacién tensorial aplicada a % (U) como
un Ox (U)-médulo.

Proposicién 1.7.1. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Supongamos que F es una gavilla de O x -mddulos
localmente libre de rango n. Entonces T"(F), S™(F) y N\"(F) son también localmente libres, de rangos

n’, (”:ﬁ;l) Yy (:f), respectivamente.

Demostracion. Para cualquier x € X, tenemos T"(F ), = (F Qo - Qox F )y = FLo y similarmente
para S"(Z) y N (F) porque los gérmenes conmutan con los cocientes (y el germen de una pregavilla y
de su gavilla asociada son los mismos). Asi que nos reducimos a probar que para un R-médulo libre M
de rango n, T"(M), S™(M) y A" (M) son libres de rango n", ("'H'_l), y (7;) respectivamente.

n—1
Escribimos M = R™. Entonces T"(M) = R" ® --- ® R™. Como el producto tensorial conmuta con la
suma directa, podemos expandirlo para obtener T"(M) = R" . Como M es un R-médulo libre, S (M)
es isomorfo al anillo de polinomios sobre R en n variables, y la parte de grado r es libremente generada
por los monomios de grado r. El ntmero de tales polinomios es el niimero de maneras de escoger r cosas

de una coleccion, sin orden, de n elementos permitiendo repeticion, y este niimero es dado por (”:ﬁ;l)
Ahora escogemos una base e1,...,e, de M. Entonces /\"(M) es libremente generado por las formas
alternantes de longitud r de la forma e;; A---Ae;, donde i3 < --- ,4,. Asi que el nimero de elementos

bésicos es (:f) . O
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Capitulo 2

Modulo de Diferenciales

En este capitulo estudiaremos objetos que juegan papeles en algebra conmutativa y geometria algebraica
analogos a los de fibrado tangente y cotangentes en geometria de variedades diferenciales.

Definicién 2.0.2. Sea R un anillo, S una R-dlgebra con homomorfismo estructural p, M un S-mddulo.
Una derivacion de S a M es una aplicacion d : S — M que satisface las siguientes condiciones

1. Va,y € S,d(x +y) = d(z) + d(y)
2. Vx,y € S,d(zy) = zd(y) + yd(z)
3. d(p(R)) =0

La condicién 1. nos dice que d es un mapeo de grupos abelianos, la condicion 2. que satisface la regla
de Leibniz y la condicién 3. que es un mapeo R-lineal. Designamos por Derg(S, M) al conjunto de todas
las R-derivaciones

Denotamos por p,(M) el R-médulo obtenido por la restriccién de escalares a partir de un S-médulo
M.

2.1 El funtor Derg(S, —)

Proposiciéon 2.1.1. Sea R un anillo, S una R-dlgebra, M y M’ dos S-mddulos, [ una aplicacion S-lineal
de M a M'. Sid € Derg(S,M), entonces f od pertenece a Derg(S, M").

Demostracion. Es suficiente verificar que fod satisface la condicién (2). Entonces tenemos que fod(zy) =
flad(y) +yd(x)) = 2 f(d(y)) + yf(d(z)) = z(f o d)(y) + y(f o d)(x). O
Denotamos Derg(S, f) a la aplicacién : D — f od de Derg(S, M) en Derg(S, M').

Es claro que las aplicaciones M +— Derg(S,M) ; f — Dergr(S, f) definen un funtor covariante,
denotado Derg(S, —), de la categoria Mod(S) de S-médulos en s misma (si olvidamos la estructura, en
la categoria Set de conjuntos).

Proposicion 2.1.2. Sea R un anillo, S una R-dlgebra, o un homomorfismo de anillos de S a T, M un
T-mddulo.

1. Sid € Derg(T, M), entonces do o pertenece a Derg(S,o.(M)).

25
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2. Si o es sobreyectiva, la aplicacion d — doo es una biyeccion de Derg(T, M) sobre el submddulo de
Derg(S,0.(M)) de derivaciones que se anulan sobre ker(o).

Demostracion. 1. (doo)(zy) = d(o(x)o(y)) = o(x)(doo)(y) +o(y)(doo)(z) = z(doo)(y) +y(doo)(x).

2. Es claro que d o o se anula sobre ker(o), porque d es un homomorfismo de grupos aditivos.
Reciprocamente, sea d’ € Derg(S,0.(M)) tal que se anula sobre ker(c). Entonces define, pasando al
cociente, una aplicacién R-lineal de S/ker(c) = T en M. Esta aplicacién es una R-derivacién de T en
M. O

2.2 Construccion del Mdédulo de Diferenciales

Sea R un anillo, S una R-dlgebra. Vamos a demostrar que el funtor Derg(S, —) de Mod(S) en Set es
representable y especificar un representante, i. e. un S-médulo 2g/p y una R-derivacién dg g de S a
s/ tal que, para todo S-médulo M y toda R-derivacién d de S en M, existe una tnica aplicacién
S-lineal e de §2g/r en M tal que el diagrama

sea conmutativo.

Definicién 2.2.1. Si S es una R-dlgebra, entonces el modulo de diferenciales de Kdhler de S sobre
R, denotado Qg/g, es el S-médulo generado por el conjunto {d(f)|f € S} con las relaciones

dbb) = bd(t)) + B d(b) (Leibniz)
d(ab+d't') = ad(b)+d'd(V') (R-lineal)

para toda a,a’ € R, y b,b" € S. Escribimos df en lugar de d(f). El mapeo d : S — Qg g definido por
d: f—df es una derivacion R-lineal, llamada la derivaciéon universal R-lineal

Teorema 2.2.2. La pareja (QS/R,d) representa al funtor Derr(S,—). Es decir, sea e una R-derivacion
de S en un S-mddulo M. Entonces existe una tnica aplicacion S-lineal €' : Qg/p — M tal que e = €’ od.
Demostracion.

Eristencia Basta definir e’ sobre los elementos basicos df de Qg/r y extender por linealidad. Definimos
e'(df) = ef. Tenemos que revisar que €’ es una aplicacién S lineal, pero €'(sdf) = €'(d(sf)) = e(sf) =
se(f), por lo que sf es S-lineal.

Unicidad Una aplicacién S-lineal ¢’ de Qg/p a M tal que e = €’ o d estd tinicamente determinada por

los elementos e(x) = €’(d(x)). O

Con el teorema anterior tenemos que
Derg(S,M) = Homg(Q2s/r, M)

naturalmente, como un funtor de M. En este sentido la construccién de {2g,r “linealiza” la construcién
de derivacion.

Si S es generado como una R-dlgebra por elementos f;, entonces (g, es generado como un S-médulo
por los elementos df;: Si g = p(f1,..., fr) es un polinomio en los f; con coeficientes en R, entonces
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aplicando la regla de Leibniz repetidamente nos permite expresar dg como una combinacién S-lineal de
los df;. En particular, {25/ es finitamente generado como un S-moédulo si S es finitamente generado
como una R-&lgebra.

Proposicién 2.2.3. Si S = R[z1,...,z,], el anillo de polinomios en r wvariables, entonces Qg/p =
D._, Sdxz;, el mddulo libre en los d;.

Demostracion. Como S es generado como una R-dlgebra por los z;, g/ es generado como un S-médulo
por los dz; y existe un epimorfismo S" — {25/ llevando en i-ésimo vector bésico a dx;. Por otro lado,
la derivacién parcial 9/0z; es una derivacién R-lineal de S a S, y por lo tanto induce un mapeo de
S-médulos 0; : Qg/r — S que manda dx; a 1 y todos los otros dr; van a 0. Poniendo estos mapeos
juntos obtenemos un mapeo inverso

01

)

Qs/p —— 8"

O

La asociacién de una R-dlgebra S (o equivalentemente un mapeo R — S de anillos) al S-médulo Qg5
y la derivacién d : § — Qg/g

S Qs/r
e aa e
R S

es un funtor en el siguiente sentido: Dado un diagrama conmutativo

S—9

|

R——FR

de anillos, el cual podemos ver como un homomorfismo de parejas ¢ : (R,S) — (R, S’) conseguimos un
morfismo inducido
QS/R —_— QS//R/

dT Td

S— 9
donde el mapeo horizontal inferior es el morfismo dado de R-dlgebras y el mapeo horizontal superior
es un morfismo de S-médulos (el médulo Qg /g, siendo considerado como un S-médulo). El mapeo
necesario S-lineal Q2g,r — (g//p/ es obtenido de la propiedad universal de g/, aplicado a la derivacién

R-lineal S — Qg /g que es la composicién del mapeo dado S — S’ con la derivacién universal R’-lineal
SI — QS//R’ .

Proposicién 2.2.4 (Sucesién Cotangente Relativa). Si R — S — T son mapeos de anillos, entonces
exriste una sucesion exacta derecha de T-mddulos

T ®sQs/r — Qr/p — Qr/s — 0

donde el mapeo del lado derecho lleva dc en dc y el mapeo del lado izquierdo lleva ¢ ® db en cdb.
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Demostracion. Los generadores de Q275 (como un T-médulo) son los mismos que los generadores de
Q7 R, pero hay relaciones extras, de la forma db = 0 para b € S. Esas relaciones son precisamente la
imagen de los generadores 1 ® db del médulo de la izquierda. O

Proposicién 2.2.5 (Sucesién Conormal). Si7:S — T es un epimorfismo de R-dlgebras, con nicleo I,
entonces existe una sucesion exacta de T-mddulos

1)1 -4 T s Qgp 25 Qg — 0

donde el mapeo del lado derecho estd dado por D : ¢ ® db +— cdb y el mapeo del lado izquierdo lleva la
clase de f a 1 @ df.

Demostracion. Consideremos el mapeo d : I — {lg/r que es la restriccién de la derivacién universal
S — Qg/r. Sibe Sycel, entonces la férmula de Leibniz d(bc) = bd(c) +cd(b) muestra que d induce un
mapeo S-lineal I — (Qg/r)/(Is/r) =T ®s Qg/r (A.1.2). Tomando b € I, la misma féormula muestra
que I?vaaOen T ®g Qg/R, asi que tenemos un mapeo de T-médulos

dZI/I2—>T®Sgs/R

como esta descrito en la proposicién.

Para mostrar que el cokernel de este mapeo estd dado por D7, consideramos como describir T®s g/ r
por generadores y relaciones: De la definicién de {2g/g, y la exactitud derecha del producto tensorial,
vemos que T'®g g/ es generado como T-médulo por los elementos db con b € S, sujeto a las relaciones
de R-linealidad y la regla de Leibniz. Esta es la misma como la descripcién por generadores y relaciones
de Q7/R, excepto que en Q7 los elementos df para f € I son reemplazados por d0, el cual es por
supuesto 0 como 0 € R. Entonces Q7 /g es el cokernel de d : I/I? - T®g 2s/r como afirmamos. O

2.3 Calculo de Diferenciales

Si S es una R-dlgebra finitamente generada, es decir S = Rlxy,...,2,]/I, y si I = (f1,..., fs), entonces
de la Proposicién 2.2.3 tenemos que S ®@R[z,.....e.] Rz, /R = ©iSdz; es un S-mdédulo libre con
generadores dx;, y por la sucecién conormal

Qg/r = coker(d : I/I* — ®;5dx;).

Escribiendo I/I? como la imagen homomorfa de un S-médulo libre con generadores e; a las clases de los
fi, la composicion
J: ®Se; - I/I? — @;Sdx;

es un mapeo de S-médulos libres que es representado por la matriz jacobiana de las f; con respecto a
las x;: Esto es, la entrada (,7) de J es df;/0x;. Es decir, Qg/p es el cokernel de la matriz jacobiana
J = (0f;/0x;), vista como un mapeo de S-mddulos libres. Por ejemplo, si S = R[z]/f(x), entonces

Qg/p = Sdx/df = Sdx/(S - f'(x)dx) = S/(f'(z)).

Para un ejemplo explicito, consideremos el anillo S = R[x,y,t]/(y? — 2?(t> — z)). En este caso J es
la matrix 3 x 1
322 — 2zt?
J = 2y ,
—22°t

y el célculo arriba muestra de {25/ es el S-médulo libre con generadores dx, dy y dt médulo la relaciéon

(322 — 2zt?)dx + (2y)dy — (22*t)dt = 0.
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2.4 Propiedades del Médulo de Diferenciales

Ahora listaremos algunas herramientas que ayudan al trabajar con el médulo de diferenciales.

Proposicién 2.4.1 (Cambio de Base). La formacion de los diferenciales conmuta con un “cambio de
base arbitrario de R”; esto es, para cualesquiera R-dlgebras R y S existe un diagrama conmutativo como
sigue
R ®r Qg/r
1®d

R ®r S =

e

Q(R'®RS)/R'

Demostracion. Usamos la propiedad universal para conseguir el mapeo vertical como en el diagrama:
Primero, 1®rd : R'®S — R’ ®Qg/g es una derivacion R'-lineal, asi que existe un mapeo Qr/g,s)/r —
R'®r Qg/r que manda d(a’ ®b) a a’ ® d(b). Para ir en la otra direccién, notemos que la composicién de
mapeos

S=R®rS — R ®RSE> Q(R’®RS)/R’

es una derivacién R-lineal, asi que existe un mapeo de S-médulos 2g/r — Q(r/g,s)/r que manda db a
d(1 ®b). Como la llegada es un (R’ @z S)-médulo, este induce una mapeo (R’ ®pg S)-lineal

R ®rQs/r = Urons)/r

enviando @’ ® db a a’db = d(a’ ® b), y este es el inverso del mapeo previo. O

En la categoria de R-élgebras el coproducto de un conjunto (posiblemente infinito) de dlgebras {S;}
es el producto tensorial restringido de las S;, el cual escribimos como ® rS; 0 ®gS;. Recordemos
1

que esta es el dlgebra generado por los simbolos
by ®by®--- con b; € S;,b; = 1 excepto para un numero finito de i
modulo las relaciones de R-multilinealidad
h® - ®@ah+db)® =ab; @ @b )+d b ® b, @---)
para a,a’ € Ry b;,b, € S; con la multiplicacién definida por componentes.

Para simplificar la notacién, vamos a aprovechar la conmutatividad del producto tensorial y permi-
tirnos escribir los tensores en cualquier orden.

Proposicién 2.4.2 (Producto Tensorial). Si T = ®pgS; es el coproducto de algunas R-dlgebras S,
entonces

Qrp = &i(T ®s, Qs,/r)
= @i((® rS)) ®r Qs,/r)
J#i
por el isomorfismo o que satisface
a:d(--®10105191®---)—(...,0,0,1®db;,0,0,...),

donde b; € S; ocurre en el i-ésimo lugar en cada expresion.
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Demostracion. Para justificar el signo de igualdad, notemos que
T®Si QSi/R = (‘?RS])(@SZ ®s, ®QS-;/R
VE)

= (® rSj)®rQs,/R-
J#i

Para probar el isomorfismo, sea
Q= ©i((®;2:5;) @r Qs,/R)

la suma directa, donde hemos escrito ® por ®g. Escribimos d; : S; — {)g, /g para la derivacién universal
sobre S;. Cualquier elemento ¢ € T puede ser escrito como una suma finita de términos ®b; con b; € .S;
y s6lo un numero finito de b; diferentes de 1. Entonces sélo un nimero finito de mapeos

1®@d; : T = (®;2£5;) ® Si — (®;2:5;) ®r Qs,/R

son no cero en ¢, asi que podemos definir un mapeo e : T — € como la suma » ;1 ® d;. Como cada
mapeo 1®d; es una derivacion, e también lo es. Entonces existe un homomorfismo de T-mdédulos inducido
a: Qp/p — Q que lleva d(®;b;) a e(®;b;).

Para producir el inverso de «, notemos que para cada S; la composicién del mapeo natural S; — T con
la derivacién universal de T" es una derivacién R-lineal S; — /g y entonces induce un mapeo S;-lineal
Qg,/r — Qr/r mandando d;b; a d(1 ® b;), donde 1 es la identidad de (®;%;S;). Como la llegada es un
T-modulo, este se extiende a una mapeo T-lineal

Bi: T ®s, Qs,/r — Qr/R

con

Los f3; juntos dan un mapeo Q2 = &;T ®g, g, /r — Q7/r que es el inverso de a. O

La Proposicion 2.4.2 es la expresiéon geométrica de un hecho fundamental, el cual por simplicidad
enunciamos para el producto tensorial de dos factores. Si X; y X5 son variedades diferenciables, entonces
la fibra en un punto (p1,p2) € X1 x Xo del fibrado tangente de X; x X2 es candénicamente isomorfo a
la suma directa T}, X1 & T,,X>. Para expresarlo formalmente, escribimos m; y w2 las proyecciones de
X1 x X9 a X; y X respectivamente. Denotamos por 777X el pullback de X; x X al fibrado tangente
a X7, y similarmente para la otra proyeccién. En estos términos tenemos:

T(X1 X XQ) = W;TXQ D WTTXl

En la Proposicién 2.4.2, los papeles de X; y X5 son jugados por dos R-algebras S; y Sa, el producto
directo de espacios corresponde al producto tensorial T = S; ®pg Sa, y el pullback es también dado por un
producto tensorial: Si M es un Si-mddulo, correspondiente a un fibrado sobre X7, entonces el pullback
a X1 X X corresponde al (S; ®p S2)-mddulo M ®g, (S1 ®g S2). En particular si tomamos el S;-mddulo
s, /r correspondiente a un fibrado sobre Xy, y el Sa-médulo {2g,,r correspondiente a un fibrado sobre
Xo, tenemos que el fibrado correspondiente al producto tensorial S; ® So es isomorfo a la suma directa de
los 1 ®R S2-médulos correspondientes, es decir, (g, /r®s, S1®rS2) B (g, r®s, S1®RS2) = Qg,95,/R-

Corolario 2.4.3. Si T := S[xy,...,2,] es un anillo de polinomios sobre una R-dlgebra S, entonces

QT/R >~ (T ®sg Qs/R) @ (@;Tdx;).

Demostracion. Sea T’ = R[x1,...,x,]. Escribiendo T' como S®prT", podemos aplicar la proposicién para
conseguir Q7 /g = (T®sQs/r)®(TR71/ Q7 g). Porla Proposicién 2.2.3, T®7 Qpr g = T@7 (@T'dx;) =
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Proposicién 2.4.4 (Localizacién). Sea U un conjunto multiplicativo de S, M un U~1S-mddulo.

1. La aplicacion d ~— d o iy de Derr(U~1S, M) en Derg(S, (iy)«(M)) es un isomorfismo (de B-
mddulos), funtorial en M. Donde iy : S — S[U™!] es el mapeo candnico e (iy).(M) es el S-médulo
obtenido de la restriccion de escalares a partir del U~'S-médulo M.

2. Existe un isomorfismo ¢ de U~'S-mddulos de Qu-15/Rr sobre U‘l(QS/R) = QS/R®5U_1S haciendo
conmutativo el diagrama

dU*IS/R

U-1§ —— Qu-15/r

\ igb
U dS/R

UﬁlQS/R

Demostracion.
1. Por la Proposicién 2.1.2, si d pertenece a Derg(U 1S, M), d o iy pertenece a Derg(S, (iy)«(M)).

Sea e € Der(S, (i)«(M)). La aplicacién d de U=1S en M tal que d(z/s) = w

definida y pertenece a Derg(U~1S, M). La aplicacién asi definida : e — d de Derg(S, (Iy)«(M)) en
Derr(U~1S, M) es el inverso de la aplicacién : d — d o irs.

estd bien

2. Usamos la sucesion de isomorfismos funtoriales en M:

Homsg (Qs) 5, (iv7) (M) ——= Derg (8, (irr) (M) ——= Dera (U8, M)

| |

HomU*S(QS/R Rs U—lS,M) HomU—ls(QU—ls/R7M)

que dan un isomorfismo funtorial en M de HomU—ls(Qs/R®SU_1S7 M) = HomU_ls(U_lﬁs/R, M) sobre
Homy-15(Qu-15/r, M).

Este isomorfismo funtorial estd dado por Hom(¢, M) donde ¢ es el isomorfismo de Qy-1g/p sobre

Uflﬁs/R que proviene del elemento lu-104,5 tomando M = UflﬂS/R. O

Proposicién 2.4.5 (Producto Directo). Si Si,...,S, son R-dlgebras y S =[], S;, entonces

Qs/r = H Qs,/R-

Demostracion. Si e; es el idempotente de S que es la unidad de S;, y D es una derivaciéon de S a un S-
médulo M, entonces De; = De? = 2e; De;, asi que (2¢;—1)De; = 0; de cualquier forma, (2e;—1)(2e;—1) =
1, asi que 2e; — 1 es una unidad, lo que implica que De; = 0 y por lo tanto

D(eif) =eiDf

Entonces D mapea S; = ;S a M; := e;M y corresponde a un tnico mapeo Qg,/r — M;. De esto
sigue que [], Qg, /g tiene la propiedad universal que caracteriza Qg . O

Proposicién 2.4.6. Sea ¢ : S — S’ un mapeo de R-dlgebras, y sea § : S — S’ un mapeo de grupos
abelianos. Si §(S)? =0 entonces p+0 es un homomorfismo de R-dlgebras si y sélo si § es una derivacion

R-lineal en el sentido de que §(b1bs) = p(b1)d(b2) + ©(b2)d(b1).
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Demostracion. Tenemos que
(¢ +0)(b1b2) = @(b1b2) + 5(b1b2),

mientras que

(0 +0)(br) - (o + 6)(b2) = (bib2) + o (b1)d(b2) + (b2)d(b1) + 6(b1)d(b2)

El dlitmo término es 0, asi que las dos expresiones son iguales si y s6lo si 0(b1b2) = ¢(b1)d(b2)+w(b2)d(b1),
probando que ¢ + § es un homomorfismo de anillos si y s6lo si § es un derivacién. Como ¢ preserva R,
tenemos que ¢ + § preserva R si y sélo si 6(R) = 0. Entonces ¢ + 0 es un homomorfismo de R-dlgebras
si y sélo si d es una derivacién R-lineal. O

Si§ C T son campos, entonces {75 es un espacio vectorial sobre T'. Como {27,g es generado por los
elementos {dzx|x € T}, este debe tener una base consistente de subconjuntos de estos elementos. Decimos
que una coleccién {xy}rea de elementos de T es una base diferencial para T'/S si el conjunto {dxzy}ren
es una base para Q7/g como un espacio vectorial sobre T'. Por ejemplo, si T' = S({zx}reca) es el campo
de funciones racionales en algiin conjunto de variables {z }rea, entonces sigue de las Proposiciones 2.2.3,
7?7,y (para el caso donde A es infinito) Proposicién 2.4.2, que Qr, g es libre sobre los elementos dz.

Para el siguiente resultado usamos la siguiente definicién:

Definicién 2.4.7. Una extension separablemente generada de un campo k es una extension algebraica
separable de una extension puramente trascendente de k.

En otras palabras, k(z) es separablemente generada sobre k si existe en k(z) un conjunto (u) de
variables independientes xobre k, tal que k(z) es separable sobre k(u); el ntimero de variables u; debe
obviamente ser igual a la dimensién de k(z) sobre k. Si la caracteristica del campo k es cero, cada
extension es separablemente generada.

Teorema 2.4.8. SiT una extension de campo finitamente generada de un campo S, entonces dimrQy;s >
tr.d.T/S, y la igualdad se cumple si y solo si T es separablemente generada S.

Demostracion. Ver ([[9]], Teorema 59, p. 191]). Para la igualdad ver ([[13], Proposicién 16, p. 14). O

Proposicion 2.4.9. Sea B un anillo local el cual contiene a un campo k isomorfo a su campo de residuos
B/m. Entonces el mapeo § : m/m? — Qp/, ®@p k de la sucesion conormal es un isomorfismo.

Demostracion. De acuerdo a la sucesién conormal, el cokernel de § es €2/, = 0, asi que J es sobreyectiva.
Para probar que J es inyectiva, es suficiente probar que el mapeo

&' : Homy (Qp /5 ® k, k) — Homy (m/m?, k)

de espacios vectoriales duales es sobreyectivo. El término del lado izquierdo es isomorfo a Homp (g4, k),
el cual por definicién de los diferenciales, puede ser identificado con el conjunto Derg (B, k) de k-derivaciones
de B ak. Sid: B — k es una derivacién, entonces §’'(d) es obtenido restringiéndose a m, y notamos
que d(m?) = 0. Ahora, para probar que &’ es sobreyectivo, sea h € Hom(m/m? k). Para cada b € B,
podemos escribir b = A + ¢, A\ € k,c € m, en una tnica manera. Definimos db = h(¢), donde ¢ € m/m?
es la imagen de ¢. Entonces uno verifica inmediatamente que d es una k-derivacién de B a k, y que
0'(d) = h. Entonces 0’ es sobreyectiva, como querfamos. O

2.5 Otra Construccion Para Los Diferenciales de Kahler

Existe una otra forma para la construccién del médulo de diferenciales que explicaremos a continuacién.
En lo siguiente supondremos que X y Y son esquemas afines reducidos sin singularidades, lo cual nos
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implica que todos sus puntos son regulares, asi que sus anillos locales son regulares y por [[7], Teorema
5.1, p. 32] y el teorema de la funcién implicita tenemos que X y Y son variedades diferenciable.

Sea R un anillo, S una R-algebra de homomorfismo estructural p, M un S-moédulo. Dotamos al
conjunto Dg(M) = S x M de estructura de anillo definiendo la suma y el producto como sigue:

(s,;m)+(s',m') = (s+s,m+m)
(s,m)(s’,m') = (ss',sm'+s'm)
y de una estructura de S-algebra de homomorfismo estructural la inyeccién i : s — (s,0) de S en Dg(M).
También, Dg(M) es provisto de una estructura de R-algebra con homomorfismo estructural i o p.

Si p es la preyeccién (s,m) — s de Dg(M) sobre S, entonces tenemos una sucesién exacta de S-
médulos ,
0— M- Dg(M) 25 —0.

Sea R un anillo y S una R-dlgebra. La aplicacién A-bilineal (s,s’) — ss’ de S x S en S define una
aplicacién R-lineal y de S ® g S en S tal que

p(d si@s) =Y sis)
A 7

Esta aplicacién es un morfismo de R-dlgebras. Es sobreyectiva, ademas, si i1 e io son los homomor-
fismos de R-édlgebras de S en S ®g S definidos por

1(s) =s®1 i2(s) =1®s
tenemos que
oty =poig = 1lg.
Proveemos a S ®p S la estructura de S-algebra con morfismo estructural i;. Es claro que g es un
homomorfismo de S-algebras.

Proposicién 2.5.1. Sea S una R-dlgebra, M un S-mddulo. La aplicacion d — 1g+d, donde (1s+d)(s) =
(s,d(s)) es una biyeccion de conjuntos de Derg(S, M) sobre el conjunto de homomorfismos de A-dlgebras
de B en Dg(M) inversos derechos de p.

Demostracion. Sea d una R-derivacién de S en M. Poniendo 1 + d = e, tenemos que, para s,s’ €
S,e(ss') = (ss',d(ss")) = (ss', sd(s") + s'd(s)) = (s,d(s))(s',d(5")) = e(s)e(s).
)s

Sea r € R,s € S. Entonces, e(rs) = e(p(r)s) = (p(r)s,p(r)d(s)) = re(s) y por lo tanto e es un
homomorfismo de R-élgebras de S en Dg(M). Es claro que poe = 1g.

Reciprocamentte, sea e un homomorfismo de R-dlgebras de S en Dg(M) tal que poe = 1g. Si s es
un elemento de S, e(s) es escrito (s,d(s)). La definicién del producto en Dg(M) muestra que d es una
derivacién de S en M. Esta es una R-derivacién porque, si r € R, e(p(r)) = (p(r),0). O

Lema 2.5.2. El nicleo I de p es el ideal de S @ S generado por los elementos 1 s —s®1, s€ S.

Demostracion. Es claro que u(1 ® s — s ® 1) = 0. Por otra parte, si ), s; ® s pertenece a I, podemos

escribir
Y osiosi=) (si@s)—Y (sis))@1=Y (s@1)(10s—s01)

ya que Y. s;s; = 0. O
Lema 2.5.3. S®r S =141(5)® 1.
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Demostracion. La igualdad S @ g S =1(S) + I resulta de la igualdad
s =(s8)@1+(s501)(1®s —s®1)sis, s’ €8
La igualdad poi; = 1g muestra también que I Ni1(S) = (0). O
Del Lema 2.5.3 tenemos que (S®pgS) /1% = iy (S)@1/1%. Sea 1) el isomorfismo iy @172 de S-médulos

Ds(I/1%) = S @ I/I? sobre (S ®p S)/I?, 7 el epimorfismo canénico de S @r S sobre (S ®g S)/I?. La
sucesién de homomorfismos de R-algebras

S—2>S@pS — "= (SorS)/I? Ds(I/1?) —2—~ 5

s 1®s (s, 7(l®s—s®1) —(5,71(1l®s—s5®1)) ——=3s

indica que el homomorfismo e = 1)~! o 0y de R-algebras de S a Dg(M) es un inverso derecho de p.

La aplicacién dg/r de S a I/I? definida por ds/r(s) =T(1®s—s5®1) es entonces una R-derivacion
de S al S-médulo I/12.

Asi que tenemos:
Qg =1/1%.

2.6 Diferenciales y el Fibrado Cotangente

Hemos dicho que el médulo de diferenciales tiene algo que ver con el fibrado tangente, y describiremos la
conexién mas precisamente.

En lo siguiente vamos a tomar a una variedad abstracta (o simplemente variedad) como un es-
quema entero separado de tipo finito sobre un campo algebraicamente cerrado k. En particular una
variedad algebraica (afin, cuasiafin, proyectiva o cuasiproyectiva) sobre k es una variedad en el sentido
que acabamos de definir (ver [[7], Proposicién 4.10, p. 104]). M4ds atn si es no singular (regular), por
([[7], Teorema 5.1, p.32]) y el teorema de la funcién implicita, es una variedad diferenciable.

Brevemente la conexion es la siguiente: Si Y es una variedad algebraica afin sobre un campo k& con
anillo de coordenadas S, entonces {25/, juega el papel del fibrado cotangente de Y. Més generalmente, si
Y — X es un morfismo de variedades afines correspondiente al mapeo R — S de anillos de coordenadas,
entonces {lp/s juega el papel del fibrado cotangente relativo del mapeo.

Aqui tenemos una descripcién mds detallada: para cualquier variedad diferenciable X (sobre k = R
o C) existe un fibrado vectorial sobre X, llamado el fibrado tangente y escrito TX, cuya fibra sobre
un punto z € X es el espacio tangente T, X de X en z. Si ¢ : X — Y es un mapeo diferenciable de
variedades diferenciables, entonces para cada x € X la derivada de ¢ es un mapeo Dy de T, X al espacio
tangente de Y en ¢(x), es decir a Ty, (,)Y. Estas derivadas se encajas juntas en un mapeo de fibrados
vectoriales sobre X
Dp:TX — o*TY

donde p*TY es el fibrado tangente a Y “jalado hacia atrds” por medio de ¢, el cual denominamos el
“pullback” y que puede ser definido como el producto fibrado X xy TY, asi que la fibra sobre = de
©*TY es Ty@)Y -

Para conectar estas construcciones con las previas, sea S’ el anillo de funciones suaves sobre X. Para
cualquier f € S’, pensada como un mapeo a R, la derivada Df : TX — f*TR = X X R es un funcional
lineal sobre cada fibra T, X que varia suavemente con x. Entonces D f puede ser considerado como una
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seccion global del dual T*X de fibrado tangente, el cual llamamos el fibrado cotangente de X. Por
supuesto, si g es otra funcién, entonces D(fg) = fDg + gD f, asi que podemos pensar a D como una
derivacién del anillo S’ de funciones suaves sobre X al S’-médulo €' de secciones globales del fibrado
cotangente de X.

De la propiedad universal del médulo de diferenciales de Kéahler se sigue que existe un homomorfismo
de S’-médulos « : Qg — Q' que lleva la derivacion universal d a la derivacién D arriba construida.
Este no es usualmente un isomorfismo, esencialmente porque no tomamos en cuenta la topologia al definir
Qs /1, pero si X es realmente una variedad afin real y S su anillo de coordenadas, entonces podemos
probar que §2g/;, es precisamente el objeto algebraico andlogo a €2’ en el sentido que ' = Qg/,®35S5’. Como
el fibrado T* X y el médulo € son objetos equivalentes, vemos que el médulo algebraico de diferenciales
Qg1 es un buen sustituto para el fibrado cotangente. Similarmente, su dual Derg(S, S) es un reemplazo
satisfactorio para el fibrado tangente.

Si ¢ : X — Y es un mapeo de variedades diferenciables, escribimos ¢# para el homomorfismo del
anillo de funciones suaves sobre Y al anillo de funciones suaves sobre X que es dado por la composicion
con . El dual del mapeo Dy : TX — ©*TY es un mapeo ¢*(T*Y) — T*X. Este es el mapeo que es
analogo al mapeo D(¢*).

La construccion que hemos hecho tiene algo andlogo més general que es valioso tener en mente. Si
@ : X — Y es un mapeo de variedades diferenciables cuya derivada D¢ es sobreyectiva en todas partes,
es decir, es una sumersion, entonces el nicleo de Dy : TX — ¢*TY es otra vez un fibrado sobre X,
llamado el fibrado tangente relativo, T(X/Y), y su dual es el fibrado cotangente relativo T*(X/Y).
El fibrado T'(X/Y') puede ser pensado como el fibrado de vectores tangentes que son tangentes a las fibras
de ¢. Dada cualquier funcién f sobre X, Df se restringe a un funcional lineal sobre T'(X/Y). Si f es
la composicién de ¢ con una funcién suave g sobre Y, entonces f serd constante sobre las fibras, y Df
inducird el funcional 0 sobre T'(X/Y); esto es, Df =0 en T*(X/Y).

De esto deducimos que D, como un mapeo de funciones sobre X a secciones de T*(X/Y) , es una
derivacién R’-lineal, donde R’ es el anillo de funciones suaves sobre X. Si X y Y son variedades afines
con anillo de coordenadas Sy R respectivamente, asi que S es una R-algebra, entonces el médulo Qg/r
con su derivacién universal R-lineal de S es la version algebraica de esta construccion cotangente relativa.

En el caso geométrico de variedades diferenciables no singulares que hemos esbozado, la nocién de
fibrado tangente y cotangente tienen el mismo contenido; cada fibrado es obtenido del otro por dualizacién.
En lugar de buscar en el médulo de diferenciales, uno podria muy bien buscar en el médulo de campos
vectoriales tangentes, los cuales pueden ser pensados como derivaciones. Pero cuando trabajamos con
variedades algebraicas con singularidades, esta equivalencia ya no se sostiene: Las derivaciones pueden
venir de formas diferenciales, pero no inversamente. Esto es por lo cual usualmente trabajamos con Qg/r
en lugar de con su dual Derg(S, S).

El significado geométrico de la Proposicién 2.2.4 es el siguiente: definimos el fibrado tangente relativo
que viene de una sumersién ¢ : X — Y como el nicleo del mapeo TX — ¢*TY, y correspondientemente
el fibrado cotangente relativo es T*(X/Y) = T* X /imagen(p*T*Y). Si Z — X — Y son dos sumersiones
de variedades, entonces simplemente de la defincién se sigue que existe una sucesion exacta

e (T(X/Y)) =T (2]Y) = T"(Z/X) — 0,
la cual corresponde a nuestra sucesién cotangente relativa.

El nombre de sucesiéon conormal en la Proposicién 2.2.5 también viene de un caso geométrico. Dada
una subvariedad diferenciable X de una variedad diferenciable Y, podemos restringir el fibrado tangente
de Y a X y conseguir un fibrado vectorial sobre X que contiene al fibrado tangente a X, TX — TY|x.
El cokernel de esta inclusion es llamado el fibrado normal de X en Y, escrito N(X/Y). Parte de su
significado viene del hecho que N(X/Y") se asemeja a una vecindad tubular de X en Y.

De la definicién, tenemos una sucesion exacta de fibrados

0-TX -TY|x - N(X/Y)—0,
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la cual podria ser llamada la “sucesion normal de X en Y”. Dualizando, conseguimos la sucesién conormal
de X en Y:
0> N (X)Y)—=TY|x -T"X —0.

En un contexto algebraico, trabajando sobre un campo base R, supongamos que Y es una variedad afin
con anillo de coordenadas T', y que X es una subvariedad afin cerrada con anillo de coordenada T' = S/I.
Entonces T*X corresponde a Qp/r y T*Y|x corresponde a T ®p Qg/g, asi que I/I? corresponde al
fibrado conormal N*(X/Y) y la sucesién en la Proposicién 2.2.5 es de hecho la sucesién conormal. La
tinica cosa que aparece distinta en nuestro contexto algebraico general es que el mapeo I/I1? — T®x Qg /R
no es siempre inyectivo.

2.7 Regularidad y Puntos Regulares

Teorema 2.7.1. Sea B un anillo local que contiene a un campo k isomorfo a su campo de residuos.
Asumamos mds atun que k es perfecto, y que B es una localizacion de una k-dlgebra finitamente generada.
Entonces Qp /i es un B-mddulo libre de rango igual a la dim B si y sélo si B es un anillo local regular.

Demostracion. Primero supongamos que g/, es libre de rango = dim B. Entonces por (2.4.9) tenemos
que dimgm/m? = dim B, lo cual por definicién dice que B es un anillo local regular. Notemos en particular
que esto implica que B es un dominio entero (Ver [[10], Teorema 14.3, p. 106]).

Para la otra implicaciéon usaremos el siguiente lema:

Lema 2.7.2. Sea A un dominio entero noetheriano local, con campo de residuos k y campo
cociente K. Si M es un A-mddulo finitamente generado y si dimpyM Rk = dimgMRQ A K =1,
entonces M es libre de rango r.

Demostracion. Como dimpyM ® k = r, el lema de Nakayama nos dice que M puede ser
generado por r elementos. Asi que existe un mapeo sobreyectivo ¢ : A — M — 0. Sea R su
nucleo. Entonces obtenemos una sucesion exacta

0—-RRIK—->K — M®K —0,

porque la localizacién es un A-plano (Ver [[9], 3.D, p. 19]) y como dimyM ® K = r, obtenemos
R® K = 0. Pero R es libre de torsién, asi que R =0, y M es isomorfo a A".

Ahora inversamente, supongamos que B es local regular de dimensién r. Entonces dimym/m? = r, asf
que por (2.4.9) tenemos que dim; g/, ® k = r. Por otro lado, sea K el campo cociente de B. Entonces
por (2.4.1) y (2.4.4) tenemos que Qp/, ®p K = Q. Ahora bien, como k es perfecto K es una extensién
de campo separable de k y por tanto dimpQg/, = tr.d.K/k. Pero también tenemos que dim B = tr.
d. K/k. Finalmente notemos que por (2.2.3), 25/, es un B-médulo finitamente generado. Por el lema
concluimos que §2p/; es un B-mddulo libre de rango 7. O

Ahora llevamos la definicién del médulo de diferenciales sobre un esquema. Sea f : X — Y un
morfismo de esquemas. Consideramos el morfismo diagonal A : X — X xy X. Tenemos que A da un
isomorfismo de X sobre su imagen A(X). En efecto, sea p; : X xy X — X la primera proyeccion,
dado que p; o A = idx se tiene que A es una inyecciéon y por supuesto A es sobreyectivo sobre su
imagen, asi que A es un homeomorfismo sobre A(X). Por otra parte la sobreyectividad de A% es una
cuestion local, ya que es sobreyectiva si lo es germen a germen. Es decir, tenemos que probar que
AF Oxxyx,a@) — Ox,. es sobreyectiva. Ahora bien, una vecindad local de A(x) estd dada por
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Spec A XSpec B Spec A que, por la Proposicién 1.4.2; es Spec (A ®p A), asi que tenemos un mapeo

A : Spec A — Spec (A®p A), al cual le corresponde un mapeo de dlgebras A% : A®p A — A dado
por a ® a’ — aa’ el cual es sobreyectivo con nicleo I el ideal generado por los elementos 1 ® a —a ® 1
(Es claro que A#(1®a —a®1) = 0. Por otra parte, si >, a; ® a} pertenece a I, podemos escribir
Yai®a; = (0, ®a;) =Y (aa) @1 =3 (a; ®1)(1®a; —a; ®1) ya que Y, a;a; = 0). Por lo
tanto también tenemos un mapeo sobreyectivo en los anillos localizados, ademds sabemos que Ox , es A,
(1.2.3), por lo que tenemos un mapeo sobreyectivo en los gérmenes y por consiguiente A% sobreyectiva.

Asi que A(X) es un subesquema localmente cerrado de X xy X, es decir, un subesquema cerrado
de un subconjunto abierto W de X xy X.

Definicién 2.7.3. Sea .Z la gavilla de ideales de A(X) en W. Entonces podemos definir la gavilla de
diferenciales de X sobre Y como la gavilla Qx )y = A*(S |/ I?) sobre X.

Observacion 2.7.4. Primero notamos que ///2 tiene una estructura natural de O 5(x)-modulo y que
estamos usando la sequnda carectizacion para el modulo de diferenciales. Entonces dado que A induce un
isomorfismo de X a A(X), Qx/y tiene una estructura de Ox-mddulo. Mds ain, Qx,y es cuasicoherente
(1.6.10 y 1.6.14); si 'Y es noetheriano y [ es un morfismo de tipo finito, entonces X Xy X es también
noetheriano, y por lo tanto Qx/y es coherente (1.6.11 y 1.6.14).

Si U = Spec A es un subconjunto abierto afin de Y y V' = Spec B es un subconjunto abierto afin de X
tal que f(V) C U, entonces V Xy V es un subconjunto abierto afin de X xy X isomorfo a Spec (B®4 B)
(1.3.16), y A(X)N(V xy V) es el subesquema cerrado definido por el nicleo del homomorfismo diagonal.
Entonces .# /.72 es la gavilla asociada al médulo I/1? de (2.5.2). Asf que Qv = (25/4)", donde ~ es
el funtor que a cada mdédulo le asigna su gavilla asociada.

Entonces nuestra defincién de la gavilla de diferenciales de X/Y es compatible, en el caso afin, con
el médulo de diferenciales definida arriba, via el funtor ~. Esto también muestra que podriamos haber
definido {2x,y cubriendo a X y Y con subconjuntos abiertos afines V' y U como arriba y pegando las
gavillas correspondientes (25,4)~. Las derivaciones d : B — 5,4 se pegan juntas para dar un mapeo
d: Ox — Qx/y de gavillas de grupos abelianos sobre X, el cual es una derivacién del anillo local en
cada punto. Por lo tanto, podemos llevar los resultados algebraicos a gavillas.

Tenemos el siguiente resultado que nos sera util.

Teorema 2.7.5. Cualquier localizacion de un anillo local reqular en un ideal primo es otra vez un anillo
local reqular.

Demostracion. Matsumura [[9], pag 139]. O

La conexién entre no singularidad y diferenciales estd dado por el siguiente resultado.

Teorema 2.7.6. Sea X una esquema separado irreducible de tipo finito sobre un campo algebraicamente
cerrado k. Entonces Qx i, es una gavilla localmente libre de rango n = dim X si y sdlo si X es una
variedad no singular sobre k.

Demostracion. Si z € X es un punto, entonces el anillo local B = O, x tiene dimensién n, campo de
residuos k, y es una localizacién de una k-dlgebra de tipo finito. Mds atin el médulo 2/, de diferenciales
de B sobre k es igual al germen (€2x/;), de la gavilla Qx /5. Entonces podemos aplicar (2.7.1) y ver que
(2x k)2 es libre de rango n si y sélo si B es un anillo local regular. Ahora el teorema sigue de ver (2.7.5)
v (1.6.12). O

También tenemos algunos resultados para la gavilla de diferenciales andlogos a los de resultados
algebraicos.
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Proposiciéon 2.7.7. Sea f : X — Y yg:Y — X un morfismo de esquemas. Entonces existe una
sucesion exacta de gavillas sobre X,

["Qyyz = Qx/z — Qx/y — 0

Demostracion. Sigue de (2.2.4). O

Proposiciéon 2.7.8. Sea f: X — Y un morfismo, y sea Z un subesquema cerrado de X con gavilla de
ideales . Entonces existe una sucesion exacta de gavillas sobre Z,

j/ﬂ2*>QX/y®OZ HQZ/Y — 0.

Demostracion. Sigue de (2.2.5). O

Ejemplo 2.7.9. Tomamos Y = A} = Spec k[t] y sea
X = Spec k[t][z, y]/(zy, x(t —x —y),y(t —x —y)).
La gavilla Qx/y estd dada como
Qx/y = Ox{dx,dy}/(ydx + xdy, (t — 2z)dx — xdy, —ydz + (t — 2y)dy).
Como existen dos generadores y tres relaciones, tenemos la sucesion

Og’?d i) O;’?z — Qx/y e 07

[y t—2x —y
L‘O_(m —x t—2y)

Ejemplo 2.7.10. 5i X = Ay, enlonces Qx,y es el Ox-mddulo libre de rango n generado por las
secciones globales dx, . ..,dx,, donde x1,...,x, son las coordenadas afines para A.

donde ¢ estd dada por la matriz

Ejemplo 2.7.11. Consideremos el esquema X = Spec S con S = Clz,y|/(xy). De la seccion 2.3

sabemos que Sg ¢ es el cokernel de la matriz Jacobiana J = ( Ty )t. Ahora bien, X es un esquema
de dimension 1, pero la dimension de Qg,c en el ideal (x,y) € Spec S correspondiente al punto (0,0) es
2, por el Teorema 2.7.1 tenemos que (x,y) no es un punto regular.

Ejemplo 2.7.12. Tomemos el esquema Y = Spec R donde R = Clx,y]/(y — 2?). Igualmente tenemos

que Qg /c es el cokernel de la matriz ( —2z 1 )t. Ahora bien 'Y es un esquema irreducible de dim 'Y =
1L =1k Qg/c, entonces por el Teorema 2.7.6 Y es una variedad no singular.



Apéndice A

Producto Tensorial de Modulos

Sean M, N, P tres A-médulos. Un mapeo f: M x N — P se dice A-lineal si para cada x € M el mapeo
y+— f(z,y) de N en P es A-lineal, y para cada y € N el mapeo x +— f(z,y) de M en P es A-lineal.

Construiremos un A-médulo 7', llamado el producto tensorial de M y N, con la propiedad de que los
mapeos A-lineales M x N — P estdn en correspondencia uno a uno con los mapeos A-lineales T — P,
para cualquier A-médulo P. M4és precisamente:

Proposicién A.0.13. Sean M, N A-mddulos. Entonces existe un par (T, g) consistente de un A-mddulo
T y una mapeo A-bilineal g : M x N — T, con la siguiente propiedad: Dado cualquier A-mddulo P y
cualquier mapeo A-bilineal f : M x N — P, existe un tinico mapeo A-lineal f' : T — P tal que f = f'og
(en otras palabras, cada funcion bilineal sobre M x N se factoriza a través de T ). Mds ain, si (T,g) y
(T, 9") con dos parejas con esta propiedad, existe un unico isomorfismo j: T — T' tal que jog=yg¢'.

Demostracion. i) Unicidad. Reemplazando (P, F') por (1”,¢') obtenemos un tnico j : T'— T” tal que
¢’ = jog. Intercambiando el papel de T y T’, obtenemos j' : 7" — T tal que g = j' o ¢’. Cada una de
las composiciones j o 5/, j' o j deben ser la identidad, y por lo tanto j es un isomorfismo.

ii) Erxistencia. Sea C' el A-médulo libre AM*N) | Los elementos de C' son las combinaciones formales
lineales de elementos de M x N con coeficientes en A, i. e., son expresiones de la forma > - ; a; - (i, ;)
(a; € A,x; € M,y; € N). Sea D el submédulo de C' generado por todos los elementos de C' del siguiente
tipo:

(x+2',y) = (z,9) — (2", y)
(x,y+9) — (z,y) — (z,9)
(az,y) —a- (2,y)
(z,ay) —a-(z,y).

Sea T'= C/D. Para cada elemento bésico (z,y) de C, sea x ® y su imagen en T. Entonces T es generado
por elementos de la forma x ® y, y de la definicion obtenemos:

(z+a)wy=rey+a’ @y,

@ y+y)=zy+rY,

(az) @y = 2 ® (ay) = a(z @ y).
Equivalentemente, el mapeo g : M x N — T definido por g(z,y) = z ®y es A-lineal. Cualquier mapeo f
de M x N en un A-médulo P se extiende por linealidad a un homomorfismo de A-médulos f : C — P.

Supongamos en particular que f es A-bilineal. Entonces, de las definiciones, f se anula en todos los
generadores de D, y por lo tanto en todo D, y por consiguiente induce un A-homomorfismo bien definido
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f'deT =C/Den P tal que f'(z®y) = f(x,y). El mapeo f est iinicamente definido por esta condicién,
y por lo tanto la pareja (T, g) satisface la condicién de la proposicién. O

Observacion A.0.14. El A-mddulo T construido como arriba es llamado el producto tensorial de M
y N, y es denotado por M @4 N, o sélo M ® N si no hay ambigiiedad del anillo A. Es generado
como un A-mddulo por los “productos” x @ y. Si (zi)icr, (Y;)jes son una familia de generadores de
M, N, respectivamente, entonces los elementos x; ® y; generan M ® N. En particular, sin M y N son
finitamente generados, también lo es M ® N.

Proposicién A.0.15. Sean My, ..., M, A-mddulos. Entonces existe una pareja (T, g) consistente de un
A-mddulo T un mapeo A-multilineal g : My X --- X M, — T con la siguiente propiedad: Dado cualquier
A-mddulo P y cualquier mapeo A-multilineal f : My x --- x M, — T, existe un inico A-homomorfismo
f':T — P tal que f'og= f. Mds ain, si (T,g) y (T",g") son dos parejas con esta propiedad, entonces

existe un 1inico isomorfismo j: T — T’ tal que jog=g'. UJ

Sean M, N, P A-médulos. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) MOIN=ZNM

)
i) MON)® P2XM®(N®P)2M®N®P
i) ( M&N)@ = (M®P)®(N®P)

)

iv) A M =M

Sean A, B anillos, M un A-médulo, P un B-médulo y N un (A4, B)-bimédulo (esto es, N es si-
multdneamente un A-médulo y un B-mdédulo y las dos estructuras son compatibles en el sentido de que
a(zb) = (az)b paratodaa € A,b € B,z € N). Entonces M ® 4 N es naturalmente un B-médulo, NQ@p P
es un A-modulo, y tenemos que

(MeasN)@p P2 M®u (N®g P).

Sean f: M — M',g : N — N’ homomorfismos de A-mddulos. Definimos h : M x N — M’ @ N’
por h(z,y) = f(z) ® g(y). Es facil revisar que h es A-bilineal y por lo tanto induce un homomorfismo de
A-médulos

f®g: MN — M @ N’

tal que
(feglrey)=f(z)®g9(y) (reM,yeN).

Sean f': M’ — M" y ¢’ : N’ — N” homomorfismos de A-médulos. Claramente los homomorfismos
(ffof)®(g'0g)y (f'®¢")o(f®g) coinciden en todos los elementos de la forma x ® y en M @ N. Como
estos elementos generan M ® N, entonces

(ffef)@(g'eg)=(f'@g)o(f@yg).

A.1 Propiedades de Exactitud del Producto Tensorial

Sea f : M x N — P un mapeo A-lineal. Para cada € M el mapeo y — f(z,y) de N en P es A-
lineal, por lo tanto f da lugar a un mapeo M — Hom(N, P) que es A-lineal porque f es lineal en la
variable z. Inversamente, cualquier A-homomorfismo ¢ : M — Hom 4 (N, P) definen un mapeo bilineal,
(z,y) — ¢(z)(y). Por lo tanto el conjunto S de mapeos A-bilineales M x N — P estd en correspondencia
natural uno a uno con Hom(M ® N, P), por la propiedad que define al producto tensorial. Por lo tanto
tenemos un isomorfismo canénico

Hom(M ® N, P) = Hom(M, Hom(N, P)). (A.1)
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Proposiciéon A.1.1. Sea
M LS o (A.2)

una sucesion exacta de A-mddulos y homomorfismos, sea N cualquier A-mddulo. Entonces la sucecion

MeNZMeN M oN -0 (A.3)

(donde 1 denota el mapeo identidad en N ) es exacta.

Demostracion. Denotamos por E la sucesién (A.2), y por E® N la sucesién (A.3). Sea P un A-médulo.
Como (A.2) es exacta, la sucesion Hom(E, Hom(N, P)) es exacta por la exactitud del funtor contrava-
riante Hom(-, Q) para cualquier médulo @; por (A.1) la sucesion Hom(E ® N, P) es exacta. Otra vez
por la exactitud de Hom(-,Q), se sigue que E ® N es exacta. O]

Proposicién A.1.2. Sea A un anillo, a un ideal y M un A-mddulo. Entonces (A/a) @4 M es isomorfo
a M/abM.

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta
0—-a—-A—A/a—0
por (A.1.1) tenemos la siguiente sucesién exacta
a@M—-AM — A/la®@ M — 0

por las propiedades del producto tensorial tenemos un isomorfismo canénico a ® M = aM definido por
r@m—rm,y A® M = M, lo cual significa que tenemos la sucesién exacta

aM — M — A/a®@ M — 0.

El cokernel del mapeo aM — M es M/aM y por lo tanto tenemos el isomorfismo entre (4/a) ® 4 M y
M/aM. O

A.2 Torsion

En algebra abstracta, el término torsidn se refiere a un nimero de conceptos relacionados a elementos
de orden finito en grupos y a la falla de ser libre en médulos.

Definiciéon A.2.1. Sea M un mddulo sobre un anillo A. Un elemento m € M es llamado un elemento
de torsion si existe un no divisor de cero a € A tal que a-m = 0.

Si el anillo A es conmutativo, entonces el conjunto de todos los elementos de torsiéon forman un
submédulo de M, llamado el submddulo de torsién de M, denotado 7(M). El médulo M es llamado
un mdodulo de torsion si 7(M) = M, y es llamado libre de torsion si 7(M) = 0.

Maés generalmente, sea A un anillo arbitrario y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado.
Entonces podemos definir la nocién de S-torsién como sigue. Un elemento m de un A-médulo M es
llamado un elemento de S-torsidn si existe s € S tal que s anula m, es decir, sm = 0.

Proposicién A.2.2. Sea M un A-mddulo y S C A un conjunto multiplicativamente cerrado. Entonces
los ST'A-mddulos S™'M y ST'A®4 M son isomorfos; mds precisamente, existe un unico isomorfismo

f: ST'"A@, M — S'M
(a/s)@m +—— am/s
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Demostracion. Definimos el mapeo

STIAxM — S'M
(a/s,m) +—— am/s

que es A-bilineal, y por la propiedad universal del producto tensorial induce un A-homomorfismo
f:STTAQu M — S7M
que satisface lo que necesitamos. Claramente f es sobreyectiva y estd tnivocamente definida.
Sea >, (a;/s;) ® m; un elemento de ST'A® M. Sis=[];s, €9, t; = [ 14 8j, tenemos
Yom=% Y em= gutm="-0Y atm

: S,L 3 : s - s 1Y s : 1Y )

K3 K3 K2 K3
asi que cada elemento de S™'A ® M es de la forma (1/s) ® m. Supongamos que f((1/s) ® m) = 0.
Entonces m/s = 0, por lo tanto tm = 0 para algin ¢ € S, y por consiguiente

1 t 1
- @dm=—tm=—0=0.
S st st

Por lo tanto f es inyectiva y consecuentemente un isomorfismo. O

Proposicion A.2.3. Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado de A y M un A-mddulo. Entonces

tenemos un mapeo candnico
o: M — S7T'A ®4 M
m — 1 ®14 m

cuyo nucleo es precisamente el submodulo de S-torsion de M.

Demostracion. Sea m un elemento de S-torsion, es decir, existe s € S tal que sm = 0. Luego

s
p(m) = 1om = g®m
1
= —®sm = -0
s s
= 0

por lo tanto los elementos de S-torsién estan contenidos en ker (.

Sea m € ker ¢, entonces 1®@m = 0, por (A.2.2) tenemos que 1-m = 0 en S~1M, es decir, existe s € S
tal que sm = 0, y por lo tanto es un elemento de S-torsién. O

Entonces el submédulo de torsién de M puede ser interpretado como el conjunto de elementos que se
“anulan en la localizacién”. En particular si S es el conjunto de los no divisores de ceros tenemos que
kerp = 7(M).
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