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1. Introducción

Una representación unitaria de un grupo de Lie G, es un homomorfismo
π : G→ U (Hπ) donde H es un espacio de Hilbert y U (Hπ) denota el espacio
de operadores acotados unitarios sobre H . Este morfismo debe ser continuo en
el siguiente sentido:

‖πgnξ − πgξ‖ → 0 cuando gn → g, para toda ξ ∈Hπ

Estos objetos matemáticos son interesantes por si mismos, pues represen-
tan un tipo particular de acción de un grupo sobre un espacio de Hilbert, y su
importancia está dada por su aplicación desde los años 20’s en mecánica cuánti-
ca, principalmente difundida en el libro de Herman Weyl Gruppentheorie und
Quantenmechanik.

Hay un estrecha relación entre las representaciones unitarias y el análisis
armónico. Se usan para dar una definición abstracta de la transformada de
Fourier sobre L1(G) a través de los caracteres de G (homomorfismos continuos
entre G y el ćırculo unitario complejo), cabe señalar que cuando G es abeliano
todas sus representaciones unitarias son caracteres (puede verse en [7]). Cier-
tas representaciones unitarias aparecen como sumandos directos discretos en la
representación regular izquierda de G sobre L2(G) (ver [6]). Más acerca de rep-
resentaciones unitarias y análisis armónico puede verse en [5] y acerca de anáslis
armónico en grupos de Lie en [8].

El primer grupo localmente compacto cuyas representaciones irreducibles de
dimensión infita fueron clasificadas se llama el grupo de Heisenberg, que es un
grupo nilpotente (y por lo tanto soluble). El motivo por el cual se hizo esta
clasificación fue para entender las relaciones de conmutación de Heisenberg en
mecánica cuántica.

Desde entonces, la teoria de representaciones y sus aplicaciones han sido
desarrolladas. En teoria de representaciones, los avances principales fueron he-
chos por Dixmier en los 50’s y por Kirillov en los 60’s, también por estos años
aparecieron aplicaciones a la teoria ergódica.

Uno de los principales pioneros en la teoŕıa general de representaciones uni-
tarias es George Mackey, quien desarrolló esta teoŕıa para grupos en general y
cuyas aportaciones son de mucha importancia.
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Para nosotros, el resultado presentado por Kirillov es esencial. Este resul-
tado dice que existe un mapeo continuo y biyectivo entre el espacio de clases
g∗/Ad∗G y G∧ (el espacio de todas las clases de equivalencia unitaria de rep-
resentaciones irreducibles unitarias deG) cuando el grupo de LieG es nilpotente.

Este resultado sugiere, dada la similitud entre los grupos nilpotentes y los
grupos solubles, que cuando G es soluble, la acción de G sobre g∗ contiene toda
la información acerca de las representaciones unitarias de G.

En este trabajo se presentan tres formas distintas de extender el mapeo de
Kirillov a cierta clase de grupos de Lie solubles, las cuales tienen distintos en-
foques y distintos alcances. Ninguna de estas construcciones abarca a todos los
grupos de Lie solubles, dejando el problema en general abierto.

Muchas personas han trabajado en este problema, entre las que destacan L.
Auslander, C.C. Moore, Bernat, Brezin, Pukanzki y B. Kostant. Dentro de este
trabajo veremos algunas de sus aportaciones.

3



2. Conceptos y construcciones básicas

Denotaremos con letras mayúsculas a los grupos de Lie y con minúsculas
góticas a sus álgebras. Consideraremos solamente grupos de Lie conexos y sim-
plemente conexos. De esta manera cada álgebra de Lie g está relacionada única-
mente con el grupo de Lie G = exp(g) donde exp : g→ G es el mapeo exponen-
cial de grupos de Lie.

SeanG yH grupos de Lie con álgebras de Lie g y h respectivamente. Recorde-
mos que cada homomorfismo entre grupos de Lie ψ : G → H define un homo-
morfismo entre las álgebras de Lie dψ : g→ h que hace conmutativo el siguiente
diagrama:

g

exp

��

dψ // h

exp

��
G

ψ
// H

Como G actúa sobre si mismo a través de los morfismos αx : G→ G dados
por la conjugación, es decir αx(g) = xgx−1, entonces G actúa también sobre g

a través de d(αx) = Ad(x). El mapeo Ad : G→ Aut(g) dado por x 7→ Ad(x) es
conocido como la representación adjunta.

Sea g∗ el dual algebráico de g como espacio vectorial. G actúa sobre g∗ a
través de la representación coadjunta definida por:

((Ad∗x)l)(Y ) = l((Adx−1)Y ) para x ∈ G, Y ∈ g, l ∈ g∗

Recordemos que un grupo de Lie G es soluble si la sucesión de subgrupos
normales

G�G(1) �G(2) � · · ·

donde G(1) = (G,G), G(n+1) =
(
G(n), G(n)

)
y (A,B) denota el subgrupo gener-

ado por elementos de la forma xyx−1y−1 con x ∈ A, y ∈ B, es finita y termina
en
{
e
}

.

Esta condición es equivalente a que el álgebra de Lie g de G cumpla que la
cadena de ideales

g � g(1) � g(2) � · · ·

donde g(1) = [g, g] y g(n+1) = [g(n), g(n)], es finita y termina en g(k) =
{

0
}

4



Las representaciones unitarias de un grupo de Lie G son homorfismos π de
G dentro del grupo U (Hπ) de operadores unitarios sobre un espacio de Hilbert
Hπ que son continuos en el siguiente sentido

‖πgnξ − πgξ‖ → 0 cuando gn → g, para toda ξ ∈Hπ

Un operador de intercambio entre π y π′, es un operador lineal acotado
A : Hπ →Hπ′ tal que

Aπ(g) = π′(g)A para toda g ∈ G

Decimos que dos representaciones π, π′ son unitariamente equivalentes si
existe un operador de intercambio invertible e isométrico, y esta relación la
denotamos como π ∼= π′. Una representación π de G es irreducible si no ex-
isten subespacios propios cerrados invariantes bajo π(G) dentro de Hπ. Estas
representaciones están caracterizadas por el lema de Schur que dice que una
representación es irreducible si y sólo si todos los operadores de intercambio
entre ella misma son escalares, es decir, son de la forma cIdHπ

con c ∈ C

Denotaremos como G∧ al espacio de las clases de equivalencia unitarias de
representaciones irreducibles unitarias de G.

Si H es un subgrupo cerrado de G y π es una representación unitaria de H.
Dado un automorfismo α de G podemos definir una representación unitaria α ·π
de α(H) dada por:

(α · π)(x) = π(α−1x) para toda x ∈ α(H)

Si π′ es otra representación unitaria de H y π′ ∼= π entonces α · π′ ∼= α · π

Si agregamos la hipótesis de que H es normal, con la relación anterior obten-
emos una acción de G sobre las representaciones unitarias de H a través de los
homomorfismos αx.

Existen tres tipos de grupos, clasificados a través de las propiedades de de-
scomposición de sus representaciones unitarias. Dicha clasificación no es trivial,
y para nosotros bastará con saber que para los grupos de tipo I, sus representa-
ciones unitarias se pueden descomponer como suma directa de representaciones
irreducibles. Los grupos del tipo II y tipo III no pueden ser descompuestos de
esta forma.
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Comencemos conociendo el resultado de Kirillov.

2.1. Teoria de Kirillov

La teoŕıa de Kirillov clasifica las representaciones unitarias de un grupo de
Lie nilpotente a través de un mapeo biyectivo entre g∗/Ad∗(G) y G∧. Para
poder establecer esta biyección necesitamos conocer algunos conceptos acerca
de grupos de Lie y sus representaciones.

Recordemos que un grupo de Lie es nilpotente si la cadena

G�G[1] �G[2] � · · ·

donde G[0] = G, G[n+1] =
(
G,G[n]

)
, es finita y termina en

{
e
}

.

Por supuesto esta condición es equivalente a que el álgebra de Lie cumpla
que la cadena de ideales

g � g[1] � g[2] � · · ·

donde g[0] = g y g[n+1] = [g, g[n]]] termine en 0.

Notemos que en particular las álgebras de Lie nilpotentes son solubles ya
que por inducción se puede demostrar que g(n+1) ⊆ g[n].

Ambas estructuras están relacionadas de la siguiente manera, un álgebra de
Lie g es soluble si y sólo si [g, g] es nilpotente.

Por otra parte, cada representación (π,Hπ) de un subgrupo cerrado K ⊂ G
produce una representación natural σ = Ind(K ↑ G, π) de G en un nuevo espacio
de Hilbert Hσ. Esta representación se puede dar para K, G y π arbitrarios, pero
muchas complicaciones técnicas desaparecen cuando K/G tiene una medida
invariante por la derecha, pues en este caso el espacio de Hilbert Hπ se puede
tomar como el espacio de todas las funciones Borel medibles f : G→Hπ tales
que

1. f(kg) = π(k)[f(g)]

2.
∫
K/G
‖f(g)‖2dġ donde dġ es la medida invariante por la derecha sobre

K/G
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En este espacio el producto interno está dado por

〈f, f ′〉 =
∫
K/G

〈f(g), f ′(g)〉dġ

Se puede mostrar que este espacio es completo bajo la norma inducida por este
producto interno, lo cual lo convierte en un espacio de Hilbert.

Aśı, la representación inducida σ se define haciendo actuar a G por la
derecha:

σ(x)f(g) = f(gx) para toda x ∈ G

Este es un operador unitario debido a la invariancia por la derecha de dġ
que además es continuo con respecto a G.

De esta manera, el problema se facilita si podemos construir una medida de
Haar sobre el cociente K/G.

Para los grupos de Lie siempre existen medidas de Haar, las cuales pueden
ser inducidas a través del mapeo exponencial usando coordenadas exponenciales
sobre el grupo. Para construir estas coordenadas tomamos una base

{
Xi

}n
i=1

de g, las coordenadas exponenciales de G asociadas a la base
{
Xi

}
están dadas

por el mapeo φ : Rn → G definido como:

φ(y) = exp(y1X1) exp(y2X2) · · · exp(ynXn)

estas coordenadas también son llamadas coordenadas canónicas de segundo tipo
y ellas son las que llevan medidas de Lebesgue sobre g ∼= Rn a medidas de Haar
sobre G

En el caso particular de los grupos nilpotentes se pueden dar medidas de Haar
a los cocientes a través de las coordenadas exponenciales determinas por ciertas
bases especiales llamadas de Malcev. Decimos que una base

{
Xi

}n
i=1

es de Mal-

cev si existen ı́ndices
{
ij
}k

1
tales que las subálgebras gl = R−span

{
X1, · · · , Xil

}
son ideales de g para toda l. Usando las coordenadas exponenciales asociadas a
estas bases, podemos generar medidas de Haar sobre el cociente.
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Sea l ∈ h∗ donde h es un álgebra de Lie tal que l([h, h]) = 0, notemos que el
mapeo χl,H : H → S1 dado por:

χl,H(exp(Y )) = e2πil(Y ) Y ∈ H

es una representación unitaria de H, sobre U (C) = S1, a este tipo de repre-
sentaciones se les conoce como caracteres. La condición de que l([h, h]) = 0 es
necesaria pues

exp(Y ) exp(X) = exp(X+Y +
1
2

[X,Y ]+conmutadores de tres términos o más)

esta fórmula es conocida como la fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff.

Definimos el mapeo el mapeo de Kirillov κ : g∗/Ad∗(G)→ G∧ como κ([l]) =
Ind(M ↑ G,χl,M ) = πl donde M = exp(m) y

1. l([m,m])=0

2. dim(m) = 1
2 (dim(g) + dim(r))

3. r es el radical de la forma bilineal sobre g B(X,Y ) = l([X,Y ]).

Si m cumple estas propiedades se puede mostrar que πl no depende de la elección
de m y además es irreducible. A las subálgebras que cumplen estas propiedades
se les llama álgebras maximales subordinadas o polarizaciones de l.

En el caso en que G es nilpotente se puede demostar que para todo l ∈ g∗

existen polarizaciones, de hecho se puede dar una construcción para encontrar
polarizaciones a través de bases de Malcev de la siguiente manera: dada una
cadena de ideales (0) ⊆ g1 ⊆ g2 ⊆ · · · ⊆ gn = g tal que dim(gj) = j, l ∈ g∗ y
lj = l|gj entonces m =

∑n
j=1 r(lj) es una polarización para l.

Como veremos más adelante, para cierto de tipo de grupos solubles no todos
los elementos de el dual del álgebra tienen polarizaciones.

Se puede mostrar que para G nilpotente el mapeo κ es una biyección, este re-
sultado no es trivial, y la demostración con detalle de esto se puede ver en [6], [7]

Veamos cómo se puede extender este mapeo a algunas clases de grupos sol-
ubles.
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3. Grupos exponenciales

Un grupo de Lie exponencial es un grupo de Lie soluble para el cual el mapeo
exponencial es un difeomorfismo. No todos los grupos de Lie solubles son expo-
nenciales, pero todos están relacionados con el siguiente grupo

Sea λ = λ1 + iλ2 ∈ C. Definimos el álgebra

s(λ) = Rb1 ⊕ Rb2 ⊕ Rb3

con
[b1, b2] = λ1b2 + λ2b3

[b1, b3] = −λ2b2 + λ1b3

y el grupo

S(λ) = R× C con (x, u)(y, v) = (x+ y, e−λyu+ v)

lo que significa que S(λ) = R n C es un producto semidirecto cuyo subgrupo
normal mı́nimo es C, si λ2 6= 0. Con (x1, x2 + ix3) = (x1, x2, x3) ∈ S(λ) los bj
están dados por:

b1 = ∂1 − (λ1x2 − λ2x3)∂2 − (λ2x2 + λ1x3)∂3, b2 = ∂2, b3 = ∂3

y el mapeo exponencial en las coordenadas complejas ξ2 + iξ3 por

E(ξ1b1 + ξ2b2 + ξ3b3) = (ξ1, ẽ(−λξ1)(ξ2 + iξ3)).

De esto podemos ver que S(λ) es exponencial si y sólo si λ1 6= 0, y además que
S(i) es el único (salvo isomorfismos) grupo de Lie soluble simplemente conexo
que no es exponencial de dimensión menor o igual que 3.

Se puede ver que la ausencia de S(i), respectivamente s(i), es responsable
de que un grupo de Lie soluble simplemente conexo G sea exponencial:

Teorema 3.1 Sea G un grupo de Lie soluble conexo y simplemente conexo de
dimensión n y sea g su álgebra de Lie. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Ningún grupo cociente de G tiene subgrupos cerrados isomorfos a S(i).
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2. Ningún operador adx, x ∈ g tiene eigenvalores puramente imaginarios
distintos de cero.

3. El mapeo exponencial es inyectivo.

4. El mapeo exponencial es suprayectivo.

5. El mapeo exponencial es un difeomorfismo de g sobre G.

Para grupos exponenciales, el mapeo de Kirillov funciona de la misma man-
era que para grupos nilpotentes, pues en este caso también se pueden generar
medidas de Haar para los cocientes de G, además del hecho de que para todo
l ∈ g∗ existen polarizaciones.

La diferencia entre este caso y el caso nilpotente es que a las álgebras po-
larizantes debemos pedirles que sean polarizaciones de Pukanski: Si m es una
polarización de l ∈ g∗ entonces decimos que m es de Pukanski si

l + m⊥ = Ad∗M(l) donde exp m = M

Las polarizaciones de Pukanski están dadas expĺıcitamente a través de las bases
de Jordan-Holder para G, que son la extensión de las bases de Malcev para
grupos solubles. Una base es de Jordan-Holder si es una base de Malcev y los gk

generados forman una serie de descomposición. Para los grupos exponenciales
siempre existen este tipo de bases. Nuevamente en este caso las polarizaciones
de Pukanski para cada l ∈ g∗ están dadas por

∑k
j=1 r(l|gj).

Para grupos exponenciales se puede demostrar nuevamente que πl,M es irre-
ducible y no depende de la elección de m si m es de Pukanski.

El primero en presentar este resultado fue Bernat en [3], aunque la manera
en que lo presentamos aqúı tiene un enfoque más moderno. Las demostraciones
detalladas de estos resultados se pueden ver en [12]
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4. Grupos inductivos

La construcción de la extensión del mapeo de Kirillov para este tipo de gru-
pos está dada a través del siguiente método. Si S es un grupo de Lie soluble con
álgebra de Lie s, dado que [s, s] es nilpotente, tiene sentido definir el nil-radical
n de s como el ideal nilpotente máximo contenido en s. La idea en este caso
es ver cuando las representaciones unitarias de S se pueden obtener a partir de
representaciones unitarias de N .

El hecho de que las representaciones de S se puedan obtener a partir de
representaciones de N , sugiere que la clasificación para las representaciones de
N se pueda extender de alguna manera a las de S.

Nuevamente, como vamos a usar inducción desde un caracter, necesitamos
que existan álgebras maximales subordinadas. Desafortunadamente, para gru-
pos de Lie solubles, existe un álgebra de Lie d para la cual hay un elemento en
g∗ que no tiene un álgebra maximal subordinada.

El álgebra d es llamada álgebra diamante y está definida como el álgebra de
Lie generada por

{
X,Y, Z,W

}
cuyos brackets distintos de cero son:

[X,Y ] = −Z, [X,Z] = Y, [Y, Z] = W

Para esta álgebra, el funcional l ∈ g∗ dado por:

l(W ) = 1, l(X) = l(Y ) = l(Z) = 0

es tal que el radical r de la forma bilineal Bl(X,Y ) = l([X,Y ]) es la subálgebra
de d generada por X y W , aśı 1

2 (dim(g) + dim(r)) = 3, pero la única subálge-
bra de esta dimensión es la generada por Y , Z y W , que no es subordinada
para l. Podemos conculir que si m es una subálgebra subordinada a l entonces
dim(r) 6 2

Afortunadamente el hecho de que no existan álgebras maximales subordi-
nadas está directamente relacionado con la aparición del álgebra diamante de
la siguiente manera.

Llamemos mxl(l) a la colección de subálgebras m ⊂ g tales que son maxi-
males subordinadas para l. Usando esta notación tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.1 Sea s un álgebra de Lie soluble. Si existe un funcional lineal
l ∈ s∗ tal que mxl(l) es vaćıo, entonces existe una subálgebra h de s y un ideal
k en h con la propiedad de que h/k es isomorfo al álgebra diamante.

Una condición para que un grupo sea inductivo es equivalente a la existencia
de álgebras maximales subordinas para todo elemento l ∈ s∗.

Un primer resultado en esta dirección que debe tomarse en cuenta es el sigu-
iente.

Teorema 4.2 (Mackey) Sea S un grupo de Lie soluble, F un subgrupo conexo
cerrado de S y sea l ∈ s∗. Supongamos que h es una subálgebra de s subordinada
a l tal que S = HF . Entonces la restricción de Ind(H ↑ S, χl,h) a F es Ind(H ∩
F ↑ F, χl|f,h∩f)

Combinando este resultado con el teorema de Kirillov obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.3 Sea S un grupo de Lie soluble, sea N un subgrupo de Lie conexo
y nilpotente, y sea φ ∈ s∗. Supongamos que existe una subálgebra h de s subor-
dinada a φ que satisface:

1. S = HN donde H = exp(h)

2. h ∩ n ∈ mxl(φ|N).

Entonces Ind (H ↑ S, χφ) es irreducible.

Para poder definir un grupo inductivo necesitamos introducir una serie de
nuevos conceptos.

Denotaremos con exl(l) al subconjunto de mxl(l) que contiene a los elemen-
tos h tales que h ∩ n está en mxl(l|n) donde n es el nil-radical de s. Se puede
desmostrar que exl(l) es no vaćıo si y sólo si mxl(l) es no vaćıo.

Recordemos que si H es un subgrupo normal cerrado de S, el homomorfismo
αx ∈ Hom(H,H) dado por la conjugación por un elemento x ∈ S, define una
acción de S sobre H∧.
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Si N es un subgrupo normal cerrado nilpotente de S que contiene [s, s],
podemos definir la acción de S sobre n∗/Ad∗N como s · [l] =

{
(Ad∗s|N)l′ :

l′ ∈ [l]
}

. Se puede mostrar que si κ es el mapeo de Kirillov para N entonces
αx · κ([l]) = κ(x · [l]).

Sea ψ ∈ N∧ y F el subgrupo de S que deja a ψ fijo (bajo la acción anterior).
Se puede mostrar que F es un subgrupo normal cerrado de S. Denotaremos a
la órbita de ψ bajo S como Ω.

Si π es una representación unitaria de S, decimos que π está en la órbita Ω si
existe una representación unitaria ψ′ de F que cumple las siguientes propiedades:

1. La restricción de ψ′ a N está en Ω (esto hace sentido pues ψ queda fijo
bajo la acción de F )

2. π es la representación unitaria de S inducida por ψ′

De esta manera para describir las representaciones unitarias de S que están
en Ω, basta describir las representaciones unitarias de F cuya restricción a N

es un múltiplo de ψ.

Los resultados que describen las representaciones de F están relacionados
con una construcción llamada la obstrucción de Mackey y el resultado que ayu-
da a describir estas representaciones se llama teorema del pequeño grupo de
Mackey. La descripción de estos objetos no es trivial y quedan fuera del alcance
de nuestro enfoque pero pueden verse en [4]

A través de la obstrucción de Mackey se puede obtener el siguiente resultado

Teorema 4.4 Sea S un grupo de Lie soluble, y sea N un subgrupo de Lie conexo
nilpotente que contiene a (S, S). También sea ρ una representación unitaria
irreducible de N que se queda fija bajo la acción de S, y sea φ un elemento de
la órbita Ω ∈ N∗/Ad∗N que corresponde a ρ. Entonces ρ se extiende a una
representación unitaria de S si y sólo si, existe un subespacio V de s tal que
s = V ⊕ n y φ([V, s]) = 0

Sea S un grupo de Lie soluble, y sea F un subgrupo cerrado de S que con-
tiene a (S, S). Decimos que una representación unitaria π de S es accesible desde
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F si π está en la órbita de F∧ bajo S. Diremos que π es accesible si es accesible
desde el nil-radical N de S.

Con lo anterior podemos definir un grupo de Lie inductivo.

Definición. Sea S un grupo de Lie soluble. Decimos que S es inductivo si:

1. Cualquier elemento de S∧ es accesible.

2. S actúa regularmente sobre S∗

3. exl(φ) es no vaćıo para toda φ ∈ S∗

Sea S un grupo de Lie inductivo y soluble, N su nil-radical, y sean π1, π2

elementos de S∧ tal que están en la misma órbita de N∧ bajo S, y sea ψ un
elemento de dicha órbita. Sea F0 la componente que contiene a la identidad del
grupo de isotroṕıa de ψ en S. Diremos que π1 y π2 son ∆-equivalentes si π1 y
π2 están bajo la misma órbita de F∧0 bajo S

Denotaremos por ∂(l,H) a la clase de ∆-equivalencia en S∧ que consiste de
todos los elementos de S∧ que están en la órbita

S · Ind(F0 ↑ H,χl|F0).

El siguiente teorema muestra la extensión del resultado de Kirillov para gru-
pos inductivos.

Teorema 4.5 Sea S un grupo de Lie soluble e inductivo.

1. Sea l ∈ s∗. Entonces ∂(l, h) no depende de la elección de h en exl(l).

2. Sea ∂ : s∗ → S∧/∆ el mapeo definido por ∂(l) = ∂(l, h) para toda l ∈ s∗ y
toda h ∈ exl(l).

Para toda s ∈ S y toda l ∈ s∗, ∂((Ad∗s)l) = s · ∂(l) = ∂(l). Es decir, ∂
define un mapeo κ : s∗/Ad∗S → S∧/∆ el cual es biyectivo.

Se puede mostrar que si S es un grupo de Lie inductivo, l ∈ s∗ y el grupo de
isotropia de l en S es conexo entonces la clase de equivalencia de ∂(l) en S∧/∆
consisite de un elemento. Es decir, si para todo l ∈ s∗ el grupo de isotroṕıa de l en
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S es conexo entonces el mapeo κ lleva biyectivamente s∗/Ad∗S en S∧ = S∧/∆.
En consecuencia el mapeo de Kirillov en estos casos es exactamente el mismo.

Este resultado tiene una propiedad importante, y es que no todos los grupos
de Lie inductivos son de tipo I. Un ejemplo de esto es el grupo de Dixmier cuya
definición se encuentra en [4] al igual que la demostración y la información de-
tallada de estos resultados.
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5. Grupos de Tipo I

L. Auslander y B. Kostant, demostraron que el resultado de Kirillov es váli-
do para todos los grupos de Lie solubles de tipo I. Para probar este resultado
fue necesario hacer una nueva contrucción para inducir representaciones. Esta
teoria está basada en el uso de formas simplécticas y cuantización

Sea (X,ω) una variedad simpléctica; es decir, una variedad 2n-dimensional
con una 2-forma cerrada ω tal que ωn no se anula sobre X y dω = 0 sobre X.
Sea [ω] ∈ H2(X,R) su clase de cohomoloǵıa deRahm correspondiente. Se puede
mostrar que todas las órbitas de g∗/Ad∗G tienen dimensión par y que la forma
bilineal f([X,Y ]) define una 2-forma ωO en cada órbita O tal que (O,ωO) es
una variedad simpléctica, para un grupo de Lie G.

Con lo anterior se pueden clasificar todos los grupos de Lie solubles de tipo
I a través del siguiente teorema.

Teorema 5.1 Si G es un grupo de Lie soluble conexo simplemente conexo,
entonces G es tipo I si y sólo si

1. Todas las G-órbitas en g∗ son Gδ en la topoloǵıa usual sobre g∗

2. [ωO] = 0 para toda O G-órbita

En general si (X,ω) es cualquier variedad simpléctica entonces existe un haz
lineal complejo L con conexión α tal que ω es la curvatura de la conexión α

(ω = curv(L,α)) si y sólo si la clase de cohomoloǵıa deRham [ω] es integral.

Denotemos como Hω al conjunto de todas las clases de equivalencia de pare-
jas (L,α) tales que:

1. ω = curv(L,α)

2. Existe una estructura Hermitiana paralela invariante sobre L

Si G es un grupo de Lie conexo denotamos como HO a HωO , donde O es
cualquier G-órbita contenida en g∗. Si además G es soluble conexo simplemente
conexo de tipo I, se puede mostrar que ωO siempre es integral.

Con esto podemos describir el nuevo proceso de inducción para este caso,
y dentro de este proceso también existen las polarizaciones. Para definir estas
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polarizaciones necesitamos las siguientes observaciones

Sea l ∈ O, Gl el grupo de isotroṕıa de l cuya álgebra de Lie es gl. Se puede
demostrar que g/gl tiene dimensión par, digamos 2n. Sea gC la complexificación
de g (un álgebra de Lie real la podemos volver compleja si hacemos el producto
tensorial g⊗ C).

Sea h una subálgebra compleja de gC , d = h ∩ g, e = (h + h) ∩ g. Aśı d ⊆ e.
Sea ωl la forma bilineal alternante sobre g definida por ωl(X,Y ) = l([X,Y ]), ωl
induce una forma bilineal alternante no singular βl sobre e/d, esto implica que
e/d tiene dimensión par.

Sea j(j2 = −1) la estructura compleja sobre e/d inducida por h. Esto define
una forma bilineal no singular σl sobre e/d dada por σl(u, v) = βl(u, jv).

Sea n el nil-radical de g, l′ ∈ n∗ tal que l′ = l|n y sea nl′ el álgebra de Lie del
grupo de isotroṕıa de l′ bajo la acción de N = exp n. Aśı, el álgebra n/ng tiene
dimensión par, digamos 2m.

Una subálgebra compleja h de gC se llama polarización admisible de O si
cumple las siguientes condiciones:

1. (gf )C ⊆ h.

2. h es normalizada por Gl

3. dimCgC/h = n

4. l visto como un elemento de g∗C se anula en [h, h]

5. h + h es una subálgebra de gC , donde g denota la conjugación relativa a g

6. σl es positivo defina

7. dimCh ∩ nC = m

Ahora supongamos que h es una polarización admisible. Entonces el grupo
producto GlD = A es un subgrupo de G, donde D es el subgrupo de G con
álgebra de Lie d. Esta D es normalizada por Gl. Aśı la eleción de una λ ∈ HO
define un caracter χλ de A. Sea πλ la representación unitaria de G inducida por
χλ y sea Hλ el espacio de Hilbert correspondiente. Podemos ver los elementos
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de Hλ como secciones de un haz lineal sobre G/A.

B = GlE también es un subgrupo de G, donde E es el subgrupo de G que
tiene álgebra de Lie e. Por la condición (6) tenemos que B/A tiene estructura de
variedad de Kähler y sus G-transformaciones definen una fibración de G/A cuyas
fibras son variedades de Kähler. Además la restricción del haz lineal definido
por Hλ a estas fibras es holomorfa. Sea Hλ el subespacio cerrado de Hλ de
todas las secciones en Hλ que son holomorfas en cada fibra. Aśı Hλ es estable
bajo πλ(G) y de esta manera obtenemos una representación Πh

λ de G sobre Hλ.

Esta construcción detallada puede encontrarse en [1].

Esta nueva representación es la que extiende el teorema de Kirillov para
grupos solubles de tipo I.

Teorema 5.2 Sea G un grupo de Lie soluble, conexo, simplemente conexo de
tipo I. Entonces existe un polarización admisible h para cualquier O G-órbita,
la representación unitaria Πh

λ es irreducible y la clase de equivalencia unitaria
de Πh

λ es independiente de la polarización admisible.

Se puede mostar que en el caso en que el grupo es nilpotente o exponencial,
este resultado es exactamente el mismo que el obtenido por Kirillov y Bernat
respectivamente.

Por supuesto, este resultado no acaba con el problema, pues no todos los
grupos de Lie solubles son de tipo I, pero muestra la dificultad del problema
pues esta construcción requiere de herramienta matemática bastante sofiscada
como cohomoloǵıa, variedades de Kähler, números de betti, entre otras.

En 1971 Pukanski publicó otro art́ıculo acerca de representaciones unitarias
de grupos de Lie solubles [14], en el cual trata de extender este resultado, basan-
dose en esta contrucción, a todos los grupos de Lie solubles. En este art́ıculo se
encuentra un análisis detallado de estos métodos.
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6. Comentarios Finales

Dentro de la teoŕıa de representaciones unitarias existen muchas cosas intere-
santes que estudiar, aqúı sólo presentamos lo relacionado a la paremetrización
de G∧ cuando G es un grupo Lie soluble, pero existen muchas cosas más y para
cada una de ellas se utiliza mucha herramienta matemática.

Como ejemplo de lo anterior, dentro de las representaciones unitarias de
grupo de Lie nilpotentes y exponenciales se puede demostrar que el mapeo de
Kirillov es continuo, y para demostrarlo en el caso exponencial es necesario hac-
er uso de una construcción llamada estructuras variables. Esta técnica se puede
ver en [12].

De la misma manera, para construir representaciones unitarias existen var-
ios métodos, en este trabajo presentamos dos, una relacionada al análisis real
introducida por Mackey y la otra relacionada al análisis complejo y sus teoŕıas
de cohomoloǵıa asociadas que surgió gracias al trabajo de personas como Borel,
Weil, Harish-Chandra, Bott, Langlands, Kostant y Schmid. Pero existen otras
como la introducida por Zuckermann llamada inducción cohomológica, la cual
es un análogo algebráico a la construcción de análisis complejo y se construye
a partir de ver a las representaciones como un módulo. Toda esta teoŕıa se en-
cuentra desarrollada detallamente en [11].

Recientemente se han utilizado otras técnicas para atacar estos problemas
relacionadas con la Geometŕıa Diferencial no Conmutativa, las cuales involu-
cran el estudio de las representaciones unitarias de ciertas álgebras-∗ asociadas
al grupo.

De esta manera el estudio de las representaciones unitarias de grupos de Lie
se vuelve atractivo y accesible, pues existen muchas técnicas para atacarlo. En
particular estoy interesado en estudiar los métodos relacionados a la geometŕıa
diferencial no conmutativa.

Las representaciones unitarias de grupos de Lie siguen siendo un campo
abierto dentro de las matemáticas, pero para poder abordarlo es necesario cono-
cer bastantes ramas de las matemáticas, lo cual las hace interesantes y atractivas
como objetos matemáticos.
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