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Introduccion

En las ultimas décadas se ha manifestado que la geometria hiperbédlica es una rama
muy importante en las mateméticas debido en parte a sus relaciones con muchas otras
ramas. De manera particular, los trabajos de Thurston y Jgrgensen muestran varias
aplicaciones fundamentales de los subgrupos discretos de PSL(2,C) en el estudio
topoldgico de las variedades de dimension 3.

El conocimiento de regiones fundamentales es muy ttil si se quiere estudiar las
superficies de Riemann o variedades hiperbélicas definidas por la accién de un grupo
fuchsiano o kleiniano en espacios hiperbdlicos, ya que es mas sencillo estudiar el
cociente de un subconjunto simple del plano (o el espacio), como un poligono o un
poliedro. En esta tesis se estudia un tipo de regiones fundamentales para grupos
fuchsianos llamadas localmente finitas que incluyen las de Dirichlet y Ford. Estas
regiones teselan de tal manera que s6lo un nimero finito de mosaicos cubren cualquier
compacto.

En el primer capitulo, ademés de establecer los conceptos y resultados béasicos
necesarios de la geometria hiperbodlica, se hace una breve introduccion de la integral
y la medida de Lebesgue y se construye una generalizacién del conjunto de Vitali en
dos dimensiones, Teorema 1.1.4 (esta construccién aparentemente no se encuentra
en los textos conocidos). Este estudio es necesario ya que se prueba en el segundo
capitulo que el area hiperbdlica no depende del conjunto fundamental medible que se
tome, Teorema 2.0.1. También se prueba una propiedad multiplicativa de conjuntos
fundamentales medibles con respecto a subgrupos de indice finito, Teorema 2.0.2. El
segundo capitulo concluye con resultados que muestran como se puede modificar una
region fundamental para obtener otra, Proposiciones 2.0.3 y 2.0.4.

La parte central de la tesis la constituye el capitulo 3 donde se prueban varias ca-
racteristicas de las regiones fundamentales localmente finitas. La gran virtud de estas
regiones es que en estos casos el espacio cociente del plano hiperbédlico bajo la accién
del grupo es homeomorfo al respectivo cociente aplicado a la regién fundamental
localmente finita.

Se exhibe tambien un ejemplo interesante donde se muestra como modificar una
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region fundamental localmente finita en otra que no lo es, y en este ejemplo se
hacen evidentes las anomalias geométricas que se tienen para poligonos que no son
localmente finitos, por ejemplo se muestra como un ntmero infinito de pentagonos
se acumulan en el eje imaginario.

La tesis concluye probando que si g es un elemento parabdlico de G (fuchsiano),
K es una regién horociclica tal que g(K) = K y R es una regién fundamental
localmente finita, entonces R interseca un nimero positivo finito de iméagenes de K,
Teorema 3.0.8. En esta prueba se hace uso de la desigualdad de Jgrgensen. Como
consecuencia se muestra que todas las clases parabdlicas estan siempre representadas
en las regiones fundamentales localmente finitas y que las hiperbdlicas en contraste
nunca estan representadas, Teoremas 3.0.10 y 3.0.12.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Integral y medida de Lebesgue

En la presente tesis se usaran algunas propiedades de la integral de Lebesgue, por
tanto se da una breve descripcién del tema. Sea £ C R?, le llamaremos la cubierta
cerrada de E a cualquier familia a lo més numerable de rectdngulos cerrados {I;}52,
que cumplan que E C |J;2, I;. A dichas cubiertas les podemos asociar una funcién
o tal que si Z es una cubierta de E, entonces o(Z) = >_.°, A(I;) donde A(I;) es el
area del rectangulo I;.

La medida exterior se denota como |E|. y estd definida como |E|. = inf (Z) to-
mando el infimo sobre todas las cubiertas cerradas de E. A continuacién mostraremos
algunas observaciones, la prueba de éstas asi como otros resultados en esta seccion
se pueden consultar en [1].

i) Para un rectangulo I, se tiene |I|. = A(I).
i) St E C Up—, Ey con Ej, C R? para toda k € N, entonces |El. <> 77, [Eyle

i) Si E C R?, entonces dado ¢ > 0, existe un conjunto G abierto tal que F C G
v |Gle < |E|e + €.

iv) Si F' C E, entonces |F|. < |E|..

Diremos que £ C R? es Lebesgue medible si dado € > 0, existe un conjunto G
abierto tal que F C Gy |G — E|. < €. Si E es Lebesgue medible, al niimero |E|.
se le llamara la medida de Lebesgue del conjunto E y lo denotaremos simplemente
por |E| y diremos que es medible. Obsérvese que por definicién cualquier conjunto
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abierto es Lebesgue medible y usando i) se tiene también que los conjuntos de
medida exterior cero son Lebesgue medibles. Se puede probar también que la unién
numerable de medibles es medible y ademds si E = U2, By, entonces |E| < 322 || Ex|,
y por otra parte que un rectangulo es medible y su medida coincide con su area.

Teorema 1.1.1 Cualquier conjunto cerrado es medible.

Definicién 1.1.1 Sea X un conjunto, una coleccion ¥ de subconjuntos de X, es
llamada o-algebra si satisface las siguientes tres condiciones:

i) X ey,
i) X-FEeXsiEek,
i) Upey Ex € X st By € ¥ para toda k € N.

Notese que haciendo uso de las leyes de De Morgan si X — E;, € ¥ para toda
k € N, entonces (,—, Ex € X. El teorema anterior implica de manera casi inmediata
el siguiente resultado.

Teorema 1.1.2 Los conjuntos medibles forman una o-dlgebra.

El hecho de ser medible puede ser enunciado en términos de conjuntos cerrados,
es decir, un conjunto £ C R? es medible si y sélo si dado € > 0 existe un conjunto
cerrado F' que cumpla que F C Ey |E — F|. <e.

Teorema 1.1.3 Si {E}}32, es una coleccion numerable de conjuntos medibles dis-

juntos dos a dos, entonces
[e.e] o0
k=1 k=1

. A esta propiedad se le conoce como o-aditividad.

Cuando una funcién ® cumple que, si {A4;}72, es una coleccién numerable de
conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

®( U Ap) = Z D(Ax)

se dice que ® es g-aditiva.
La medida de Lebesgue es invariante bajo isometrias; debido a que el area de un
rectangulo es invariante bajo estas transformaciones. Dados los teoremas anteriores,
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es importante hacer notar que no todo subconjunto de R? es Lebesgue medible,
para ello mostramos un subconjunto de R? que no lo es. Iniciaremos definiendo
una relaciéon en R?, dados Z1, 7, € R? diremos que #; es equivalente a Zy si y sélo
si T1 — T € Q x QQ esta relacion es claramente de equivalencia. Por el Axioma de
Eleccién podemos tomar exactamente un representante de cada clase en [0, 1] x [0, 1]
a tal conjunto lo llamaremos V? (en alusion al conjunto unidimensional de Vitali).

Teorema 1.1.4 El conjunto V? no es Lebesque medible.
DEMOSTRACION. Probaremos primero las siguientes dos afirmaciones.

i) Si p,q € Q x Q son distintos, entonces los conjuntos V> +p y V? + ¢ son
ajenos.

i) [0,1] x [0,1] C Upeqe(V* +7) C [=1,2] x [~1,2] donde

Q=@Q@xQn[-L1] x[-1,1].

Las afirmaciones implican el teorema, esto se sigue ya que si V? fuera medible, se
tiene de la monotonia de la medida (i.e. si E C F entonces |E| <| F|) y de i)

0,1 x [0, 1] < | [JO*+7)] < |[-1,2] x [-1,2]|.
reqQ’

Ahora usando i) y la o-aditividad de la medida, se deduce que

1<) V47 <9
reQ/

y como la medida es invariante bajo traslaciones, tenemos

1<y P?<o.

neN

Estas desigualdades no son consistentes, por una parte implican que la medida de
V2 no es cero y también si la medida de V? es digamos €, es claro que si n es
suficientemente grande ne > 9. Falta solamente demostrar las afirmaciones.

Para probar i) sean p y ¢ distintos en Q x Q y 7 € (V2 +p) N (V? + q), entonces
existen v;, 0y € V? tal que 0, +p = T = U, + 7, lo que implica que 7; esté relacionado
con Uy por la construccién de V2. Esto implica que 9; = 75, y en consecuencia p = ¢
lo que contradice la hipdtesis.
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Para probar i) como V? C [0,1] x [0, 1] entonces para toda v € V? y para toda
T € Q' se tiene que v + 7 € [—1,2] x [—1,2], por lo que V* + 7 C [-1,2] x [-1,2].
Ademis si & € [0,1] x [0,1] existe © € V? tinico tal que T estd relacionado con v
y, entonces ¥ = & — v € Q'; esto implica que # = v + 7 € V? + 7, por lo tanto
[0,1] X [0,1] € Uyeq (V> + 7). O

Definicién 1.1.2 Sea f : E C R? — R decimos que f es Lebesque medible en E,

o medible, si para cada a € R el conjunto {x € E|f(x) > a} es un conjunto medible
en R%.

Noétese que las funciones continuas son medibles. Dada f : E C R? — R, usando las
propiedades de o-algebra, se tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es medible.
i) {r € E | f(x) > a} es un conjunto medible para toda a € R.
iii) {x € E | f(x) < a} es un conjunto medible para toda a € R.

i) {z € E | f(z) <a} es un conjunto medible para toda a € R.

Debido a que
freB||f@)|<a}={reE| f(x)<a}nf{z e E| f(x) > —a}

se sigue que si f es medible, entonces | f| es medible. El siguiente resultado se prueba
facilmente, usando los resultados enunciados anteriormente.

Teorema 1.1.5 Si {f.(x)}nen €s una sucesion de funciones medibles, entonces

imf {fn} vy sup {fu}

son medibles. Estos valores pueden pertenecer a los reales extendidos R*.

De igual manera es posible probar que si {f,(z)} es una sucesién de funciones
medibles, entonces

limsup{f,} y lminf{f,}

son medibles, usando este resultado se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.6 FEl limite puntual de una sucesion de funciones medibles es medible.
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Definicién 1.1.3 Sea s una funcion real definida en R?. Si el rango de estd es finito,
decimos que s es una funcion simple.

Definicién 1.1.4 Sea E C R? definimos

(x)—{l six el
XEWE =0 siz ¢ E.

A xg se le conoce como la funcion caracteristica de E.

Es posible ver a toda funcion simple s como combinacion lineal de funciones carac-
teristicas, de la siguiente manera,

s(r) = Z ¢ X5 (),

donde ¢; son los valores que toma s y E; son los conjuntos donde los toma, i.e.
E;={zr eR? | s(x)=c}

Teorema 1.1.7 Sea f : E C R? — R, entonces se cumplen las siguientes afirma-
clones.

i) f puede ser escrita como limite de una sucesion de funciones simples.

ii) Si f(z) >0 Vz, entonces la sucesion descrita en el inciso anterior, puede ser
tomada creciente.

iii) Si f es medible, entonces las funciones de la sucesion en i) pueden ser elegidas
medibles.

Sea E C R? medible, ¢; > 0y s(z) = D1 | ¢; x5, (x) medible, se define

n

Ip(s) =Y _lENE]

i=1

Definicién 1.1.5 Sea f : E C R? — R U {0} medible, se define la integral de
Lebesgue de f como ,

| 7 du=sup ()
E

donde el supremo esta tomado sobre todas las funciones simples positivas menores
o0 tguales que f y se denota por fE f du (este valor pertenece a R*).
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Es fécil probar que [ S di = Ig(s) para toda funcién s simple no negativa. Dada
una funcién f: E C R? — R a la funcién max{f, 0} se le denota como f*, y a la
funcién —min{f,0} como f~.

Definicién 1.1.6 Sea f: E C R?> — R, si las integrales

/Eﬁdu y [Efdu

son finitas entonces, se dice que f es Lebesque integrable en E, se escribe f € L y el
valor esta dado por la siguente igualdad:

/Efduszﬁdu—[Ef-du

Dado E C R? medible, las siguientes afirmaciones son consecuencia inmediata de la
definicién.

i) Si f es medible y acotada en E, y si |E| < oo, entonces f € L en E.
i) Sia < f(x) <bVxe Ey|E| < oo, entonces a|E| < [, f du < b|E)|.

iii) Si f,g € L en el conjunto E y si f(x) < g(z) Vo € E, entonces

/EfdMS[Egdﬂ-

iv) Si f € L en el conjunto E, entonces cf € L en E Ve constante y ademas

c/Efdu:[chdu.

v) Si |E| =0y f medible, entonces
/ fdu=0. (1.1)
E

vi) Si f € Len E'y A es medible, donde A C E, entonces f € L en A.

Las definiciones y resultados sobre medida y la integral de Lebesgue que se des-
cribieron anteriormente permiten probar el siguiente teorema, que sera utilizado en
esta tesis, por lo que incluimos su demostracién.
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Teorema 1.1.8 Sea f una funcién medible no negativa y E C R? medible, si se
define ¢p(E) = fEf du, entonces ¢ es o-aditiva en la o-dlgebra de los medibles de
R2.

DEMOSTRACION. Serd suficiente probar que si £ = J;, B} donde los E} son sub-
conjuntos medibles y disjuntos dos a dos, entonces ¢(E) = Y _r | ¢(E}), consideremos
tres casos.

1. Si f es una funcién caracteristica, sobre un conjunto medible B, entonces se
tiene

oE) = [ xndu=|BnE

= |Bn (U Ey)| =| U(BmEk)\

= Z!BHEIJZZ/ XBdp
k=1 k=1 " Ek

= ) b(E).

. n ., . .
2. 81 f= ijl cjX B, es una funcién simple, se tiene

¢(E) = [E (ichBj)dM = icﬂBj NE|

j=1 j=1

y procediendo como en 1, se tiene que para toda j

Cj|BjﬂE| :C]<Z|B]ﬂEk|) :Z/E CjXBjd[L,
k=1 k=1 k

por lo cual, sumando sobre las j’s, se tiene que
O(E) =) o(Er).
k=1

3. Si f es una funcién cualquiera no negativa, se tiene usando 2 que para cada
funcién simple medible s, tal que 0 < s(z) < f(z) (para toda z)

dp = dp < o(Fk)
/ESM ;/Eksug k



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

tomando el supremo sobre todas las funciones simples que cumplen la propie-
dad, se tiene que

S(E) <Y o(E).

Supongamos ahora que ¢(Ej) < oo para todo k, ya que de otro modo el
resultado es trivial. Dado € > 0, podemos elegir una funciéon simple s : £ — R
tal que 0 < s(z) < f(z) para toda = y que cumple

/Sduz/fdu—e Y /sduszdu—e
Eq Eq Es Eo

por lo tanto, como

P(ELU Ep) > /

sdu= [ sdp [ sduz 0B +oE) - 2
F1UFE> Fy E>

se tiene que ¢(E1 U Ey) > ¢(FE1) + ¢(Es). Iterando este proceso se deduce que,
para toda k € N

o(B) = o( |J Bn) = > o) (1.2)

ya que UZZI E, C E. Finalmente como se cumple (1.2) para toda k, se sigue

S(E) > o(E).
k=1

1.2. Geometria hiperbdlica

Enunciaremos algunos resultados basicos de las transformaciones de Mobius y la geo-
metria hiperbdlica bidimensional sin pruebas, éstas se pueden consultar, por ejemplo,
en [2] y [3]. Al plano complejo C junto con el punto al infinito se le conoce como plano
complejo extendido @, una manera de visualizar este plano es mediante la proyeccion
estereogréfica, esta establece una biyeccién entre la esfera unitaria y @, una de las
posibles maneras de hacer esta biyeccion es la siguiente. La recta que une el polo
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norte de la esfera con cualquier otro punto en ella (z1, s, x3), interseca el plano en

el punto
T1 + 179

1—I3’

y la inversa esta dada por

24z z—z  |zP-1
z— , , .
12124+ 17i(|z)2+ 1) |22+ 1
Esta biyeccion permite medir distancias en ((Af, siw, z € C la métrica cordal estd dada
por

2lw—z|
(1+w]2)/2(1+]2]2)1/2

si w, 2z # 00,

d.(w,z) =
2 S
ez si z = o0.
se llama métrica cordal ya que se mide la cuerda en la esfera, lo que proporciona la

formula descrita.

Definicién 1.2.1 Una densidad es una funcion u: A C R" — R continua, donde
A es una region (abierto conexo).

Dada una densidad, en una regién A, podemos definir una métrica en A. Para esto,
si vy :[a,b] — A es una curva de clase C', se define la p-longitud de v como

| o,

y se denota por [,(7). Esta definicién se extiende de manera natural a curvas C* por
tramos. Tomando el infimo sobre todas las curvas que unan dos puntos obtenemos la
distancia entre dichos puntos. Esta distancia, que depende de la densidad, constituye
una métrica.

Recordamos que a las funciones complejas de la forma

_az—i—b
e+ d

T(z)

donde a,b,cy d € Cy ad — be # 0 se les conoce como transformaciones de Mobius.

~

Estas estdn también definidas en la esfera de Riemann (C) de la siguiente manera:

i) Sic =0, entonces T'(c0) = 00,
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i) Sic # 0, entonces se define T'(00) = a/c y T(—d/c) = .

De hecho estas funciones son continuas con la métrica cordal. Estas transformaciones
mandan circulos en circulos, donde circulos significa rectas o circulos. El grupo de
transformaciones de Mobius es isomorfo al grupo PSL(2,C), que es el cociente de
SL(2,C) (matrices de 2 x 2 con coeficientes en los complejos y determinante uno)
sobre su centro +1d. Por esta razén, se identifica al grupo de transformaciones de
Mébius como PSL(2,C).

Las transformaciones de Mobius tienen una clasificacion por conjugacion: si g €
PSL(2,C)y g fija exactamente un punto, se le llama parabdlica. Si g fija exactamente
dos puntos y g es conjugada a z — az, se dice que

a) g es eliptica, si |a| = 1,
b) g es hiperbdlica, si a € R* (la recta real extendida),
¢) g en otro caso se le llama loxodrémica.

Al semiplano superior H* = {z € C|Im[z] > 0} dotado de la métrica que se
obtiene a partir de la densidad A : H? — R* dada por

Az) = Iml(z),

se le conoce como plano hiperbdlico y a la métrica, métrica hiperbdlica. Las isometrias
conformes de H? consisten en el grupo PSL(2,R) que son las transformaciones en
PSL(2,C) definidas por las matrices en

SL(2,R) = {( ’ Z ) ‘ab—bc: 1 ya,b,c,deR}.
Otro modelo del plano hiperbdlico es el de Beltrami-Poincaré, es decir
A={zeCl|lz| <1}

dotado de la métrica que se obtiene de la densidad

2
O'(Z) = 1_—’2‘2

Las isométrias conformes en este espacio son las transformaciones en PSL(2,C) de

la forma
az + c

¢(2) =

cz+a’
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donde |al? — |c|* = 1. A este subgrupo lo denotamos por M(A).

Dada la métrica hiperbélica en H? (o A) se tiene que las curvas que minimizan
la distancia son circulos ortogonales al eje real (o al circulo unitario), a estas curvas
se les conoce como geodésicas.

Al segmento de geodésica que une a z y w puntos en H? (o A) se le denota por
[z, w]. Dados dos puntos z y w en H? se define el bisector perpendicular como la tinica
geodésica que es ortogonal a [z, w] y que pasa por el punto medio. El bisector perpen-
dicular resulta ser también el lugar de los puntos que equidistan hiperbdlicamente
de z y w

Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si no existe una sucesién de elementos
distintos de G' que converjan a una matriz en SL(2, C). Un subgrupo de PSL(2,C) es
discreto si el grupo correspondiente en SL(2,C) lo es. Un subgrupo de PSL(2,C) es
fuchsiano si es conjugado a un subgrupo discreto de PSL(2,R), es decir G' = hGh™!
donde G es discreto y h € PSL(2,C.

Definicién 1.2.2 Dado un subgrupo G de PSL(2,C) se dice que un punto w € C
es un punto limite de G si existe otro punto z € C y una sucesion de elementos
distintos en G, {gn}nen tales que

gn(z) — w
cuando n — oo (en este contexto se usa la métrica cordal).

Si G es un subgrupo, al conjunto de puntos limite se le conoce como el conjunto
limite y a su complemento en la esfera de Riemann como conjunto ordinario. Si GG
es fuchsiano y G < PSL(2,R), el conjunto limite consiste de elementos en la recta
real extendida.

Dada una transformaciéon de Mobius g tal que g(oco) # oo se define el circulo
isométrico como

{zeCllg(x) =1}
y lo denotamos como I,,.
Nétese que el circulo isométrico de la transformacién g(z) =

o=feec k- ()2}

Se tiene ademas que las transformaciones de Mdébius que no fijan oo actian de
manera euclidiana en sus respectivos circulos isométricos, es decir, si wyz € I,
entonces |g(w) — g(z)| = |w — z|.

Otras propiedades importantes de estos circulos son:

az+b
cz+d?’

esta dado por
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i) g(1y) = 1,1,
it) g(Int(Zy)) = Ext(Iy-1),
i) g(Ext(ly)) = Int(/,-1),

donde Int(/,) representa la regién delimitada por el disco I, que esta acotada y el
Ext(/,) representa la region delimitada por el disco I, que no esta acotada. Dada

una regién A C H2(A), se denota A su cerradura en C y se escribe A su cerradura
en H2(A).

Definicién 1.2.3 Decimos que A C P es h-convezo si para cualesquiera dos puntos
z,w € A el segmento de geodésica que los une estd totalmente contenido en A.

En el siguiente lema convenimos en que las geodésicas hiperbdlicas incluyen los
puntos al infinito.

Lema 1.2.1 Sea A C P un_conjunto h-convezo, entonces A es h-convezo en el
sentido de que dados z yw € A el segmento cerrado de geodésica hiperbdlica que los
contiene es un subconjunto de A

DEMOSTRACION. Supongamos que A no es h-convexo, existen z,w € A tal que
[z, w] no estd contenido en A ; [z, w] es la geodésica que une a z y w, donde alguno
de ellos puede ser un punto al infinito. Sin perdida de generalidad, conjugando,
podemos suponer que A C H2, y que ademés [z, w] estd contenido en el eje imaginario.
Ya que [z,w] no estd contenido en A existe zy € [z,w] y N,, un abierto tal que
2 € N,, C (A)° (esto es posible al ser (A)° un abierto en C). Podemos suponer
también que N, estd delimitada por geodésicas. Ver Figura 1.1.
Notese que los conjuntos

={z € H’| — 6 <Re(z) < 6}

son h-convexos. Finalmente, al tomar sucesiones en A, {2, }nen ¥ {Wn }nen, tales que
converjan a z y w, respectivamente, se tendria que A no es h-convexo. Ya que para una
no suficientemente grande, [z,,w,] C ANPs si n > ng, sin embargo [z, w,| N, # 0.

O
Finalmente, si p denota la métrica hiperbélica en H? se tiene que
1 |z — w|
h— = . 1.3
senhap(z0) = S S T ()72 (13)
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20
0

w

Figura 1.1: Si A es h-convexa, A también lo es.

Definicién 1.2.4 Decimos que K C H? es una regién horociclica si es el interior
de un disco euclidiano tangente a un punto r € R*, cuando x = o0, se trata de
conjuntos en H? de la forma

{zeW* | Im(z) > k>0 }.
Definicién 1.2.5 Un conjunto K C H? es una region hiperciclica si es de la forma

{2z € H? ‘ larg[z] — 7/2|,0 }.



Capitulo 2

Area de regiones fundamentales

Denotamos por P al plano hiperbdlico, ya sea el disco de Beltrami-Poincare (A) o
el semiplano superior (H?). En la siguiente discusién trabajaremos sobre un grupo
fuchsiano actuando en P que denotaremos por G.

Definicién 2.0.6 El drea hiperbilica de un conjunto medible A C P estd dado por
las integrales de Lebesgue,

| mtr J T

en H? y en A, respectivamente y se le denota por h-drea(A) o Ap(A).

Definicién 2.0.7 Llamaremos a F' conjunto fundamental de G si es un subconjunto
de P que contiene exactamente un punto de cada orbita en P.

Por definicién tenemos que dos puntos distintos en F' no son G-equivalentes y

U rp) =P,

fea@

por el Axioma de eleccién tenemos garantizada la existencia de este tipo de conjuntos.
Una region fundamental es una regién tal que al adjuntarle parte de su frontera se
obtiene un conjunto fundamental para G, mas precisamente.

Definicién 2.0.8 Un subconjunto R de P es una region fundamental para un grupo
fuchsiano G si se cumplen las siguientes condiciones:

i) R es abierto conexo,

14
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i1) existe algin conjunto fundamental F tal que

RCFCR,

ii) h-drea(OR)=0.

Dado un grupo fuchsiano G no existe una tnica regién fundamental, por ejemplo,
dada R una regién fundamental de un grupo fuchsiano G, se tiene que g(R), g € G
también lo es.

9(z)

Figura 2.1: Region no fundamental

No es cierto que en la anterior definicién se pueda sustituir la condicién i) por
la siguiente condicién

VzeOdR FJweoR talque f(w)=2z paraalguna fe€G. (2.1)

Esto se puede verificar examinando el siguiente ejemplo. Sea G =< z — 2z >, G es
un grupo fuchsiano actuando en H? y el conjunto {z + iy € H> ‘ y>0,1<z<2}
cumple (2.1) sin embargo no es una regién fundamental, ya que sélo cubre el primer
cuadrante. Ver Figura 2.1

Proposicién 2.0.1 Si A es un conjunto medible, entonces h-drea(A) = 0 si y sdlo

st |A| =0, donde |A| es la medida de Lebesgue de A.
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DEMOSTRACION. Se demostrard que h-drea(A) = 0 implica |A| = 0, ya que por (1.1)
se tiene la otra implicacién. Para esto supondremos que 0 < |A| < ooy h-drea(A) = 0.
Consideraremos a los siguientes rectangulos

1 1
L,i=<2¢€C 1< Re(z) <i+1, — <Im(z)<-
s={reclishe <ivt g <me <o)

Eyp={2€C | I<Re(z)<I1+1, k<Im(z)<k+1},
donde i,l € Z y j, k € N.

Figura 2.2: Particién de P

Notese que
B = (U v (UEw).
irj Lk
y los distintos réctangulos, si se intersectan, la interseccién tiene medida cero. En-

tonces necesariamente existe algun I; ; o Ej, tal que |[AN I ;| > 00 |[AN E; ;| > 0.
De otra manera por o-aditividad se tendria que

Al = [ANH?| = ‘Aﬂ (( Uiy 1ij) U (Ui Eug))‘ = 0.

Supongamos que |[A N 1; ;| > 0 (el otro caso es andlogo) y ahora nos fijamos en la
1

funcién simple G2 tenemos que

1 1
O</ ,—dug/,—d,ugh—éreafl,
Aﬂ[iyj (] + ]‘>2 A (.] + 1>2 ( )



CAPITULO 2. AREA DE REGIONES FUNDAMENTALES 17

lo cual es una contradiccién. O

Notese que las propiedades i) y i) de la definicién 2.0.8 implican que F' es
medible, debido a que B
F=FNR=RU(FNOJR) (2.2)

y tanto R como F'NOR son medibles, R por ser abierto y F NOR por la Proposiciéon
2.0.1. Ademas se sigue directamente de la identidad (2.2) que

h-drea(R) = h-area(F).
Lema 2.0.2 FEl h-drea es invariante bajo isometrias hiperbolicas.

DEMOSTRACION. Se probara él teorema para el disco de Beltrami-Poincare (A) una
demostracién para H? se encuentra en [3]. El teorema de cambio de variable para la
integral de Lebesgue es valido cf [5]. Probaremos primero el caso de A C A medible
tal que su h-drea es finita. Sea f € M(A) entonces

az + ¢

f(z) =

cz+a
donde a,c € C y |a]* — |¢|*> = 1. Se tiene que la norma al cuadrado de su derivada
esta dada por

TUO [a—

ez +alt
y por Cauchy-Riemann este niimero es precisamente el determinante del Jacobiano
de f (pensado como funcién de R? en R?). Ahora calculamos

(1= 1f)P)* = (1 - )

((cz+a)(cz+a) — (az+c)(az—|—c)>2 _ <1——|z|2)2

|cz + al? |cz + al?

az + ¢

cz+a

Finalmente usando el teorema de cambio de variable se sigue

4 4 1 4
/m 0w = / A PR ez ai ™ = / TEEDEks

Si A tiene area hiperbdlica infinita, se subdivide a A en anillos

1 1
Dn:{zeA{l——<|z|§1— }
n n+1
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y aplicamos el primer caso a AN D,, (que claramente son de h-drea finita). U

Se probara mediante el siguiente teorema que el drea de una region fundamental
R solamente depende del grupo G y no de la eleccion de R. Es preciso observar que
el h-area cumple cabalmente las hipdtesis del Teorema 1.1.8, ya que es continua y
positiva definida, y por lo tanto o-aditiva sobre la o-dlgebra de los medibles.

Teorema 2.0.1 St I} y F5 son conjuntos fundamentales medibles de G, entonces

Ap(Fr) = Ap(F2).

DEMOSTRACION. Usando la o-aditividad se tiene que
An(F1) = Ay <F1 N ( U g(Fg))) - Ah( UJ@En g<F2))) =S A (Fing(F)).
geG geG geG
Ahora usando el Lema 2.0.2
An(Fi N g(Fy)) = An(g™ ' (Fi N g(Fy))

, de donde
A(F) =) A (Bng ' Fy) = Ay(F).

geG

g

Teorema 2.0.2 Sea Fy un conjunto fundamental medible para un subgrupo normal
Gy de indice k del grupo G, entonces

An(Fy) = EAL(F),
donde F' es un conjunto fundamental para G.

DEMOSTRACION. Escribiremos a G' como clases laterales derechas de G es decir

k
G=|]JGogn

n=1

Ahora, llamaremos F* a la unién de las imagenes de F' bajo los representantes, i.e.

k
F* = ga(F). (2.3)
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Mostraremos ahora que F™* contiene al menos un punto de cada orbita. Esto se sigue
ya que dado w € P, sabemos que existe z € F'y g € G tal que w = g(z), y por (2.3)
existen h € Gy v g, € G tales que

w = g(2) = hga(z) = h(2)
donde 2’ € F*.

Se afirma que F™* contiene exactamente un punto de cada orbita que no consista
de puntos fijos de G. Para probar la afirmacién , supongamos que z y f(z) pertenecen
a F*, donde f es un elemento de Gy y 2 no es un punto fijo para ningin elemento no
trivial de G. Usando (2.3) existen m y n tales g, '(2) , ¢,,}(f(z)) € F. Sin embargo,
como ambos puntos estan en la orbita de z y F' es fundamental para G se tiene

9 (2) = g (f(2)).

Y entonces g,g,.' f(z) = z, por lo cual

gng;Llf = Id.

En consecuencia, como f € Gy, necesariamente g,g,.' € Gy, lo cual implica de manera
directa que n = m. Esto es f fija a z, de esto se concluye que f es la identidad, lo
cual prueba la afirmacion.

Si ahora quitamos el conjunto de puntos fijos de F'* (que es numerable por ser G
discreto), el conjunto que obtenemos en ese proceso, sera un conjunto fundamental
de Gq y por el teorema anterior

Ap(F*) = Ap(Fp).

Finalmente, dada g € G, F'N g(F') consiste de puntos fijos (que es un conjunto a
lo més numerable y por tanto de medida de Lebesgue cero), ya que si z,w € F'y
g(w) = z implica que z = w. Por lo tanto

An(F*) = Ah( U gnF) = ZAh(QnF) = k(An(F)).

O

Al tomar el cociente P/G, sus elementos son G drbitas, es decir z esta relacionado
con w si existe g € G tal que g(z) = w, se obtiene una superficie de Riemann (cf. [2]
p.118) que es una variedad de dimensién 2 en este caso y el Teorema 2.0.1 dice que

An(F) = An(P/G)

lo cual de manera intuitiva es claro.
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Proposicién 2.0.2 Si R es una region fundamental para un grupo G y w € R,
entonces R = R — {w} es también region fundamental.

DEMOSTRACION.

i) R’ es abierto ya que para toda z € R’ existe un disco hiperbdlico con centro en
z contenido en R tal que w no esta en él.

i) Sea F' = FU{w}, donde F es un conjunto fundamental para R. " es funda-
mental debido a que w no es G-equivalente a ningun otro punto en R distinto
de él (ya que w € R). Ademsds es claro que

R CF CR =R,
jii) Aw(OR') = An(OR) = 0. 0

Una observacion importante sobre las regiones fundamentales es que un punto
frontera nunca es G-equivalente a uno interior, ya que si z € R fuera G-equivalente
a w € R, tomando vecindades N, y N, suficientemente pequenas tal que N, C Ry
z1 € N, N R, se tiene que es G-equivalente a algin w; € N, lo cual es imposible.

A partir de este momento si z y w son G-equivalentes, diremos simplemente que
son equivalentes.

Proposicion 2.0.3 Sea R una regién fundamental para un grupo fuchsiano G en-
tonces, E = (R)° es una region fundamental simplemente conexa tal que R C E.

DEMOSTRACION. Es claro que R C E ya que R C R y al tomar interiores

R C (R).
Ahora para demostrar que E es regién fundamental mostramos que cumple las con-
diciones de la Definicién 2.0.8.

i) E es evidentemente abierto y consiste de los puntos de R junto con algunos
puntos de OR. Estos ultimos se pueden conectar por un segmento de geodésica
a algin punto en R, por lo que E es conexo por trayectorias y por lo tanto
conexo.

ii) Existe algin conjunto fundamental F' tal que R C F' C E, por ser R region
fundamental, y se tiene que para todo punto z € F — R necesariamente z € JR.
Ademas por la observacion hecha anteriormente z no es equivalente a ningin
punto en R, por lo tanto se tiene que

ECFCE.
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iii) h-drea(0E)=0 debido a que OF C OR.

Falta demostrar que E es simplemente conexo. Notese primero que, el exterior
de R (en P) no puede contener componentes acotadas. Si existe A componente aco-
tada, dado z € A existe f € G tal que z € f(R). Como R es conexo, se sigue
que f(R) C A. Ahora, por ser f homeomorfismo el exterior de f(R) tendria una
componente acotada, iterando este proceso habria un punto limite. N

Obsérvese que existen 2 tipos de puntos en dR, Fy = {z € OR|z € (R)°} y
F5 aquellos puntos con la propiedad de que cualquier vecindad alrededor de ellos
interseca al exterior de R. Los puntos en F) por definiciéon pertenecen a E mientras
que los de F3 pertenecen a OF.

2 71 Y2

Figura 2.3: Posible interseccién de ~

Para mostrar que E es simplemente conexo, sea A una curva cerrada en £ y v una
poligonal finita que es e-cercana a A (y C {z € E | d(z,A < €}) donde € < d(E*, \),
y por ende v y A son homotépicas en E, cf. [4] pp. 99-100. En consecuencia basta
probar que v es nulhomotdpica. Si v es simple cerrada se puede aplicar el Teorema
de Schoenflies y es nulhomotépica en C y por lo tanto también lo es en E, ya que el
interior de la curva esta totalmente contenido en E. Esta tltima afirmacién se sigue
de las dos observaciones anteriores, ya que en el interior de v no puede haber puntos
de la frontera de R del tipo F5.

7
Figura 2.4: Otro caso

Si 7 no es simple cerrada y no es nulhomotépica en E, la poligonal puede tener
intersecciones como las descritas en la Figura 2.3 y se pueden tomar dos poligona-
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les finitas 71 y 72. Una de ellas no es contraible, de otra manera v lo es. Se puede
proceder de esta manera hasta obtener un curva cerrada simple, lo cual contradice
la existencia de curvas no contraibles y muestra que E es simplemente conexo. Otro
caso que puede suceder es el descrito en la Figura 2.4 y es claro que se puede aplicar
el mismo argumento. Notese que se puede usar homotopia libre u homotopia basada
en un punto, cf. [8] p. 84. O

La siguiente proposicién es util para modificar regiones fundamentales de un
grupo fuchsiano G.

Proposicién 2.0.4 Sea R una region fundamental para el grupo G y Ry, Ry con-
Jjuntos abiertos ajenos tales que,

(R U Ry)’ = R.

Supdngase también que ( g( ﬁl) U Ry )° es conezo, donde g € G y que O(Ry), O(Ry)
tienen h-drea cero, entonces

R = (g(R) U Ry)°
es una region fundamental.
DEMOSTRACION. Probamos que R’ cumple las condiciones de la definicién 2.0.8
i) R’ claramente es abierto conexo.
ii) Probamos que para toda z € P existe algin w € R tal que w ~ z.
Caso 1) Si z ~ w; € OR, entonces w; € OR (0 ORy), en el primer caso wy ~ w,

donde w € dg(Ry) y z ~w € R analogamente si w; € OR;.

Caso 2) Si z ~ w; € R, entonces si w; pertenece a OR; U Ry se aplica el caso

anterior, de otra manera w; € Ry(o Ry), y z ~ g(w) € R (el caso
wy € Ry es claro).

Falta mostrar que dos puntos en R’ no son G-equivalentes. Supongamos que
si, i.e. existen w, z en R’y h € G — Id tales que

w = h(z).

No es posible que z, w pertenezcan a g(R;)U Ry por ser R regiéon fundamental.
Es importante notar que R = (g(R1) U Re) U A, donde A C 0g(R;) U ORy, ya
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quesiz € RNORyy z ¢ g(él), entonces z pertenece al exterior de g(R;), por
lo que cualquier vecindad suficientemente pequena esta contenida en el exterior
de g(Ry), y como ademds interseca el exterior de Ry necesariamente z € OR/,
por lo tanto z ¢ R’. Andlogamente el caso z € R' N Jg(Ry) y z ¢ ORy no
sucede. Ver Figura 2.5.

Si z, w pertenecen a A, tomamos vecindades N, y N,, tales que N,, = h(N,),
tomando z; € N, N Ry y w; € N, N Ry tal que h(z;) = wy, se tiene una
contradiccién.

iii) Esto se sigue, ya que OR' C (0g(R1) U ORy).

L)
3

Figura 2.5: Esquema de modificacion de regién fundamental



Capitulo 3

Regiones fundamentales
localmente finitas

Serfa conveniente que al considerar los cocientes P/G y E/ G, donde G es un grupo
actuando en P y R una region fundamental medible para el grupo G, se preservaran
las propiedades topolégicas; esto no siempre pasa, como se vera en el siguiente ejem-
plo. En el ejemplo el grupo no es fuchsiano por lo que se hablara de la cerradura en
C.

Sea G =< g >, donde g(z) = 2z, analizamos la accién de G en C — {0}; obser-
vemos que (C — {0})/G es un toro (es el cociente del anillo delimitado por |z| = 1
y |z| = 2). Se construye una regiéon fundamental para G a partir de la siguiente
curva. Sea B la curva definida por y = ¢~ en el primer cuadrante y |z| = 1 en los
restantes. Nétese que R, la regién delimitada por la curva B y su imagen bajo g,
es fundamental, ya que todos los puntos son equivalentes a exactamente uno en la
region asi delimitada. Ver Figura 3.1.

Resulta que el cociente R/G no es compacto. Esto se sigue al tomar la cubierta
abierta de R,

D,={z€ C—{0} | |2 <n}, neN,

que claramente no tiene una subcubierta finita. Ahora tomando E, C R/G tal que
p Y(E,) = D, donde p es la proyeccién de R en R/G, se sigue por definicién de
topologfa cociente que {E, }nen, es una cubierta abierta de R/G que no tiene una
subcubierta finita. Por consiguiente (C — {0})/G no es homeomorfo a R/G.

Posteriormente, mostramos un ejemplo similar de un grupo fuchsiano, donde
aparece también esta anomalia.

Para poder dar las condiciones necesarias que eviten esta situaciéon no deseable
hacemos primero algunas observaciones. Sea G un grupo fuchsiano actuando en P

24
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y R una regiéon fundamental para G' en IP, consideramos a los dos espacios cociente
que se obtienen mediante G es decir P/G y R/G. De manera natural se tiene que las
respectivas proyecciones

p:P—P/G, q:§—>I§/G

son continuas y suprayectivas; ahora bien los elementos de P/G son las érbitas G(z) =
{weP|3g e, gw) =z} y los elementos de R/G son conjuntos de la forma
RNG(z). Como R C P se tiene naturalmente que la funcién inclusién i de R en P es

continua. Se construye ahora una funciéon v : ﬁ/ G — P/G con la siguiente regla
de correspondencia

Y(RNG(2)) = G(z). (3.1)

g(B)

\

Figura 3.1: Region fundamental

Esta funcién esta bien definida dado que para cada z, RNG (2) # 0 y el siguiente
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diagrama conmuta

R P (3.2)
‘Ii lp
R/G——=P/G
esto es
vq=pi. (3.3)

El siguiente resultado exhibe la relacién entre R/G y P/G.

Proposicién 3.0.5 La funcion v definida en (3.1) es una biyeccion continua.

DEMOSTRACION. Sea N un abierto en P/G, como p e i son continuas, ﬁﬂp‘l(N) es
un abierto relativo en R, usando (3.3) este conjunto resulta ser ¢~'(y"1(N)) y por
la definicién de topologia cociente se sigue que v~ '(NN) es abierto en }N%/ G y por lo
tanto 7 es continua. La biyectividad es evidente ya que para toda érbita G(w) existe

un tnico conjunto & N G(w) tal que v(R N G(w)) = G(w). O
Ahora damos la condicién para que 7 sea un homeomorfismo.

Definicién 3.0.9 Decimos que una region fundamental R para un grupo fuchsiano
G es localmente finita, si dado un compacto K C P se tiene que

K Ng;(R) #0,

solamente para un nimero finito de transformaciones g; € G.

La siguiente proposicion nos ayudara para entender mejor la definicion.

Proposicion 3.0.6 Una region fundamental R para un grupo fuchsiano G es lo-
calmente finita si y solo si para toda z € P existe una vecindad compacta N, y un
conjunto finito de elementos del grupo G, g1, g2, ..., gm tal que,

i) z € gl(ﬁ) N... ﬂgm(é) (]

i) N, C gi(R)U...U gm(R)

iii) \MRYNN, =0 sih# g1,...,Gm-
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DEMOSTRACION. Se probard primero que si R es localmente finita, entonces para
toda z € P existe una vecindad con las propiedades requeridas. Como R es local-
mente finita, si dada una vecindad compacta N, ésta interseca un nimero finito de

imégenes ¢1(R), ..., gm(R) de R, si N, es suficientemente pequenia podemos suponer
que z € gj(ﬁ) para toda j € {1,2,...,m}.

Ahora supongamos que R es una regién fundamental y que se cumplen las con-
diciones i), i) y sea K un compacto en P. Para cada z € K se puede tomar una
vecindad N, compacta (que cumple i), ii)), al tomar los interiores de estas vecin-
dades compactas se tiene una cubierta abierta, que podemos reducir a una finita,
a saber las vecindades de los puntos z; con j € {1,...,m}. Finalmente es claro que

estas vecindades intersecan un numero finito de imégenes de R. U

Teorema 3.0.3 Una region fundamental es localmente finita si y sélo si la funcidn
v descrita en (3.1) es un homeomorfismo de R/G en P/G.

DEMOSTRACION. Las letras ¢, p, ¢ y~ denotaran las funciones descritas en el Dia-
grama (3.2). Probamos primero que si v es homeomorfismo, entonces R es local-
mente finita. Para esto mostramos que si R no es localmente finita, entonces -~
no es homeomorfismo. Se afirma que si R no es localmente finita existen w € P,
{zj }jen € Ry {yg;}jen € G distintas, tales que

gj(zj) — W,

cuando j tiende a infinito. La afirmacion se sigue en virtud de la Proposicién 3.0.6,
ya que si 12 no es localmente finita, existe w € P’ tal que w = g;(2}), donde z; € Ry
las g; son distintas. Sean z; € R tales que p( zj, 2} ) < 1/ j, por ser las g; isometrias
hiperbdlicas se tiene que p (25, 2;) = p(9;(2;), g;(2j) ), y por lo tanto se tiene que
gj(zj) — w. Al conjunto {z;},en lo llamamos B. Como B C R, cualquier vecindad
de w interseca una infinidad de imagenes distintas g,(R), por lo cual w ¢ h(R) para
ninguna h € GG. En consecuencia, ya que B C R

p(w) ¢ p(B).

Se probara que p(w) € p(B) lo cual es una contradiccién y asi concluimos esta
parte. Los puntos g; ' (w) no pueden acumularse en P por ser G discreto. Como g;(z;)
convergen a w, los puntos z; no se acumulan en P. Si se acumularan en un punto «,
esto es, p(zj,a) — 0, como p(g;(2;),w) — 0 se tiene que p(gj_l(w),zj) — 0 y por
ende p(gj_l(w), a) — 0, lo que contradice la afirmacién anterior. Esto muestra que
B es cerrado en R; Ademas como B es un subconjunto de R, se tiene que

¢ '(¢(B)) = B.
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Se sigue entonces de la definicién de topologia cociente en E/ G, que q(B) es cerrado
en R/G. Ahora usando (3.3), se sigue que

p(B) = pi(B) = vq(B),

y al ser v homeomorfismo, el conjunto p(B) es cerrado en P/G.

Probamos ahora la condicién de necesidad, esto es, suponemos que R es local-
mente finita. Usando la Proposicion 3.0.5 basta probar que 7 es una funcién abierta.
Sea A un abierto no vacio de R/ G, dado que g es suprayectiva y continua sabemos
que existe B abierto en P, tal que ¢~ *(A) = RN By por lo tanto q(R N B) = A.

Sea N

W =JgRnB).

geG

Noétese que dado (3.3), se tiene

pW) = p(|J 9(RNB)) = p(R 0 B) = pi(1N B) = vq(R N B) = 1(A).

geG

Queremos probar que y(A) es abierto. Notese primero que la proyeccién p es abierta.
Esto se sigue ya que si C' es un abierto en P, entonces

geG

se sigue que p(A) es abierto en IP/G. Por consiguiente, basta probar que W es abierto.
Consideramos a z € W, por ser W G-invariante, es decir g(W) = WV g € G podemos
asumir que z € EHB ; lo que se busca es una vecindad de z abierta y contenida en W.
Como R es localmente finita existe un disco abierto hiperbdlico N que tiene centro
en z, el cual interseca s6lo a las imégenes go(R), ..., gm(R), donde gq es la identidad;
se puede suponer que todas estas imagenes contienen a z, de donde

9;7'(2) € R,

para toda j € {1,...,m}. Ahora bien, ¢ manda a estos puntos a ¢(z) € A, entonces
gj_l(z) € ¢ '(A) = RN B para toda j € {1,...,m}. Se sigue que z € g;(B) para
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toda j € {1,...,m} y al hacer mas pequefio el radio de N (si es necesario) podemos
suponer que N C go(B)N...Ngn(B). Finalmente dado cualquier punto w € N existe
alguna j tal que w € gj(é) N g;(B), lo que implica que w € gj(é N B) C W por lo
tanto,

NcCcW.

0
Para poder dar un ejemplo de una region fundamental convexa pero no localmente
finita se requiere primero probar un resultado.

Definicién 3.0.10 Sea G' un subgrupo de PSL(2,R) (o de M(A)), se dice que
R C P un abierto no vacio es un G-paquete si g(R) N R =0 para toda g € G — Id.

Notese que si existe un G-paquete el grupo G es discreto, ya que si no fuera asi se
tendria que existen transformaciones distintas g,, n € N, tal que g,(z) — z para
toda z cuando n tiende a infinito. Sin embargo, por otro lado

gi(R)NR=0 Yj

por lo que basta tomar una z en R, para llegar a una contradiccién. El siguiente
teorema es muy util para construir regiones fundamentales.

Teorema 3.0.4 Sean G1 =< g1 > y Go =< gy > subgrupos de PSL(2,R) (o M(A))
y G =< G1UGy >. Sea Rj un Gj-paquete j = 1, 2 y RiNRy # (). Ademas supdngase
que Ry U Ry =P, entonces

R*= RN Ry

es un G-paquete.

DEMOSTRACION. Considere cualquier elemento hy,---hy de G, donde h; € G,
h; # 1d y i; # ij41, para cualquier j, i; = 1, 2. Primero como R;, es un G;,-paquete,
tenemos que

hl(R*) - hl(Rzl> cP-— R’i17

es decir hy(R*) C R,,, iterando este proceso para cada h; se tiene que

Py -+ hy (R*) - th<IED - Rin—l)
- hn(Rzn) cP-— Rzn
c P-R"

lo que quiere decir que R* es un G-paquete. U
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Figura 3.2: G1-paquete

Exhibimos ahora un ejemplo de una region fundamental convexa que no es local-
mente finita para un grupo fuchsiano G. Sea G el grupo actuando en H? generado
por las transformaciones hiperbélicas

3z + 4
n(z) =2 vy plz) =5——
Observemos primero la regién comprendida entre v = {z € H?| |2| = 1} y

72 = {z € H?| |z| = 2}, claramente es un Gi-paquete, donde G; =< g; >. Ver
figura 3.2.

El circulo I,, = {z| |z + 3/2| = 1/2} es el circulo isométrico de la transformacién
g2y v = {2 | |z = 3/2| = 1/2} es el circulo isométrico de la transformacion g, .
Por lo que g3(Iy,) = I,—1, mds atn gy(ext (I, ) ) = int (/1) cf. [3] p. 159. Esta Accién
geométrica (y su iteracion) muestra que en efecto la region comprendida entre [, e
I,-1 es un Ga-paquete, donde G =< go >. Denotamos por o1 a Iy, y por o3 a [g2—1.
Se aplica entonces el Teorema 3.0.4 a la region R comprendida entre vy, v2, 01y 09,
véase la Figura 3.5. Este se sigue ya que la unién de las regiones comprendidas entre
Yy 72 vy la determinada por oy y oy cubren H2. Por lo tanto R es un G-paquete,
donde G =< g1, g2 >, en particular G es discreto.

Se afirma que R es una regién fundamental localmente finita para G. Para probar
esto, tomamos z € H? y seleccionamos una de sus imagenes mas cercanas a v/2i (esto
es posible ya que G es discreto). Renombrando, decimos que z es uno de estos puntos.
Nétese que {w | [w| = 2} es el bisector perpendicular entre v/2i y g1(v/2i) = 2v/2i.
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~ ~
-2 —1 1 2
Figura 3.3: Circulos Isométricos
Igz Igg_l
95 (Ig,) 92 (m
£ N
-2 —1 1 2

Figura 3.4: La imagen de la regién entre Iy, y Ig;1 se transforma en la region entre Ig; y
g2 (Iggl )

Esto se cumple ya que,

p(V2i, 2i) = log(2) —log(v2)
= log(V?2)
= log(2v2) —log(2) = p(2i, 2v/2i).
Ahora, como
plz, V2i) < p(gr(2), V2i) = plz, 91(V20))

se sigue que |z| < 2. Usando un argumento anélogo se sigue que 1 < |z|, ya que
también

p(z, V2i) < plgr(2), V2i) = p(z, g1 (V2i)).

Por consiguiente 1 < |z| < 2.

Mostramos ahora que z estd también en la cerradura de la regiéon comprendida
entre oy, y 09.
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72

01 02
-2 -1 1 2

Figura 3.5: G-paquete para el grupo G =< g1, g2 >

Para probar esto se afirma que el bisector perpendicular de v/2i y gg(\/§z’) es pre-
cisamente o, (y andlogamente o es el bisector perpendicular entre v/2i y g5 *(v/21)).
La afirmacién implica que

p(z, V2i) < plgy ' (2), V2i) = p(z, g2(V/20)),

por lo que z esta en el exterior de o, y andlogamente z esta en el exterior de ;. Estos
razonamientos implican que R es en efecto una regién fundamental. Resta probar que
0y es el bisector perpendicular de v/2i y go(\/2i) , para esto mostramos que v/2i es
el reflejado de g(+/2i) por el circulo oy. Un célculo sencillo muestra que la reflexién
en el circulo de centro 3/2 y radio 1/2 estd dada por

_ 3/2(2) - 2

wie) =

cf. [3] p. 70, de donde

—3/2 — /2 17/4
24 4+ /2i
17

s (\@) —2+3/2(—V2i)  (2+3i/V2)(3/2 — V/2i)

Por otro lado

N 4+3(vV20) (44 3v20)(3 - 2v/2i)
92 (ﬂl> 34922 17
24 +/2i
17

se tiene entonces que 1 (\/52) = g (\/ﬁz)
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Ahora, el producto inversivo de los circulos C' = {w | |w| = V2} v 09, es el valor
absoluto del coseno del angulo de la interseccion, también este niimero esta dado por
(V2)? + (1/4)? +|3/2 — 0]? 241/4—-(3/2% 9/4-9/4 0

2(1/2)(V2) V2 V2

(C,o9) =

por lo que son ortogonales cf. [2] pp. 28, 29.

Se sigue entonces que o, es en efecto el bisector perpendicular de v/2i y 92(\/§i).
Finalmente, como la reflexion ¢ es una isometria hiperbdlica y el circulo C' es inva-
riante bajo esta reflexion, ya que estas transformaciones son conformes, por lo tanto
como se habfa afirmado oy es el bisector perpendicular de v/2i y go(v/2i). Asi con-
cluimos que R es una regiéon fundamental, pero dado que todo punto se encuentra a
lo més en 2 imagenes de R, se tiene que este dominio es también localmente finito.
Procedemos ahora a modificar R para obtener una nueva regién fundamental que no
es localmente finita. Este proceso consiste en reemplazar partes de R.

Figura 3.6: Region fundamental para G

Primero a Ry = RN{z | Re[z] < 0} le aplicamos la transformacion g, y obtenemos
una nueva region A = (R — Ry) U g2(Ry) U o5.

Es facil verificar que este hexagono A es tambien una region fundamental para
G. Como una segunda etapa construimos las geodésicas Re[z] = 1 y Re[z] = 2 y se
toman «, 3y 3’ como en la Figura 3.7. Se transforma por medio de g; el tridngulo
determinado por «, 1y 2« en el triangulo definido por 2«, 2 y 4a. Cada segmento
euclidiano [, 2], donde |B| = 1y arg(a) < arg(f) < 7/2, se reemplaza por un
segmento equivalente [3’, 2'], cabe aclarar que no son equivalentes bajo un elemento

en el grupo.
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23

4o

2i 26
20

1 2

Figura 3.7: Pentdgono fundamental para G que no es localmente finito

Sin embargo estos intervalos si son equivalentes, ya que cualquier orbita repre-
sentada por un punto en el segmento euclidiano [, 23], esté representada por otro
punto en el segmento |3, 23] y claramente los puntos interiores representan una sola
orbita.

Otra parte importante de esta modificacion es notar que los puntos del segmento
[i, 2i] ya no aparecen en la nueva region, pero si tienen representantes en el segmento
de geodésica hiperbodlica [ga(7), g2(27)].

De esta manera hemos modificado el cuadrilatero fundamental R en el pentagono
que llamaremos B, que por construccion sigue siendo region fundamental para el
grupo G. Este pentdgono es también convexo cf. [2] p. 154.

Noétese que los puntos de la geodésica hiperbélica [ga(i), g2(2¢)] no tienen ningin
equivalente en la frontera de B, y al ser regién fundamental, esto implica que un
numero infinito de las imagenes de B se tienen que acumular en ese segmento, esto
es, B no es localmente finita.

Esto lo podemos comprobar mas precisamente al considerar los puntos 1 + 2",
n € N, que pertenecen a B y sus imégenes g; (1 + 2"i) = 27" + 4. Estos tultimos
convergen a ¢ cuando n — oo, de donde cualquier vecindad compacta de ¢ interseca
un numero infinito de iméagenes de B. Este hecho se observa claramente al considerar
las imagenes de B bajo g; ver Figura 3.8.
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1 1 2
2

AN

Figura 3.8: Acumulacién de imégenes

Finalmente, como consecuencia del Teorema 3.0.3 se tiene que é/ G es homeo-
morfo a H2/G, ya que R es localmente finita. Ahora este cociente es topologicamente
equivalente a un toro menos un punto. Para mostrar esto, podemos incluir primero
la imagen de los puntos 1, £2 que se identifican en un sélo punto (y después excluir
su proyeccién). Formalmente, se puede aplicar la formula de Euler, obteniendo, una
2-celda, dos 1-celdas y una O-celda, esto es, el cociente tiene caracteristica cero, que
corresponde con la de un toro, por lo que se sigue la afirmacion.

Este mismo teorema nos dice que B/G no es homeomorfo a H?/G, es interesante
describir topologicamente este cociente y ver el comportamiento de la funcion ~
descrita en el diagrama (3.2).

Topologicamente el cociente B /G es un anillo menos un punto y que incluye una
de sus 3 fronteras, a saber, la proyeccion del segmento de geodésica [g2(i), g2(21)],
que es una curva simple cerrada. Vease la Figura 3.10.

g2(1) ¢ 92(21)

Figura 3.9: Compactificaciéon de B
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Para mostrar esto notamos que las geodésicas Re(z) = 1y Re(z) = 2 se identifican
por medio de la transformacién g; asimismo los segmentos de geodésica [1, ¢2(i)] y
[92(2i), 2] se identifican por medio de g; o g, '; el segmento [ga(4), g2(2i)] se proyecta
en una curva simple cerrada, ya que go(7) se identifica con go(21).

B B/G

Figura 3.10: Esquema de los espacios cocientes (la cruz significa que esos puntos no perte-
necen a los espacios topologicos)

Se puede formalizar esto con argumentos de la caracteristica de Euler, compactifi-
cando los puntos correspondientes a co y a 1, 2, donde a corresponde a las geodésicas
[1, 0o] y [2, o], b los segmentos de geodésicas [1, g2(i)] v [g2(2i), 2] y ¢ correspon-
de a [g2(i), g2(27)], al identificar el complejo esférico compactificado se tiene como
caracteristica de Euler, una 2-celda, tres 1-celdas y 3 0O-celdas, lo que resulta en



CAPITULO 3. REGIONES FUNDAMENTALES LOCALMENTE FINITAS 37

caracteristica 1 correspondiente a la de un disco con su frontera. Ver Figura 3.9.

Es importante notar que go(01) C B se proyecta en una circulo menos un punto,
el punto corresponde con los dos vertices infinitos 1 y 2 que no pertenecen a H?.
Recordamos que la funcion v es continua. Un andlisis cuidadoso muestra que el
comportamiento que tiene en este caso particular es el de identificar curvas cerradas
simples cercanas a 0o, con la curva simple cerrada que corresponde con la proyeccion

de [g2(), g2(24)]. Ver Figura 3.10.

Proposicion 3.0.7 Si R es una region fundamental para un grupo fuchsiano G tal
que R es compacta, entonces R es localmente finita.

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad G es un subgrupo de PSL(2,R) actuando
en H2. Supongamos que R no es localmente finita, entonces existe un compacto K y
una sucesion {g, nen tal que

w(R)NK #0  VYneN.

Como K es compacto existe rg € RT tal que K C Dy (i,79), denotamos por 71 el
didmetro hiperbdlico de R. Ahora, notemos que si z € Ry z, € R, n € N, son tales
que gn(z,) € K para toda n € N, entonces

p(iy gn(2)) < pi; gul(2n)) + p(gn(2n), gn(2))
= P(L gn(ZN)) + p(zm Z)
< ro+r1.

De donde podemos concluir que RUK C Dy (3,79 + 7). Por consiguiente, existe un
nimero infinito de transformaciones distintas g, tales que ¢, (z) € Dp(i,ro + 1), lo
que contradice el hecho de que en los grupos fuchsianos el conjunto limite esta con-
tenido en la recta real extendida (la contradiccién se tiene al tomar una subsucesién
convergente).

g

Definicién 3.0.11 Dado un grupo fuchsiano G y una region fundamental R decimos
que z € P es reqular si existe una vecindad de z que interseca solo un nimero finito
de imagenes de R bajo elementos de G, si no es asi lo llamaremos excepcional.

Teorema 3.0.5 Sea R una region fundamental para un grupo fuchsiano G que es
convexa y cumple la condicion:

VzeOR JgeG—1d tal que ¢g(z) € OR,

entonces R es localmente finita.
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DEMOSTRACION. Es claro que si no existen puntos excepcionales para la region
R, es localmente finita (Proposicién 3.0.6). Para demostrar el teorema, se prueba
que si existen puntos excepcionales el conjunto de ellos es a la vez numerable y no
numerable, por lo que debe ser vacio.

Mostramos primero que el conjunto de puntos excepcionales es numerable. Si z es
un punto excepcional, se tiene que z € g(R)Nh(R), donde g # h (ya que z pertenece
a un numero infinito de imagenes de E) Ahora como R es h-convexo se sigue que R
es h-convexo (cf. [3] p. 137) y al ser g y h isometrias hiperbdlicas se sigue que g(é)
y h(R) son h-convexos y por lo tanto g(R) N h(R) es un conjunto h-convexo, el cual
puede consistir de un sélo punto o un segmento de geodésica. En el tltimo caso, el
conjunto de puntos interiores del segmento o(g,h) = g(R) N h(R) son regulares, ya
que si consideramos w; y wy en el interior de o (g, h) y puntos z; € h(ﬁ) y 29 € g(ﬁ) se
tiene que el interior del tridngulo hiperbélico con vértices (wy, we, z1) estd totalmente
contenido en h(ﬁ) y analogamente el interior de tridngulo hiperbolico con vértices
(w1, ws, 29) estd totalmente contenido en g(ﬁ), por lo que para todo punto w en el
interior de o(g, h) estd a lo mas en 2 imégenes de R. Ver Figura 3.11.

De donde para este segmento existen a lo mas 2 puntos excepcionales, esto prueba
la afirmacién ya que G x G es a lo sumo numerable (cf. [3] p. 100) y existen a lo mas
2 puntos excepcionales por cada elemento de G x G.

w1

22 g(R) w9

Figura 3.11: La interseccién de dos regiones fundamentales localmente finitas tiene a lo
mas dos puntos excepcionales.

Probamos ahora que si hay un punto excepcional, entonces existe una cantidad
no numerable de ellos. Sin perdida de generalidad G < M(A) actuando en A. Sea w
un punto excepcional, por lo tanto existe una sucesion de transformaciones distintas
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{gn}neN € G, y {zn}nEN € E tales que
Gn(2n) — w.

En virtud de la Proposicion 3.0.7 podemos suponer que R no es compacta. Sea
a € R tal que |a|] = 1, y entonces los puntos g,(a), n € N, forman una sucesién
infinita en el compacto 0A, por lo que existe una subsucesién convergente a un punto
a*. Consideramos solamente esta subsucesion y la renombramos. Sean L,, = [z,, &,
n € N, los rayos hiperbdlicos que van de z, a a, nétese que sus imagenes g, (L,)
convergen a [w, a*].

Figura 3.12: Vecindad conexa y convexa de z en A

Se afirma que todo z € [w, a*| es un punto excepcional lo cual concluye la prue-
ba. Para probar la afirmacién se puede suponer, conjugando, que el segmento de
geodésica estd contenido en un didmetro (euclidiano). Esto se puede suponer ya que
el grupo M(A) es transitivo en geodésicas (manda geodésicas en geodésicas). Ahora
sea N, una vecindad abierta de z, podemos encontrar una vecindad N/ contenida en
N, tal que su frontera esté formada por 2 segmentos de radio (geodésica del origen a
un punto al infinito) y 2 geodésicas como se muestra en la Figura 3.12. Finalmente,
como las imdgenes ¢,(z,) ¥ gn(c) convergen a w y o, respectivamente, podemos
encontrar ny € N tal que si n > ng, entonces g,(2,) € Ay gn(a) € A, donde A es la
regién entre los 2 radios que delimitan a N/. A es h-convexa (en el sentido descrito en
el Lema 1.2.1), por lo que los segmentos de geodésica [g,(zy), gn(a)] estdn contenidos
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en A. Ademés existe n; > ng, tal que si n > ny, entonces g,(z,) ¢ N.. Se sigue
de estd manera, por conexidad y convexidad, que si n > ny, los segmentos g, (L)
intersecan N!. Esto es, para todo z € [w,a*] y cualquier vecindad abierta N, esta
interseca un numero infinito de imagenes de R a saber gn(é), donde n > n;. g

Teorema 3.0.6 Sea R una region fundamental localmente finita para un grupo fu-
chsiano G, entonces

Go={g€G|g(R)NR+0}
genera a (.

DEMOSTRACION. Sea G’ =< (G, > y supongamos, sin perdida de generalidad, que
G en este caso actia en A. Recordamos que para toda z € A existe una g € G tal
que g(z) € R. Ahora, se define una funcién

VA — GG,

dada por ¥(z) = G'g, donde g es tal que g(z) € R y G/G' es el cociente de clases
laterales derechas determinadas por G’. Esta funcién esta bien definida, ya que si h
es otra transformacién tal que h(z) € R, se tiene que h(z) € hg*(R) (z € g ' (R)),
por lo que hg™! € Gy. De donde

G'h=0_Gy.

Ahora sea z € A, al ser R localmente finita se tiene, en virtud de la Proposicion
3.0.6, que existe un nimero finito de imagenes

gl(R)7 e gm(R)

que contienen a z, y existe IV, una vecindad de z tal que

N. C gi(R)U...U gm(R).

Nétese que si w € N, entonces w € g;(R) para alguna j, de donde

T(w) =G'g;t = 0(2),

(ya que z € g;(R)). Como esto sucede para toda w € N,, se tiene que ¥ es constante
en una vecindad de z y al cumplirse esto para todo z € A, ¥ es localmente constante.
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Se afirma que W es constante. Este hecho finalizara la prueba, ya que dada cualquier
transformacién g € G tomando z € Ry w € g *(R), como V¥ es constante se tiene

por lo que g € G' y G = G'. Resta solamente probar que ¥ es constante. Para esto
se dota a G/G’ con la topologia discreta y se nota que ¥ es continua. Esto se debe
a que la preimagen bajo ¥ de cualquier punto en GG/G’ es un abierto en A, lo cual
se sigue de manera inmediata al ser ¥ localmente constante. Finalmente, W(A) es
conexo por ser A conexo y ¥ continua, por lo que s6lo puede consistir de un punto. [

Para el siguiente teorema usaremos una desigualdad probada por Jgrgensen. Re-
cordemos que dada la transformacién de Mobius g se le puede asociar una matriz en
SL(2,C) que denotaremos por A,, esta tltima es determinada por g salvo el signo,
asi que al considerar dos matrices A, y A que representan a g y f, respectivamente,
su conmutador AgAfA,-1Ar-1 esta determinado de manera tinica y sin ambigiiedad.

Definicién 3.0.12 Un grupo G < PSL(2,C) es elemental si su conjunto limite
1.2.2 tiene a lo mas 2 puntos, en caso contrario se dice que el grupo es no elemental.

Teorema 3.0.7 (Desigualdad de Jgrgensen) Sean f,g € PSL(2,C) tales que
generan un grupo no elemental, entonces

|(tr(Ag))” — 4] + [tr(AgAsAg1 Apr) = 2| > 1

La prueba original se puede consultar en [6], otra demostracién aparece en [2] y con
mas detalle en [7].

El siguiente resultado es importante y como veremos tiene como consecuencia el
hecho de que las clases parabdlicas estan representadas en las regiones fundamentales
localmente finitas.

Teorema 3.0.8 Sea R una region fundamental localmente finita para un grupo fu-
chsiano G. Entonces

i) si g es un elemento eliptico de G y K es un disco compacto tal que g(K) = K,
entonces R interseca un niumero positivo finito de imagenes de K,

it) si g es un elemento parabolico de G y K es una region horociclica tal que
9(K) = K, entonces R interseca un nimero positivo finito de imdgenes de K,
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i11) si g es un elemento hiperbdlico de G y K es una region hiperciclica tal que
g(K) = K, entonces R interseca un nimero positivo finito de imdgenes de K.

DEMOSTRACION. En todos los casos al ser I una region fundamental se tiene que si
w € K existe h € G tal que h(w) € R por lo que R interseca al menos una imagen
de K( h(K)).

Caso ). En este caso el resultado se tiene ya que si R interseca a h(K) para
alguna h € GG, entonces hil(ﬁ) interseca a K, lo cual sélo puede ocurrir un nimero
finito de veces.

Caso 7). Sin perder generalidad, conjugando, se puede suponer que G actia en
H? y que g(z) = 2+ 1. Como K es una regién horociclica se sigue que es de la forma:

K = {z € H?|Im(z) > k > 0}.
Relacionados con K usaremos otros dos subconjuntos de H?,

={z € H? |Im(2) > ko}

Ky = {z € H*| ko > Im(2) > k},

donde kg se elige de tal manera que

U (o) # B2 (3.4)

feGq

Esencialmente, la existencia de dicho kg se deriva de la desigualdad de Jgrgensen.
Para mostrar esto, si f € Gy no fija co calculamos primero la traza de gfg~'f!,
consideramos matrices asociadas a g, f y sus inversas,

1 1 a b 1 -1 d —b
a=(o1) =(0a) »=(07) a=(% )
de donde
11 a b 1 d —=b
s = (6
- a+tc b—l—d d+c¢c —a-—2b
o —c
+c? *
—bc—ac+ad )’

(ad+ac—bc c
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y por lo tanto la traza de gfg 'f~! es ¢® + 2, substituyendo estos valores en la
desigualdad de Jgrgensen, se tiene:

(tr(9))* =4l + [tr(gfg™ f7) =2l =0+ +2—2[ = || > 1,

lo que implica que |¢| > 1.
Ahora, se tiene que para esa f,

() < gy

esto se sigue ya que, por una parte

m(f(z)) = hnCm+b):hn<mz+maz+d)

cz+d lcz + d|?
adz + bcz Im(2)

= Im _— = T 5>
lcz + d|? lcz + d|?

por lo que basta verificar que
(Im(2))* < [ez +dJ?,
lo cual se cumple, ya que escribiendo z = x + 7y, como |c?| > 1, se tiene
v' < () < () + (cr+d)” = Jez+df.

Estas observaciones implican 3.4, tomando por ejemplo ky > 1, se tendria que K
no interseca la érbita de i; si para alguna h € G se tiene que h(7) € f(Kj), entonces
f7'h(i) € Ky lo que no es posible. Por consiguiente las imdgenes de Ky no pueden
cubrir todo H?2. N B

Ahora si suponemos que R interseca a h(K), se tiene que h~'(R) interseca a K,
v va que R es conexo, hfl(ﬁ{) interseca necesariamente a K. Esto se sigue ya que,
por un lado h’l(é) no puede estar contenido en Ky, de ser asi se contradice (3.4), y
ademas si h"{(R)N K, =0 y h1(R) N K, # 0, resultarfa que h~*(R) no es conexo.

Consideramos ahora el conjunto

E={z€H*|0<Relz] <1y k<Im[z] <ko}

y notamos que
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Ug"(B) = Ki (3.5)

neEL

ademas, al ser F un conjunto compacto y R localmente finita, existe sélo un nimero
finito de imagenes de R que intersecan a F, las cuales denotamos por

gi(R), ..., gm(R).

Recordamos que el conjunto =1 (R) N K es no vacio por lo que de (3.5) se sigue que

g"h Y (R)N E # 0, para alguna n € Z, y por lo anterior se tiene que necesariamente
g"h~t = g; para alguna j € {1,...,m}, entonces

g; (K) = hg™"(K) = h(K).
Esto es, las tnicas iméagenes de K que intersecan a R son

9 (K), ... g, (K).

Caso 4ii). Nuevamente, sin perdida de generalidad podemos suponer que G actia
en H? y que g(z) = kz, k > 1. La regién hiperciclica es de la forma

K={z|z=re’ r>0,0—n/2] <}

para alguna e > 0.
Tomamos
E={ze K|1<|z| <k},

claramente

g () =K

nez

Ya que E es compacto sélo un nimero finito de imdgenes de R lo intersecan, diga-
mos g1(R), ..., gm(R). Si h(K) interseca a R, se tiene que para alguna n, ¢g"h~!(R)
interseca a £y por lo tanto, para alguna j, g"h™ = g; esto es, gj_l = hg™", por lo
que

g7 () = hg™(K) = h(K).

Por lo tanto dada cualquier h tal que h(K) interseca a R y necesariamente, para
alguna j, h(K) = g;'(K), esto es, solamente un nimero finito de iméagenes distintas
de K intersecan a R. Il
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Otra manera de justificar 3.4 es mediante el siguiente resultado, que tambien es
consecuencia de la desigualdad de Jgrgensen. Antes del resultado es necesario definir
el siguiente conjunto, dado un elemento parabdlico g se define el conjunto K, como

Ky ={z] senh%p(z,g(z)) < %}

Teorema 3.0.9 Sea G un grupo no elemental discreto con elementos parabdlicos.
Entonces los conjuntos
K,, gparabdlico en G

son permutados por G y K, N Ky = 0 excepto si g y h tienen el mismo punto fijo.

Este teorema es una adaptacién bidimensional del teorema 5.4.4 de [2]. La prueba
esencialmente se sigue del hecho de que si g, h son parabédlicos en PSL(2,R) y generan
un grupo discreto y no elemental entonces se cumple

1 1 1
senh plz, g(=))senh p(z, (=) > 1.

lo cual es consecuencia de la desigualdad de Jgrgensen.
Esto se hace de manera idéntica a la prueba en [2] p. 109, remplazando j por i
en la identidad
2coshp(j, T(j)) = [ITI.

Nétese que en efecto K, es una regién horociclica. Para mostrar esto, sin perder
generalidad g(z) = z + 1, de donde

1 1
senh=p(z,z+1) < = (3.6)
2 2
se cumple si y sélo si
GRS IS
2(Im(z)Im(z +1))/2 ~ 2’
1 - 1
2y 2
donde z = x + 1y, esto es,
y > 1,

que es en efecto una regién horociclica.
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Teorema 3.0.10 Sea R cualquier region fundamental localmente finita para un gru-
po fuchsiano G. Si v es un punto fijo parabdlico, entonces existe alguna g € G tal
que g(v) € R.

DEMOSTRACION. Conjugando podemos suponer que G actia en H?, v = 0o y que
el elemento parabdlico que lo fija es h(z) — 2z + 1. Ahora consideremos K una re-
gién horociclica invariante bajo h. En esta region tomamos una sucesion de puntos
{zi}ien tal que Im(z,) — oo. Al ser R una regién fundamental se tiene que exis-
ten {h;}ien € G tales que hy(z,) € R. De donde R interseca cada imagen h;(K).
Como consecuencia del teorema anterior se tiene que esto sélo es posible para un
nimero finito de transformaciones, por lo que necesariamente se puede encontrar
una subsucesién constante de conjuntos h,, (K), j € N. Renombrando tenemos que

h(K) = ho(K) = ...

Se tiene de esta manera que para todan € N, hy(K) = h,(K), estoes, hy *h,(K) = K
por lo cudl, h{'h, = h*", ya que las tinicas transformaciones en (i que preservan la
region horociclica K son las potencias de h. Por lo tanto h, = hih'", donde t, € Z,
concluimos que hy(w,) € R, donde w,, = h'*(z,). Finalmente, como Im(w,,) = Im(z,)
se tiene que w, — 0o y hi(c0) € R. O

Concluimos la tesis con algunas observaciones generales de regiones fundamenta-
les localmente finitas. La definicién de region fundamental 2.0.8 puede ser adaptada a
la accién en C* cambiando en el inciso 44i) que la medida bidemensional de Lebesgue
sea 0.Usando esta version de region fundamental se copia de manera casi idéntica
la definicién de regién fundamental localmente finita 3.0.9 y es posible probar que
la regién descrita en la Figura 3.1 no es localmente finita. Para esto, tomemos la
sucesion z, = 2" +ie 2", n € N. Esta sucesién pertenece a la frontera de R, aho-
ra considerando ¢7"(z,) = (2" + ie"?")/2" se tiene que converge a 1, por lo tanto
cualquier vecindad compacta de 1 necesariamente interseca un numero infinito de
imagenes de R.

Es posible que al considerar un grupo fuchsiano G actuando en H? y R una regién
fundamental localmente finita el didmetro euclidiano de g(R) sea oo para toda g € G.
Por ejemplo, si G =< z — z+1 >y se toma la region R = {z € H?| 0 < Re(z) < 1}
se tiene esta situacion.

Teorema 3.0.11 Sea G un grupo actuando en P y R una region fundamental con-
vexa, entonces R estd acotada en la métrica hiperbolica si y solo si:
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i) P/G es compacto,
i1) R es localmente finita.

DEMOSTRACION. Nétese que, R es acotada si y sélo si R 1o es. Si R estd acotada
con la métrica hiperbélica, entonces R es localmente finita.Si R esta acotada con la
métrica hiperbolica R es compacto (la métrica euclidiana y la hiperbdlica definen la
misma topologia en P) y en virtud de la Proposicién 3.0.7 R es localmente finita.
Ahora como R es localmente finita se sigue del Teorema 3.0.3 que P/G es homeomorfo
a }Nz/ GG, y como este iltimo es compacto, ya que es la imagen continua del compacto
é, se sigue que P/G es compacto.

Ahora si se cumple i)y i) se tiene que P/G es homeomorfo a E/ G, por lo que
é/G es compacto. Si R no es acotado, existe una sucesién {z,} € R, n € N, tal
que se acumula en x € R. Como ﬁ/ G es compacto, renombrando, podemos decir
que ¢(z,) converge a g(z*), donde z* € Ry ¢ : R — R/G es como en (3.2). Por
ser R localmente finita, existe una vecindad abierta N de z* y un nimero finito de
transformaciones Id = g1, ga, - - ., gm, tal que z € (), gz(é) y N c U~ gi(é), esto
se sigue tomando el interior de la vecindad compacta descrita en la Proposicion3.0.6.
Ahora ¢(N N R) es un abierto en R/G debido a que

m

¢ "a(NNR) = Jg (VM) N R)

=1

que es abierto en R. Como el ntimero de conjuntos g; '(N) es finito es posible encon-
trar una vecindad euclidiana M de z tal que

Gg(NYNM =0 Vie{l,2,...,m}.

Es decir que ¢(z,) no se puede acumular en g(z*), lo cual es una contradiccién ya
que si n es suficientemente grande z, € M y ¢(z,) ¢ ¢(N N R). Por lo tanto R es
acotado con la métrica hiperbdlica. U

Teorema 3.0.12 Sea R una region fundamental localmente finita conveza para un
grupo fuchsiano G' y v un punto fijo hiperbélico, entonces v ¢ R.

DEMOSTRACION. Supongamos que si. Por conjugacién podemos asumir que G actia
en H?, v es el origen y donde g(z) = kz, k > 1 pertenece a G. Consideramos una
region hiperciclica K para G de la forma,

K:{z’z:reie, r>0,]0—m/2] <€}
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para alguna € > 0. Ahora al compacto

F={zeK|1<|z| <k}
lo intersecan sélo un nimero finito de iméagenes de R distintas, g,(R), ..., gm(R).
Podemos suponer, tomando e suficientemente grande, que K N R # () y que existen
21,722 € K N R. Ahora por h-convexidad el tridngulo hiperbdlico determinado por
0, 21, 29 esta contenido en RN K. Finalmente, tomando ng suficientemente grande se
tiene que g"(R N F) # () para toda n > ny. Esto contradice el hecho de que R es
localmente finita. Por lo tanto 0 ¢ R. U



CAPITULO 3. REGIONES FUNDAMENTALES LOCALMENTE FINITAS 48

para alguna € > 0. Ahora al compacto

F={zeK|1<|z| <k}
lo intersecan sélo un nimero finito de iméagenes de R distintas, g,(R), ..., gm(R).
Podemos suponer, tomando e suficientemente grande, que K N R # () y que existen
21,722 € K N R. Ahora por h-convexidad el tridngulo hiperbdlico determinado por
0, 21, 29 esta contenido en RN K. Finalmente, tomando ng suficientemente grande se
tiene que g"(R N F) # () para toda n > ny. Esto contradice el hecho de que R es
localmente finita. Por lo tanto 0 ¢ R. U



Bibliografia

[1] WHEEDEN, R.L. AND ZYGMUND A.Measure and Integral, Marcel Dekker, New
York, 1977.

[2] BEARDON, A. F., The Geometry of Discrete Groups, Graduate Texts in Mat-
hematics 91, Springer-Verlag, 1995.

[3] LASCURAIN ORIVE, A., Una introduccion a la geometria hiperbdlica bidimen-
sional, Facultad de Ciencias, UNAM, 2005

[4] LASCURAIN ORIVE, A., Curso bdsico de variable compleja, Facultad de Cien-
cias, UNAM, 2007

[5] BILLINGSLEY, P., Probability and measure, New York: Wiley, 1995.

[6] JORGENSEN, T., On discrete groups of Mobius transformations, Amer. J.
Math., 1976.

[7] ZuNiga, O., Desigualdad de Jorgensen, México, D.F., 1996. Tesis de Licencia-
tura

[8] WALLACE A. H. An Introducction to Algebraic Topology, Dover, 2007.



	Portada
	Índice General 
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	CApítulo 2. Área de Regiones Fundamentales
	CApítulo 3. Regiones Fundamentales Localmente Finitas
	Bibliografía

