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| N T R O D U C c I O N

En la actualidad el analisis de muchos problemas complejos de decision
pueden resolverse mediante la programacion lineal que estudia la optimizacién
(minimizacidon o maximizacion) de una funcion lineal que satisface un conjunto
de restricciones lineales, como un instrumento de conceptualizacion, mas que

como un instrumento que produzca la solucion.

La formulacion de un problema de optimizacion se enfoca en la seleccién
de valores para cierto numero de variables interrelacionadas con el objetivo de

cuantificar la calidad de la decision.

Existen muchos problemas para los que la programacion lineal ofrece el
marco apropiado para su analisis; como por ejemplo la perdida o ganancia, o la
distribucién de capital en un problema econdmico, la velocidad o distancia en un

problema fisico, problemas del transporte, la mezcla de productos, entre otras.

A partir de un modelo matematico que describa tales problemas, el
Ingeniero en Computacion debe ser capaz de construir un modelo manipulable
gue pueda usarse en una computadora, es por lo que la presente tesis ofrece
una investigacion sobre el analisis de los algoritmos mas trascendentes, para
resolver problemas generales de programacion lineal, lo anterior a efecto de que
la solucién de dichos problemas se pueda realizar mediante algun programa de

computadora.

El tema de tesis que a continuacion se desarrolla, esta dividido en cuatro

capitulos, de los cuales el primero, es introductorio de los conceptos



fundamentales de la teoria de optimizacion y de algoritmos, ademas de que

presenta resultados béasicos del algebra lineal.

La programacion lineal ha demostrado su utilidad como modelo de
numerosos problemas de distribucion y de fenémenos econémicos, es por lo que
en el segundo capitulo se analizan ademas de las definiciones basicas de
programacion lineal, algunas hipotesis de problemas que conducen a ejemplos
de problemas lineales, proporcionandose también descripciones graficas de la
solucion de problemas. En este capitulo se delimitan las definiciones teoricas
mas importantes de la programacién lineal a partir de un analisis matematico,
apoyado por interpretaciones graficas, lo anterior con el fin de construir los
modelos matematicos adecuados sobre los cuales se desarrollaran los

algoritmos que resuelvan los problemas de programacion lineal.

En el tercer capitulo se presentan los detalles de los de los principales
algoritmos para resolver cualquier problema de programacion lineal,
analizdndose en primer lugar el método simplex, en el cual se empieza
demostrando que, si existe una solucién Optima, entonces también existe un
punto extremo 6ptimo, para caracterizar los puntos extremos en términos de
soluciones bésicas factibles; asi también se estudia el método de la “M” Grande

0 penalizacion.

En el capitulo cuarto se enunciara en forma general las aplicaciones mas
importantes de la programacion lineal en la administracion de operaciones y en
forma particular se analizaran problemas de mezcla de productos, los cuales se

resolveran mediante el programa TORA.
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CONCEPTOS BASICOS DE OPIMIZACION,
ALGORIMOS Y MATRICES

1.1 Conceptos basicos de Optimizacién.

1.1.1 Definicion de Optimizacion.

La optimizacion es uno de los principios basicos del analisis de problemas
complejos de decision, que incluye la seleccion de valores para cierto numero de
variables interrelacionadas, centrando la atencion en un solo objetivo disefiado
para cuantificar el rendimiento y medir la calidad de la decisién, como una

técnica cuantitativa de analisis y una formulacién de aproximacion.

1.1.2 Problema lineal de Optimizacién.

El problema lineal de optimizacidn se propone resolver lo siguiente:
Optimizar Z=CiX1+CaXa+ ...+ ChXp

Sujeto a: apy Xy tapXet...tanx, T by
Ay XqtamxXo+...+anmXn T by

XjZO



En donde se distinguen las siguientes matrices:

c=[cy,Cy...Ch]

X1

X2

Xn

aqrtapt. .. +an

azrtaxpt...+an

b1
b

bm




En donde optimizar se entiende maximizar o minimizar z, donde T
representa a cualquiera de los simbolos <, =, 2; la funcién objetivo es el
producto de cx que se intenta optimizar y A x T b, x 2 0 constituyen las

restricciones al problema.’

1. 2 Conceptos basicos de Teoria de Algoritmos.

1.2.1 Definiciéon de Algoritmo.

Una definicién amplia de algoritmo es el siguiente: es un método descrito
paso a paso, para resolver un problema. También puede definirse un algoritmo,
como un programa de computadora que producira la respuesta correcta para
cualquier entrada si permitimos que se ejecute durante el tiempo suficiente y le

proporcionamos todo el espacio de almacenamiento que necesite.?

1.2.2 Propiedades de Algoritmos.

La definicion formal de algoritmo indica que es un conjunto finito de
instrucciones con las siguientes caracteristicas.
e Precision.- Los pasos se enuncian con precision
¢ Unicidad.- Los resultados intermedios en cada paso quedan definidos de
manera unica y sélo dependen de las entradas y los resultados de los

pasos anteriores.

1 Métodos de Optimizacién, Programacion Lineal y Graficas, Francisco J. Jauffred
M. Tercera edicién, 1986, México, KEditorial Representaciones y Servicios de
Ingenieria, S. A. P., paginas 23-25.

2 Matematicas Discretas, Jonsonbaugh Richard, cuarta edicién, 1997, editorial
Prentice Hall, paginas 157-159.



e Caracter finito. El algoritmo se detiene después de ejecutar un numero

finito de instrucciones
e Entrada.- El algoritmo recibe una entrada
e Salida.- El algoritmo produce una salida

e Generalidad. El algoritmo se aplica a un conjunto de entradas

1.2.3 Clases de Algoritmos.

1.2.3.1 Iterativo.

La mayoria de los algoritmos disenados para resolver problemas de
optimizacion son de naturaleza iterativa. Al buscar un vector que resuelva un
programa de programacion lineal, se elige un vector inicial xo y el algoritmo
genera un vector mejorado x4. El proceso se repite y se encuentra una solucion
mejor X. Continuando asi se haya una sucesion de puntos cada vez mas
apropiados x0, x1, ... xk, . . ., que tiende a un punto solucion x*. En problemas
de programacion lineal, la sucesion generada es de longitud finita, obteniendo el

punto solucién después de un numero finito de pasos.

La teoria de los algoritmos iterativos puede dividirse en tres aspectos.

1. El primero se refiere a la creacion de los algoritmos propiamente
dichos.

2. El segundo aspecto es la comprobacién de que un algoritmo dado
generara una sucesion convergente hacia un punto solucion, este
aspecto se conoce como analisis de convergencia global y estudia
la cuestion de si el algoritmo, iniciado lejos del punto solucién,

convergera hacia este.



3. El tercer aspecto se refiere al analisis de la convergencia local, y
rata de la proporcion en que la sucesion generada de puntos

converge hacia la solucion.

1.2.3.2. Recursivo.

Un algoritmo recursivo es un algoritmo que contiene un procedimiento
recursivo. Un problema de esta clase puede resolverse mediante la técnica
divide y venceras, en la cual el problema se descompone en problemas del
mismo tipo del problema original. Cada subproblema a su vez, se descompone
de nuevo hasta que el proceso produce subproblemas que se puedan resolver
de manera directa. Por ultimo, las soluciones de los subproblemas se combinan
para obtener una solucion del problema original.3

Ejemplo:

El factorial de n se define como:
nl=1 sin=0

n(n-1) (n-2) ... (2) (1) sinx1
Es decir, sin =2 1, n! Es igual al producto de todos los enteros entre 1 y n. Por
ejemplo, 3!1=3.21=6
N factorial puede describirse en términos de si mismo, si quitamos n, el producto
restante es (n-1)!; es decir
n! =n(n-1) (n-2) ... (2) (1) = (n)(n-1)!

Ejemplo: calcular 5!, donde:

5! = 5.4
41 =43
3! = 3.2

3 Matematicas Discretas, Johnsonbaugh Richard, cuarta edicién, 1997, editorial
Prentice Hall, paginas 157-159.
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21=211
11=1.0!
ol'=1
El algoritmo recursivo que calcula n! Es:
Entrada: n, un entero mayor o igual que 0
Salida : n!
1. procedure factorial (n)
if n = 0 then
return (1)

return (n* factorial (n —1))

o & w0 b

end factorial

1.2.4 Analisis de Algoritmos.

El analisis de algoritmos estudia los algoritmos con la intencion de
escoger uno entre varios con los que se podia resolver un problema

determinado, usando los siguientes criterios:

El de correccién.- Para establecer que un algoritmo es correcto,

necesitamos un planteamiento preciso de las caracteristicas de las entradas con
las que se espera que trabaje (llamadas condiciones previas) y del resultado
que se espera que produzca con cada entrada (las condiciones posteriores),
entonces si se satisfacen las condiciones previas, las condiciones posteriores

se cumpliran cuando el algoritmo termine.

Un algoritmo tiene dos aspectos: el método de solucion vy la sucesion de
instrucciones para ponerlo en practica, es decir, su implementacion. Establecer

la correccién del método o de las instrucciones empleadas, puede requerir de

11



una larga serie de teoremas acerca de los objetos con los que el algoritmo

trabaja (grafos, permutaciones, matrices).

Cantidad de trabajo realizado.- Es necesario que la medida del trabajo

que utilicemos nos diga algo acerca de la eficiencia del método empleado por un
algoritmo, con independencia de la computadora, del lenguaje de programacion,
del programador y de los detalles de implementacién o procesamiento, como la
incrementacion de indices de ciclos, el calculo de indices de arreglos y el

establecimiento de apuntadores de estructura de datos.

En muchos casos para analizar un algoritmo podemos aislar una
operacion especifica que sea fundamental para el problema que se estudia, sin
contar la inicializacion y el control de ciclos y simplemente contar las

operaciones basicas escogidas que el algoritmo efectua.

En tanto que las operaciones basicas se escojan bien y el niumero total de
operaciones efectuadas sea aproximadamente proporcional al numero de
operaciones basicas, tendremos una buena medida del trabajo realizado por un

algoritmo y un buen criterio para comprobar varios algoritmos.

Algunos ejemplos de operaciones que podriamos considerar como

basicas en algunos problemas son:

PROBLEMA OPERACION

Encontrar x en un arreglo de nombres | Comparacion de x con un elemento del

arreglo

Multiplicar dos matrices con entradas | Multiplicacion y suma de numeros reales

reales

12




Ordenar un arreglo de numero Comparacion de dos elementos del

arreglo

Procedimientos recursivos Invocacion de procedimiento

Andlisis promedio y de peor caso.- La cantidad de trabajo realizado no se
puede describir con un solo numero porque el numero de pasos ejecutados no
es el mismo con todas las entradas, la cantidad de trabajo efectuada
generalmente depende del tamafio de las entradas. Por ejemplo poner en orden
alfabético un arreglo de 1000 nombres por lo regular requiere mas operaciones
que hacerlo con un arreglo de 100 nombres si se usa el mismo algoritmo.
Resolver un sistema de doce ecuaciones lineales con 12 incégnitas requiere
mas trabajo que resolver un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incognitas.
Consecuentemente necesitamos una medida de tamafo de las entradas de un

problema.

Ejemplos de medida del tamafo de las entradas:

PROBLEMA TAMANO DE LAS ENTRADAS

Encontrar x en un arreglo de|El niumero de nombres en el arreglo

nombres.

Ordenar un arreglo de numeros | El numero de elementos del arreglo

Multiplicar dos matrices Las dimensiones de las matrices

Resolver un sistema de|El niumero de ecuaciones o el numero de

ecuaciones incégnitas

Podemos describir el comportamiento de un algoritmo dando su
complejidad de peor caso que se define como: Sea D, el conjunto de entradas

de tamafo n para un determinado problema, y sea | un elemento de Dy, con (I )

13




el numero de operaciones basicas que el algoritmo ejecuta con la entrada I.

Definimos la fusion W como: (n)= max (t(1) | € D)

La funcién W(n) es la complejidad de peor caso de algoritmo. W(n) es el
numero maximo de operaciones basicas que un algoritmo ejecuta con cualquier
entrada de tamafio n. El andlisis de peor caso nos ayuda a estimar un limite de

tiempo para una implementacion dada de un algoritmo.

Una forma util de describir el comportamiento de un algoritmo es indicar
cuanto trabajo efectua en promedio, es decir calcular el numero de operaciones
ejecutadas con cada entrada de tamafio n y luego sacar el promedio, la
complejidad promedio se define como: Sea Pr (1) la probabilidad de que se
presente la entrada |. Por lo que el comportamiento promedio de un algoritmo
es: A(n)= > 1eon Pr(l) t(1).

La funcién Pr (1) se determina con base en informacién especial acerca de

la aplicacion que se piensa dar al algoritmo.

Consumo de espacio.- Un programa requiere un espacio de

almacenamiento para sus instrucciones, las constantes, variables que usa y los
datos de entrada; también ocupa cierto espacio de trabajo para manipular los
datos y guardar informacién que necesita para efectuar sus calculos. Los datos
de entrada pueden representarse de varias maneras, alguna de las cuales
requieren mas espacio que otras. Si hay varias formas de representar las
entradas, consideraremos el espacio requerido para las entradas, ademas del

espacio extra que se llegara a usar. Si la cantidad de espacio ocupada depende

14



de las entradas especificas, se podra efectuar un analisis de peor caso y de

caso promedio.*

1. 3 Principios matematicos sobre determinantes,

matrices y ecuaciones lineales simultaneas.

El estudio de los principios matematicas sobre determinantes y matrices
es importante en este espacio de nuestro estudio ya que contiene las bases de

lo que sera un analisis complejo de la programacién lineal.

1.3.1. Matrices.

Una matriz es un arreglo rectangular de mn elementos dispuestos en m
renglones y n columnas denotada por A = (aij) donde i variade 1amyjde 1a
n. El orden (tamafo) de una matriz se dice que es (m x n) si la matriz tiene m

renglones y n columnas.
a1 a2 ... a1n

A= a1 doo. .. dzn

am1 dm2 . . . Amn

1.3.1.1 Tipos de matrices.

1.- Una matriz cuadrada es una matriz en la cual m = n.

4Algoritmos computacionales, introduccion al analisis y disefio, Sara Baase, Allen
Van Gelder, tercera edicién, 2002, Pearson educacién, paginas 30-39.
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2.- Una matriz identidad es una matriz cuadrada en al cual todos los
elementos en la diagonal principal son “unos” y todos los elementos que esta

fuera de la diagonal son “ceros”, es decira; = 1, parai=j ya; =0, parai#j.

1 0 0
| = 0 1 0
0 0 1

3.- Un vector renglén es una matriz con un renglén y n columnas.
4.- Un vector columna es una matriz con m renglones y una columna.
5.- La matriz A", se conoce como la transpuesta de A si el elemento aj; en

A es igual al elemento a; en AT paratodaiyj.

a1q ai2
A= a1 az
asq as2
Al = an a2 a13
az1 az2 azs

1.3.1.2 Operaciones con matrices

Las operaciones matriciales, solo estan definidas por la adicidén

(sustraccion) y la multiplicacion.

16



La adicion de dos matrices A = a; y B = b se puede hacer si son del

mismo orden (m x n). La suma D = A+B se obtiene adicionando los elementos

correspondientes.

Propiedades relativas a la suma de matrices:
1.- A+ B = B +A Conmutatividad.
2-(A+B)+C=A+ (B + C)Asociatividad
3.-A+0=0+A=Aidentidad
4.- A+ (-A) = 0 inverso aditivo

5.- ¢(A + B) = cA + cB Distribuitividad de escalares

Multiplicacion de matrices:

Podemos multiplicar dos matrices si el numero de columnas de la primera matriz
es igual al numero de renglones de la segunda matriz. Si A es una matriz m por
p, y B es una matriz p por n, se sigue que AB es una matriz C m por n, definida

por:

p

Cij= > aik by
k=1

Por lo que Cj es el producto punto del i-ésimo renglon de A por la j-ésima

columna de B.

Ejemplo: Si
12 3
A=
10 -2
4 5 -1

17



B= 2 2
3 -1
Entonces
(AB)11=(1)(2) +(2)(2) + (3)(3) =15
(AB)12= (1)(-1) + (2)(2) + (3)(-1) =0
(AB)21= (-1)(2) + (0)(2) + (-2)(3) =-8
(AB)22= (-1)(-1)+ (0)(2) + (-2)(-1) =3
(AB)31=(4)(2) +(5)(2) + (-1)(3) =15
(AB)sz= (4)(-1) + (5)(2) + (-1)(-1) =7
15 0
AB = 8 3
15 7

Las propiedades relativas a la multiplicacion son:
1.- 0A = AO = 0 para matrices nulas de orden adecuado.
2.- Al = IA = A para matrices identidad | de orden adecuado.
3.- A(BC) = (AB)C si cada lado esta definido
4-AB+C)=AB+ACy(A+B)C=AC +BC
5.- (AB)' =BT AT

La inversa de una matriz cuadrada A es cualquier matriz B que satisfaga

AB = BA = |. No siempre existe la inversa, pero si existe, es unica. Denotamos

con A" lainversa; A, A e | son matrices del mismo orden

18



Ejemplo: Si

Se sigue que

Conk =1/ [A] =1/ (ad - bc)

A" no existe si [A]=0

De lo anterior se puede establecer las siguientes propiedades de la

inversa:®
1.- A existe si y sélo si [A] # 0
2.- Si A existe, es Unica.

3.- Si Al existe, [A"] = [A]" = 1/ [A]

4- (AT =A
5.- (AT = (A"
6.-1"=1

7.- AT=kC, con k = 1/ [A] y C la matriz de cofactores transpuesta, es decir , Cj =
A;

5 Analisis numérico, W. Allen Smith, primera edicién, 1992, Prentice-Hall
Hispanoamericana, S. A de C. V., paginas 40-42.
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1.3.2 Determinantes.

La funcidon determinante es una “funcidon con valores reales de una
variable matricial” en el sentido de que asocia un numero real f(x) con una matriz
X. Para definir una determinante, se define primero el producto elemental de una
matriz A n x n el cual se entiende como cualquier producto de n elementos de A,
de los cuales ningun par de elementos proviene del mismo renglén o de la

misma columna.

Una matriz A de n x n tiene n! Productos elementales. Son los productos
de la forma asjs @z . . . anjn, donde (j1,j2, . . . , jn) €S Una permutacion del conjunto
(1, 2, 3, . . ., n). Por un producto elemental con signo de A se entendera un
producto elemental a4y a2 . . . anjn multiplicado por +1 o por —1. Si (j1,j2, - . -, Jn)
es una permutacion par se usa el signo +, y si (j1,J2, - - ., jn) €S Una permutacion

impar, se usa el signo -.

En general, el conjunto (1, 2, 3, . . ., n) tiene n(n-1)(n-2) ... (2)(1) = n!
Permutaciones diferentes. Para denotar una permutacion general del conjunto
(1, 2, 3, ..., n), se escribira (j1,j2. . . ., jn), donde j1 es el primer entero de la
permutacion, j,, es el segundo, y asi sucesivamente. Se dice que en una
permutacion (j1, j2, . . ., jn) Ocurre una inversién siempre que un entero mayor
precede a uno menor. EI nimero total de inversiones que ocurren en una

permutacion puede obtenerse de la siguiente forma:

1. Encontrar el nUmero de enteros que son menores que j; Yy que

estan después de j; en la permutacion;

2. Encontrar el numero de enteros que son menores que j; y que

estan después de j,; en la permutacion.
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par, y es impar si el numero total de inversiones es un entero impar.

det(A) se define como la suma de los productos elementales con signo de A.

3. Continué este proceso de conteo para jz . . .

permutacion.

, Jn-1. Y la suma de

estos numeros es el numero total de inversiones que hay en la

Ejemplo: El nimero de inversiones en la permutacion: (6,1,3,4,5,2) es: 5 +
0O+1+1+1=8.

Una permutacion es par si el numero total de inversiones es un entero

1.3.2.1 Definicion de determinante.

Sea A una matriz cuadrada. La funcién determinante se denota por det, y

Ejemplo: Todos los productos elementales con signo de la matriz:

A1 a2 as

a1 a2 a3
A= a1 a2 as
Son:
Producto Permutacion Par Producto elemental con
elemental asociada impar signo
dq1 dp2 ass (1, 2, 3) Par dq1 dpz aAs3
dq2 dz2 QaAsz2 (1, 3, 2) Impar -dq2 A2 as2
dqq1 dz2 QAss (2, 1, 3) Impar -d11 a2 as3
dq1 dp2 ass (2, 3,1 ) Par dqq1 dAz2 QAss
dqq1 dz2 QAss (3, 1, 2) Par dqq1 dz2 QAss
dq1 dp2 ass (3, 2,1 ) Impar -d11 A2 as3
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Como se observa, la evaluacién directa de determinantes a partir de la
definiciéon conduce a dificultades de cdmputo, es por lo que a continuacion se
estudia las propiedades de los determinantes, con el fin de simplificar su

evaluacion.

1.3.2.2 Propiedades de los determinantes.

El determinante de una matriz se puede evaluar expresando si se reduce
la matriz a una forma escalonada, este método evita los extensos calculos que

se presentan cuando se usa la definicién de determinante.

A continuacion se enunciara los principales teoremas sobre
determinantes, asi como alguna de las propiedades fundamentales de la funcion

determinante:

Teorema fundamental sobre determinantes:
1.- Si A tiene un rengldn de ceros o una columna de ceros, entonces det(A) = 0.
2.- det(A) = det(A").
3.- Si A es una matriz triangular n x n (triangular superior, triangular inferior o
diagonal), entonces det(A) es el producto de los elementos de la diagonal de la
diagonal principal; es decir det(A) = a11az2 .. ann.
Sea A una matriz n x n.

4.- Si B es la matriz que se obtiene cuando un solo renglén o una sola columna

de A se multiplican por un escalar K, entonces det(B) = k det(A).

5.- Si B es la matriz que se obtiene cuando se intercambian dos renglones o dos

columnas de A, entonces det(B) = -det(A).
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6.- Si B es la matriz que se obtiene cuando un multiplo de un renglén de A se
suma a otro rengléon o cuando un multiplo de una columna se suma a otra
columna, entonces det(B) = det(A).

7.- Si Ay B, son matrices cuadradas del mismo tamafio, entonces det(AB) = det
(A)det(B).°

1.3.3 Sistemas de ecuaciones lineales.

Un conjunto finito de ecuaciones lineales en las variables x4, X2, . . . , Xn S€
denomina sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesién de
numeros s1, Sy, . . . ,Sy Se denomina solucion del sistema si X1= s1, X2=S2, . . . Xp=

Sn, €S una solucion de todas y cada una de las ecuaciones del sistema.

Un sistema de ecuaciones que no tiene solucién es inconsistente; si

existe por lo menos una solucion del sistema, éste se denomina consistente.

A continuacién se revisara el método de eliminacién de Gauss-Jordan,
para la solucion de un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo con tantas

ecuaciones como incognitas.

1.3.3.1. Método de Gauss-Jordan.

El método de eliminacion Gauss-Jordan, es el que a continuacion se

describe’, dado el sistema:
a11X1 + aX2 = by

az1Xq + axX2 = by

6 Introduccién al algebra lineal, Howard Antén, segunda edicién, 1998, editorial
Limusa, Grupo Noriega editores, paginas 107-117.
7 Métodos de optimizacién, programacién lineal y graficas, ob. cit.,paginas 1-4.
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La transformacion es:

a)

b)

Para el renglon que contiene al elemento con asterisco (pivote), se

divide todo el renglén entre el pivote.

Para cualquier otro renglon al elemento a transformar se le resta el
producto del elemento que se encuentra en su misma columna y
renglon del pivote (ya transformado) por el elemento que se encuentra
en el mismo renglén y columna del pivote. Este ultimo producto se
anulara si la interseccidon con la columna o renglon del pivote
(transformado) es cero. De ahi que si una columna tiene al cero como
elemento de intersecciéon con el renglon del pivote no es alterada. Si
es cero la interseccidn de un renglon con la columna del pivote no es
alterado en la transformacién. Después de la transformacion, la
columna del pivote queda constituida: un uno que corresponde al
susodicho pivote y por ceros que corresponden a los restantes

elementos.

Esquematicamente la transformacion es:

B X1 X2
B+ A1 a2
B2 az az
Bvai 1 aizai
b2 — (b1az1/ a11)| 0 |az — (arza21/ a)
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Ejemplo:

Si tenemos el sistema:
(1) 2Xq + 3x2 =10
(2) 5Bx1+4x,=8

Su solucién es unica porque la matriz del sistema es no singular, para
obtenerla, seleccionamos el termino x4 de la ecuacién (1) sefalandolo con un

asterisco y dividiendo la ecuacion (1) entre su coeficiente, para obtener:

(3) x1+1.5x,=5

Multiplicamos (3) por el coeficiente del termino x4 en (2), pero cambiando de
signo, obtenemos:

(4) -5%x4 — 7.5x2 = -25

Sumando (2) y (4) da:
(5) Oxq4-3.5x2=-17

Nuestro sistema original se ha transformado

(6) X1*+1.5x2=5
(7) 0xq — 3.5x2 = -17

Ahora, sefialamos con un asterisco el segundo término de la ecuacion (7) y

dividiéndola vy dividiéndola entre el coeficiente de dicho término resulta:

(8) Oxq+x; =4.86
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Multiplicando (8) por el coeficiente de x» de la ecuacion (6), cambiando de
signo, resulta:
(9) Oxq-1.5x,=-7.29
Sumando (6) y (9) se obtiene:
(10) x4+ 0x;=-2.29
El sistema original se ha transformado en:
X1 + 0xo =-2.29

Oxq4 + X2 =4.86

Por lo que esquematicamente la transformacion es:

B [Xi| Xz
10 |2°| 3
8 |5| 4
5 |1]15
17 | 0|-35
229/1| 0
4860 1

26



C APIiI T UL O Il
PROGRAMACION LINEAL

2.1 Definicion de Programacion Lineal

Este capitulo presenta las definiciones tedricas mas importantes de la

programacion lineal.

La programacion lineal es una herramienta deterministica, es decir, todos

los parametros del modelo, se suponen conocidos con certeza.

Los programas lineales se encuentran entre los modelos mas utilizados
actualmente, representan varios sistemas de manera satisfactoria y son capaces
de proporcionar una gran cantidad de informacion, en vez de una sola solucion,
ademas a menudo son usados para resolver cierto tipo de problemas de
optimizacion no lineales, mediante aproximaciones lineales (sucesivas), y
constituyen una herramienta importante en los métodos de resolucion de

problemas de optimizacion discretos lineales con variables restringidas enteras.

La programacion lineal es un programa matematico en la cual la funcion
objetivo es lineal en las incognitas y las restricciones constan de igualdades y
desigualdades lineales. Es decir, un programa lineal es un problema de
minimizar o maximizar una funcién lineal en presencia de restricciones lineales
de desigualdad y/o igualdad. La forma exacta de estas restricciones puede variar
de unos problemas a otros, pero CUALQUIER PROGRAMA LINEAL SE
PUEDE CONVERTIR A LA FORMA ESTANDAR:
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Minimizar Ci1 X1+ CoXo+...+cCphXn

Sujeto a anxitapxe+...+ ann Xp=by

Ay XitaxpXo+...+ axx,=b,

(1)

Aam1 X1+t amaXo+... + aman=bm

y X120, x020,...,x,20
donde las b;, c; y a; son constantes reales fijas, y las x; son valores reales a

determinar. Suponiendo siempre, que en caso necesario, cada ecuacion se ha

multiplicado por menos uno, de modo que todo b;= 0.

En notacién vectorial, este problema se expresa como:
Minimizar ¢'x

Sujetoa Ax=byx20

Donde x es un vector columna n-dimensional, ¢’ es un vector fila n-
dimensional, A es una matriz m x n, y b es un vector columna m-dimensional.
La desigualdad vectorial x 2 0 quiere decir que las componentes de x son

positivas.

A continuacion se indicara como convertir a la forma estandar otras

formas de programas lineales.

2.1.1 Variables de holgura.
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El primer supuesto contempla las variables de holgura.

Si tenemos el problema:

Minimizar Ci1 X1+ CoXo+...+cCphXn

Sujeto a anXxqtapxa+...+ a;n X, < b,

Ay xitapxXot...+ axnxpn<hy

am1x1+am2x2+...+ amansbm

y X120, x020,...,x,20

En donde el conjunto de restricciones se determina en totalidad por

desigualdades lineales de la forma <. El problema puede expresarse como:

Minimizar C1 X1+ CaXa+...+CphXp

Sujeto a aprxqtapxzgt...+ ainXn +yy = b,
az Xq+taxnxa+...+ azxX, +y> = b,
Ami X1 +tamXa+ ...+ amn Xn +Ym =bm

con X120, x020,...,x,20

y y120, y220,...,yn20



Las nuevas variables positivas y; introducidas para convertir las
desigualdades en igualdades se denominan VARIABLES DE HOGURA. Si se
considera que el problema tiene n + m incognitas X1, X2, . . . Xn, Y1, Y2, - - - Yms
éste adopta la forma estandar. La matriz m x (n +m), que ahora representa las
restricciones de las desigualdades lineales, tiene la forma especial [A,l](donde,
sus columnas se pueden separar en dos conjuntos, las n primeras columnas
forman la matriz original A y las m ultimas columnas forman la matriz identidad

m X m).

2.1.2 Variables excedentes.

El segundo supuesto contempla las variables excedentes.

Si tenemos el problema:

Minimizar Ci1 X1+ CoXo+...+cCphXn

Sujeto a anXxqtapxa+...+ a;nx,2 by

Ay xitapxXot...+ axnxp2b;

am1x1+am2x2+...+ amanme

y X120, x020,...,x,20

En donde el conjunto de restricciones se determina en totalidad por

desigualdades lineales de la forma 2. El problema puede expresarse como:
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Minimizar CiXi1+ CoXoF ...+ ChXn

Sujeto a anXxqtapxa+...+ a;n Xy -y = by
axy Xqtaxnpxz+...+ axXn -y2 = by
am1 x1+am2x2+---+ Amn Xn 'ym =bm
con X120, x020,...,x,20
y y120, y220,...,y,20

Donde las variables vy;, incorporadas para transformar una desigualdad
(mayor o igual que) en igualdad, se denomina VARIABLES EXCEDENTES.

2.1.3. Variables libres.

El tercer supuesto contempla el caso en que se da un programa lineal en
forma estandar, pero una o mas variables incégnitas no tiene la restriccion de

ser positivas, es decir contempla variables libres.

Un enfoque para convertir a la forma estandar cuando x4 no tiene
restriccion de signo, es eliminar x4 junto con una de las ecuaciones de
restriccion. Para ello se toma cualquiera de las m ecuaciones de (1) que para X1

tenga un coeficiente distinto de cero. Ejemplo:
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A XqtapXo+ ...+ ajn Xn 2 b

Donde aj1 # 0. Entonces x4 puede expresarse como una combinacion
lineal de las otras variables mas una constante. Si esta expresion se sustituye
por x1 en la ecuacion (1), se tiene un nuevo problema de la misma forma, pero
expresado solo en funcién de las variables x», X3, . . . , X,. La i-ésima ecuacion
utilizada para determinar x4, es ahora igual a cero y también puede eliminarse.
Como resultado de esta simplificacion se obtiene un programa lineal estandar de
n-1 variables y m-1 ecuaciones de restriccién. El valor de la variable xi se

determina por la solucién de: aj; X1+ a2 X2 + . . . + ain Xn 2 by. (V).

Otra manipulacion del problema consiste en que un problema de
maximizacion (minimizacion) se puede convertir en un problema de minimizacién
(maximizacion) multiplicando por —1 los coeficientes de la funcion objetivo.
Después de completar la optimizacién del nuevo problema, el valor del problema

original es —1 veces el valor éptimo del nuevo problema.

Del analisis anterior se observa que un programa lineal dado puede
expresarse en diferentes formas equivalentes por medio de manipulaciones
idoneas: La forma estandar (o normal) y la candnica. Se dice que un programa

lineal esta en forma estandar, si todas las restricciones son igualdades vy todas

las variables son no negativas. Un problema de minimizacion esta en forma

canonica si todas las variables son, no negativas y todas las restricciones son
del tipo 2. Un problema de maximizacion esta en forma canodnica si todas las

variables son no negativas y todas las restricciones son del tipo <.

1 Programacioén lineal y no lineal, David E. Luenberger, Segunda edicién, 1989,
editorial Addison-Wesley Iberoamericana, paginas, 11-13.

2 Programacién lineal y flujo en redes. Mokhtar S. Bazaraa, John J. Jarvis, Hanif D.
Sherali. Editorial Limusa. Segunda Edicién, 1998, pagina 7.
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2.2 Problemas que resuelve la programacion lineal y

construccion de modelos.

La programacion lineal es un modelo significativo de numerosos
problemas de distribucion y de fendmenos econdmicos, en el presente apartado
se presentan algunos ejemplos de situaciones que tienen formulaciones

naturales de programacion lineal.

El modelado y andlisis de un problema de programacion lineal se
desarrolla a través de varias etapas: °

La etapa fase de planteamiento del problema implica un estudio
detallado del sistema, la recoleccion de datos y la identificacion del problema
especifico que es necesario analizar, junto con las restricciones o limitaciones

del sistema y la fusién objetivo.

La siguiente etapa implica la elaboracion de una abstraccion del problema
mediante un modelo matematico, en este sentido se debe asegurar de que el
modelo represente de manera satisfactoria al sistema bajo analisis y que sea

matematicamente tratable.

La tercera etapa es deducir una solucién. Es posible buscar una o mas
soluciones optimas, o tal vez sélo sea posible determinar una solucion heuristica

0 aproximada junto con alguna evaluacion de su calidad.

10 Programacién lineal y flujo en redes, Mokhtar S. Bazaraa, John J. Jarvis, Hanif D.
Sherali, segunda edicién, 1998, Editorial Limusa Noriega editores, paginas. 8-9.
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La cuarta etapa es la prueba y analisis del modelo. Este analisis evalua
la confiabilidad del modelo mediante la comparacién de los resultados predichos
y los resultados esperados usando la experiencia pasada o aplicando la prueba

de manera retroactiva, usando datos historicos.

La etapa final es la implementacion, donde el modelo se pone en

marcha para auxiliar interactivamente el proceso de toma de decisiones.

A continuacion se describira algunos problemas que pueden plantearse

como programas lineales.

2.2.1 Problema de destilacion de crudos.

Una compaiia de Petroleo produce en sus refinerias gasodleo (G),
gasolina sin plomo (P) y gasolina super (S) a partir de dos tipos de crudos, Cq y
C,. Las refinerias estan dotadas de dos tipos de tecnologias. La tecnologia
nueva T, utiliza en cada seccion de destilacion 7 unidades de Cq y 12 de C,,
para producir 8 unidades de G, 6 de P y 5 de S. Con la tecnologia antigua T, se
obtienen en cada destilacion 10 unidades de G, 4 de P y 4 de S, con un gasto de
10 unidades de C y 8 de C..

Estudios de demanda permiten estimar que para el proximo mes se
deben producir al menos 900 unidades de G, 300 de P y entre 800 y 1700 de S.
La disponibilidad de crudo C4 es de 1400 unidades y de C, 2000 unidades. Los
beneficios por unidad producida son: De G, el beneficio por unidad es de 4, de P

el beneficio por unidad esde 6y el de Ses de 7.
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La companiia desea conocer cémo utilizar ambos procesos de destilacion,
que se pueden realizar total o parcialmente, y los crudos disponibles para que el

beneficio sea el maximo.

La construccion de modelo matematico del problema anterior es el

siguiente: "’

Primero se fijan las variables de decision, las actividades en que esta
interesada la compafia son el numero de destilaciones con cada tecnologia, por
tanto las variables de decision son:

X1 = numero de destilaciones con T,

X, = numero de destilaciones con T,

Las restricciones son las limitaciones en la disponibilidad de ambos tipos
de crudos:
Para C1 [(7 unidades de C4 + x x4 destilaciones) + (10 de C4 xx2)] £
[disponibilidad de C+], es decir:
7x1 + 10x2 £ 1400
La restriccion para C; es:

12x1 + 8x2 = 2000.

Ademas, si se producen x; destilaciones con T, y x, destilaciones con T,

los productos obtenidos son:
8x1 + 10x2 unidades de G
6x1 + 7X2 unidades de P

5x1 + 4x, unidades de S

11 Programacion lineal y aplicaciones, Sixto Rios Insua, David Rios Insua, Alfonso
Mateos Caballero, Jacinto Martin Jiménez, primera edicion, 1998, editorial
Alfaomega, paginas 2-4.
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De los estudios de demanda podemos establecer las restricciones:
8x1 +10x2 2900 (demanda de G)
6x1 + 7x22300 ( )
5x1 + 4x, <1700 (demanda de S)
5x1+ 4x221700 ( )

demanda de G

demanda de S

Como en el proceso de destilacion se permiten valores fraccionales, ya
que éste puede realizarse parcialmente. El objetivo es maximizar el beneficio B

del producto destilado. Este es:

B = 4(8X1 + 10X2) + 6(6X1 + 7X2) + 7(5X1 + 4X2) = 103x1 + 110xo.

Por tanto el programa lineal es:
Max B = 103x1 + 110x2
Sujeto a las siguientes restricciones:
7x1 + 10x2 < 1400
12x1 + 8x2 <2000
8x1 + 10x2 = 900
6x4 + 7x2 2 300
5x4 + 4x2 <1700
5x4 + 4xp 2 800

X1, X2 20

2.2.2 Problema de distribucion de capital.

Un proyecto de construccion municipal requiere fondos de $2, $4, $8 y $5
millones durante los proximos 4 afios, respectivamente. Suponemos que todo el

dinero para un afo dado se requiere al principio del afio. El ayuntamiento intenta
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vender un numero exacto de bonos a largo plazo suficiente para cubrir los
fondos requeridos para llevar a cabo el proyecto, y todos estos bonos,
independientemente de cuando sean vendidos, seran pagados (se venceran) en
la misma fecha de algun afio futuro distante. Se ha estimado que las tasas de
interés en el mercado de bonos a largo plazo (es decir los costos de vender los
bonos) en los préximos 4 afos seran del 7%, 6%, 6.5% y 7..5%,
respectivamente. El pago de los intereses de los bonos empezara 1 ano
después de haber completado el proyecto y continuara durante 20 anos,
después de los cuales los bonos seran pagados. Por otra parte, se ha estimado
que durante el mismo periodo, las tasas de interés a corto plazo sobre depdsitos
a plazo fijo( es decir, lo que el ayuntamiento puede ganar en depdsitos) seran de
6%, 5.5% y 4.5% respectivamente (es claro que el ayuntamiento no invertira
dinero en depdsitos a corto plazo durante el cuarto afio). ¢ Cual es la estrategia
Optima que debe seguir el ayuntamiento para la venta de bonos y el depdsito de

fondos en cuantas a plazo fijo a fin de completar el proyecto de construccién?.

Para plantear este problema como un programa lineal, sea x;, j=1,. .., 4
la cantidad de bonos vendidos al principio de cada ano j. Al vender los bonos,
una parte del dinero se usara inmediatamente en la construccion y otra se
depositara a corto plazo para ser usada en afios posteriores. Seay;j=1,...,3
el dinero depositado a plazo fijo al principio del afio j. Considere el principio del
primer afo. La cantidad de bonos vendidos menos la cantidad de depdsitos a
plazo fijo es lo que se usara para los fondos requeridos en ese afio. '? Por lo

tanto:

X1—y1=2.

12 Programacion lineal y flujo en redes, ob. cit., paginas 13-14.
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Considere ahora el principio del segundo afo. Ademas de los bonos
vendidos y los depésitos hechos a plazo fijo, ahora también se tienen depdsitos

a plazo fijo mas los intereses disponibles del afio anterior. Por lo tanto, se tiene:

1.06y1 +Xo—Y2 =4

Las restricciones para los afos tercero y cuarto se obtiene de manera
semejante.

Ignorando el hechos de que las cantidades ocurren en anos distintos ( es
decir, el valor del dinero en el tiempo), el costo por unidad de la venta de bonos
es 20 veces la tasa de interés. Por tanto, para los bonos vendidos al principio del
primer afo se tiene ¢y =20(0.07). Los otros coeficientes de costo se calculan de

manera semejante.

Finalmente, el modelo de programacion lineal se puede escribir como
sigue:
Minimizar 20(0.07)x4+ 20(0.06)x, + 20(0.065)x3 + 20(0.075)x4

Sujeto a las siguientes restricciones:

X1— VY1 =2
1.06y1 + X0 2 7) =4
1.055y2 + X3- VY3 =8

1.045y3 +x4 =5

X1, X2, X3, Xa, Y1, Y2, Y3 20

2.2.3 El problema del transporte.

Las cantidades a4, ay, ... an de cierto producto se tiene que enviar desde
m lugares y se recibiran en cantidades bq, by, ..., b, en n destinos,

respectivamente. Se asocia con el envié de una unidad de producto desde el
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origen i hacia el destino j, un costo de envi6 por unidad cj;. Se desea determinar
las cantidades x; a enviar entre cada par origen-destinoi=1,2, ..., m;j=1, 2, ...,
n; de modo que se satisfagan las necesidades del envié y minimice el costo total
del transporte. Formulamos este problema como un problema de programacion

lineal con la siguiente matriz. "

X11 X12 X1n aq

X21 X22 Xon as

Xm1 Xm2 Xmn am
b4 b bn

La i- ésima fila de esta matriz define las variables asociadas al origen i-
ésimo, mientras que la j-ésima columna determina las variables asociadas al j-
ésimo destino. El problema consiste en situar variables no negativas x; en la
matriz, de modo que la suma de la i- ésima fila sea a;, la suma de la j-ésima
columna sea b; y la suma pondera Y"1 Y™i=1 Cjj X;j, que representa el costo de

transporte, sea minima.

Por lo que el problema de programacion lineal se representa como:
Minimizar: Zij CijXj
Sujeto a:

Y"-1xj=aiparai=1,2,..., m

13 Programacion lineal y no lineal, David E. Luenberger, ob. cit. pagina 15.
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> ™1 xj=bjparaj=1,2,...,n
Xj20parai=1,2,..., m

paraj=1,2,...,n

2.3 Teorema fundamental de la Programacion Lineal

Dado el conjunto Ax = b de m ecuaciones lineales simultaneas de n
incégnitas, sea B cualquier submatriz de m x m no singular formada por
columnas de A. Entonces, si todas las n — m componentes de x no asociadas a
columnas de B se igualan a cero, la solucién del conjunto resultante de
ecuaciones se llama solucién basica de (8) respecto a la base B. Las

componentes de x asociadas a columnas de B se denominan variables basicas.

En la definicion anterior, B se considera como un base, al estar formada
por m columnas linealmente independientes que se pueden tomar como una
base del espacio E™. La solucion basica corresponde a una expresion para el

vector b como combinacion lineal de estos vectores base.

La ecuacion Ax = b puede no tener soluciones basicas, por lo que es
necesario plantear ciertas hipétesis elementales sobre la estructura de la matriz
A.

Sea A una matriz de m x n. El rango por renglén de la matriz es igual al
numero maximo de renglones linealmente independientes de A. El rango por
columna de A es el numero maximo de columnas linealmente independientes de

A. El rango por renglén de una matriz siempre es igual a su rango por columna,
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de modo que el rango de la matriz es igual al numero maximo de renglones

linealmente independientes de A. ™

Una coleccidon de vectores a4, as, . . . ,ax de dimension n es linealmente

independiente si:

%=1\ @ = 0 implica que A; = 0 paraj=1,2,..k

Considere el sistema Ax = b y la matriz aumentada (A, b) con m renglones

y n+1 columnas:

1.- Si el rango de (A, b) es mayor que el rango de A, entonces b no se
puede representar como una combinacion lineal de aq,az, . . ., an, y por tanto el

sistema Ax = b no tiene solucion.

2.- Suponga ahora que el rango (A) = rango (A, b) = K. Quiza después d
reordenar los renglones de (A, b) sea posible escribir
(A, b) = A1 by
Az by
En donde Ases k x n, by es un K-vector, A, es una matriz de (m-k) x n, b

es un (m-k)-vector y rango (A) = rango (A4, by) = k.

Si un vector x satisface Aix = b4, automaticamente satisface Axx = b,. Por
tanto es posible eliminar las restricciones redundantes o dependientes Aox = by y
considerar solo las restricciones independientes Aix = b4. Puesto que rango (A1)
= k, es posible elegir k columnas linealmente independientes de Ai. Tal vez

luego de reordenar las columnas de A sea posible escribir A1 = (B, N), en

14 Programacién lineal y flujo en redes, ob. cit., paginas 61-62.
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donde B es una matriz no singular de k x k de k x k, y N es una matriz de k x (n-
k). Observe que tal matriz B existe, ya que el rango de A; es k. Aqui B se
denomina matriz basica ( pues las columnas de B forman una base de E), y N
se denomina matriz no basica. De manera consistente, x se descompone en xg y
XN, €n donde xg consta de x4, Xz, . . ., Xk Y por consiguiente xy consta de xi + 1, .
. ., Xn. Entonces, la ecuacion Asx = b4 significa que (B, N) xg = b1.

Xn

Es decir, Bxg + Nx, = by. Como B tiene inversa, entonces xg se puede

resolver en términos de xy, premultiplicando por B para obtener:

Xg =B by —B" Nxy

3.- En el siguiente caso K = n, la matriz N es vacia y se tiene una solucion
Unica para el sistema Aix = by, la cual es: xg = B by = A;'by. Por otra parte, sin
> k, entonces asignando valores arbitrarios al vector xy es posible resolver en
forma Unica para xs, mediante la ecuacion xy = B'bs — B™ Nxy.
De esta manera se obtiene una solucién Xg

XN

Para el sistema Aix = b1. En este caso existe un numero infinito de

soluciones del sistema A1x = b4, y por tanto del sistema Ax = b.

Para que Ax = b tenga solucién, en primer lugar, suele suponerse que
n>m, es decir, que el numero de variables x; es superior al numero de
restricciones de igualdad. Segundo, las filas de A deben ser linealmente
independientes, lo que corresponde a la independencia lineal de las m
ecuaciones. Una dependencia lineal entre filas de A daria lugar a restricciones

contradictorias y, por tanto y no daria ninguna solucion.
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Consecuentemente se tiene por supuesta la siguiente:

Hipotesis del rango completo: La matriz A de m x n tiene m < n, y las m filas

de A son linealmente independientes.

Segun la hipétesis anterior, el sistema Ax = b siempre tendra

solucién y, siempre tendra como minimo una solucién basica.

Las variables basicas de una solucién basica no son necesariamente
todas distintas de cero” si una o mas variables basicas de una solucidon basica

es igual a cero, se dice que esa solucion es una solucién basica degenerada.

Cuando se toma en cuenta la restriccion de positividad en las variables se
aplica la siguiente definicion: Un vector x que satisfaga Ax = b y x =2 0, se dice
que es factible para estas restricciones. Una solucion factible para dichas
restricciones, que también sea basica, se denomina solucion factible basica, si
esta solucion es, ademas, una solucién basica degenerada, se denomina

solucion factible basica degenerada.

El teorema fundamental de la programacion lineal establece que: 15
Dado un programa lineal de la forma estandar

Minimizar ¢'x

SujetoaAx=byx20
Donde A es una matriz de m x n de rango m.

1) Si hay una solucion factible, hay una solucion factible basica;

2) Si hay una solucion factible 6ptima, hay una solucion factible basica
optima.

15 Programacion lineal y no lineal, David E. Luenberger, ob. cit. paginas. 18-19.
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2.4 Solucion basica factible y puntos extremos.

En el apartado anterior se obtuvo una condicién necesaria y suficiente
para tener una solucién no acotada, también se demostré que si existe una
solucién éptima, entonces también existe un punto extremo éptimo. El concepto
de punto extremo es un concepto geométrico y para poder utilizarlo desde el
punto de vista computacional, es necesaria una caracterizacion algebraica de los

puntos extremos.

2.4.1. Definicion de solucion basica factible.

Considere el sistema Ax =b y x>0, en donde A esunamatrizmxnyb
es un vector m. Se supone que el rango de (A, b) =rango (A, b) =rango (A) = m.
Después de un posible reordenamiento de las columnas de A, sea A = [B, N], en

donde B es una matriz invertible de m x m y N es una matriz de m x (n-m).

.. XB
La solucion x =

XN

De las ecuaciones Ax = b, en donde xg = B'b y xy = 0, se denomina
solucion basica del sistema. B se denomina matriz basica ( o simplemente, la
base y N se denomina matriz no basica. Las componentes de xg se denominan
variables basicas (o variables dependientes), y las componentes de xy se llaman
variables no basicas (o variables dependientes). Si xg > 0, entonces x se
denomina solucion basica factible no degenerada, y si por lo menos una
componente de xg = 0, entonces x se denomina solucion basica factible

degenerada.



Ejemplo, considere el conjunto poliédrico definido por las siguientes

desigualdades:
X1+ X256
Xo < 3

X1, X220

Introduciendo las variables de holgura x3 y x4, el problema se puede escribir en

la siguiente forma estandar:

X1+ X2+ X3 =6
X5 + X4 =3
X1+X2+X3+X4 =0

1110
0101

La matriz de restricciones es A = [a4, a, a3, as] =

Las soluciones basicas factibles corresponden a encontrar una matriz basica B
de 2 x 2 con B™'b no negativa. A continuacion se muestran las formas posibles

en que B se puede obtener a partir de A:

11

1-B =[ay, a7] =
lan a2l = 14
X4
XB =
X2
p 1 116
XB—B =
0 1 3
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XB =

XN =

2.- El resultado para B = [ a4, a4], es:

XB =

XN

X3
X4

3.-ParaB =[ay, ag],

XB =

XN =
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4.- Para B =[ ay, ay4],

XB = 6
-3
0
XN =
0

5.- Para B =[ a3, a4],

XB = 6
3
XN =
0
0

Los puntos correspondientes a los casos 1, 2, 3 y 5 son soluciones
basicas factibles. El punto que se obtiene en el caso 4 es una solucion basica,
pero no es factible porque viola la restriccion de no negatividad. Las cuatro
soluciones basicas factibles pertenecen a E*, ya que después de introducir las
variables de holgura, se tienen cuatro variables. Al proyectar estas soluciones

basicas factibles sobre E?, se obtienen los cuatro puntos siguientes:

Estos puntos son los puntos extremos de la region factible.

En general el numero de soluciones factibles basicas es menor o igual que:
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= nl/m(n-m)

A continuacién se analizara la relacion entre soluciones basicas factibles

y puntos extremos.

Antes de dar la definicion de punto extremo, definiremos lo que

geomeétricamente se puede interpretar como un conjunto convexo.

Un conjunto es convexo si, dados dos puntos de un conjunto, todo punto
del segmento de recta que une estos dos puntos, es también un miembro del

conjunto.

2.4.2. Definicion de punto extremo.

Un punto x de un conjunto convexo C, se denomina punto extremo de C
si no hay dos puntos distintos x1 y x2 en C tales que x = a x1 + (1 — a)x, para

algun a, 0<a < 1.

Un punto extremo es aquel que no se encuentra estrictamente dentro del
segmento de recta que une otros dos puntos del conjunto. Por ejemplo, los

puntos extremos de un triangulo son sus tres vértices.

A continuacién se enunciaran los principales teoremas sobre puntos

extremos y soluciones basicas factibles: '®

16 Programacion lineal y flujo en redes, ob. cit., paginas 99-108.
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Teorema 1.- La coleccion de puntos extremos corresponde a la coleccion
de soluciones basicas factibles y ambas son no vacias, en el supuesto de

que la region factible es no vacia.

Teorema 2.- Suponiendo que la region factible es no vacia, entonces una
solucion optima finita existe siy solo siedj20paraj=1,2,..., en
donde d4, . . ., d, son las direcciones extremas de la region factible. En

caso contrario, la solucion éptima es no acotada.

Teorema 3.- Si existe una solucion optima entonces existe un punto

extremo 6ptimo, es decir una solucién basica factible.

Teorema 4.- A todo punto extremo (solucion basica factible) corresponde
una base ( no necesariamente unica) y, al revés, a toda base corresponde
un punto extremo (Unico). Ademas si un punto extremo tiene mas de una
base que lo representa, entonces es degenerado. Al revés, un punto
extremo degenerado tiene mas de una base que lo representa, si y solo si
el sistema Ax = b en si no implica que las variables basicas degeneradas

correspondientes a una base asociada sean idénticamente cero.
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C APiIi T UL O i

METODOS QUE RESUELVEN PROBLEMAS
DE PROGRAMACION LINEAL

3.1. Método Simplex

En 1949, George B. Dantzig publicé el “método simplex” para resolver
programas lineales. A partir de entonces ha habido diversas contribuciones al
campo de la programacién lineal de varias formas, incluyendo el desarrollo
tedrico, aspectos computacionales e investigacion de nuevas aplicaciones. El
método simplex es ampliamente aceptado debido a su capacidad para modelar
problemas importantes y complejos de decisiones administrativas y su

capacidad para producir soluciones en un lapso razonable.

El método simplex, necesita que cada una de las restricciones esté en
forma estandar, en la que todas las restricciones se expresen como ecuaciones,
mediante la adicién de variables de holgura o de exceso, segun sea necesario.
Este tipo de conversion conduce generalmente a un conjunto de ecuaciones
simultaneas en donde el numero de variables excede al numero de ecuaciones,

lo que significa que las ecuaciones dan un numero infinito de puntos solucion.

Los puntos extremos de este espacio pueden identificarse
algebraicamente por medio de las soluciones basicas del sistema de
ecuaciones simultaneas. De acuerdo con la teoria del algebra lineal, una
solucion basica se obtiene igualando a cero las variables necesarias con el fin
de igualar el numero total de variables y el numero total de ecuaciones para que

la solucion sea unica, y luego se resuelve el sistema con las variables restantes.
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Al no tener un espacio de soluciones graficas que nos guié hacia el punto
optimo, necesitamos un procedimiento que identifique en forma inteligente las
soluciones basicas promisorias. Lo que hace el método simplex es identificar
una solucion inicial y luego moverse sistematicamente a otras soluciones

basicas que tengan el potencial de mejorar el valor de la funcién objetivo. "

La primera suposiciéon basica del método simplex es la de no
degeneracién que establece que toda solucién factible basica de Ax =b x 2
0 es una solucion factible basica no degenerada. En esta hipotesis se apoya
todo el desarrollo del método simplex. En esencia el método consiste en
determinar una base inicial e irla cambiando hasta obtener la éptima, siempre

bajo la suposicién anterior.

Con el objeto de no tener que calcular todas las soluciones basicas
factibles, necesitamos un criterio que permita definir cual es el vector x; que en
cada etapa debe pasar a formar parte e la base y cual es el que la debe
abandonar. Para seleccionar el vector que debe entrar se hara uso de la funcion
objetivo, entrara, en cada etapa, aquel x; que suministre, con su entrada, el
mayor incremento positivo para z (funcién objetivo). Los conceptos mencionados
se traducen en cocientes de los numeros en la columna b entre los
correspondientes a la columna seleccionada para entrar en la base. El menor de
los cocientes define el vector que debe dejar la base, Es decir, para definir el
vector que debe dejar la base se usa el criterio de seleccionar aquel que implica
el cociente minimo, con objeto de que no altere el signo de las que ya se
encuentran en la base, y lograr que la nueva solucién basica sea también

factible.

17 Investigacion de operaciones, Hamdy A. Taha, quinta edicién, 1995, editorial
Alfaomega, paginas, 70-71.
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Sea el problema

Maxz=ci X1+ CaXo+ ...+ CnhXn+ a0 n+1 Xn+1 + @0, n+2 Xn+2 + . . . + 80 n+m Xn+m
Sujeto a:

ay X1+ apXet ...+ an Xy Xne1 = Dy

Azt Xg+aAxp Xo+ ...+ axXn+ Xns2 = b2

Amt X1 tam X2+ ...+ Qmn Xn + Xpem = bm

conxjz0

En forma abreviada tenemos:

n m

Maxz =3 ¢ X+ Y Ao, n+ Xn+

sujeto a:

n

Z ajj X + Xn+i = b
=1

XJ'ZO

Como las variables basicas son las X+ i=1, . .

ultimas en cada una de las restricciones:

n

Xn+i =bi =Y ajX,i=1,...,m
=1

., m, se despejaran estas
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n m n

Z =ZCij+zaO,n+i (bl -Zaijxj)
J=1 i=1 J=1

n m m n
=1 i=1 =1 j=1

m n m

=Y ao,n+i bi-Y (X ao n+i @j—Cj) X

i=1 =1 i=1

haciéndo:
m m

Zo= ) Ao, n+i bi; Z; ) ap, n+i aj
i=1 i=1

se obtiene

n

z=2z0+% [-(z—0c)X]

=1

El vector que entra en la base es aquel cuyo coeficiente - (z; — ¢;) sea

mayor, lograndose asi el mayor incremento para zp, luego la columna j es

seleccionada de entre las que tienen signo negativo y sera la de mayor valor

absoluto. De no existir alguna de signo negativo no habra incremento para zo.

En cada una de las etapas se aplica este criterio, substituyendo b; por ajo, ajj por

Yij-



3.1.1 Teoremas en los que se basa el método simplex.

Los teoremas en que se base el método simplex son los siguientes:

a) Dada una solucion basica factible xg = B'b al conjunto de
restricciones Ax = b, para un problema de programacion lineal con zg = cg
xg como valor de la funcién objetivo para la solucién considerada. Si para
cualquier columna a; en A, pero no en B, se tiene (z;— ¢j) <0y al menos
un y; > 0, es posible obtener una nueva solucion basica factible
substituyendo una de las columnas de B con a; y el nuevo valor de la
funcion objetivo z, satisface que zZ = z. En particular, si la solucion basica
factible no es degenerada Z = z. De igual manera, si para alguna a; en A
pero no en B (z;— ¢j)) 2 0 y al menos un y; > 0, es posible obtener una
nueva solucion basica factible sustituyendo una columna de B por a;; la Z,
satisface que Z < z.

b) Dada wuna solucién basica factible para un problema de
programacion lineal, si para esta solucion existe una columna a; que no
esta en B para la cual para la cual (z; — ¢) < 0y y; < 0; existe una
solucion factible en la que m + 1 variables son distintas de cero y el valor
de la funcion objetivo es arbitrariamente grande. En tal caso, el problema
tiene una solucién no acotada si se intenta maximizar la funcion objetivo.
C) Si existe una solucién basica factible 6ptima para un problema de
programacion lineal y para a; que no esta en B, z; — ¢; = 0 con y; < 0,

entonces:

m

z (xBi—Gaij) b, + eaj =b,0>0

i=1



es también una solucién éptima. '

Ejemplo 1:
Max z = 2x4 + 3x>
Sujeto a:
-X1+ X251
X1+ 2% < 11
3x1+ X218
X2 0
usando variables de holgura:

max z = 2Xq + 3x2 + 0x3 + Ox4 + Oxs

sujeto a:
-X1+ X2+ X3 =1
X1+ 2X2 + X4 =11
3X1 + Xz +x5s =18

XjZO

Empleando un arreglo en forma de tabla tenemos :

© |v.b.|B|Xxq|X2| X3 X4 X5

1 x3 [ 1]-1]1] 1

55| x4 |[11[1]2 1

18 | x5 [18|3 |1 1
Zj - Cj -21-3

- X [ 1111

18 Métodos de optimizacién, programacion lineal y graficas, Francisco J. Jauffred M.

ob. cit., paginas, 20-30.
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3 | x4 |93 -2 1

425 xs (174 -1 1
z-¢| 3 |-5 3

12 | Xo | 4 1]10.33|0.33

- | X |31 -0.67| 0.33

298| x5 |5 1.67 |-1.33| 1
zj-¢|18 -0.33| 1.67
X2 |3 1 0.60 |-0.20
X1 151 -0.20| 0.40
Xs | 3 1 |-0.80| 0.60
z-¢ |19 1.40 | 0.20

3.1.2 Proceso de Pivotacion

Para comprender bien el procedimiento simples es fundamental entender
el proceso de pivotacion en un conjunto de ecuaciones lineales simultaneas, hay
dos interpretaciones duales del procedimiento de pivote. La primera

interpretacion considera al siguiente sistema en forma canoénica:

1 0...0 Y1, m+1 Y1, m+2 - .. Yin Y10
0 1...0 Yo,m+t Y2,m+2 - .- Yon Y20
0 0...0

0 0...1 Ym, m+1 Ym, m+2 - - . Ymn Ymo

56



El procedimiento de pivotacidon es el siguiente: 19 Supongase que en el
sistema canonico descrito, se desea sustituir la variable basica x,, 1< p < m por
la variable no basica xq. Esto se puede realizar si, y solo si, y,q es distinto de
cero, lo que se logra dividiendo la fila p entre yyq para obtener un coeficiente
unitario para Xq en la p-ésima ecuacion y restando después multiplos adecuados
a la fila p de cada una de las otras filas, a fin de obtener un coeficiente cero para
Xq en las demas ecuaciones. Esto transforma la g-ésima columna de la tabla en
cero, excepto en su p-ésimo registro (Que es la unidad) y no afecta a las
columnas de las otras variables basicas. Al denotar por y’jlos coeficientes

del nuevo sistema en forma candnica, resulta:
Y'i = Yii — [ Yoil YpalYia: i # P
Y oi = Yeil Ypag-

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones pivote, donde el elemento
Ypq €S el elemento pivote del sistema original. La segunda interpretacion del
procedimiento de pivote considera a las columnas del sistema de ecuaciones
lineales en forma canonica, en lugar de los renglones, pero los resultados son

los mismos que las ecuaciones anteriores.

Ejemplo (%)
Max z = x1 + 3xo
Sujeto a:
X1<5
X1+%x<8

X1 <4

19 Programacion lineal y no lineal, David E. Luenberger. ob. cit., paginas, 30-32.
20 Programacién lineal y aplicaciones, Sixto Rios Insua, David Rios Insua, Alfonso
Mateos Caballero, Jacinto Martin Jiménez, ob. cit., paginas, 62-65.
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X1,X220

El programa en formato estandar, agregando variables de holgura queda

como sigue :

Max z = x4 + 3x2 + Ox3 + Ox4 + Oxs
Sujeto a:

X1+x3=5

X1+X2+x4=8

Xo+x5=4

X1, X2, X3, Xa, X5 2 0

Construimos la tabla inicial del simplex. La base inicial es :

100
Bo=(as,as, @)= [g 1 0

001

El vector de coeficientes de las variables basicas en la funcién objetivo

es:
cs = (C3, C4, C5) = (0, 0, 0)
con lo que los vectores interiores son y; =By 'aj=a;, j=1,...,5ylos
indicadores:
z1—c1=¢C py1—c1=(0,0,0) 1 -1=-1
0
0

y, analogamente,

Zz—Cz=-3,Z3—C3=O,Z4—C4=O,Z5—C5=0.
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Los valores de las variables basicas iniciales son:

Xg = X =By 'b=b= |5
X4 8
Xs 4

con lo que la tabla inicial es :

g |1]/3]0]0]0

Cs VB X1 Xz X3 X4 X5 XB
0Ol X3 |[1]0[1[0|0 |5

0| X, |1]1/0|1|0]|8
0| Xs |0[1|0|0]|1]4
Z-c|-1/-3]0]0]|0 (12

Los indicadores negativos son z1 — ¢4 = -1y z, — ¢, = -3, teniendo sus
respectivos vectores interiores y1 = (1, 1, 0) e y, = (0, 1, 1), al menos un
elemento positivo. Por tanto, es posible mejorar la solucién actual a otra solucion
basica factible. La variable de entrada es x», que tiene el indicador mas negativo,
siendo j = 2 la columna pivote. La variable de salida se obtiene mediante la regla

de minima razon.

Min; [Xgi/yi2> 0 ] = min [Xgz/Yaz, Xaslys2] = min [8/1, 4/1] = 4.

Asi la variable basica x5 en la fila pivote i = 3, es la variable que deja la
base. El elemento pivote es ys; = 1. Podemos obtener, mediante la
transformacion basada en el pivote, la nueva tabla del simples en la que ahora

las variables basicas son xs, x4, X2. Siendo la nueva tabla la siguiente:
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g |1]3]ofo]o
Cs VB X1 X2 X3 X4 X5 XB
O X3 |1]0|11/0]0]|5

0| X¢ [17]0|0[1]-1]4
3 X, [0[1/0]0[1]4
Z-ql-1|0[0]0|3][12

De nuevo vemos que es posible la mejora de la solucion actual. La
variable de entrada en la base es x4, su indicador z4 — ¢4 = -1, es negativo y su
vector interior y4 = (1,1, 0) tiene elementos positivos. La variable de salida es x4,
ya que proporciona la minima razén 4/1 = 4. El pivote es y2¢1 = 1. La nueva tabla

es:

g |1]3]ofo]o
Cp VB X1 X2 X3 X4 X5 XB
O Xs OO |1 ]-1/1]1

1] X4 |[110]0(1]-1]4
3| Xo |0]1]0/0|1/4
Zj -G 0/0|0|1]2]|16

Esta tabla es 6ptima, ya que todos los indicadores son no negativos.
Ademas, el éptimo es unico pues solo las variables basicas (x4, X2, X3) en esta

tabla final tienen indicador nulo. La solucién 6ptima es:
X = (X'1,X2, X3 X4, X5) = (4,4,1,0,0),

Con valor optimo para el objetivo z = 16.
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3.1.3 Analisis del algoritmo simplex en un problema de

minimizacion.

A continuacién se analizara un problema de minimizacion mediante

el método simplex 2'.

Minimizar cx

SujetoaAx=b

Xz0

En donde A es una matriz m x n con rango m.

PASO 1. Seleccionar una solucién basica factible inicial con base B.

PASO 2. Resolver el sistema Bxg = b (con solucién Unica xg = B” b = b’).
Sean xg =b’, xx =0y z = CpXg.
PASO 3. Resolver el sistema wB = cg (con solucion Gnica W = cg B™). (El

vector w se denomina vector de multiplicadores simplex porque sus
componentes son los multiplicadores de los renglones de A que se suma
a la funcion objetivo a fin de llegar a la forma candnica.) Para todas las
variables no basicas, calcular zj-¢c; = wa; — ¢; (esto se denomina operacion
de apreciacion). Sea zx — ¢k = Maximo z-c;., donde j € Ry R es el
conjunto actual de indices asociados con las variables no basicas. Si zx —
ck < 0, entonces el proceso se detiene con la solucién basica factible
presente como una solucion 6ptima. En caso contrario se continua con el

siguiente paso con xx como variable de entrada.

PASO 4. Resolver el sistema Byx = ax ( con solucion Gnica yx = B™ a). Si
yk < 0, entonces el proceso se detiene con la conclusion de que la
solucion optima es no acotada a lo largo del rayo Si yx no es menor o

igual a cero, se continua con el siguiente paso:

21 Programacion lineal y flujo en redes, Mokhtar S. Bazaraa, John J. Jarvis, Hanif D.
Sherali, paginas, 120-139.
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e PASO 5. Ahora, x« entra en la base. El indice r de la variable de bloqueo
Xsr, que sale de la base, se determina mediante el criterio de la razén
minima:

by = Minimo (1= i< m) { b'dyic yic>0
Se actualiza la base B, en donde ax reemplaza a ag;, se actualiza el

conjunto R de indices, y se repite el paso uno.

3.1.4 anadlisis del algoritmo simplex en formato de tabla

A continuacioén se analizara el algoritmo del método simplex en formato de
tabla. Suponemos que se tiene una solucién basica factible inicial x con base B.

El problema de programacion lineal se puede representar de la siguiente forma:

Minimizar z

Sujeto a z—cgxg-cnxn =0 (1)
Bxg + Nxy =D (2)
Xg, Xn2 0

Por la ecuacion (2) se tiene:
Xg + B 'Nxy =B7b (3)
Multiplicando (3) por cg y sumando el resultado a la ecuacion (1) se tiene:
Z + 0xg + (csB™'N — cn)xn = cgB'b (4)
En este momento, xy = 0, y de las ecuaciones (3) y (4) se obtiene:

Xg =B'byz=cgB’b.

Las ecuaciones (3) y (4) es posible representar de manera conveniente la
solucion basica factible actual con base B en la tabla siguiente, en donde z es
como es como una variable basica que debe minimizarse, haciendo referencia al
rengldn objetivo como renglon 0 y a los renglones restantes como los renglones

1 hasta m. La columna del lado derecho (LD) denotara los valores de las
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variables basicas (incluyendo el valor de la funcion objetivo). Las variables

basicas se identificaran en la columna izquierda.

Z|1!0|cgB'N-cnlcgBb
Xg|0] 1 B'N B'b

Esta tabla, en que z y xg se expresan en términos de xy esta en forma
canonica, y no solo proporciona el valor de la funcion objetivo cgB'b y el de las
variables basicas B'b en el lado derecho, sino que también proporciona toda la
informacién necesaria para proceder con el método simples. El renglon de costo
ceB'N - cn, consta de los valores z; — ¢; para las variables no basicas. El renglén
cero dira si ya se ha llegado a la solucion 6ptima (si todo z; — ¢; < 0), y, en caso
contrario, qué variable no basica se debe incrementar. Si se incrementa X,
entonces el vector yx = B3, que esta representado en los renglones de 1 a m
en la tabla, bajo la variable xi, ayudara a determinar que tanto es necesario
incrementar xq. Si yk < 0, entonces xx puede crecer indefinidamente sin ser
bloqueda y el objetivo 6ptimo es no acotado. Si yi tiene por lo menos una
componente positiva, entonces el incremento en x, sera bloquedo por una de las
variables basicas actuales, que se vuelve cero. La prueba de la razén minima
(que es posible efectuar, ya que B'b = b y yi esta disponibles en la tabla)
determina la variable de Bloqueo. Consecuentemente, el algoritmo que se debe

seguir es el siguiente:
1.- Actualizar las variables basicas y sus valores.
2.- Actualizar los valores z; — c; de las nuevas variables no basicas.
3.- Actualizar las columnas vy;.

Ejemplo:

Minimizar X1 + X2 — 4X3

Sujeto a X1+ X2+ 2x3<9
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X1+ X - X3<2
X1+ Xy +X354
X1, X2, X320
Se introducen las variables de holgura no negativas x4, X5 Yy Xs.

Minimizar X4 + Xo — 4x3 + 0x4 + Ox5 + OXg

Sujeto a X1+ Xo + 2X3 + X4 =9
X1+ Xo — X3 +Xx5 =2
=X1 + Xo + X3 +x6=4

X1, X2, X3, X4, X5, X6 2 0
Puesto que b = 0, entonces la base inicial se puede escoger como B = [ a4, as,

ag] = Iz y, de hecho, B'b = b = 0. Con lo que se tiene la siguiente tabla inicial.

Z| X1 X2| X3| X4 |Xs5|Xe|LD

Z|1-1/-114/0/0]0|0
X401 1112(110|0]9
Xs5/0/1]1-1{0(1]0] 2
X011 (1*{0(0|1]4

Z | X1|X2| X3| X4 | Xs5|Xe| LD
Z|113|-5/0[0|01-4|-16
X4|0|3*|-110(1(0]-2] 1
X5/0/012|0]0|1]|1|6
X011 (1/010 1] 4

X110 11-1/3|0(1/3]0 [-2/3] 1/3




Xs/0/0] 2 |0|0 1] 1 6
X31010]2/3|1|1/3]0|1/3[13/3

Esta es la tabla optima, ya que z; — ¢; < 0 para todas las variables no
basicas. La solucion optima es: x1 = 1/3, x2 =0, x3 = 13/3, con z = -17.
Convergencia finita del método simples en ausencia de degeneracion: En

cada iteracion se efectua una de las tres acciones siguientes:
1.- El proceso se detiene con un punto extremo 6ptimo si zx — ¢k > 0.
2.- El proceso se detiene con una solucidén no acotada, sizx—ck >0y yx < 0.

3.- Se genera una nueva solucion basica factible si zx — ¢k > 0 y yi tiene por lo
menos una componente positiva.

Cuando no hay degeneracion, by > 0 y entonces xk = b'/yx > 0.
Consecuentemente, la diferencia entre los valores objetivos de la iteracion
anterior y los de la iteracion presente es xk(zx — ck) > 0. Es decir la funcion
objetivo decrece en cada iteracion y por tanto las soluciones basicas factibles
generadas por el método simplex son distintas, y como solo hay un numero finito
de soluciones basicas factibles, entonces el algoritmo se detendra en un numero
finito de pasos, ya sea con una solucién optima finita o con una solucién 6ptima

no acotada.

3.2 El método de dos fases

En los casos en que no se dispone de una solucién basica factible inicial,
se necesita de algun trabajo previo antes de iniciar el método simples, EN
ESTOS CASOS EXISTE EL METODO DE LAS DOS FASES Y EL METODO DE
PENALIZACION O DE LA “M” GRANDE, ambas usando variables artificiales

para obtener una solucién basica factible inicial de un conjunto de restricciones

modificado.
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Después de manipular las restricciones e introducir variables de holgura,
suponemos que las restricciones se han escrito en la forma Ax = b, x 2 0, en
donde A es una matriz de mxn y x 2 0es un m-vector y que A no contiene
ninguna submatriz identidad, en este caso se recurrira a las variables artificiales
para obtener una solucién basica factible inicial, y después se aplicara el mismo

meétodo simples para eliminar tales variables artificiales.

Si se cambian las restricciones, anadiendo un vector artificial x5, con lo
cual se obtiene el sistema Ax + x, = b, x 2 0, X, 2 0, ahora se tiene una matriz
identidad correspondiente a un vector artificial, obteniéndose de inmediato una
solucion basica factible del nuevo sistema, x, = b y x = 0, aunque ahora se tiene
una solucion basica factible inicial se ha cambiado el problema, y para resolver
el problema original, es necesario hacer que estas dos variables artificiales de

vuelvan cero, ya que Ax = b si y solo si Ax + x, = b, con x, = 0.
Ejemplo, si tenemos las restricciones siguientes:
X1+ 2x224
3x1+4x, 25
2X1+ X2 <6
X1, X220
Introduciendo las variables do holgura xs, X4 ¥ X5, se obtiene:
X1+ 2X2-X3=4
-3X1 +4X2-X4 =5
2X1+ X2+ X5 =6

X4, X2, X3, X4, X5 2 0

Esta matriz de restricciones, no contiene ninguna submatriz identidad. Es
posible introducir tres variables artificiales para obtener una soluciéon basica

factible inicial, sin embargo, como xs aparece solo en el ultimo renglon y su
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coeficientes es 1, basta introducir dos variables artificiales xs y X7, o cual lleva al

siguiente sistema:
X1+ 2Xo - X3 +Xg =
-3X1 + 4X2 - X4 +X7 =
2% + X2 + X5 =

X1, X2, X3, X4, X5, Xs, X7 20

Ahora se tiene una solucion basica factible inicial del nuevo sistema que
es: Xs =6, Xxe =4y X7 =5. Se desea que a la larga las variables artificiales se

vuelvan cero.

A continuacién se analizara el método de las dos fases %? que es posible
aplicar a fin de eliminar las variables artificiales, este procedimiento se denomina
método de las dos fases porque en la primera fase se reducen las variables
artificiales al valor cero, o bien se concluye que el problema original no tiene
soluciones factibles. En la primera situacion, la segunda fase minimiza la funcion
objetivo original empezando con la solucién basica factible obtenida al final de la
fase |. En seguida se describe este método.

FASE |

Se resuelve el siguiente programa lineal, empezando con la solucion basica

factible x=0y x, = b.

Minimizar 1X,
Sujeto a Ax+x,=b
X, Xa20

Si al optimizar se tiene que x, # 0, entonces el proceso termina; en este caso, el

problema original no tiene soluciones factibles. De lo contrario, sean xg y xn las

22 Programacién lineal y flujo en redes, ob. cit., paginas, 163-172.
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variables legitimas, basica y no basica, respectivamente. El siguiente paso es la

fase Il.

FASE II.

Se resuelve el siguiente programa lineal, empezando con la solucion
basica factible xg = B™'b y xy = 0.
Minimizar cg Xg + CnN XN
Sujeto a xg + B'Nxy =B™'b
Con xg, xn 20
Este problema equivale al problema original.
Ejemplo:
Xi+2x224
-3x1+4x225
2X1+ X226
X1, X220
Introduciendo las variables do holgura x3, x4 ¥ X5, se obtiene:
Minimizar x4 — 2X»
Sujeto a:

Xi+x22

-Xq + X0 21

X2 <3

X1, X220

Después de introducir variables de holgura se obtiene:

Minimizar x4 — 2x»

Sujeto a:
X1+ X2 - X3 =2
-Xq1 + Xo - X4 =1

X2 + X5 =3
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X4, X2, X3, X4, X5 2 0

Como no se dispone de una matriz identidad original, se introducen las

variables artificiales xg y x7. La fase | empieza minimizando xo = X + X7.

Xo | X1

X2 | X3

Xs5| X

LD

0

0
011
0

o O] O
1
=N

110

X2 | X3

X7|LD

Xo| 1

Xe

o| O ©

0
X710
Xs| 0

Xo| 1

Xe

X2

o| O ©

o| O ©

Xs

Xo | X1

Xs

LD

Xo
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X4 110172, %2 |0 | 2 |-1/2| Y2
X2 0|11(-12{-1/2|0| %2 | 2 |3/2
Xs 00|12 "% |1]|-1/2]|-1/2|3/2

Aqui termina la fase |. Se tiene una solucion basica factible inicial (x4 +

x2) = (112, 3/2).

En la fase Il el objetivo original se minimiza empezando en el punto

extremo (1/2, 3/2), ignorandose por completo las variables artificiales.
Z| X1 | X2| X3 | X4 [Xs
0|0
110 (-1/2(1/2
01]-12]|-1/2
0[0]|1/2]|1/2

LD

1

112

0

Va

0
0
0

32

0
0
0

113/2

Los renglones 1 y 2 se multiplican por 1 y -2, respectivamente, y se

suma al renglén cero 0 para obtener zy — ¢y =z, —c, = 0.

Z|X1|X2| X3 | Xs [Xs5| LD
Z|1/0|0| % |32]|0]-52
X1[0[1]0]-12]|% |0| %
X200 |1 |-1/2]-1/2]| 0 | 3/2
Xs|0[0|0| Y| % |1]3/2

Z|X1|Xa2|X3|Xq4|Xs|LD
z|1/-3/0|0|0|0|-4
X4(0[2]0]-1/1/0]1

70



Xs|0[-1/0|1]0]1]1

Z({1/-110]0|0|-2|-6
X4{0110]0]|1]1] 2
X2/0/0|1]0]|0|1]3
X3|0-110[1]0[1]1

Como z; — ¢; = 0 para todas las variables no basicas, entonces se ha

alcanzado el punto 6ptimo (0,3) con objetivo —6.

3.3 El método de la “M” Grande o Penalizacion

Ademas del método de dos fases, otra posibilidad para eliminar variables
artificiales consiste en asignar coeficientes a estas variables en la funcion
objetivo original, a fin de hacer que su presencia en la base, en un nivel positivo,

sea muy poco atractiva desde el punto de vista de la funcion objetivo.

Si se desea resolver el siguiente problema de programacion lineal, en el que b =
0.

Minimizar cx
Sujetoa Ax=b
X20

Y no se conoce una base conveniente, entonces se introduce el vector artificial

Xa, con lo cual se obtiene el siguiente sistema:

Ax+x,=b
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X, Xa20

La solucién basica factible inicial esta dada por x; = b y x = 0. Para
reflejar la inconveniencia de un vector artificial distinto de cero, la funcidn
objetivo se modifica de modo que se pague un castigo o pena muy alta cuando
se tenga una solucion de este tipo, especificamente consideramos el siguiente

problema %;

Minimizar cx + M1x,
Sujetoa Ax+x,=b

X, Xa20
en donde M es un numero positivo muy grande. El término M1x, se puede
interpretar como una penalizacion (0o multa) que es necesario pagar por
cualquier solucion con x, # 0. La estrategia anterior se puede interpretar como
aquella que minimiza 1x, con prioridad 1 y entre todas las soluciones optimas
alternativas para este objetivo, la que minimiza el objetivo secundario cx.
Entonces, aunque la solucién inicial x = 0, X = b es factible para las nuevas
restricciones, tiene un valor objetivo poco atractivo que es M1b, por tanto el
método simplex tratara de sacar de la base a las variables artificiales, y después
continuara hasta encontrar la solucién optima del problema original.

El siguiente ejemplo, ha sido resuelto aplicando el método de dos fases, a
continuacién se resolvera mediante el método de penalizacion:
Minimizar x4 — 2x;
Sujeto a:

X1+ x222

-X1+ X221

X2 <3

X1, X220

23 Programacion lineal y flujo en redes, ob. cit. paginas. 180-187.
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Se introducen las variables de holgura x3, X4 Yy Xs, y las variables
artificiales xs y X7 se incorporan a las dos primeras restricciones. La funcion
objetivo modificada es z = x4 — 2x, + Mxg + Mx7, en donde M es un numero

positivo muy grande. Esto conduce a la siguiente sucesion de tablas:

Z| X1 | X2| X3|Xs|Xs|Xe | X7 |LD

11-112{0]0|0|-M|-M| O

111/-110]0|1|0|2
0

0/(1{0|{0|1]0|0]|3

Z|X1| X2 | X3|Xs4|Xs5|Xe|X7|LD
0|0 |3M

Z[1]-1]|2+2M|-M |-M
Xs|0
X7z[0]-1| 1 |0[-1
Xs|0

0|-2-2M|-2 +M

Xe|0
X2|0 -1 | 1]0] -1
Xs5|0

N
o
1

-
-

o| O O

-
1

-
-

ZIXe |1 X0 X3 | X4 [Xs| Xe X; | LD
Z11/0|0]| % |3/2]0 [-1/2-M|-3/2-M|-5/2
X110 110 -12/1/2|0]| % 12 | %
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X21010|1[-12|-1210| 7 2 | 32
X5/0/0|0] %2 | 1 |1] 12 3/2 | 3/2
Z| X1 X2| X3|Xs|Xs| X6 |X7[LD
Z{1/-3|]0[2|0|0|-2-M|-M| -4
X4{01210 11110 1 111
X2{0(1({1/-110/0 1 02
X5/0(-1]0 1 (0|1 -1 0|1
Z| X1 X2| X3|Xs|Xs| X6 | X7|LD
Z{1/-170]0|0|-2|-M|-M| -6
X4/0/110]0|1]|1] 0 |-1]2
X2/0/0|1|0|0|1]| 0 0] 3
X3/0/-110|1]0|1|-1|0]1

Como z; — ¢; < 0 para toda variable no basica, entonces la ultima tabla

proporciona la solucién éptima.

Para resolver el problema de penalizacion, se plantea el problema original

P y el problema penalizado P(M), en donde el vector b es no negativo.

El problema P es:

Minimizar cx

Sujetoa Ax=b
Xz0

El problema P(M) consiste en:

Minimizar cx + M1x,
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Sujetoa Ax+x,=b

X, Xa20

Como el problema P(M) tiene una solucién factible, entonces al resolver el
problema por el método simplex, es posible que se presenten uno de los dos

casos siguientes:
1.- Se llegara a una solucién éptima de P(M).
En este caso se tiene dos posibilidades:

En la primera, la solucién optima de P(M) tiene todas las variables
artificiales igual a cero, (x, 0) es una solucién éptima de P(M), donde X es una
solucién éptima del problema P, lo anterior se comprueba como sigue: sea x
cualquier solucién factible del problema P, ademas (x, 0) es una solucion
factible del problema P(M). Como (x, 0) es una solucién éptima del problema
P(M), entonces cx + 0 < cx + 0; es decir, cx < cx. Como X es una solucién

factible del problema P, entonces x es una solucion optima de P.

En el segundo supuesto, no todas las variables artificiales son cero, en
este caso, (X, X 3) €s una solucion éptima de P(M) y x , # 0. Si M es un numero

positivo muy grande, se concluye que no existe una solucion factible de P

2.- Se concluira que P(M) tiene una solucion optima no acotada; es decir,
z — - «, En este caso, durante la solucién del problema penalizado la columna
actualizada yx es < 0, en donde el indice k corresponde al mas positivo de los z;
— ¢;. Entonces el problema P(M) tiene una solucién 6ptima no acotada. En este
caso, si todas las variables artificiales son cero, entonces el problema original
tiene una solucion o6ptima no acotada. De lo contrario, si por lo menos una

variable artificial es positiva, entonces el problema original es no factible.
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CAPITULO IV

APLICACIONES DE LA PROGRAMACION
LINEAL EN LA ADMINISTRACION DE
OPERACIONES

4.1 Definicion de la Administracion de Operaciones.

Los administradores de operaciones son los responsables de la
produccidn de los bienes o servicios de las organizaciones. Los administradores
de operaciones toman decisiones que se relacionan con la funcién de
operaciones Yy los sistemas de transformacion que se utilizan, por consiguiente,
la administracion de operaciones es el estudio de la toma de decisiones en la
funcion de operaciones. A continuacién se describiran los principales conceptos

de la definicion dada: %*

Funcion.- Los gerentes de operaciones son responsables del manejo en
aquellos departamentos o funciones de las organizaciones que producen bienes
y servicios, estos departamentos tiene nombres distintos en industrias
diferentes. En las compafias de manufactura, la funcion de operaciones podria
denominarse departamento de manufactura, de produccién o de operaciones.
En las de servicio, la funcion de operaciones podria denominarse segun la

industria en particular a que se refiera.

24 Administracién de operaciones, Roger G. Schroeder, tercera edicién, 1992,
editorial McGraw-Gill. paginas. 19-22.
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Sistema.- Se refiere a sistemas de transformacion que producen bienes y
servicios.

Decisiones.- La toma de decisiones es un elemento importante en la
administracion de operaciones, mantiene un criterio para dividir las operaciones

en varias partes basandose en los tipos de decisiones importantes.

4.2. Aplicacion de la Programacion Lineal en

Operaciones

La Programacion Lineal se aplica a un gran rango de areas que impliquen
decisiones. En particular, dentro del area de la administracién de operaciones,

entre las aplicaciones mas conocidas se incluyen las siguientes:

1.- MEZCLA DE PRODUCTOS.- Un beneficio de la solucion éptima de la mezcla
de productos en una empresa es la de identificacion de problemas de
coordinacion entre produccion y mercadotecnia, la mejor mezcla de productos
desde un punto de vista de produccidon, se proporciona por la solucion de la

programacion lineal.

2.- COMBINACION.- La decisién de combinacion determina los mejores

recursos para fabricar un producto mezclado, tal como gasolina, embutidos etc.

3.- PLANEACION DE LA PRODUCCION.- La productividad se define como la
relacion entre las entradas y las salidas de un sistema productivo. Es
conveniente medir esta relacion como una razén de la salida dividida entre la
entrada. Si se produce mas salida con las mismas entradas, se mejorara la
productividad; del mismo modo, si se utilizan menos entradas para producir la

misma salida, también se mejora la productividad. Los gerentes de operaciones
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son los encargados de mejorar la productividad en las empresas a través de la

planificacion de la produccion.

4.- DISTRIBUCION.- La programacion lineal se aplica a un amplio rango de
decisiones de distribucion, tales como los patrones de embarque 6ptimos y la
localizacién optima de plantas y bodegas, pueden identificarse las mejores

trayectorias y patrones de embarque.

4.2.1. Solucién al problema de la planeacién de la

produccion mediante el método simplex.

A continuacién se aplicara el método simplex para la solucién de un

problema para la planeacion de la produccién de impresoras.

Una compania fabrica impresoras matriciales y laser. La demanda de
ambos tipos de impresoras supera la capacidad de produccién. La compafiia
esta interesada en desarrollar una politica de produccion o6ptima. Si cada
impresora matricial necesita 1 hora para su fabricacién y 2 horas para su control
de calidad, mientras que una impresora laser necesita, respectivamente 1.5 y 1
horas. El numero de horas de fabricacién disponible por semana es de 200 y de
control de calidad 175 y los beneficios notos de venta de las impresoras son de
2,000.00 pesos por unidad para las matriciales y 3,000.00 por unidad para las

laser.

La compafia desea obtener el maximo beneficio, independientemente del
numero de unidades producidas, por lo que se debe determinar cual es le

programa optimo.

En primer termino introducimos las variables de decision:
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MAT = Produccién de impresoras matriciales.

LAS = Produccion de impresoras laser.

Las restricciones se deben a las limitaciones en la disponibilidad de los

tiempos de fabricacion y de control de calidad.

MAT + 1.5 LAS < 200
2MAT + LAS =175

La funcién objetivo a maximizar, con la introduccion de variables de holgura (s1y

Sy) es:

Maximizar 2MAT + 3LAS + 0s4 + 0s>

Sujeto a las siguientes restricciones:

MAT + 1.5 LAS +s4 =200
2MAT + LAS +s, =175
MAT, LAS, s1,s220

Aplicando el método simples se obtiene la solucion oOptima en una

iteracion. La tabla final es:

g | 2 |3|0]0
cs| VB |MAT|LAS| s; [ss] xs
3|LAs| 23| 1 |2:3|0]1333
0| so |43 | 0 [-213]1]41.66

z-q| 0 | o | 2 [0 400

Suponiendo valores de produccidon no enteros, la solucidén 6ptima es:

MAT = 0, LAS = 133.33, s; = 0, s, = 41.66, con beneficio optimo B’

400,000.00, es decir, toda la produccion se restringira a fabricar 133 impresoras

laser. Al ser s4 = 0, se consumen las 200 horas de trabajo; sin embargo, como s,
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= 41.6, de la disponibilidad de 175 horas de tiempo de control de calidad no se

utilizaran 41.6 horas con el plan 6ptimo.

4.2.2 Solucién al problema de la mezcla de productos

mediante la aplicacién del programa Tora.

A continuacion se daran dos problemas de mezcla de productos que se
resolveran mediante el programa TORA que contiene el CD-ROM que se incluye
en la quinta edicion del libro de Investigacion de Operaciones de HAMDY A.

TAHA descrito en la bibliografia de la presente tesis.

A.- El problema de la mezcla de productos de una compafia de
muebles: Supdngase una compafia de muebles que fabrica Unicamente dos
tipos de productos: mesas y sillas. La compafiia ha limitado recursos de madera,
mano de obra y capacidad de terminado con los cuales producir estos articulos.
A la administracion de la compania le gustaria determinar la mejor mezcla de
productos para fabricar: puras sillas, puras mezas o una mezcla de sillas y
mesas. La administracién define la mejor mezcla de productos como aquella que
maximice la contribucion total a la utilidad sujeta a la disponibilidad limitada de
recursos que ya se menciond. Este problema se puede formular en términos

matematicos de la siguiente manera:
X4 = el numero total de mesas producidas

X2 = el numero total de sillas producidas

Donde X4 y X, son variables desconocidas que seran determinadas por la
solucion del problema de programacion lineal. También supdngase que se da la
siguiente matriz unitaria de tecnologia de producciéon. Esta matriz describe el
proceso de transformacién utilizado para convertir los escasos recursos

(madera, mano de obra y capacidad de terminado) en mesas o sillas. Por
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ejemplo, se requieren 30 metros de tabla para fabricar una mesa y 20 metros de
tabla para fabricar una silla y la cantidad de recursos escasos disponibles son:
120 metros de tabla, 9 horas de mano de obra y 24 horas de capacidad de

terminado.

Si se multiplican los valores en la matriz unitaria de tecnologia de

MESAS |SILLAS
Madera, metros de tabla 30 20
Mano de obra, horas 2 2
Capacidad de terminado, horas |4 6

Produccion por el numero de unidades producidas y se suman ambos
productos, se obtendran los recursos totales requeridos de cada tipo. Estos
requerimientos deben ser menores que la cantidad de recursos disponibles.

Entonces se tiene:

30X4 +20X, <120
2X1+ 2X32<9
4X1+ 6X2£24

Dado que se requieren 30 metros de tabla para cada mesa, 30X metros
de tabla se requeriran para X; mesas como se indica en la primera restriccion
anterior. De la misma manera, se requieren 20X, metros de la tabla para
producir X; sillas. La cantidad total requerida e tabla para producir las mesas y
las sillas (30X; + 20X3) debe ser menor que o igual que la cantidad disponible
(120).

La administracion desea encontrar los valores de X1 y X, que maximicen

la contribucion a la utilidad. Para formular esta funcidén objetivo, se asume que
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cada mesa contribuye con $10 y cada silla con $8 a la utilidad. Entonces la

contribucion total de X4 mesas y X; sillas es:

10X4 + 8X5

Finalmente, se requiere que X; y X, no sean valores negativos.
Reuniendo las restricciones y la funcion objetivo que se especifico, el problema

de la mezcla de productos se puede resumir de la siguiente forma:
Objetivo: max 10X + 8X>
Sujeto a 30X +20X; <120
2X1+ 2X2<9
4X1+ 6X224
X120,X220

Antes de resolver este problema mediante el programa TORA, se

resolvera mediante el método algebraico simplex:

El primer paso en el método simplex es convertir el problema de
programacion lineal al formato apropiado cambiando todas las restricciones con
desigualdad e igualdades, en nuestro ejemplo, eso se lleva a cabo agregando
una variable de holgura a cada restriccion de desigualdad, como se indica a

continuacion:
Objetivo: max 10X + 8X3 + 0X3 + 0X4 + 0X5
Sujeto a 30X1 20Xz + 1X3 + 0X4 +0X5 = 120
2X1+ 2Xo + 0X3 + 1X4 +0X5 =9
30X1 20Xz + 1X3 + 0X4 +0X5 = 120
X120,X220,X320,X320,X520
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En la primera restriccidén, se agrega la variable X3 al lado izquierdo para
conservar la relacién entre el valor del lado izquierdo original y el lado derecho
de la desigualdad. Entonces X3 también debe restringirse a no ser negativa para
que represente en forma apropiada su holgura en el lado izquierdo de la primera
restriccion. De manera similar se agregan X4 y Xs como variables de holgura
para la segunda y tercera restriccion, respectivamente. Dado que no se quiere
que estas variables de holgura afecten la utilidad, se introducen con coeficientes
cero en la funcion objetivo. El problema revisado tendra exactamente la misma

solucidn 6ptima para X1 y Xz que el problema original.

Ahora que el problema esta en la forma requerida para el método simplex,

se prepara la primera tabla.

Ci 108|000
Variable Solucion | X4 | X2 | X3 | X4 | X5 | Cantidad Solucion
0 X3 30/20/1(0]|0 120
0 X4 2|12|0(1]0 9
0 Xs 4,600/ 1 24
Z; 0/0|0|0]|O 0
Ci-Z 1080|010

La tabla simplex se construye separando los coeficientes de las variables
y colocando los coeficientes mismos en las lineas y columnas apropiadas de la
tabla. Por ejemplo, la primera linea en el cuerpo de la tabla es la primera
ecuacion de restriccion, la segunda linea, es la segunda ecuacion y asi
sucesivamente. En la columna del lado derecho de la tabla se coloca el lado
derecho de las restricciones bajo el encabezado de “cantidad solucidén”. En cada
tabla, esta columna representa los valores de las variables X; para la solucion

actual. Las variables particulares X; en la solucion se indican en el recuadro
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identificado como “variable solucion”, en el lado izquierdo de la tabla. Por
ejemplo, la solucion inicial es X3 = 120, X4 = 9, X5 = 24. Siempre se asume que
no todas las variables en la solucién tienen valores cero. Entonces , X1 =0y X

=0 en la primera tabla.

En la parte superior de la tabla, los coeficientes de la funcién objetivo se
colocan en la forma correspondiente a las columnas representadas por cada
variable X;. Por ejemplo, el coeficiente de utilidad X4 es 10, el cual se escribe
arriba del simbolo X;. Los valores de la C; que corresponden a las variables
solucion se listan a la izquierda de las variables solucion en la tabla. En la
primera tabla, estos valores de C; son todos cero, dado que Unicamente las

variables de holgura estan en la solucion inicial.

Finalmente, la tabla tiene dos renglones en la parte inferior identificados
con Z; y C; — Z;. El renglon de Z; se calcula multiplicando los valores de C; en el
lado izquierdo por los coeficientes de cada columna y sumandolos. Por ejemplo,

Z4 se calcula de la siguiente manera:

Z;=0(30)+0(2) +0(4)=0

En la primera tabla, los valores resultantes de Z; son cero, dado que todos

los valores de C; son cero.

El dltimo renglon de la tabla Cj — Z; es el resultado de sustraer los valores

de Z; que se acaban de calcular de C; en la parte superior de la tabla.

En administracion de operaciones, los valores de Z; se pueden interpretar
econdémicamente como la utilidad bruta debida a la introduccion de una unidad
de variable correspondiente X;. Por ejemplo, en la columna 1, si una unidad de

X4 se introduce en la solucion, el valor de X; se debe reducir por 30 para



mantener la igualdad en el primer renglon, X4 se debe reducir por 2 para
conservar la igualdad en el segundo renglon y Xs se debe reducir por 4 para
conservar la igualdad en el tercer renglon. Por lo tanto, los coeficientes en la
columna de Xj representan las tasas fisicas de sustitucion entre Xy y cada una
de las variables en la solucion. Cuando estas tasas de sustitucion se multiplican
por sus respectivos coeficientes de utilidad, el resultado es Z4, la utilidad bruta
resulta perdida cuando una unidad de X; se introduce. Sin embargo, la utilidad
ganada por introducir una unidad de X; es el valor de C4 = 10. Por lo tanto, el
valor de C4 — Z4 representa la utilidad neta ganada al introducir una unidad de
X4. Es légico, entonces, que introducir ya sea X; o X, en la solucién de la
primera tabla mejorara la utilidad neta debido a que los valores de C1 —Z;y C, —

Z, son positivos.

El método simplex trabaja al moverse de una esquina de la region factible
a una esquina adyacente, sin alguna referencia grafica se puede determinar que

variable entrara a la solucion y cual saldra, utilizando la siguiente regla:

Regla de entrada. Para llegar a la solucion, se selecciona la variable con

el valor mas grande de C; - Z;. Se le llama a ésta la columna clave.

Regla de salida. Se toma la razon de la cantidad solucién a los
coeficientes de la columna clave para aquellos coeficientes de la columna clave
que son positivos. Se selecciona la variable del renglon que tenga la razéon mas

pequeia para que salga, a este renglon se le llama clave.

En la primera tabla, por la aplicacion de la regla de entrada, X; se
selecciona para entrar. La aplicacion de la regla de salida produce las siguientes
razones, una para cada renglon: 120/30, 9/2, y 24/4. Dado que 120/30 es la

razon mas pequena para el primer renglon, la variable representada en ese
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renglon, Xs sera la que salga de la solucion. Intuitivamente, conforme el valor de
X1 se incrementa en la columna 1, X3 sera la primera variable en la solucion
actual para llegar a cero. Este hecho se determina calculando las razones
anteriores para los coeficientes positivos. La columna clave y el renglon clave se
identifican en la primera tabla. La interseccion de la columna clave y el renglon

clave recibe el nombre de elemento pivote, el cual se marca en la tabla.

Después de aplicar las reglas de entrada y salida, el siguiente paso es
transformar la tabla para la nueva solucion utilizando el elemento pivote. Esto se
realiza mediante el proceso de eliminaciéon Gaussiana que transforma la tabla,
pero conserva la misma solucion para las ecuaciones de restriccion. En la
eliminacion Gaussiana, cualquier renglén en la tabla se puede multiplicar o
dividir por una constante diferente de cero y colocarla en la nueva tabla.
También cualquier rengldn se puede multiplicar por una constante diferente de
cero y sumarlo a cualquier otro renglén, con la suma colocada en la nueva tabla,
lo que se hace con el método de eliminacién gaussiana es resolver ecuaciones
simultaneas. De acuerdo con las reglas Gaussianas, todos los coeficientes en el

renglon clave se dividen entre el elemento pivote y el resultado se coloca en la

nueva tabla.
Ci 10| 8 0 00
Variable Solucion | Xy | X X3 | X4|Xs|Cantidad Solucién
10 X3 112/3] 130 |0|0 4
0 X4 0|23 |-2/30|1|0 1
0 Xs 0 |10/3| -4/30 | 0 | 1 8
Z; 10120/3| 10/3 |0 | O 40
Ci- Z 0| 4/3 |-10/30| 0|0
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Entonces el renglon clave se multiplica por una constante y se suma a

otro renglon diferente, de tal forma que resulte un cero en la columna clave.

Después de que se termina este paso, se calculan los valores de Z; y C; —
Z;, actualizandose los calculos con los nuevos valores de coeficientes en la tabla

que antecede.

La nueva tabla es igual a la tabla anterior excepto que se tiene
reemplazada la columna 3 por la columna 1 en la solucion. La columna uno en la
nueva tabla tiene un 1 en la primera posicién y el resto son ceros, dando una
matriz identidad en la tabla. Esto hace posible leer la solucion directamente de la
tabla.

En la segunda tabla, se tiene X1 =4, X, =0, X3=0, X4 =1y X5= 8, esto
es, la segunda tabla ya no es o6ptima dado que se presenta un incremento
positivo en la utilidad neta en el renglon de C; —Z;. Dado que C; —Z es el valor
positivo mas grande, la columna 2 es la columna clave. Tomando las razones,
se encuentra que el renglén 2 tiene la razon minima, de tal forma que el renglon
2 es el renglon clave y X4 sale de la solucion. Pivoteando en el renglon 2 y la

columna 2, se obtiene la tercera tabla por eliminacién Gaussiana.

Ci 10(8| 0 |00
Variable Solucion | X1 [Xz2| Xz | X4 | X5 | Cantidad Solucion
10 X 110110 |-1]0 3
8 X2 0[11]-110(3/2|0 3/2
0 Xs 0[0[6/30|-5]1 3
Z 10181210 2 |0 42
Ci- Z 0[0-210|-2|0
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Dado que no se tienen valores positivos de C; — Z;, se ha llegado a la
solucion éptima; no es posible mejorar la utilidad neta. La solucion éptima en la
terceratablaes: X1 =3, X2=3/2,X3=0,X4=0y X5 = 3.

A CONTINUACION SE MOSTRARAN LOS RESULTADOS OBTENIDOS
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA ANTERIOR, MEDIANTE EL
PROGRAMA TORA.

El software TORA resuelve temas de programacion lineal y entera,
transporte, redes, histogramas, inventarios, lineas de espera, entre otros, los

cuales se muestran en el menu principal, que aparece enseguida.

! Li near programm ng |
! Transportation nodel :
! Network nodel s I
! I nteger progranmming :
! PERT- CPM :
! Queueing anal ysis I
| Hi st ogrant For ecast :

i Inventory nodel s |

Problem Title

i Nor of  Variabl es
I
|
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Nbr of Constraints

I User - def i ned Var s Nanes
I
|

Finite Upper Bounds

Unrestricted Vari abl es

+---- <F1>Main Menu <F8>Done!

Problem Title
Nor of Vari abl es

nanes: X1 to x5

Nor of Constraints

User-defined Vars Nanes (y/n)?
Nonzer o Lower Bounds (y/n)? :
Fi nite Upper Bounds (y/n)? :

Unrestricted Variables (y/n)? :

Nonzer o Lower Bounds

(y/n)?

(y/n)?

(y/n)?

MEZCLA DE PRODUCTGOS

O I ndexed VARI ABLES

max/ m n x1

oj . Functi on: max 10
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+----- SOLVE/ MODI FY ----+
| Sol ve Problem |
! Modify data |
! View data |

| Print data |

--------- <F1>Main Menu <F8>Done! <F9>Exit TORA --------

i View solution/sensitivity summary |
i Print solution/sensitivity summary |
lbtain alternative optimm !
i View optinmum tabl eau :
i Print optinmmtabl eau |
i View original data |

I Print original data !

| MEZCLA DE PRODUCTOS max

Final Iteration No: 4 |
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| Vari abl e Val ue Qbj Coeff Obj Val Contrib Reduced Cost |

X1 3.0000  10. 0000 30. 0000 0.0000 !
| x2 1.5000 8. 0000 12. 0000 0.0000 !
| x3 0.0000  0.0000 0. 0000 0.2000 !
| x4 0.0000  0.0000 0. 0000 2.0000 !
| x5 3.0000  0.0000 0. 0000 0. 0000

| More to cone... Press PgDn/PgUp to scrol

S L <PgUp/ PgDn>Scrol I  <F6>Cpti num Menu -------- +
oj value = 42. 0000

Const rai nt RHS Sl ack(-)/Surplus(+) Dual Pri

1 (=) 120. 0000 0. 0000 0. 20

2 (=) 9. 0000 0. 0000 2.00

3 (=) 24. 0000 0. 0000 0. 00

More to cone... Press PgDn/PgUp to scroll

| MEZCLA DE PRODUCTGCS
max (phase_2)

(Final)lteration No: 4
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4 0.00 0.00 0.20 2.00 0.00 0.20 2.00

1 1) x1 1.00 0.00 0.10 -1.00 0.00 0.10 -1.00
I 2) x2 0.00 1.00 -0.10 1.50 0.00 -0.10 1.50
I 3) x5 0.00 0.00 0.20 -5.00 1.00 0.20 -5.00
il
P+ -=(x+ - X-) s/ S=sl ack/ Sur pl us R=artif " =upper bd
o m m e e e e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o — - +
| Basi c Rx8 Sol uti on

D i

1z 0. 00 42. 00
i

1 1) x1 0. 00 3. 00

12) x2 0. 00 1.50

13) x5 1.00 3.00
i

| x1 x2 x3 x4 x5 RHS
: _________________________________________________________

I max 10 8 0 0 0
il
| Constraint 1: 30 20 1 0 0 = 120
| Constraint 2: 2 2 0 1 0 = 9

I Constraint 3: 4 6 0 0 1 = 24

B.- Planificacién de mezclas en una planta quimica:
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Una planta quimica fabrica dos productos A y B mediante dos procesos |
y Il. La siguiente tabla da los tiempos de produccion de Ay B, en cada procesos

y los beneficios (en miles de pesos)n por unidad vendida

Producto
Proceso A B
I 2 3
I 3 4
Beneficio /unidad | 4 10

Se dispone de 16 horas de operacion del proceso | y de 24 horas del
proceso Il. La produccién de B da, ademas, un subproducto C (sin coste
adicional) que puede venderse a 3000 pesos/ unidad. Sin embargo, el sobrante
de C debe destruirse con coste de 2000 pesos /unidad. Se obtienen dos
unidades de C por cada unidad de B producida. La demanda de C se estima en,
a lo sumo, 5 unidades. La administraciéon desea un plan de producciéon con

maximo beneficio, por lo que consideramos las variables de decision:
X4 = produccién de A

Xz = produccién de B

X3 = cantidad de C vendida

X4 = cantidad de C destruida

Con esta definicidon la suma X3 + X4 sera la produccién de C.
Las restricciones se deban a:

Proporcion de la produccion de C a partir de B

Xo =12 (X3 + Xy4)

Limite de demanda de C

X3<5

Limites de tiempo de ambos procesos

2X1+3X2=16, 3X1 +4X, =24
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La funcién objetivo, que es el beneficio neto a maximizar en miles de pesos, es

B =4X;+ 10X, + 3X3 —2X4

Por lo que el programa lineal que se resolvera mediante el programa TORA,

es el siguiente:

Max B = 4X4 + 10X; + 3X3 — 2X4
Sujeto a las restricciones siguientes:
22X+ X3+ X4=0

2X1+3X; <16

3Xi+4X; <24

X35

X1, X2, X3, X4 2 0

PLANI FI CACI ON DE MEZCLAS max
Iteration No: 4

| *** OPTI MUM SCLUTI ON SUMVARY * * *

| ) val ue = 57. 000

==> (Alternative solution detected at x4) |

i\ Variable Value o] Coeff oj Val Contrib Reduced Cost

1 x1 4. 2500 4. 0000 17. 0000
| X2 2.5000 10. 0000 25. 0000
| X3 5. 0000 3. 0000 15. 0000
| X4 0. 0000 - 2.0000 - 0. 0000
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Mor e to cone. .. Press PgDn/ PgUp to scroll

| Const rai nt RHSS l ack(-)/ Surplus(+) Dual Price
: __________________________________________________________
11 (=) 0. 0000 0. 0000 - 2. 0000
12 (<) 16. 0000 0. 0000- 2. 0000
13 (%) 24. 0000 1. 2500- 0. 0000
4 (<) 5. 0000 0. 0000- 5. 0000

| More to cone... Press PgDn/PgUp to scroll

| PLANI FI CACION DE  MEZCLAS max (phase_2)
(Final)lteration No: 4

0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
12) x1 1.00 0.00 0.00 0.75 0.75 0.50 0.00
0.00 0.00 -0.25 -0.25 -1.50 1.00
1.00 0.00 -0.50 -0.50 0.00 0.00

l+/-=(x+ - x-) s/S=slack/Surplus R=artif " =upper bd
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! Basi c sx8 Sol ution

D e

| z 5.00 57.00

: ___________________________________

I 1) x3 1.00 5.00

1 2) x1 -0.75 4.25

| 3) sx7 0. 25 1.25

1 4) x2 0.50 2.50

D e

VH - =(x+ - X-) s/ S=sl ack/ Sur pl us R=artif ' =upper bd
o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm e mmm ==

| PLANI FI CACI ON DE MEZCLAS Size: 4

constrs x 4 vars

o o n e e e e e e e e e e e e e e e
! x1 X2 X3 x4 RHS
e
| max 4 10 3 -2

D e
lConstraint 1 0 -2 1 1 = 0

I Constraint 2 2 3 0 0 <= 16

| Constraint 3: 3 4 0 0 <= 24

I Constraint 4 0 0 1 0 <= 5
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C ONCUL U S I ONE S

La programacion lineal se refiere a la modelacién y resolucion de
problemas de toma de decisiones en los que las variables de decision se
relacionan mediante restricciones lineales y la funcion de evaluacion de la

decision o funcién objetivo es lineal en las variables de decision.

En la actualidad, los modelos de programacioén lineal constituyen una de
las herramientas mas utilizadas e importantes de los métodos cuantitativos de

gestién y planificacién.

El método simplex introducido por Dantzig en 1947 permitid resolver
cualquier problema de programacion lineal y con la aparicion de las
computadoras modernas existe la posibilidad de resolver problemas de mayor

tamano.

Las aplicaciones de la programacion lineal son variadas, por lo que
constituyen una herramienta vital de planificacion en diversas areas y es de gran
ayuda, tanto en problemas con los que solo nos enfrentamos una vez, como en

otros que correspondan a actividades que deban repetirse en forma sistematica.

En cada caso, el encargado de la toma de decisiones debe organizar los
distintos recursos para alcanzar cierto objetivo, usualmente la maximizacion de

beneficios y minimizacion de perdidas.

Por lo anteriormente expuesto se concluye que es necesario dedicar

atencion no solo a los algoritmos de solucion de programaciéon lineal, sino
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también al proceso de construccion de modelos que constituye un apartado tan
importante como el de soluciéon de problemas, es decir, una buena construcciéon
del modelo matematico del programa lineal que se asemeje tanto como sea

posible a la realidad, es la base para la solucion de problemas de su clase.

Los modelos de programacion lineal se incluyen en la clase mas general
de los modelos de optimizacion, en los que se optimiza una funcion de variables
de decision, denominada funcion objetivo , sujeta a un conjunto de limitaciones o

restricciones sobre las variables de decision.

La formulacion general de un problema de optimizacion es:

Max z = f(x4,. . ., Xn)
Sujeto a g (X1, .., Xn)=0,j=1,....m
Donde f es la funcion objetivo, (x1,. . . , Xn) son las variables de decisién y las

restricciones se caracterizan por las desigualdades sobre g1,...,Om

Cualquier programa lineal se puede convertir a la forma estandar:

Minimizar Ci1 X1+ CoXo+...+cCphXn

Sujeto a anXxqtapxa+...+ a;n X, = by

az Xy+taxnxa+...+ aznxn=Dby

(1)

am1x1+am2x2+...+ aman=bm

y X120, x020,...,x,20
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donde las b;, c; y a; son constantes reales fijas, y las X; son valores reales a
determinar. Suponiendo siempre, que en caso necesario, cada ecuacion se ha
multiplicado por menos uno, de modo que todo b;= 0.

En notacién vectorial, este problema se expresa como:

Minimizar ¢'x

SujetoaAx=byx20

Donde x es un vector columna n-dimensional, ¢’ es un vector fila n-
dimensional, A es una matriz m x n, y b es un vector columna m-dimensional.
La desigualdad vectorial x 2 0 quiere decir que las componentes de x son

positivas.

Un problema de maximizacién (minimizacién) se puede convertir en un
problema de minimizacion (maximizacién) multiplicando por —1 los coeficientes
de la funcidon objetivo. Después de completar la optimizacién del nuevo
problema, el valor del problema original es —1 veces el valor 6ptimo del nuevo

problema.

La soluciéon basica de un programa lineal se define de la siguiente
forma.- Dado el conjunto Ax = b de m ecuaciones lineales simultaneas de n
incégnitas, sea B cualquier submatriz de m x m no singular formada por
columnas de A. Entonces, si todas las n — m componentes de x no asociadas a
columnas de B se igualan a cero, la solucion del conjunto resultante de
ecuaciones se llama solucion basica respecto a la base B. Las componentes

de x asociadas a columnas de B se denominan variables basicas.

En la definicion anterior, B se considera como una base, al estar formada
por m columnas linealmente independientes que se pueden tomar como una
base del espacio E™. La solucion basica corresponde a una expresion para el

vector b como combinacion lineal de estos vectores base.
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La ecuacion Ax = b puede no tener soluciones basicas, por lo que es
necesario plantear ciertas hipotesis elementales sobre la estructura de la matriz
A:

Sea A una matriz de m x n. El rango por renglén de la matriz es igual al
nuamero maximo de renglones linealmente independientes de A. El rango por
columna de A es el numero maximo de columnas linealmente independientes de
A. El rango por renglén de una matriz siempre es igual a su rango por columna,
de modo que el rango de la matriz es igual al numero maximo de renglones

linealmente independientes de A.

Considere el sistema Ax = b y la matriz aumentada (A, b) con m renglones
y n+1 columnas:

1.- Si el rango de (A, b) es mayor que el rango de A, entonces b no se
puede representar como una combinacion lineal de aq,ay, . . ., an, y por tanto el
sistema Ax = b no tiene solucion.

2.- Si el rango (A) = rango (A, b) = K. Quiza después de reordenar los
renglones de (A, b) sea posible escribir
(A, b) = A4 by

A, by

En donde Ases k x n, by es un K-vector, A, es una matriz de (m-k) x n, b

es un (m-k)-vector y rango (A1) = rango (A4, b1) = k.
Si un vector x satisface A1x = b4, automaticamente satisface Axx = b,. Por tanto
es posible eliminar las restricciones redundantes o dependientes Axx = by y
considerar solo las restricciones independientes A{x = by. Puesto que rango
(A1)= k, es posible elegir k columnas linealmente independientes de A;. Tal vez
luego de reordenar las columnas de A4 sea posible escribir A1 = (B, N), en
donde B es una matriz no singular de k x k de k x k, y N es una matriz de k x (n-

k). Observe que tal matriz B existe, ya que el rango de A es k. Aqui B se
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denomina matriz basica ( pues las columnas de B forman una base de E¥), y N
se denomina matriz no basica. De manera consistente, x se descompone en xg y
XN, €n donde xg consta de X1, Xz, . . ., Xk Y por consiguiente xy consta de xi + 1, .
.., Xn. Entonces, la ecuacién Asx = b4 significa que (B, N) xg = b1.

Es decir, Bxg + Nx, = by. Como B tiene inversa, entonces xg se puede
resolver en términos de xn, premultiplicando por B™' para obtener:
Xg=B" by - B Nxy

3.- En el siguiente caso K = n, la matriz N es vacia y se tiene una solucion
Unica para el sistema Ax = by, la cual es: xg = B by = A 'b;. Por otra parte, sin
> K, entonces asignando valores arbitrarios al vector xy es posible resolver en

forma Unica para xs, mediante la ecuacion xy = B'bs — B™ Nxy.

. . XB
De esta manera se obtiene una solucion:
XN

Para el sistema Aix = bs. En este caso existe un numero infinito de

soluciones del sistema A1x = b4, y por tanto del sistema Ax = b.

Para que Ax = b tenga solucién, en primer lugar, suele suponerse que
n>m, es decir, que el numero de variables x; es superior al numero de
restricciones de igualdad. Segundo, las filas de A deben ser linealmente
independientes, lo que corresponde a la independencia lineal de las m
ecuaciones. Una dependencia lineal entre filas de A daria lugar a restricciones

contradictorias y, por tanto y no daria ninguna solucion.

Consecuentemente, si la matriz A de m x n tiene m < n, y las m filas de A
son linealmente independientes, el sistema Ax = b siempre tendra solucion vy,

siempre tendra como minimo una solucién basica.
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Si una o mas variables basicas de una solucion basica es igual a cero, se

dice que esa solucion es una solucion basica degenerada.

Cuando se toma en cuenta la restriccion de positividad en las variables se
aplica la siguiente definicién: Un vector x que satisfaga Ax = b y x = 0, se dice

que es factible para estas restricciones.

Una solucién factible para dichas restricciones, que también sea basica,
se denomina solucion factible basica, si esta solucién es, ademas, una solucion

basica degenerada, se denomina solucion factible basica degenerada.

La solucién basica factible se define de la siguiente forma:

Considere el sistema Ax=b yx 20, en donde Aesunamatrizmxnyb
es un vector m. Se supone que el rango de (A, b) =rango (A, b) =rango (A) = m.
Después de un posible reordenamiento de las columnas de A, sea A = [B, N], en

donde B es una matriz invertible de m x m y N es una matriz de m x (n-m).

XB
La solucion x =
XN

De las ecuaciones Ax = b, en donde xg = B' b y xy = 0, se denomina
solucion basica del sistema. B se denomina matriz basica ( o simplemente, la
base y N se denomina matriz no basica. Las componentes de xg se denominan
variables basicas ( o variables dependientes), y las componentes de xN se
llaman variables no basicas (o variables independientes). Si xg > 0, entonces x
se denomina solucion basica factible no degenerada, y si por lo menos una
componente de xg = 0, entonces x se denomina solucion basica factible

degenerada.
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El teorema fundamental de la programacion lineal establece que:
Dado un programa lineal de la forma estandar

Minimizar ¢'x

SujetoaAx=byx20
Donde A es una matriz de m x n de rango m.
1)Si hay una solucién factible, hay una solucion factible basica;

2)Si hay una solucién factible optimal, hay una solucion factible basica optimal.

El principal método para resolver problemas de programacién lineal
es el método simplex, el cual se resume en un problema de minimizacién,
como sigue.

Minimizar cx
Sujetoa Ax=b

Xz0

En donde A es una matriz m x n con rango m.

PASO 1. Seleccionar una solucion basica factible inicial con base B.

PASO 2. Resolver el sistema Bxg = b (con solucién Unica xg = B" b = b’). Sean
xg=b, xyN=0y z = CpXs.

PASO 3. Resolver el sistema wB = cg (con solucion tnica W = cg B™"). (El vector
w se denomina vector de multiplicadores simples porque sus componentes son
los multiplicadores de los renglones de A que se suma a la funcion objetivo a fin
de llegar a la forma candnica.) Para todas las variables no basicas, calcular z-c;
= wa; — ¢;j (esto se denomina operacion de apreciacion). Sea zx — ¢cx = Maximo z-
c;., donde j € Ry R es el conjunto actual de indices asociados con las variables
no basicas. Si zx — ¢k < 0, entonces el proceso se detiene con la solucidén basica
factible presente como una solucién optima. En caso contrario se continua con el

siguiente paso con xx como variable de entrada.
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PASO 4. Resolver el sistema Byy = ax ( con solucién tnica yx = B ay). Si yx <0,
entonces el proceso se detiene con la conclusion de que la solucion optima es
no acotada a lo largo del rayo. Si yx no es menor o igual a cero, se continia con
el siguiente paso:

PASO 5. Ahora, xi entra en la base. El indice r de la variable de bloqueo xg;, que
sale de la base, se determina mediante el criterio de la raz6n minima:

b’y = Minimo (1<i<m)  b’ilyi: yik >0

Se actualiza la base B, en{donde ak reemgﬂaza a ap, se actualiza el conjunto R

de indices, y se repite el paso uno.

El software TORA resuelve temas de programacion lineal basados en un
modelo matematico, sin embargo, la modelacién de un problema es el paso mas

importante para su solucion.

La modelacion de programacion lineal comienza por definir las variables
de decisiodn, que representan las variables sobre las que el decisor tiene control
y que se suponen continuas. Se representan algebraicamente en la forma x4, X,
... 0 bien con nombres especificos que faciliten su identificacion, las variables de
decisidn representan productos o bienes a producir, almacenar o vender,

disponibilidad o adquisicion de materias primas, etc.

El siguiente paso sera el reconocimiento de las restricciones y su
construccion. Las restricciones representan limitaciones o requisitos y definiran
las decisiones admisibles es decir, la region factible del problema. Podran ser de
la forma de desigualdades y/o igualdades, segun representen el deseo de no
exceder cierto valor especifico (<), no descender por debajo de tal valor (=) o ser

igual a el (=).
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Finalmente se construye la funcién objetivo, que representa alguna
cantidad que se desea maximizar, por ejemplo, beneficio, renta, eficacia o

produccion; o bien minimizar el costo, tiempo o inventario.
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