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2. El ćırculo y los homeomorfismos que preservan la orientación 9
3. Rotaciones 9
4. Levantamientos 11
5. El número de rotación y la dinámica de un homeomorfismo 15

Caṕıtulo 2. Un ejemplo particular de endomorfismo 25
1. El ejemplo 25
2. Caracterización de órbitas periódicas 28
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Introducción

La idea de realizar este trabajo surgió a partir de un seminario de
matemáticas aplicadas que trataba sobre el estudio de la dinámica de
los homeomorfismos del ćırculo y su aplicación a modelos en bioloǵıa,
como la neurona mecánica y ritmos cardiacos. El estudio de la dinámi-
ca de rotaciones en el ćırculo surgió como consecuencia del estudio de
la dinámica de un flujo en el toro (invariante bajo el flujo), iniciada
por Poincaré. Posteriormente Newhouse, Palis y Takens [Ne-Pa-Ta]
hicieron una generalización de esta teoŕıa a funciones no inyectivas.

El objetivo de este trabajo es estudiar la dinámica de los endomor-
fismos del ćırculo. En el primer caṕıtulo se exponen los resultados más
importantes respecto a la dinámica de los homeomorfismos que preser-
van la orientación. El ejemplo más sencillo de un homeomorfismo de
este tipo, es una rotación de ángulo α y su dinámica depende de si α es
un número racional o irracional. Una herramienta importante para es-
tudiar la dinámica de las funciones del ćırculo es la de usar funciones en
los reales que reflejen las propiedades de esta dinámica, estas funciones
se llaman levantamientos. A partir de los levantamientos se define el
número rotación, el cual da la información suficiente para conocer la
dinámica de un homeomorfismo, es decir qué tipo de órbitas se obtienen
al iterar la función y cuál es su comportamiento.

En el segundo caṕıtulo constrúımos un ejemplo de un endomorfis-
mo. A través de este ejemplo mostramos que la dinámica de los en-
domorfismos es más complicada que la de los homeomorfismos, pues
si tomamos distintos puntos iniciales, el número de rotación de cada
uno de éstos bajo la función, puede ser distinto. Sin embargo, en este
ejemplo también se muestra un conjunto invariante bajo el endomofis-
mo que se considera (es decir que su imágen bajo la función está en el
mismo conjunto), y además en este conjunto hay puntos con número
de rotación racional y también hay puntos con número de rotación
irracional, aunque la órbita correspondiente a estos puntos puede ser

5
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6 INTRODUCCIÓN

completamente diferente a la órbita de un homeomorfismo con el mis-
mo número de rotación. Es decir que el número de rotación, en el caso
de los endomorfismos, no da mucha información sobre su dinámica.

El tercer caṕıtulo incluye conceptos generales sobre endomorfismos,
como el conjunto de rotación de un endomorfismo del ćırculo como gen-
eralización del concepto de número de rotación para homeomorfismos
del ćırculo. Demostraremos que este conjunto es un intervalo cerrado
y acotado para un tipo particular de endomorfismos del ćırculo y dare-
mos la construcción de una familia de funciones no decrecientes, que
tienen una dinámica similar a la de un homeomorfismo (en el sentido
de que su número de rotación no depende de la condición inicial), cuyo
número de rotación determina el intervalo de rotación de las funciones
que consideraremos.
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Caṕıtulo 1

Dinámica de los homeomorfismos del ćırculo

En este caṕıtulo daremos algunas definiciones generales de sistemas
dinámicos discretos, del ćırculo y de homeomorfismos que preservan la
orientación. Daremos algunos ejemplos de los homeomorfismos con la
dinámica más sencilla, las rotaciones, y una discusión sobre esta dinámi-
ca. Definiremos el concepto de levantamiento (no sólo para homeomor-
fismos, o endomorfismos que preserven la orientación, sino para endo-
morfismos en general, pues será utilizado más adelante en este trabajo),
definiremos algunos conceptos relacionados con levantamientos y dare-
mos algunas de sus propiedades. Por último daremos el concepto de
número de rotación, hablaremos de su relación con la dinámica de un
homeomorfismo y daremos también algunas de sus propiedades. En
este caṕıtulo no haremos demostraciones de las propiedades o de los
teoremas enunciados, ya que en este trabajo nuestro interés principal
no es la dinámica de los homeomorfismos sino la de los endomorfismos
del ćırculo. Algunos de estos resultados están demostrados más gen-
eralmente para endomorfismos no decrecientes en el caṕıtulo 3.

1. Sistemas dinámicos discretos

Definición 1.1. Sea X un espacio métrico. Para una función f :
X → X y un punto x, la sucesión

O(x, f) = {x, f(x), f(f(x)), ..., fn(x), ...}

se llama la órbita de x bajo f .

fn(z) = f ◦ f ◦ ... ◦ f , f compuesta consigo misma n veces, es la n-
ésima iteración de f , es decir, la órbita de f es la sucesión formada por
las iteraciones de la función aplicadas a x (en este sentido, f 0(x) = x,
es el punto inicial de la órbita).

Dada una función f y un valor inicial x, la dinámica de una fun-
ción f se refiere a cómo es el comportamiento de la sucesión O(x, f) =
{x, f(x), f 2(x), ..., fn(x), ...}. Este proceso de iteración de una función

7
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8 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

es un sistema dinámico discreto.

Por ejemplo si f(x) = senx y tomamos como punto inicial a x0 = π
2
,

la órbita de x0 es

O(x0, f) = {π
2
, 1, 0.0174524..., 0.0003046..., 0.00000053..., ...}

Se nota que los puntos de esta órbita van tendiendo a 0 (aunque lenta-
mente). Ahora, si tomamos la función g(x) = −(x − 2)2 + 4, entonces

la órbita de x0 = −
√

2 +
√

2 +
√

3 + 2 es

O(x, f) = {x0, g(x0) = −
√

2 +
√

3 + 2, g2(x0) = −
√

3 + 2, g3(x0) =
1, g4(x0) = 3, g5(x0) = 3, ..., g50(x0) = 3...}
Después de algunas iteraciones, esta órbita se detiene en 3.

Estos dos ejemplos nos muestran que hay diferentes tipos de órbitas,
el primer ejemplo muestra una órbita que se aproxima a un punto y el
segundo, una órbita que llega a un punto y no ”sale”de él. En general,
la dinámica de una función puede tener distintos comportamientos. La
siguiente definición nos dará dos de éstos.

Definición 1.2. Un punto fijo es un punto tal que f(x) = x. El
conjunto de puntos fijos se denota por Fij(f). Un punto periódico es
un punto x tal que fn(x) = x para alguna n ∈ N, es decir es un punto
en Fij(fn). La n más pequeña de tales, es el periodo de x. El conjunto
de puntos periódicos se denota por Per(f).

Definición 1.3. Sea f : X → X una función. Un punto y está en el
conjunto omega-ĺımite de un punto x en X bajo la función f , denotado
por ω(x, f), si existe una subsucesión de la órbita de x bajo f que
converge a y. Es decir, existe {nk} con limk→∞nk = ∞ tal que y =
ĺımk→∞ f

nk(x).

Enseguida daremos un ejemplo de una función que tiene puntos
con órbitas como las descritas en la definición anterior. Consideremos
la función f : R → R definida como sigue f(x) = x2 − 1. f tiene dos

puntos fijos x1 =
1 +
√

5

2
y x2 =

1−
√

5

2
pues f(x1) = x1 y f(x2) = x2.

f tiene puntos de periodo 2, el 0 y el−1, pues f 2(0) = 0 y f 2(−1) = −1.
Notemos que la órbita de 0 y de −1, como conjunto, bajo f es la mis-
ma, O(0, f) = O(−1, f) = {0,−1}.
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3. ROTACIONES 9

2. El ćırculo y los homeomorfismos que preservan la
orientación

El ćırculo unitario S1 = {x ∈ R2| ‖x‖ = 1} en el plano puede
describirse como el conjunto de números complejos con módulo 1,
S1 = {z ∈ C| |z| = 1} = {e2πiθ|θ ∈ R}.

Definición 1.4. Sea f : S1 → S1 una función continua e invertible
tal que f−1 también es continua, entonces f es un homeomorfismo del
ćırculo.

Dos puntos p, q distintos en S1 determinan dos arcos del ćırculo.
Diremos que el arco (p, q) está orientado positivamente si se obtiene al
recorrer el ćırculo en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
partiendo de p y finalizando en q.

Definición 1.5. Decimos que un homeomorfismo f : S1 → S1

preserva la orientación si la imágen de cada arco (p, q) orientado pos-
itivamente, es el arco orientado positivamente (f(p), f(q)).

Por ejemplo, consideremos la función r : S1 → S1, r(z) = e
2
3
πiz.

La imagen bajo r de cada punto s del ćırculo es un punto r(s) sobre
el ćırculo tal que el ángulo entre s y r(s) es 1

3
2π. Consideremos p, q

∈ S1, r(p) = e
2
3
πip y r(q) = e

2
3
πiq. Es claro que si (p, q) es un intervalo

orientado positiviamente, también lo es r((p, q)) = (r(p), r(q)). Por lo
tanto r preserva la orientación.

3. Rotaciones

Definición 1.6. Sea rα : S1 → S1 tal que rα(z) = az, donde
a = e2πiα, rα es una rotación de ángulo 2πα en el ćırculo.

Claramente una rotación es un homeomorfismo de S1 que preserva
la orientación.

La n-ésima iteración de una rotación es rnα(z) = anz. Veamos cómo
es su dinámica. Para esto daremos primero dos ejemplos, la rotación
con α = 1

5
y con α = 2

5
.

Consideremos primero la rotación r 1
5
(z) = e

2
5
πiz. Entonces la órbita

de z bajo r 1
5

es O(r 1
5
(z)) = {z, e 2

5
πiz, e

4
5
πiz, e

6
5
πiz, e

8
5
πiz}, pues e

10
5
πiz =

e
2
5
πiz. En la figura se muestra esta órbita para algún punto z en S1.
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10 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

Figura 1. Órbita de z bajo r 1
5

Es claro que todas las órbitas de r 1
5

son periódicas de periodo 5.

Notemos que la órbita de z, recorrida en el sentido positivo, da una
vuelta al ćırculo para volver al punto de partida por primera vez.

Consideremos ahora la rotación r 2
5

= e
4
5
πiz. La órbita de z bajo

r 2
5

es O(r 1
5
(z)) = z, e

4
5
πiz, e

8
5
πiz, e

16
5
πiz, e

32
5
πiz, que se muestra en la

siguiente figura.
En este caso también pasa que la rotación es de periodo 5, pues

r5
2
5

(z) = z. Si comparamos las figuras, vemos que los puntos de ambas

órbitas son los mismos si tomamos el mismo punto inicial, sin embargo
en el caso de la rotación de ángulo 2

5
2π, la órbita recorre al ćırculo dos

veces para volver al punto de partida por primera vez.

De manera más precisa, si consideramos los intervalos en el ćırculo
cuyos extremos son los puntos sucesivos de la órbita de z, la unión de
estos intervalos cubren al ćırculo 2 veces.

Si m y n son primos relativos, una rotación de ángulo m
n

2π tiene
periodo n, y m determina el número de veces que un punto recorre al
ćırculo para regresar al punto de partida. Si consideramos el intervalo
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4. LEVANTAMIENTOS 11

Figura 2. Órbita de z bajo r 2
5

I = (z, rα(z)) en el ćırculo, entonces
⋃n−1
i=0 r

i
α(I) cubre m veces al ćırcu-

lo.

En general, rα tiene puntos periódicos si rnα(z) = anz = z para
alguna n ∈ N; por lo tanto rnα(z) = z si y sólo si an = 1, por lo que a
es una ráız n-ésima de la unidad, es decir, (e2πiα)n = 1 y ésto pasa si y
sólo si α = m

n
con m, n enteros.

Teorema 1.1. rα tiene puntos periódicos si y sólo si α es racional.

De aqúı que si α no es racional, Per(rα) = ∅. Además si α /∈ Q, el
teorema de Jacobi dice que todos los puntos de S1 tienen órbita densa.

Como hab́ıamos dicho, las rotaciones son un caso particular de un
homeomorfismo del ćırculo. Veamos qué podemos decir de los homeo-
morfismos del ćırculo de manera más general. Para esto vamos a definir
un tipo de funciones que nos ayudarán a estudiar su dinámica.

4. Levantamientos

Mucha veces es más sencillo estudiar una función de los reales en
los reales que del ćırculo en el ćırculo, siempre y cuando la primera re-
fleje todas las propiedades de la segunda. Pensando al ćırculo unitario
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12 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

en el plano complejo S1 = {z ∈ C||z| = 1} = {e2πiθ|θ ∈ R}, la fun-
ción π : R→ S1 con π(x) = e2πix determina un sistema de coordenadas.

Observemos que π(x) = π(y) si y sólo si x− y es un entero, es decir
que π(x) y π(y) difieren por un ángulo múltiplo de 2π, o sea por algún
número de vueltas al ćırculo.

¿Qué debe cumplir una función F : R → R para que su dinámica
nos de toda la información sobre la dinámica de f en el ćırculo?

Tomemos f : S1 → S1 continua. Sea p un punto del ćırculo y x
una coordenada de p. Entonces F tiene que cumplir que F (x) es una
coordenada de f(p) para cada punto del ćırculo, por lo que es necesario
que π ◦ F = f ◦ π. Una función F tal, puede ser o no continua, pues π
no es inyectiva. Este caso lo excluiremos con la siguiente definición.

Definición 1.7. Sea f un endomorfismo de S1. F : R → R es un
levantamiento de f si se cumplen
i) π ◦ F = f ◦ π
ii) F es continua

La primera propiedad simplemente dice que el siguiente diagrama
conmunta

I R I R 

f 

F 

π π 

S1 S1 

Figura 3. π ◦ F = f ◦ π

Veamos un ejemplo de un levantamiento. Tomemos z ∈ C, entonces
podemos ver a z como e2πix con x ∈ R. Un levantamiento de una
rotación de ángulo 2πα seŕıa Rα(x) = x+α, pues rα(e2πix) = e2πi(x+α).
Pero éste no es el único, de hecho cualquier función R∗α(x) = x+α+m,
con m ∈ Z es también un levantamiento de rα. La gráfica de Rα es una
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4. LEVANTAMIENTOS 13

recta paralela a la identidad desplazada α, o α más un entero, vertical-
mente.

Teorema 1.2. Sea f : S1 → S1 una función continua. Entonces
existe F : R→ R un levantamiento de f .

De hecho, para un endomorfismo dado f : S1 → S1, hay una in-
finidad de levantamientos y todos difieren por un entero.

Propiedad 1.1. Sea f un endomorfismo del ćırculo y F : R → R
un levantamiento de f . Entonces F ∗ es un levantamiento de f si y sólo
si F ∗(x) = F (x) +m para algún entero m.

Otro ejemplo de un levantamiento es el siguiente. Consideremos la
función en el ćırculo f(z) = z2, si z = e2πix, f(z) = e2πi(x+x). Podemos
ver a f como una función que duplica el ángulo en el ćırculo. Entonces
un levantamiento de f es F (x) = 2x, una recta de pendiente 2.
Aunque el levantamiento de f resulta ser creciente y f preserva la ori-
entación, f no es un homeomorfismo.
Observemos también que todo levantamiento F de f debe cumplir
que F (0, 1) tiene longitud 2, pues si x ∈ [0, 1), f ◦ π(x) cubre dos
veces al ćırculo: Entonces para que F sea continua necesitamos que
F (1)−F (0) = 2 pues además f(e2πi) = e2π0i. Mientras que en el primer
ejemplo para que Rα sea continua necesitamos que Rα(1)−Rα(0) = 1,
pues rα(e2πi) = rα(e0i), es decir, π(0) = π(1) y si x ∈ [0, 1), r ◦ π(x)
cubre una vez al ćırculo.

Se puede ver que en general, como un levantamiento F de f es una
función continua, existe un entero kf tal que F (1)− F (0) = kf , y éste
entero no depende del levantamiento de f . En el ćırculo, esto se traduce
en que f ◦ π(x) recorre al ćırculo kf veces, para x ∈ [0, 1].1

Definición 1.8. Sea f : S1 → S1 continua y F un levantamiento
de f . El grado de f se define como la diferencia F (1)− F (0).

Observemos que si escogemos otro levantamiento de f , digamos F∗,
F (1)− F (0) = F ∗ (1)− F ∗ (0), es decir que el grado no depende del
levantamiento. Notemos que la discusión que hicimos arriba, se aplica
para cualquier intervalo de la forma [x, x+ 1], por lo que se cumple

Propiedad 1.2. Si F es un levantamiento de un endomorfismo de
grado kf , entonces, para todo x ∈ R, F (x+ 1) = F (x) + kf .

1Más precisamente: f ◦ π|[0,1] es homotópica a una curva que cubre al ćırculo
kf veces.
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14 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

En este trabajo sólo analizaremos los endomorfismos de grado 1, es
decir, sobre los que cumplen que F (x + 1) = F (x) + 1. Si además f
es un homeomorfismo que preserva la orientación, F es creciente. De
hecho cumple:

Propiedad 1.3. f : S1 → S1 es un homeomorfismo que preserva la
orientación si y sólo si F es creciente, continua y F (x+ 1) = F (x) + 1
para cualquier levantamiento F de f .

Veamos cómo es un levantamiento de fn, pues para estudiar la
dinámica de f , nos interesa ver cómo son sus iteraciones. Sabemos que
el diagrama de la figura 3 conmuta, por lo que el siguiente diagrama
también conmuta

I R I R 

f 

F 

π π 

S1 S1 

R 

f 

F 

π 

S1 

I I R I R 

f 

F 

π π 

S1 S1 

….. 

….. 

Figura 4. π ◦ F n = fn ◦ π

De este esquema tenemos que si F es un levantamiento de f , en-
tonces π ◦ F n = fn ◦ π y además si F es continua también lo es F n.

Proposición 1.1. Si f : S1 → S1 es un endomorfismo y F es un
levantamiento de f , entonces F n es un levantamiento de fn.

Es importante hacer notar que f y F , un levantamiento de f , están
definidos en espacios distintos, por lo que esperamos que tengan dinámi-
cas muy distintas, de hecho, si α es racional todos los puntos de S1

bajo rα son periódicos con el mismo periodo, pero ningún punto de R
es periódico bajo Rα (a menos que α = 0). Sin embargo, estudiar el
comportamiento de F es útil con respecto a estudiar la dinámica de f
por lo que se enuncia la siguiente proposición.

Proposición 1.2. Sean p ∈ S1 tal que π(x) = p y F : R→ R, un
levantamiento de f , un endomorfismo del ćırculo.

i) p ∈ S1 es punto fijo de f si y sólo si existe m ∈ Z tal que
F (x) = x+m.
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5. EL NÚMERO DE ROTACIÓN Y LA DINÁMICA DE UN HOMEOMORFISMO15

ii) p es punto periódico de f de periodo n si y sólo si existe m ∈ Z
tal que F n(x) = x+m y F i(x) /∈ Z si i < n.

5. El número de rotación y la dinámica de un
homeomorfismo

Veamos ahora cómo es la dinámica de un homeomorfismo del ćırcu-
lo que preserva la orientación y que no sea una rotación.

Si un homeomorfismo f : S1 → S1 tiene puntos fijos, entonces F ,
algún levantamiento de f , interseca a una recta de pendiente uno y
ordenada al origen entera en los puntos cuyas respectivas coordenadas
son los puntos fijos de f . Siempre podemos escoger un levantamiento
de f adecuado para que esta recta sea la identidad. Supongamos que
f tiene exactamente n puntos fijos z1, z2, ..., zn, entonces F interseca a
la identidad en los puntos {x1, x2, ..., xn} en el intervalo [0, 1], donde
zj = e2πixj y x1 < x2 <...< xn.

Como F es creciente y continua, tenemos que F [xi, xi+1] = [xi, xi+1],
además F no tiene puntos fijos en ningún intervalo de la forma (xi, xi+1),
por lo que F (x) > x para toda x ∈ (xi, xi+1) o F (x) < x para to-
da x ∈ (xi, xi+1). Tomemos x0 (que llamaremos condición inicial) en
(xi, xi+1), supongamos que F (x) > x ∀x ∈ (xi, xi+1) y vamos a ver
cómo es su órbita. Para esto veamos la gráfica de F .

x 

F(x) 

y = x 

xi+1 xi x0 

Figura 5. Método de la escalera

Podemos trazar una escalera entre la gráfica de F y la de la iden-
tidad, como en la figura. Es claro que {F n(x0)}n∈N es una sucesión
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16 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

creciente que tiende a xi+1. Análogamente, si F (x) < x en (xi, xi+1)
entonces {F n(x0)}n∈N es una sucesión decreciente que tiende a xi.

Lo anterior demuestra que si f es un homeomorfismo de S1 en S1

con n puntos fijos, entonces f tiene dos tipos de órbitas, las que con-
stan de un solo punto (un punto fijo) y las que constan de sucesiones
monótonas contenidas en los intervalos con puntos fijos como extremos
y que tienden a éstos últimos. Es decir que el hecho de que f tenga n
puntos fijos, determina el comportamiento de las demás órbitas.

Supongamos que F es derivable, al menos en una vecindad de xi, con
i = 1, 2, ..., n. Si F ′(xi) > 1, F ′(xi+1) < 1 y F ′(xi+2) > 1 donde xi, xi+1

y xi+2 son puntos fijos de F , entonces por la continuidad de F , F (x) > x
para toda x ∈ (xi, xi+1) y F (x) < x para toda x ∈ (xi+1, xi+2). Si
tomamos x0 en (xi, xi+1) entonces los puntos de la órbita se alejan de xi
y se acercan a xi+1, es decir que ĺımn→∞ F

n(x0) = xi+1. Análogamente,
para x0 ∈ (xi+1, xi+2), ĺımn→∞ F

n(x0) = xi+1. De ah́ı que xi y xi+2 son
puntos fijos repulsores y xi+1 es un punto fijo atractor. (Ver la siguiente
figura).

x 

F(x) 

y = x 

y = F’(xi+2)x+Cte. 

xi+2 xi x0 F(x0) xi+1 

F(xi+2) 

F(xi+1) 

F2(x0) 

F(x0) 

x0 

Y = F’(xi)+Cte. 

F(xi) 

y = F’(xi+1)x+Cte. 

Figura 6. Puntos fijos de F atractores y repulsores

Por lo tanto un criterio para determinar cuándo un punto fijo es
atractor o repulsor es el siguiente. Sea F un levantamiento de f : S1 →
S1 un homeomorfismo, tal que F es diferenciable en una vecindad de
x, un punto fijo de F . Entonces x es atractor si F ′(x) < 1 y es repulsor
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5. EL NÚMERO DE ROTACIÓN Y LA DINÁMICA DE UN HOMEOMORFISMO17

si F ′(x) > 1.

Veamos un ejemplo concreto. Sea F : R→ R,

F (x) = x+ εsen(4πx)

donde ε ∈ (0, 1
4π

). F es un levantamiento de un homeomorfismo que
preserva la orientación, pues es continua y monótona creciente. f tiene
4 puntos fijos en [0, 1] de la forma k

4
, con k ∈ {1, 2, 3, 4}, x1 = 1

4
, x2 =

1
2
, x3 = 3

4
, x4 = 1. Nos preguntamos cómo es la órbita de los puntos

xk = k
4
. F (k

4
) = k

4
, con k ∈ Z, por lo que el conjunto de puntos fijos de

f es Fij(f) = {e 2
4
πik|k ∈ {1, 2, 3, 4}}. Además, si k es par, se tiene que

F ′(k
4
) > 1, es decir que x2 = 1

2
y x4 = 1 son puntos fijos repulsores. Y

si k es impar, si F ′(k
4
) < 1, es decir que x1 = 1

4
y x3 = 3

4
son puntos

fijos atractores.

x 

F(x) 

y = x 

3/4 1/4 1/2 

1/2 

1 

1 

y = x+εsen(4πx) 

Figura 7. F (x) = x+ εsen(4πx)

Daremos ahora un ejemplo de un levantamiento de un homeomor-
fismo f 1

2
: S1 → S1 con puntos periódicos, que es muy parecido al

del ejemplo anterior, excepto que esta función está desplazada vertical-
mente por 1

2
, y por lo tanto no interseca nunca a la identidad (o a la

identidad más un entero). Esto significa que f 1
2

no tiene puntos fijos.
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18 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

Sea F 1
2

: R→ R dada por

F 1
2
(x) = x+

1

2
+ εsen(4πx)

con ε ∈ (0, 1
4π

). La gráfica de esta función está representada en la
siguiente figura.

x

F1/2(x) 

3/4 1/4 1/2 

y = x+1/2+εsen(4πx) 

-1/2 

1 ….. 

1/2 

1 

3/2 

-1 -3/4 

-1/2 -1/4 

( ) ) ) ) ) ) ) ) ( ( ( ( ( ( ( 
I-2 J-2 

I-1 I0 I1 J-1 J0 J1 

Figura 8. F 1
2
(x) = x+ 1

2
+ εsen(4πx)

La órbita bajo F 1
2

de 1
4

es O(1
4
, F 1

2
) = {1

4
, 3

4
, 5

4
, 7

4
, ...}= {1

4
, 1

2
+ 1

4
, 1

2
+

3
4
, 1 + 1

2
+ 1

4
, ...}. En el ćırculo esto se traduce en que la órbita de

π(1
4
) = {π(1

4
), π(3

4
)}. Y la órbita de π(1

2
) es {π(1

2
), π(1)}. Con esto

hemos encontrado dos órbitas de periodo dos de f 1
2
.

Para entender mejor la dinámica de esta función veremos cómo
es F 2

1
2

. Tenemos que F 2
1
2

(k
4
) = k

4
+ 1. Para n ∈ Z, llamaremos In a
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5. EL NÚMERO DE ROTACIÓN Y LA DINÁMICA DE UN HOMEOMORFISMO19

cada intervalo de la forma (2n
4
, 2n+1

4
) y Jn a los intervalos de la forma

(2n+1
4
, 2n+2

4
). Sean I =

⋃
n∈Z In y J =

⋃
n∈Z Jn. Notemos que F 1

2
(Ik) =

Ik+1 y F 2
1
2

(Ik) = Ik+1 para cada k ∈ Z y lo mismo para cada Jk.Tenemos

que F 1
2
(I) = I y F 1

2
(x) > x + 1

2
para toda x ∈ I, entonces F 2

1
2

(x) >

F 1
2
(x) + 1

2
> x + 1. Análogamente F 2

1
2

(J) = J y F 2
1
2

(x) < x + 1 para

toda x ∈ J . (Ver la siguiente figura de la gráfica de F 2
1
2

).

x

F2
1/2(x) 

3/4 1/4 1/2 

y = x+1 

1 

1 

2 

-1 -3/4 -1/2 -1/4 

y = x 

X0 

Figura 9. F (x) = x+ 1
2

+ εsen(4πx)

La función G(x) = F 2
1
2

(x) − 1 también es un levantamiento de f 2
1
2

,

y los puntos fijos 1
4
, 1

2
, 3

4
, 1 de G corresponden a puntos de periodo dos

de f 1
2
.
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20 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

Usando los mismos argumentos de la página 8, podemos observar
el comportamiento de las órbitas de f 2

1
2

: son sucesiones monótonas que

tienden a π(1
4
) o a π(3

4
).

Como f 1
2
◦ π((0, 1

4
)) = π((1

2
, 3

4
)) y f 1

2
◦ π((1

2
, 3

4
)) = π((0, 1

4
)), las

órbitas de f 1
2

con condiciones iniciales en π((0, 1
4
)), oscilan en los in-

tervalos π((0, 1
4
)) y π((1

2
, 3

4
)) y su ω − limite es {π(1

4
), π(3

4
)}, o sea la,

órbita de periodo dos de π(1
4
). Análogamente se ve que las órbitas con

condiciones iniciales en π((1
4
, 1

2
)) oscilan en los intervalos π((1

4
, 1

2
)) y

π((3
4
, 1)) y también su ω − limite es {π(1

4
), π(3

4
)}.

Figura 10. Órbitas de (0, 1
4
) y de (1

4
, 3

4
) bajo f ◦ π

En la figura se ve en color rosa la órbita de π(0, 1
4
) bajo f y en col-

or azul, la órbita de π(1
4
, 3

4
) bajo f . Resumiendo, f 1

2
tiene dos órbitas

periódicas de periodo dos, una de ellas es el ω − limite de todas las
órbitas con excepción de la otra órbita periódica. Esto ocurre en gen-
eral, como se enuncia en el siguiente

Teorema 1.3. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientación
con una órbita periódica de periodo n, entonces

i) todas sus órbitas son periódicas de periodo n.
ii) El ω-lim de cualquier órbita es una órbita peŕıodica.2

2Una demostración del inciso (i) se puede ver en [Ka], pag. 127. El inciso (ii)
se puede demostrar a partir de algunos resultados siguientes.
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5. EL NÚMERO DE ROTACIÓN Y LA DINÁMICA DE UN HOMEOMORFISMO21

Este teorema garantiza que el hecho de que exista una órbita peŕıod-
ica obliga a que las otras órbitas, al menos asintóticamente, sean recor-
ridas de una forma semejante a la que la órbita peŕıodica lo es.

De hecho, queremos mostrar que una órbita peŕıodica se relaciona
de alguna manera con una rotación. Por ejemplo, f 1

2
estaŕıa relacionado

con la rotación r 1
2
.

Con el ejemplo que se ilustra a continuación, se nota que f 2
5

: S1 →
S1 está relacionada de alguna manera con la rotación de ángulo 2

5
2π.

Sea F 2
5

: R → R tal que F 2
5
(x) = x + 2

5
+ εsen(10πx). Por las

mismas razones que en el caso del ejemplo anterior, F 2
5

es un levan-

tamiento de f 2
5
. Sus puntos periódicos son zi = π(xi), donde xi = i

5

con i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} y son de periodo 5.

Las órbitas de r 2
5

y de f 2
5

con condiciones iniciales π( i
5
), coinciden

en el ćırculo y se veŕıan aśı:

Figura 11. Órbita de z bajo f 2
5

y bajo r 2
5

Ahora construiremos un ejemplo de una función G con una dinámi-
ca esencialmente igual a la de f 2

5
, pero deformando la gráfica de F 2

5
de

tal manera que su órbita en el ćırculo, con condiciones iniciales π( i
5
),

no coincida con la de F 2
5
.

Sea H(x) = x− 1
2π
sen2(x). H ′(x) > 0 y H(x)−x tiene periodo 1 por

lo tanto H es un levantamiento de un homeomorfismo del ćırculo que
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22 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

preserva la orientación. Entonces G = H−1 ◦F 2
5
◦H es el levantamiento

de un homeomorfismo g del ćırculo que preserva la orientación, cuya
órbita en el ćırculo se ve como sigue:

Figura 12. Órbita de z bajo g

Proposición 1.3. Sea z1 un punto periódico de f . Existe un único
racional p

q
y una función continua e invertible h : O(z1, f)→ O(z2, r p

q
)

que conserva la orientación tal que h ◦ f = r p
q
◦ h

En el caso de f 2
5
, h|O(zi) es la identidad, y en el caso de g, h es el

homeomorfismo del ćırculo tal que H es su levantamiento y en ambos
casos, p

q
= 2

5
. En el caso de f 1

2
, h también es la identidad y p

q
= 1

2
. De

manera intuitiva podemos decir que a los homeomorfismos f 1
2
, f 1

5
y g,

podemos asociarles un número que determina con qué rotación están
relacionados. A este número lo llamaremos número de rotación.

Para determinar dicho número nos fijaremos en los ángulos entre
cada iteración en la órbita de algún p ∈ S1 y en su promedio. Si lla-
mamos αi al ángulo entre f i−1(p) y f i(p) con respecto al centro del
ćırculo, entonces el promedio de estos ángulos es ĺımn→∞

∑n
i=1

αi

n
.

Ahora, si consideramos un levantamiento F de f adecuado, y x una
coordenada de p, entonces el ángulo entre f i−1(p) y f i(p) es 2π(F i(x)−
F i−1(x)), por lo que el promedio de los ángulos de rotación de las
primeras n iteraciones es

2π
n∑
i=1

F i(x)− F i−1(x)

n
=

2π

n
(F n(x)− x)
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5. EL NÚMERO DE ROTACIÓN Y LA DINÁMICA DE UN HOMEOMORFISMO23

entonces el promedio de todos los ángulos de rotación es

2πlimn→∞
F n(x)− x

n
= 2π ĺım

n→∞

F n(x)

n
En el caso de que f tenga una órbita peŕıodica, intuitivamente es claro
que este promedio está definido y no depende de una órbita particular.
Pero esto ocurre en general.

Proposición 1.4. Sea f un homeomorfismo que conserva la ori-
entación y F un levantamiento de f , entonces para cualquier x ∈ R
existe limn→∞ = Fn(x)

n
y éste no depende de x.

Definición 1.9. Sea F un levantamiento de f un homeomorfismo
que conserva la orientación y x ∈ R. El número de rotación de F ,
denotado por ρ(F ) es

ρ(F ) = ĺım
n→∞

F n(x)

n

Proposición 1.5. Si F1 y F2 son levantamientos de f , un home-
omorfismo del ćırculo, entonces ρ(F1) = ρ(F2) + k para alguna k ∈ Z.

Definición 1.10. Sea f : S1 → S1 un homeomorfismo. El número
de rotación de f es el elemento de R/Z definido por ρ(f) = ρ(F )(mod1),
donde F es un levantamiento de f .

Teorema 1.4. Sea f un homeomorfismo que conserva la orientación,
entonces ρ(f) es racional si y sólo si f tiene alguna órbita peŕıodica.

Este teorema implica que si f es un homeomorfismo tal que ρ(f) = 0
entonces f tiene al menos un punto fijo.

Antes mencionamos que los homeomorfismos del ćırculo con número
de rotación racional, tienen una dinámica similar a la de una rotación
con ángulo un múltiplo racional de 2π. Esto se explica mejor con la
siguiente:

Definición 1.11. Sea h : S1 → S1 un homeomorfismo que conserva
la orientación. f ∼ g si y sólo si f = h ◦ g ◦ h−1. En este caso, decimos
que f y g son conjugadas y h es una conjugación entre f y g. Además
∼ es una relación de equivalencia.

Proposición 1.6. Si f, g : S1 → S1 son homeomorfismos que
preservan la orientación tales que f ∼ g, entonces ρ(f) = ρ(g).

Si α /∈ Q entonces la rotación Rα tiene número de rotación irra-
cional y no tiene ninguna órbita peŕıodica. De manera intuitiva pode-
mos pensar que un homeomorfismo del ćırculo sin órbirtas periódicas
tiene número de rotación irracional, pero ¿cómo son sus órbitas?
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24 1. DINÁMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CÍRCULO

Proposición 1.7. Consideremos rα con α /∈ Q y f un homeomor-
fismo del ćırculo que conserva la orientación. Si f = h ◦ rα ◦ h−1 (es
decir, si f ∼ rα), entonces todas las órbitas de f son densas.

El siguiente teorema resume los resultados más importantes de este
caṕıtulo, es decir, la relación del número de rotación con la dinámica
de un homeomorfismo del ćırculo que preserva la orientación. También
enuncia un resultado (en el inciso c) que, aunque no se discutió en este
caṕıtulo, es importante mencionarlo.

Teorema 1.5. Sea f un homeomorfismo del ćırculo que preserva
la orientación y p, q enteros tales que (p, q) = 1 y z1, z2 ∈ S1.

a) ρ(f) ∈ Q si y sólo si f tiene órbitas periódicas.
b) Además si ρ(f) = p

q
entonces se cumplen las siguientes tres

propiedades:
i) Todas las órbitas periódicas tienen periodo q.

ii) Para cada órbita periódica de f , existe h : O(z1, f) →
O(z2, r p

q
) que conserva la orientación tal que h◦ f = r p

q
◦h.

iii) El ω−limite de cualquier órbita periódica de f es una órbita
periódica de f .

c) Si ρ(f) = α /∈ Q se cumple alguno de los dos siguientes casos:
i) Cada órbita de f es densa en el ćırculo, de hecho f es con-

jugada a rα.
ii) Existe Ω ⊂ S1 perfecto y denso en ningún lado que es el

ω − limite de cualquier órbita de f . 3

Observación: Un conjunto perfecto y denso en ningún lado es un
conjunto de Cantor, es decir, es un conjunto homeomorfo al conjunto
de Cantor.

3Una demostración de varios incisos de este teorema se encuentra en [Ka],
97-128. También se encuentran varios ejemplos en [De].
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Caṕıtulo 2

Un ejemplo particular de endomorfismo

En el caṕıtulo anterior describimos rápidamente la dinámica de los
homeomorfismos de S1. Vimos que esta dinámica queda determinada
por el número de rotación en el siguiente sentido:

i) ρ(f) = p
q

para alguna p ∈ Z, con (p, q) = 1 si y sólo si f tiene

una órbita peŕıodica de periodo q.
ii) Si ρ(f) = p

q
, entonces el ω − lim(z) de cualquier z ∈ S1 es una

órbita peŕıodica de periodo q.
iii) Si ρ(f) ∈ R−Q, entonces el ω − lim(z) es todo el ćırculo o un

conjunto de Cantor.

En la siguiente sección analizaremos un endomorfismo y veremos
que la relación entre su dinámica y la generalización del concepto de
número de rotación no es tan determinante como en el caso de home-
omorfismos.

1. El ejemplo

Consideremos la siguiente función: F ∗ : [0, 1]→ R, donde

F ∗(x) =

{
3x, si x ∈ [0, 2

3
];

−3x+ 4, si x ∈ [2
3
, 1]

Sea F : R→ R, con F (x) = F ∗(x (mod1))+[x] una extensión con-
tinua de F ∗(x), donde [x] es el mayor entero menor o igual a x. Como
F (x+1) = F (x)+1, F es un levantamiento de una función f : S1 → S1.

Podemos pensar en el ćırculo como S1 = R/Z. Consideremos la
recta real R y definamos la relación de equivalencia ∼, donde x ∼ y
si x− y ∈ Z, es decir, definimos puntos equivalentes si difieren por un
entero (x = y(mod1)). Definimos la clase de equivalencia de x ∈ R por
[x] := {y ∈ R|y ∼ x} y X = R/Z := {[x]‖x ∈ R} el conjunto de todas
las clases de equivalencia es un espacio métrico. De esta manera, como
conjunto de números, podemos identificar R/Z con [0, 1).

25
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26 2. UN EJEMPLO PARTICULAR DE ENDOMORFISMO

x

F(x) 

4/3 2/3 1

1 

2 

-2/3 

-1/3 1/3 

Figura 1. F (x) = F ∗(x (mod1)) + [x]

Es más fácil analizar F n(x) describiendo los reales en [0, 1] en base
tres, es decir

(2.1) x =
∞∑
n=1

an
3n

donde ai ∈ {0, 1, 2}. Denotaremos por x = 0.a1a2a3a4... a esta
expansión, con i ∈ N. Además denotaremos por

0.a1a2...akak+1...ak+p = 0.a1a2...ak...ak+pak...ak+p...

En lo sucesivo siempre que nos referimos a x, vamos a considerar su
expresión en base tres. Aqúı es necesario observar que un punto puede
tener dos representaciones en base tres distintas, pero los únicos son de
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1. EL EJEMPLO 27

la forma

0.a1...ak−11 = 0.a1...ak−102.

Por ejemplo, x = 0.02 = 0.1.

Sea x ∈ [0, 2
3
]. Aplicando F a esta condición inicial obtenemos

F (x) = a1 + 0.a2a3.... Si además F (x)(mod1) ∈ [0, 2
3
], F 2(x) = a1 +

a2 + 0.a3a4..., etc. Como podemos ver, si an 6= 2 para toda n ∈ N, la
expresión de F n(x) es muy sencilla, pues si x tiene una expresión en
base tres, donde todos sus d́ıgitos son distintos de dos, la aplicación de
F a x es equivalente a recorrer el punto a la derecha; aśı tenemos dos
expresiones sencillas de la parte entera de F n(x), que denotaremos por
[F n(x)]; y de la parte ”menor a uno”de F n(x), que denotaremos por
xn:

(2.2) [F n(x)] =
n∑
i=1

ai y xn = 0.an+1an+2...

Consideremos ahora un conjunto K ⊂ R/Z cuyos puntos tienen
órbitas que no intersecan (2

3
, 1).

Por la discusión anterior tenemos que x ∈ K si y sólo si x se puede
expresar en un sistema terciario de la siguiente forma

x = 0.a1a2a3... con ai ∈ {0, 1}

A continuación estudiaremos las propiedades dinámicas de f re-
stringiéndonos al conjunto K.

Observación: Los elementos de R/Z son clases de equivalencia y
siempre podemos tomar un representante de cada clase en el intervalo
[0, 1). Ya vimos que S1 es isomorfo a R/Z, entonces para ahorrar no-
tación usamos f(x) con x como un representante en [0, 1) del elemento
correspondiente de R/Z, y F (x) con x ∈ [0, 1) como subconjunto de R.

Proposición 2.1. K es un conjunto de Cantor invariante bajo f ,
es decir que f(K) ⊂ K.

Demostración: Sea x ∈ K, con x = 0.a1a2... entonces f(x) =
0.a2a3... ∈ K pues ai ∈ {0, 1} para toda i ∈ N por lo tanto K es
invariante bajo f . Notemos que lo anterior implica que fk(x) ∈ K para
toda k ∈ N y por lo tanto K es invariante bajo fk. �
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Ahora veremos que K es un conjunto de Cantor. Para esto recor-
daremos la construcción del conjunto ternario de Cantor C, consideran-
do que existe una representación de x en base 3 como en la expresión
(1.1). Para cada k ∈ N, consideremos el siguiente conjunto:

Ck := {x ∈ [0, 1] |x = 0.a1a2..., ai ∈ {0, 2} ∀i ∈ {1, 2, ..., k}}
En el caso de que x tenga dos expansiones terciarias basta que una

de éstas cumpla que ai ∈ {0, 2}. Por ejemplo 1
3

está en C1, pues 1
3

= 0.2.

En la figura se ilustran los conjuntos C1 y C2

C1 

C2 

0 0.1 0.2 1 

1/3 0 1 2/3 

0.1 0 0.01 0.02 0.2 0.21 0.22 1 

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1 

Figura 2. Conjuntos C1 y C2

Por definición, el conjunto ternario de Cantor en [0, 1], C es:

C = ∩∞k=1Ck = {x ∈ [0, 1] |x = 0.a1a2..., ai ∈ {0, 2} ∀i ∈ N}
Nótese que C es el conjunto de puntos que pueden representarse de la
forma x = 0.a1a2... con ai ∈ {0, 2} ∀i ∈ N.

Ahora consideremos el conjunto que resulta de la contracción del
conjunto ternario de Cantor al [0, 1

2
], o sea, el conjunto formado por

puntos de la forma 1
2
c, donde c ∈ C. Estos puntos tienen la siguiente

expresión: 0.b1b2..., con bi ∈ {0, 1} ∀i ∈ N, pues si c tiene como ex-
pansión terciaria al 0.a1a2a3..., entonces la expansión terciaria de 1

2
c es

0.b1b2b3.... Por lo tanto el conjunto K es homeomorfo al conjunto C, es
decir, K es un conjunto de Cantor.

2. Caracterización de órbitas periódicas

Ahora caracterizaremos los puntos periódicos bajo f . Decimos que
x es un punto periódico de periodo q si xq = x, siendo q el menor
natural que lo cumple. Utilizando la expresión (1.1) tenemos que esto
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equivale a que 0.aq+1aq+2... = 0.a1a2..., es decir, aq+j = aj para toda
j ∈ N. De hecho akq+j = aj para toda k y j ∈ N. Es decir que

0.a1a2...aq = 0.a1a2...aqa1a2...aq...

Con esto hemos dado la siguiente caracterización de los puntos periódi-
cos.

Proposición 2.2. x ∈ K es de periodo q si y sólo si x = 0.a1a2...aq,
donde q es el menor natural que cumple esto.

Nótese que en este caso hay órbitas de distintos periodos, por ejem-
plo x1 = 0.01 y x2 = 0.001 tienen periodo 2 y 3 respectivamente. De
hecho es claro que

Proposición 2.3. f tiene órbitas de todos los periodos.

Observación: Este comportamiento no se da en homeomorfismos
pues en éstos sólo coexisten órbitas de un solo periodo.

Ahora estudiaremos el número de rotación de f . Sea F un levan-
tamiento de f . Definiremos provisionalmente el número de rotación de
x por

ρ(x) = ĺım
n→∞

F n(x)

n
si este ĺımite existe

Proposición 2.4. Si x ∈ K, ρ(x) = ĺımn→∞
1
n

∑n
i=1 ai

Demostración: Por la expresión (1.1) tenemos que

F n(x)

n
=
xn +

∑n
i=1 ai

n
.

Como xn ∈ [0, 1), ĺımn→∞
xn

n
= 0, de donde se sigue el enunciado. �

Proposición 2.5. Si x ∈ K es de periodo q entonces ρ(x) =
1
q

∑q
i=1 ai.

Demostración: Para cada n ∈ N sean kn ∈ N y mn ∈ {0, ..., q − 1}
tales que n = knq +mn. Entonces

n∑
i=1

ai =

knq∑
i=1

ai +

knq+mn∑
i=knq+1

ai

como x es q-periódico, entonces ai = aq+i por lo que
n∑
i=1

ai = kn

q∑
i=1

ai +
mn∑
i=1

ai

Neevia docConverter 5.1



30 2. UN EJEMPLO PARTICULAR DE ENDOMORFISMO

pero
mn∑
i=1

ai ≤
q∑
i=1

ai

de donde

kn

q∑
i=1

ai ≤
n∑
i=1

ai < (kn + 1)

q∑
i=1

ai.

Aśı tenemos que

ρ(x) = ĺım
n→∞

∑n
i=1 ai

knq +mn

=
1

q

q∑
i=1

ai

porque kn

knq+mn
tiende a 1

q
cuando n tiende a infinito, pues kn → ∞ si

n→∞ y lo mismo pasa para kn+1
knq+mn

. �

Notemos que la proposición (1.5) en particular muestra que si x es
periódico, su número de rotación es racional (lo cual ocurre en cualquier
homeomorfismo). Pero más que eso, cualquier número racional en [0, 1]
es un número de rotación de f (lo cual no ocurre para homeomorfis-
mos).

Proposición 2.6. Para toda r ∈ Q ∩ [0, 1] existe x ∈ K tal que x
es periódica y ρ(x) = r.

Demostración: Sea r = p
q

con p ≤ q y sea x = 0.111...10...000, con

p unos y q − p ceros. Entonces x tiene periodo q y ρ(x) = p
q
. �

Analicemos con más detalle la proposición (1.5.) En los homeomor-
fismos hay una órbita de periodo q si y sólo si el número de rotación del
homeomorfismo es p

q
con (p, q) = 1. Sin embargo

∑q
i=1 ai y q no nece-

sariamente son primos relativos. Por lo que si x es periódico y ρ(x) = r
s

con (r, s) = 1 no necesariamente s es el periodo de x.

Veamos cuáles son las órbitas de periodo 3. Sea x = 0.001, por la
caracterización que dimos de los puntos periódicos, x es de periodo 3
y su órbita está formada por f(x) = 0.010, f 2(x) = 0.100 y f 3(x) = x,
y por la proposición (1.5), ρ(x) = 1

3

∑3
i=1 ai = 1

3
. Ahora consideremos

x = 0.011, O(x) = {0.110, 0.110, 0.101}. Evidentemente esta órbita
también es de periodo 3 y ρ(x) = 2

3
. Notemos que las órbitas de estos

dos puntos contienen a todos los puntos formados por tres cifras de
ceros y unos, que no sean sólo ceros o sólo unos, por lo que son los
únicos dos puntos de periodo en K. En este caso el número de rotación
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es ρ(x) = r
s

con s el periodo de x.

Las órbitas de periodo 4 son las de los puntos x = 0.1000, x =
0.1100 y x = 0.1110. Las órbitas de cada uno de estos puntos contienen
a todos los puntos posibles formados por cuatro cifras de ceros y unos,
que no sean sólo ceros o sólo unos, por lo que éstos son los únicos puntos
en K con periodo 4. El primer punto tiene número de rotación 1

4
, el

segundo 2
4

= 1
2

y el último 3
4
. El segundo caso es un ejemplo de lo que

mencionamos antes, tenemos un punto con número de rotación 1
2

pero
su periodo es 4 6= 2. En general tenemos la siguiente

Proposición 2.7. Si x ∈ K es periódico y ρ(x) = r
s

con (r, s) = 1
entonces el periodo de x es múltiplo de s.

Demostración: Sea x ∈ K q- periódico. Por la proposición (1.5)
tenemos que ρ(x) = 1

q

∑q
i=1 ai = r

s
. Como (r, s) = 1 lo anterior pasa si

y sólo si existe α ∈ N tal que αr =
∑q

i=1 ai y αs = q. Por lo tanto el
periodo de x es múltiplo de s. �

A continuación daremos la construcción de un ejemplo de una órbi-
ta de periodo 2k y número de rotación 1

2
.

Sea x = 0.a1a2a3...a2k con k ∈ N y

ai =

{
0 si i ∈ {1, ..., k};
1 si i ∈ {k + 1, k + 2, ..., 2k}

Claramente, el periodo de x es 2k y su número de rotación es

ρ(x) =
1

2k

2k∑
i=1

ai =
1

2k
k =

1

2
,

pues
2k∑
i=1

ai =
2k∑

i=k+1

1 = k.

Observemos que si q es el periodo de x, q es múltiplo de
∑q

i=1 ai, es
decir

q = α

q∑
i=1

ai,

en este caso con α = 2. �
Nótese que los puntos que cumplen con estas condiciones son una in-
finidad.
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Esta construcción puede hacerse en general para obtener puntos
con número de rotación 1

α
, con α ∈ N y periodo q múltiplo de α y de

hecho, para cada α ∈ N hay una infinidad de éstos. De ah́ı que podamos
enunciar la siguiente proposición.

Proposición 2.8. Para cada α ∈ N y q múltiplo de α existe x ∈ K
tal que x tiene periodo q y ρ(x) = 1

α
.

Demostración: Sea x = 0.a1a2...aαk, con k ∈ N y

ai =

{
0 si i ∈ {1, ..., (α− 1)k};
1 si i ∈ {(α− 1)k + 1, (α− 1)k + 2, ..., αk}

Claramente el periodo de x es αk y

ρ(x) =
1

αk

αk∑
i=i

ai =
1

αk
k =

1

α
.

Notemos que

q = α

q∑
i=1

ai,

entonces cualquier número que cumpla esta condición tendrá número
de rotación 1

α
. �

También hay una infinidad de éstos.

Proposición 2.9. Para cada racional r
s
< 1 con (r, s) = 1 y cada

múltiplo q de s, existe x q-periódico con ρ(x) = r
s
.

Demostración: Necesitamos construir x = 0.a1a2...aq en K que ten-
ga una expansión terciaria tal que

∑q
i=1 ai = kr y q = ks con k ∈ N y

(r, s) = 1. Si s > r

ai =

{
0 si i ∈ {1, ..., (s− r)k};
1 si i ∈ {(s− r)k + 1, (s− r)k + 2, ..., sk}

Entonces el periodo de x es ks y

ρ(x) =
1

ks

sk∑
i=1

ai =
kr

ks
=
r

s
.

�
Notemos que de éstos tambien hay una infinidad.
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3. ÓRBITAS NO PERIÓDICAS 33

3. Órbitas no periódicas

Para facilitar las demostraciones contenidas en esta sección, nos
conviene definir lo siguiente:

Pn(x) =
1

n

n∑
i=1

ai,

donde ai es la i-ésima cifra en la expansión en base tres de un punto
x ∈ K. Denotaremos por 0n a una cadena de n ceros y por 1n a una
cadena de n unos. De esta manera podemos escribir la expansión en
base tres de x como x =.0n11n20n3 ...

Lema 2.1. Sea x = 0.0n11n20n3 ... ∈ K. ρ(x) existe si y sólo si

ĺım
k→∞

Ps2k
= ĺım

k→∞
Ps2k+1

,

con sm =
∑m

i=1 ai.

Demostración: Sea x =.0n11n20n3 ... Sea sk =
∑k

i=1 ni. Si ρ(x) existe
entonces es inmediato, pues el ĺımite de cualquier subsucesión de {Pn}
es ρ(x), en particular (Ps2k

) y (Ps2k+1
). �

Ahora supongamos que ĺımk→∞ Ps2k
= ĺımk→∞ Ps2k+1

. (Ver figura).

S1 S4 S3 S5 S2 

Pn 

Figura 3. La sucesión Pn

Pn crece para n ∈ [s2k−1, s2k] ∩ N pues con cada iteración estamos
agregando un uno a la suma

∑n
i=1 ai, y decrece para n ∈ [s2k, s2k+1]∩N

pues seguimos iterando la función pero no estamos agregando nada a
la suma, por lo que Ps2k−1

≤ Pn ≤ Ps2k
para n ∈ [s2k−1, s2k] ∩ N y

Ps2k+1
≤ Pn ≤ Ps2k

para n ∈ [s2k, s2k+1] ∩ N. Por lo que si ĺımk→∞ Ps2k
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y ĺımk→∞ Ps2k+1
existen y son iguales, entonces ĺımn→∞ Pn existe y co-

incide con ellos.

Recordemos que en la sección anterior ya demostramos que {ρ(x)|x ∈
K} contiene al conjunto Q ∩ [0, 1]. Ahora veremos que también con-
tiene al conjunto (R − Q) ∩ [0, 1] en la primera de las dos siguientes
proposiciones.

Proposición 2.10. Para toda r ∈ [0, 1] existe x ∈ K con ρ(x) = r.

Demostración: Ya lo demostramos en el caso de que r ∈ Q. Tomem-
os r /∈ Q. Para cada k ∈ N sean nk ∈ N tal que

1

nk+1

<
r

k
<

1

nk
.

Afirmamos que esta sucesión {nk} existe, pues si consideramos el inter-
valo (0, 1), entonces la sucesión { 1

n
}n∈N divide a este intervalo en una

infinidad de subintervalos ( 1
n+1

, 1
n
), con n = 1, 2, 3,... ajenos entre śı.

Como r es irracional, r
k

es irracional, por lo que debe estar en algún

subintervalo 1
nk+1

< r
k
< 1

nk
, donde {nk}n∈N es una subsucesión de { 1

n
},

entonces ĺımk→∞ nk =∞, pues ĺımk→∞
r
k

= 0.

Tomando la desigualdad del lado izquierdo, se tiene que k
nk+1

< r,
por lo que

0 ≤ k

nk
− k

nk + 1
=

k

nk(nk + 1)
<

r

nk
.

De ah́ı que

ĺım
k→∞

(
k

nk
− k

nk + 1
) = 0,

y como
k

nk + 1
< r <

k

nk
,

se concluye que

ĺım
k→∞

k

nk
= r,

pues k
nk+1

< r < k
nk

. Ahora, sea x = .a1a2a3... donde

an =

{
0 si n 6= nk;

1 si n = nk

Usando el lema anterior y el hecho de que x tiene una expresión con su
expansión en base tres como cadenas de ceros y unos, obtenemos que
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ρ(x) = r. �

Notemos que esta propiedad implica que

(R−Q) ∩ [0, 1] ⊂ {ρ(x)|x ∈ K}.
Entonces, hasta ahora hemos demostrado que

[0, 1] ⊂ {ρ(x)|x ∈ K}.

Propiedad 2.1. Si x ∈ K y ρ(x) existe, entonces ρ(x) ∈ [0, 1].

Nótese que calcular ρ(x) es tomar promedios de ceros y unos en
cada iteración de f , por lo que no salimos nunca del intervalo [0, 1].
Por lo tanto ρ(x) ∈ [0, 1].

Hasta ahora hemos visto ejemplos en los que ĺımn→∞
Fn(x)
n

existe
para un punto particular en K. Sin embargo existen puntos en K para
los que este ĺımite no existe.

Propiedad 2.2. ρ(x) no siempre existe.

Demostración: Se construirá x ∈ K usando algunas propiedades de
la sucesión de Fibonacci: {fn} = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...}, donde f1 = 1,
f2 = 1, f3 = 2, etc. En general fn = fn−1 + fn−2. Esta sucesión cumple
que
i)

∑k
i=1 fi = fk+2 − 1 y que

ii) ĺımn→∞
fn

fn+1
= 2

1+
√

5
.

Demostraremos el inciso (i) por inducción sobre k. Para k = 1tenemos
que

1∑
i=1

fi = f1 = 1 = f3 − 1,

por lo tanto en este caso se cumple la afirmación. Suponemos cierto
para k y lo demostraremos para k + 1.

k+1∑
i=1

fi =
k∑
i=1

fi + fk+1,

por hipótesis de inducción, esto es igual a

fk+2 − 1 + fk+1 = fk+3 − 1 = f(k+1)+2 − 1.

Por lo que también se cumple en este caso. El inciso (ii) es un resultado
conocido y no daremos la demostración. Sea

x = 0.1f10f11f20f21f30f3 ...
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Para ver que ρ(x) no existe, daremos dos subsucesiones de {Pn(x)}n∈N
que convergen a números distintos, donde

Pn(x) =
1

n

n∑
i=1

ai.

Para cada k ≥ 2, sean

nk = 2
k−1∑
i=1

fi + fk y mk = 2
k∑
i=1

fi.

En la primera subsucesión de {Pn}, {Pnk
}, estamos haciendo los prome-

dios terminando siempre al final de una cadena de unos y en la segunda,
{Pmk

}, terminando en una cadena de ceros. Entonces

Pnk
=

∑k
i=1 fi

2
∑k−1

i=1 fi + fk
=

fk+2 − 1

2fk+1 − 2 + fk

por el inciso (i). Pero lo anterior es igual a

fk+2 − 1

fk+2 + fk+1 − 2
=
fk+2 − 1

fk+3 − 2
.

Por el inciso (ii),

ĺım
k→∞

fk+2 − 1

fk+3 − 2
=

2

1 +
√

5
.

Y por otra parte

Pmk
=

∑k
i=1 fi

2
∑k

i=1 fi
=

1

2
.

Por lo tanto tenemos dos subsucesiones de Pn = Fn(x)
n

que tienden a
números distintos. Por lo tanto ĺımn→∞ Pn no existe.

Hasta aqúı podemos decir que {ρ(x)|x ∈ K} = [0, 1]. Ahora pasare-
mos a analizar el ω − lmite de algunos puntos junto con sus números
de rotación.

A continuación veremos dos ejemplos de órbitas de f no periódicas
con número de rotación en Q: para el primero, ρ(x) = 0 y para el
segundo, ρ(x) = 1

2
. Veamos el primer ejemplo. Sea

x = 0.011021031041051061071...
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Claramente x ∈ K no es periódico y se ve que ρ(x) = 0 pues el número
de ceros es cada vez mayor conforme iteramos F .

Recordemos que y ∈ ω(x, f) si existen subsucesiones nk tales que
ĺımn→∞ F

nk(x) = y. Veamos cuál es el ω(x, f). Para esto vamos a tomar
todas las posibles subsucesiones convergentes de la órbita de x.

Notemos que siempre podemos tomar una subsucesión {nk} ⊂ N
tal que xn1 = 0.01001...; xn2 = 0.010001...; xn3 = 0.0100001...; etc.
es decir, que el número de ceros entre el primer y el segundo uno va
aumentando. Es claro que ĺımk→∞ xnk

=.01, por lo tanto .01 ∈ ω −
lim(x0). En general, para n ∈ N tenemos que hay sucesiones {nk} tales
que xn1 = 0.0n10n+11...; xn2 = 0.0n10n+21...; xn3 = 0.0n10n+31......;
xnj

= 0.0n10n+j1.... Claramente xnj
tiende a 0.0n1, por lo tanto 0.0n1

∈ ω(x, f).

Por último, consideramos las sucesiones {nk} tales que xn1 = 0.1001...;
xn2 = 0.10001...; xn3 = 0.100001...; en genral, xni+1

= 0.10i+11.... Esta
sucesión tiende a 0.1, por lo tanto 0.1 ∈ ω(x0, f). Entonces el

ω(x, f) ⊃ Ω = {1× 3−n|n ∈ N} ∪ {0}.
Hay que ver que éstos son todos los elementos del ω(x, f). Lo cual
resultará mucho más fácil a partir de la siguiente caracterización de
ω − limite.

Proposición 2.11. Sean x, y ∈ K. Entonces y ∈ ω(x, f) si y sólo
si existe una sucesión {nk} con ĺımk→∞ nk = ∞, tal que, para toda
i ∈ {1, 2, ...k}, ank+i = bi.

Para demostrar esta proposición usaremos el siguiente lema:

Lema 2.2. Si |x − y| < 1
2·3k , con x, y ∈ K, x = 0.a1a2..., y =

0.b1b2..., si y sólo si ai = bi para i ∈ {1, ..., k}.

Demostración: Supongamos que |x − y| < 1
2·3k , mostraremos que

ai = bi para i ∈ {1, ..., k} y lo haremos por inducción sobre k.

Para k = 1, si |x − y| < 1
6
, veremos que a1 = b1. Recordemos la

construcción del conjunto de Cantor C a partir de los conjuntos Ck,
mencionada al principio de este caṕıtulo. Cada conjunto Ck está for-
mado por 2k intervalos Ikj

, de longitud 1
3k , con k ∈ N. Entonces la k del

sub́ındice kj de Ikj
corresponde a la k de Ck y j ∈ {1, 2, 3, ..., 2k}. Asi

I11 = [0, 1
3
] e I12 = [2

3
, 1]. Sea C ′k el conjunto Ck comprimido a la mitad,

o sea que C ′k = 1
2
Ck. Entonces C ′k está formado por 2k intervalos Ikj
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(para no complicar más la notación, usaremos la misma que antes para
estos intervalos), de longitud 1

2·3k . La distancia entre los intervalos I11

e I12 es d(I11 , I12) = 1
6

y la longitud de cada uno de ellos es l(I1j
) = 1

6
,

con j = 1, 2. Como x, y ∈ K, x, y ∈ I11∪I12 , si x ∈ I1j
, entonces y ∈ I1j

por lo tanto a1 = b1.

Ahora suponemos cierto para k y lo demostraremos para k + 1, es
decir, demostraremos que si |x− y| < 1

2·3k+1 entonces ai = bi para toda

i ∈ {1, ..., k + 1}. Tenemos que |x− y| < 1
2·3k·3 .

Sabemos que si |x − y| < 1
2·3k entonces ai = bi para toda i ∈

{1, 2, ..., k}.

Sean x, y ∈ K tales que |x−y| < 1
2·3k+1 , entonces x, y ∈ I(k+1)j

⊂ C ′k
para algún j = 1, ..., 2k, entonces ak+1 = bk+1.

Ahora supongamos que ai = bi para i ∈ {1, ..., k}, entonces |x−y| ≤
1

2·3k pues si dos números en K tienen las mismas k primeras cifras, am-

bos están en el intervalo Ikj
para alguna j ∈ {1, ..., 2k}. �

Demostraremos ahora la proposición (2.11).

Demostración: Supongamos primero que y ∈ ω(x, f), entonces por
el lema anterior, si |xnk

−y| < 1
2·3k , existe una sucesión {nk}k∈N tal que

ĺımk→∞ nk =∞, xnk
= .ank+1ank+2...ank+k... y y =.b1b2...bk, por lo que

ank+i = bi para toda i ∈ {1, ..., k}.

Ahora, si existe una sucesión {nk} que tiende a infinito si k tiende
a infinito, por el lema anterior, ank+i = bi para i ∈ {1, ..., k}. Entonces
|fnk(x)| ≤ 1

3k , por lo que ĺımk→∞ f
nk(x) = y. �

Continuando con el ejemplo, por el lema sabemos que, si existe
una sucesión {nk} tal que ĺımk→∞ nk = ∞ con ank+i = bi para i ∈
{1, ..., k}, entonces |fnk − y| ≤ 1

2·3k
, por lo que ĺımk→∞ f

nk(x) = y. Sea

y ∈ ω(x, f). Denotemos por y =.b1... y x =.a1a2... Supongamos que
y /∈ Ω = {1 × 3−n|n ∈ N} ∪ {0}, entonces y tiene por lo menos dos
unos en su expresión en base tres. Sea m el lugar del segundo uno. Si
la cadena an+1... an+m tiene dos unos, entonces n ≤ m − 4 +

∑m−3
i=1 i.

Si para cada k > m existe nk tal que ank+i = bi para i ∈ {1, ..., k},
entonces nk ≤ m− 4 +

∑m−3
i=1 i, por lo que {nk} no tiende a infinito, lo
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cual es una contradicción. Por lo tanto y ∈ Ω.

De esta manera queda claro que en el ejemplo con x = 0.011021031041...
el ω(x, f) = {0.0k1}k∈N∪{0} ∪ {0}, ρ(x) = 0 y para toda y ∈ ω(x, f),
ρ(y) = 0. Este conjunto es un punto fijo, el 0, junto con órbitas que
llegan a éste en un número finito de iteraciones. (Ver la figura).

Figura 4. Órbita de x = 0.011021031041...

Fijémonos en el intervalo [0, 0.1]. x > 0.01, entonces x1 > 0.1,
x2 > 0.001 y x3 > 0.01, pero x3 < x, luego 0.1 < x4 < x1, 0.0001 < x5,
etc. De tal manera que con cada iteración la órbita se acerca cada vez
más al 0 pero siempre a la derecha de 0.0k1 con k cada vez mayor.

Observemos que tenemos un punto x = 0.01102103 con número de
rotación racional y tal que ω(x, f) no es una órbita peŕıodica, a difer-
encia de lo que pasa en homeomorfismos, en donde si ρ(f) = p

q
para

cualquier z ∈ S1 entonces el ω − lim(z) es una órbita peŕıodica de
periodo q. Sin embargo, el comportamiento de esta órbita, aunque no
es tan sencillo como el de la órbita de un homeomorfismo, tampoco es
tan complicado. Aunque, no siempre es aśı. Veamos ahora el segundo
ejemplo.

Sea x ∈ K dado como sigue

x = 0.011203140516...

Sea sj =
∑j

i=1 i. Entonces

ĺım
n→∞

Ps2k
= ĺım

k→∞

2
∑k

i=1 i∑2k
j=1 j

= ĺım
k→∞

k(k + 1)
2k(2k+1)

2

=
1

2

y

ĺım
n→∞

Ps2k+1
= ĺım

k→∞

2
∑k

i=1 i∑2k+1
j=1 j

= ĺım
k→∞

k(k + 1)
(2k+1)(2k+2)

2

=
1

2
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Por el lema (1.1) de esta sección, ρ(x) existe y es 1
2
. El

ω(x, f) = {0.0k1}k∈N∪{0} ∪ {0.1k0}k∈N∪{0}.

Si y ∈ {,0k1}k∈N∪{0}, ρ(y) = 1 y si y ∈ {,1k0}k∈N∪{0}, ρ(y) = 0.

Notemos que ω(x, f) consta de dos puntos fijos, 0 y 0.1 junto con
órbitas que llegan a estos puntos en un número finito de iteraciones.
El hecho de que ρ(x) = 1

2
no está relacionado con un comportamiento

asintótico de la órbita de x a una órbita de periodo par (recordemos que
las órbitas periódicas con número de rotación 1

2
tienen periodo par).

En este ejemplo ρ(x) es simplemente el promedio de los números de
rotación de las órbitas que forman su ω − limite.

Proposición 2.12. Existe x ∈ K tal que ω(x, f) = K

Demostración: Sea F = {x∗n = 0.a1a2...ak|ai ∈ {0, 1} para toda
i ∈ N}. Observemos que F ⊂ K y como K es cerrado, entonces F
⊂ K. Ahora tomemos y ∈ K con y = 0.a1a2...an... y {yn} ⊂ F tal
que yn = 0.a1a2...an0, entonces ĺımn→∞ yn = y. Por lo tanto K ⊂ F.
Entonces F = K. Sea

x = 0.x10x102x202x103x203x303x104x204x304x404x1...

donde xi = a1a2...ak para cada x∗i = 0.a1a2...ak en F. Entonces para
alguna n ∈ N xn = 0.xj0..,0.... Afirmamos que xj ∈ ω(x, f) para cada
j ∈ N.

Sea n1 tal que
xn1 = 0.xj0jx10j+11...

Sea n2 tal que
xn2 = 0.xj0j+1xj+10j+1x10...

En general sea nk tal que

xnk
= 0.xj0j+kxj+10j+kxj+k0j+kx10...

{nk} es una subsucesión de {n}, ĺımk→∞ nk =∞ y ĺımk→∞
xnk

nk
= 0.xj.

Por lo tanto xj ∈ ω(x, f) para cada j ∈ N, etonces F ⊂ ω(x, f).
Pero como ω(x, f) es un conjunto cerrado, entonces F ⊂ ω(x, f) y co-
mo vimos antes, F = K, por lo que K ⊂ ω(x, f). Nos falta demostrar

que ω(x, f) ⊂ K. Observemos que O(x) ⊂ K = K y ω(x, f) ⊂ O(x)
por lo tanto ω(x, f) ⊂ K. Entonces ω(x, f) = K. �
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Nuestra intención en este caṕıtulo ha sido mostrar, a través de los
ejemplos discutidos en él, que en general, para z ∈ S1 y f definida al
inicio del caṕıtulo, ρ(z, f) no da suficiente información sobre la dinámi-
ca asintótica de la órbita de z, O(z). Pero, uno de los resultados del
siguiente caṕıtulo es que, para cierto tipo de puntos del ćırculo, ρ(z) si
da información sobre su dinámica.
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Caṕıtulo 3

Endomorfismos del ćırculo

Un endomorfismo es una función cont́ınua que va de un espacio en el
mismo espacio. En la primera sección daremos los conceptos necesarios
para entender la dinámica de los endomorfismos del ćırculo de grado
uno, que es el tipo de endomorfismo que nos interesa. Estos conceptos
son el número de rotación de un punto y el conjunto de rotación. En el
mismo sentido, daremos también algunos resultados generales impor-
tantes establecidos por P. Boyland en [Bp], necesarios para entender y
demostrar los resultados que son el objeto de este trabajo.

En la segunda sección veremos cómo es el intervalo de rotación
de los endomorfismos de una familia particular de éstos, usando las
propiedades de ciertas funciones no decrecientes de las cuales daremos
su construcción.

Como lo hemos hecho antes, en este caṕıtulo nos vamos a referir
a f : S1 → S1 como un endomorfismo de grado uno del ćırculo y a
F : R→ R como un levantamiento de f . También nos referiremos a z
como un elemento de S1 y a x como un elemento de R tal que z es la
coordenada de x, es decir, π(x) = e2πix = z.

1. Conceptos básicos y resultados generales

Recordemos que para homeomorfismos del ćırculo definimos el con-
cepto de número de rotación y que este número da la información
escencial sobre la dinámica de un homeomorfismo del ćırculo.

El número de rotación es ρ(F ) = ĺımn→∞
Fn(x)−x

n
y la proposición

(1.4) del caṕıtulo 1 enuncia que este ĺımite existe y no depende de x. Por
el contrario, en el caso de endomorfismos, este ĺımite no siempre existe,
como se vió en el ejemplo de la función f que constrúımos en el caṕıtulo
2, considerando la dinámica del punto x = .0f11f20f3 ... También vimos
en el caṕıtulo anterior, a través de varios ejemplos, que para distintos
puntos x ∈ R, ρ(x, F ) es distinto, a diferencia de lo que pasa para

43
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44 3. ENDOMORFISMOS DEL CÍRCULO

homeomorfismos, en donde el número de rotación no depende de x. Sin
embargo tenemos el siguiente lema.

Lema 3.1. La sucesión Fn(x)−x
n

está acotada.

Demostración: Dado que F es el levantamiento de f , F es una
función continua no decreciente y F (x+1) = F (x)+1. Entonces F−Id
es periódica de periodo uno, pues dado que F es un levantamiento,
F (x+ 1) = F (x) + 1, por lo que

F (x+ 1)− (x+ 1) = F (x) + 1− x− 1 = F (x)− x.
De estos dos hechos podemos deducir que existen m y M ∈ R tales que
m ≤ F (x) − x ≤ M y como podemos expresar a F n(x) − x como la
suma telescópica,

F n(x)− x =
n∑
k=1

F (F k−1(x))− F k−1(x),

donde cada término de la suma cumple que m ≤ F (y) − y ≤ M para
y = F k−1(x), entonces

nm ≤
n∑
k=1

F (F k−1)− F k−1(x) ≤ nM,

por lo tanto m ≤ Fn(x)−x
n

≤M . �

Entonces, aunque ĺımn→∞
Fn(x)−x

n
no siempre exista y dependa de

x, el siguiente ĺımite śı existe para cada x ∈ R.

Definición 3.1. Para f : S1 → S1 fijemos un levantamiento F :
R→ R. Definimos

ρ(x, F ) = ĺım sup
n→∞

F n(x)− x
n

Ésta es una generalización para endomorfismos del ćırculo del con-
cepto de número de rotación para homeomorfismos del ćırculo y fue
dada por Newhouse, Palis y Takens en [Ne-Pa-Ta].

Definición 3.2. El conjunto de rotación de F se define como

ρ(F ) := {ρ(x, F )|x ∈ R}.

El lema (3.1) implica que el conjunto {ρ(x, F )|x ∈ R} está acotado,
por lo que tiene ı́nfimo y supremo.
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Definición 3.3. Sean

ρ1(F ) := inf{ρ(F, x)|x ∈ R}
y

ρ2(F ) := sup{ρ(F, x)|x ∈ R}.
Ito demostró en [It] que ρ(F ) es un intervalo cerrado, o sea que

ρ(F ) = [ρ1(F ), ρ2(F )]. En este trabajo daremos una demostración de
ésto para un tipo particular de endomorfismos del ćırculo.

En el caso de un homeomorfismo h, el número de rotación de h es
el mismo sin importar qué levantamiento de h se esté considerando. Es
decir que si H = H ′ + k, ρ(H) = ρ(H ′) + k con k un entero y H y H ′

levantamientos de h, sin embargo ρ(h) = ρ(H)(mod1) = ρ(H ′)(mod1).
En el caso de endomorfismos también es cierta esta propiedad.

Propiedad 3.1. Sea f un endomorfismo del ćırculo y F un levan-
tamiento de f . Si F ′ es otro levantamiento de f tal que F = F ′ + k
con k un entero, entonces ρ(x, F ) = ρ(x, F ′) + k.

Demostración: Es inmediato pues F n(x) = (F ′)n(x) + nk. �

Definición 3.4. El número de rotación de f en z es el elemento
de R/Z definido por

ρ(z, f) = ρ(x, F )(mod1),

donde x es una coordenada de z y F un levantamiento de f .

Definición 3.5. El conjunto de rotación de f es

ρ(f) = {ρ(z, f)|z ∈ S1}.
Por el resultado de Ito, ρ(f) puede ser un punto, un intervalo

[ρ1(f), ρ2(f)] en R/Z o todo R/Z.

Enseguida enunciaremos dos lemas que nos servirán para demostrar
el teorema que les sigue. Este teorema afirma que para cierto tipo
de endomorfismos, existe su número de rotación y está definido de la
misma manera que el número de rotación de un homeomorfismo.

Lema 3.2. Sea H un levantamiento no decreciente y sea P (x) =
H(x) − x. Entonces P (x) es una función continua de periodo uno y
cumple que |P (x)− P (y)| < 1 para toda x y y ∈ R.

Demostración: Ya demostramos (en la demostración del lema 3.1)
que la función P (x) = H(x) − x es continua de periodo uno. Afir-
mamos que |P (x) − P (y)| < 1 para toda x y y ∈ R. Esto es equiv-
alente a demostrar que existe m ∈ R tal que para cualquier x ∈ R,
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m ≤ P (x) < m+ 1. Como P es periódica, toma su mı́nimo m en algún
x1 ∈ R. Veremos que para x ∈ [x1, x1 + 1), m ≤ P (x) < m + 1, de
donde se sigue la afirmación.

Sea x ∈ [x1, x1 + 1]. Como H es no decreciente, H(x) ≤ H(x1 + 1).
Usando que H(x1 +1) = H(x1)+1 = m+x1 +1 y restando x se obtiene
que P (x) < m+ 1 + x1 − x ≤ m+ 1. �.

Lema 3.3. Para cada k ∈ N sea Pk(x) = Hk(x)−x. Entonces para
cada k y m ∈ N, se cumplen las siguientes condiciones:

i) Pk(x) + Pm(x)− 1 ≤ Pk+m(x) ≤ Pk(x) + Pm(x) + 1 y
ii) mPk(x)− (m− 1) ≤ Pkm(x) ≤ mPk(x) +m− 1

Demostración: El lema (3.2.), se puede aplicar a Hk, de donde se
sigue que para cualquier x, y ∈ R,

−1 +Hk(x)− x ≤ Hk(y)− y ≤ Hk(x)− x+ 1,

entonces

−1 +Hk(x)− x+ (y − x) ≤ Hk(y)− x ≤ y − x+Hk(x)− x+ 1.

Sea y = Hm(x), entonces

−1 + Pm(x) + Pk(x) ≤ Pk+m(x) < Pm(x) + Pk(x) + 1.

La parte (ii) se demuestra usando (i) aplicando inducción sobre m.
Veámoslo para el caso m = 2. Podemos ver a P2k(x) como Pk+k(x),
entonces, por el inciso i),

Pk(x) + Pk(x)− 1 ≤ P2k(x) ≤ Pk(x) + Pk(x) + 1,

por lo que 2Pk(x) − 1 ≤ P2k(x) ≤ 2Pk(x) + 1. Suponemos cierto para
m y veremos que es cierto para m+ 1.

P(m+1)k(x) = Pmk+k(x), entonces, por el inciso i),

Pmk(x) + Pk(x)− 1 ≤ P(m+1)k(x) ≤ Pmk(x) + Pk(x) + 1,

pero por hipótesis de inducción tenemos que

mPk(x)− (m− 1) + Pk(x)− 1 ≤ Pmk(x) + Pk(x)− 1 y

Pmk(x) + Pk(x) + 1 ≤ mPk(x) +m− 1 + Pk(x) + 1,

por lo tanto

(m+ 1)Pk(x)−m ≤ P(m+1)k(x) ≤ (m+ 1)Pk(x) +m.

�

Teorema 3.1. Si h : S1 → S1 un endomorfismo de grado uno que
no invierte la orientación y H es un levantamiento de h, entonces
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a) limn→∞
Hn(x)−x

n
existe y no depende de x.

b) ρ(h) = p
q

si y sólo si h tiene órbitas periódicas de periodo q.

Observacion: En el caṕıtulo 1 definimos un homeomorfismo del
ćırculo que preserva la orientación. La misma definición se aplica para
un endomorfismo del ćırculo que preserva la orientación, pues para que
ésto pase, tendŕıa que ser una función monótona creciente. Aśı es que
el hecho de que h no invierta la orientación equivale a que sus levan-
tamientos son no decrecientes.

Demostración: Vamos a demostrar que existe ĺımn→∞
Pn(x)
n

. Usando
el lema (3.3. (ii)), tomando k = 1 y m = n, tenemos que

P1(x)− 1 ≤ P1(x)− (n− 1)

n
≤ Pn(x)

n
≤ P1(x) +

n− 1

n
≤ P1(x) + 1

por lo que la sucesión {Pn(x)
n
} tiene subsucesiones convergentes. Tomare-

mos dos de éstas y veremos que convergen al mismo ĺımite.

Sean {mj} y {kj} sucesiones de naturales que tienden a infinito y

que cumplen que ĺımj→∞
Pmj

mj
= r y ĺımj→∞

Pkj

kj
= s. Usando nueva-

mente el lema (3.3 (ii))

Pkj
(x)

kj
− (mj − 1)

mj

1

kj
≤
Pmjkj

(x)

mjkj
≤
Pkj

(x)

kj
+
mj − 1

mj

1

kj

De donde se sigue que
Pmjkj

mjkj
converge a s, e intercambiando el papel de

mj y kj, se sigue que converge a r, por lo que r = s, con lo que queda
demostrada la existencia del ĺımite.

Probaremos ahora la independencia de x. Aplicando el lema (3.2) a

Hn tenemos que |Pn(x)−Pn(y)
n

| < 1
n
. Como ĺımn→∞ Pn(x) existe, entonces

ĺım Pn(x)
n

existe, entonces ĺımn→∞
Pn(x)
n

= ĺımn→∞
Pn(y)
n

. Por lo tanto el
número de rotación de x y de y coinciden, con lo que queda demostrado
el teorema. �

Ahora no vamos a demostrar el inciso b) pues más adelante en el
caṕıtulo se demostrará algo más general en el teorema (3.3) Enseguida
enunciaremos otra propiedad importante del número de rotación.

Sea End(S1) el conjunto de todas las funciones continuas de grado
uno del ćırculo y denotamos por D(S1) ⊂ End(S1) al conjunto de las
funciones no decrecientes en el ćırculo. Nos proponemos demostrar que
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ρ : D(S1)→ R, es una función cont́ınua.

Trabajaremos en el espacio de los levantamientos, que llamaremos
L, con la métrica d(H,H) = maxx∈R|H(x) − H(x)|. Notemos que
|H(x) − H(x)| es de periodo uno y por lo tanto es acotado. Aśı, la
d(H,H) śı define una métrica. Antes de demostrar que ρ es una fun-
ción cont́ınua, demostraremos el siguiente lema.

Lema 3.4. Sea q ∈ N y ψ : L → L, tal que ψ(H) = Hq. Entonces
ψ es una función continua.

Demostración: Haremos la demostración por inducción sobre n.
H : [0, 1]→ R es continua, por lo tanto H es uniformemente continua
en [0, 1]. Como H es un levantamiento, es unifomemente continua en
R, es decir, para toda ε > 0 existe δ1(ε) > 0 tal que para toda x y y
∈ R, si |x− y| < δ1 entonces |H(x)−H(y)| < ε.
Para el caso n = 1 es inmediato. Suponemos cierto para n y lo de-
mostraremos para n+ 1.

Sea H ∈ L. Para cada ε > 0 sean δ1(ε) y δ2(ε) tales que para toda
x y y ∈ R, si |x−y| < δ1 entonces |H(x)−H(y)| < ε y d(H,H) < δ2(ε)
entonces d(Hn, H

n
) < ε. Sea

δ = min{δ2(δ1(
ε

2
)),

ε

2
}.

Sea H ∈ L tal que d(H,H) < δ.

|Hn+1(x)−Hn+1
(x)| ≤ |H(H

n
(x))−H(H

n
)(x)|+|H(H

n
(x))−H(Hn(x))|

Como δ ≤ ε
2
,

|H(H
n
(x))−H(H

n
)(x)| < ε

2
y como δ < δ2(δ1(

ε
2
)), entonces

|H(H
n
(x))−H(Hn(x))| < ε

2
.

Por lo tanto

|Hn+1(x)−Hn+1
(x)| < ε.

�

Recordemos que queremos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea h ∈ D(S1). Entonces la función ρ : D(S1)→ R
es continua.

Neevia docConverter 5.1
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Demostración: Usaremos el siguiente resultado (que será demostra-
do en el lema (3.5)):
Hq(x) < x + p si y sólo si ρ(H) < p

q
. Para simplificar, llamemos

ρ = ρ(H). Sean p′

q′
y p

q
∈ Q tales que p′

q′
< ρ < p

q
. Entonces tenemos

que Hq(x) < x+ p. Como Hq − Id es periódica y continua, alcanza su
máximo, por lo que existe δ > 0 para la que

Hq(x) < x+ p− δ

para toda x ∈ R. Por continuidad de la función ψ : L → L, con
ψ(H) = Hq, existe una vecindad de H tal que si H está en ella,

maxx∈R|Hq(x)−Hq
(x)| < δ,

por lo que para toda x ∈ R,

H
q
(x) < Hq(x) + δ < x+ p,

y por lo tanto ρ(H) < p
q
. Un argumento similar para p′

q′
completa la

prueba. �

En lo sucesivo siempre que nos refiramos al cociente p
q
, con p, q

números enteros, estaremos considerando que (p, q) = 1.

Definición 3.6. Decimos que z ∈ S1 es p
q
-periódico si z es de

periodo q y si ρ(z, f) = p
q
.

En el ejemplo del caṕıtulo anterior, vimos que hay órbitas de peri-
odo 4 y número de rotación 1

2
. Es por esto que en el caso de endomor-

fismos no es suficiente decir que ρ(z, f) = p
q

para que z tenga periodo

q. Como vimos en el caṕıtulo 1, en el caso de homeomorfismos esto no
puede pasar, es decir que un homeomorfismo tiene número de rotación
p
q

si y sólo si tiene órbitas periódicas de periodo q.

Por último demostraremos un teorema que relaciona al intervalo
de rotación con las órbitas periodicas de un endomorfismo f con un
levantamiento F de f .

Para demostrar ese teorema utilizaremos el siguiente lema. Este
lema, aśı como algunos otros lemas y teoremas que enunciaremos, tiene
que ver con ρ1 = inf{ρ(F, x)|x ∈ R} y ρ2 = sup{ρ(F, x)|x ∈ R}, pero
sólo demostraremos el resultado para ρ1 pues la prueba para ρ2 es
análoga.
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Lema 3.5. Sean F un levantamiento de un endomorfismo en el
ćırculo de grado uno, y Rr(x) = x + r, un levantamiento de una
rotación, con r ∈ R y p ∈ Z y q ∈ N.

a) Si F ≥ Rr (respectivamente F ≤ Rr) entonces ρ1(F ) ≥ r
(ρ2(F ) ≤ r)

b) Si F > Rr (F < Rr) entonces ρ1(F ) > r (ρ2(F ) < r)
c) F q > Rp (F q < Rp) si y sólo si ρ1(F ) > p

q
(ρ2(F ) < p

q
).

Demostración: Empecemos por demostrar el inciso b).
Como F (x) − x es continua y de periodo uno, alcanza su máximo y
su mı́nimo. Por lo que existe ε > 0 tal que F (x) > x + r + ε para
toda x ∈ R (pues por hipótesis F (x) > x + r para toda x ∈ R).
Sea λ = r + ε, entonces x + r + ε = Rλ(x). Queremos demostrar que
F n(x) > Rn

λ(x) = x+ nλ, lo haremos por inducción sobre n.

Para n = 1 es válido. Sabemos que Rλ es creciente y que F (y) >
Rλ(y) para toda y. Entonces, como Rλ es creciente,

F 2(x) > Rλ(F (x)) > R2
λ(x).

Suponemos cierto para n− 1, es decir F n−1(x) > Rn−1
λ (x).

Entonces

F n(x) > Rλ(F
n−1(x)) > Rλ(R

n−1
λ (x)) = Rn

λ(x).

Por lo tanto F n(x) > x+ n(r + ε) o sea, Fn(x)−x
n

> r + ε. Entonces

ĺım supn→∞
Fn(x)−x

n
≥ r + ε. Como esto ocurre para toda x ∈ R,

ı́nf
x∈R
{ĺım sup

n→∞

F n(x)− x
n

: x ∈ R} ≥ r + ε > r.

Por lo tanto ρ1(F ) > r.

Haremos ahora la prueba de a). Por hipótesis F (x) ≥ x+r = Rr, por
un argumento similar al del inciso b), tenemos que F n(x) ≥ Rn

r (x) =

x+ nr, entonces Fn(x)−x
n

≥ r para toda n ∈ N y para toda x ∈ R, esto
implica que

ĺım sup
n→∞

F n(x)− x
n

≥ r.

Para demostrar el inciso c) comencemos suponiendo que F q(x) >
Rp(x). Como

ρ(x, F q) = ĺım sup
n→∞

(F q)n(x)− x
n

= q ĺım sup
n→∞

(F qn)(x)− x
qn

≤ qρ(x, F ).
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Entonces, usando el inciso b) de este lema tenemos que

p < ρ1(F
q) ≤ qρ1(F ),

o sea p
q
< ρ1(F ).

Ahora suponemos que ρ1(F ) > p
q
. Demostraremos por contrapositiva

que F q > Rp. Suponemos que existe x ∈ R tal que F q(x) ≤ Rp(x) =
x+ p, entonces, por continuidad, tenemos dos posibilidades:
caso 1) F q < Rp, ρ2(F ) < p

q
y por lo tanto ρ1(F ) < p

q
. caso 2) ex-

iste x ∈ R tal que F q(x) = x + p. Afirmamos que ĺımn→∞
Fn(x)
n

= p
q
.

Tomando n = lq+r con r ∈ {0, ..., q−1}, entonces F n(x) = F lq+r(x) =
F r ◦ F lq(x). Pero F lq = F q ◦ F q ◦ ... ◦ F q, l veces. Como F q(x) = x+ p
entonces F 2q(x) = F q(F q(x)) = F q(x+ p) = x+ 2p.
Por inducción sobre l tenemos que F lq(x) = x+lp, por lo que F lq+r(x) =
F r(x+ lp) = F r(x) + lp. Entonces

ĺım
n→∞

F n(x)

n
= ĺım

l→∞

F r(x)

lq + r
+

lp

lq + r
=
p

q
,

pues {F r(x)|r ∈ {0, ..., q − 1} es un conjunto finito y por lo tanto aco-
tado.
Por lo tanto p

q
∈ ρ(F ) y ρ1(F ) ≤ p

q
. Entonces ρ1(F ) > p

q
implica que

F q > Rp. �

Teorema 3.3. Sea f ∈ End(S1). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

a) p
q
∈ ρ(f)

b) f tiene un punto p
q
−periódico

c) Existen un levantamiento F y x ∈ R tales que F q(x) = x+ p

Demostración:
b) implica a) es inmediato de la definición de punto p

q
−periódico.

Demostraremos primero que c) implica a). Existe F , un levantamiento
de f , y x ∈ R tal que F q(x) = x + p. Demostraremos que p

q
∈ ρ(f).

Para esto hay que demostrar que ĺımn→∞
Fn(x)−x

n
= p

q
, (es decir que

ρ(z, f) = p
q
). Si tomamos n = lq + r, con l ∈ Z y r ∈ {0, ..., q − 1},

ya demostramos en el caso 2) de la demostración anterior que p
q
∈ ρ(f).

Ahora demostraremos que a) implica c).
Partimos de que p

q
∈ ρ(f). Supongamos que F q(x) 6= x+p para toda

x y para todo levantamiento F , entonces hay levantamientos de f tales
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que F q(x) > x+p para toda x ∈ R y hay levantamientos de f tales que
F q(x) < x+p para toda x ∈ R. Por el inciso (c) del lema (1.1) tenemos
que F q(x) > x+p si y sólo si ρ1(F ) > p

q
, entonces para los levantamien-

tos que cumplen la primera desigualdad, p
q
/∈ ρ(F ). F q(x) < x+ p si y

sólo si ρ2(F ) < p
q
, por lo que para los levantamientos que cumplen la

segunda desigualdad p
q
/∈ ρ(F ). Por lo que para cualquier levantamien-

to F , p
q
/∈ ρ(F ), lo que es una contradicción. Por lo tanto existen x y

F tales que F q(x) = x+ p.

Por último demostraremos que c) implica b). Queremos demostrar
dos cosas,
1. p

q
∈ ρ(f) y existe z ∈ S1 tal que f q(z) = z

2. q es el periodo de z.
La primera afirmación se sigue, tomando x como la coordenada de z,
de que p

q
∈ ρ(f) (demostramos que c) implica a)). Por otra parte ver-

emos que q es el periodo de z. Supongamos que s < q es el periodo
de z, es decir f s(z) = z. Entonces f q(z) = z, para toda q > s > 0. Si
suponemos que q es un múltiplo de s, es decir que ns = q, entonces
f q−ns(z) = f q−ns(fns(z)) y esto es igual a f q−ns+ns(z) = f q(z) = z, por
lo que f q−ns(z) = z, lo cual es una contradicción, ya que, en este caso
0 < q − ns < s.

Ahora, si q no es múltiplo de s, tenemos que ns < q < (n+1)s para
alguna n ∈ N, entonces existe k < s, k ∈ N tal que q−ns = k. Entonces
x+p = F q(x) = F ns+k(x) = F k ◦F ns(x) = F k(x+nm) = F k(x)+nm,
lo cual es una contradicción, pues esto implica que x+p = F k(x)+nm,
pero x+ p ∈ {x}+ Z y F k(x) + nm /∈ {x}+ Z.

2. Un tipo particular de endomorfismos

El objetivo de esta sección es demostrar dos resultados importantes
para un tipo particular de endomorfismos. En el caṕıtulo anterior, la
función que construimos es un claro ejemplo de que la dinámica de
los endomorfismos puede ser bastante complicada en el sentido de que
aunque dos puntos distintos tengan el mismo número de rotación, la
dinámica de esos puntos bajo el endomorfismo en cuestión puede ser
muy diferente. Sin embargo, dado r ∈ ρ(g), estos resultados aseguran
la existencia de un conjunto invariante bajo g, en el cual las órbitas
coinciden con las de un endomorfismo que no invierte la orientación,

en particular, que cumplen que ĺımn→∞
Gn(x)−x

n
= r, es decir que este
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ĺımite existe, y que los puntos en ese conjunto tienen una órbita sencilla.

Estudiaremos una clase de funciones no inyectivas del ćırculo que
denotaremos por A. Una función g : S1 → S1 está en A si es con-
tinua de grado uno y su levantamiento G es estrictamente monótono
por partes un máximo G(m2) y un mı́nimo G(m1) en (0, 1). Además
pediremos que G(m1) ≥ G(0) y G(m2) ≤ G(1).

La función f del ejemplo que construimos en el caṕıtulo anterior es
conjugada a una de estas funciones, sea

(3.1) ĝ = r−1 ◦ f ◦ r

donde r es la rotación de 1
3
2π. ĝ ∈ A, En la sucesivo, cada vez que

hablemos de ĝ nos referimos a esta función. En la figura se muestra la

gráfica de un levantamiento Ĝ de ĝ.

x

Ĝ(x) 

2/3 1

1 

1/3 

2/3 

y = x 

y=Ĝ(x) 5/3 

Figura 1. Gráfica de Ĝ(x)

Daremos la construcción de una clase de funciones no decrecientes
que será de mucha utilidad desde el punto de vista geométrico para
entender algunas propiedades del intervalo de rotación de las funciones
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en la clase A. Esta construcción se encuentra en el art́ıculo de Boyland
[Bp], quien menciona que se debe a Hall en [Ha] y que también fué us-
ada por Kadanoff en [Ka].

Para una g fija en A y µ ∈ [1, 2], hay puntos z1,µ ∈ [m1, 1] y z2,µ

∈ [0,m2] únicos con

G(z1,µ) = G(z2,µ) = G(m1) + (µ− 1)(G(m2)−G(m1))

1m1 

G(x) 

m1 m2 m2 

1

x 
0 -! -!

Figura 2. Gráfica de G(x)

Notemos que z1,1 = m1 y que z2,2 = m2. Por conveniencia de no-
tación llamaremos m1 = z2,1 y m2 = z1,2 (ver la figura anterior).

Definición 3.7. Para cada µ ∈ [1, 2], Hµ : [0, 1] → R se define
como

Hµ(x) =

{
G(m1) + (µ− 1)(G(m2)−G(m1)) si x ∈ [z2,µ,z1,µ];

G(x) en otro caso.

Neevia docConverter 5.1



2. UN TIPO PARTICULAR DE ENDOMORFISMOS 55

Ahora extendemos Hµ a los números reales tomando Hµ(x + 1) =
Hµ(x) + 1 y hµ denota su proyección al ćırculo. Notemos que hµ es una
función continua y no invierte la orientación para toda µ ∈ [1, 2].

Figura 3. Gráfica de Hµ(x)

Demostraremos que para este tipo de endomorfismos (es decir, los
que están en A), el conjunto de rotación es un intervalo cerrado y que
este intervalo es precisamente [ρ(H1), ρ(H2)].

Esto se debe esencialmente a que, para los endomorfismos que no
invierten la orientación, ρ : D(R) → R, donde D(R) es el conjunto
de levantamientos de S1 no decrecientes, es una función monótona, es
decir, si H1 < H2 entonces ρ(H1) < ρ(H2), junto con la continuidad de
ρ. Espećıficamente, cada número en el intervalo de rotación de g es un
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número de rotación de alguna función no decreciente hµ, con µ ∈ [1, 2].

Consideremos nuevamente la función ĝ. Esta función tiene una órbi-
ta 1

2
-periódica, la de los puntos 1

24
y 19

24
, que corresponde a los puntos

0.10 y 0.01 1
2
-periódicos bajo f , y estos puntos están en la parte cre-

ciente de f . Entonces para µ ∈ [9
8
, 11

8
], ρ(hµ) = 1

2
, donde hµ es como en

el dibujo.

x
2/3 1

1 

1/3 

2/3 

Ĝ(x) 

5/3 

1/24 19/24 

Órbita de período dos. 

Hυ   con υ€{9/8, 11/8} 

m1 m2 

= = 

Figura 4. Gráfica de Ĝ(x) y Ĥµ(x)

El siguiente teorema da una interpretación del intervalo de rotación
de un endomorfismo G ∈ A. Espećıficamente, cada número en el in-
tervalo de rotación de G es el número de rotación de un endomorfismo
que no invierte la orientación Hµ.

Teorema 3.4. Sea G ∈ A. Entonces

ρ(G) = [ρ(H1), ρ(H2)] = {ρ(Hµ)|µ ∈ [1, 2]}.

Para demostrar este teorema utilizaremos los siguientes dos lemas.
El primero habla sobre la monotońıa de ρ. Todas las desigualdades que
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se enuncian en él se dan para toda x ∈ R.

Lema 3.6. Sean F , G y H levantamientos de funciones continuas
de grado uno del ćırculo con G y H no decrecientes.

a) Si G ≤ H entonces ρ(G) ≤ ρ(H).
b) Si F ≥ H, entonces ρ1(F ) ≥ ρ(H). Si F ≤ H, entonces

ρ2(F ) ≤ ρ(H).

Demostración: Para demostrar el inciso (a) demostraremos por in-
ducción que Gn ≤ Hn si G ≤ H y el resultado se sigue de la definición
de número de rotación. Tomemos el caso n = 2. Como G y H son no
decrecientes se tiene que G2 ≤ G(H) ≤ H2. Suponemos cierto para n,
entonces Gn+1 ≤ G(Hn) ≤ Hn+1.

La demostración de (b) se sigue del hecho de que F ≥ H y que H
es no decreciente implican que F n ≥ Hn para toda n ∈ N. Por lo tanto

ĺım sup
n→∞

F n(x)− x
n

≥ ĺım sup
n→∞

Hn(x)− x
n

= ĺım
n→∞

Hn(x)− x
n

.

�

El siguiente lema examina funciones que son del estilo de hµ, pero
su importancia radica en que habla de la existencia de un punto z cuya
órbita es igual bajo g y bajo hµ. En este lema y en lo sucesivo, α denota
un número irracional.

Lema 3.7. Sea h : S1 → S1 no decreciente, continua y con exacta-
mente un intervalo [z2, z1] con h′(z) = 0 para z ∈ (z2, z1).

a) Si ρ(h) = α /∈ Q, entonces O(zi) ∩ (z2, z1) = ∅ para i = 1, 2.
b) Si ρ(h) = p

q
, entonces hay un punto z p

q
-periódico con O(z) ∩

(z2, z1) = ∅.

Demostración: Para demostrar (a) notemos que si para alguna k ∈
N, hk(zi) ∈ [z2, z1], entonces hk+1(zi) = h(zi). Entonces h(zi) es un
punto periódico de h por lo que ρ(h) ∈ Q lo cual es una contradicción.
Por lo tanto O(zi) ∩ (z2, z1) = ∅ para i = 1, 2.

Antes de hacer la demostración del inciso b), veamos qué pasa para
el caso q = 1. La siguiente figura es la gráfica de un levantamiento de
h. Abusando de la notación estamos denotando igual a un punto en S1

y su coordenada en S1. (Ver la figura).
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1

h(z) 

Z Z2 Z1 

z 
0

1

ω 

ω1 

Figura 5. Gráfica de H(x)

Si w1 ∈ I = (z2, z1) entonces w es punto fijo. Como se puede ver en
la figura, el hecho de que h sea continua y no decreciente implica que
existe otro punto fijo z /∈ I.

Para demostrar (b) llamemos I al intervalo (z2, z1) y sea w = h(I).
Por el teorema (1.2) h tiene un punto w1

p
q
-periódico. Si O(w1)∩ I = ∅

se sigue el resultado. Supongamos entonces que O(w1) ∩ I 6= ∅.

En este caso w es p
q
-periódico, pues como w1 es p

q
-periódico, todos

los puntos de su órbita son p
q
-periódicos y hk(w1) ∈ I para alguna k,

por lo que w ∈ O(w1). Veremos que existe otro punto p
q
-periódico cuya

órbita no interseca a I.

Vamos a demostrar a través de las siguientes tres afirmaciones que
un levantamiento Hq(x) de hq(z) tiene una gráfica como la de la figura
de abajo.

Del hecho de que la gráfica sea aśı, usando el teorema del valor
intermedio, se sigue que existe un punto fijo de hq, z0 contenido en un
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intervalo donde hq no es constante. Demostraremos en la cuarta afir-
mación que su órbita bajo h no interseca a I, con lo que quedará de-
mostrado el lema.

Hq (z) 

Z Z2 Z1 

z 

ω 

ω1 h-j (Z2) h-j (Z1) 

Figura 6. Gráfica de Hq(x)

Afirmación 1: Para i ∈ {0, ..., q − 1} sea I−i = h−i(I), entonces
{I−i} es una colección de q intervalos ajenos. Supongamos que z ∈
I−i ∩ I−j con j > i. Entonces hi(z) ∈ I y hj(z) ∈ I y por lo tanto
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hi+1(z) = hj+1(z) = w. Entonces hj−i(z) = hj−i(hi+1(z)) = hj+1(z) =
w por lo que w es periódica con periodo menor o igual a j− i < q, una
contradicción. Por lo que I−i = h−i(I) es una colección de intervalos
ajenos.

Afirmación 2: Hay un punto de la órbita de w en cada uno de los
intervalos I−i. De hecho, hq−(i+1)(w) ∈ I−i. w = hi(hq−i(w)), entonces
hq−i(w) ∈ h−i(w) = I−(i−1).

Afirmación 3: hq manda a cada intervalo I−i al punto de la órbita
de w que está en I−i. h

q(I−i) = hq−i(hi(I−i)) = hq−i(I) = hq−(i+1)(w).

Afirmación 4: La órbita de z0 no interseca a I. Si hj(z0) ∈ I, con
j ∈ {1, 2...q − 1}, entonces hj+1(z0) = w. Como z0 es p

q
-periódico en-

tonces z0 ∈ O(w) ⊂
⋃q−1
i=0 I−i, lo cual es una contradicción.

Recordemos qué dice el teorema que queremos demostrar:

Sea G ∈ A. Entonces

ρ(G) = [ρ(H1), ρ(H2)] = {ρ(Hµ)|µ ∈ [1, 2]}.

Demostración: Primero vamos a demostrar que ρ(G) ⊂ [ρ(H1), ρ(H2)].
Tenemos que H1 ≤ G ≤ H2, entonces

ρ(H1) ≤ ρ1(G) ≤ ρ2(G) ≤ ρ(H2),

por lo tanto ρ(G) ⊂ [ρ(H1), ρ(H2)].

Ahora mostraremos que ρ(G) ⊃ [ρ(H1), ρ(H2)]. Para esto, notemos
que µ→ ρ(Hµ) es continua y creciente, por lo que

{ρ(Hµ)|µ ∈ [1, 2]} = [ρ(H1), ρ(H2)].

Sea ξ ∈ [ρ(H1), ρ(H2)] y sea µ tal que ρ(Hµ) = ξ. Por el lema (3.7)
existe z tal que O(z, hµ) no interseca al intervalo (z2,µ, z1,µ), entonces
para toda n ∈ N, hnµ(z) = gn(z), por lo que ρ(z, g) = ρ(hµ), de donde
ξ ∈ ρ(g).

Retomemos la función ĝ de la expresión (3.1). Ĥ1 y Ĥ2 tienen la
siguiente expresión y gráficas.

Ĥ1(x) =

{
2
3
, si x ∈ [0, z2];

Ĝ(x), si x ∈ (z2, 1)
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2/3 = Z2 1 

2/3 

5/3 

Ĥ1(x) = { 
 2/3,    si x € {0, z2} 
Ĝ(x),    si x € {z2, 1} 

Figura 7. Gráfica de Ĥ1(x)

Ĥ2(x) =

{
Ĝ(x), si x ∈ [0, z1];
5
3
, si x ∈ (z1, 1)

1/3 = Z1 1 

1 

5/3 

Ĥ2(x) = {  5/3,    si x € {z1, 1} 
Ĝ(x),    si x € {0, z1} 

Figura 8. Gráfica de Ĥ2(x)
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Veamos que ρ(Ĥ1) = 0, pues tiene un punto fijo: z2, y ρ(Ĥ2) = 1,
pues interseca a la gráfica de y = x + 1 en x = 1, por lo que tiene el

mismo número de rotación que R1(x) = x+1. Por lo tanto ρ(Ĝ) = [0, 1].

Nótese que {ρ(x, Ĝ)|x ∈ K̂} = [0, 1], donde K̂ = K + 1
3
(mod1),

entonces los puntos que no están en K̂ no aportan más al intervalo de
rotación de ĝ.

En general, para g ∈ A, definimos el conjunto

Σ(g) = {z ∈ S1 : O(z, g) ∩ (m2,m1) = ∅}
Notemos que Σ(g) =

⋂∞
i=0 g

−i([m1,m2]), y por lo tanto es un con-
junto compacto e invariante.

Demostración: Sea z ∈ S1 tal que O(z, g) ∩ (m2,m1) = ∅, entonces
O(z, g) está contenida en [m1,m2], o sea que gn(z) ∈ [m1,m2] para toda
n ∈ N, entonces z ∈ g−n([m1,m2]), por lo tanto z ∈

⋂∞
i=0 g

−i([m1,m2]).

Ahora, si tomamos z ∈
⋂∞
i=0 g

−i([m1,m2]), z ∈ g−n([m1,m2]) para
toda n ∈ N, entonces gn(z) ∈ [m1,m2], es decir, para toda n ∈ N,
gn(z) /∈ (m2,m1), por lo tanto z ∈ Σ(g). Además Σ(g) es compacto
pues es la intersección de conjuntos cerrados y acotados.

Sea z ∈
⋂∞
i=0 g

−i([m1,m2]). Podemos expresar a Σ(g) como

[m1,m2] ∩
∞⋂
i=1

g−i([m1,m2]),

entonces

g(z) ∈ g([m1,m2]∩
∞⋂
i=1

g−i([m1,m2])) ⊂ g([m1,m2])∩g(
∞⋂
i=1

g−i([m1,m2])),

por lo que

g(z) ∈
∞⋂
i=1

g(g−i([m1,m2])).

Como g es suprayectiva
∞⋂
i=1

g(g−i([m1,m2])) =
∞⋂
i=1

g−(i−1)([m1,m2])

y esto es igual a
⋂∞
i=0 g

−i([m1,m2]), por lo tanto Σ(g) es un conjunto
invariante. �
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Nótese que Σ(ĝ) = K̂.

Los teoremas que enunciaremos a continuación son los resultados
más importantes que enunciaremos en este trabajo. El siguiente teore-
ma garantiza que ρ(g) = {ρ(z, g)|z ∈ Σ(g)}, más espećıficamente:

Teorema 3.5. Sea g ∈ A.

a) p
q
∈ ρ(g) si y sólo si existe un punto z ∈ Σ(g) p

q
-periódico.

b) α ∈ ρ(g) si y sólo si existe z ∈ Σ(g) tal que ρ(z, g) = α.
c) Para i = 1 o 2, ρi(g) = α entonces ρ(mi, g) = α. En particular,
ρi(g) = α implica que mi ∈ Σ(g).

Demostración:
Si z ∈ Σ(g) la implicación se sigue de la definición de punto p

q
-periódico.

Si p
q
∈ ρ(g), por el teorema (3.4) existe µ ∈ [1, 2] para la que p

q
= ρ(hµ).

El lema (3.6) implica que existe z p
q
-periódico bajo hµ tal que O(z, hµ)∩

(z2,µ,z1,µ) = ∅, pero hµ = g fuera de (z2,µ, z1,µ), por lo que O(z, hµ) =
O(z, g), pero (m2,m1) ⊂ (z2,µ,z1,µ). Por lo tanto z ∈ Σ(g).

La prueba de (b) es similar.

Probemos el inciso (c). Supongamos que ρ1(g) = α, entonces por el
teorema (3.4.) se tiene que ρ(h1) = α y por el lema (3.7.) O(z1,1, h1) ∩
(z2,1, z1,1) = ∅. Como z1,1 = m1 y z2,1 = m1 se sigue que las órbitas de
m1 bajo h1 y bajo g coinciden y no intersecan a (m1,m1); en particular
m1 ∈ Σ(g), además ρ(m1, g) = α. �

El hecho de que z ∈ Σ(g) no implica que su órbita sea como la
órbita de un homeomorfismo.

Como ya hemos mostrado antes, puede haber puntos periódicos en
Σ(g) que no sean p

q
-periódicos (por ejemplo, hay puntos de periodo

cuatro con número de rotación 1
2
). Es más, puede haber puntos p

q
-

periódicos en Σ(g) cuya órbita no sea conjugada a la de una rotación.

Por ejemplo, consideremos la órbita bajo f del punto 0.00011. Este
punto es 2

5
-periódico. Esta órbita corresponde a la órbita bajo ĝ que

está ilustrada en las figuras.
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Figura 9. Gráficas de Ĝ(x) y de ĝ(x)

w0 ∈ Σ(ĝ). w0 es 2
5
-periódico, pero, como se ve en la figura, su órbi-

ta no es igual a la órbita de algún endomorfismo que no invierta la
orientación.

Sin embargo, para todo r ∈ ρ(g) existen puntos cuya dinámica es la
misma que la de la de un endomorfismo que no invierte la orientación.
Estos puntos son precisamente aquellos cuya órbita coincide con la de
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alguna hµ. Más espećıficamente:

Teorema 3.6. Dada g ∈ A, para cada r ∈ ρ(g), existe un conjunto
no vaćıo Λr contenido en Σ(g), tal que para toda z ∈ Λr

i) ρ(z, g) = r y la órbita de z coincide con la órbita de un endo-
morfismo que no invierte la orientación.

ii) Λr es la unión de conjuntos cerrados e invariantes.

Demostración: Sea r ∈ ρ(g) y sea µ ∈ [1, 2] tal que ρ(hµ) = r. Sea

Bµ =
∞⋂
i=0

h−iµ ([z1,µ, z2,µ]).

Bµ es precisamente el conjunto formado por los puntos cuyas órbitas
bajo hµ no intersecan (z1,µ, z2,µ), y por lo tanto g coincide con hµ en
Bµ. Bµ 6= ∅ por el lema (3.7) y es cerrado e invariante bajo g (la prueba
es igual que la que se hizo para Σ(g)). Sea

Λr =
⋃
µ

{Bµ|ρ(hµ) = r},

entonces Λr es la unión de cerrados e invariantes. �
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