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Introduccién

La idea de realizar este trabajo surgi6 a partir de un seminario de
matematicas aplicadas que trataba sobre el estudio de la dinamica de
los homeomorfismos del circulo y su aplicacién a modelos en biologia,
como la neurona mecénica y ritmos cardiacos. El estudio de la dinami-
ca de rotaciones en el circulo surgié como consecuencia del estudio de
la dindmica de un flujo en el toro (invariante bajo el flujo), iniciada
por Poincaré. Posteriormente Newhouse, Palis y Takens [Ne-Pa-Ta]
hicieron una generalizacién de esta teoria a funciones no inyectivas.

El objetivo de este trabajo es estudiar la dindmica de los endomor-
fismos del circulo. En el primer capitulo se exponen los resultados mas
importantes respecto a la dindmica de los homeomorfismos que preser-
van la orientacion. El ejemplo més sencillo de un homeomorfismo de
este tipo, es una rotacion de angulo « y su dindmica depende de si « es
un numero racional o irracional. Una herramienta importante para es-
tudiar la dindmica de las funciones del circulo es la de usar funciones en
los reales que reflejen las propiedades de esta dinamica, estas funciones
se llaman levantamientos. A partir de los levantamientos se define el
nimero rotacion, el cual da la informacion suficiente para conocer la
dindmica de un homeomorfismo, es decir qué tipo de orbitas se obtienen
al iterar la funcién y cudl es su comportamiento.

En el segundo capitulo construimos un ejemplo de un endomorfis-
mo. A través de este ejemplo mostramos que la dinamica de los en-
domorfismos es mas complicada que la de los homeomorfismos, pues
si tomamos distintos puntos iniciales, el nimero de rotaciéon de cada
uno de éstos bajo la funcion, puede ser distinto. Sin embargo, en este
ejemplo también se muestra un conjunto invariante bajo el endomofis-
mo que se considera (es decir que su imagen bajo la funcién estd en el
mismo conjunto), y ademds en este conjunto hay puntos con nimero
de rotacién racional y también hay puntos con nimero de rotacién
irracional, aunque la érbita correspondiente a estos puntos puede ser
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completamente diferente a la érbita de un homeomorfismo con el mis-
mo numero de rotacion. Es decir que el nimero de rotacion, en el caso
de los endomorfismos, no da mucha informacién sobre su dinamica.

El tercer capitulo incluye conceptos generales sobre endomorfismos,
como el conjunto de rotacién de un endomorfismo del circulo como gen-
eralizacion del concepto de ntimero de rotacién para homeomorfismos
del circulo. Demostraremos que este conjunto es un intervalo cerrado
y acotado para un tipo particular de endomorfismos del circulo y dare-
mos la construccion de una familia de funciones no decrecientes, que
tienen una dindmica similar a la de un homeomorfismo (en el sentido
de que su nimero de rotacién no depende de la condicién inicial), cuyo
niumero de rotacion determina el intervalo de rotacion de las funciones
que consideraremos.



Capitulo 1

Dinamica de los homeomorfismos del circulo

En este capitulo daremos algunas definiciones generales de sistemas
dinamicos discretos, del circulo y de homeomorfismos que preservan la
orientacién. Daremos algunos ejemplos de los homeomorfismos con la
dindmica maés sencilla, las rotaciones, y una discusion sobre esta dinami-
ca. Definiremos el concepto de levantamiento (no sélo para homeomor-
fismos, o endomorfismos que preserven la orientacion, sino para endo-
morfismos en general, pues sera utilizado mas adelante en este trabajo),
definiremos algunos conceptos relacionados con levantamientos y dare-
mos algunas de sus propiedades. Por ltimo daremos el concepto de
numero de rotacion, hablaremos de su relacion con la dindmica de un
homeomorfismo y daremos también algunas de sus propiedades. En
este capitulo no haremos demostraciones de las propiedades o de los
teoremas enunciados, ya que en este trabajo nuestro interés principal
no es la dinamica de los homeomorfismos sino la de los endomorfismos
del circulo. Algunos de estos resultados estan demostrados mas gen-
eralmente para endomorfismos no decrecientes en el capitulo 3.

1. Sistemas dinamicos discretos

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio métrico. Para una funcién f :
X — X y un punto z, la sucesiéon

Oz, f) ={z, f(x), f(f(2)), ... [*(), ...}
se llama la orbita de x bajo f.

f"(z) = fofo..of, fcompuesta consigo misma n veces, es la n-
ésima iteracion de f, es decir, la orbita de f es la sucesién formada por
las iteraciones de la funcién aplicadas a z (en este sentido, fO(x) = =,
es el punto inicial de la érbita).

Dada una funcién f y un valor inicial z, la dindmica de una fun-
cién f se refiere a cémo es el comportamiento de la sucesién O(z, f) =
{z, f(x), f*(x), ..., f*(x),...}. Este proceso de iteracién de una funcién

7



8 1. DINAMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO

es un sistema dindmico discreto.

Por ejemplo si f(z) = senx y tomamos como punto inicial a zo = 7,
la 6rbita de xg es

O(zo, f) = {g, 1,0.0174524...,0.0003046...,0.00000053..., ...}

Se nota que los puntos de esta 6rbita van tendiendo a 0 (aunque lenta-
mente). Ahora, si tomamos la funcién g(z) = —(x — 2)? + 4, entonces

laérbitadexoz—\/2+\/2+\/§+Qes
O(z, f) = {z0,9(x0) = —V2+V3+2,¢%(w) = —V3+ 2,¢%(x0) =

1794(.1?0) = 3,95(1’0) = 37 ...7950(1'0) = 3}
Después de algunas iteraciones, esta orbita se detiene en 3.

Estos dos ejemplos nos muestran que hay diferentes tipos de orbitas,
el primer ejemplo muestra una orbita que se aproxima a un punto y el
segundo, una érbita que llega a un punto y no ”"sale”de él. En general,
la dinamica de una funcion puede tener distintos comportamientos. La
siguiente definicion nos dard dos de éstos.

DEFINICION 1.2. Un punto fijo es un punto tal que f(z) = z. El
conjunto de puntos fijos se denota por Fij(f). Un punto periddico es
un punto z tal que f"(x) = x para alguna n € N, es decir es un punto
en Fij(f"). La n més pequena de tales, es el periodo de x. El conjunto
de puntos periddicos se denota por Per(f).

DEFINICION 1.3. Sea f : X — X una funcién. Un punto y est4 en el
conjunto omega-limite de un punto x en X bajo la funcién f, denotado
por w(z, f), si existe una subsucesién de la 6rbita de x bajo f que
converge a y. Es decir, existe {n;} con limy_n, = oo tal que y =
limy, o [ ().

Enseguida daremos un ejemplo de una funciéon que tiene puntos
con orbitas como las descritas en la definicion anterior. Consideremos
la funcién f : R — R definida como sigue f(z) = 2% — 1. f tiene dos
1+5 1—-+5

B y B pues f(z1) = z1y f(22) = 72.
f tiene puntos de periodo 2, el 0 y el —1, pues f2(0) =0y f3(—1) = —1.
Notemos que la 6rbita de 0 y de —1, como conjunto, bajo f es la mis-

ma, 0(0, f) = O(—1, f) = {0, ~1}.

puntos fijos z; =

To —
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2. El circulo y los homeomorfismos que preservan la
orientacion

El circulo unitario S' = {z € R? |z|| = 1} en el plano puede
describirse como el conjunto de nimeros complejos con modulo 1,

St={zeC| |z| =1} = {0 € R}.

DEFINICION 1.4. Sea f : S' — ST una funcién continua e invertible
tal que f~! también es continua, entonces f es un homeomorfismo del
circulo.

Dos puntos p, g distintos en S' determinan dos arcos del circulo.
Diremos que el arco (p, q) esta orientado positivamente si se obtiene al
recorrer el circulo en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
partiendo de p y finalizando en gq.

DEFINICION 1.5. Decimos que un homeomorfismo f : S! — S1
preserva la orientacion si la imagen de cada arco (p, q) orientado pos-
itivamente, es el arco orientado positivamente (f(p), f(q))-

Por ejemplo, consideremos la funcién r : S' — S, r(z) = e3™z.
La imagen bajo r de cada punto s del circulo es un punto r(s) sobre
el circulo tal que el dngulo entre s y r(s) es %271 Consideremos p, ¢

€ S, r(p) = e3™p y r(q) = e3™q. Es claro que si (p, ¢) es un intervalo
orientado positiviamente, también lo es r((p,q)) = (r(p),r(q)). Por lo
tanto r preserva la orientacion.

3. Rotaciones

DEFINICION 1.6. Sea r, : S* — S! tal que r,(2) = az, donde

a = ¥ r, es una rotacién de dngulo 27« en el circulo.

Claramente una rotacién es un homeomorfismo de S* que preserva
la orientacién.

La n-ésima iteraciéon de una rotacion es r(z) = a™z. Veamos cémo
es su dindmica. Para esto daremos primero dos ejemplos, la rotacién
1 _2
con o = ¢y con a = .
. . .y, 2 , .
Consideremos primero la rotacién r1(z) = e5™z. Entonces la érbita
5
: 2 Am o 6ni o 8 10,
de z bajo ry es O(T%(z)) ={z,65™z,e5™z,e5™z,e5™ 2}, pues €5 "'z =

e3™z. En la figura se muestra esta dérbita para algin punto z en S?.
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rys(2) .\+

z=r, (2)
r15(2) "

r5(2)

F1GURA 1. Orbita de z bajo r

1
5

Es claro que todas las érbitas de r 1 son periédicas de periodo 5.

Notemos que la orbita de z, recorrida en el sentido positivo, da una
vuelta al circulo para volver al punto de partida por primera vez.

Consideremos ahora la rotacién r2 = e5™z. La o6rbita de z bajo
5
4. 8 - 16 32
r2 es O(ri(z)) = z,e5™z,e5™z,e5 ™2z, e5 "z, que se muestra en la
5 5
siguiente figura.
En este caso también pasa que la rotacion es de periodo 5, pues

r3(z) = z. Si comparamos las figuras, vemos que los puntos de ambas

5
orbitas son los mismos si tomamos el mismo punto inicial, sin embargo
en el caso de la rotacion de angulo %2%, la 6rbita recorre al circulo dos
veces para volver al punto de partida por primera vez.

De manera més precisa, si consideramos los intervalos en el circulo
cuyos extremos son los puntos sucesivos de la érbita de z, la unién de
estos intervalos cubren al circulo 2 veces.

Si m y n son primos relativos, una rotacién de dngulo 727 tiene
periodo n, y m determina el nimero de veces que un punto recorre al
circulo para regresar al punto de partida. Si consideramos el intervalo
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r,5(2) ‘\4.

rys(2) 2=1%9,5(2)

rys(2)

F1qUrA 2. Orbita de z bajo r

2
5

I = (2,74(2)) en el circulo, entonces | J—) % (I) cubre m veces al circu-
lo.

En general, r, tiene puntos periédicos si r?(z) = a"z = z para
alguna n € N; por lo tanto r7(z) = z si y sblo si a” = 1, por lo que a
es una rafz n-ésima de la unidad, es decir, (¢*™*)" = 1 y ésto pasa si y

sélo si a = ™% con m, n enteros.

TEOREMA 1.1. r, tiene puntos periodicos si y solo si v es racional.

De aqui que si « no es racional, Per(r,) = 0. Ademds si « ¢ Q, el
teorema de Jacobi dice que todos los puntos de S! tienen 6rbita densa.

Como habiamos dicho, las rotaciones son un caso particular de un
homeomorfismo del circulo. Veamos qué podemos decir de los homeo-
morfismos del circulo de manera mas general. Para esto vamos a definir
un tipo de funciones que nos ayudaran a estudiar su dinamica.

4. Levantamientos

Mucha veces es mas sencillo estudiar una funcién de los reales en
los reales que del circulo en el circulo, siempre y cuando la primera re-
fleje todas las propiedades de la segunda. Pensando al circulo unitario
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en el plano complejo S* = {z € Cl[z| = 1} = {*™|0 € R}, la fun-
cion 7 : R — S con 7r(z) = €™ determina un sistema de coordenadas.

Observemos que 7(x) = m(y) siy sélo si x —y es un entero, es decir
que m(x) y m(y) difieren por un dngulo multiplo de 27, o sea por algin
numero de vueltas al circulo.

., Qué debe cumplir una funcién F' : R — R para que su dinamica
nos de toda la informacién sobre la dinamica de f en el circulo?

Tomemos f : S! — S! continua. Sea p un punto del circulo y x
una coordenada de p. Entonces F' tiene que cumplir que F'(z) es una
coordenada de f(p) para cada punto del circulo, por lo que es necesario
que wo F' = fom. Una funcién F tal, puede ser o no continua, pues 7
no es inyectiva. Este caso lo excluiremos con la siguiente definicion.

DEFINICION 1.7. Sea f un endomorfismo de S'. F': R — R es un
levantamiento de f si se cumplen
i)mToF =form
ii) F' es continua

La primera propiedad simplemente dice que el siguiente diagrama
conmunta

IR — IR

f

St —— §!
FIGURA 3. moF = for

Veamos un ejemplo de un levantamiento. Tomemos z € C, entonces
podemos ver a z como e*™® con x € R. Un levantamiento de una
rotacion de dngulo 27a serfa Ry (1) = o+ a, pues 74(e2™®) = e2mil@+a),
Pero éste no es el tinico, de hecho cualquier funcién R (z) = z+a+m,
con m € Z es también un levantamiento de r,. La grafica de R, es una
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recta paralela a la identidad desplazada «, o @ mas un entero, vertical-
mente.

TEOREMA 1.2. Sea f : S' — S wna funcién continua. Entonces
eviste F : R — R un levantamiento de f.

De hecho, para un endomorfismo dado f : S* — S!, hay una in-
finidad de levantamientos y todos difieren por un entero.

PROPIEDAD 1.1. Sea f un endomorfismo del circulo y F': R — R
un levantamiento de f. Entonces F* es un levantamiento de f si y solo
st F*(x) = F(z) +m para algun entero m.

Otro ejemplo de un levantamiento es el siguiente. Consideremos la

funcién en el circulo f(z) = 2%, si z = €™, f(z) = ?™@+2) Podemos
ver a f como una funciéon que duplica el angulo en el circulo. Entonces
un levantamiento de f es F'(xz) = 2x, una recta de pendiente 2.
Aunque el levantamiento de f resulta ser creciente y f preserva la ori-
entacion, f no es un homeomorfismo.
Observemos también que todo levantamiento F' de f debe cumplir
que F(0,1) tiene longitud 2, pues si x € [0,1), f o 7w(z) cubre dos
veces al circulo: Entonces para que F sea continua necesitamos que
F(1)=F(0) = 2 pues ademas f(e?™) = €2, Mientras que en el primer
ejemplo para que R, sea continua necesitamos que R, (1) — R,(0) =1,
pues 7,(e*™) = r,(e%), es decir, 7(0) = 7(1) y si z € [0,1), r o 7(2)
cubre una vez al circulo.

Se puede ver que en general, como un levantamiento F' de f es una
funcién continua, existe un entero ks tal que F'(1) — F(0) = ky, y éste
entero no depende del levantamiento de f. En el circulo, esto se traduce
en que f on(x) recorre al circulo k; veces, para z € [0, 1].!

DEFINICION 1.8. Sea f : S — S! continua y F un levantamiento
de f. El grado de f se define como la diferencia F(1) — F(0).

Observemos que si escogemos otro levantamiento de f, digamos F',
F(1) — F(0) = F % (1) — F'* (0), es decir que el grado no depende del
levantamiento. Notemos que la discusién que hicimos arriba, se aplica
para cualquier intervalo de la forma [z, z + 1], por lo que se cumple

PROPIEDAD 1.2. Si F' es un levantamiento de un endomorfismo de
grado kg, entonces, para todo v € R, F(x + 1) = F(x) + ky.

IM4s precisamente: J o |jo,1) es homotdpica a una curva que cubre al circulo
ks veces.
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En este trabajo sélo analizaremos los endomorfismos de grado 1, es
decir, sobre los que cumplen que F(z + 1) = F(z) 4+ 1. Si ademds f
es un homeomorfismo que preserva la orientacién, F' es creciente. De
hecho cumple:

PROPIEDAD 1.3. f: St — S es un homeomorfismo que preserva la
orientacion si y solo si ' es creciente, continua y F(x+1) = F(z)+1
para cualquier levantamiento F de f.

Veamos cémo es un levantamiento de f", pues para estudiar la
dindmica de f, nos interesa ver como son sus iteraciones. Sabemos que
el diagrama de la figura 3 conmuta, por lo que el siguiente diagrama
también conmuta

IR K > R F > R - R —F> IR
T 1 i i T
St _f Sl _f L S St B SN St

FIGURA 4. mo F" = f"or

De este esquema tenemos que si F' es un levantamiento de f, en-
tonces mo F" = f" o y ademas si F' es continua también lo es F™.

PROPOSICION 1.1. Si f : St — St es un endomorfismo y F es un
levantamiento de f, entonces F™ es un levantamiento de f".

Es importante hacer notar que f y F', un levantamiento de f, estan
definidos en espacios distintos, por lo que esperamos que tengan dinami-
cas muy distintas, de hecho, si a es racional todos los puntos de S*
bajo r, son periédicos con el mismo periodo, pero ningin punto de R
es periddico bajo R, (a menos que a = 0). Sin embargo, estudiar el
comportamiento de F' es 1til con respecto a estudiar la dindmica de f
por lo que se enuncia la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.2. Sean p € S* tal que n(z) =py F: R — R, un
levantamiento de f, un endomorfismo del circulo.

i) p € S es punto fijo de f si y sélo si eviste m € 7 tal que
F(z) =z +m.
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i) p es punto periddico de f de periodo n si y sélo si exviste m € Z
tal que F*(x) =x+m y F'(x) ¢ Z sii <n.

5. El nimero de rotacion y la dindmica de un
homeomorfismo

Veamos ahora como es la dindmica de un homeomorfismo del circu-
lo que preserva la orientaciéon y que no sea una rotacion.

Si un homeomorfismo f : S' — S! tiene puntos fijos, entonces F,
algin levantamiento de f, interseca a una recta de pendiente uno y
ordenada al origen entera en los puntos cuyas respectivas coordenadas
son los puntos fijos de f. Siempre podemos escoger un levantamiento
de f adecuado para que esta recta sea la identidad. Supongamos que
f tiene exactamente n puntos fijos z1, 2o, ..., z,, entonces F' interseca a
la identidad en los puntos {xi,zs,...,z,} en el intervalo [0, 1], donde
zj = ¥y 11 < Iy << Ty

Como F es creciente y continua, tenemos que F[x;, z;41] = [z, Ti11],
ademéds F' no tiene puntos fijos en ningin intervalo de la forma (x;, ;4 1),
por lo que F(x) > x para toda z € (z;,x;41) o F(z) < x para to-
da z € (x;,z;41). Tomemos zy (que llamaremos condicién inicial) en
(2, xi+1), supongamos que F(z) > z Vo € (x;,x;41) y vamos a ver
cémo es su érbita. Para esto veamos la grafica de F'.

Fx)
ﬂ\

FicuraA 5. Método de la escalera

Podemos trazar una escalera entre la grafica de F' y la de la iden-
tidad, como en la figura. Es claro que {F"(x¢)}nen €8 una sucesion
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creciente que tiende a x;41. Anédlogamente, si F'(z) < z en (x;, x;i41)
entonces { F" (o) }nen €s una sucesion decreciente que tiende a ;.

Lo anterior demuestra que si f es un homeomorfismo de S* en S!
con n puntos fijos, entonces f tiene dos tipos de orbitas, las que con-
stan de un solo punto (un punto fijo) y las que constan de sucesiones
monoétonas contenidas en los intervalos con puntos fijos como extremos
y que tienden a éstos ultimos. Es decir que el hecho de que f tenga n
puntos fijos, determina el comportamiento de las demas érbitas.

Supongamos que F' es derivable, al menos en una vecindad de x;, con
1= 1, 2, N Si F’(l’z) > 1, F/(.Z'i+1> <1 y F,(l'lurg) > 1 donde Ty Tig1
Y ;4o son puntos fijos de F', entonces por la continuidad de F', F'(x) > x
para toda = € (x;,x;41) v F(x) < z para toda z € (x;11,2Ti40). Si
tomamos zg en (z;, z;11) entonces los puntos de la érbita se alejan de z;
y se acercan a Z;,1, es decir que lim,, .., F™(zq) = x;11. Andlogamente,
para xg € (Tir1, Tixz), lim, oo F"(x¢) = x;11. De ahi que z; y ;49 son
puntos fijos repulsores y x;,1 es un punto fijo atractor. (Ver la siguiente
figura).

F(x) y = F'(x.,)x+Cte.

Fx) /
y= F’(x‘)zgte.//‘—/

| | LN
/ X Xo F(xo) i1 Xis2

FiGURA 6. Puntos fijos de F' atractores y repulsores

Por lo tanto un criterio para determinar cuando un punto fijo es
atractor o repulsor es el siguiente. Sea F' un levantamiento de f : St —
S! un homeomorfismo, tal que F es diferenciable en una vecindad de
x, un punto fijo de F. Entonces x es atractor si F'(z) < 1y es repulsor
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si F'(z) > 1.

Veamos un ejemplo concreto. Sea ' : R — R,
F(z) = x + esen(4nx)

donde ¢ € (0, i) F' es un levantamiento de un homeomorfismo que
preserva la orientacion, pues es continua y mondétona creciente. f tiene
4 puntos fijos en [0, 1] de la forma %, con k € {1,2,3,4}, x; = %1,1:2 =
%,1’3 %,m = 1. Nos preguntamos cémo es la érbita de los puntos
T = (%) = %, con k € Z, por lo que el conjunto de puntos fijos de
fes Fij(f) = {ei™ |k € {1,2,3,4}}. Ademés, si k es par, se tiene que
F’(%) > 1, es decir que xy = % y x4 = 1 son puntos fijos repulsores. Y
si k es impar, si F’(%) < 1, es decir que x; = %L y I3 = % son puntos
fijos atractores.

=

k
1

F(x)

)

y = x+&sen(4TTX)

e

112

v

1/4 12 3/4 1

FIGURA 7. F(x) = x + esen(4nx)

Daremos ahora un ejemplo de un levantamiento de un homeomor-
fismo f% : St — 81 con puntos periddicos, que es muy parecido al
del ejemplo anterior, excepto que esta funcién esta desplazada vertical-
mente por %, y por lo tanto no interseca nunca a la identidad (o a la
identidad més un entero). Esto significa que f% no tiene puntos fijos.



18 1. DINAMICA DE LOS HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO

Sea F% : R — R dada por

2

1
Fi(z)=x+ 3 + esen(4nx)

con ¢ € (0,4). La grafica de esta funcién estd representada en la

siguiente figura.

Fi(x) ™

y = x+1/2+Esen(4T1X)

312

12

N
-112 I -1/4 1/4 112 3/4 1.

-112

FI1GURA 8. F) (z) =z + 5 + esen(4mx)

L . 7
La érbita bajo F1 de 1 es O(i,F%) ={3%31 . }={3.5+33+

%, 1+ % + i, ...}. En el circulo esto se traduce en que la érbita de
m(3) = {7(3),7(3)}. Y la 6rbita de w(3) es {m(3),m(1)}. Con esto
hemos encontrado dos 6rbitas de periodo dos de f%.

Para entender mejor la dinamica de esta funcién veremos cémo

es F?. Tenemos que F7(%) = £ 4+ 1. Para n € Z, llamaremos I, a
2 2
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cada intervalo de la forma (%T", 2”4“) y J, a los intervalos de la forma

(2, 2082) Sean I = ez In ¥ J = U,ez Jn- Notemos que Fi(ly) =
Ity F2(I}) = I paracada k € Z y lo mismo para cada J;. Tenemos
2
que F%([) =1y F%(x) > z + 3 para toda z € I, entonces F7(z) >
2

Fi(z) + 3 > z + 1. Andlogamente F7(J) = J y F{(z) < z + 1 para
2 3 5

toda x € J. (Ver la siguiente figura de la gréifica de F?).
2

y = x+1

7

v

/—1 -3/4 -112 -1/4 Xy /4 112 3/4 1
FIGURA 9. F(z) =z + § + esen(4nx)

La funcién G(z) = Fi(x) — 1 también es un levantamiento de f%,

2

2
y los puntos fijos %, =, %,1 de G corresponden a puntos de periodo dos
de f;.
2
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Usando los mismos argumentos de la pagina 8, podemos observar
el comportamiento de las érbitas de f7: son sucesiones monétonas que
2

tienden a 7(1) o a m(2).

Como f1 o 7((0,3)) = 7((3.3) ¥ fro7((5, 1) = 7((0, 7)), las

érbitas de f 1 con condiciones iniciales en 7((0, i)), oscilan en los in-

tervalos m((0, 1)) v 7((5,2)) vy su w — limite es {m(3),7(2)}, o sea la,

orbita de periodo dos de W(%l). Andlogamente se ve que las érbitas con

condiciones iniciales en 7((3,3)) oscilan en los intervalos 7((1,3)) ¥
3

7((2,1)) y también su w — limite es {m(3),m(2)}.

fio(2) ‘\+

2,02, § 7=, ,(2)

F 22
FIGURA 10. Orbitas de (0, 1) v de (5,2) bajo for

En la figura se ve en color rosa la érbita de (0, i) bajo f y en col-
or azul, la drbita de (5, %) bajo f. Resumiendo, f% tiene dos orbitas
periddicas de periodo dos, una de ellas es el w — limite de todas las
orbitas con excepcién de la otra dérbita periddica. Esto ocurre en gen-

eral, como se enuncia en el siguiente

TEOREMA 1.3. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientacion
con una orbita periddica de periodo n, entonces

i) todas sus orbitas son periddicas de periodo n.
ii) El w-lim de cualquier érbita es una orbita periodica.”

2Una demostracién del inciso (i) se puede ver en [Ka], pag. 127. El inciso (ii)
se puede demostrar a partir de algunos resultados siguientes.
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Este teorema garantiza que el hecho de que exista una érbita period-
ica obliga a que las otras orbitas, al menos asintéticamente, sean recor-
ridas de una forma semejante a la que la orbita periodica lo es.

De hecho, queremos mostrar que una orbita periodica se relaciona
de alguna manera con una rotacion. Por ejemplo, f1 estaria relacionado
2
con la rotacion r1.
2

Con el ejemplo que se ilustra a continuacién, se nota que f2 : St —
5

St estd relacionada de alguna manera con la rotacién de dngulo %271

Sea Iz : R — R tal que F%(w) = 2 + £ + esen(107z). Por las
mismas razones que en el caso del ejemplo anterior, F: 2 es un levan-

7

tamiento de f2. Sus puntos periédicos son z; = 7(x;), donde x; = ¢

con i € {1, 2, 3?4, 5} y son de periodo 5.

Las orbitas de r2 y de f2 con condiciones iniciales 7(¢), coinciden
5 5
en el circulo y se verian asi:

fs(2) rys(2)

"' ~

f.s(2) =052 1,4(2) 2=1%5(2)

(@) 2,:(2) 155(2)

Ficura 11. Orbita de z bajo f% y bajo T2

Ahora construiremos un ejemplo de una funcién G con una dinami-
ca esencialmente igual a la de fz2, pero deformando la grafica de F2 de
5 5

tal manera que su 6rbita en el circulo, con condiciones iniciales (%),
no coincida con la de F=.
5

Sea H(z) = x—5=sen®(z). H'(x) > 0y H(z)—x tiene periodo 1 por

lo tanto H es un levantamiento de un homeomorfismo del circulo que
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preserva la orientacién. Entonces G = H'o 2 0 H es el levantamiento
5

de un homeomorfismo ¢ del circulo que preserva la orientacion, cuya

orbita en el circulo se ve como sigue:

FI1GURA 12. Orbita de z bajo g

PROPOSICION 1.3. Sea z; un punto peridédico de f. Existe un tinico
racional § y una funcion continua e invertible h : O(zy, f) — O(z2,72)
q
que conserva la orientacion tal que ho f =re oh
q

En el caso de f%, hlo(s,) es la identidad, y en el caso de g, h es el
homeomorfismo del circulo tal que H es su levantamiento y en ambos
casos, § = % En el caso de f%, h también es la identidad y § = % De
manera intuitiva podemos decir que a los homeomorfismos f 1 f 1Y 9,
podemos asociarles un niimero que determina con qué rotacion estan
relacionados. A este nimero lo llamaremos ntimero de rotacion.

Para determinar dicho nimero nos fijaremos en los angulos entre
cada iteracién en la érbita de algin p € S y en su promedio. Si lla-
mamos «; al dngulo entre f*"!(p) y f'(p) con respecto al centro del
circulo, entonces el promedio de estos dngulos es 1imy, .o Y | <.

Ahora, si consideramos un levantamiento F' de f adecuado, y  una
coordenada de p, entonces el dngulo entre f*~1(p) y fi(p) es 2w (Fi(x) —
F=Y(z)), por lo que el promedio de los dngulos de rotacién de las
primeras n iteraciones es

27Tzn: Fiz) - (@) = 2—W(F"(m) — )

n n
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entonces el promedio de todos los angulos de rotacién es

F'(x)—=x F*(x
—( ) =27 lim —( )
n n—oo N
En el caso de que f tenga una érbita periodica, intuitivamente es claro
que este promedio estd definido y no depende de una érbita particular.

Pero esto ocurre en general.

2wlimy,— oo

PROPOSICION 1.4. Sea f un homeomorfismo que conserva la ori-
entacion y F un levantamiento de f, entonces para cualquier r € R

. . _ F"(x) .
existe limy ... = —= y €ste no depende de .

DEFINICION 1.9. Sea F un levantamiento de f un homeomorfismo
que conserva la orientaciéon y x € R. El nimero de rotacién de F,

denotado por p(F) es
F?’L
p(F) = lim (z)
n—oo n

PROPOSICION 1.5. Si Fy y Fy son levantamientos de f, un home-
omorfismo del circulo, entonces p(Fy) = p(Fy) + k para alguna k € Z.

DEFINICION 1.10. Sea f : ST — S! un homeomorfismo. El ntimero
de rotacion de f es el elemento de R/Z definido por p(f) = p(F')(modl),
donde F' es un levantamiento de f.

TEOREMA 1.4. Sea f un homeomorfismo que conserva la orientacion,
entonces p(f) es racional si y sélo si f tiene alguna drbita periodica.

Este teorema implica que si f es un homeomorfismo tal que p(f) =0
entonces f tiene al menos un punto fijo.

Antes mencionamos que los homeomorfismos del circulo con niimero
de rotacion racional, tienen una dinamica similar a la de una rotacién
con angulo un multiplo racional de 27. Esto se explica mejor con la
siguiente:

DEFINICION 1.11. Sea h : S — S un homeomorfismo que conserva
la orientacién. f ~ g siy sélosi f =hogoh ! En este caso, decimos
que f y g son conjugadas y h es una conjugacion entre f y g. Ademés
~ es una relacion de equivalencia.

PROPOSICION 1.6. Si f,g : S* — S! son homeomorfismos que
preservan la orientacion tales que f ~ g, entonces p(f) = p(g).

Si a ¢ Q entonces la rotacién R, tiene nimero de rotacién irra-
cional y no tiene ninguna érbita periodica. De manera intuitiva pode-
mos pensar que un homeomorfismo del circulo sin o6rbirtas peridédicas
tiene nimero de rotacion irracional, pero jcémo son sus érbitas?
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PROPOSICION 1.7. Consideremos 1o, con a & Q y f un homeomor-
fismo del circulo que conserva la orientacion. Si f = hor,oh™ (es
decir, si f ~1,), entonces todas las drbitas de f son densas.

El siguiente teorema resume los resultados méas importantes de este
capitulo, es decir, la relacién del nimero de rotaciéon con la dinamica
de un homeomorfismo del circulo que preserva la orientaciéon. También
enuncia un resultado (en el inciso ¢) que, aunque no se discutié en este
capitulo, es importante mencionarlo.

TEOREMA 1.5. Sea f un homeomorfismo del circulo que preserva
la orientacion y p,q enteros tales que (p,q) =1 y 21,29 € S*.
a) p(f) € Q siy sdlo si f tiene drbitas periddicas.
b) Ademas si p(f) = § entonces se cumplen las siguientes tres
propiedades:
i) Todas las drbitas periddicas tienen periodo q.
ii) Para cada orbita periddica de f, existe h : O(z, f) —
O(z2, rg) que conserva la orientacion tal que ho f = reo h.
iii) Elw—limite de cualquier érbita periddica de f es una orbita
periodica de f.
c) Sip(f) =a ¢ Q se cumple alguno de los dos siguientes casos:
i) Cada orbita de f es densa en el circulo, de hecho f es con-
Jugada a 4.
ii) Eziste Q C S perfecto y denso en ningin lado que es el
w — limite de cualquier érbita de f. 3

Observacion: Un conjunto perfecto y denso en ningtn lado es un
conjunto de Cantor, es decir, es un conjunto homeomorfo al conjunto
de Cantor.

3Una demostracién de varios incisos de este teorema se encuentra en [Kal,
97-128. También se encuentran varios ejemplos en [De].



Capitulo 2

Un ejemplo particular de endomorfismo

En el capitulo anterior describimos rapidamente la dindmica de los
homeomorfismos de S!. Vimos que esta dindmica queda determinada
por el nimero de rotacién en el siguiente sentido:

i) p(f) = § para alguna p € Z, con (p,q) = 1 si y sélo si f tiene
una Orbita periodica de periodo gq.
ii) Si p(f) =%, entonces el w — lim(z) de cualquier z € St es una
orbita periodica de periodo gq.
iii) Si p(f) € R —Q, entonces el w — lim(z) es todo el circulo o un
conjunto de Cantor.

En la siguiente secciéon analizaremos un endomorfismo y veremos
que la relacién entre su dinamica y la generalizacion del concepto de
numero de rotacion no es tan determinante como en el caso de home-
omorfismos.

1. El ejemplo

Consideremos la siguiente funcién: F* : [0,1] — R, donde

F(x) 3z, si z € [0, 2;
xr) =
—3x+4, sizel3 1]

Sea F': R — R, con F(x) = F*(z (modl))+ [z] una extensién con-
tinua de F*(z), donde [z] es el mayor entero menor o igual a . Como
F(z+1) = F(z)+1, F es un levantamiento de una funcién f : S' — St

Podemos pensar en el circulo como S* = R/Z. Consideremos la
recta real R y definamos la relacién de equivalencia ~, donde = ~ y
si x —y € 7Z, es decir, definimos puntos equivalentes si difieren por un
entero (x = y(modl)). Definimos la clase de equivalencia de € R por
(2] ={y eRly ~ 2} y X =R/Z := {[z]||z € R} el conjunto de todas
las clases de equivalencia es un espacio métrico. De esta manera, como
conjunto de nimeros, podemos identificar R/Z con [0, 1).

25
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F(x)
N
2__
1
-2/ ) %
t ?
/ 113 1/3 213 1 413

FIGURA 1. F(z) = F*(z (modl)) + [z]

Es més facil analizar F"(z) describiendo los reales en [0, 1] en base
tres, es decir

(2.1) r=Y

n=1

Q

donde a; € {0,1,2}. Denotaremos por = = 0.ajasa3a4... a esta
expansion, con ¢ € N. Ademés denotaremos por

0.a1az...ak05 1. Gr1p = 0.a102...0%...Q4p Ak .. Qlyp- -

En lo sucesivo siempre que nos referimos a x, vamos a considerar su
expresion en base tres. Aqui es necesario observar que un punto puede
tener dos representaciones en base tres distintas, pero los tinicos son de
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la forma

O.al...ak_ll = 0.(11...(1k_10§.
Por ejemplo, x = 0.02 = 0.1.
Sea z € [0,3]. Aplicando F a esta condicién inicial obtenemos
F(z) = a1 + 0.a2as.... Si ademés F(x)(modl) € [0,2], F?(z) = a1 +
as + 0.asay..., etc. Como podemos ver, si a, # 2 para toda n € N| la
expresion de F"(x) es muy sencilla, pues si z tiene una expresion en
base tres, donde todos sus digitos son distintos de dos, la aplicaciéon de
I a x es equivalente a recorrer el punto a la derecha; asi tenemos dos
expresiones sencillas de la parte entera de F"(z), que denotaremos por
[F™(z)]; y de la parte "menor a uno”de F"(z), que denotaremos por
Tt

n

(2.2) [F"(z)] = Zai Y xp = 0.ap4110042...

=1

Consideremos ahora un conjunto K C R/Z cuyos puntos tienen
6rbitas que no intersecan (2, 1).

Por la discusion anterior tenemos que x € K si y sélo si x se puede
expresar en un sistema terciario de la siguiente forma

xr = 0.ajazas... con a; € {0,1}

A continuacion estudiaremos las propiedades dindmicas de f re-
stringiéndonos al conjunto K.

Observacion: Los elementos de R/Z son clases de equivalencia y
siempre podemos tomar un representante de cada clase en el intervalo
[0,1). Ya vimos que S! es isomorfo a R/Z, entonces para ahorrar no-
tacién usamos f(z) con x como un representante en [0, 1) del elemento
correspondiente de R/Z, y F(z) con x € [0,1) como subconjunto de R.

PROPOSICION 2.1. K es un conjunto de Cantor invariante bajo f,
es decir que f(K) C K.

Demostracion: Sea x € K, con z = 0.a1ay... entonces f(z) =
0.azas... € K pues a; € {0,1} para toda i € N por lo tanto K es
invariante bajo f. Notemos que lo anterior implica que f*(x) € K para
toda k € N y por lo tanto K es invariante bajo f*. 0
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Ahora veremos que K es un conjunto de Cantor. Para esto recor-
daremos la construccion del conjunto ternario de Cantor C, consideran-
do que existe una representacién de x en base 3 como en la expresion
(1.1). Para cada k € N, consideremos el siguiente conjunto:

Cy:={z€[0,1] |z =0.a1as..., a; €{0,2} Vie {1,2,....k}}

En el caso de que x tenga dos expansiones terciarias basta que una
de éstas cumpla que a; € {0, 2}. Por ejemplo % estda en C, pues % =0.2.

En la figura se ilustran los conjuntos C; y Cy

0 0.1 0.2 1
Ci | | i |
0 1/3 2/3 1
0 0.01 0.02 0.1 0.2 0.21 0.22 1
C, F— — : | | |
0 1/9 2/9 13 2/3 7/9 8/9 1

FiGUuraA 2. Conjuntos C; y Cy

Por definicién, el conjunto ternario de Cantor en [0, 1], C es:
C=n2,C,={zx€][0,1] |z =0.a109..., a; €{0,2} Vie N}

Nétese que C es el conjunto de puntos que pueden representarse de la
forma x = 0.a1as... con a; € {0,2} Vi € N.

Ahora consideremos el conjunto que resulta de la contraccion del
conjunto ternario de Cantor al |0, %], o sea, el conjunto formado por
puntos de la forma %c, donde ¢ € C. Estos puntos tienen la siguiente
expresion: 0.b1bs..., con b; € {0,1} Vi € N, pues si ¢ tiene como ex-
pansion terciaria al 0.ajasas..., entonces la expansion terciaria de %c es
0.0102b3.... Por lo tanto el conjunto K es homeomorfo al conjunto C, es
decir, K es un conjunto de Cantor.

2. Caracterizacion de orbitas periédicas

Ahora caracterizaremos los puntos periddicos bajo f. Decimos que
x es un punto peridédico de periodo ¢ si x4, = x, siendo ¢ el menor
natural que lo cumple. Utilizando la expresion (1.1) tenemos que esto
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equivale a que 0.ag41aq42... = 0.a1a9..., es decir, a,4; = a; para toda
J € N. De hecho a4, ; = a; para toda k'y 7 € N. Es decir que

0.a1az...ay = 0.a1a3...a4a1Q2...a4...

Con esto hemos dado la siguiente caracterizacion de los puntos perioédi-
COS.

PROPOSICION 2.2. z € K es de periodo q si y sélo si x = 0.a1aa.-.ay,
donde q es el menor natural que cumple esto.

Notese que en este caso hay érbitas de distintos periodos, por ejem-
plo 1 = 0.01 y 2o = 0.001 tienen periodo 2 y 3 respectivamente. De
hecho es claro que

PROPOSICION 2.3. f tiene drbitas de todos los periodos.

Observacion: Este comportamiento no se da en homeomorfismos
pues en éstos s6lo coexisten dérbitas de un solo periodo.

Ahora estudiaremos el nimero de rotacion de f. Sea F' un levan-
tamiento de f. Definiremos provisionalmente el niimero de rotacién de
x por

p(x) = lim (@)

n—oo n
si este limite existe
PROPOSICION 2.4. Siz € K, p(z) = lim, oo £ >0 a;
Demostracion: Por la expresién (1.1) tenemos que
Fn(l’) . X, + Z?:l a;
no n '
Como z,, € [0,1), lim,,_.c ®» = 0, de donde se sigue el enunciado. [

PROPOSICION 2.5. Si z € K es de periodo q entonces p(x) =

1\
q 2ui=1 Y-

Demostracion: Para cada n € N sean k, € Ny m,, € {0,...,q — 1}
tales que n = k,q + m,,. Entonces

n k‘nq knq+mn
E a; = E a; + E a;
i=1 i=1 i=kng+1

como x es g-periddico, entonces a; = aq4; por lo que

n

ZCLZ‘ = knial—f-%al
i=1 i=1

=1
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pero

de donde

Asi tenemos que

porque ¢ q’fﬁm tiende a % cuando n tiende a infinito, pues k, — oo si
n n

n — 0o y lo mismo pasa para —fatl_ 0

kng+mn

Notemos que la proposicién (1.5) en particular muestra que si x es
periédico, su niimero de rotacion es racional (lo cual ocurre en cualquier
homeomorfismo). Pero mas que eso, cualquier niimero racional en [0, 1]
es un numero de rotacién de f (lo cual no ocurre para homeomorfis-
mos).

PROPOSICION 2.6. Para toda r € QN [0,1] existe v € K tal que x
es periddica y p(x) = 1.

Demostracion: Sea r = § con p < qyseaz=0.111...10...000, con
p unos y q — p ceros. Entonces x tiene periodo q y p(z) = E. O

q

Analicemos con mas detalle la proposicién (1.5.) En los homeomor-
fismos hay una érbita de periodo ¢ si y sélo si el nimero de rotacién del
homeomorfismo es § con (p,q) = 1. Sin embargo Y 7  a; y ¢ no nece-

. . ) . 1 o
sariamente son primos re‘latlvos. Por lo que s es periédico y p(x) = £
con (r,s) = 1 no necesariamente s es el periodo de x.

Veamos cudles son las érbitas de periodo 3. Sea = 0.001, por la
caracterizacion que dimos de los puntos periédicos, z es de periodo 3
y su 6rbita estd formada por f(z) = 0.010, f?(z) = 0.100 y f3(z) = =,
y por la proposicion (1.5), p(x) = %Z?Zl a; = 5. Ahora consideremos
r = 0.011, O(z) = {0.110, 0.110, 0.101}. Evidentemente esta érbita
también es de periodo 3y p(x) = % Notemos que las orbitas de estos
dos puntos contienen a todos los puntos formados por tres cifras de
ceros y unos, que no sean solo ceros o sélo unos, por lo que son los

tnicos dos puntos de periodo en K. En este caso el niimero de rotacion



2. CARACTERIZACION DE ORBITAS PERIODICAS 31

es p(x) = % con s el periodo de x.

Las 6rbitas de periodo 4 son las de los puntos = 0.1000, z =
0.1100 y = 0.1110. Las érbitas de cada uno de estos puntos contienen
a todos los puntos posibles formados por cuatro cifras de ceros y unos,
que no sean solo ceros o so6lo unos, por lo que éstos son los tinicos puntos
en K con periodo 4. El primer punto tiene nimero de rotacion %, el
segundo %1 = % y el ultimo %. El segundo caso es un ejemplo de lo que

1 pero

mencionamos antes, tenemos un punto con numero de rotacion 2

su periodo es 4 # 2. En general tenemos la siguiente

PROPOSICION 2.7. Six € K es periddico y p(x) = £ con (r,s) =1
entonces el periodo de x es multiplo de s.

Demostracion: Sea x € K g¢- periédico. Por la proposicién (1.5)

tenemos que p(zr) = % i ,a;="%. Como (r,s) = 1 lo anterior pasa si
y sélo si existe a € N tal que ar = Y7 a; y as = ¢. Por lo tanto el
periodo de x es multiplo de s. 0

A continuaciéon daremos la construccion de un ejemplo de una 6rbi-

ta de periodo 2k y nimero de rotacion %

Sea x = 0.a1a3a3...as, con k € Ny
0 siied{l,.. .k}
a; = ..
1 siie{k+1,k+2,..,2k}

Claramente, el periodo de x es 2k y su niimero de rotacion es

pues

2k 2k
=1

i=k+1
Observemos que si ¢ es el periodo de z, ¢ es miltiplo de Y !, a;, es

decir
q
q=u« E a;,
i=1

en este caso con a = 2. ]
Notese que los puntos que cumplen con estas condiciones son una in-

finidad.
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Esta construccion puede hacerse en general para obtener puntos
con numero de rotacion é, con a € N y periodo ¢ multiplo de o y de
hecho, para cada o € N hay una infinidad de éstos. De ahi que podamos
enunciar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.8. Para cada o € N y ¢ mailtiplo de o existe x € K

tal que x tiene periodo q y p(x) = é

Demostracion: Sea x = 0.a1as...Aqr, con k € Ny

0 siie{l,...(a—1)k}
i = ..
1 siie{(a—1)k+1,(a—1Dk+2,..ak}

Claramente el periodo de x es ak y

ak
1 1 1

Notemos que

q
q=u E a;,
=1

entonces cualquier nimero que cumpla esta condicién tendra ntmero
de rotacion +. O
También hay una infinidad de éstos.

PROPOSICION 2.9. Para cada racional © < 1 con (r,s) =1 y cada

mailtiplo q de s, existe v q-periédico con p(x) = %.

Demostracion: Necesitamos construir x = 0.a;as...a4 en K que ten-
ga una expansion terciaria tal que > 7 a;, =kryg=ksconk € Ny
(r,s)=1.Sis>r

0 siie{l,..,(s—r)k}
a; = .
1 siie{(s—r)k+1,(s—r)k+2,.. sk}

Entonces el periodo de = es ks y
sk
1 kr r
A0 = 2=

Notemos que de éstos tambien hay una infinidad.
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3. Orbitas no periodicas

Para facilitar las demostraciones contenidas en esta seccién, nos
conviene definir lo siguiente:
n
1
Pn(x) - ﬁ E ai,
=1
donde a; es la i-ésima cifra en la expansion en base tres de un punto
x € K. Denotaremos por 0,, a una cadena de n ceros y por 1, a una
cadena de n unos. De esta manera podemos escribir la expansién en
base tres de z como = =.0,,,1,,,0,,...

LEMA 2.1. Sea v = 0.0,,1,,,0,,... € K. p(x) existe si y sdlo si

lim P, = lim P
hoo | 52k oo | S2EHL

CON Sy = Y 101 G

Demostracion: Sea  =.0,,,1,,,0,,... Sea s = Zle n;. Si p(z) existe
entonces es inmediato, pues el limite de cualquier subsucesion de {P, }
es p(z), en particular (P, ) y (Psy.,)- O

S2k+1

Ahora supongamos que limy .o Ps,, = limy_oo P, ,,. (Ver figura).
Pn
/N
7\
4 \
4 \
4 \
4 \
4 \
4 \
4 \
I, \\
e / kY A
4 S / \ y;
s S / \ /
V2 ~, 4 \ ,

s, S 4 \ ,

’ ~ / \ ’

4 \\ /7 AW 4

)l ¥ ¥
vl | | | | \
T I I I I 4

S, S, S, S, S,

Ficura 3. La sucesién P,

P, crece para n € [Sor_1, S2x] NN pues con cada iteracién estamos

n
agregando un uno a la suma » _;_, a;, y decrece para n € [sq, Sopt1] NN
pues seguimos iterando la funciéon pero no estamos agregando nada a
la suma, por lo que P;,, , < P, < P,,, para n € [Sy_1,52) NNy
P < P, < Ps,, paran € [Sa, Sap+1] N N. Por lo que si limy_, Ps,,

S2k+1
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y limy .o Ps,,,, existen y son iguales, entonces lim,, .o, P, existe y co-

incide con ellos.

Recordemos que en la seccién anterior ya demostramos que {p(x)|z €
K} contiene al conjunto @Q N [0,1]. Ahora veremos que también con-
tiene al conjunto (R — @) N [0, 1] en la primera de las dos siguientes
proposiciones.

PROPOSICION 2.10. Para toda r € [0,1] existe z € K con p(z) =r.

Demostracion: Ya lo demostramos en el caso de que r € Q. Tomem-
os r ¢ Q. Para cada k € N sean n;, € N tal que

1 r 1
< =< —.
Nk41 k ng

Afirmamos que esta sucesion {n;} existe, pues si consideramos el inter-
valo (0,1), entonces la sucesion {+},cy divide a este intervalo en una
infinidad de subintervalos (==, 1), con n = 1,2, 3,... ajenos entre si.
n+l1’n/’ ) Sy Yy

Como r es irracional,  es irracional, por lo que debe estar en algin

. 1 ro_ 1 - 1
subintervalo ——= < £ < -, donde {n } ey es una subsucesion de {; },
entonces limy_, 1y = 00, pues limy ., ¢ = 0.

Tomando la desigualdad del lado izquierdo, se tiene que # <,
por lo que

k k k r
0< —— = < —
De ahi que
k k
lfm (— — =0,
e T 1)
y como
k
<r< —,

se concluye que

lim — =,
k—oo M
pues k< r < £ Ahora, sea x = .ajasas... donde
Nik+1 Nk

0 sin#nyg;
ap = .
1 sin=ng
Usando el lema anterior y el hecho de que z tiene una expresion con su
expansion en base tres como cadenas de ceros y unos, obtenemos que
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plx) =r. O

Notemos que esta propiedad implica que
(R—Q)N0,1] € {p(x)]x € K}.
Entonces, hasta ahora hemos demostrado que
[0,1] C {p(x)|z € K}.
PROPIEDAD 2.1. Six € K y p(x) existe, entonces p(z) € [0, 1].

Noétese que calcular p(x) es tomar promedios de ceros y unos en
cada iteracién de f, por lo que no salimos nunca del intervalo [0, 1].
Por lo tanto p(z) € [0, 1].

Hasta ahora hemos visto ejemplos en los que lim,,_,, an(x) existe
para un punto particular en K. Sin embargo existen puntos en K para
los que este limite no existe.

PROPIEDAD 2.2. p(x) no siempre eziste.

Demostracion: Se construira r € K usando algunas propiedades de
la sucesién de Fibonacci: {f,} = {1,1,2,3,5,8,13...}, donde f; = 1,
fo=1, f3 =2, etc. En general f, = f,,_1 + f._2. Esta sucesién cumple

que
jp—"
i)Y iy i = fera — 1y que

.. . fn _ 2
ZZ) llmn_}oo fn+1 - 1+\/g

Demostraremos el inciso (i) por induccién sobre k. Para k = 1tenemos
que

Zfi=f1=1:f3—1>

por lo tanto en este caso se cumple la afirmacién. Suponemos cierto
para k y lo demostraremos para k + 1.
k41

k
Zfi = Zfri‘ka,

por hipdtesis de induccién, esto es igual a

Jero =14 for1 = foas — 1= forpe — L.

Por lo que también se cumple en este caso. El inciso (ii) es un resultado
conocido y no daremos la demostracion. Sea

T = O'1f10f11f20f21f30f3“'
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Para ver que p(x) no existe, daremos dos subsucesiones de { P, () }nen
que convergen a numeros distintos, donde

n

P.(z) = % Z a;.

i=1
Para cada k > 2, sean

k

k—1
=2y fitfi y m=2) fi
=1

i=1

En la primera subsucesion de { P, }, { P, }, estamos haciendo los prome-
dios terminando siempre al final de una cadena de unos y en la segunda,
{P,,, }, terminando en una cadena de ceros. Entonces

Y fi et
235 fit o 2 =24 i
por el inciso (i). Pero lo anterior es igual a

fry2 —1 _ fry2 —1
fevz+ o1 =2 frez—2

Nk

Por el inciso (ii),
lim 2=l 2
k—oo fruz —2 1445

Y por otra parte

k
_ ZZ‘:1 f i 1
mg — k - .
2 21':1 f % 2
Por lo tanto tenemos dos subsucesiones de P, = %(x) que tienden a

numeros distintos. Por lo tanto lim,,_,. P, no existe.

Hasta aqui podemos decir que {p(z)|z € K} = [0, 1]. Ahora pasare-
mos a analizar el w — Imite de algunos puntos junto con sus nimeros
de rotacion.

A continuacién veremos dos ejemplos de orbitas de f no periédicas

con nimero de rotacién en Q: para el primero, p(x) = 0 y para el
1

segundo, p(z) = 5. Veamos el primer ejemplo. Sea

x = 0.0;1021051041051061071...
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Claramente z € K no es periddico y se ve que p(z) = 0 pues el ntiimero
de ceros es cada vez mayor conforme iteramos F'.

Recordemos que y € w(z, f) si existen subsucesiones ny, tales que
lim,, oo F™(z) = y. Veamos cuédl es el w(zx, f). Para esto vamos a tomar
todas las posibles subsucesiones convergentes de la 6rbita de x.

Notemos que siempre podemos tomar una subsucesién {n;} C N
tal que z,, = 0.01001...; z,, = 0.010001...; x,, = 0.0100001...; etc.
es decir, que el nimero de ceros entre el primer y el segundo uno va
aumentando. Es claro que limy_. x,, =.01, por lo tanto .01 € w —
lim(xo). En general, para n € N tenemos que hay sucesiones {n;} tales
que T,, = 0.0,10,4:1...; z,, = 0.0,10,421...; 2, = 0.0,10,431...... ;
Ty, = 0.0,10,4,1.... Claramente z,,, tiende a 0.0,1, por lo tanto 0.0,1

€ w(z, f).

Por dltimo, consideramos las sucesiones {ny} tales que z,,, = 0.1001...;
T, = 0.10001...; z,,, = 0.100001...; en genral, z,,,, = 0.10;411.... Esta
sucesién tiende a 0.1, por lo tanto 0.1 € w(zy, f). Entonces el

w(z, f) DN ={1x3"neN}u{0}.

Hay que ver que éstos son todos los elementos del w(x, f). Lo cual
resultard mucho mas facil a partir de la siguiente caracterizacion de
w — limite.

PROPOSICION 2.11. Sean z, y € K. Entonces y € w(z, f) si y sélo

si existe una sucesion {ng} con limy_. ni = oo, tal que, para toda
1€ {1, 2, k}, Apy+i = b;.

Para demostrar esta proposicion usaremos el siguiente lema:

LEMA 2.2. Si |z —y| < ﬁ, con x,y € K, v = 0.a1as..., y
0.b1bs..., si y sdlo si a; =b; para i € {1,....k}.

Demostracion: Supongamos que |x — y| < ﬁ, mostraremos que

a; = b; para i € {1,...,k} y lo haremos por induccién sobre k.

Para k = 1, si |z —y| < %, veremos que a; = b;. Recordemos la
construccion del conjunto de Cantor C a partir de los conjuntos CY,
mencionada al principio de este capitulo. Cada conjunto C} esta for-
mado por 2* intervalos I, k;> de longitud Sik, con k € N. Entonces la k del
subindice k; de I, corresponde a la k de C y j € {1,2,3,..., 2FY . Asi

L, =1[0,%] e I, = [2,1]. Sea C}, el conjunto Cj, comprimido a la mitad,

o sea que C} = 3C. Entonces Cj, estd formado por 2¥ intervalos Iy,
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(para no complicar mas la notacio’n usaremos la misma que antes para
estos intervalos), de longltud 5 3k La distancia entre los intervalos [,
e I, es d(I1,,I1,) = ¢ y la longitud de cada uno de ellos es I(Iy,) = z,
conj=1,2. Comow,y € K, x,y € 1, Ul,,six € I, entonces y € I,
por lo tanto a; = b;.

Ahora suponemos cierto para k y lo demostraremos para k+ 1, es
decir, demostraremos que si |z —y| < 5 3k+1 entonces a; = b; para toda
i €{1,...,k+1}. Tenemos que |z — y| < 535

Sabemos que si | — y| < 5% entonces a; = b; para toda i €

2-3
(1,2,..., kY.

Sean z,y € K tales que |z —y| < 2.3++17 entonces @,y € Jt1), C o
para algtin j = 1,..., 2% entonces a1 = byi1.

Ahora supongamos que a; = b; parai € {1, ..., k}, entonces |[z—y| <
ﬁ pues si dos numeros en K tienen las mismas k primeras cifras, am-
bos estan en el intervalo [, para alguna j € {1, ..., 2F1. O

Demostraremos ahora la proposicién (2.11).

Demostracion: Supongamos primero que y € w(z, f), entonces por
el lema anterior, si |2, —y| < 5%, existe una sucesion {ny }ren tal que
limy_oo ng = 00, T, = -Apy1+10n,+2---Cnytk--- Y Y =.b1ba...0, por lo que
an,+i = b; para toda i € {1,..., k}.

Ahora, si existe una sucesién {n;} que tiende a infinito si k& tiende
a infinito, por el lema anterior, a,,+; = b; para ¢ € {1,...,k}. Entonces

|fnk( )| < 3k7 por lo que limk—>oo fnk(x) =Y. O

Continuando con el ejemplo, por el lema sabemos que, si existe
una sucesién {n;} tal que lim;_ . ng = oo con a,,+; = b; para i €
{1,...,k}, entonces |f™ —y| < ﬁ7 por lo que limy_,o f™(z) = y. Sea
y € w(z, f). Denotemos por y =.by... y & =.ajay... Supongamos que
y ¢ Q = {1 x3"n € N} U{0}, entonces y tiene por lo menos dos
unos en su expresion en base tres. Sea m el lugar del segundo uno. Si
la cadena a,41... @p1q tiene dos unos, entonces n < m — 4 + ZZ 2
Si para cada k > m existe nk tal que a,,4+; = b; para i € {1,...,k},
entonces ny, < m —4+ 3" %4, por lo que {n;} no tiende a inﬁnito, lo
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cual es una contradiccion. Por lo tanto y € €.

De esta manera queda claro que en el ejemplo con z = 0.0,1051031041...
el W(l’,f> = {O'Okl}kENU{O} U {0}7 p(x) =0 y para toda y € CU(Q?,f),
p(y) = 0. Este conjunto es un punto fijo, el 0, junto con 6rbitas que
llegan a éste en un nimero finito de iteraciones. (Ver la figura).

FIGURA 4. Orbita de z = 0.0;10510510,1...

Fijémonos en el intervalo [0,0.1]. x > 0.01, entonces x; > 0.1,
o > 0.001 y x3 > 0.01, pero x5 < x, luego 0.1 < x4 < x1, 0.0001 < x5,
etc. De tal manera que con cada iteracion la orbita se acerca cada vez
mas al 0 pero siempre a la derecha de 0.051 con k cada vez mayor.

Observemos que tenemos un punto x = 0.0;105,103 con nimero de
rotacién racional y tal que w(z, f) no es una érbita periodica, a difer-
encia de lo que pasa en homeomorfismos, en donde si p(f) = § para
cualquier z € S! entonces el w — lim(z) es una érbita perfodica de
periodo ¢. Sin embargo, el comportamiento de esta orbita, aunque no
es tan sencillo como el de la érbita de un homeomorfismo, tampoco es
tan complicado. Aunque, no siempre es asi. Veamos ahora el segundo

ejemplo.
Sea r € K dado como sigue
r = 0-011203140516'--
Sea s; = Y.7_, 4. Entonces

25 i k(k+1) 1

nhjg) P, = kh_{glo —2 . ]}EEO 2k2k+1) 9
j:lj 2
y k
257 i k(k+1) 1
ll’mps%ﬂzh/mTﬁ:ll.: fm %+1)(2k+2) 9
n—oo k—oo Zj:l i k—o0 % 2
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Por el lema (1.1) de esta seccion, p(z) existe y es 5. El
w(z, f) = {0.051 }renugoy U {0.1,0} renuqoy -
Si y € { .01 kenuqoy, p(y) = 1y siy € {1i0}renvqoy. p(y) = 0.

Notemos que w(z, f) consta de dos puntos fijos, 0 y 0.1 junto con
orbitas que llegan a estos puntos en un nimero finito de iteraciones.
El hecho de que p(z) = % no estd relacionado con un comportamiento
asintético de la érbita de x a una 6rbita de periodo par (recordemos que
las érbitas periddicas con numero de rotacion % tienen periodo par).
En este ejemplo p(z) es simplemente el promedio de los nimeros de

rotacion de las érbitas que forman su w — limate.

PROPOSICION 2.12. Eriste € K tal que w(z, f) = K

Demostracion: Sea F = {z¥ = 0.a1a9...ax|a; € {0,1} para toda
i € N}. Observemos que F € K y como K es cerrado, entonces F
C K. Ahora tomemos y € K con y = 0.a1as...ay,... y {y,} C F tal
que y, = 0.a1as...a,0, entonces lim,_., v, = y. Por lo tanto K C F.
Entonces F = K. Sea

r = 0.!E10[L’102$202$103I’203!E3031’1O4I204£L’304I‘404ZL‘1...
donde z; = ayas...a;, para cada x;7 = 0.aqas...a; en F. Entonces para

alguna n € N z,, = 0.2,0..,0.... Afirmamos que z; € w(z, f) para cada
jEN.

Sea ny tal que
Ty, = 0.2;0;2,05411...
Sea ny tal que
Tny = 0.2;0;41241041210...
En general sea n; tal que
Tny, = 0.20,457541054£2 440, 4210...
{ni} es una subsucesién de {n}, limy_,o nx = 00 y limy_, %’“ = 0.x;.
Por lo tanto z; € w(z, f) para cada j € N, etonces F C w(z, f).
Pero como w(z, f) es un conjunto cerrado, entonces F C w(zx, f) y co-

mo vimos antes, F = K, por lo que K C w(z, f). Nos falta demostrar

que w(z, f) € K. Observemos que O(r) C K = K y w(z, f) C O(x)
por lo tanto w(z, f) C K. Entonces w(z, ) = K. O
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Nuestra intencién en este capitulo ha sido mostrar, a través de los
ejemplos discutidos en él, que en general, para z € S' y f definida al
inicio del capitulo, p(z, f) no da suficiente informacién sobre la dindmi-
ca asintética de la dérbita de z, O(z). Pero, uno de los resultados del
siguiente capitulo es que, para cierto tipo de puntos del circulo, p(z) si
da informacion sobre su dinamica.



Capitulo 3

Endomorfismos del circulo

Un endomorfismo es una funcién continua que va de un espacio en el
mismo espacio. En la primera seccién daremos los conceptos necesarios
para entender la dindmica de los endomorfismos del circulo de grado
uno, que es el tipo de endomorfismo que nos interesa. Estos conceptos
son el niimero de rotaciéon de un punto y el conjunto de rotacién. En el
mismo sentido, daremos también algunos resultados generales impor-
tantes establecidos por P. Boyland en [Bp], necesarios para entender y
demostrar los resultados que son el objeto de este trabajo.

En la segunda seccion veremos cémo es el intervalo de rotaciéon
de los endomorfismos de una familia particular de éstos, usando las
propiedades de ciertas funciones no decrecientes de las cuales daremos
su construccion.

Como lo hemos hecho antes, en este capitulo nos vamos a referir
a f: S — S!como un endomorfismo de grado uno del circulo y a
F : R — R como un levantamiento de f. También nos referiremos a z
como un elemento de S* y a £ como un elemento de R tal que z es la
coordenada de z, es decir, w(z) = ™ = 2.

1. Conceptos basicos y resultados generales

Recordemos que para homeomorfismos del circulo definimos el con-
cepto de numero de rotacién y que este numero da la informacién
escencial sobre la dindmica de un homeomorfismo del circulo.

F™(z)—x Y
——— vy la proposicion

El nimero de rotacién es p(F) = limy, o —
(1.4) del capitulo 1 enuncia que este limite existe y no depende de x. Por
el contrario, en el caso de endomorfismos, este limite no siempre existe,
como se vib en el ejemplo de la funciéon f que construimos en el capitulo
2, considerando la dindmica del punto # = .04, 14,0¢,... También vimos
en el capitulo anterior, a través de varios ejemplos, que para distintos

puntos = € R, p(x, F) es distinto, a diferencia de lo que pasa para

43
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homeomorfismos, en donde el niimero de rotaciéon no depende de x. Sin
embargo tenemos el siguiente lema.

xT

LEMA 3.1. La sucesion % estd acotada.

Demostracion: Dado que F es el levantamiento de f, F es una
funcién continua no decreciente y F'(z+1) = F(x)+1. Entonces F'—Id
es periodica de periodo uno, pues dado que F' es un levantamiento,
F(x+1) = F(x)+ 1, por lo que

Fz+1)—(zx+1)=F(z)+1—-xz—-1=F(x) —z.
De estos dos hechos podemos deducir que existen m y M € R tales que

m < F(z) —x < M y como podemos expresar a F"(z) — z como la
suma telescopica,

F'(e) —a = Y F(F*' (@) - F*'(a),

donde cada término de la suma cumple que m < F(y) —y < M para
y = F*1(z), entonces

nm < ZF(Fk_l) — F*Y(z) < nM,
k=1

porlotantomﬁ%ﬁM. O

, P — . .
Entonces, aunque lim,,_ (z) = no siempre exista y dependa de
x, el siguiente limite si existe para cada x € R.

DEFINICION 3.1. Para f : S — S! fijemos un levantamiento F :
R — R. Definimos
F*(z) —
p(z, F') = limsup (z) — 2

n—oo

Esta es una generalizacién para endomorfismos del circulo del con-
cepto de ntimero de rotacion para homeomorfismos del circulo y fue
dada por Newhouse, Palis y Takens en [Ne-Pa-Ta].

DEFINICION 3.2. El conjunto de rotacién de F' se define como
o(F) = {p(z, F)|z € R}.

El lema (3.1) implica que el conjunto {p(z, F)|z € R} esta acotado,
por lo que tiene infimo y supremo.
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DEFINICION 3.3. Sean
pr(F) = inf{p(F,)lr € R}

p2(F) = sup{p(F,z)|z € R}.

Ito demostr6 en [It] que p(F) es un intervalo cerrado, o sea que
p(F) = [p1(F), p2(F)]. En este trabajo daremos una demostracién de
ésto para un tipo particular de endomorfismos del circulo.

En el caso de un homeomorfismo h, el nimero de rotacién de h es
el mismo sin importar qué levantamiento de h se esté considerando. Es
decir que si H = H' + k, p(H) = p(H') + k con k un enteroy H y H’
levantamientos de h, sin embargo p(h) = p(H)(modl) = p(H')(modl).
En el caso de endomorfismos también es cierta esta propiedad.

PROPIEDAD 3.1. Sea f un endomorfismo del circulo y F' un levan-
tamiento de f. Si F' es otro levantamiento de f tal que F = F' + k
con k un entero, entonces p(x, F) = p(z, F') + k.

Demostracion: Es inmediato pues F™(x) = (F')"(z) 4+ nk. O

DEFINICION 3.4. El nidmero de rotacién de f en z es el elemento
de R/Z definido por

p(z, ) = pla, F)(modl),
donde x es una coordenada de z y F' un levantamiento de f.

DEFINICION 3.5. El conjunto de rotacién de f es

p(f) = {p(z f)lz € S*}.
Por el resultado de Ito, p(f) puede ser un punto, un intervalo
[p1(f), p2(f)] en R/Z o todo R/Z.

Enseguida enunciaremos dos lemas que nos serviran para demostrar
el teorema que les sigue. Este teorema afirma que para cierto tipo
de endomorfismos, existe su nimero de rotacion y esta definido de la
misma manera que el nimero de rotacién de un homeomorfismo.

LEMA 3.2. Sea H un levantamiento no decreciente y sea P(x) =
H(z) — z. Entonces P(z) es una funcidn continua de periodo uno y
cumple que |P(x) — P(y)| < 1 para toda x yy € R.

Demostracion: Ya demostramos (en la demostracion del lema 3.1)
que la funcién P(x) = H(x) — x es continua de periodo uno. Afir-
mamos que |P(z) — P(y)| < 1 para toda = y y € R. Esto es equiv-
alente a demostrar que existe m € R tal que para cualquier x € R,
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m < P(x) <m+1. Como P es periddica, toma su minimo m en algun
x1 € R. Veremos que para x € [r1,21 + 1), m < P(z) < m+ 1, de
donde se sigue la afirmacion.

Sea x € [r1, 21 + 1]. Como H es no decreciente, H(z) < H(zy + 1).
Usando que H(z;+1) = H(z1)+1 = m+x,+1 y restando x se obtiene
que P(z) <m+1+az—az<m+1. 0.

LEMA 3.3. Para cada k € N sea Py(z) = H*(x) — 2. Entonces para
cada k ym € N, se cumplen las siguientes condiciones:

i) Pr(w) + Pu(2) = 1< Pypm(w) < Pr(x) + Po(2) + 1y
i) mPy(x) — (m — 1) < Pyp(z) < mPy(x) +m —1

Demostracién: El lema (3.2.), se puede aplicar a H*, de donde se
sigue que para cualquier z, y € R,
1+ Hz) =2 < HMy) —y < HMz) =z + 1,
entonces
1+ H@2) -2+ (@y—2)<H(y) —2<y—a+ H () -z +1.
Sea y = H™(x), entonces
—14+ Pp(x) 4+ Pe(x) < Pepm(z) < Pp(x) + Py(x) + 1.

La parte (ii) se demuestra usando (i) aplicando induccién sobre m.
Vedmoslo para el caso m = 2. Podemos ver a Py (x) como Pyyx(z),
entonces, por el inciso i),

por lo que 2P, (z) — 1 < Py(z) < 2P;(x) + 1. Suponemos cierto para
m y veremos que es cierto para m + 1.
Pini k() = Pukgr(x), entonces, por el inciso i),

Prp(z) + Pp(x) — 1 < Pongyr(r) < Prg(x) + Pe(x) + 1,
pero por hipétesis de induccién tenemos que
mPy(z) — (m — 1)+ Pe(x) =1 < Pyi(z) + Pe(z) — 1 gy
Pok(z) + Py(z) + 1 <mPy(x) + m — 14 Py(z) + 1,
por lo tanto
(m+1)Py(x) = m < Pnyye(x) < (m+ 1) Py(z) + m.
O

TEOREMA 3.1. Si h: S — S un endomorfismo de grado uno que
no invierte la orientacion y H es un levantamiento de h, entonces
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. H"(z)—x .
a) limy o= existe y no depende de x.
b) p(h) = g sty sélo si h tiene drbitas periddicas de periodo q.

Observacion: En el capitulo 1 definimos un homeomorfismo del
circulo que preserva la orientacion. La misma definicion se aplica para
un endomorfismo del circulo que preserva la orientacion, pues para que
ésto pase, tendria que ser una funcién mondtona creciente. Asi es que
el hecho de que h no invierta la orientacién equivale a que sus levan-
tamientos son no decrecientes.

Demostracion: Vamos a demostrar que existe lim,, P”T(x). Usando
el lema (3.3. (ii)), tomando k = 1 y m = n, tenemos que
(n—1)<Pn(:L') n—1

< < Pi(x) +
n n n

Pi(z) =1 < Pi(x) — < P(z)+1

por lo que la sucesion { w)} tiene subsucesiones convergentes. Tomare-
mos dos de éstas y veremos que convergen al mismo limite.

Sean {m;} y {k;} sucesiones de naturales que tienden a infinito y
; P , P,
que cumplen que lim; o —— = 7y lim; % = s. Usando nueva-
J J
mente el lema (3.3 (ii))

Pye) (m =1 _ Paple) _ Pu) w11
k; m;  k; mjk; k; mj  k;

P
De donde se sigue que Jk“ converge a s, e intercambiando el papel de

m; y kj, se sigue que converge a r, por lo que r = s, con lo que queda
demostrada la existencia del h’mite.

Probaremos ahora la independencia de z. Aplicando el lema (3.2) a

Pa(z)— Pn(y)| < 1. Como lim,,_.o Py, () existe, entonces

Pal@) _ gy Paly)

H™ tenemos que |

lim PT() existe, entonces hmn_m . Por lo tanto el
nimero de rotacién de x y de y coinciden, con lo que queda demostrado
el teorema. O

Ahora no vamos a demostrar el inciso b) pues mas adelante en el
capitulo se demostrara algo méas general en el teorema (3.3) Enseguida
enunciaremos otra propiedad importante del niimero de rotacion.

Sea End(S') el conjunto de todas las funciones continuas de grado
uno del circulo y denotamos por D(S') C End(S') al conjunto de las
funciones no decrecientes en el circulo. Nos proponemos demostrar que
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p: D(S') — R, es una funcién continua.

Trabajaremos en el espacio de los levantamientos, que llamaremos
L, con la métrica d(H,H) = mar.cg|H(x) — H(x)|. Notemos que
|H(z) — H(x)| es de periodo uno y por lo tanto es acotado. Asi, la
d(H, H) si define una métrica. Antes de demostrar que p es una fun-
cién continua, demostraremos el siguiente lema.

LEMA 3.4. Seaq e Nyt : L — L, tal que yp(H) = H?. Entonces
Y es una funcion continua.

Demostracion: Haremos la demostracion por induccién sobre n.
H :[0,1] — R es continua, por lo tanto H es uniformemente continua
en [0,1]. Como H es un levantamiento, es unifomemente continua en
R, es decir, para toda ¢ > 0 existe d;(¢) > 0 tal que para toda = y y
€ R, si |x —y| < 01 entonces |H(x) — H(y)| < e.
Para el caso n = 1 es inmediato. Suponemos cierto para n y lo de-
mostraremos para n + 1.

Sea H € L. Para cada € > 0 sean d(€) y da(e) tales que para toda
ryy € R si|z—y| < entonces |[H(x)—H(y)| <eyd(H,H) < ds(¢)
entonces d(H", H') < e. Sea

£

6 = min{d(01(5)), 5}
Sea H € L tal que d(H, H) < 6.
[H™ ) =H"" )| < [H(H" ()~ HH") () |+ HH" ()~ H(H" ()
Como § < £,
[H(H" (@) - HH")()] < 5

y como § < 3(61(5)), entonces

n

H(H" (@) = H(H"(x))] < 5.

Por lo tanto
\H" (2) — H' " (2)] < e.

Recordemos que queremos demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA 3.2. Sea h € D(S'). Entonces la funcion p : D(S') — R
es continua.
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Demostracion: Usaremos el siguiente resultado (que serd demostra-
do en el lema (3.5)):
H%z) < x+psiy sélosi p(H) < . Para simplificar, llamemos

p = p(H). Sean ‘;i: y 2 € Q tales que Z—; < p < ¢. Entonces tenemos
que Hi(z) < z+ p. Como H? — Id es periddica y continua, alcanza su
maximo, por lo que existe § > 0 para la que

Hi(z)<z+p—90

para toda x € R. Por continuidad de la funcién ¢ : L — L, con
Y(H) = HY, existe una vecindad de H tal que si H esta en ella,

mazger| H(x) — H'(z)| <6,
por lo que para toda z € R,
H'(z) < Hi(z) + 6 <z + p,
y por lo tanto p(H) < ’5’. Un argumento similar para 21: completa la
prueba. O
En lo sucesivo siempre que nos refiramos al cociente §, con p, q

nimeros enteros, estaremos considerando que (p,q) = 1.

DEFINICION 3.6. Decimos que z € S' es g—periédico si z es de
periodo q y si p(z, f) = £

En el ejemplo del capitulo anterior, vimos que hay érbitas de peri-
odo 4 y nimero de rotacién % Es por esto que en el caso de endomor-
fismos no es suficiente decir que p(z, f) = § para que z tenga periodo
q. Como vimos en el capitulo 1, en el caso de homeomorfismos esto no
puede pasar, es decir que un homeomorfismo tiene niimero de rotacién
§ si y solo si tiene Orbitas periddicas de periodo q.

Por 1ltimo demostraremos un teorema que relaciona al intervalo
de rotacion con las orbitas periodicas de un endomorfismo f con un
levantamiento F' de f.

Para demostrar ese teorema utilizaremos el siguiente lema. Este
lema, asi como algunos otros lemas y teoremas que enunciaremos, tiene
que ver con p; = inf{p(F,z)|x € R} y po = sup{p(F,z)|z € R}, pero
s6lo demostraremos el resultado para p; pues la prueba para p, es
analoga.
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LEMA 3.5. Sean F wun levantamiento de un endomorfismo en el
circulo de grado uno, y R.(x) = x + r, un levantamiento de una
rotacion, conr e R yp € Z y q € N.

a) Si F' > R, (respectivamente F' < R,) entonces pi(F) > r

(p2(F) <r)
b) Si F > R, (F < R,.) entonces p1(F) >r (p2(F) <)
c) F1'> R, (F1 <Ry) siysdlosip(F)>% (pa(F) <Z).

Demostracion: Empecemos por demostrar el inciso b).
Como F(z) — x es continua y de periodo uno, alcanza su maximo y
su minimo. Por lo que existe ¢ > 0 tal que F(x) > x + r + € para
toda © € R (pues por hipétesis F'(z) > x + r para toda z € R).
Sea A = r + ¢, entonces « + r + ¢ = Ry(z). Queremos demostrar que
F™(x) > RY(x) = x + nA, lo haremos por induccién sobre n.

Para n = 1 es valido. Sabemos que R) es creciente y que F(y) >
R, (y) para toda y. Entonces, como R) es creciente,

F?(x) > Ry\(F(z)) > Ri(z).

Suponemos cierto para n — 1, es decir F"~1(z) > RV '(z).
Entonces

F"(z) > R\(F""}(2)) > RA(Ry (@) = Ri().

Fr'()

Por lo tanto F™(x) > x +n(r +¢€) o sea, ———= > r + <. Entonces

% > r 4+ . Como esto ocurre para toda z € R,

Fr(z) —x

lim sup,,_,

inf {1im sup cxeR}}>r+e>r

zeR " 5o

Por lo tanto py(F) > r.

Haremos ahora la prueba de a). Por hipétesis F'(z) > x+r = R, por
un argumento similar al del inciso b), tenemos que F"(x) > R}'(x) =

x + nr, entonces % > r para toda n € N y para toda x € R, esto

implica que

F'(z) —
lim sup M > 7.
n

n—oo

Para demostrar el inciso ¢) comencemos suponiendo que F7(x) >
R,(x). Como

FO (1) — Fan _
p(x, F1) = h’msupM = g limsup ")) —« < qgp(z, F).

n— o0 n n—oo an
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Entonces, usando el inciso b) de este lema tenemos que

p < pr(F?) < gpi (F),
o sea L < pi(F).
Ahora suponemos que p;(F) > £. Demostraremos por contrapositiva
que F9 > R,. Suponemos que existe x € R tal que F(x) < R,(x) =
x + p, entonces, por continuidad, tenemos dos posibilidades:
caso 1) F1 < Ry, po(F) < By por lo tanto pi(F) < L. caso 2) ex-
iste z € R tal que F%(x) = = 4+ p. Afirmamos que lim,,_., %@) = %.
Tomando n = lg+7r con r € {0, ...,¢g—1}, entonces F"(z) = F'97"(z) =
F" o Fl(x). Pero FY4 = F90 F90...0 4, [ veces. Como Fi(x) =x+p
entonces F2(x) = F1(F(z)) = Fi(z + p) = z + 2p.
Por induccién sobre [ tenemos que F'(z) = z+Ip, por lo que F!9*"(x) =
Fr(x + lp) = F"(x) + Ip. Entonces
EFm FT l
) _ o () p P

lim =
n—oo M I—olg+r lg+7r ¢

?

pues {F"(x)|r € {0, ...,¢ — 1} es un conjunto finito y por lo tanto aco-
tado.

Por lo tanto 2 € p(F) y pi(F) < E. Entonces p;(F) > £ implica que
Fi>R, 0

TEOREMA 3.3. Sea f € End(S"). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

a) £ e p(f)
b) f tiene un punto g—periédico

c) Existen un levantamiento F' y x € R tales que Fl(x) =x +p

Demostracion:
b) implica a) es inmediato de la definicién de punto §—peric’>dico.
Demostraremos primero que c¢) implica a). Existe F'; un levantamiento

de f, y x € R tal que F(z) = x + p. Demostraremos que § € p(f).

Para esto hay que demostrar que lim,, ., % = g, (es decir que

plz, f) = g). Si tomamos n = lg+r,conl € Zyr € {0,....q — 1},
ya demostramos en el caso 2) de la demostracion anterior que 2 € p(f).

Ahora demostraremos que a) implica c).
Partimos de que § € p(f). Supongamos que F'(z) # x+p para toda
x vy para todo levantamiento F', entonces hay levantamientos de f tales
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que F(z) > x+p para toda x € Ry hay levantamientos de f tales que
Fi(z) < x+p para toda « € R. Por el inciso (c) del lema (1.1) tenemos
que F'9(z) > x+psiy solosi py (F) > %, entonces para los levantamien-
tos que cumplen la primera desigualdad, £ ¢ p(F). Fi(z) <z +psiy
sélo si po(F) < g, por lo que para los levantamientos que cumplen la
segunda desigualdad £ ¢ p(F"). Por lo que para cualquier levantamien-
to £, & ¢ p(F), lo que es una contradiccién. Por lo tanto existen x y
F tales que F(z) = x + p.

Por tltimo demostraremos que c¢) implica b). Queremos demostrar
dos cosas,
1.2 € p(f)y existe z € St tal que f(z) = 2
2. q es el periodo de z.
La primera afirmacién se sigue, tomando = como la coordenada de z,
de que £ € p(f) (demostramos que c) implica a)). Por otra parte ver-
emos que q es el periodo de z. Supongamos que s < ¢ es el periodo
de z, es decir f*(z) = z. Entonces f(z) = z, para toda ¢ > s > 0. Si
suponemos que ¢ es un multiplo de s, es decir que ns = ¢, entonces
F1m5(2) = 19 F7(2)) v esto es igual a f1m(2) = fo(2) = 2, por
lo que f77"(2) = z, lo cual es una contradiccién, ya que, en este caso
0<qg—ns<s.

Ahora, si ¢ no es miltiplo de s, tenemos que ns < ¢ < (n+1)s para
alguna n € N, entonces existe k < s, k € N tal que g—ns = k. Entonces
r+p = Fi(z) = F*"*(2) = FFo F™(z) = FF(x+nm) = F*(z)+nm,
lo cual es una contradiccién, pues esto implica que x+p = F¥(x) +nm,
perox+pe{r}+Z y FFx)+nm ¢ {z}+Z.

2. Un tipo particular de endomorfismos

El objetivo de esta seccion es demostrar dos resultados importantes
para un tipo particular de endomorfismos. En el capitulo anterior, la
funcién que construimos es un claro ejemplo de que la dindmica de
los endomorfismos puede ser bastante complicada en el sentido de que
aunque dos puntos distintos tengan el mismo nimero de rotacién, la
dinamica de esos puntos bajo el endomorfismo en cuestién puede ser
muy diferente. Sin embargo, dado r € p(g), estos resultados aseguran
la existencia de un conjunto invariante bajo g, en el cual las orbitas
coinciden con las de un endomorfismo que no invierte la orientacion,
en particular, que cumplen que lim,, . W = r, es decir que este
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limite existe, y que los puntos en ese conjunto tienen una érbita sencilla.

Estudiaremos una clase de funciones no inyectivas del circulo que
denotaremos por A. Una funcién g : S — S* estd en A si es con-
tinua de grado uno y su levantamiento G es estrictamente mondétono
por partes un maximo G(msy) y un minimo G(my) en (0,1). Ademds
pediremos que G(m) > G(0) y G(ms) < G(1).

La funcién f del ejemplo que construimos en el capitulo anterior es
conjugada a una de estas funciones, sea

(3.1) g=rltofor

donde r es la rotacion de %271 g € A, En la sucesivo, cada vez que
hablemos de g nos referimos a esta funcién. En la figura se muestra la
gréafica de un levantamiento G de g.

G(x)A
503+ y=G(x)
y=X
1
23 /
|
|
| |
|
|
: | )X
13 23 1

FIGURA 1. Gréfica de G(x)

Daremos la construccién de una clase de funciones no decrecientes
que sera de mucha utilidad desde el punto de vista geométrico para
entender algunas propiedades del intervalo de rotacién de las funciones
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en la clase A. Esta construccién se encuentra en el articulo de Boyland
[Bp], quien menciona que se debe a Hall en [Ha] y que también fué us-
ada por Kadanoff en [Kal].

Para una g fija en A y p € [1,2], hay puntos z1, € [m1,1] y 22,
€ [0, mz] tinicos con

Gz1p) = Glz2,) = Glm) + (p = (G (my) = G(ma))

G(x)

N

A4

FIGURA 2. Gréfica de G(x)

Notemos que 21, = m; y que 292 = my. Por conveniencia de no-
tacién llamaremos iy = 291 y Tz = 212 (ver la figura anterior).

DEFINICION 3.7. Para cada p € [1,2], H, : [0,1] — R se define
cOmo

() = {G(ml) + (= 1)(G(mg) — G(my)) siz € [zou,21,u);

G(z) en otro caso.
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Ahora extendemos H,, a los nimeros reales tomando H,(z + 1) =
H,(x)+1y h, denota su proyeccién al circulo. Notemos que h,, es una
funcién continua y no invierte la orientacién para toda p € [1,2].

F1GURA 3. Grafica de H,,(z)

Demostraremos que para este tipo de endomorfismos (es decir, los
que estdn en A), el conjunto de rotacién es un intervalo cerrado y que
este intervalo es precisamente [p(H;), p(H2)].

Esto se debe esencialmente a que, para los endomorfismos que no
invierten la orientacién, p : D(R) — R, donde D(R) es el conjunto
de levantamientos de S* no decrecientes, es una funcién mondétona, es
decir, si Hy < Hy entonces p(H;) < p(Hs), junto con la continuidad de
p. Especificamente, cada nimero en el intervalo de rotacion de g es un
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nimero de rotaciéon de alguna funcién no decreciente h,,, con p € [1,2].

Consideremos nuevamente la funcién g. Esta funcién tiene una érbi-

1 PP 119
ta 3-periddica, la de los puntos 5; y 57, que corresponde a los puntos

0.10 y 0.01 %—periédicos bajo f, y estos puntos estan en la parte cre-
9 1
878

ciente de f. Entonces para p € [2, 4], p(h,) = 3, donde h,, es como en

el dibujo.

Hu con U€{9/8, 11/8}
5/3 >

2031 > Orbita de periodo dos.

. |
124 113 2/3 19/24 1

2 4
m2 m1

A

FIGURA 4. Gréfica de G(z) y ]/-j#(x)

El siguiente teorema da una interpretacion del intervalo de rotacién
de un endomorfismo G € A. Especificamente, cada nimero en el in-
tervalo de rotacién de G es el nimero de rotaciéon de un endomorfismo
que no invierte la orientacién H,,.

TEOREMA 3.4. Sea G € A. Entonces
p(G) = [p(Hy), p(H2)] = {p(H,)|p € [1,2]}.

Para demostrar este teorema utilizaremos los siguientes dos lemas.
El primero habla sobre la monotonia de p. Todas las desigualdades que
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se enuncian en él se dan para toda x € R.

LEMA 3.6. Sean F', G y H levantamientos de funciones continuas
de grado uno del circulo con G y H no decrecientes.
a) Si G < H entonces p(G) < p(H).
b) Si ' > H, entonces p1(F) > p(H). Si F < H, entonces
p2(F) < p(H).

Demostracion: Para demostrar el inciso (a) demostraremos por in-
duccién que G" < H" si G < H y el resultado se sigue de la definicion
de nimero de rotacién. Tomemos el caso n = 2. Como G y H son no
decrecientes se tiene que G* < G(H) < H?. Suponemos cierto para n,
entonces G"' < G(H™) < H™.

La demostracién de (b) se sigue del hecho de que F' > H y que H
es no decreciente implican que F™ > H" para toda n € N. Por lo tanto

F'(z) — H"(z) — H"(x) —
lim sup —(m) ’ > lim sup —(x) Y~ lim —(m) L
n—00 n n—oo n n—oo n

O

El siguiente lema examina funciones que son del estilo de A, pero
su importancia radica en que habla de la existencia de un punto z cuya
érbita es igual bajo g y bajo h,. En este lema y en lo sucesivo, o denota
un nimero irracional.

LEMA 3.7. Sea h : S' — S no decreciente, continua y con exacta-
mente un intervalo [z, z1] con h'(z) =0 para z € (22,21).

a) Sip(h) = a ¢ Q, entonces O(z;) N (22,21) =0 parai=1,2.

b) Si p(h) = §, entonces hay un punto z g-pem'o/dz'co con O(z) N

(22, 21) - @

Demostracion: Para demostrar (a) notemos que si para alguna k €
N, h*(2;) € [22,21], entonces h*T1(z;) = h(z;). Entonces h(z;) es un
punto periédico de h por lo que p(h) € Q lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto O(z;) N (22,21) = () para i = 1,2.

Antes de hacer la demostracién del inciso b), veamos qué pasa para
el caso ¢ = 1. La siguiente figura es la grafica de un levantamiento de
h. Abusando de la notacién estamos denotando igual a un punto en S*
y su coordenada en S*. (Ver la figura).
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W,

F1GURA 5. Gréfica de H(x)

Siwy € I = (29, 21) entonces w es punto fijo. Como se puede ver en
la figura, el hecho de que h sea continua y no decreciente implica que
existe otro punto fijo z ¢ I.

Para demostrar (b) llamemos I al intervalo (2, 21) y sea w = h([).
Por el teorema (1.2) & tiene un punto w; Z-periédico. Si O(w) N1 = ()
se sigue el resultado. Supongamos entonces que O(wy) NI # 0.

En este caso w es g—periédico, pues como w; es %’—periédico, todos
los puntos de su érbita son g—periédicos y h*(w,) € I para alguna k,
por lo que w € O(wy). Veremos que existe otro punto §—periédic0 cuya
orbita no interseca a I.

Vamos a demostrar a través de las siguientes tres afirmaciones que
un levantamiento H?(z) de h?(z) tiene una grafica como la de la figura
de abajo.

Del hecho de que la grafica sea asi, usando el teorema del valor
intermedio, se sigue que existe un punto fijo de h?, zy contenido en un
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intervalo donde h? no es constante. Demostraremos en la cuarta afir-
macién que su Orbita bajo h no interseca a I, con lo que quedara de-
mostrado el lema.

Hi(2)

N

|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
I
|
|
I
|
I
|
[
I
I
I
[
I
|

- — — ]

v

ZZ Us.)]_ Z»] Z h'l(Zz) hJ(Z1)

F1GURA 6. Gréfica de HY(x)

Afirmacion 1: Para i € {0,...,q — 1} sea I_; = h™*(I), entonces
{I_;} es una coleccién de ¢ intervalos ajenos. Supongamos que z €
I_;NI_;conj > i Entonces h'(z) € Iy hi(z) € I y por lo tanto
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ht(2) = hIT(2) = w. Entonces W/~ (2) = W 4(hiT1(2)) = WWHl(2) =
w por lo que w es periddica con periodo menor o igual a j —¢ < ¢, una
contradiccién. Por lo que I_; = h™*(I) es una coleccién de intervalos
ajenos.

Afirmacion 2: Hay un punto de la érbita de w en cada uno de los
intervalos I_;. De hecho, h9~(+Y(w) € I_;. w = h*(h9~*(w)), entonces
hqfi(w) S hii(w) = I—(i—l)-

Afirmacion 3: h? manda a cada intervalo I_; al punto de la érbita
de w que estd en I_;. h9(1_;) = ha7(h*(1_;)) = h?* (1) = ha=(H+D(w).

Afirmacion 4: La 6rbita de zy no interseca a I. Si h’(z) € I, con
j € {1,2...q — 1}, entonces W/*!(z) = w. Como 2 es E-periédico en-

-1 s ey
tonces zg € O(w) ClJ!, I_;, lo cual es una contradiccién.
Recordemos qué dice el teorema que queremos demostrar:

Sea G € A. Entonces

p(G) = [p(H1), p(Ha)] = {p(H,)|p € [1,2]}.

Demostracion: Primero vamos a demostrar que p(G) C [p(Hy), p(Ha)].
Tenemos que Hy < G < H,, entonces

p(H1) < p1(G) < pa(G) < p(Ha),
por lo tanto p(G) C [p(H1), p(Ha)].

Ahora mostraremos que p(G) D [p(H1), p(Hz)]. Para esto, notemos
que 1t — p(H,) es continua y creciente, por lo que

{p(HM)|,u € [172]} = [p<H1)7:0(H2)]‘

Sea & € [p(H1),p(H2)| y sea p tal que p(H,) = £. Por el lema (3.7)
existe z tal que O(z, h,) no interseca al intervalo (22 ,,21,), entonces
para toda n € N, hji(z) = ¢g"(2), por lo que p(z,g) = p(h,), de donde

£ € plg)

Retomemos la funcién g de la expresion (3.1). H, y H, tienen la
siguiente expresion y graficas.

2 i .
Fi) =43 ST x € [0, 22);
G(z), siz € (2,1)
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N _{2/3, six€{0, z,}
YT 6, six€fz, )
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FIGURA 7. Gréfica de ﬁ[l(x)

Biy(a) = G(z), sizel0,z]:
? 5, six € (z1,1)
~ o J6X), six€{0,z;
HZ(X)_{ 53, six€{z1y11}

"N

513 1

v

113=2, 1

FIGURA 8. Gréfica de Hy(x)
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Veamos que p(f[l) = 0, pues tiene un punto fijo: 2o, y p(ﬁg) =1,
pues interseca a la grafica de y = x + 1 en z = 1, por lo que tiene el
mismo nimero de rotacién que Ry (z) = z+1. Por lo tanto p(G) = [0, 1].

Nétese que {p(z,G)|z € K} = [0,1], donde K = K + 5 (mod1),
entonces los puntos que no estan en K no aportan més al intervalo de
rotacion de g.

En general, para g € A, definimos el conjunto
%(g) = {z € ' : O(z,9) N (mg,my) = 0}

Notemos que X(g) = (iog g “([m1,m2]), y por lo tanto es un con-
junto compacto e invariante.

Demostracidén: Sea z € S* tal que O(z,g) N (ma, my) = 0, entonces
O(z, g) estd contenida en [my, ms], o sea que g"(z) € [m1, mo] para toda
n € N, entonces z € g~"([mq, ms]), por lo tanto z € (.2, g~ " ([m1, ma)).

Ahora, si tomamos z € ()2, ¢ " ([m1,m2]), z € g7 "([m1, ms]) para
toda n € N, entonces g"(z) € [my,my|, es decir, para toda n € N,
g"(2) & (ma,my), por lo tanto z € 3(g). Ademas X(g) es compacto
pues es la interseccion de conjuntos cerrados y acotados.

Sea z € iy 9~ “([m1,ms]). Podemos expresar a X(g) como

[ma,ma] () g7 ([ma, ma)),
i=1
entonces

g9(z) € 9([m1,m2]ﬂﬂ 97" ([m1,ma))) C 9([m17m2])ﬂ9(n g " ([m1, mal)),

por lo que
) € ﬂg i([my, ma))).

Como g es suprayectiva
ﬂ 9(g~"([m1,ma])) = m g~V ([ma, ma))
i=1

y esto es igual a i 9 " ([m1, ms]), por lo tanto X(g) es un conjunto
invariante. O
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A~

Nétese que X(g) = K.

Los teoremas que enunciaremos a continuacion son los resultados
mas importantes que enunciaremos en este trabajo. El siguiente teore-
ma garantiza que p(g) = {p(z,9)|z € X(g)}, mas especificamente:

TEOREMA 3.5. Sea g € A.

a) L€ p(g) siy sdlo si existe un punto z € X(g) E-periddico.

b) «a € p(g) si y sélo si existe z € X(g) tal que p(z,g9) = a.

¢) Parai=1 02, p;(g9) = a entonces p(m;,g) = a. En particular,
pi(g) = a implica que m; € 3(g).

Demostracion:
Siz € ¥(g) laimplicacién se sigue de la definicién de punto §—periédico.
Si ’EJ € p(g), por el teorema (3.4) existe u € [1,2] para la que § = p(hy).
El lema (3.6) implica que existe z %—periédico bajo h,, tal que O(z, h,)N
(z25210) = 0, pero h, = g fuera de (22, 21,), por lo que O(z,h,) =
O(z,g), pero (mg,mq) C (22,4,21,,). Por lo tanto z € ¥(g).

La prueba de (b) es similar.

Probemos el inciso (c¢). Supongamos que pi(g) = «, entonces por el
teorema (3.4.) se tiene que p(hy) = a y por el lema (3.7.) O(21.1,h1) N
(22.1,211) = 0. Como 211 = my y 221 = T se sigue que las érbitas de
my bajo hy y bajo g coinciden y no intersecan a (71, m; ); en particular
my € X(g), ademds p(my, g) = a. O

El hecho de que z € X(g) no implica que su 6rbita sea como la
orbita de un homeomorfismo.

Como ya hemos mostrado antes, puede haber puntos periédicos en
¥(g) que no sean §—periédicos (por ejemplo, hay puntos de periodo
cuatro con nimero de rotacién %) Es mas, puede haber puntos g-
periddicos en 3(g) cuya 6rbita no sea conjugada a la de una rotacién.

Por ejemplo, consideremos la érbita bajo f del punto 0.00011. Este
punto es %—periédico. Esta érbita corresponde a la érbita bajo g que
estd ilustrada en las figuras.
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FIGURA 9. Gréficas de CA}’(x) y de g(z)

wp € %(9). wo es %—periédico, pero, como se ve en la figura, su 6rbi-
ta no es igual a la drbita de algin endomorfismo que no invierta la
orientacion.

Sin embargo, para todo r € p(g) existen puntos cuya dindmica es la
misma que la de la de un endomorfismo que no invierte la orientacion.
Estos puntos son precisamente aquellos cuya érbita coincide con la de
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alguna h,. Més especificamente:

TEOREMA 3.6. Dada g € A, para cadar € p(g), existe un conjunto
no vacio A, contenido en 3(g), tal que para toda z € A,

i) p(z,9) = r y la drbita de z coincide con la orbita de un endo-
morfismo que no invierte la orientacion.
ii) A, es la union de conjuntos cerrados e invariantes.

Demostracion: Sea r € p(g) y sea p € [1,2] tal que p(h,) =r. Sea

B, = ﬂ h;iqzl,w z2,u])-
i=0

B,, es precisamente el conjunto formado por los puntos cuyas drbitas
bajo h, no intersecan (2 ,,%22,), y por lo tanto g coincide con h, en
B,. B, # 0 por el lema (3.7) y es cerrado e invariante bajo g (la prueba
es igual que la que se hizo para X(g)). Sea

A, = U{Bu|/)(hu) = T}v

entonces A, es la unién de cerrados e invariantes. [l



Bibliografia

[Bp] Boyland, Philip. Bifurcations of Circle Maps: Arnol’d Tongues, Bistability and
Rotation Intervals Communications in Mathematical Physics. 106, 353-381.
Springer-Verlag, 1986.

[Ne-Pa-Ta] Newhouse, S., Palis, J., Takens, F. Bifurcations and stability of families
of diffeomorphisms. Publ. Math., Inst. Hautes Etud. Sci. 57, 5-72 (1983).

[It] TIto, R. Rotation Sets are closed. Math. Proc. Camb. Philos. Soc. 89, 107-111.
1981.

[Ha] Hall, G. Personal communication with Boyland, P. 1983.

[Ka] Kadanoff, L. Supercritical behavior of an ordered trajectory. J. Stat. Phys.
31, 1-27. 1983.

[Ha-Ka] Hasselblatt, B., Katok, A. A First Course in Dynamics with a panorama
of recent developments. Cambridge University Press. 123-139. 2003.

[Gu] Guzmén, Ana. Dindmica generada por homeomorfismos del circulo. Tesis de
Licenciatura, Facultad de Ciencias, UNAM, 1985.

[De] Devaney, R. Chaotic Dynamical Systems. Addison-Wesley.

67



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Dinámica de los Homeomorfismos del Círculo 
	Capítulo 2. Un Ejemplo Particular de Endomorfismo
	Capítulo 3. Endomorfismos del Círculo
	Bibliografía

