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II ÍNDICE GENERAL



Introducción

Los conjuntos convexos son por śı mismos objetos interesantes de estudio. En
el estudio de conjuntos convexos, los puntos extremos son de importancia pues en
general contienen la información suficiente para describir a todo el conjunto v́ıa el
Teorema de Krein-Milman.

En este trabajo se trata el tema de algunos conjuntos convexos de medidas y
resultados sobre sus puntos extremos. Los resultados que se exponen fueron elegidos
porque ilustran métodos de análisis y porque relacionan problemas clásicos, como es
el caso del problema de los momentos y el problema de marginales fijas.

El primer caṕıtulo esta dedicado a las nociones básicas sobre los conjuntos con-
vexos y se limita a la exposición de resultados que son necesarios para el desarrollo
del material subsecuente.

En el segundo caṕıtulo se expone el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, se pre-
senta el teorema como lo publicó Douglas en [Dou64], y después la forma en que lo
obtuvo Lindenstrauss en [Lin65], aśı como la implicación del primero al segundo. Es-
te teorema representará la principal herramienta para el estudio de puntos extremos
y sus implicaciones se muestran a lo largo del trabajo en cada caṕıtulo. También se
definen las medidas doblemente estocásticas. Estas medidas resultan de particular
importancia por las diversas representaciones que tiene en diversas areas de estudio,
un ejemplo de ésto es la identificación con operadores doblemente estocásticos del
caṕıtulo 5.

El tercer caṕıtulo se dedica a caracterizaciones del soporte de conjuntos de me-
didas con marginales fijas. Se verá que los puntos extremos del conjunto de medi-
das doblemente estocásticas están soportadas en conjuntos que no contienen ciclos.
También se expone una caracterización completa del soporte de puntos extremos
del conjunto de medidas finitas discretas con marginales fijas. En ambos resulta-
dos, el teorema de Douglas-Lindenstrauss es escencial para las demostraciones. Las
referencias principales de éste caṕıtulo son [Den80] y [HW95].

El cuarto caṕıtulo, sobre medidas con momentos fijos, esta basado principalmente
en los resultados de [Gir95] y se dedica en mayor parte al problema generalizado de
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momentos truncos. Se exhiben resultados sobre el soporte de puntos extremos y se
muestra como estos últimos generan al todo el conjunto solución por cerradura débil.

Por último, el quinto caṕıtulo trata el Teorema de Birkhoff-von Neumann y el
llamado problema 111 de Birkhoff en el marco de la teoŕıa desarrollada principal-
mente en el caṕıtulo 3. En el caṕıtulo se estudian por separado tres casos: finito,
infinito numerable e infinito no numerable. Para los casos finito e infinito numerable
se consideran matrices finitas e infinitas doblemente estocásticas, se identifican los
puntos extremos y se demuestra que estos generan al conjunto total, para el caso
infinito numerable es necesario definir una topoloǵıa adecuada, la que se presenta
en éste trabajo fue propuesta en [Ken60]. En el caso no numerable se identifica la
clase de medidas doblemente estocásticas con la de operadores lineales doblemen-
te estocásticos (también conocidos como operadores de Markov), se encuentran los
puntos extremos y se demuestra que son un conjunto generador, esta identificación
se planteó en [Bro66]. Otra referencia importante para este caṕıtulo es [KS04].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan las definiciones básicas de conjuntos convexos, con-
juntos cónicos, puntos extremos y resultados técnicos que se usarán mas adelante. Los
resultados para conjuntos convexos en Rn serán utilizados en el caṕıtulo 4, aunque
estos conceptos pueden ser generalizados a espacios más generales.

1.1. Conjuntos convexos

Definición 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un conjunto C ⊂ X es convexo
si contiene todos los segmentos cuyos extremos son elementos de C. Esto es, si α1, α2

son números reales tales que α1, α2 ≥ 0 y α1 +α2 = 1, entonces para todo x1, x2 ∈ C,

α1x1 + α2x2 ∈ C.

Definición 1.2. Una combinación convexa de los puntos x1, x2, . . . , xn, es una ex-
presión de la forma

n
∑

i=1

αixi,

donde
∑n

i=1
αi = 1 y αi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Proposición 1.3. Un conjunto es convexo si y sólo si contiene a todas las combi-
naciones convexas de sus elementos.

Demostración. Probamos por inducción. Sea C convexo, {x1, · · · , xn} ⊂ C con n ≥
2. Sea x =

∑n

i=1
αixi una combinacion convexa. Por definición, si n = 2 entonces

x ∈ C. Supongamos ahora que n = k y
∑k

i=1
αi = 1 implica que

∑k

i=1
αixi ∈ C. Sea
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∑k+1

i=1
αixi una combinación convexa de k + 1 puntos de C, con αi ∈ (0, 1) para toda

i, entonces
∑k

i=1
αi = (1− αk+1) 6= 0. Hacemos

y =
k
∑

i=1

αi

1− αk+1

xi,

entonces y ∈ C por hipótesis de inducción. Luego

(1− αk+1)y + αk+1xk+1 =

k+1
∑

i=1

αixi ∈ C.

Por lo tanto C contiene a todas sus combinaciones convexas. La otra implicación es
inmediata.

Definición 1.4. Dado un conjunto no vaćıo, S ⊂ X, el casco convexo de S, denotado
cc(S), es la intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Observación 1.5. Es fácil ver de la definición de convexidad que la intersección de
conjuntos convexos es convexa, entonces el casco convexo de un conjunto no vaćıo S

es el conjunto convexo más pequeño que lo contiene.

Proposición 1.6. El casco convexo de S es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de elementos de S. Es decir,

cc(S) =

{

n
∑

i=1

αisi : αi ≥ 0,
n
∑

i=1

αi = 1, si ∈ S, n ≥ 1

}

.

Demostración. Sea D = {
∑n

i=1
αisi : αi ≥ 0,

∑n

i=1
αi = 1, si ∈ S, n ≥ 1}.

Como cc(S) es convexo y S ⊂ cc(S), se sigue de la Proposición 1.3 que D ⊂ cc(S).
Ahora, sean x, y ∈ D. Entonces x =

∑n

i=1
αixi, y =

∑m

j=1
βjyj para algunas αi,

βj ∈ [0, 1], xi, yj ∈ S, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m tal que
∑n

i=1
αi =

∑m

i=1
βi = 1. Sea

t ∈ [0, 1], se tiene que

tx + (1− t)y = t

n
∑

i=1

αixi + (1− t)
m
∑

j=1

βjyj

=
n
∑

i=1

(tαi)xi +
m
∑

j=1

((1− t)βj)yj (1.1)



1.1 Conjuntos convexos 3

es una combinación lineal de puntos en S con 0 ≤ (tαi), (1 − t)βj ≤ 1 para toda
i = 1, ...n, j = 1, ...m. Además

n
∑

i=1

tαi +

m
∑

j=1

(1− t)βj =

n
∑

i=1

tαi +

m
∑

j=1

βj −
m
∑

j=1

tβj

= t

(

n
∑

i=1

αi −
m
∑

j=1

βj

)

+ 1 = 1.

Es decir, (1.1) es una combinación convexa de elementos de S. Entonces D es convexo
y contiene a S. Se sigue que cc(S) ⊂ D y por lo tanto cc(S) = D.

Definición 1.7. Si X además es un espacio topológico se define el casco cerrado
convexo de S, denotado cc(S), como la intersección de todos los conjuntos convexos
y cerrados que contienen a S.

Observación 1.8. cc(S) es el convexo cerrado mas pequeño que contiene a S.

Denotaremos por A a la cerradura topológica de A y por ∂A a su frontera.

Definición 1.9. Decimos que un espacio vectorial X sobre R es un espacio vectorial
topológico, si (X, τ) es un espacio topológico y las operaciones de producto escalar y
suma

· : (R, | · |)× (X, τ) → (X, τ)

+ : (X, τ)× (X, τ) → (X, τ)

son funciones continuas.

Lema 1.10. Sea X un espacio vectorial topológico y ∅ 6= C ⊂ X convexo, entonces
C es convexo.

Demostración. Sea C ⊂ X convexo. Para cada t ∈ [0, 1], definimos la función st :
X ×X → X como st(x, y) := tx + (1 − t)y. Por hipótesis, st es continua y además
C es cerrado bajo st, es decir, si x, y ∈ C entonces st(x, y) ∈ C. Luego, como el
producto cartesiano finito de cerraduras es la cerradura del producto

st[C × C] = st[C × C],

por continuidad de st

st[C × C] ⊂ st[C × C]
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y como st[C × C] ⊂ C tenemos que

st[C × C] ⊂ C

por lo tanto
st[C × C] ⊂ C.

Es decir, C es cerrado bajo combinaciones convexas, por lo tanto es convexo.

Teorema 1.11. Sea X un espacio vectorial topológico y S ⊂ X, entonces

cc(S) = cc(S).

Demostración. Por un lado cc(C) ⊂ cc(C) pues cc(C) es un convexo que contiene a
C. Por lo que

cc(C) ⊂ cc(C) = cc(C).

Además, por el Lema 1.10 cc(C) es convexo, cerrado y contiene a C, entonces cc(C) ⊂
cc(C) y por lo tanto cc(S) = cc(S).

A modo de ejemplo consideremos un conjunto de puntos {xi} en Rn y S =
cc({xi}), entonces S es el conjunto de todas las combinaciones convexas de los puntos
{xi}. En este caso decimos que {xi} genera a S. El siguiente teorema nos dice aún
más, que cada elemento de S se puede expresar como una combinación convexa de
n+1 puntos en {xi}. Este hecho cobrará importancia cuando consideremos los puntos
extremos.

Teorema 1.12 (Carathéodory). Sea C ⊂ Rn. Dado x ∈ cc(C) entonces

x =

m
∑

i=1

αixi

para algunos xi ∈ C, αi > 0, con i = 1, . . . ,m,
∑m

i=1
αi = 1 y m ≤ n + 1.

Demostración. Mostraremos que si k > n y x =
∑k+1

i=1
tixi es una combinación

convexa de k + 1 puntos xi ∈ R
n, entonces x es una combinación convexa de k de

éstos.
Supongamos que ti > 0 para i = 1, 2, ..., k + 1. Consideremos la función lineal

(a1, ..., ak+1) →

(

k+1
∑

i=1

aixi,

k+1
∑

i=1

ai

)
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de Rk+1 en Rn × R. Su espacio nulo debe ser de dimensión positiva pues k > n.
Entonces existe (a1, ..., ak+1), con ai 6= 0 para alguna i, tal que

∑k+1

i=1
aixi = 0 y

∑k+1

i=1
ai = 0. Como ti > 0 para toda i, existe una constante α tal que |αai| ≤ ti para

toda i y αaj = tj para al menos una j. Hacemos ci = ti−αai, entonces x =
∑k+1

i=1
cixi

donde al menos una de estas cj es 0. Además
∑k+1

i=1
ci =

∑k+1

i=1
ti = 1 y ci ≥ 0 para

toda i.

Definición 1.13. Dado un vector no nulo a = (a1, ..., an) ∈ Rn y h ∈ R, un conjunto
de la forma

{

x = (x1, ..., xn) :
n
∑

1

aixi = h

}

,

se le llama hiperplano con normal a. Identificaremos a cada hiperplano con la ecuación
que lo determina ya sea como

∑n

1
aixi = h o bien a · x = h.

Observación 1.14. Un hiperplano H con ecuación
∑n

i=1
aixi = h o a · x = h genera

en Rn dos semi-espacios abiertos

H+ :=

{

x = (x1, ..., xn) :
n
∑

i=1

aixi > h

}

,

H− =

{

x = (x1, ..., xn) :
n
∑

i=1

aixi < h

}

y dos semi-espacios cerrados

H+ :=

{

x = (x1, ..., xn) :
n
∑

i=1

aixi ≥ h

}

,

H− =

{

x = (x1, ..., xn) :

n
∑

i=1

aixi ≤ h

}

.

Definición 1.15. Decimos que un hiperplano H es un hiperplano soporte de un
conjunto S, si S ⊂ H+ o S ⊂ H− y H contiene al menos un punto frontera de S. A
los semi-espacios que contienen al S los llamamos hiperplanos soporte.

Teorema 1.16 (Minkowsky). En Rn, cualquier punto p que es exterior a un conjunto
convexo C puede ser separado de C por un hiperplano. Es decir, existe un hiperplano
H tal que C ⊂ H+ y p ∈ H− o viceversa.
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Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = 0, pues podemos
reemplazar C por {x − p : x ∈ C}. Ahora, como 0 es exterior a C tenemos que
ı́nfx∈C {d(x, c)} > 0, donde d(x, y) es la métrica usual en Rn. Entonces la cerradura
C contiene un punto a que tal que la distancia de 0 a a es mı́nima con respecto a
todas las distancias de 0 a x, para x ∈ C. Entonces el hiperplano a · x = 0, que pasa
por el origen y es perpendicular a a no contiene puntos de C.

Ahora sea x0 un punto interior arbitrario del segmento que une a 0 y a. Este punto
es exterior a C y el punto más cercano a este en C es a. Por el mismo razonamiento,
el hiperplano a · x = a · x0 no contiene puntos de C y además separa a 0 y a C

Corolario 1.17. Por cada punto frontera de un conjunto convexo C ⊂ Rn pasa un
hiperplano soporte.

Demostración. Sea c ∈ ∂C. Sea {cn} una sucesión de puntos exteriores a C que
converge a c. Para cada ci, consideremos un hiperplano ai · x = ai · ci, que contiene
a ci y de un lado quede C, es decir, ai · x ≥ ai · ci o ai · x ≤ ai · ci para todo x ∈ C.
Supongamos que ‖ai‖ = 1 y que ai · x ≥ ai · ci para todo x ∈ C. Tomamos una
subsucesión de {ai} convergente a un punto a. Entonces a ·x = a · c es un hiperplano
soporte.

Corolario 1.18. Un conjunto convexo cerado en Rn es la intersección de todos sus
semi espacios soporte cerrados.

Demostración. Por definición, todo punto del conjunto está en cada semi-espacio
soporte. Por otro lado, cualquier punto común de los semi espacios soporte debe estar
en el conjunto, de otro modo podŕıa ser separado del conjunto por algún hiperplano
soporte y entonces no perteneceŕıa a todos sus semi-espacios soporte.

Definición 1.19. Un conjunto K es cónico si x ∈ K implica que tx ∈ K para toda
t ≥ 0.

Teorema 1.20. Sea K  Rn un conjunto cónico y convexo. Entonces cualquier
hiperplano soporte de K pasa por el origen.

Demostración. Sea a · x = a · c0 un hiperplano soporte de K que pasa por c0 ∈ K.
Como tc0 ∈ K para toda t > 0, se sigue que la diferencia a · tc0− a · c0 = (t− 1)a · c0

no cambia de signo, lo cual no puede pasar si a · c0 6= 0, por lo tanto el hiperplano
pasa por el origen.

Proposición 1.21. Un conjunto cónico K es convexo si y sólo si x1, x2 ∈ K implica
que x1 + x2 ∈ K.
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Demostración. Sea K cónico y convexo y sea t ∈ (0, 1) entonces t−1x1 ∈ K, (1 −
t)−1x2 ∈ K. Por convexidad de K tenemos que

t(t−1x1) + (1− t)((1− t)−1x2) = x1 + x2 ∈ K.

Ahora sea K cónico y supongamos que para todo x1, x2 ∈ K se cumple que
x1+x2 ∈ K. Sea t ∈ (0, 1).Dado que K es cónico se tiene que tx1 ∈ K y (1−t)x2 ∈ K,
entonces

(tx1) + ((1− t)x2) ∈ K,

por lo tanto K es convexo.

Definición 1.22. Dado un conjunto S ⊂ Rn el casco cónico de S es la intersección de
todos los conjuntos convexos y cónicos que contienen a S. El casco cerrado cónico de
S es la intersección de todos los conjuntos convexos, cónicos y cerrados que contienen
a S.

Observación 1.23. El casco cónico de un conjunto convexo C es el conjunto de puntos
de la forma tx, con t ≥ 0 y x ∈ C. Equivalentemente, es el conjunto de combinaciones
lineales positivas de elementos de C.

1.2. Puntos extremos

Definición 1.24. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial X. Un subconjunto
no vaćıo E ⊂ C se llama conjunto extremo de C si siempre que x1 ∈ C, x2 ∈ C,
0 < α < 1, y

αx1 + (1− α)x2 ∈ E,

entonces x1 ∈ E y x2 ∈ E.

Es decir, ningún punto de E es punto intermedio de algún segmento cuyos extre-
mos son elementos de C, excepto cuando ambos extremos del segmento están en E.
Por ejemplo si E es convexo entonces E es conjunto extremo de E.

Definición 1.25. Los puntos extremos de C son los conjuntos extremos de C que
consisten de sólo un punto. Entonces x ∈ C es punto extremo de C si siempre que
x1 ∈ C, x2 ∈ C, α ∈ (0, 1) y

x = αx1 + (1− α)x2

entonces x1 = x2 = x.
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Observación 1.26. De la definición se sigue que x ∈ C no es punto extremo de C si
y sólo si existen x1, x2 ∈ C, x1 6= x2 y α > 0 tales que x = αx1 + (1− α)x2

Proposición 1.27. Sea C convexo. Si x ∈ C no es punto extremo, entonces existen
y1, y2 ∈ C, y1 6= y2 tales que x = 1

2
(y1 + y2).

Demostración. Si x ∈ C no es punto extremo de C, entonces existen x1, x2 ∈ C,
x1 6= x2 y 0 < t0 < 1 tales que x = t0x1 + (1 − t0)x2. Sin perdida de generalidad
supongamos que t0 > 1

2
, si hacemos t = 2t0 − 1 entonces t ∈ (0, 1). Sean y1 = x1,

y2 = tx1 + (1− t)x2. Tenemos que

1

2
y1 +

1

2
y2 =

1

2
x1 +

1

2
[tx1 + (1− t)x2]

=
1

2
x1 +

1

2
tx1 +

1− t

2
x2

=
1 + t

2
x1 +

1− t

2
x2

= t0x1 + (1− t0)x2 = x.

Denotamos al conjunto de puntos extremos de C como E(C). La relevancia de los
puntos extremos se hace clara por el Teorema de Krein-Milman, el cual nos dice que
bajo ciertas condiciones del espacio, los puntos extremos de un convexo compacto
son un conjunto generador.

Lema 1.28. Sea X un espacio vectorial topológico y ∅ 6= K ⊂ X un conjunto convexo
y compacto. Sea P la colección de todos los conjuntos extremos y compactos de K,
entonces

(a) La intersección S de cualquier subcolección no vaćıa de P es un elemento de
P, a menos que S = ∅.

(b) Si S ∈ P, f : X → R lineal y continua, m = máx {f(x) : x ∈ S} y

Sf = {x ∈ S : f(x) = m} ,

Entonces Sf ∈ P.

Demostración. Sea S =
⋂

α Eα 6= ∅ con Eα ∈ P y x ∈ S Si x = tx1 + (1− t)x2 con
t ∈ [0, 1] y x1, x2 ∈ K. x ∈ S implica que x ∈ Eα para toda α, entonces x1, x2 ∈ Eα

para toda α por lo tanto x1, x2 ∈ S y S ∈ P . Lo cual prueba (a).
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Ahora sea S ∈ P y z = tx+ (1− t)y ∈ Sf con x, y ∈ K, t ∈ (0, 1). Como z ∈ S y
S ∈ P entonces x, y ∈ S. Por lo que f(x) ≤ m y f(y) ≤ m. Como z ∈ Sf , f(z) = m.
Luego m = f(z) = tf(x) + (1 − t)f(y) implica que f(x) = f(y) = m. Entonces x,
y ∈ Sf . Por lo tanto Sf ∈ P .

Teorema 1.29 (Krein-Milman). Sea X un espacio vectorial topológico localmente
convexo. Si K es un conjunto convexo compacto no vaćıo en X, entonces K es el
casco cerrado convexo de sus puntos extremos, es decir

K = cc(E(K)).

Demostración. Sea P la colección de todos los conjuntos extremos y compactos de
E. Sea S ∈ P y P ′ la colección de todos los elementos de P que son subconjuntos
de S. Como S ∈ P , P ′ 6= ∅. Ordenamos parcialmente a P ′ por contención, sea Ω
una subcoleción de P ′ totalmente ordenada y maximal, y sea M a intersección de
todos los miembros de Ω, entonces M es no vaćıo pues la colección Ω de conjuntos
compactos tiene la propiedad de la intersección finita. Entonces por el inciso (a)
del lema 1.28 M ∈ P . Por maximalidad de Ω, ningún subconjunto propio de M

pertenece a P . Se sigue de (b) del lema 1.28 que todo funcional lineal continuo f en
X es constante en M . Entonces M consta de un sólo punto y M es punto extremo
de K. Tenemos entonces que

E(K) ∩ S 6= ∅

para toda S ∈ P . Es decir, todo conjunto extremo y compacto de K contiene un
punto extremo de K.

Se sigue de la convexidad de K que

cc(E(K)) ⊂ cc(K) = K

y por lo tanto cc(E(K)) es compacto.
Supongamos ahora que existe x0 ∈ K − cc(E(K)) entonces existe f ∈ X∗ (ver

Teorema A.1 del apéndice) tal que f(x) < f(x0) para todo x ∈ cc(E(K)). Definimos
Kf como en el lema 1.28, entonces Kf ∈ P. La elección de f implica que Kf ∩
cc(E(K)) = ∅, lo que es una contradicción. Por lo tanto K = cc(E(K)).
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Caṕıtulo 2

Medidas extremas y densidad de

subespacios

Como se vió en el caṕıtulo anterior, es importante conocer los puntos extremos
de un conjunto convexo. Este caṕıtulo se enfoca en dos teoremas: el Teorema de
Douglas y el Teorema de Lindenstrauss. Ambos teoremas relacionan la propiedad
de ser punto extremo de un conjunto de medidas convexo con la densidad en L1 de
un subespacio de funciones. Se muestra que el Teorema de Lindenstrauss es un caso
particular del Teorema de Douglas, por esta razón, nos referimos a éste resultado
como el Teorema de Douglas-Lindestrauss.

Se introducen también las medidas doblemente estocásticas y medidas con mar-
ginales fijas. Éstas serán el centro de atención en el siguiente caṕıtulo y tienen un
papel importante en el caṕıtulo 5.

2.1. Teorema de Douglas

Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto, sea M+(X) el espacio de
medidas de Borel definidas en X, regulares y no negativas. Sea F un espacio vectorial
de funciones con valores reales definidas en X, Borel-medibles y que contiene a las
funciones constantes. Sea µ ∈M+(X) tal que

∫

X

|f |dµ <∞, para toda f ∈ F ,

en particular tenemos que µ(X) <∞. Definimos Eµ = Eµ(F) como sigue
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Eµ :=

{

ν ∈M+(X) :

∫

X

|f |dν <∞ y

∫

X

fdν =

∫

X

fdµ ∀f ∈ F

}

. (2.1)

Proposición 2.1. Eµ es convexo

Demostración. Sean ν1, ν2 ∈ Eµ, f ∈ F y α ∈ [0, 1]. Entonces

∫

X

fd(αν1 + (1− α)ν2) =

∫

X

αfdν1 +

∫

X

(1− α)fdν2

= α

∫

X

fdµ+ (1− α)

∫

X

fdµ

=

∫

X

fdµ.

Es decir, (αν1 + (1− α)ν2) ∈ Eµ y por lo tanto Eµ es convexo.

El siguiente teorema caracteriza el conjunto de puntos extremos de Eµ(F).

Teorema 2.2 (Douglas). Sea F un subespacio vectorial de funciones que contiene
a las funciones constantes. Entonces F es denso en L1(µ) si y sólo si µ es un punto
extremo de Eµ(F).

Demostración. Supongamos que µ no es punto extremo de Eµ, entonces existen
medidas µ1, µ2 en Eµ tales que µ = (µ1 + µ2)/2 y µ1 6= µ2. Esto implica que
2µ ≥ µ1 ≥ 0, entonces µ1 es absolutamente continua con respecto a µ. Por el teorema
de Radon-Nikodym existe una función h ∈ L∞(µ) tal que dµ1 = hdµ y (1− h) 6= 0.
La función (1− h) ∈ L∞(µ) pues F contiene a las constantes, además cumple que:

∫

X

f(1− h)dµ =

∫

X

fdµ−

∫

X

fhdµ =

∫

X

fdµ−

∫

X

fdµ1 = 0

para toda f ∈ F . Por lo tanto, F no es denso en L1(µ).
Ahora supongamos que F no es denso en L1(µ), se sigue entonces del Teorema de

Hahn-Banach y de la identificación L∗1(µ) = L∞(µ) que existe una función h ∈ L∞
distinta de cero tal que que 〈f, h〉L1(µ)−L∞(µ) =

∫

fhdµ = 0 para toda f ∈ F . Sea

ν =
1

||h||∞

∫

hdµ, µ1 = µ+ ν, µ2 = µ− ν.
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Entonces las medidas µ1 y µ2 son positivas porque 1± h/||h||∞ ≥ 0. Además, µ1

y µ2 están en Eµ, pues:
∫

X

fd(µ± ν) =

∫

X

fdµ±

∫

X

fdν =

∫

X

fdµ±
1

||h||∞

∫

X

fhdµ =

∫

X

fdµ.

Por lo tanto, µ no es punto extremo de Eµ, pues µ = 1

2
(µ1 + µ2) y µ1 6= µ2.

En la siguiente sección veremos el Teorema de Lindestrauss, que no es más que
un caso particular del Teorema de Douglas cuando se consideran medidas llamadas
doblemente estocásticas. Al mismo tiempo generalizamos esta situacion a conjuntos
de medidas con marginales fijas.

2.2. Teorema de Lindenstrauss.

Definición 2.3. Sean (X,Σ1), (Y,Σ2) dos espacios medibles y (X × Y,Σ1 × Σ2) el
correspondiente espacio producto medible. Si µ es una medida en (X × Y,Σ1 × Σ2)
se definen las marginales de µ en X y Y como

µX(A) :=

∫

A×Y

1dµ = µ(A× Y )

y

µY (B) :=

∫

X×B

1dµ = µ(X ×B)

con A ∈ Σ1 y B ∈ Σ2 de modo que µX y µY son medidas sobre Σ1 y Σ2 respectiva-
mente.

Si X = Y = I, donde I es el intervalo unitario [0, 1] ⊂ R y m es la medida de
Lebesgue sobre los borelianos de I. Una medida positiva y regular µ en I×I se llama
doblemente estocástica si para cada boreliano A ⊂ I se tiene

µ(A× I) = µ(I × A) = m(A)

Es decir, la medida µ y la medida producto m × m coinciden en los cilindros
medibles A × I, I × A es la medida producto (m × m). O dicho de otra forma,
las marginales de µ coinciden con m. Por ejemplo, la medida producto m × m es
doblemente estocástica.

Podemos generalizar este concepto de la siguente manera. Sean (X,Σ1,m1) y
(Y,Σ2,m2) dos espacios de medida finita. Consideremos ahora el conjunto de medidas
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en (X × Y,Σ1 × Σ2) con marginales m1 y m2 en X y Y respectivamente. Es decir,
medidas positivas µ sobreX×Y que cumplan µ(A×Y ) = m1(A) y µ(X×B) = m2(B)
para cualesquiera A ⊂ X, B ⊂ Y medibles. Dicho de otra forma, medidas positivas
tales que µX = m1 y µY = m2.

Ahora, si µ1, µ2 son dos medidas sobre X × Y con marginales m1 y m2 en X y
Y respectivamente y λ ∈ [0, 1], entonces si definimos µ := λµ1 + (1− λ)µ2 tenemos
que:

µ(A× Y ) =λµ1(A× Y ) + (1− λ)µ2(A× Y )

=λm1(A) + (1− λ)m1(A) = m1(A)

y

µ(X ×B) =λµ1(X ×B) + (1− λ)µ2(X ×B)

=λm2(B) + (1− λ)m2(B) = m2(B).

Por lo que el conjunto de medidas con marginales m1 y m2 es un conjunto convexo.
Las medidas doblemente estocásticas son un caso particular cuando X y Y son el
intervalo unitario y m1 y m2 son la medida de Lebesgue en éste.

Proposición 2.4. Sea µ una medida definida en un espacio medible (X×Y,Σ1×Σ2),
entonces para toda f ∈ L1(µX) y g ∈ L1(µY ) se cumple que

∫

X×Y

f(x) + g(y)dµ =

∫

X

f(x)dµX +

∫

Y

g(y)dµY .

Demostración. Notemos que para toda (x, y) ∈ X × Y

(χA(x) + χB(y)) = χA×Y (x, y) + χX×B(x, y).

Entonces

∫

(χA(x) + χB(y))dµ(x, y) =

∫

χA×Y (x, y) + χX×B(x, y)dµ(x, y)

=

∫

χA×Y (x, y)dµ(x, y) +

∫

χX×B(x, y)dµ(x, y)

= µX(A) + µY (B)

=

∫

χA(x)dµX +

∫

χB(x)dµY .
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Ahora sean

φ(x) =

n
∑

i=1

aiχAi
(x),

ψ(y) =

m
∑

i=1

biχBi
(y)

funciones simples. Entonces
∫

φ(x) + ψ(y)dµ =

∫

φ(x)dµ+

∫

ψ(y)dµ

=
n

∑

i=1

αi

∫

χAi
dµ+

m
∑

i=1

βi

∫

χBi
dµ

=
n

∑

i=1

αi

∫

χAi
dµX +

m
∑

i=1

βi

∫

χBi
dµY

=

∫

φ(x)dµX +

∫

ψ(y)dµY

Se sigue por los argumentos usuales de aproximación por funciones simples que si
f(x) y g(y) son funciones medibles entonces

∫

f(x) + g(y)dµ =

∫

fdµX +

∫

gdµY .

Proposición 2.5. Sean m1, m2 medidas finitas en X y Y , µ una medida en X × Y
con µX = m1 y µY = m2. Sea

M(µ) := {ν : νX = µX = m1, νY = µY = m2}

el conjunto de todas las medidas en X × Y con marginales m1 y m2 en X y Y

respectivamente. Sea

F := {f(x) + g(y) : f ∈ L1(m1), g ∈ L1(m2)},

entonces

Eµ(F) = M(µ)

con Eµ(F) definido en (2.1).
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Lo que nos dice esta proposición es que el conjunto de medidas que integran igual
a los elementos de F coincide con el conjunto de todas las medidas con marginales
m1 y m2. De forma que podemos aplicar el teorema de Douglas al conjunto de todas
las medidas con esas marginales y a al conjunto F definido arriba.

Demostración. Sea ν ∈ Eµ(F), entonces si (f(x) + g(y)) ∈ F :

∫

X×Y

(f(x) + g(y))dν =

∫

X×Y

(f(x) + g(y))dµ

=

∫

X

f(x)dm1 +

∫

Y

g(y)dm2

y por otro lado
∫

X×Y

(f(x) + g(y))dν =

∫

X

f(x)dνX +

∫

Y

g(y)dνY

de donde
∫

X

f(x)dνX +

∫

Y

g(y)dνY =

∫

X

f(x)dm1 +

∫

Y

g(y)dm2

y la igualdad se da para toda f ∈ L1(m1), g ∈ L1(m2). Tomando f ≡ 0 y g = χB,
con B ⊂ Y medible, tenemos que

νY (B) =

∫

χBdνY =

∫

χBdm2 = m2(B),

para todo B ⊂ Y medible, por lo que νY = m2. Similarmente,

νX(A) =

∫

χAdνX =

∫

χAdm1 = m1(A)

para todo A ⊂ X medible, por lo que vX = m1. Entonces ν ∈M(µ).
Ahora, si ν es una medida con marginales m1 y m2 la igualdad tambien se cumple

para toda f ∈ L1(m1), g ∈ L1(m2) de donde ν ∈ Eµ(F) y Eµ(F) es justamente
el conjunto de todas las medidas en X × Y con marginales m1 y m2 en X y Y ,
respectivamente.

Formulamos ahora el teorema de Lindenstrauss que no es más que el Teorema
de Douglas en el caso particular de medidas en un espacio producto con marginales
fijas:
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Teorema 2.6 (Lindenstrauss). Sean X, Y espacios Hausdorff localmente compactos.
Sean m1, m2 medidas regulares sobre X y Y respectivamente, con m1(X) < ∞,
m2(Y ) < ∞. Sea µ una medida en X × Y tal que µX = m1 y µY = m2. Sea F el
subespacio de L1(µ) que consiste de todas las funciones de la forma (f(x)+g(y)) con
f ∈ L1(m1) y g ∈ L1(m2). Entonces µ es punto extremo del conjunto de medidas con
marginales m1 y m2 si y sólo si F es denso en L1(µ)

Demostración. Se sigue del la teorema de Douglas y de la Proposición 2.5.
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Caṕıtulo 3

Medidas con marginales fijas

Como una aplicación del Teorema de Douglas-Lindenstrauss caracterizaremos el
soporte de medidas con marginales fijas en dos casos distintos. En el primer caso,
veremos que los puntos extremos del conjunto de medidas doblemente estocásticas
estan soportadas en conjuntos que no contienen ciclos. Una consecuencia interesante
de este hecho, es que los puntos extremos resultan ser medidas singulares respecto
a la medida de Lebesgue en el cuadrado unitario. El segundo resultado, el Teorema
de Denny, es una caracterización completa del soporte de los puntos extremos del
conjunto de medidas discretas con marginales fijas. Éste resulta ser la unión de
las gráficas de una pareja aperiódica de funciones. Se muestra también que en éste
caso, el soporte de medidas extremas no puede contener ciclos. Este último hecho se
utilizará en el caṕıtulo 5 para identificar los puntos extremos del conjunto matrices
doblemente estocásticas y del de matrices doblemente estocásticas infinitas.

3.1. Soporte de medidas doblemente estocásticas

Definición 3.1. Un conjunto de puntos {(xi, yi)}
2n
i=1 ⊂ [0, 1]2 es un ciclo si las (xi, yi)

son disntintas, y2i = y2i−1, x2i+1 = x2i y x1 = x2n para toda 1 ≤ i ≤ 2n.

Definición 3.2. Sea Pn = {[0, 2
−n]}∪{(i2−n, (i+1)2−n]}2

n
−1

i=1 . Y Pn×Pn la partición
de [0, 1]2 inducida por Pn. Un Pn × Pn-ciclo básico es un subconjunto Γ de Pn × Pn

tal que los centros de los cuadrados de Γ forman un ciclo.

Definición 3.3. Dado Γ un Pn×Pn-ciclo básico, un ciclo {(xi, yi)}
#(Γ)

i=1 , donde #(Γ)
denota la cardinalidad de Γ, es un Γ-ciclo si cada (xi, yi) está en un elemento distinto

de Γ. En este caso, también decimos que {(xi, yi)}
#(Γ)

i=1 es un Pn × Pn-ciclo.
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Figura 3.1: Ejemplo de un P3 × P3-ciclo básico, Γ =
⋃

8

i=1 Γi.

Lema 3.4. Si µ es una medida doblemente estocástica extrema entonces dado m un
entero positivo y ǫ > 0, existe n ≥ m y Π ⊂ Pn × Pn tal que

⋃

O∈ΠO no contiene
ningún Pm × Pm-ciclo y µ

(
⋃

O∈ΠO
)

> 1− ǫ.

Demostración. Sean m y ǫ fijas. Por el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, dada
δ > 0, para cada L ∈ Pm × Pm, existen funciones fL y gL en L1([0, 1], λ) tales que

∫

|χL(x, y)− fL(x)− gL(y)|dµ < δ.

Como las funciones simples en
⋃

k Pk son densas en L1, podemos tomar fL y gL

funciones simples en Pn para alguna n ≥ m. Sea a(m) un entero finito tal que
#(Γ) < a(m) para todo Pm × Pm-ciclo Γ. Fijemos un Pm × Pm-ciclo básico Γ, sea
{(xi, yi)}

2n
i=1 su ciclo de centros y elijamos L(Γ) ∈ Γ tal que (x1, y1) ∈ L(Γ). Definimos

D(Γ) =

{

B ∈ Pn × Pn : χB|χL(Γ) − fL(Γ)(x)− gL(Γ)(y)| ≤
1

a(m)

}

.

Sea U(Γ) =
⋃

B∈D(Γ)B. Tenemos que

1

a(m)
µ{(U(Γ))c} ≤

∫

U(Γ)c
|χL(Γ) − fL(Γ) − gL(Γ)(y)|dµ ≤ δ,

y entonces
1− δa(m) < µ (U(Γ)) .
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Veremos ahora que U(Γ) no tiene ningún Γ-ciclo. Supongamos que {(xi, yi)}
#(Γ)

i=1 es
un Γ-ciclo contenido en U(Γ). Por definición de L(Γ) podemos tomar los ı́ndices de
forma que (x1, y1) ∈ L(Γ). Entonces tenemos que

1 = χL(Γ)(x1, y1) =

#(Γ)
∑

i=1

(−1)i+1
(

χL(Γ)(xi, yi)− fL(Γ)(xi)− gL(Γ)(yi)
)

≤

#(Γ)
∑

i=1

|χL(Γ)(xi, yi)− fL(Γ)(xi)− gL(Γ)(yi)| ≤
#(Γ)

a(m)
< 1.

Lo cual es un contradicción.
Ahora, sea {Γi}

M
i=1 el conjunto de todos los Pm × Pm-ciclos. Para cada Γi sea

δ = δi del argumento anterior con 0 < δi <
ǫ

2ia(m)
. Construimos U(Γi) =

⋃

B∈D(Γi)
B.

Entonces U(Γi) ⊂ Pni
× Pni

para algún ni, U(Γi) no tiene ningún Γi-ciclo, y

1−
ǫ

2i
< 1− δia(m) < µ(U(Γi)).

Finalmente, sea D =
⋂M

i=1 U(Γi), D cumple que µ(D) > 1 − ǫ, no tiene ningún
Pm × Pm-ciclo, y D =

⋃

O∈ΠO para Π ⊂ Pn × Pn con n = máxi ni.

Teorema 3.5. Sea µ una medida doblemente estocástica extrema. Entonces existe
un boreliano B sin ciclos tal que µ(B) = 1

Demostración. Por el Lema 3.4, para cada m ≥ 1 existe un boreliano Km tal que
Km no contiene Pm×Pm-ciclos y µ(Km) > 1−2−m. Entonces B := ∪∞n=1∩

∞

m=nKm no
contiene ningún Pn × Pn-ciclo para ninguna n ≥ 1 y µ(B) = 1. Por último notamos
que cualquier ciclo debe ser un Pn × Pn-ciclo para alguna n, por lo tanto B no tiene
ciclos.

Veremos como consecuencia de este resultado que las medidas doblemente es-
tocásticas extremas son singulares respecto a la medida de Lebesgue en [0, 1]2. Si un
conjunto contiene las esquinas de un rectángulo, entonces contiene un ciclo. Proba-
remos que si un conjunto no contiene las esquinas de ningun rectangulo, entonces
debe tener medida de Lebesgue cero.

Teorema 3.6. Sea A ⊂ [0, 1]2 un conjunto boreliano que no contenga las esquinas
de ningún rectángulo, entonces A tiene medida de Lebesgue igual a cero.
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Demostración. Para la demostración usaremos el Teorema de Densidad de Lebesgue.
(Apendice A)

Sea λ× λ la medida de Lebesgue en [0, 1]2 y sea A ⊂ [0, 1]2 con (λ× λ)(A) > 0.
Sea (x, y) ∈ A un punto de densidad de Lebesgue de A. Entonces para cada δ > 0
existe ǫ > 0 tal que

(λ× λ)(A ∩ [x− ǫ, x+ ǫ]× [y − ǫ, y + ǫ]) > 4ǫ2(1− δ).

Sea B = A∩([x−ǫ, x+ǫ]× [y−ǫ, y+ǫ]). Dividamos B en 4 cuadrados de ancho ǫ:
B1 = B∩[x−ǫ, x]×[y−ǫ, y], B2 = B∩[x−ǫ, x]×[y, y+ǫ], B3 = B∩[x, x+ǫ]×[y−ǫ, y]
y B4 = B ∩ [x, x+ ǫ]× [y, y + ǫ].

Entonces (λ× λ)(Bi) ≥ ǫ2(1− 4δ), i = 1, 2, 3, 4. Pues si (λ× λ)(Bj) < ǫ2(1− 4δ)
para alguna j, entonces

(λ× λ)(B) = (λ× λ)(
⋃

i

Bi) ≤
∑

i

(λ× λ)(Bi) < ǫ2(1− 4δ) + 3ǫ2 = 4ǫ2(1− δ)

Ahora, trasladamos cada Bi por (±ǫ/2,±ǫ/2) de forma que estén centrados en
(x, y). Sea C la intersección de los cuatro Bis trasladados. Entonces, como µ(Bi) ≥
ǫ2(1−4δ) y cada Bi esta contenido en un cuadrado de ancho ǫ, tenemos que µ(B

c
i ) ≤

ǫ24δ. Entonces µ(Cc) ≤
∑

4

i=1 µ(B
c
i ) ≤ ǫ216δ, esto implica que

(λ× λ)(C) ≥ ǫ2(1− 16δ),

pues C esta contenido en un cuadrado de ancho ǫ.

Entonces C 6= ∅ para δ suficientemente pequeña. Elegimos (x0, y0) ∈ C y sean
(xi, yi) = (x0, y0)+(±ǫ/2,±ǫ/2) para i = 1, 2, 3, 4 los puntos que resultan al trasladar
(x0, y0) a cada Bi. Entonces los cuatro puntos, (xi, yi), están en A y forman las
esquinas de un cuadrado.

Corolario 3.7. Si µ es punto extremo del conjunto de medidas doblemente estocásti-
cas, entonces µ es singular con respecto a la medida de Lebesgue en [0, 1]2.

Demostración. Sea µ una medida doblemente estocástica extrema, entonces existe
un borelian B tal que µ(B) = 1 y que no contiene ciclos. Entonces B, no contiene
las esquinas de ningun rectangulo, por lo tanto λ(B) = 0 y µ es singular a λ.
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3.2. Soporte de medidas extremas discretas con

marginales fijas

Sean X y Y conjuntos numerables y µ una medida definida en los subconjuntos
de X × Y . Entonces la marginal de µ en X, µX , se puede escribir de la forma

µX(x) := µ(x× Y ) =
∑

y∈Y

µ(x, y)

y de la misma forma, la marginal de µ en Y

µY (y) := µ(X × y) =
∑

x∈X

µ(x, y)

Luego el conjunto

M(µ) := {ν | ν medida en X × Y, νX = µX , νY = µY }

es convexo, pues si ν1, ν2 ∈M(µ) y ν = λν1 + (1− λ)ν2 entonces

νX(x) =
∑

y∈Y

(αν1 + (1− α)ν2)(x, y)

=
∑

y∈Y

αν1(x, y) +
∑

y∈Y

(1− α)ν2(x, y)

=α
∑

y∈Y

(ν1)X(x) + (1− α)
∑

y∈Y

(ν2)X(x)

=αµX(x) + (1− α)µX(x)

=µX(x).

Análogamente νY = µY por lo tanto M(µ) es convexo.
Ahora introducimos la noción de pareja aperiódica de funciones. Sean A ⊂ X,

B ⊂ Y con A 6= ∅ o B 6= ∅. Sean f : A→ Y , g : B → X funciones. Ponemos
D1 := f−1[B]. Si D1 6= ∅ sea (g ◦ f)(x) = g(f(x)) para x ∈ D1 y para n ≥ 2

Dn := Dn−1 ∩ ((g ◦ f)
n−1)−1[D1].

Observemos que para x ∈ Dn :

(g ◦ f)n(x) := (g ◦ f)((g ◦ f)n−1(x)),

es decir, Dn es el dominio de la funcion (g ◦ f)
n.
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Definición 3.8. Una pareja de funciones (f, g), con f : A ⊂ X → Y , g : B ⊂ Y →
X, es aperiódica si para toda n ∈ N y cada x ∈ Dn

(g ◦ f)n(x) 6= x.

Observación 3.9. Si A o B son vaćıos entonces (f, g) es aperiódica.

Definición 3.10. Dadas f : A ⊂ X → Y y g : B ⊂ Y → X funciones, denotaremos
por G(f) y G(g) a las gráficas de f y g como subconjuntos de X × Y . Es decir,

G(f) := {(x, f(x)) ∈ X × Y : x ∈ A}

y
G(g) := {(g(y), y)) ∈ X × Y : y ∈ B}

Proposición 3.11. Si (f, g) es aperiódica, entonces las gráficas de f y g son conjutos
disjuntos de X × Y .

Demostración. Si (x, f(x)) = (g(y), y) entonces (g ◦f)(x) = g(f(x)) = g(y) = x.

Lema 3.12. Sea (f, g) una pareja aperiódica con A = Dom(f) ⊂ X no vaćıo. Sea
x0 ∈ A y A0 := {x0}. Para cada entero i ≥ 1 sean Bi := g−1(Ai−1) y Ai := f−1(Bi).
Entonces Am ∩ Ak = ∅ si m > k.

Demostración. Si x ∈ Am ∩ Ak, con m > k entonces

(g ◦ f)m(x) = x0 = (g ◦ f)k(x).

Pero
(g ◦ f)m−k(x0) = (g ◦ f)m−k((g ◦ f)k(x)) = (g ◦ f)m(x) = x0,

lo cual contradice la aperiodicidad de (f, g).

Lema 3.13. Sean ν un punto extremo de M(µ), U := {(x, y) : ν ((x, y)) > 0}, f :
A ⊂ X → Y y g : B ⊂ Y → X que satisfagan:

(i) G(f) ∪G(g) ⊂ U

(ii) G(f) ∩G(g) = ∅.

Entonces para cada n ≥ 1, x ∈ Dn implica que

(g ◦ f)m(x) 6= (g ◦ f)p(x),

para 0 ≤ p < m ≤ n. En particular, f((g ◦ f)m(x)) 6= f((g ◦ f)p(x)) siempre que
0 ≤ p < m < n− 1.
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Demostración. Si n = 1 y suponemos que (g ◦ f)0(x) = (g ◦ f)(x) entonces x =
(g◦f)(x) esto es, g(f(x)) = x por lo que el punto (x, f(x)) = (g(f(x)), f(x)) ∈ G(f)∩
G(g) lo que contradice la primera hipótesis. Se procede por inducción. Supongamos
cierto el resultado para n y sea x ∈ Dn+1. Es suficiente probar que

(g ◦ f)n+1 6= (g ◦ f)p(x), 0 ≤ p ≤ n.

Pues Dn+1 ⊂ Dn.
Ahora, si (g ◦ f)n+1(x) = (g ◦ f)p(x) para 1 ≤ p ≤ n entonces como

(g ◦ f)p(x) ∈ Dn+1−p

(x ∈ Dn+1 ⇒ (g ◦ f)(x) ∈ Dn...⇒ (g ◦ f)r(x) ∈ Dn+1−r)

tenemos que
(g ◦ f)n+1−p((g ◦ f)p(x)) = (g ◦ f)p(x),

lo que contradice la hipótesis de inducción. Falta el caso p = 0 para finalizar la prueba
de inducción, es decir, mostrar que (g ◦ f)n+1(x) = x contradice alguna hipótesis.
Veremos que contradice la suposición de que ν es punto extremo de M(µ) (si ν es
punto extremo, entonces (g ◦ f)n+1(x) 6= x)).

Supongamos que (g ◦ f)n+1(x) = x. Por hipótesis de inducción tenemos que

(g ◦ f)m(x) 6= (g ◦ f)p(x) 0 ≤ p < m ≤ n.

Definimos zk := (xk, yk) para k = 0, 1, ..., 2n+ 1 como sigue

z2p = ((g ◦ f)p(x), f((g ◦ f)p(x))),

z2p+1 = ((g ◦ f)p+1(x), f((g ◦ f)p(x))),

0 ≤ p < m ≤ n.

La hipótesis de inducción implica:

(i) Si 1 ≤ k ≤ 2n − 1, k < j ≤ 2n, entonces xk = xj si y sólo si k es impar y
j = k + 1.

(ii) Si 0 ≤ k ≤ 2n−2, k < j ≤ 2n, entonces yk = yj si y sólo si k es par y j = k+1.

(iii) x0 6= xk si 1 ≤ k ≤ 2n y y2n 6= yk si 0 ≤ k ≤ 2n− 1.
Además, si (g ◦ f)n+1(x) = x entonces

(iv) x2n+1 = x0 y y2n+1 = y2n.
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Entonces C := {z0, z1, ..., z2n+1} es un ciclo. Sea

α = mı́n {ν(zk) : k = 0, ..., 2n+ 1}.

Notamos que los zk tienen la forma (x, f(x)) o (g(y), y) por lo que C ⊂ U y α > 0.
Definimos ahora una medida con signo m1 en C:

m1(zk) = (−1)kα/2, k = 0, ..., 2n+ 1.

Sea m2 = −m1. Las marginales de las mi son identicamente cero por (i)-(iv). Enton-
ces νi = ν+mi, i = 1, 2, son medidas de probabilidad con las mismas marginales que
ν. Como ν = 1

2
(Q1+Q2) tenemos la contradicción deseada y la prueba está comple-

ta.

Observación 3.14. Nótese que la prueba del Lema 3.13 tamb́ıen demuestra que el
soporte de un punto extremo no contiene ciclos.

Lema 3.15. Sea ν ∈ M(µ) punto extremo de M(µ) y U := {(x, y) : ν((x, y)) > 0}.
Entonces para cada subconjunto finito V ⊂ U existen f̃ : Ã→ Y , g̃ : B̃ → X tal que

V = G(f̄) ∪G(ḡ).

Demostración. Si V contiene un sólo elemento, el resultado es claro. Continuamos
la demostración por por inducción. Supongamos que todo subconjunto de U de n
elementos se puede escribir como la union de gráficas de dos funciones f : A ⊂ X →
Y y g : B ⊂ Y → X. Entonces sea V = {(xk, yk) : k = 1, ..., n} = G(f) ∪ G(g)
donde f : A → Y y g : B → X. Queremos entonces una representación para
V ∪ {xn+1, yn+1}.

Si xn+1 ∈ A
c, sean Ã := A∪xn+1, f̃ = f en A y f̃(xn+1) := yn+1, B̃ := B y g̃ = g.

Del mismo modo, si yn+1 ∈ B
c definimos B̃ := B∪yn+1, g̃ = g en B, g̃(yn+1) := xn+1,

Ã := A y f̃ = f .
Si no pasa lo anterior, es decir, si xn+1 ∈ A y yn+1 ∈ B, sea D0 = A y Dm definido

como antes (el dominio de la función (g◦f)m). Sim ≥ 0 y xn+1 ∈ Dm−Dm+1 entonces
(g ◦ f)m(xn+1) ∈ A

c ó f((g ◦ f)m(xn+1)) ∈ B
c.

Además si xn+1 ∈ Dm, m ≥ 1, el Lema 3.13 implica que los puntos

((g ◦ f)p(xn+1), f(g ◦ f)
p(xn+1)), 0 ≤ p ≤ m− 1

son elementos distintos de G(f). Como G(f) es finita, podemos suponer que para
alguna m ≥ 0, xn+1 ∈ Dm −Dm+1.
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Si xn+1 ∈ D0 − D1 entonces f((g ◦ f)
0(xn+1)) ∈ Bc (Si f((g ◦ f)0(xn+1)) =

f(xn+1) ∈ B entonces g(f(x)) está definida y xn+1 ∈ D1, una contradicción).
Definimos B̃ = B ∪ {f(xn+1)}, g̃ = g en B, g̃(f(xn+1)) = xn+1, Ã = A, f̃ = f en

A− {xn+1} y f̃(xn+1) = yn+1. Entonces f̃ y g̃ cumplen con la propiedad buscada.
Supongamos ahora que xn+1 ∈ Dm − Dm+1, m ≥ 1. Consideraremos el caso

(g ◦ f)m(xn+1) ∈ A
c. El otro es análogo. Sean

A1 := {(g ◦ f)
p(xn+1) : p = 0, ...,m} ⊂ A ∪ {(g ◦ f)m(xn+1)}

y
B1 := {f((g ◦ f)

p(xn+1)) : p = 0, ...,m− 1} ⊂ B.

Definimos
Ã := A ∪ {(g ◦ f)m(xn+1)},

B̃ = B,

y f̃ en A1 como

f̃(xn+1) = yn+1,

f̃((g ◦ f)p(xn+1)) = f((g ◦ f)p−1(xn+1)), 1 ≤ p ≤ m

y f̃ = f en A− A1.
De manera similar definimos g̃ en B1 como

g̃(f((g ◦ f)p(xn+1))) = (g ◦ f)p(xn+1), 0 ≤ p ≤ m− 1

y g̃ = g en B −B1. Por el Lema 3.13 f̃ y g̃ están bien definidas.
Veamos ahora que V ∪ {(xn+1, yn+1)} = G(f̃) ∪ G(g̃). Supongamos que (x, y) ∈

G(f̃). Si x = xn+1 o x ∈ A− A1 es claro que (x, y) ∈ V ∪ {(xn+1, yn+1)}.
Ahora, si x ∈ A1 y x 6= xn+1, entonces para alguna 1 ≤ p ≤ m

(x, y) =((g ◦ f)p(xn+1), f̃((g ◦ f)
p(xn+1)))

=(g(f(g ◦ f)p−1(xn+1)), f((g ◦ f)
p−1(xn+1))) ∈ G(g) ⊂ V.

Análogamente, si (x, y) ∈ G(g̃) y y ∈ B1 entonces

(x, y) =(g̃(f((g ◦ f)P (xn+1)), f((g ◦ f)
p(xn+1)))

=((g ◦ f)p(xn+1), f((g ◦ f)
p(xn + 1))) ∈ G(f) ⊂ V.
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Por lo que G(f̃) ∪G(g̃) ⊂ V ∪ (xn+, yn+1).

Tomemos ahora (x, y) ∈ G(f) Si x ∈ A − A1 claramente (x, y) ∈ G(f̃), si x ∈
A1 ∩ A entonces para alguna 1 ≤ p ≤ m

(x, y) =((g ◦ f)p(xn+1), f((g ◦ f)
p(xn+1)))

=(g̃(f(g ◦ f)p(xn+1)), f((g ◦ f)
p(xn+1))) ∈ G(g̃).

De la misma forma, si (x, y) ∈ G(g) y y ∈ B1∩B entonces para alguna 1 ≤ p ≤ m−1

(x, y) =(g(f((g ◦ f)p(xn+1))), f((g ◦ f)
p(xn+1)))

=((g ◦ f)p+1(xn+1), f̃((g ◦ f)
p+1(xn+1))) ∈ G(f̃) ⊂ V.

Por lo tanto V ∪ {(xn+1, yn+1) ⊂ G(f̃) ∪G(g̃)} y la prueba está completa.

Lema 3.16. . Sean G(fi) ∪ G(gi) ⊂ G(fi+1) ∪ G(gi+1), i = 1, 2, ... gráficas de fun-
ciones. Entonces existe f : A→ Y y g : B → X tales que

⋃

i

{G(fi) ∪G(gi)} = G(f) ∪G(g).

Demostración. Supongamos falso el Lema, es decir, que no existe una pareja de fun-
ciones tal que la unión de sus gráficas sea igual a la unión de las gráficas de las fi y gi.
Si entendemos una función como la correspondencia que define su gráfica, esto querŕıa
decir que para cualquier correspondencia de puntos en

⋃

i{G(fi)∪G(gi)} a funciones
f y g, existe al menos un punto (xn, yn) tal que los conjuntos G(f) ∪ {(xn, yn)} y
G(g) ∪ {(xn, yn)} no pueden definir una función, es decir, ya habŕıa un punto de la
forma (xn, y) ∈ G(f) y un (x, yn) ∈ G(g). Pero (xn, yn) ∈ G(fi)∪G(gi) para alguna i,
(xn, y) ∈ G(fj)∪G(gj) para alguna j y (x, yn) ∈ G(fk)∪G(gk) para alguna k. Toman-
do l = max{i, j, k} tenemos por hipótesis que (xn, yn), (x, yn), (xn, y) ∈ G(fl)∪G(gl)
lo cual es una contradicción pues supusimos que no pod́ıan existir tales funciones.

Teorema 3.17 (Denny). Sea µ una medida de probabilidad en X × Y y sea ν ∈
M(P ). Entonces son equivalentes

(i) ν es punto extremo de M(µ).

(ii) Existe una pareja de funciones f : A ⊂ X → Y , g : B ⊂ Y → X aperiódica
(f, g), tal que ν(G) = 1, donde G = {(x, f(x)) : x ∈ A)} ∪ {(g(y), y) : y ∈ B}.
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Demostración. Veamos que (i) implica (ii). Por el Lema 3.15 cualquier subconjunto
finito del soporte de un punto extremo ν deM(µ) puede representarse como la unión
de gráficas de dos funciones f y g con f : A ⊂ X → Y y g : B ⊂ Y → X. Por
el Lema 3.16 podemos garantizar la existencia de una pareja de funciones tal que
la unión de sus graficas sea todo el soporte de ν y podemos suponer sin perdida de
generalidad, que la intersección de las gráficas de estas funciones es vaćıa. Entonces
por el Lema 3.13, éstas funciones forman una pareja aperiódica.

Para probar que (ii) implica (i) introducimos la siguiente colección de funciones

F := {f + g : f ∈ L1(µX), g ∈ L1(µY )} .

Por el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, ν ∈ M(µ) es punto extremo de M(µ) si
y sólo si F es denso en L1(ν).

Probaremos que
∫

|h− (φ+ ψ)|dν

se puede hacer arbitrariamente pequeña para h ∈ L1(Q), φ + ψ ∈ F . Es suficiente
probar esto para h = χV , con V un subconjunto finito de X × Y pues podemos
aproximar cualquier función en L1(ν) por funciones con soporte finito. Además, como
F es un espacio vectorial, es suficiente probarlo para V = {z}, z ∈ X × Y . También
podemos suponer que z ∈ G pues G es el soporte de Q. Ahora construimos una
sucesión de funciones φn − ψn, con φn : X → R, ψn : Y → R que converge a h en
L1(ν).

Si A es vaćıo y z = (g(y), y), definimos φ0 = 0 y ψ = χy. Entonces
∫

|h − (φ +
ψ)|dQ = 0

Ahora supongamos que z = (x0, f(x0)), definimos ψ0 = 0, φi = IAi
, ψi = χBi

con Ai, Bi definidos como en Lema 3.12. Entonces los conjuntos Ai, Bi y B′i :=
{(g(y), y) : y ∈ Bi} son disjuntos dos a dos. Ahora veamos que

∫

|h− (
n

∑

i=o

(φi − ψi))|dQ = Q(B′n+1).

Para ver esto analicemos para que subconjuntos de X × Y la integral arroja
valores distintos de cero.

Observación 3.18. Si x ∈ Ai entonces φj(x) = 0 para toda j 6= i y y ∈ Bi implica
ψj(y) = 0 para toda j 6= i.

Observación 3.19. El integrando se anula en los puntos (x, y) tales que x /∈ Ai para
toda i y y /∈ Bj para toda j. Por lo que podemos ignorar los puntos de esta forma.
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Observación 3.20. El integrando se anula en Ai ×Bi

Por las últimas dos observaciones sólo consideramos los puntos (x, y) tales que
x ∈ Ai para algún i = 1, ..., n pero y /∈ Bi y viceversa.

Cuando x ∈ Ai, buscamos las y ∈ Y tales que las parejas (x, y) ∈ G. Tenemos
dos posibilidades:

(i) y = f(x) es decir y ∈ f [Ai] ⊂ Bi, o

(ii) y es preimagen bajo g de x. Es decir y ∈ g−1[Ai] ⊂ Bi+1.

En el primer caso (x, y) ∈ Ai × Bi y la integral se anula (Observación 3.20). En el
segundo caso tendŕıamos que (x, y) ∈ Ai×Bi+1 para alguna i = 1, ..., n. En este caso
tenemos que la integral se reduce a

∫

Ai×Bi+1

|φi − ψi+1|dν = 0

si i < n, o
∫

Ai×Bi+1

|φn|dν = ν(B′i+1)

si i = n, pues por lo anterior x = g(y)
Análogamente, si y ∈ Bi y (x, y) ∈ G, entonces x ∈ g[Bi] ⊂ Ai−1 o x ∈ Ai.

Aqúı en ambos casos la integral se anula. Por lo que podemos concluir que

∫

|h− (

n
∑

i=1

(φi − ψi))|dQ = Q(B′n+1).

Ahora, como los B′i son disjuntos dos a dos y ademas B
′

i ⊂ G para toda i, entonces

∑

n

Q(B′n) ≤ Q(G) = 1,

de donde Q(B′n) tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Entonces F es denso en L1(Q)
y por lo tanto (ii) implica (i).



Caṕıtulo 4

Medidas extremas con momentos

fijos

Sea I ⊂ R un intervalo. Dada una medida positiva µ en I se define su n-ésimo
momento como

∫

I
xndµ(x) si la integral existe. Si (cn)n≥0 es una sucesion de numeros

real el problema clásico de los momentos consiste en encontrar medidas en I con
momentos (cn), determinar cuando una medida esta únicamente determinada por
sus momentos o describir la clase de soluciones.

Se puede generalizar esta situación reemplazando las funciones {xn} por una suce-
sión {φn}n≥0 de funciones linealmente independientes con valores reales o complejos,
usualmente se toma φ0 ≡ 1.

En ambos casos, el conjunto de soluciones es convexo. En el cápitulo describe el
problema generalizado de momentos truncos y se presentan algunos resultados sobre
el soporte de los puntos extremos.

4.1. Problema de momentos y densidad de subes-

pacios

Sean {φn} una sucesión de funciones reales linealmente independientes definidas
en un intervalo, {cn} una sucesion de numeros reales y µ una medida tal que

∫

φndµ =
cn. Si hacemos

F = 〈{φn}〉,

es decir, F es espacio lineal de funciones generado por {φn}, entonces podemos ver
que Eµ(F) del teorema de Douglas definido en (2.1) es exactamente el conjunto de
soluciones del problema de momentos. En efecto, si ν ∈ Eµ tenemos que para toda
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f ∈ F
∫

fdν =

∫

fdµ.

Tomando f = φn, tenemos que
∫

φndν =
∫

φndµ = cn para toda n ≥ 0, entonces
ν es solución. Por otro lado, sea ν una medida tal que para toda n ≥ 0,

∫

φndν = cn.

Si f ∈ F entonces f =
∑k

i=1
αiφni

con αi ∈ R y {φni
} ⊂ {φj}j∈N. Se sigue que para

toda f ∈ F

∫

fdν =

∫ k
∑

i=1

αiφni
dν =

k
∑

i=1

αicni
=

∫ k
∑

i=1

αiφni
dµ =

∫

fdµ

y ν ∈ Eµ.
Aśı que podemos aplicar el Teorema de Douglas (dado que se cumplan las hipóte-

sis sobre el espacio) y obtenemos que una medida ν es punto extremo del conjunto
de soluciones si y sólo si F es denso en la norma de L1(ν).

4.2. Problema generalizado de momentos truncos

El problema de momentos truncos, como el nombre lo indica, es el problema
de momentos para un número finito de momentos. A continuación describimos el
problema generalizado de momentos truncos y establecemos las hipótesis y notación
que se usaran para el resto del caṕıtulo.

Sea I un subconjunto compacto de un espacio métrico completo y separable. Sea
φK = (φk)k∈K , K = {1, ..., n}, una familia linealmente independiente de funciones
medibles definidas en I. Sea Mφ el espacio de medidas en I tales que

∫

I

φkdµ < +∞ k ∈ K

Sea ΦK el funcional lineal definido en Mφ por:

ΦKµ =

(
∫

I

φkdµ

)

k∈K

Denotamos:
Mφ

+ al subconjunto de Mφ de medidas no negativas en I,

Md
+ al subconjunto de Mφ

+ de medidas con soporte discreto,

Mf
+ al subconjunto de Md

+ de medidas con soporte finito,
Sµ al soporte de una medida µ.
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Dada una sucesión c = (ck)k∈K ∈ R|K| el problema de los momentos consiste en
determinar medidas en Mφ

+ tales que satisfagan la ecuacion

ΦKµ = c

4.3. Soporte de medidas extremas discretas con

momentos fijos

Estableceremos algunos resultados sobre el soporte de puntos extremos del con-
juntos de soluciones a un problema de momentos truncos. Veremos que una si una
medida discreta es punto extremo entonces su soporte debe ser finito, mas aún, se
establece la cardinalidad del soporte. También se da el rećıproco, es decir, si una
medida discreta tiene soporte finito de cierta cardinalidad entonces esta medida de-
be ser punto extremo del conjunto de soluciones al problema de momentos. Antes
algunas observaciones y definiciones preliminares.

Una medida µ con soporte discreto puede escribirse como sigue

µ(x) =
∑

λi∈Sµ

µiχλi
(x),

donde Sµ es el soporte de µ y µi = µ(λi). De modo que el problema de los momentos
para una medida discreta se reduce a encontrar sucesiones (µi) de números reales
positivos que satisfagan la ecuacion de momentos

∞
∑

i=1

φk(λi)µi = ck.

Definamos la siguiente matriz para cualquier subconjunto finito S de I,

MK
S = (φk(λ))k∈K

λ∈S

Teorema 4.1. Sea µ ∈ Φ−1

K (c)∩Md
+, entonces µ es un punto extremo de Φ−1

K (c)∩Mφ
+

si y sólo si µ tiene soporte finito Sµ, con |Sµ| = Rango[MK
Sµ

]

Demostración. Supongamos que µ tiene soporte finito: si µ ∈ Φ−1

K (c)∩Mf
+, entonces

(µi), para i = 1, ..., |Sµ| es una solución del siguiente sistema con |Sµ| incógnitas y
|K| ecuaciones:

∑

λi∈Sµ

φk(λi)µi = ck, k ∈ K
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El rango de este sistema es Rango[MK
Sµ

] y la dimensión del espacio af́ın de soluciones

A es |Sµ|− Rango[MK
Sµ

]. Entonces µ representa, una solución positiva (µi)
|Sµ|

i=1 de éste

sistema de ecuaciones. Si µ = αν1 + (1−α)ν2 con ν1, ν2 ∈ Φ−1

K (c)∩Mf
+ y α ∈ (0, 1),

entonces los soportes de ν1 y ν2 están contenidos en Sµ por lo que µ1 y µ2 representan
soluciones no negativas del sistema de ecuaciones. Si Rango[MK

Sµ
] = |Sµ| entonces el

sistema tiene solución única y por lo tanto µ1 = µ2 = µ y µ es punto extremo de
Φ−1

K (c) ∩Mφ
+.

Por otro lado, si Rango[MK
Sµ

] < |Sµ| < ∞, entonces el sistema de ecuaciones

tiene soluciones distintas a (µi). Entonces el vector (µi)
|Sµ|

i=1 , pertence a una recta

L contenida en A. Ya que (µi) ∈ R
|Sµ|

+ , el conjunto L ∩ R
|Sµ|

+ no es un solo punto.
Aśı que (µh) puede ser escrito como una combinación convexa de vectores distintos

(ηh) y (νh) que pertencecen a L∩R
|Sµ|

+ , y por lo tanto µ se puede escribir como una

combinación convexa de medidas η y ν que pertenecen a Φ−1

K (c) ∩Mf
+. Entonces µ

no es punto extremo de Φ−1

K (c) ∩Mφ
+.

Ahora supongamos que µ ∈ Φ−1

K (c) ∩ (Md
+ −M

f
+). Para S ⊂ Sµ, tal que |K| <

|S| <∞. Sea

∑

λh∈S

φk(λh)αh = 0, k ∈ K.

Este sistema homogéneo tiene |K| ecuaciones y |S| incógnitas. Dado que

Rango[MS
K ] < |S|,

el sistema tiene soluciones distintas de cero. Sea (αi)i=1,...,|S| una de ellas. Definimos
una medida en I como sigue:

α̃λi
=

{

Mαi, si λi ∈ S,
0 en caso contrario,

donde M = min(µi|i=1,...,|S|)

max(|αi||i=1,...,|S|)
.

Nótese que α̃λi
sigue siendo solución al sistema homogéneo. Además, por la elec-

ción de M , (µ− α̃) ≥ 0 por lo que (µ− α̃) y (µ+ α̃) son medidas en I.
Luego
∑

λh∈Sµ

φk(λh)(µ− α̃)h =
∑

λh∈Sµ−S

φk(λh)(µh) +
∑

λh∈S

φk(λh) (µ− α̃)h = I1 + I2

Dado que µ ∈ Φ−1

K (c) tenemos que

I1 =
∑

λh∈Sµ−S

φk(λh)(µh) = ck −
∑

λh∈S

φk(λh)µh, k ∈ K.
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Por otro lado,

I2 =
∑

λh∈S

φk(λh) (µ− α̃)h =
∑

λh∈S

φk(λh)µh −
∑

λh∈S

φk(λh)α̃h

Pero
∑

λh∈S φk(λh)α̃h = 0 por lo que

∑

λh∈Sµ

φk(λh)(µ− α̃)h = ck

Lo mismo se da para (µ+ α̃), por lo que µ− α̃ y µ+ α̃ pertenecen a Φ−1

K (c) ∩Mφ
+,

y entonces µ no es punto extremo de Φ−1

K (c) ∩Mφ
+.

Teorema 4.2. Sea µ ∈ Φ−1

K ∩M
φ
+. Si φk ∈ L

2(µ) para toda k ∈ K, entonces µ es pun-

to extremo de Φ−1

K ∩Mφ
+ si y sólo si µ tiene soporte finito Sµ con |Sµ|=Rango[MK

Sµ
].

Demostración. Sea Fφ el subespacio de L2(µ) generado por (φk)k∈K . Denotemos por
S al espacio de funciones medibles y simples en I. Si Fφ 6= L2(µ), como Fφ tiene
dimensión finita existe un subespacio E de S tal que

dimFφ < dimE < +∞.

Sea f ∈ E, 0 < f ≤ 1, ortogonal a Fφ y definamos dν = (1−f)dµ y dη = (1+f)dµ.
Luego

∫

φkdν =

∫

φk(1 + f)dµ =

∫

φkdµ+

∫

φkfdµ = ck

y
∫

φkdη =

∫

φk(1− f)dµ =

∫

φkdµ−

∫

φkfdµ = ck

pues
∫

φkfdµ = 0, para toda k ∈ K. Entonces ν, η pertencen a Φ−1

K (c) ∩ Mφ
+ y

µ = 1

2
(ν + η) por lo que µ no es punto extremo de Φ−1

K ∩Mφ
+.

Se sigue que si µ es punto extremo de Φ−1

K ∩Mφ
+ entonces Fφ = L2(µ), entonces

existen a lo mas K conjuntos disjuntos con medida postiva, pues no puede haber mas
de K funciones linealmente independientes en L2(µ). Mas aún, dado un conjunto
maximal de conjuntos disjuntos de medida positiva, estos deben ser átomos de µ por
lo que µ es una medida discreta y |Sµ| ≤ K < ∞ y del Teorema 4.1 se sigue el
resultado.
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4.4. Generación por medidas extremas

Hemos mostrado algunas caracterizaciones de los puntos extremos del conjunto
de soluciones al problema de momentos. Ahora nos quisieramos generar el conjunto
solución a partir de éstos. Restringiendonos a medidas con soporte finito veremos
que el conjunto solución Φ−1

K (c) ∩Mf
+ está generado por sus puntos extremos.

En el caso general, agregando mas hipótesis sobre la familia de funciones (φk)k∈K ,
veremos que las medidas extremas con soporte finito generan todo el conjunto de
soluciones respecto a la topoloǵıa débil.

En lo siguiente supondremos que K = {0, ..., n}, la hipótesis φ0 = 1 que se
presenta en los teoremas sirve para garantizar que el conjunto solución de medidas
con soporte finito no sea trivial.

Teorema 4.3. Sea µ ∈ Φ−1

k (c) ∩Mf
+ Si φ0 ≡ 1 sobre I, entonces µ es combinacion

convexa de |Sµ| + 2 medidas extremas de µ ∈ Φ−1

k (c) ∩Mf
+, con soporte contenido

en Sµ.

Demostración. SeaM
Sµ

+ el subespacio deMφ
+ de medidas cuyo soporte esta conteni-

do en Sµ. Entonces Φ−1

K (c)∩Sµ es un conjunto convexo contenido en R|Sµ|, aplicando
el theorema de Carathéodory podemos concluir que µ es una combinación convexa
de |Sµ|+ 2 medidas extremas de Φ−1

K (c) ∩M
Sµ

+

Lema 4.4. Si φ0 ≡ 1 sobre I, entonces Φk(M
φ
+) = Φk(M

f
+).

Demostración. Es claro que ΦK(Mf
+) ⊂ ΦK(Mφ

+). Probaremos que si c ∈ ΦK(Mφ
+)

entonces c ∈ ΦK(Mf
+) separadamente para puntos interiores y frontera, esto es, que

ΦK(Mφ
+) ⊂ ΦK(Mf

+) y ΦK(Mφ
+) ∩ ∂ΦK(Mf

+) ⊂ ΦK(Mf
+).

Tenemos que

ΦK(Mf
+) =

{(

∑

λ∈S

ρλφk(λ)

)

k∈K

: ρλ ≥ 0, S ⊂ I, |S| <∞

}

(4.1)

es decir, ΦK(Mf
+) es el casco cónico del conjunto

Uφ
K =

{

(φk(λ))k∈K : λ ∈ I
}

Veamos que ΦK(Mφ
+) ⊂ ΦK(Mf

+). Como podemos expresar al casco cónico de
un conjunto como la interesección de todos los semiespacios soporte que pasan por
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el origen y que contienen al conjunto, tenemos que

ΦK(Mf
+) =

{

c ∈ R|K| : ∀(ak)k∈K ,
∑

K

akφk ≥ 0 ⇒
∑

K

akck ≥ 0

}

,

Luego si c ∈ ΦK(Mφ
+) y µ ∈ Φ−1

K (c) ∩Mφ
+, entonces

∫

I

∑

K

akφk(λ)dµ(λ) =
∑

K

ak

∫

I

φk(λ)dµ(λ) =
∑

K

akck.

De modo que si (ak) es tal que
∑

K akφk(λ) ≥ 0 para toda λ ∈ I, entonces
∫

I

∑

K akφk(λ)dµ(λ) ≥ 0 de donde
∑

K akck ≥ 0, por lo tanto c ∈ ΦK(Mf
+) y

ΦK(Mφ
+) ⊂ ΦK(Mf

+).

Ahora veamos que ΦK(Mφ
+) ∩ ∂ΦK(Mf

+) ⊂ ΦK(Mf
+). Usamos inducción. Si

|K| = 1 entonces ∂ΦK(Mf
+) = ΦK(Mf

+) de donde se sigue el resultado. Además,

si ΦK(Mf
+) = R|K| entonces ∂ΦK(Mf

+) = ∅ y también se da la contención. Sea

c ∈ ΦK(Mφ
+)∩∂ΦK(Mf

+) y supongamos que ΦK(Mf
+) 6= R|K|. Entonces c pertenence

a un hiperplano soporte H de ΦK(Mf
+).

Probaremos que
ΦK(Mφ

+) ∩H ⊂ ΦK(Mf
+) ∩H (4.2)

para cualquier hiperplano soporte de Mf
+ H.

Primero veamos que ΦK(Mφ
+)∩H ⊂ Cφ

H
, donde Cφ

H
es el casco cónico de Uφ

K ∩H.
La ecuación de H es

∑

K

hkbk = 0, (4.3)

con
∑

K h2
k = 1 y

∑

K hkφk(λ) ≥ 0 para todo λ en I.

Si c ∈ ΦK(Mφ
+) ∩H y µ ∈ Φ−1

K (c) ∩Mφ
+, entonces

∫

I

∑

K

hkφk(λ)dµ(λ) =
∑

K

hk

∫

I

φk(λ)dµ(λ) =
∑

K

hkck = 0,

entonces
∑

K hkφk(λ) = 0, para toda λ ∈ I −E para algun cojunto E con µ(E) = 0.
Definimos

φ∗k =

{

φk en I − E

0 en E

Entonces ck =
∫

I
φ∗k(λ)dµ(λ) y

∑

K hkφ
∗

k ≡ 0 en I. Sea j ∈ K tal que hj 6= 0,
entonces

φ∗j =
∑

k 6=j

hk

hj

φ∗k y cj =
∑

k 6=j

hk

hj

ck. (4.4)
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Entonces (ck)k∈K−{j} ∈ Φ∗K−{j}(M
φ
+), donde Φ∗K−{j} es el funcional definido como

(∫

I
φ∗kdµ

)

k∈K−{j}
. Entonces por hipótesis de inducción,

(ck)k∈K−{j} ∈ Φ∗K−{j}(M
f
+),

o de otra forma, como en la igualdad (4.1):

ck =
∑

λ∈S

ρλφ
∗

k(λ), para k ∈ K − {j}.

Ahora, por (4.4) tenemos que

cj =
∑

k 6=j

hk

hj

∑

λ∈S

ρλφ
∗

k(λ) =
∑

λ∈S

ρλ

∑

k 6=j

hk

hj

φ∗k(λ) =
∑

λ∈S

ρλφ
∗

j(λ).

Es decir, (ck)k∈K ∈ Φ∗K(Mf
+) ∩H.

Ahora veamos que
ΦK(Mf

+) ∩H = Cφ
H
.

Por un lado es claro que Cφ
H
⊂ ΦK(Mf

+) ∩H pues Cφ
H
⊂ ΦK(Mf

+) y Cφ
H
⊂ H.

Sea entonces c ∈ ΦK(Mf
+) ∩H entonces por (4.3).

ck =
∑

λ∈S

ρλφk(λ) con ρλ ≥ 0 y
∑

K

hkck = 0

sustituyendo ck en la segunda ecuación tenemos que

∑

λ∈S

ρλ

∑

K

hkφk(λ) = 0, para toda λ ∈ S,

pero como
∑

k hkφk ≥ 0 en I y ρλ ≥ 0 para toda λ ∈ S, entonces

∑

K

hkφk(λ) = 0, para toda λ ∈ S.

De forma que (φk(λ)k∈K ∈ H para toda λ ∈ S y c ∈ Cφ
H
.

Ahora como Cφ∗

H
⊂ Cφ

H
tenemos que:

ΦK(Mφ
+) ∩H ⊂ Φ∗K(Mf

+) ∩H = Cφ∗

H
⊂ Cφ

H
= ΦK(Mf

+) ∩H

De donde ΦK(Mφ
+∩∂ΦK(Mf

+) ⊂ ΦK(Mf
+) y por lo tanto ΦK(Mφ

+) = ΦK(Mf
+).
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Definición 4.5 (Topoloǵıa debil de espacios de medida). Sea (X, τ) un espacio
topológico y {µn}n∈N una sucesión de medidas definidas en la σ-álgebra de Borel de
τ . Entonces decimos que µn converge débilmente a µ si para toda función continua
y acotada f : X → R se tiene que ĺımn→∞

∫

X
fdµn =

∫

X
fdµ.

Teorema 4.6. Sea C(I) el espacio de funciones reales continuas definidas sobre I.
Si el subespacio generado por (φk)k∈N es denso en C(I), y φ0 ≡ 1 sobre I, entonces
los puntos extremos de Φ−1

K (c) ∩Mf
+, generan Φ−1

K (c) ∩Mφ
+ en la topoloǵıa débil.

Demostración. Sea µ ∈ Φ−1

K (c) ∩Mφ
+. Si f ∈ C(I), entonces f es el ĺımite de una

sucesión de combinaciones lineales finitas de elementos de (φk)k∈N. Es decir es ĺımite
de una sucesión de funciones de la forma

FH =
∑

k∈H

aH
k φk

donde H es un subconjunto finito de N.
Ahora, para cada H ⊂ N definimos

µ := (µk)k∈K∪H ,

donde

µk =

∫

I

φk(λ)dµ(λ).

Es decir µk es el k-ésimo momento de µ, entonces por definicón

µ ∈ Φ−1

K∪H(µ) ∩Mφ
+.

Luego por el Lema anterior Φk(M
φ
+) = Φk(M

f
+), entonces existe una medida µH ∈

Φ−1

K∪H(µ) ∩Mf
+ tal que para k ∈ K ∪H

∑

λ∈S
µH

µH
λ φk(λ) = µk

.
Luego

∫

I

FH(λ)dµ(λ) =
∑

k∈K∪H

aH
k

∫

I

φk(λ)dµ

=
∑

k∈K∪H

aH
k µk
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y por otro lado:

∫

I

FH(λ)dµH(λ) =
∑

k∈K∪H

aH
k

∫

I

φk(λ)dµH

=
∑

k∈K∪H

aH
k (
∑

λ∈S
µH

µH
λ φk(λ))

=
∑

k∈K∪H

aH
k µk

por lo que
∫

I
FH(λ)dµ(λ) =

∫

I
FH(λ)dµH(λ) y

∫

I

(f − FH)(λ)dµ(λ)−

∫

I

(f − FH)(λ)dµ(λ) =

∫

I

f(λ)dµ(λ)−

∫

I

f(λ)dµH(λ)

Entonces tenemos que:

∣

∣

∣

∣

∫

I

f(λ)dµ(λ)−

∫

I

f(λ)dµH(λ)

∣

∣

∣

∣

≤

∫

I

|f − FH | (λ)dµ(λ) +

∫

I

|f − FH | (λ)dµ(λ).

Y como FH → f entonces

∣

∣

∣

∣

∫

I

f(λ)dµ(λ)−

∫

I

f(λ)dµH(λ)

∣

∣

∣

∣

→ 0

para toda f ∈ C(I), es decir, µH converge débilmente a µ. Tenemos entonces que
Φ−1

K (c) ∩ Mφ
+ esta contenido en la cerradura débil de Φ−1

K (c) ∩ Mf
+ entonces del

teorema anterior se sigue el resultado.

4.5. Conexión entre los problemas de momentos y

marginales fijas

Consideremos X = (xi)i∈I , Y = (yj)j∈J dos conjuntos finitos, I = 0, ..., n, J =
0, ...,m y ρ, τ dos medidas en X y Y respectivamente. Denotamos comoMρτ (X×Y )
al conjunto de medidas en X × Y con marginales ρ y τ en X y Y respectivamente.
Para cada k ∈ I, l ∈ J definimos las siguientes funciones en X y Y :

φk := χxk
y ψl := χyl
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Si µ ∈Mρτ (X × Y ) entonces

∑

j∈J

µij = ρi =

∫

φidρ

y de la misma forma
∑

i∈I

µij = τj =

∫

ψjdτ

Si (ckl)(k,l)∈I×J es tal que ck0 = ρk y c0l = τl para toda k ∈ I, l ∈ J . Entonces
las funciones φi, ψj transforman el problema de marginales fijas en un problema de
momentos y viceversa. Y de hecho tienen las mismas soluciones.

El siguiente Teorema nos da condiciones para dar equivalencias entre problemas
de momentos y de marginales fijas para funciones mas generales.

Teorema 4.7. Sean X = (xi)i∈I y Y = (yj)j∈J , donde I = {0, ..., n}, J = {0, ...,m}.
Sean (φk)k∈I y (ψl)l∈J familias de funciones definidas en X y Y respectivamente, tales
que:

φ0 ≡ ψ0 ≡ 1

Los rangos de las matrices M I
E y MJ

F sean maximales para todo E ⊂ X, F ⊂ Y .

Sea (Φ,Ψ)I,J el funcional lineal asociado a la familia de funciones

((φk)k∈I , (ψl)l∈J).

Sean ρ y τ dos medidas en X y Y respectivamente.
Sean rk :=

∫

φkdρ y tl :=
∫

ψldτ .
Sea c = (ckl)(k,l)∈I×J tal que ck0 = rk para k ∈ I y c0l = tl para l ∈ J .

Entonces (Φ,Ψ)−1

I,J(c) = Mρτ (X × Y ).

Demostración. Para k ∈ I y l ∈ J tenemos que

rk =
∑

i∈I

ρiφk(xi) y tl =
∑

j∈J

τjψl(yl)

Entonces si µ ∈ Mρτ (X × Y ) es decir,
∑

j∈J µij = ρi y
∑

i∈I µij = τj, de modo
que:

∫

φkdµ =
∑

i,j

µijφk =
∑

i∈I

ρiφk = rk
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y
∫

ψldµ =
∑

i,j

µijψl =
∑

j∈J

τjψl = tl

Por lo tanto µ ∈ (Φ,Ψ)−1

I,J(c) ∩Mf
+

Ahora, si µ ∈ (Φ,Ψ)−1

I,J(c) entonces para cada k ∈ I, l ∈ J µ cumple

∑

i,j

µijφk(xi) = rk y
∑

i,j

µijψl(yj) = tl.

Sean
bi =

∑

j∈J

µij y dj =
∑

i∈I

µij

los valores marginales de µ en X y Y respectivamente. Entonces {(bi)i∈I , (dj)j∈J} es
una solución al siguiente sistema con n+m+ 2 incógnitas.

{ ∑

i φk(xi)bi = rk
∑

j ψl(yl)dj = tl

Este sistema tiene una solución única, por lo tanto para toda i ∈ I, bi = ρi y para
toda j ∈ J , dj = τj, y µ ∈Mρτ (X × Y ).



Caṕıtulo 5

Teorema de Birkhoff-von Neumann

El Teorema de Birkhoff-von Neumann dice lo siguiente

Teorema (Birkhoff). Sea (tij) cualquier matriz de términos no negativos de un cam-
po ordenado tal que las sumas de los términos en cada fila y columna es uno. Entonces
(tij) es un promedio pesado de matrices de permutación.

El término promedio pesado se refiere a una combinación lineal de la forma

n
∑

i=1

αiPi,

con αi ≥ 0, i = 1, ..., n y
∑n

i=1
αi = 1. También se conoce como combinación convexa

de los puntos Pi, i = 1, ..., n. En la terminoloǵıa de conjuntos convexos, el Teorema
de Birkhoff nos dice que toda matriz cuyas entradas son no negativas y la suma de
éstas en filas o columnas es igual a uno, es una combinación convexa de matrices de
permutación. Esto es, la clase de matrices de n× n con entradas no negativas y con
suma de filas y columnas igual a uno, es el casco convexo del conjunto de matrices
de permutación de n× n.

El llamado problema 111 de Birkhoff, es generalizar este resultado, bajo hipótesis
apropiadas, a espacios de dimensión infinita.

En este caṕıtulo se plantea el Teorema de Birkhoff en el contexto de conjuntos
convexos y se demuestra mediante las herramientas desarrolladas principalmente
en el caṕıtulo 2. También se discute el problema 111 de Birkhoff, por lo que el
caṕıtulo está dividido en tres partes: los casos finito, infinito numerable e infinito no
numerable.
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5.1. Caso finito

Definición 5.1. Una matriz de n × n, (pij) se llama matriz estocástica si y sólo si
cada fila es un vector de probabilidad n-dimensional. Esto es, si y sólo si, pij ≥ 0 y
∑n

j=1
pij = 1 para toda i = 1, ..., n.

Denotaremos por P t a la matriz transpuesta de P . Esto es, si P = (pij) entonces
P t = (pji). Notemos que (P t)t = P .

Definición 5.2. Una matriz de n× n, P = (pij), se llama doblemente estocástica si
y sólo si P y P t son matrices estocásticas. Esto es, P es doblemente estocástica si y
sólo si para todo i, j = 1, ..., n, se cumple que

n
∑

j=1

pij =
n
∑

i=1

pij = 1.

Definición 5.3. Una matriz P de n × n es una matriz de permutación si y sólo si
P es doblemente estocástica y sus entradas sólo constan de ceros y unos. Entonces
P es de permutación si cada fila y columna tienen exactamente un uno y las demas
entradas son cero.

Denotaremos por Dn al conjunto de matrices doblemente estocásticas de n × n

entradas y por Pn al conjunto de matrices de permutación de n× n.

Observación 5.4. Dn es convexo para toda n ≥ 1.

Veremos ahora que las matrices de permutación son los puntos extremos del
conjunto de matrices doblemente estocásticas. Para esto identificaremos el conjunto
de matrices doblemente estocásticas con un conjunto de medidas con marginales fijas;
el soporte de éstas medidas se identificará con las entradas positivas de la matriz.
Aplicando el Teorema 3.17 se verá que los puntos extremos del conjunto de matrices
doblemente estocásticas deben ser matrices de permutación.

Teorema 5.5. Pn es el conjunto de puntos extremos de Dn.

Demostración. Sea P ∈ Pn una matriz de permutación. Si P = αA + (1− α)B con
0 < α < 1, A = (aij) ∈ Dn y B = (bij) ∈ Dn. Entonces para todo (i, j) se tiene que
1 = αaij +(1−α)bij ≤ 1 o 0 = αaij +(1−α)bij ≥ 0. En el primer caso aij = bij = 1,
y en el segundo aij = bij = 0. Entonces A = B = P , y por lo tanto P es punto
extremo.
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Ahora sean X = Y = {1, 2, ..., n}. Identificamos a cada matriz doblemente es-
tocástica D = (pij) ∈ Dn con una medida µ en X × Y definida como µ((i, j)) = pij.
Para cada medida de esta forma sus marginales son

µX(i) =

n
∑

j=1

pij = 1

µY (j) =
n
∑

i=1

pij = 1

para todo (i, j) ∈ X × Y .
De la misma forma toda medida definida sobre X × Y con estas marginales se

puede identificar con una matriz doblemente estocástica. Entonces para µ definida
en X × Y que cumpla que µX(i) = 1, µ(j)Y = 1 para toda (i, j) ∈ X × Y , M(µ) del
Teorema 3.17 se identifica con Dn.

Entonces si P ∈ Dn es punto extremo y U es el soporte de la medida inducida
por P , es decir, U son las parejas de ı́ndices de las entradas distintas de cero. Por el
Teorema de Denny (Teorema 3.17) sobre soporte de medidas discretas con marginales
fijas, U = G(f) ∪ G(g) donde (f, g) es una pareja aperiódica de funciones, f : A ⊂
X → Y y g : B ⊂ Y → X con A, B ⊂ {1, ..., n}

Sea entonces P un punto extremo de Dn y U = G(f)∪G(g) las parejas de ı́ndices
de entradas positivas de P . Si G(f) = ∅, entonces U = G(g) = {(g(y), y) : y = 1, ..n}.
El dominio de g debe ser Y = {1, .., n} pues cada columna debe tener al menos una
entrada distinta de cero, y como g es función tampoco puede haber dos entradas
positivas en la misma columna, entonces P debe de ser de permutación pues P ∈ Dn.
Análogamente, si G(g) = ∅ entonces P es de permutación.

Afirmamos ahora que no hay pérdida de generalidad en suponer que el dominio
de f sea igual a X.

Si x ∈ X −A entonces g−1[{x}] 6= ∅ ya que no puede haber filas totalmente cero
pues P ∈ Dn. Sea y ∈ g−1[{x}], definimos f ′ = f en A y f ′(x) = y y g′ igual a g

restringida a B − y.
La pareja (f ′, g′) es aperiódica, pues para x′ ∈ A entonces (g′ ◦ f ′)n(x′) = (g ◦

f)n(x′) para los valores de n que la expresion esté definida y f ′(x) no está en el
dominio de g′. Procediendo de esta manera es posible construir a partir de (f, g),
una nueva pareja aperiódica (f ′, g′) tal que el dominio de f ′ sea igual a X y U =
G(f ′) ∪G(g′).

Ahora mostramos que el rango de f ′ debe ser igual a Y . Si y ∈ Y −f [X], entonces
Q(g′(y), y) = 1, por ser doblemente estocástica y por definición de función. A su vez,
Q(g′(y), y) = 1 implica que Q(g′(y), f ′(g′(y))) = 0 pues el dominio de f ′ es X.
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Esta igualdad contradice la definición de U , por lo tanto el rango de f es igual a
Y . Notemos ahora que el dominio B′ de g′ no puede ser igual a Y pues (f ′, g′) es
aperiódica y X es finito.

Para concluir el resultado mostraremos ahora que B es vaćıo. Si y ∈ B′ en-
tonces y = f ′(x), la aperiodicidad implica que existe un mı́nimo entero positivo
k tal que f ′(g ◦ f)k(x) ∈ Y − B. Como f ′ es sobre, (x, y) ∈ G(f ′) (y = f ′(x))
y por lo tanto Q(g′(y), y) = Q(g′(f ′(x)), f ′(x)) < 1; aplicando f ′ a g′(y) tenemos
que que Q((g′ ◦ f ′)(x), f ′(g′ ◦ f ′(x))) < 1. Siguiendo este procedimiento, aplican-
do f ′ y g′ a las coordenadas izquierda y derecha respectivamente, obtenemos que
Q((g′ ◦ f ′)k(x), f ′(g′ ◦ f ′)k(x)) < 1. Esto último contradice la doble estocasticidad,
pues f ′(g ◦ f)k(x) ∈ Y − B implica que la columna de la matriz correspondiente a
f ′(g ◦ f)k(x) sólo tiene un elemento distinto de cero ((g′ ◦ f ′)k(x), f ′(g′ ◦ f ′)k(x)).

Teorema 5.6 (Birkhoff-von Neuman). Toda matriz doblemente estocástica se puede
expresar como combinación convexa de matrices de permutación.

Demostración. Veamos que el conjunto de matrices doblemente estocásticas es cerra-
do en Rn2

. Sea Dn = (p
(n)

ij ) una sucesión de matrices doblemente estocásticas que con-

vergen a una matriz D = (pij). Entonces para toda i,j se tiene que ĺımn→∞ p
(n)

ij = pij.
Entonces para toda j fija, se tiene que

n
∑

i=1

pij =
n
∑

i=1

ĺım
n→∞

p
(n)

ij = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

p
(n)

ij = 1

y para toda i
n
∑

j=1

pij =
n
∑

j=1

ĺım
n→∞

p
(n)

ij = ĺım
n→∞

n
∑

j=1

p
(n)

ij = 1

Entonces D es doblemente estocástica. Dado que toda matriz doblemente estocástica
(pij) cumple que 0 ≤ pij ≤ 1, también tenemos que el conjunto es acotado. Se sigue
entonces del teorema de Krein-Milman (1.29) que

cc(E(Dn)) = cc(Pn) = Dn

y en este caso, como Pn es un conjunto finito, cc(Pn) = cc(Pn). Se sigue del teorema
de Caratheódory (1.12) que cada matriz doblemente estocástica se puede escribir
como combinación convexa de (n− 1)2 + 1 matrices de permutación.
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5.2. Caso infinito numerable

Podemos extender naturalmente los conceptos de la sección anterior al caso de
matrices infinitas.

Definición 5.7. Una sucesión (pn)n≥1 con pn ≥ 0, es un vector de probabilidad si y
solo si

∑

∞

n=1
pn = 1.

Definición 5.8. P = (pij) es una matriz infinita si y sólo si cada fila y cada columna
es una sucesión infinita de números reales.

Definición 5.9. Una matriz infinita P = (pij), es estocástica si y sólo si 0 ≤ p ≤ 1
y
∑

j pij = 1, para toda i ∈ N.

Definición 5.10. Una matriz estocástica infinita P , es doblemente estocástica si y
sólo si P y P t son ambas matrices estocásticas.

Definición 5.11. Una matriz de permutación infinita es una matriz doblemente
estocástica infinita cuyas entradas son sólo ceros y unos.

Como en la sección anterior, identificaremos los puntos extremos del conjunto
de matrices doblemente estocásticas infinitas. Al igual que en el caso finito, éstas
resultan ser las matrices de permutación.

Lema 5.12. Sea (pn) un vector de probabilidad tal que 0 < pk < 1

2
para alguna

k ∈ N. Sean

Πm =
pm

1− pm

pm−1

1− pm−1

· · ·
p1

1− p1

y

Πm∼k0
= Πm

(

1− pk0

pk0

)

pk0
> 0

Caso 1: Si 0 ≤ pn ≤
1

2
para toda n. Sea m > 1 fija y definamos para toda n 6= m:

am = pm (1− Πm−1) ,

bm = pm (1 + Πm−1) ,

an = pn(1 + Πm) y

bn = pn(1− Πm).

Entonces (an) y (bn) son vectores de probabilidad y para toda n y pn = 1

2
(an + bn).
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Caso 2: Si 0 ≤ pn ≤
1

2
para toda n 6= n0,

1

2
< pn0

< 1, sea m > 1, m 6= n0 fija y
sean para toda n 6= n0:

an0
= pn0

− (1− pn0
)Πm∼n0

,

bm0
= pn0

+ (1− pn0
)Πm∼n0

,

an = pn(1 + Πm∼n0
) y

bn = pn(1− Πm∼n0
)

Entonces (an) y (bn) son vectores de probabilidad y para toda n, pn = 1

2
(an + bn).

Demostración. Caso 1. Si 0 ≤ pn ≤
1

2
para toda n, entonces 0 ≤ pn

1−pn

≤ 1. De modo
que 0 ≤ Πm ≤ 1 para toda m, y 0 ≤ an ≤ 1, 0 ≤ bn ≤ 1 para toda n. Luego

∞
∑

n=1

an = pm(1− Πm−1) +
∑

n6=m

an

= pm(1− Πm−1) +
∑

n6=m

pn(1 + Πm)

= pm(1− Πm−1) +
∑

n6=m

pn +
∑

n6=m

pnΠm

= pm(1− Πm−1) + (1− pm) + Πm

∑

n6=m

pn

= pm − pmΠm−1 + 1− pm + (1− pm)Πm

= pm − pmΠm−1 + 1− pm + pmΠm−1

= 1

y para (bn)

∞
∑

n=1

bn = pm(1 + Πm−1) +
∑

n6=m

bn

= pm(1 + Πm−1) +
∑

n6=m

pn(1− Πm)

= pm(1 + Πm−1) +
∑

n6=m

pn −
∑

n6=m

pnΠm

= pm(1 + Πm−1) + (1− pm)− Πm

∑

n6=m

pn

= pm(1 + Πm−1) + (1− pm)− Πm−1pm

= 1
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Entonces (an) y (bn) son vectores de probabilidad, y por construcción es claro que
pn = 1

2
(an + bn).

Caso 2: 0 ≤ pn ≤
1

2
para toda n 6= n0 y 1

2
< pn0

< 1. Como Πm∼n0
≤ 1, tenemos

que

an0
= pn0

− (1− pn0
)Πm∼n0

≤ pn0
< 1

y

bn0
= pn0

+ (1− pn0
)Πm∼n0

≤ pn0
+ (1− pn0

) = 1.

Por lo que, 0 ≤ an ≤ 1 y 0 ≤ bn ≤ 1 para toda n. Entonces

∑

n

an = pn0
− (1− pn0

)Πm∼n0
+
∑

n6=n0

pn(1 + Πm∼n0
)

= pn0
− (1− pn0

)Πm∼n0
+
∑

n6=n0

pn +
∑

n6=n0

pnΠm∼n0

= pn0
− (1− pn0

)Πm∼n0
+ (1− pn0

) + Πm∼n0
(1− pn0

)

= 1

y

∑

n

bn = pn0
+ (1− pn0

)Πm∼n0
+
∑

n6=n0

pn(1− Πm∼n0
)

= pn0
+ (1− pn0

)Πm∼n0
+
∑

n6=n0

pn −
∑

n6=n0

pnΠm∼n0

= pn0
+ (1− pn0

)Πm∼n0
+ (1− pn0

)− Πm∼n0
(1− pn0

)

= 1

Definición 5.13. Una camino en una matriz con entradas no negativas M = (mij)
es un conjunto finito {mr1c1 , mr2,c2 , ...,mrucu

} de entradas positivas de M , tal que
r1 = r2 y c2 6= 1 o c1 = c2 y r2 6= c1 y tal que si ri = ri−1 entonces ci = ci+1 6= ci−1 y
si ci = ci−1 entonces ri+1 = ri 6= ri−1. Esto es, una secuencia de entradas positvas de
la matriz, en la cual los sucesores estan en la misma columna o fila, alternadamente,
del antecesor. Un camino termina si regresa a una fila o columna ya visitada, en este
caso el camino contiene un ciclo.

Denotaremos por D al conjunto de matrices infinitas doblemente estocásticas y
por P al conjunto de matrices infinitas de permutación.



50 Teorema de Birkhoff-von Neumann

Teorema 5.14. P ∈ D es punto extremo de D si y sólo si P es de permutación
(P ∈ P).

Demostración. Usaremos la siguiente notación. Para una matriz doblemente estocásti-
ca P con una entrada pij ∈ (0, 1), sea Pij el conjunto de parejas ordenadas de enteros
positivos, (u, v) tal que existe un camino en P de pij a puv. Para (u, v) ∈ Pij si prs

está en el camino que va desde pij a puv denotamos por p→rs al sucesor inmediato de
prs en el camino.

Notemos que si pij ∈ (0, 1) y (m,n) /∈ Pij, entonces (m, c) /∈ Pij para toda c y
(r, n) /∈ Pij para toda r. Esto es, si pij es una entrada positiva de la matriz, y no hay
caminos de pij a pnm, entonces no hay caminos de pij a ninguna otra entrada en la
misma fila o columna que pnm.

Sea P ∈ P . Si P = αA + (1 − α)B con 0 < α < 1 y A,B ∈ D, entonces para
todo i,j pasa que 1 = αaij + (1− α)bij y aij = bij = 0, o que 0 = αaij + (1− α)bij y
aij = bij = 1. Por lo tanto A = B = P y P es punto extremo.

Para demostrar el rećıproco indentificamos cada matriz doblemente estocástica
infinita P = (pij) con una medida µ en N×N, definida como µ((i, j)) = pij. Entonces
cada medida de este tipo tiene las mismas medidas marginales. Usando la caracteri-
zación del Caṕıtulo 3 del soporte de medidas discretas con marginales fijas y por la
Observación 3.14, el soporte de un punto extremo del conjunto de medidas definidas
de esta manera no contiene ciclos, esto es, el conjunto de entradas positivas de la
matriz no contiene ciclos. Construiremos a partir de una matriz sin ciclos que no es
de permutación dos matrices doblemente estocásticas cuya combinación convexa es
P . Esto se hará modificando las filas y columnas de las entradas de un camino de
forma que sigan siendo vectores de probabilidad según la construcción del Lema 5.12.
El hecho de que la matriz no contenga ciclos garantiza que no se modifique alguna
entrada modificada en algun paso anterior.

Sea P punto extremo de D y supongamos que no es de permutación. Entonces
P no contiene ciclos. Elijamos una entrada positiva de P que sea menor o igual a
1

2
. Por conveniencia llamemos a esta entrada p11. Sea P11 definido y (u, v) ∈ P11.

Consideremos la fila o columna que contiene a p11 y p→11. Sin perdida de generalidad
supongamos que es una fila. Es decir p→11 = p12.
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Si 0 ≤ p1c ≤
1

2
para toda c, sean

a12 =

(

1−
p11

1− p11

)

b12 = p12

(

1 +
p11

1− p11

)

a1c = p1c ((1 + Π2)) y

b1c = p1c (1− Π2)

Por 5.12, (a1m) y (b1m) son vectores de probabilidad con (p1m) = 1

2
((a1m)+(b1m)).

Si hay exactamente un p1c0 > 1

2
, definimos

a1c0 = p1c0 + (1− p1c0)
p11

1− p11

,

b1c0 = p1c0 − (1− p1c0)
p11

1− p11

p11

1− p11

,

a1c = p1c

(

1−
p11

1− p11

)

y

b1c = p1c

(

1 +
p11

1− p11

)

para todo c 6= c0.

Nuevamente por 5.12 (a1m) y (b1m) son vectores de probabilidad con (p1m) =
1

2
((a1m) + (b1m)).

Ahora sea

p22 = p→12.

Si p12 ≤
1

2
, por el paso anterior a12 = p12

(

1− p11

1−p11

)

≤ 1

2
. La construcción va como

sigue:

Para el caso 1 (todas las entras de la fila menores a 1

2
) hacemos

ar2 = pr2 (1− Π12) = pr2

(

1−
p12

1− p12

p11

1− p11

)

r 6= 1

br2 = pr2 (1 + Π12) = pr2

(

1 +
p12

1− p12

p11

1− p11

)

r 6= 1

Caso 2. Si pr02 > 1

2
, entonces ar02 = pr02+(1−pr02)

p11

1−p11

, br02 = pr02−(1−pr02)
p11

1−p11
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y

ar2 = pr2

(

1−
p11

1− p11

)

br2 = pr2

(

1 +
p11

1− p11

)

para r 6= r0.
Si p12 > 1

2
entonces por la construcción del paso anterior, a12 = p12+(1−p12)

p11

1−p11

entonces hacemos

ar2 = pr2

(

1−
p11

1− p11

)

br2 = pr2

(

1 +
p11

1− p11

)

para toda r 6= 1.
La construcción se sigue inductivamente para de modo que aij, bij están definidas

para toda i, j ∈ P11. Definimos aij = bij = pij para toda i,j /∈ P11, y entonces
A = (aij) y B = (bij) son matrices doblemente estocásticas con A 6= B y 1

2
(A+B) =

P .

Ya identificados los puntos extremos del conjunto de matrices doblemente es-
tocásticas infinitas, es de interés obtener un resultado análogo al teorema de Birkhoff-
von Neumann para el caso de matrices infinitas. Por un lado es claro que no se pue-
de obtener un análogo exacto, pues una matriz con un numero infinto de entradas
positivas no puede ser una combinación lineal finita de matrices de permutación.
Recurriendo al Teorema de Krein-Milman, una generalización adecuada estaŕıa en
terminas de cascos convexos, es decir, que

cc(P ) = D.

Bastaŕıa entonces probar que el conjunto de matrices doblemente estocásticas es
compacto en alguna topoloǵıa. Sin embargo en las topoloǵıas inducidas por las nor-
mas ‖ · ‖p el conjunto de matrices doblemente estocásticas no es cerrado. Para ver
esto usaremos los siguientes resultados.

Teorema 5.15. Una matriz infinita P , de terminos no negativos es estocástica, si
y sólo si

∑

∞

i=1
(fP )i =

∑

∞

i=1
fi para toda f = (f1, f2, ...) con

∑

i = 1∞|fi| <∞.
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Demostración. Sea P una matriz estocástica infinita y sea f ∈ `1 entonces por
convergencia absoluta

∞
∑

i=1

(fP )i =

∞
∑

j=1

(

∞
∑

i=1

fipij

)

=
∞
∑

i=1

fi

(

∞
∑

j=1

pij

)

=
∞
∑

i=1

fi.

Ahora supongamos que P es una matriz infinita positiva que cumple

∞
∑

i=1

(fP )i =
∞
∑

i=1

fi

para toda f con
∑

i = 1∞|fi| < ∞. Tenemos que eiP = (pij)ij y P = (pij). Como
P es no negativa entonces pij ≥ 0 y ya que

∑

∞

j=1
eiP =

∑

∞

j=1
pij y

∑

∞

j=1
(eiP )j =

∑

∞

j=1
(ei)j = 1 tenemos que P es estocástica.

Lema 5.16. Sean P1 ,P2 matrices doblemente estocásticos. Entonces P1P2 y P n
1 son

doblemente estocásticas para toda n ∈ {1, 2, 3, ...}.

Demostración. Sean P1 = (aij) y P2 = (bij) matrices infinitas doblemente estocásti-
cas. Por el teorema 5.15 P1P2 = P es una matriz infinita de términos no negativos.
Además, P = (cij) donde cij =

∑

∞

k=1
aikbkj. Por el Teorema 5.15 tenemos que

∞
∑

i=1

cij =
∞
∑

i=1

∞
∑

k=1

aikbkj =
∞
∑

k=1

bkj = 1

y
∞
∑

j=1

cij =
∞
∑

j=1

∞
∑

k=1

aikbkj =
∞
∑

j=1

bkj = 1

Por lo que P es doblemente estocástica. Se sigue por inducción que P n
1 es doblemente

estocástica para toda n ∈ N.

Teorema 5.17. D no es cerrado para la convergencia puntual.

Demostración. Sea P la siguiente matriz infinita doblemente estocástica.

P =



















1

2

1

2
0 0 0 . . .

1

2
0 1

2
0 0 . . .

0 1

2
0 1

2
0 . . .

0 0 1

2
0 1

2
. . .

0 0 0 1

2
0 . . .

...
...

...
...

...
. . .


















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P es doblemente estocástica, P = P t, y por el Lemma 5.16, (P 2n) es una sucesión
de matrices doblemente estocásticas con P 2n = (P 2n)t para toda n. Notemos que
cualquier entrada distinta de cero en P 2n es de la forma 1

22n

(

2n

k

)

para toda 0 ≤ k ≤ 2n.

Cada entrada p
(2n)

ij de P 2n es el producto punto de la i-ésima fila con la j-ésima

columna de la matrix P 2(n−1). Por lo que, dada P 2n cada fila y columna tienen
exactamente los mismos elementos, tal vez en distinto orden. Para toda P 2n, la
entrada más grande de cada fila o columna siempre estará en la diagonal, pues para
toda fila (rn) y toda columna (cm) se tiene que ‖(rn)‖2 = ‖cm‖

2 ya que el número

de entradas que no son cero es finito. Entonces, cada entrada p
(2n)

ij es el producto

(xi) · (xj), y un elemento en la diagonal p
(2n)

ii está dado por (xi) · (xi) = ‖(xi)‖
2
2.

Entonces para cualquier entrada p
(2n)

ij en P 2n tenemos por la desigualdad de Hölder,
que

p
(2n)

ij = (xi) · (xj) =
∑

xixj ≤
(

∑

x2

i

)
1

2

(

∑

x2

i

)
1

2

= ‖(xi)‖2‖(xj)‖2

= ‖(xi)‖
2

2 = p
(2n)

ii =
1

22n

(

2n

n

)

.

Estas entradas convergen a cero, por lo que la sucesion (P 2n) converge a una matriz
cuyas entradas son todas cero. Esto también muestra que P 2n converge en norma a
la matriz cero, por lo que D no es cerrado en norma.

Sin embargo, si se impone una topoloǵıa correcta se puede ver que las matri-
ces infinitas doblemente estocásticas son el casco cerrado convexo del conjunto de
matrices de permutación.

Sea V el espacio de matrices con suma de filas y columnas finitas. Es decir, M ∈ V

si y sólo si

sup
i

∑

j

|mij| <∞ y sup
i

∑

|mij| <∞

Definimos una topoloǵıa τ en V como la topoloǵıa más débil que hace a las
funciones

rk(M) =

∞
∑

j=1

mkj, ck(M) =

∞
∑

i=1

mik, sij(M) = mij

continuas.
(V, τ) es un espacio vectorial topológico, localmente convexo y Hausdorff, ya que

si M1 6= M2, existe algun i0j0 tal que si0j0(M1) 6= si0j0(M2).
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Veamos que en (V, τ) el conjunto de matrices doblemente estocásticas es el casco
cerrado convexo de las matrices de permutación.

Teorema 5.18. En (V, τ), D = cc(P).

Demostración. Supongamos que M ∈ D pero M /∈ cc(P ). Entonces existe un fun-
cional lineal continuo f (ver Teorema A.1 en el Apéndice) para el cual se cumple
que

f(M) < ı́nf
E∈cc(P )

f(E).

Pero f debe ser combinación lineal de los funcionales rk, ck y sk (ver apédince,
Teorema A.8), entonces podemos escribir a f como

f(M) =

n1
∑

m=1

amrm(M) +

n2
∑

m=1

bmcm(M) +

n3
∑

m=1

dmsimjm
(M)

para toda M ∈ V . Además notemos que para toda matriz doblemente estocástica M

rm(M) = cm(M) = 1, y 0 ≤ simjm
(M) ≤ 1.

Sea n = máx {n1, n2, in3
, jn3

}. Notemos que ningún mij con i, j ≥ n contribuye al
valor de f .

Sea Sn la matriz de n×n, Sn = (mij) para 1 ≤ i, j ≤ n. Sea Un la matriz diagonal
donde la entrada (i, i) sea 1−

∑n

j=1
mij y las demás entradas son ceros. Sea Vn una

matriz similar donde las entradas (j, j) sean igual a 1−
∑n

i=1
mij. Si St

n es la matriz
transpuesta de Sn, entonces la matriz de 2n× 2n

W2n =

(

Sn Un

Vn St
n

)

es doblemente estocástica. Si expandimos W2n a una matriz infinita, con ceros en las
colas de las filas y columnas y con un matriz identidad infinita en la esquina inferior
derecha, obtenemos la siguiente matriz infinita doblemente estocástica

W =





Sn Un 0
Vn St

n 0
0 0 I



 ,

con f(W ) = f(M). Además, usando el teorema de Birkhoff para el caso finito,
tenemos que W2n =

∑

2n

k=1
λkPk, donde Pk son matrices de permutación de 2n × 2n

y 0 ≤ λk ≤ 1 con
∑

k λk = 1. Entonces f(W ) = f(
∑

2n

k=1
λkPk) done Pk es expandida

de la misma forma que W2n. Tenemos entonces que f(M) ≥ ı́nfE∈cc(P ) f(E) lo cual
es una contradicción. Lo cual prueba que D = cc(P).
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5.3. Caso no numerable

Siguiendo con la idea de generalizar el teorema de Birkhoff, dirigimos nues-
tra atención al conjunto de medidas doblemente estocásticas. En el caṕıtulo 3 se
mostró una caracterización del soporte de los puntos extremos de este conjunto, aho-
ra identificaremos algunos de estos puntos extremos y veremos que generan al resto
del conjunto imponiendo una topoloǵıa apropiada. Para esto identificaremos al con-
junto de medidas doblemente estocásticas con una clase de operadores lineales en
Lp. Esta clase de operadores es la generalización de los operadores lineales inducidos
por matrices doblemente estocásticas para los casos finito e infinito numerable, esto
es, si P es una matriz estocástica finito o infinita el operador inducido por P es el
operador lineal definido por Tf := fP , donde f pertenece a Rn o a `1 según sea el
caso. Definiremos los operadores estocásticos y doblemente estocásticos en Lp y exa-
minaremos algunas propiedades de éstos. Estas propiedades también las cumplen los
operadores inducidos por matrices doblemente estocásticas finitas o infinitas. Vere-
mos además que todo operador con estas propiedades se puede identificar de manera
única con una medida doblemente estocástica. Dotamos entonces al conjunto de ope-
radores doblemente estocásticos con las topoloǵıas fuerte, y débil de operadores para
demostrar la versión infinita no numerable del teoremoa de Birkhoff-von Nuemann.

Trabajaremos en los espacios Lp[0, 1] con la medida de Lebesgue, y con operadores
T : Lp → Lp.

Definición 5.19. Un operador lineal T es positivo si y sólo si f ≥ 0 implica que
Tf ≥ 0.

Definición 5.20. Un operador lineal acotado T : L1 → L1 es estocástico si T es
positvo y

∫

Tf =
∫

f para toda f ∈ L1

Esta definición es consistente con la de matrices estocásticas. Reemplazando la
integral por sumas de entradas, una matriz es estocástica si y sólo si cumple esta
propiedad (ver Teorema 5.15, el caso finito es igual).

Si T : Lp → Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ es un operador lineal acotado podemos definir
T t : Lq → Lq con 1

p
+ 1

q
= 1, por la relación 〈g, Tf〉Lq−Lp

= 〈T tg, f〉Lq−Lp
, donde

〈f, g〉Lp−Lq
=
∫

fg con f ∈ Lp, g ∈ Lq y lo llamamos operador transpuesto de T . El
operador T t es análogo al operador inducido por la matriz transpuesta de los casos
finito y numerable. En lo que sigue denotaremos por 1 a la función constante 1.

Teorema 5.21. Sea T : L1 → L1 un operador lineal acotado y positivo. T es es-
tocástico si y solo si T t1 = 1.
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Demostración. Supongamos que T ≥ 0 y que
∫

Tf =
∫

f para toda f ∈ L1. Entonces
〈T t1, f〉 = 〈1, T f〉 =

∫

Tf =
∫

f = 〈1, f〉 para toda f ∈ L1 por lo tanto T t1 = 1.
Ahora, si T ≥ 0 y T t1 = 1, entonces

∫

Tf = 〈1, T f〉 = 〈T t1, f〉 = 〈1, f〉 =
∫

f para
toda f ∈ L1 y por lo tanto T es estocástico.

Teorema 5.22. Sea Tp un operador lineal acotado en Lp, 1 ≤ p < ∞. Si Tp ≥ 0,
entonces T t

p ≥ 0 y |T t
pg| ≤ ‖g‖∞ para toda g ∈ L∞ y por ende T t : L∞ → L∞.

Demostración. Si Tp ≥ 0 entonces TpχA ≥ 0 para todo A medible. Sea g ∈ L∞ ⊂ Lq,
1 = 1

p
+ 1

q
y g ≥ 0. Entonces 〈g, TpχA〉 =

∫

gTpχA ≥ 0, y 0 ≤ 〈T t
pg, χA〉 =

∫

A
T t

pg

para todo A medible. Esto implica que T t
pg ≥ 0. Luego, como |g| ≤ ‖g‖∞ entonces

|T t
pg| ≤ T t

p|g| ≤ T t
p‖g‖∞ = ‖g‖∞ ya que T t

pg manda constantes en constantes.

Teorema 5.23. Si T es un operador estocástico entonces T t esta definido en L∞.

Demostración. Por el Teorema anterior |T tg| ≤ ‖g‖∞ para toda g ∈ L∞.

Definición 5.24. Un operador estocástico T es doblemente estocástico si existe E

un operador estocástico tal que E|L∞ = T t.

Teorema 5.25. Si T es un operador doblemente estocástico, entonces T : L∞ → L∞.

Demostración. Sean T doblemente estocástico y E estocástico tal que E = T t en
L∞. Entonces Et : L∞ → L∞ y Et1 = 1. Sea g ∈ L∞. Tenemos que 〈Etg, f〉 =
〈g, Ef〉 = 〈g, T tf〉 = 〈Tg, f〉 para toda f ∈ L1. Por lo tanto, T = Et : L∞ → L∞. Et

es continuo en un subconjunto denso de L1 y por lo tanto se extiende a un operador
acotado en en L1. Esta extensión es igual a T en L∞, por lo que esta extensión debe
ser T .

Teorema 5.26. T es un operador estocástico con T1 = 1 si y sólo si T es doblemente
estocástico.

Demostración. Por cada operador lineal positivo y acotado, T , definido en L1, T t se
extiende a un operador lineal positivo y acotado E definido en L1. Supongamos que
T1 = 1, entonces

∫

Ef =
∫

T tf =
∫

(T1)f =
∫

f para toda f ∈ L1. Entonces E es
estocástico y por lo tanto T es doblemente estocástico. Si T es doblemente estocástico
entonces es estocástico y

∫

T tf =
∫

f para toda f ∈ L1. Entonces
∫

T1f =
∫

f para
toda f ∈ L1 y por lo tanto T1 = 1.

En los casos finito e infinito numerable es inmediato identificar los operadores
estocásticos y doblemente estocásticos con medidas en {1, ..., n}× {1, ..., n} y N×N

respectivamente, si (pij) es la matriz que induce a un operador entonces µ(i, j) := pij
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define una medida en estos espacios. Notemos que para el caso de los operadores
doblemente estocásticos las medidas marginales son uniformes. Además cualquier
medida con marginales uniformes en estos espacios se puede asociar con una matriz
doblemente estocástica y por lo tanto con un operador doblemente estocástico.

En el caso infinito no numerable tambien es posible esta identificación, las medidas
con las que identificamos los operadores doblemente estocásticos son las medidas
doblemente estocásticas definidas en el Capitulo 2. Es decir, medidas de probabilidad
definidas en I× I = [0, 1]× [0, 1] tales que µ(A× I) = µ(I×A) = m(A). El siguiente
teorema nos dice cómo es esa correspondencia.

Teorema 5.27. Sea T un operador doblemente estocástico y µ una mediada do-
blemente estocástica. La relación µ(A × B) =

∫

I
χATχB

para todos borelianos A y
B, define una correspondencia biyectiva entre el conjunto de operadores doblemente
estocásticos y el de medidas doblemente estocásticas.

Demostración. Sea µ una medida doblemente estocástica. Sea g ∈ L∞(m) y f una
función simple en L1(m). Como

∫

I×I

χA(x)dµ(x, y) =

∫

I×I

χA×I(x, y)dµ(x, y) = µ(A× I) = m(A)

=

∫

I

χA(x)dm(x)

entonces
∫

I×I

f(x)dµ(x, y) =

∫

I

f(x)dm(x)

para toda funcion simple. Por argumentos de aproximación por funciones simples
usuales tenemos que

∫

I×I

f(x)dµ(x, y) =

∫

I×I

f(y)dµ(x, y) =

∫

I

f(x)dm(x)

para toda f ∈ L1(m).
Sea g ∈ L∞(m), g > 0, definimos

G(f) :=

∫

I×I

f(x)g(y)dµ(x, y).

Entonces

|G(y)| ≤

∫

I×I

|f(x)||g(y)|dµ(x, y) ≤ ‖g‖∞

∫

I×I

|f(x)|dµ(x, y) = ‖g‖∞‖f‖1.
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Aśı que G es un funcional lineal acotado y por lo tanto continuo en L1, entonces por
el Teorema de representación de Riesz (Teorema A.4 del apéndice) existe h ∈ L∞ tal
que G(f) = 〈f, h〉 para toda f ∈ L1. Definimos T t : L∞(m) → L∞(m) por T t(g) = h,
de modo que

G(f) =

∫

I×I

f(x)g(y)dµ(x, y) =

∫

I

f(x)h(x)dm(x) =

∫

I

f(x)T tg(x)dm(x).

Como G(f) ≥ 0 siempre que f ≥ 0 y como g > 0, tenemos que T tg ≥ 0. Entonces
T t es positivo. Además

G(1) =

∫

I×I

g(y)dµ(x, y) =

∫

I

g(y)dm(y) = 〈1, T tg〉 =

∫

I

T tg(y)dm(y)

para toda g ∈ L∞, por lo que T1 = 1. Luego si g = 1 entonces
∫

I×I
f(x)1dµ(x, y) =

∫

I
f(x)dm(x) = 〈f, T t1〉 =

∫

I
fT tdm(x) para toda f ∈ L1 por lo que T t1 = 1.

Tenemos entonces que T t : L∞ → L∞, es tal que T ≥ 0 y T1 = T t1 = 1, y por lo
tanto T es doblemente estocástico.

Por otra parte supongamos que T es doblemente estocástico y definamos para
borelianos A y B la función λ(A × B) =

∫

I
χATχBdm. Entonces λ es finitamente

aditiva. Además como T es doblemente estocástico tenemos que

λ(A× I) =

∫

χATχI =

∫

χA = m(A)

y

λ(I × A) =

∫

χITχA =

∫

TχA =

∫

χA = m(A),

donde m es la medida de Lebesgue. Como la medida de Lebesgue es regular, para cada
boreliano A y ε > 0 existen compactos A1 ⊂ A y B1 ⊂ B tales que m(A−A1) < ε y
m(B −B1) < ε. De modo que para el compacto A1 ×B1 ⊂ A×B,

λ((A×B)− (A1 ×B1)) ≤ λ(A× (B −B1)) + λ((A− A1)×B)

≤ λ(I × (B −B1)) + λ((A− A1)× I)

= m(B −B1) + m(A− A1) < 2ε.

Por lo tanto λ es regular en los rectángulos medibles de en I × I, por el teorema de
Alexandroff (A.5 en el Apéndice) λ es contablemente aditiva, y por el Teorema de
extensión de Hahn (A.6 en el Apéndice) tiene una única extension a los borelianos
de I × I.
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Observación 5.28. El teorema de Douglas-Lindenstrauss tambien caracteriza los pun-
tos extremos del conjunto de operadores doblemente estocásticos.

Definición 5.29. Una función φ : [0, 1] → [0, 1] es preservadora de medida si
m(φ−1(A)) = m(A) para todo conjunto medible A.

Proposición 5.30. Si φ : I → I es una función preservadora de medida, si para toda
f ∈ L1 definimos Tφ(f) := f ◦φ, entonces Tφ es un operador doblemente estocástico.

Demostración. Si f ≥ 0 entonces f ◦ φ ≥ 0 por lo que Tφ es positivo. Luego para
todo A ⊂ I medible se tiene que

∫

TφχA(x)dm =
∫

χA ◦ φ(x)dm =
∫

χφ−1(A)(x)dm =
m(φ−1(A)) = m(A). Se sigue que que para toda función simple f ,

∫

Tφfdm =
∫

fdm.
Y por argumentos de aproximación por funciones simplies que

∫

Tφfdm =
∫

fdm

para toda f ∈ L1. Ademas, Tφ1 = 1 por lo tanto Tφ es doblemente estocástico.

Denotaremos por D al conjunto de operadores doblemente estocásticos.

Proposición 5.31. Sea φ : I → I una función preservadora de medida. Entonces
Tφ es punto extremo de D.

Demostración. Supongamos que Tφ = 1

2
(T1 + T2) donde T1 y T2 son doblemente

estocásticos. Entonces TφχA = χφ−1A = 1

2
T1χA + 1

2
T2χA. Entonces si φ(x) ∈ A,

2 = T1χA(x) + T2χA(x) y T1χA(x) = T2χA(x) = 1. De manera similar, si φ(x) /∈ A

entonces T1χA(x) = T2χA(x) = 0. Entonces T1χA = T2χA = χφ−1A = TφA y Tφ es
extremo.

Definición 5.32. Un operador doblemente estocástico T es un operador de permu-
tación si y sólo si existe una función preservadora de medida invertible φ : I → I

para la cual T = f ◦ φ.

Denotaremos por P al conjunto de operadores de permutación.
Para el caso continuo hay operadores extremos que no son operadores de per-

mutación. Por ejemplo, operadores inducidos por transformaciones preservadoras de
medida no invertibles. Sin embargo, mediante la elección de una topoloǵıa adecuada
el conjunto de operadores doblemente estocásticos es el casco cerrado convexo del
conjunto de operadores de permutación, lo que seŕıa la version no numerable del
Teorema de Birkhoff.

Definición 5.33. Sean X y Y espacios de Banach (métricos y completos), y sea
B(X, Y ) la clase de todos los operadores lineales y continuos B : X → Y . La top
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oloǵıa fuerte de operadores en B(X, Y ) es la topoloǵıa definida por la base de vecin-
dades

N(T ; A, ε) := {S ∈ B(X,Y ) : |(T − S)x| < ε, x ∈ A}

donde A es un subconjunto finito arbitrario de X, y ε > 0 arbitraria.
La topoloǵıa débil de operadores en B(X, Y ) es la topoloǵıa definida por la base de
vecindades

N(T ; A, B, ε) := {S ∈ B(X, Y ) : |y∗(T − S)x| < ε, x ∈ A, y∗ ∈ B}

donde A y B son subconjuntos finitos arbitrarios de X y Y ∗ respectivamente, y ε > 0
arbitraria.
Entonces una sucesión {Tn} converge a T en la topoloǵıa fuerte de operadores si
y sólo si la sucesión {Tnx} converge a Tx para todo x ∈ X. Y converge a T en la
topoloǵıa débil de operadores si y sólo si {y∗Tnx} converge a y∗Tx para todo y∗ ∈ Y ∗

y para todo x ∈ X.

Definición 5.34. Sea B el espacio de Banach de operadores lineales T : Lp → Lp,
1 ≤ p < ∞. La topoloǵıa fuerte de operadores en B es la topoloǵıa para la cual Tn

converge a T si y sólo si ‖Tnf − Tf‖ converge a cero para toda f ∈ Lp. La topoloǵıa
débil de operadores en B es la topoloǵıa para la cual Tn converge a T si y sólo si
|〈g, Tnf〉Lq−Lp

− 〈g, Tf〉Lq−Lp
| converge a cero para toda f ∈ Lp y para toda g ∈ Lq,

1

q
+ 1

p
= 1.

Veremos primero que P es denso en D en la topoloǵıa débil de operadores. Se
seguirá del hecho que cerradura de convexos en las topoloǵıas fuerte y débil de
operadores coinciden ([DS58] p. 477) que D es el casco cerrado convexo de P.

Lema 5.35. P es denso en D en la topoloǵıa debil de operadores.

Demostración. Una base para la topoloǵıa debil de operadores en D está dada por
conjuntos básicos de la forma

{T : |〈fk, T gk〉 − 〈fk, Sgk〉| < ε, k = 1, ..., n}

donde fk, gk vaŕıan sobre un conjunto denso de L2 y ε > 0, y S ∈ D. Tomaremos fk

y gk continuas. En este caso son acotadas y dado que ε es arbitrario las tomaremos
acotadas por 1. Sea S ∈ D. Mostraremos que existe Tφ en un básico. Sean λ y λφ las
medidas doblemente estocásticas asociadas con S y Tφ respectivamente. Definamos
hk(x, y) = fk(x)gk(y), k = 1, ..., n. Entonces hk es uniformemente continua en I × I.
Entonces

〈fk, Sgk〉 =

∫

I×I

hk(x, y)dλ
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y

〈fk, Tφgk〉 =

∫

I×I

hk(x, y)dλφ.

Dado que cada hk es uniformemente continua en I×I, podemos encontrar I1, I2, ...Is

intervalos disjuntos tales que I =
⋃s

r=1
Ir y tales que hk no vaŕıa mas de ε en cada

rectángulo Ii × Ij, i, j = 1, ..., s.
Como λ es doblemente estocástica, podemos escoger para cada i = 1, ..., s, con-

juntos medibles disjuntos Xij ⊂ Ii tales que m(Xij) = λ(Ii× Ij). De manera similar,
para cada j = 1, ..., s podemos encontrar conjuntos medibles disjuntos Yij ⊂ Ij

tales que m(Yij) = λ(Ii × Ij). Entonces para cada i y j existe una función preser-
vadora de medida invertible (ver Teorema A.10 del apéndice) φij : Xij → Yij pues
m(Xij) = m(Yij) para toda i, j. Definimos φ como

φ(x) = φij(x) x ∈ Xij.

Entonces φ : I → I es invertible y preservadora de medida, mostraremos que Tφ

está en un básico. Dado que φij : Xij → Yij ⊂ Ij y dado que Ii =
⋃s

r=1
Xir se sigue

que
λφ(Ii × Ij) = m(Ii ∩ φ−1Ij) = m(Xij) = λ(Ii × Ij).

Entonces

|〈fk, Tφgk〉 − 〈fk, Sgk〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

I×I

hkdλφ −

∫

I×I

hkdλ

∣

∣

∣

∣

≤
s
∑

i,j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ii×Ij

hkdλφ −

∫

Ii×Ij

hkdλ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
s
∑

i,j=1

ε[λφ(Ii × Ij) + λ(Ii × Ij)] + |λφ(Ii × Ij)− λ(Ii × Ij)|

=2ε

s
∑

i,j=1

λ(Ii × Ij) = 2ε.

Teorema 5.36. D = cc(P) en la topoloǵıa fuerte de operadores.

Demostración. Probaremos que D es compacto en la topoloǵıa débil de operadores en
el espacio de Banach de operadores lineales acotados en Lp, 1 < p <∞. Dado que los
operadores doblemente estocásticos pertenecen a este espacio para toda 1 ≤ p ≤ ∞,
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basta mostrar que D es cerrado en la esfera unitaria. Como los conjuntos convexos
tienen la misma cerradura en la topoloǵıa débil y topoloǵıa fuerte de operadores, se
sesguirá el resultado del Teorema de Krein-Milman.

Supongamos que Tn ∈ D y 〈g, Tnf〉 converge a 〈g, Tf〉 para toda f ∈ Lp y para
toda g ∈ Lq con 1

p
+ 1

q
= 1. Si f ≥ 0 y g ≥ 0 entonces 〈g, Tnf〉 ≥ 0 pues Tn es positivo.

Entonces 〈g, Tf〉 =
∫

gTf ≥ 0 para toda f ∈ Lp, g ∈ Lq. Tomando g = χA entonces
para todo conjunto medible A se tiene que Tf ≥ 0 cuando f ≥ 0. Entonces T es
positivo. Tomando g = 1, entonces

∫

Tnf converge a
∫

Tf =
∫

f pues
∫

Tnf =
∫

f

para toda n. Además T1 = 1 pues Tn1 = 1 para toda n. Entonces T ∈ D y D es
cerrado en la topoloǵıa débil. Entonces D es compacto y por el Teorema de Krein-
Milman es el casco cerrado convexo de sus puntos extremos en la topoloǵıa débil.
Entonces es el casco cerrado convexo en la topoloǵıa fuerte. Como P es denso en D

en la topoloǵıa fuerte se sigue que D = cc(P).
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Apéndice

A continuación se enuncian los teoremas que son usados en varias de las demos-
traciones de eśte trabajo y las referencias de donde se pueden consultar las demos-
traciones.

Teorema A.1. Sean B un conjunto convexo y cerrado en un espacio localmente
convexo X y x0 ∈ X − B. Entonces existe f ∈ X∗ tal que |f(x)| ≤ 1 para todo
x ∈ B, pero f(x0) > 1.

Demostración. En [Rud91] p. 61.

Teorema A.2 (Radon - Nikodym). Sea µ una medida σ-finita en en espacio medible
(X, Σ). Sea ν una medida finita, absolutamente continua respecto a µ. Entonces para
alguna h ∈ L1(µ),

ν(E) =

∫

E

hdµ

para todo E ∈ Σ.

Demostración. En [Dud89] p. 134.

Teorema A.3 (Hahn-Banach). Sean M es un subespacio de un espacio vectorial
topológico localmente convexo X y x0 ∈ X. Si x0 no esta en la cerradura de M ,
entonces existe f ∈ X∗ tal que f(x0) = 1 pero f(x) = 0 para toda x ∈M .

Demostración. En [Rud91] p. 60

Teorema A.4 (Representación de Riesz). Para cualquier espacio de medida σ-finito
(X, Σ, µ), 1 ≤ p < ∞ con 1

p
+ 1

q
= 1, la funcion T definida por

Tg(f) :=

∫

fgdµ = 〈f, g〉Lq−Lp
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es una isometŕıa lineal de (Lq, ‖.‖) en (L∗p, ‖.‖
∗

p)

Demostración. En [Dud89] p. 162.

Teorema A.5 (Alexandroff). Sea µ una funcion con valores reales, regular, acota-
da y finitamente aditiva, definida en un álgebra Σ de subjuconjuntos de un espacio
topológico compacto S. Entonces µ es contablemente aditiva.

Demostración. [DS58] p. 138.

Teorema A.6 (Extensión de Hahn). Toda función µ contablemente aditiva definida
en un álgebra de subconjuntos Σ con valores en los reales extendidos tiene una exten-
sión al σ-álgebra generado por Σ. Si además µ es σ-finita en Σ entonces la extensión
es única.

Demostración. [DS58] p. 136.

Teorema A.7 (Teorema de Densidad de Lebesgue). Seas m la medida de Lebesgue,
A ⊂ [0, 1]2 un conjunto Lebesgue medible y B(x, r) la bola con centro en x y radio r,
entonces para casi todo x en A.

ĺım
ǫ→0

m(A ∩B(x, ǫ))

m(B(x, ǫ))
= 1

A los elementos de A que cumplen esta propiedad se les llama puntos de densidad
de Lebesgue de A.

Demostración. En [Rud86] p. 141.

Teorema A.8. Sea X un espacio vectorial topologógico y F un espacio vectorial de
funcionales lineales que separa puntos de X. Sea τ es la topoloǵıa más débil que hace
continua a toda f ∈ F . Entonces (X, τ) es un espacio localmente convexo cuyo dual
X∗ = F∗.

Demostración. [Rud91] pp. 62-65.

Teorema A.9. Sean X, Y dos espacios de Banach. Sea B(X, Y ) el conjunto de
operadores lineales T : X → Y . Entonces un conjunto convexo en B(X, Y ) tiene
la misma cerradura en la topoloǵıa débil de operadores que en la topoloǵıa fuerte de
operadores.

Demostración. En [DS58] p. 477.
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Teorema A.10 (Sirkoski). Sea (X, A, µ) un espacio de medida con conjuntos nulos,
y sea Φ un homeomorfismo de σ-álgebras de medidas de la familia B de borelianos en
[0, 1] a la σ-álgebra A, con Φ([0, 1]) = X. Entonces existe una transformación medible
de X en [0, 1] tal que para todo B ∈ B φ−1[B] está en la clase de equivalencia de
Φ[B].

Demostración. En [Roy88] p. 397.
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