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Introduccion

Los conjuntos convexos son por si mismos objetos interesantes de estudio. En
el estudio de conjuntos convexos, los puntos extremos son de importancia pues en
general contienen la informacion suficiente para describir a todo el conjunto via el
Teorema de Krein-Milman.

En este trabajo se trata el tema de algunos conjuntos convexos de medidas y
resultados sobre sus puntos extremos. Los resultados que se exponen fueron elegidos
porque ilustran métodos de analisis y porque relacionan problemas clasicos, como es
el caso del problema de los momentos y el problema de marginales fijas.

El primer capitulo esta dedicado a las nociones bésicas sobre los conjuntos con-
vexos y se limita a la exposicion de resultados que son necesarios para el desarrollo
del material subsecuente.

En el segundo capitulo se expone el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, se pre-
senta el teorema como lo publicé Douglas en [Dou64], y después la forma en que lo
obtuvo Lindenstrauss en [Lin65], asi como la implicacién del primero al segundo. Es-
te teorema representara la principal herramienta para el estudio de puntos extremos
y sus implicaciones se muestran a lo largo del trabajo en cada capitulo. También se
definen las medidas doblemente estocasticas. Estas medidas resultan de particular
importancia por las diversas representaciones que tiene en diversas areas de estudio,
un ejemplo de ésto es la identificacién con operadores doblemente estocasticos del
capitulo 5.

El tercer capitulo se dedica a caracterizaciones del soporte de conjuntos de me-
didas con marginales fijas. Se vera que los puntos extremos del conjunto de medi-
das doblemente estocasticas estan soportadas en conjuntos que no contienen ciclos.
También se expone una caracterizacion completa del soporte de puntos extremos
del conjunto de medidas finitas discretas con marginales fijas. En ambos resulta-
dos, el teorema de Douglas-Lindenstrauss es escencial para las demostraciones. Las
referencias principales de éste capitulo son [Den80] y [HW95].

El cuarto capitulo, sobre medidas con momentos fijos, esta basado principalmente
en los resultados de [Gir95] y se dedica en mayor parte al problema generalizado de
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momentos truncos. Se exhiben resultados sobre el soporte de puntos extremos y se
muestra como estos iltimos generan al todo el conjunto solucién por cerradura débil.

Por ultimo, el quinto capitulo trata el Teorema de Birkhoff-von Neumann y el
llamado problema 111 de Birkhoff en el marco de la teoria desarrollada principal-
mente en el capitulo 3. En el capitulo se estudian por separado tres casos: finito,
infinito numerable e infinito no numerable. Para los casos finito e infinito numerable
se consideran matrices finitas e infinitas doblemente estocasticas, se identifican los
puntos extremos y se demuestra que estos generan al conjunto total, para el caso
infinito numerable es necesario definir una topologia adecuada, la que se presenta
en éste trabajo fue propuesta en [Ken60]. En el caso no numerable se identifica la
clase de medidas doblemente estocasticas con la de operadores lineales doblemen-
te estocasticos (también conocidos como operadores de Markov), se encuentran los
puntos extremos y se demuestra que son un conjunto generador, esta identificacién
se planteé en [Bro66]. Otra referencia importante para este capitulo es [KS04].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones basicas de conjuntos convexos, con-
juntos conicos, puntos extremos y resultados técnicos que se usaran mas adelante. Los
resultados para conjuntos convexos en R"™ seran utilizados en el capitulo 4, aunque
estos conceptos pueden ser generalizados a espacios mas generales.

1.1. Conjuntos convexos

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un conjunto C' C X es convexo
si contiene todos los segmentos cuyos extremos son elementos de C'. Esto es, si oy, as
son numeros reales tales que ay, ap > 0y a3 +as = 1, entonces para todo xq, x5 € C,

o1x1 + aaxg € C.

Definicién 1.2. Una combinacion convexa de los puntos xq,xs,...,T,, €s una ex-

n
E QU4
i=1

donde Y7 oy =1y >0,i=1,...,n.

presion de la forma

Proposicién 1.3. Un conjunto es convexo si y solo si contiene a todas las combi-
naciones convexas de sus elementos.

Demostracion. Probamos por induccién. Sea C' convexo, {x1, -+ ,x,} C C' con n >
2. Sea x = ) | a;x; una combinacion convexa. Por definicién, si n = 2 entonces

x € C. Supongamos ahora que n =k y Zle a; = 1 implica que Zle a;x; € C. Sea
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Zf;l a;x; una combinacién convexa de k + 1 puntos de C, con «; € (0,1) para toda
i, entonces Zle a; = (1 — agy1) # 0. Hacemos

entonces y € C' por hipétesis de induccién. Luego

k+1
(1 — Oék+1)y + Ay 1T1 = ZO&Z{L’%’ e C.
=1

Por lo tanto C' contiene a todas sus combinaciones convexas. La otra implicacion es
inmediata. u

Definicién 1.4. Dado un conjunto no vacio, S C X, el casco convexo de S, denotado
cc(S), es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Observacion 1.5. Es féacil ver de la definiciéon de convexidad que la interseccién de
conjuntos convexos es convexa, entonces el casco convexo de un conjunto no vacio S
es el conjunto convexo mas pequeno que lo contiene.

Proposicién 1.6. El casco convezro de S es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de elementos de S. Fs decir,

ce(S) = {Z%‘Sz‘ Doy > O,Zai =1,8€5n> 1}.
i=1 i=1

Demostracion. Sea D = {> " ja;s; 10 > 0,5 " o, =1,5,€ S,n> 1}

Como cc(S) es convexo y S C cc(S), se sigue de la Proposicién 1.3 que D C cc(S).
Ahora, sean =,y € D. Entonces z = > | oyx;, y = Z;nzl B;y; para algunas o,

B; €10,1], &, y; € S,i=1,...n,j=1,..,mtal que >.. o, = > " 0B = 1. Sea

t € [0, 1], se tiene que

tr+ (1 -ty = tzaﬂi +(1— t)zﬁjyj
j=1

=1

- Z (to)z; + Z (L =1)5))y; (1.1)
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es una combinacién lineal de puntos en S con 0 < (te), (1 —t)F; < 1 para toda
1=1,..n, 7=1,..m. Ademas

Stai+ > (=08 = tai+ Y B— > th
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1
i=1 j=1

Es decir, (1.1) es una combinacion convexa de elementos de S. Entonces D es convexo
y contiene a S. Se sigue que cc(S) C D y por lo tanto cc(S) = D. O

Definicién 1.7. Si X ademads es un espacio topologico se define el casco cerrado
convezo de S, denotado ¢¢(.S), como la interseccién de todos los conjuntos convexos
y cerrados que contienen a S.

Observacion 1.8. ©¢(S) es el convexo cerrado mas pequeno que contiene a S.
Denotaremos por A a la cerradura topolégica de A y por OA a su frontera.
Definicion 1.9. Decimos que un espacio vectorial X sobre R es un espacio vectorial
topoldgico, si (X, T) es un espacio topoldgico y las operaciones de producto escalar y
suma
(R ]) x (X T) = (X, 7)
+: (X, 1) x (X, 7) = (X, 7)

son funciones continuas.

Lema 1.10. Sea X un espacio vectorial topoldgico y ) # C' C X convexo, entonces
C es convero.

Demostracién. Sea C' C X convexo. Para cada t € [0, 1], definimos la funcién s; :
X x X — X como sy(x,y) := to + (1 — t)y. Por hipdtesis, s; es continua y ademés
C' es cerrado bajo s, es decir, si x,y € C entonces s,(x,y) € C. Luego, como el
producto cartesiano finito de cerraduras es la cerradura del producto

5:[C' x C] = |C x (],

por continuidad de s;

5:|C x O] C [C x C]
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y como s;[C' x C] C C tenemos que

St[OXC] ccC

por lo tanto
St [C X C] C C.
Es decir, C es cerrado bajo combinaciones convexas, por lo tanto es convexo. [

Teorema 1.11. Sea X un espacio vectorial topologico y S C X, entonces

ce(S) = ¢e(S).

Demostracion. Por un lado cc(C') C ¢¢(C') pues ¢¢(C') es un convexo que contiene a
C. Por lo que

ce(C) C e(C) =ce(C).

Ademas, por el Lema 1.10 cc(C') es convexo, cerrado y contiene a C', entonces ¢¢(C') C
cc(C) y por lo tanto cc(S) = cc(.9). O

A modo de ejemplo consideremos un conjunto de puntos {z;} en R" y S =
cc({z;}), entonces S es el conjunto de todas las combinaciones convexas de los puntos
{z;}. En este caso decimos que {z;} genera a S. El siguiente teorema nos dice atin
mas, que cada elemento de S se puede expresar como una combinacién convexa de
n+1 puntos en {x;}. Este hecho cobrard importancia cuando consideremos los puntos
extremos.

Teorema 1.12 (Carathéodory). Sea C' C R". Dado z € cc(C) entonces

m
xr = E ;5
i=1

para algunos x; € C, a; >0, coni=1,...,m, Zzlaizl ym<n-+1.

Demostracion. Mostraremos que si k > ny z = Ef:ll t;xr; es una combinacion
convexa de k + 1 puntos x; € R", entonces x es una combinacion convexa de k de
éstos.

Supongamos que t; > 0 para i = 1,2, ...,k + 1. Consideremos la funcién lineal

k41 k+1
(a1>---,ak+1)—> E &iiUi;E a;
i=1 i=1
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de R¥*! en R™ x R. Su espacio nulo debe ser de dimensién positiva pues k > n.
Entonces existe (ai,...,ar41), con a; # 0 para alguna i, tal que Z 1 ar; =0y
fo a; = 0. Como t; > 0 para toda 7, existe una constante « tal que |aa;| < t; para
toda vy aaj = t; para al menos una j. Hacemos ¢; = t; — aa;, entonces x = Ziﬁf CiT;

donde al menos una de estas c¢; es 0. Ademas Zk+11 c = ZkH ti=1y ¢ >0 para
toda i. 0O

Definicién 1.13. Dado un vector no nulo a = (a4, ...,a,) € R" y h € R, un conjunto

de la forma
{x— T,y @ Zaxl—h}

se le llama hiperplano con normal a. Identificaremos a cada hiperplano con la ecuacion
que lo determina ya sea como Y| a;x; = h o bien a -z = h.

Observacion 1.14. Un hiperplano H con ecuacién » . a;x; = h 0 a - x = h genera
en R™ dos semi-espacios abiertos

HT = {x = (x1, ... Zazxz > h

}
H = {x:(zl,... Zal:v, <h}
I

Ht = {x:(xl,... Zaxl>h
H- = {x = (21, ., Tp) : Zaixi < h} )

=1

Definiciéon 1.15. Decimos que un hiperplano H es un hiperplano soporte de un
conjunto S, si S C HT o S C H~ y 'H contiene al menos un punto frontera de S. A
los semi-espacios que contienen al S los llamamos hiperplanos soporte.

Teorema 1.16 (Minkowsky). En R"™, cualquier punto p que es exterior a un conjunto
convexo C puede ser separado de C' por un hiperplano. Es decir, existe un hiperplano
H tal que C C HT yp € H™ o viceversa.
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = 0, pues podemos
reemplazar C' por {x — p : * € C}. Ahora, como 0 es exterior a C' tenemos que
inf,cc {d(z,c)} > 0, donde d(z,y) es la métrica usual en R". Entonces la cerradura
C contiene un punto a que tal que la distancia de 0 a a es minima con respecto a
todas las distancias de 0 a z, para « € C. Entonces el hiperplano a -z = 0, que pasa
por el origen y es perpendicular a a no contiene puntos de C.

Ahora sea xy un punto interior arbitrario del segmento que une a 0 y a. Este punto
es exterior a C'y el punto més cercano a este en C es a. Por el mismo razonamiento,
el hiperplano a - « = a - £y no contiene puntos de C' y ademés separa a0y a C [

Corolario 1.17. Por cada punto frontera de un conjunto convexro C' C R™ pasa un
hiperplano soporte.

Demostracion. Sea ¢ € 0C. Sea {c,} una sucesiéon de puntos exteriores a C' que
converge a c. Para cada c;, consideremos un hiperplano a; - * = a; - ¢;, que contiene
a ¢; y de un lado quede C, es decir, a; - x > a; - ¢; 0 a; - © < a; - ¢; para todo x € C.

Supongamos que ||la;|| = 1y que a; - > a; - ¢; para todo x € C. Tomamos una
subsucesion de {a;} convergente a un punto a. Entonces a -z = a- ¢ es un hiperplano
soporte. O

Corolario 1.18. Un conjunto convezo cerado en R™ es la interseccion de todos sus
semi espacios soporte cerrados.

Demostracion. Por definicién, todo punto del conjunto estd en cada semi-espacio
soporte. Por otro lado, cualquier punto comun de los semi espacios soporte debe estar
en el conjunto, de otro modo podria ser separado del conjunto por algtin hiperplano
soporte y entonces no perteneceria a todos sus semi-espacios soporte. m

Definicién 1.19. Un conjunto K es conico si x € K implica que tz € K para toda
t>0.

Teorema 1.20. Sea K & R"™ un conjunto conico y convexo. Entonces cualquier
hiperplano soporte de K pasa por el origen.

Demostracion. Sea a - x = a - ¢y un hiperplano soporte de K que pasa por ¢y € K.
Como tcy € K para toda t > 0, se sigue que la diferencia a - tcg — a - ¢y = (t—1)a-co
no cambia de signo, lo cual no puede pasar si a - ¢y # 0, por lo tanto el hiperplano
pasa por el origen. O

Proposicion 1.21. Un conjunto conico K es convexo si y solo st xq, xo € K implica
que T + 9 € K.
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Demostracién. Sea K cénico y convexo y sea t € (0,1) entonces ¢t 'z; € K, (1 —
t)"'zo € K. Por convexidad de K tenemos que

t(t_ll'l) + (1 — t)((l — t)_lxg) =x+ 29 € K.

Ahora sea K cénico y supongamos que para todo xq, xo € K se cumple que
r14x9 € K. Seat € (0,1).Dado que K es cénico se tiene que tr; € Ky (1—t)zy € K,
entonces

(tz1) + ((1 = t)a2) € K,

por lo tanto K es convexo. O

Definicién 1.22. Dado un conjunto S C R" el casco conico de S es la interseccion de
todos los conjuntos convexos y conicos que contienen a S. El casco cerrado conico de
S es la interseccion de todos los conjuntos convexos, cénicos y cerrados que contienen

as.

Observacion 1.23. El casco conico de un conjunto convexo C' es el conjunto de puntos
de la forma tx, cont > 0y x € C. Equivalentemente, es el conjunto de combinaciones
lineales positivas de elementos de C'.

1.2. Puntos extremos

Definicién 1.24. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial X. Un subconjunto
no vacio £ C C se llama conjunto extremo de C' si siempre que z; € C, x5 € C,
O<a<ly

ary+ (1 —a)zy € E,

entonces r1 € F'y x5 € F.

Es decir, ningin punto de F es punto intermedio de algin segmento cuyos extre-
mos son elementos de C, excepto cuando ambos extremos del segmento estan en E.
Por ejemplo si E es convexo entonces E es conjunto extremo de E.

Definicién 1.25. Los puntos extremos de C' son los conjuntos extremos de C' que
consisten de solo un punto. Entonces z € C es punto extremo de C' si siempre que
r1€C,zpeC,ae(0,1)y

r=oar+ (1 —a)z,

entonces 1 = r9 = .
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Observacion 1.26. De la definicion se sigue que z € C' no es punto extremo de C' si
y sélo si existen 1,2 € C, x1 # 19 y o > 0 tales que z = awy + (1 — o)z

Proposicién 1.27. Sea C' convexo. Si x € C no es punto extremo, entonces existen
Y192 € C, y1 # o tales que x = 5(y1 + 12).

Demostracion. Si x € C' no es punto extremo de C', entonces existen x1,x, € C,

x1 # w3y 0 < tp < 1 tales que x = tor + (1 — ty)zy. Sin perdida de generalidad
supongamos que ty > %, si hacemos t = 2ty — 1 entonces t € (0,1). Sean y; = 7,

Y2 = txy + (1 — t)zy. Tenemos que

L +1 . +1ﬁ + (1 — t)xs]
291 2y2 = 2$1 5 T D)
1 +1t +1—t
TRt Ty
14t 1—t
= T+ T

2 2
= t()ZL’l + (]_ - to)l’g = X.

€2

]

Denotamos al conjunto de puntos extremos de C' como E(C). La relevancia de los
puntos extremos se hace clara por el Teorema de Krein-Milman, el cual nos dice que
bajo ciertas condiciones del espacio, los puntos extremos de un convexo compacto
son un conjunto generador.

Lema 1.28. Sea X un espacio vectorial topoldgico y ) # K C X un conjunto convero

y compacto. Sea P la coleccion de todos los conjuntos extremos y compactos de K,
entonces

(a) La interseccion S de cualquier subcoleccion no vacia de P es un elemento de
P, a menos que S = ().

(b) Si S eP, f: X — R lineal y continua, m = max{f(z) :z € S} y
Sy ={reS:f(x)=m},
Entonces Sy € P.

Demostracion. Sea S =\, Eo #0con E, € Pyx € S Six =try + (1 —t)xs con
t€0,1] y 21, 22 € K. x € S implica que = € E, para toda «, entonces z1, x5 € E,
para toda « por lo tanto x1, zo € Sy S € P. Lo cual prueba (a).
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Ahorasea SePyz=tr+(1—t)ye Spconz,ye K, t € (0,1). Como z € Sy

S € P entonces z, y € S. Por lo que f(z) <my f(y) <m. Como z € Sy, f(2) =m.

Luego m = f(z) = tf(x) + (1 —t)f(y) implica que f(z) = f(y) = m. Entonces z,
y € Sy. Por lo tanto Sy € P.

]

Teorema 1.29 (Krein-Milman). Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente
convero. Si K es un conjunto convero compacto no vacio en X, entonces K es el
casco cerrado convexo de sus puntos extremos, es decir

K = ce(B(K)).

Demostracion. Sea P la coleccion de todos los conjuntos extremos y compactos de
E. Sea S € Py P’ la coleccion de todos los elementos de P que son subconjuntos
de S. Como S € P, P’ # (). Ordenamos parcialmente a P’ por contencidn, sea €
una subcolecién de P’ totalmente ordenada y maximal, y sea M a interseccién de
todos los miembros de 2, entonces M es no vacio pues la coleccién 2 de conjuntos
compactos tiene la propiedad de la interseccién finita. Entonces por el inciso (a)
del lema 1.28 M € P. Por maximalidad de €2, ningiin subconjunto propio de M
pertenece a P. Se sigue de (b) del lema 1.28 que todo funcional lineal continuo f en
X es constante en M. Entonces M consta de un sélo punto y M es punto extremo
de K. Tenemos entonces que

E(K)NS #10

para toda S € P. Es decir, todo conjunto extremo y compacto de K contiene un
punto extremo de K.
Se sigue de la convexidad de K que

@(B(K)) c we(K) = K

y por lo tanto ¢¢(E£(K)) es compacto.

Supongamos ahora que existe o € K — ¢¢(F(K)) entonces existe f € X* (ver
Teorema A.1 del apéndice) tal que f(z) < f(zo) para todo x € ¢¢(E(K)). Definimos
K como en el lema 1.28, entonces Ky € P. La eleccion de f implica que Ky N
cc(E(K)) =0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto K = c¢(E(K)). O
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Capitulo 2

Medidas extremas y densidad de
subespacios

Como se vio en el capitulo anterior, es importante conocer los puntos extremos
de un conjunto convexo. Este capitulo se enfoca en dos teoremas: el Teorema de
Douglas y el Teorema de Lindenstrauss. Ambos teoremas relacionan la propiedad
de ser punto extremo de un conjunto de medidas convexo con la densidad en L; de
un subespacio de funciones. Se muestra que el Teorema de Lindenstrauss es un caso
particular del Teorema de Douglas, por esta razon, nos referimos a éste resultado
como el Teorema de Douglas-Lindestrauss.

Se introducen también las medidas doblemente estocasticas y medidas con mar-
ginales fijas. Estas seran el centro de atencién en el siguiente capitulo y tienen un
papel importante en el capitulo 5.

2.1. Teorema de Douglas

Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto, sea M (X) el espacio de
medidas de Borel definidas en X, regulares y no negativas. Sea F un espacio vectorial
de funciones con valores reales definidas en X, Borel-medibles y que contiene a las
funciones constantes. Sea € M (X) tal que

/ |fldp < oo, para toda f € F,
X

en particular tenemos que p(X) < oco. Definimos E,, = E,(F) como sigue
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E, = {V€M+(X):/)(|f|dl/<ooy /del/:/de,u ‘v’fE]-"}. (2.1)

Proposicién 2.1. F,, es convezo

Demostracion. Sean vy, vy € E,, f € Fy a € [0,1]. Entonces
/ fdlavy + (1 — a)p) = / afd +/ (1 —a)fdvy
X X X

—a [ fdus=a) [ i

- /X fdu.

Es decir, (av; + (1 — a)n) € E, y por lo tanto £, es convexo. O
El siguiente teorema caracteriza el conjunto de puntos extremos de £, (F).

Teorema 2.2 (Douglas). Sea F un subespacio vectorial de funciones que contiene

a las funciones constantes. Entonces F es denso en Li(u) si y sélo si pu es un punto
extremo de E, (F).

Demostracion. Supongamos que p no es punto extremo de F,, entonces existen
medidas g, po en E, tales que p = (uy + p2)/2 y p # pe. Esto implica que
21 > pp > 0, entonces py es absolutamente continua con respecto a p. Por el teorema
de Radon-Nikodym existe una funcién h € L (u) tal que duy = hdp 'y (1 —h) # 0.
La funcién (1 — h) € Lo (p) pues F contiene a las constantes, ademés cumple que:

[ s0-wan= [ saa— [ ran= [ gan [ sam =0

para toda f € F. Por lo tanto, F no es denso en L;(u).

Ahora supongamos que F no es denso en Li(j), se sigue entonces del Teorema de
Hahn-Banach y de la identificacién Li () = Loo(pt) que existe una funcién h € Lo,
distinta de cero tal que que (f, h)r,(u)-r.(u) = [ fhdp = 0 para toda f € F. Sea

1
VZW/hdu, = p+v, Po = b — V.
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Entonces las medidas 1 y pe son positivas porque 1 £ h/||h||s > 0. Ademds, p;
y po estdn en E,, pues:

[ rausv) = [ gak [ gav= [ pans o | pnan= [ gan

Por lo tanto, 1 no es punto extremo de E,, pues j1 = %(ul + o) Y p1 # o
O

En la siguiente seccién veremos el Teorema de Lindestrauss, que no es més que
un caso particular del Teorema de Douglas cuando se consideran medidas llamadas
doblemente estocésticas. Al mismo tiempo generalizamos esta situacion a conjuntos
de medidas con marginales fijas.

2.2. Teorema de Lindenstrauss.

Definicién 2.3. Sean (X, %), (Y,3,) dos espacios medibles y (X x Y, %; x ) el
correspondiente espacio producto medible. Si p es una medida en (X x Y, ¥; x ¥5)
se definen las marginales de y en X y Y como

px(A) = /A y ldp = p(A xY)

u(B)i= [ 1du=p(X % B)

con A€ ¥,y B € Y, de modo que ux y py son medidas sobre 3, y s respectiva-
mente.

Si X =Y =1, donde I es el intervalo unitario [0,1] C R y m es la medida de
Lebesgue sobre los borelianos de /. Una medida positiva y regular p en I x I se llama
doblemente estocdstica si para cada boreliano A C I se tiene

pAXT) = p(l x A) = m(A)

Es decir, la medida g y la medida producto m x m coinciden en los cilindros
medibles A x I, I x A es la medida producto (m x m). O dicho de otra forma,
las marginales de p coinciden con m. Por ejemplo, la medida producto m x m es
doblemente estocéstica.

Podemos generalizar este concepto de la siguente manera. Sean (X,%1,mq) y
(Y, 35, m2) dos espacios de medida finita. Consideremos ahora el conjunto de medidas
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en (X X Y,%; X Xs) con marginales m; y mg en X y Y respectivamente. Es decir,
medidas positivas p sobre X XY que cumplan u(AxY) = my(A) y (X xB) = ma(B)
para cualesquiera A C X, B C Y medibles. Dicho de otra forma, medidas positivas
tales que pux = my y py = mo.

Ahora, si 1, po son dos medidas sobre X x Y con marginales m; y ms en X y
Y respectivamente y A € [0, 1], entonces si definimos p := Ay + (1 — Ao tenemos
que:

A X Y) =\ (A X ¥) + (1 = Nps(A x Y)

w(X x B) = (X x B) + (1 = Mpe(X x B)
=Amay(B) + (1 — \)ma(B) = ma(B).

Por lo que el conjunto de medidas con marginales m; y ms es un conjunto convexo.
Las medidas doblemente estocasticas son un caso particular cuando X y Y son el
intervalo unitario y my y ms son la medida de Lebesgue en éste.

Proposicién 2.4. Sea i una medida definida en un espacio medible (X XY, 3 X X9),
entonces para toda f € Li(ux) y g € L1(pny) se cumple que

f(w)+g(y)du=/Xf(ﬂf)dux+/yg(y)duy-

XxY

Demostracion. Notemos que para toda (x,y) € X x Y

(xa(z) + x8(Y)) = Xaxy(z,y) + XxxB(T, V).

Entonces

Xaxy () + xxxs(z,y)du(z, y)

/ (ea(®) + x5 () dulz, y) =

XAxY(way)dM(Ly)+/XXX3(x,y)dp(x,y)
x(A) + py(B)
XA(x)dNX‘i‘/XB(x)duy.

— T — —
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Ahora sean
Qb(x) = ZaiXAi (I)a
i=1

U(y) = Z bixs, ()
i=1
funciones simples. Entonces
/cb(x) +Y(y)dp = /¢(x)du+/w(y)du
=) o [ xadp+ ) G | xsdp

— izn;ai/XAidp“X +i§;@~/x&duy
= /¢(I)dﬂx+/¢(y)dﬂy

Se sigue por los argumentos usuales de aproximaciéon por funciones simples que si
f(z) v g(y) son funciones medibles entonces

/f(:v)+g(y)du=/fdux+/gduy.

]

Proposicién 2.5. Sean my, ms medidas finitas en X yY, p una medida en X XY
con lx =mq Yy py = msy. Sea

M) :=A{v:vx =pux =mi, vy =py =ms}

el conjunto de todas las medidas en X XY con marginales my y mo en X y Y
respectivamente. Sea

F={f(x)+g(y): feLi(m), ge&Li(ms)},

entonces

con Eu(F) definido en (2.1).
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Lo que nos dice esta proposicion es que el conjunto de medidas que integran igual
a los elementos de F coincide con el conjunto de todas las medidas con marginales
my y mo. De forma que podemos aplicar el teorema de Douglas al conjunto de todas
las medidas con esas marginales y a al conjunto F definido arriba.

Demostracion. Sea v € E, (F), entonces si (f(z) + g(y)) € F:

/X (Fa)+ gl = / (f(2) + 9ly))dn

XxY

:/Xf(x)dml-i—/yg(y)dmg

y por otro lado

| U@ +amar = [ rwiv+ [ oy

de donde
/X F()dvx + /Y G()dvy = /X F()dmy + /Y 9(y)dms

y la igualdad se da para toda f € Li(my), g € Li(msy). Tomando f =0y g = xz,
con B C Y medible, tenemos que

vy (B) = /XBdVY = /XBdmz = ma(B),

para todo B C Y medible, por lo que vy = my. Similarmente,

() = [ v = [ xadims = ()

para todo A C X medible, por lo que vx = m;. Entonces v € M ().

Ahora, si v es una medida con marginales m y ms la igualdad tambien se cumple
para toda f € Li(my), g € Li(my) de donde v € E,(F) y E,(F) es justamente
el conjunto de todas las medidas en X X Y con marginales m; y my en X y Y,
respectivamente. ]

Formulamos ahora el teorema de Lindenstrauss que no es mas que el Teorema
de Douglas en el caso particular de medidas en un espacio producto con marginales
fijas:
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Teorema 2.6 (Lindenstrauss). Sean X, Y espacios Hausdorff localmente compactos.
Sean my, mo medidas requlares sobre X y Y respectivamente, con my(X) < oo,
ma(Y) < 0o. Sea p una medida en X XY tal que ux = my y gy = my. Sea F el
subespacio de Ly(u) que consiste de todas las funciones de la forma (f(x)+g(y)) con
f € Li(my) y g € Li(ms). Entonces p es punto extremo del conjunto de medidas con
marginales my y my si y solo si F es denso en Li(u)

Demostracion. Se sigue del la teorema de Douglas y de la Proposicién 2.5. O]
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Capitulo 3

Medidas con marginales fijas

Como una aplicacién del Teorema de Douglas-Lindenstrauss caracterizaremos el
soporte de medidas con marginales fijas en dos casos distintos. En el primer caso,
veremos que los puntos extremos del conjunto de medidas doblemente estocésticas
estan soportadas en conjuntos que no contienen ciclos. Una consecuencia interesante
de este hecho, es que los puntos extremos resultan ser medidas singulares respecto
a la medida de Lebesgue en el cuadrado unitario. El segundo resultado, el Teorema
de Denny, es una caracterizaciéon completa del soporte de los puntos extremos del
conjunto de medidas discretas con marginales fijas. Este resulta ser la unién de
las graficas de una pareja aperiddica de funciones. Se muestra también que en éste
caso, el soporte de medidas extremas no puede contener ciclos. Este ultimo hecho se
utilizara en el capitulo 5 para identificar los puntos extremos del conjunto matrices
doblemente estocasticas y del de matrices doblemente estocasticas infinitas.

3.1. Soporte de medidas doblemente estocasticas

Definicién 3.1. Un conjunto de puntos {(z;, v;)}3*, C [0, 1]* es un ciclo silas (x;, y;)
son disntintas, yo; = Y2;_1, Toi11 = To; ¥ 1 = X9, para toda 1 <7 < 2n.

Definicién 3.2. Sea P, = {[0,27"]}u{(i27™, (i+1)27™"|} ' Y P, x P, la particién
de [0, 1)* inducida por P,. Un P, x P,-ciclo bdsico es un subconjunto I' de P, x P,
tal que los centros de los cuadrados de I' forman un ciclo.

Definicién 3.3. Dado I' un P, x P,-ciclo bésico, un ciclo {(z;, yi)}fi(lr), donde #(I")
denota la cardinalidad de I, es un I'-ciclo si cada (z;, y;) estd en un elemento distinto
de T'. En este caso, también decimos que {(z;, yl)}fi(lr ) es un P, x P,-ciclo.
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Figura 3.1: Ejemplo de un P3 x P3-ciclo bésico, I' = U?:l r;.

Lema 3.4. Si p es una medida doblemente estocdstica extrema entonces dado m un
entero positivo y € > 0, eviste n > m y II C P, x P, tal que Jycq O no contiene
ningin P, x P,,-ciclo y i (ern O) >1—e.

Demostracion. Sean m y e fijas. Por el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, dada
d > 0, para cada L € P,, x P,,, existen funciones f; y g, en Ly([0, 1], A) tales que

/ Ixr(z,y) — fo(@) — go(y)|du < 0.

Como las funciones simples en J, P, son densas en L;, podemos tomar f; y g,
funciones simples en P, para alguna n > m. Sea a(m) un entero finito tal que
#(I') < a(m) para todo P,, x P,,-ciclo I'. Fijemos un P,, x P,,-ciclo bésico I, sea
{(s,y:)}2", su ciclo de centros y elijamos L(T") € T tal que (xq,4;) € L(T). Definimos

1
D(T) = {B € Bu X Po xalxww) = frm) (@) = gy (y)] < a(m) } '

Sea U(I') = Upepr) B- Tenemos que

1

y entonces
1 —da(m) < pu(UI)).
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Veremos ahora que U(I") no tiene ningin I'-ciclo. Supongamos que {(z;, yl)}f’i(f ) es
un I'-ciclo contenido en U(T"). Por definicién de L(I') podemos tomar los indices de
forma que (z1,71) € L(I"). Entonces tenemos que

#(T)
1= XL(T) 931 yl Z XL () (ifwyz) fL(F) (l‘i) - gL(F)(yi))

()

Z Y@ yi) — frey (@) — goay ()] <

=1

Lo cual es un contradiccion.

Ahora, sea {I';}¥, el conjunto de todos los P,, x P,-ciclos. Para cada I'; sea
6 = 6; del argumento anterior con 0 < ¢; < 57,65 Construimos U (') = Upeper
Entonces U(I';) C P,, x P,, para algin n;, U(I'; ) no tiene ningun I';-ciclo, y

1- 23 < 1-68alm) < p(UT,)).
Finalmente, sea D = (1, U(I;), D cumple que (D) > 1 — ¢, no tiene ningtin
P, x Py~ciclo, y D = {Jpye O para Il C P, x P, con n = méx; n;.
[l

Teorema 3.5. Sea p una medida doblemente estocdstica extrema. Entonces eziste
un boreliano B sin ciclos tal que p(B) =1

Demostracion. Por el Lema 3.4, para cada m > 1 existe un boreliano K, tal que
K, no contiene P, x P,,-ciclos y u(K,,) > 1—27". Entonces B := U ,N%_ K,, no
contiene ningin P, x P,-ciclo para ninguna n > 1y u(B) = 1. Por ultimo notamos
que cualquier ciclo debe ser un P, x P,-ciclo para alguna n, por lo tanto B no tiene
ciclos. O

Veremos como consecuencia de este resultado que las medidas doblemente es-
tocdsticas extremas son singulares respecto a la medida de Lebesgue en [0, 1]%. Si un
conjunto contiene las esquinas de un rectangulo, entonces contiene un ciclo. Proba-
remos que si un conjunto no contiene las esquinas de ningun rectangulo, entonces
debe tener medida de Lebesgue cero.

Teorema 3.6. Sea A C [0,1) un conjunto boreliano que no contenga las esquinas
de ningun rectdngulo, entonces A tiene medida de Lebesgue igual a cero.
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Demostracion. Para la demostracién usaremos el Teorema de Densidad de Lebesgue.
(Apendice A)

Sea A x A la medida de Lebesgue en [0,1]? y sea A C [0, 1]* con (A x \)(A) > 0.
Sea (z,y) € A un punto de densidad de Lebesgue de A. Entonces para cada 6 > 0
existe € > 0 tal que

AxNAN[z—e,z+€ x [y —e,y+¢) > 4e3(1 —6).

Sea B = AN([xr—¢€,x+¢] X [y—¢€,y+e|). Dividamos B en 4 cuadrados de ancho e:
By = BNz—¢,z|x[y—€,y|, B, = BN[x—¢, x| X[y, y+¢|, By = BNz, x+€| X [y—¢,y]
vy By=BN[z,z+¢€ X[y, y+ €.

Entonces (A x A\)(B;) > €*(1 —46), i = 1,2,3,4. Pues si (A x \)(B;) < €*(1 —49)
para alguna 7, entonces

AxA(B) =AM x N JB) <D (AxAN(Bi) < (1 —49) + 36> = 4e(1 - 9)

Ahora, trasladamos cada B; por (+e¢/2,£¢/2) de forma que estén centrados en
(x,y). Sea C' la interseccién de los cuatro B;s trasladados. Entonces, como p(B;)
€(1—44) y cada B; esta contenido en un cuadrado de ancho ¢, tenemos que u(Bf)
€245, Entonces p(C¢) < 321, u(Bf) < €166, esto implica que

>
<

(A x A)(C) > €(1 — 166),

pues C' esta contenido en un cuadrado de ancho e.

Entonces C' # () para § suficientemente pequena. Elegimos (zg,v0) € C' y sean
(i, y:) = (To,y0)+(Fe/2,£€/2) parai = 1,2, 3, 4 los puntos que resultan al trasladar
(x0,90) a cada B;. Entonces los cuatro puntos, (x;,v;), estin en A y forman las
esquinas de un cuadrado. O

Corolario 3.7. Si i es punto extremo del conjunto de medidas doblemente estocdsti-
cas, entonces i es singular con respecto a la medida de Lebesgue en [0,1]2.

Demostracion. Sea p una medida doblemente estocastica extrema, entonces existe
un borelian B tal que u(B) = 1 y que no contiene ciclos. Entonces B, no contiene
las esquinas de ningun rectangulo, por lo tanto A\(B) = 0 y u es singular a . O]
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3.2. Soporte de medidas extremas discretas con
marginales fijas

Sean X y Y conjuntos numerables y p una medida definida en los subconjuntos
de X x Y. Entonces la marginal de p en X, px, se puede escribir de la forma

px(r) = ple x V) =Y plz,y)

yey

y de la misma forma, la marginal de g en Y

py (y) = p(X xy) = p(z,y)

zeX

Luego el conjunto
M(p):={v|vmedidaen X XY ,vx = ux,vy = iy}

es convexo, pues si vy, v € M () y v = Ay + (1 — X\)vy entonces

vx (@) =3 (v + (1 - a)m)(x.y)

=Y an(z,y) + Y (1 a)ra(z,y)
:O‘Z (n)x(z)+ (1 —a) Z (12)x ()
=apx(r) + (1 — a)px(z)

=px(z).

Anélogamente vy = py por lo tanto M (p) es convexo.

Ahora introducimos la nocién de pareja aperiddica de funciones. Sean A C X,
BCYconA#(QoB#D. Sean f: A—Y, g: B— X funciones. Ponemos

Dy := f7YB]. Si Dy # 0 sea (go f)(x) = g(f(x)) para x € Dy y para n > 2
Dy = Dyy N ((go )" 1)~ [Du]-

Observemos que para x € D, :

(go f)"(z) = (go f)(go /)" (2)),

es decir, D,, es el dominio de la funcion (g o f)".
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Definicién 3.8. Una pareja de funciones (f,g), con f: ACX —-Y, g: BCY —
X, es aperiddica si para todan € Ny cada z € D,

(go f)"(x) # .
Observacion 3.9. Si A o B son vacios entonces (f, g) es aperiédica.

Definicién 3.10. Dadas f: AC X - Y yg: BCY — X funciones, denotaremos
por G(f) y G(g) a las graficas de f y g como subconjuntos de X x Y. Es decir,

G(f) ={(z, f(x)) e X xY :x € A}

G(g) :={(9(y),y) € X XY :y € B}

Proposicién 3.11. Si (f, g) es aperiddica, entonces las graficas de f y g son conjutos
disjuntos de X x Y.

Demostracion. Si (z, f(z)) = (g(y),y) entonces (go f)(x) = g(f(x)) = g(y) =z. O

Lema 3.12. Sea (f,g) una pareja aperiddica con A = Dom(f) C X no vacio. Sea
9 € Ay Ay :={xo}. Para cada entero i > 1 sean B; := g ' (A;_1) y A; == 7Y B)).
Entonces A, N A =0 sim > k.

Demostracion. Six € A, N A, con m > k entonces
(go /)™(x) =20 = (go f)i).
Pero

(go /)" (zo) = (g0 /)" (g0 ) (x)) = (g0 f)"(x) = 2o,
lo cual contradice la aperiodicidad de (f, g). O

Lema 3.13. Sean v un punto extremo de M(un), U = {(z,y) : v ((z,y)) > 0}, f :
ACX =Y yg:BCY — X que satisfagan:

(1) G(f)UG(g) U
(i) G(f)NG(g) =0.
Entonces para cadan > 1, x € D, implica que
(go f)"(x) # (g0 f)(z),

para 0 < p < m < n. En particular, f((go f)™(x)) # f((go f)P(z)) siempre que
0<p<m<n-—1.
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Demostracién. Si n = 1 y suponemos que (g o f)°(x) = (go f)(x) entonces r =

(gof)(x) estoes, g(f(x)) =  por lo que el punto (z, f(z)) = (9(f(x)), f(z)) € G(f)N

G(g) lo que contradice la primera hipétesis. Se procede por induccién. Supongamos
cierto el resultado para n y sea x € D,,,. Es suficiente probar que

(go f)" #(go fP(x), 0<p<n.

Pues D, 1 C D,,.
Ahora, si (go f)"™(z) = (g o f)P(z) para 1 < p < n entonces como

(g0 f)’(x) € Dntiy

(# € Dny1 = (9o f)(x) € Dy... = (9o f)(2) € Dny1y)

tenemos que

(go /)" P((go f)P(x)) = (g0 f)(a),
lo que contradice la hipétesis de induccion. Falta el caso p = 0 para finalizar la prueba
de induccién, es decir, mostrar que (g o f)""!(z) = x contradice alguna hipétesis.
Veremos que contradice la suposiciéon de que v es punto extremo de M (u) (si v es

punto extremo, entonces (g o )" (x) # x)).
Supongamos que (g o f)"*1(x) = z. Por hipdtesis de induccién tenemos que

(go f)"(x) # (go f)(x)  O<p<m<n.

Definimos zj, := (x, yx) para k = 0,1,...,2n 4+ 1 como sigue

o = (g0 f)(2), F((g 0 )P(2))),
a1 = ((g 0 /)" (@), f(g 0 £)"(2))),

0<p<m<n.
La hipétesis de induccién implica:

(i) Si1 <k <2n-—1,k < j < 2n, entonces z;, = z; si y sélo si k es impar y
=k 4 1.

(i) Si0 <k <2n—-2,k <j <2n,entonces y, =y, siysolosi kespary j =k+1.

(ill) 2o A xpsil <k <2ny yo, Zypsi0 <k <2n—1.
Ademds, si (g o f)""(z) = = entonces

(iV) Lon+1 = Lo Y Y2n+1 = Yon-
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Entonces C' := {z0, 21, ..., Zon41} €s un ciclo. Sea
a=min{v(z): k=0,..2n+1}.

Notamos que los zj tienen la forma (x, f(z)) o (¢(y),y) por lo que C C U y a > 0.
Definimos ahora una medida con signo m; en C"

my(z) = (—=1)Fa/2, k=0,..2n+1.

Sea my = —m;. Las marginales de las m; son identicamente cero por (i)-(iv). Enton-
ces v; = v+my, 1t = 1,2, son medidas de probabilidad con las mismas marginales que
v. Como v = %(Ql + ()2) tenemos la contradiccién deseada y la prueba estd comple-
ta. [

Observacion 3.14. Nétese que la prueba del Lema 3.13 tambien demuestra que el
soporte de un punto extremo no contiene ciclos.

Lema 3.15. Sea v € M(u) punto extremo de M(p) y U = {(x,y) : v((x,y)) > 0}.
Entonces para cada subconjunto finito VC U emisten f: A—Y, g: B— X tal que

V=G(f)uG(g).

Demostracion. Si V' contiene un sélo elemento, el resultado es claro. Continuamos
la demostracion por por induccién. Supongamos que todo subconjunto de U de n
elementos se puede escribir como la union de graficas de dos funciones f: A C X —
Yyg:BCY — X. Entonces sea V = {(zx,yx) : k = 1,....n} = G(f) U G(g)
donde f : A — Y yg: B — X. Queremos entonces una representacién para
VU{Znt1, Ynt1} N . ~ ~

Sizn € A sean A= AUz, 1, f=fen Ay f(xp41) == Yns1, B:=Byg=g.
Del mismo modo, si y,+1 € B¢ definimos B:=BUypi1,§=gen B, §(yns1) = Tny1,
A=Ay f=F.

Si no pasa lo anterior, es decir, si ,.1 € Ay yni1 € B, sea Dy = Ay D, definido
como antes (el dominio de la funcién (gof)™). Sim > 0y x,1 € Dy — D,yiq entonces
(go f)™(wny1) € A6 f((go f)™(znt1)) € BC.

Ademas si x,.1 € D,,, m > 1, el Lema 3.13 implica que los puntos

((gof)p($n+1>,f(gOf)p($n+1)), 0 Spﬁ m— 1

son elementos distintos de G(f). Como G(f) es finita, podemos suponer que para
alguna m > 0, x,11 € Dy, — Dy
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Si 2ni € Do — Dy entonces (g0 /)(@nir)) € B (Si £((g 0 £)2(zsr)) =
f(zn11) € B entonces g(f(z)) estd definida y z,+1 € Dy, una contradiccion).

Definimos B = BU{f(2n1)}, G =g en B, §(f(2pi1)) = Zni1, A=A, f = fen
A—A{2p1} Y f(Zps1) = Yns1. Entonces f y § cumplen con la propiedad buscada.

Supongamos ahora que z,,1 € D,, — D11, m > 1. Consideraremos el caso
(go f)™(xns1) € AC. El otro es andlogo. Sean

A= {(go /)P (@n1) :p=0,....,m} CAU{(g o f)"(wns1)}

By :={f((go /) (xps1)) :p=0,....m—1} C B.

Definimos

y f en A; como

f($n+1) = Yn+1,

Fllgo /) (xas1)) = f((go ) Hann)), 1<p<m

yf=Ffen A— A

De manera similar definimos g en By como

G(f((go f)f(xns1))) = (g0 [)P(p1), 0<p<m—1

y §=gen B — By. Por el Lema 3.13 f v § estdn bien definidas.

Veamos ahora que V U {(2n11,Ynt1)} = G(f) U G(§). Supongamos que (z,y) €

G(f). Siz =z, 02 € A— A es claro que (x,y) € VU{(ni1, Yni1) }-
Ahora, si x € Ay y x # x,,1, entonces para alguna 1 < p <m

(z,y) =((g © /)" (@ns1), f((g 0 f)(2n41)))
:(g(f(g © f)p_l(xn-‘rl))? f((g © f)p_l(xn-i-l))) S G(g) cV.

Anélogamente, si (z,y) € G(§) y y € B; entonces

(z,9) =(3(f((g 0 /) (2ns1)), F((g 0 [)P(2n11)))
=((go f)P(wns1), f((go f)(vn+ 1)) € G(f) C V.
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Por lo que G(f) UG(g) CV U (@nt, Yns1)- 5
Tomemos ahora (z,y) € G(f) Si x € A — A; claramente (z,y) € G(f), si z €
A1 N A entonces para alguna 1 < p <m

(z,y) =((g 0 /)" (@ni1), f((g 0 f)(Zns1)))

=(9(f(g o f)P(wns1)), f((g 0 f)P(zns1))) € G(9)-
De la misma forma, si (z,y) € G(g) y y € B1N B entonces para alguna 1 <p < m—1

(z,y) =(9(f((g © f)P(xn41))), F((g © f)(2ns1)))
=((g 0 "M (wnr1)s F((g o [YH (wnr1))) € G(f) C V.

Por lo tanto V U {(n+1,Yn+1) C G(f) UG(g)} vy la prueba esta completa. O

Lema 3.16. . Sean G(f;) UG(g;) C G(fix1) UG(gi+1), © = 1,2, ... grdficas de fun-
ciones. Entonces existe f : A —Y yg: B — X tales que

G UG} = G U Glo).

Demostracion. Supongamos falso el Lema, es decir, que no existe una pareja de fun-
ciones tal que la union de sus graficas sea igual a la union de las gréficas de las f; y g;.
Si entendemos una funcion como la correspondencia que define su grafica, esto querria
decir que para cualquier correspondencia de puntos en | J,{G(f;) UG(g;)} a funciones
f v g, existe al menos un punto (z,,y,) tal que los conjuntos G(f) U {(x,,yn)} v
G(g9) U{(zpn,yn)} no pueden definir una funcién, es decir, ya habria un punto de la
forma (z,,y) € G(f) y un (z,y,) € G(g). Pero (z,,y,) € G(f;)UG(g;) para alguna 1,
(zn,y) € G(f;)UG(g;) para alguna j y (z,y,) € G(fi)UG(gx) para alguna k. Toman-
do I = max{i, j, k} tenemos por hipétesis que (., yn), (z,yn), (Tn,y) € G(fi) UG(q1)
lo cual es una contradiccién pues supusimos que no podian existir tales funciones. [

Teorema 3.17 (Denny). Sea p una medida de probabilidad en X XY y sea v €
M (P). Entonces son equivalentes

(i) v es punto extremo de M (u).

(i1) Existe una pareja de funciones f : AC X —Y,g: B CY — X aperiddica
(f,9), tal que v(G) =1, donde G = {(z, f(x)) : x € A)} U{(9(y),y) : y € B}.
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Demostracion. Veamos que (i) implica (ii). Por el Lema 3.15 cualquier subconjunto
finito del soporte de un punto extremo v de M (u) puede representarse como la unién
de graficas de dos funciones f ygcon f : AC X - Y yg: BCY — X. Por
el Lema 3.16 podemos garantizar la existencia de una pareja de funciones tal que
la union de sus graficas sea todo el soporte de v y podemos suponer sin perdida de
generalidad, que la interseccién de las graficas de estas funciones es vacia. Entonces
por el Lema 3.13, éstas funciones forman una pareja aperiédica.

Para probar que (ii) implica (i) introducimos la siguiente coleccién de funciones

F={f+g:f€Lli(ux), g€ Li(py)}.

Por el Teorema de Douglas-Lindenstrauss, v € M () es punto extremo de M (u) si
y s6lo si F es denso en Ly (v).
Probaremos que

/|h—<¢>+w>|du

se puede hacer arbitrariamente pequena para h € Li(Q), ¢ + 1 € F. Es suficiente
probar esto para h = xy, con V un subconjunto finito de X x Y pues podemos
aproximar cualquier funcién en L;(v) por funciones con soporte finito. Ademads, como
F es un espacio vectorial, es suficiente probarlo para V = {z}, 2 € X x Y. También
podemos suponer que z € G pues G es el soporte de (). Ahora construimos una
sucesion de funciones ¢,, — 1, con ¢, : X — R, ¢, : Y — R que converge a h en
Ll(V).

Si A es vaclo y z = (g9(y),y), definimos ¢y = 0 y ¢ = x,,. Entonces [ |h — (¢ +
$)[dQ = 0

Ahora supongamos que z = (xg, f(z0)), definimos ¥y = 0, ¢; = 14, ;i = XB,
con A;, B; definidos como en Lema 3.12. Entonces los conjuntos A;, B; y B] =
{(9(y),y) : y € B;} son disjuntos dos a dos. Ahora veamos que

[ =320 — vlda = QL)

Para ver esto analicemos para que subconjuntos de X x Y la integral arroja
valores distintos de cero.
Observacion 3.18. Si x € A; entonces ¢;(x) = 0 para toda j # i y y € B; implica
1;(y) = 0 para toda j # i.
Observacion 3.19. El integrando se anula en los puntos (z,y) tales que x ¢ A; para
toda i y y ¢ B, para toda j. Por lo que podemos ignorar los puntos de esta forma.
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Observacion 3.20. El integrando se anula en A; x B;

Por las tltimas dos observaciones sélo consideramos los puntos (z,y) tales que
x € A; para algun i = 1,...,n pero y ¢ B; y viceversa.

Cuando = € A;, buscamos las y € Y tales que las parejas (z,y) € G. Tenemos
dos posibilidades:

(i) y = f(x) es decir y € f[A;] C By, 0
(ii) y es preimagen bajo g de x. Es decir y € g7 [A;] C Byy1.

En el primer caso (x,y) € A; X B; y la integral se anula (Observacién 3.20). En el
segundo caso tendriamos que (z,y) € A; X By para alguna ¢ = 1,...,n. En este caso
tenemos que la integral se reduce a

/ |$i — Yipa|dv =0
A¢><B¢+1

sii<mn,o

| ol = w0
AiXBi+1

si ¢ = n, pues por lo anterior x = g(y)
Andlogamente, si y € B; y (z,y) € G, entonces x € g|B;] C A;i_1 oz € A,.
Aqui en ambos casos la integral se anula. Por lo que podemos concluir que

[ =320 widQ = Q).
i=1
Ahora, como los B! son disjuntos dos a dos y ademas B; C G para toda i, entonces
> QB <QG) =1,

de donde Q(B],) tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Entonces F es denso en Ly (Q)
y por lo tanto (ii) implica (i). O



Capitulo 4

Medidas extremas con momentos
fijos

Sea I C R un intervalo. Dada una medida positiva p en [ se define su n-ésimo
momento como [, z"dp(x) si la integral existe. Si (¢,)n>0 es una sucesion de numeros
real el problema clasico de los momentos consiste en encontrar medidas en I con
momentos (¢,), determinar cuando una medida esta inicamente determinada por
sus momentos o describir la clase de soluciones.

Se puede generalizar esta situacién reemplazando las funciones {z"} por una suce-
sion {¢,, n>o de funciones linealmente independientes con valores reales o complejos,
usualmente se toma ¢y = 1.

En ambos casos, el conjunto de soluciones es convexo. En el cédpitulo describe el
problema generalizado de momentos truncos y se presentan algunos resultados sobre
el soporte de los puntos extremos.

4.1. Problema de momentos y densidad de subes-
pacios

Sean {¢,} una sucesién de funciones reales linealmente independientes definidas
en un intervalo, {¢, } una sucesion de numeros reales y p una medida tal que [ ¢, du =
Cy,. Si hacemos

F = {on}),

es decir, F es espacio lineal de funciones generado por {¢, }, entonces podemos ver
que E,(F) del teorema de Douglas definido en (2.1) es exactamente el conjunto de
soluciones del problema de momentos. En efecto, si v € E,, tenemos que para toda
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/ fdv = / fdy.

Tomando f = ¢, tenemos que [ ¢,dv = [ ¢,du = ¢, para toda n > 0, entonces
v es solucién. Por otro lado, sea v una medida tal que para toda n > 0, [ ¢,dv = c,.
Si f € F entonces f = 3% | i, con a; € Ry {¢n,} C {o;}ien. Se sigue que para
toda f e F

/ fdv = / g&iqﬁmdz/— g&icm = / éai¢mdu— / fdu

feF

yvek,.

Asi que podemos aplicar el Teorema de Douglas (dado que se cumplan las hip6te-
sis sobre el espacio) y obtenemos que una medida v es punto extremo del conjunto
de soluciones si y sélo si F es denso en la norma de L;(v).

4.2. Problema generalizado de momentos truncos

El problema de momentos truncos, como el nombre lo indica, es el problema
de momentos para un numero finito de momentos. A continuacién describimos el
problema generalizado de momentos truncos y establecemos las hipotesis y notacion
que se usaran para el resto del capitulo.

Sea I un subconjunto compacto de un espacio métrico completo y separable. Sea
Ok = (Or)ker, K = {1,...,n}, una familia linealmente independiente de funciones
medibles definidas en I. Sea M? el espacio de medidas en I tales que

/@mu<+m ke K
1

Sea @ el funcional lineal definido en M? por:

Prp = ( / Cbkd,u)
1 keEK
Denotamos:

Mﬁ al subconjunto de M¢? de medidas no negativas en I,
M al subconjunto de M? de medidas con soporte discreto,

./\/li al subconjunto de ./\/li de medidas con soporte finito,
S,, al soporte de una medida fx.
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Dada una sucesién ¢ = (c)rerr € Rl el problema de los momentos consiste en
determinar medidas en Mﬁ tales que satisfagan la ecuacion

(I)K,U,:C

4.3. Soporte de medidas extremas discretas con
momentos fijos

Estableceremos algunos resultados sobre el soporte de puntos extremos del con-
juntos de soluciones a un problema de momentos truncos. Veremos que una si una
medida discreta es punto extremo entonces su soporte debe ser finito, mas ain, se
establece la cardinalidad del soporte. También se da el reciproco, es decir, si una
medida discreta tiene soporte finito de cierta cardinalidad entonces esta medida de-
be ser punto extremo del conjunto de soluciones al problema de momentos. Antes
algunas observaciones y definiciones preliminares.

Una medida g con soporte discreto puede escribirse como sigue

(@) = 3 (@),

)\iESM

donde S, es el soporte de i = (A;). De modo que el problema de los momentos
I nYy i = fp

para una medida discreta se reduce a encontrar sucesiones (y;) de nimeros reales

positivos que satisfagan la ecuacion de momentos

> k(N = c.
=1

Definamos la siguiente matriz para cualquier subconjunto finito .S de I,
Mg = (#r(N)5es

Teorema 4.1. Sea ji € P! (c)NM?, entonces ju es un punto extremo de ot ()M
si y solo si pu tiene soporte finito S, con |S,| = Rango[Méi]

Demostracion. Supongamos que u tiene soporte finito: si y € Q)[}l(c) ﬁ./\/li, entonces
(pi), para i = 1,...,]59,| es una solucién del siguiente sistema con |S,| incognitas y
| K| ecuaciones:

Z Ok (Ni) i = cx, ke K

)\iESM
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El rango de este sistema es Rango[M éi | v la dimensién del espacio afin de soluciones
A es |S,|— Rango[M{ |. Entonces p representa, una solucién positiva (,uz)ﬁ”l‘ de éste
sistema de ecuaciones. Si p1 = avy + (1 —a)vy con vy, vy € B (c) "MLy a € (0,1),
entonces los soportes de v; y v5 estan contenidos en S, por lo que ji1 y o representan
soluciones no negativas del sistema de ecuaciones. Si Rango[M§' | = [S,| entonces el
sistema tiene solucién unica y por lo tanto puy = e = p y p es punto extremo de
ot (c) N M.

Por otro lado, si Rango[M éi ] < [S.| < oo, entonces el sistema de ecuaciones

tiene soluciones distintas a (u;). Entonces el vector (,uZ),L 1', pertence a una recta

L contenida en A. Ya que (u;) € ]R'f“', el conjunto £ N ]RLF“ no es un solo punto.
Asi que (py,) puede ser escrito como una combinacién convexa de vectores distintos
(mn) ¥ (vn) que pertencecen a LN ]R‘f”‘, y por lo tanto p se puede escribir como una
combinacién convexa de medidas 7 y v que pertenecen a ®3*(c) N M. Entonces p
no es punto extremo de (IDI_(I(C) N Mﬁ

Ahora supongamos que p € ®x'(¢) N (M2 — ML), Para S Sy, tal que |[K| <
|S] < 00. Sea

Z or(An)an =0,k € K.
ARES

Este sistema homogéneo tiene |K| ecuaciones y |S| incégnitas. Dado que
Rango[M5] < |5,

el sistema tiene soluciones distintas de cero. Sea (ozi)Z-:L._,,‘ s una de ellas. Definimos
una medida en I como sigue:

0 en caso contrario,

~ { J\JOQ’7 si)\iGS,
)y, =

donde M = mm((l“ Z‘ﬁ 1i "fg))
“max(|ag||i=1,...,
Nétese que @, sigue siendo solucion al sistema homogéneo. Ademas, por la elec-
ciéon de M, (u— &) > 0 por lo que (g — &) y (u+ &) son medidas en 1.

Luego

ST —an= > e+ Y () (n—a), =L+ 1

)\hES;L AhGSM—S ALES

Dado que p € ®5'(c) tenemos que
I = Z Gr(An)(pn) = ¢ — Z¢k (A)pn, ke K.

ARESL—S ARES
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Por otro lado,

L= &) (p=a), =D s — Y dr(Mn)dn

ARES ARES ARES

Pero >, g dr(An)an = 0 por lo que

D o) — @) =

AnESL

Lo mismo se da para (u + @), por lo que 1 — & y p + & pertenecen a @' (c) N ./\/lﬁ,
y entonces 4 no es punto extremo de ®3(¢) N M. O

Teorema 4.2. Sea u € q);{lﬂ/\/lﬁ. Si ¢ € L*(1) para toda k € K, entonces . es pun-
to extremo de ®%" ﬂ./\/lﬁ si y solo si pu tiene soporte finito S,, con \SJzRango[Méi].

Demostracion. Sea Fy el subespacio de L?(u) generado por (¢ )kex. Denotemos por
S al espacio de funciones medibles y simples en I. Si Fj, # L*(u), como Fy tiene
dimensién finita existe un subespacio F de S tal que

dimFy < dimE < +o0.

Sea f € £,0 < f <1, ortogonal a F, y definamos dv = (1—f)dp 'y dn = (14 f)dp.
Luego

[ontv = [nts pran= [+ [ outan=c

[ontn= [ ot~ prin= [t~ [ ousin=co

pues [ ¢fdp = 0, para toda k € K. Entonces v, n pertencen a ®'(c) N MSy
= %(V +n) por lo que p no es punto extremo de @ N ./\/lﬁ

Se sigue que si g es punto extremo de ‘I)}_<1 N /\/lﬁ entonces F, = L*(u), entonces
existen a lo mas A conjuntos disjuntos con medida postiva, pues no puede haber mas
de K funciones linealmente independientes en Lo(p). Mas ain, dado un conjunto
maximal de conjuntos disjuntos de medida positiva, estos deben ser atomos de i por
lo que p es una medida discreta y |S,| < K < ooy del Teorema 4.1 se sigue el
resultado. O
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4.4. Generacion por medidas extremas

Hemos mostrado algunas caracterizaciones de los puntos extremos del conjunto
de soluciones al problema de momentos. Ahora nos quisieramos generar el conjunto
soluciéon a partir de éstos. Restringiendonos a medidas con soporte finito veremos
que el conjunto solucién <I>I_(1(c) N ./\/lﬂcr estd generado por sus puntos extremos.

En el caso general, agregando mas hipétesis sobre la familia de funciones (¢ )kek
veremos que las medidas extremas con soporte finito generan todo el conjunto de
soluciones respecto a la topologia débil.

En lo siguiente supondremos que K = {0,...,n}, la hipdtesis ¢9 = 1 que se
presenta en los teoremas sirve para garantizar que el conjunto solucion de medidas
con soporte finito no sea trivial.

Teorema 4.3. Sea ji € ®,'(c) N ./\/lﬂcr St g = 1 sobre I, entonces i1 es combinacion
conveza de |S,| + 2 medidas extremas de p € ®;*(c) N MY, con soporte contenido
en Sy.

Demostracion. Sea Mi“ el subespacio de Mﬁ de medidas cuyo soporte esta conteni-
do en S,. Entonces ®'(c)N S, es un conjunto convexo contenido en R!¥l, aplicando
el theorema de Carathéodory podemos concluir que p es una combinaciéon convexa
de |S,| + 2 medidas extremas de ®7'(c) N M* O

Lema 4.4. Si ¢y = 1 sobre I, entonces ®(M?) = &p(M?).

Demostracion. Es claro que ® (M%) € @k (M?2). Probaremos que si ¢ € ®x(M?)
entonces c € ¢ K(/\/lfr) separadamente para puntos interiores y frontera, esto es, que

(M) C P ML) y Dpe( ML) N D (ML) C (M),
Tenemos que

AeS

es decir, ®g (./\/lfr) es el casco conico del conjunto
Uy = {(p\))ere : A €T}

Veamos que @K(Mﬁ) C @K(Mﬂ;). Como podemos expresar al casco cénico de
un conjunto como la intereseccion de todos los semiespacios soporte que pasan por
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el origen y que contienen al conjunto, tenemos que

‘I)K(Mfr) = {C e RIF: V(ag)rer Z%@ > 0= Zakck > 0} ;
K K

Luego si ¢ € (M%) y € d(c) N M, entonces

[ Z asn) = S an [ a0 = 3

De modo que si (a) es tal que > . ap¢r(A) > 0 para toda A\ € I, entonces
[ >k axdr(N)dpu(A) > 0 de donde - apc, > 0, por lo tanto ¢ € (M) y

Dy (M%) € Dre(M).

Ahora veamos que g (M%) N D (ML) C Pg(MY). Usamos induccion. Si
|K| = 1 entonces 9P (M%) = dy(MY) de donde se sigue el resultado. Ademas,
si O (ML) = RIEI entonces dPx (ML) = ) y también se da la contencién. Sea
¢ € Br(M2)NAP K (M) y supongamos que (M) # RIEI. Entonces ¢ pertenence
a un hiperplano soporte H de (IDK(M{F)

Probaremos que

DM NHC DM NH (4.2)

para cualquier hiperplano soporte de Mi H.
Primero veamos que ®x(M%)NH C C;’i, donde CJ, es el casco conico de Usy NH.

La ecuacién de H es
> hibe =0, (4.3)
K

con Y. hi =1y > hide(N) > 0 para todo A en 1.
Sice dg(M)NHy pe dg(c) N M?, entonces

/IZ hkﬁbkz()\)dﬂ()\) = Z hp. /chk()\)dlu()\) — Z ey = 0,

entonces » . hy¢r(A) = 0, para toda A € I — E para algun cojunto E con pu(E) = 0.

Definimos
. ¢k enl — F
Or = 0 enkF
Entonces ¢, = [; ¢5(AN)du(X) v Do g hidy = 0 en I. Sea j € K tal que h; # 0,
entonces

h h
¢; = Z h—kqb",; y ¢ = Z h_kpk' (4.4)

k#j Y k#j Y
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Entonces (cr)rex—{j} € CID*K_{j}(Mﬁ), donde %, es el funcional definido como

( f ; gb,*;du) heK (i)' Entonces por hipotesis de induccion,

(ck)rer—g) € P_gy (ML),

o de otra forma, como en la igualdad (4.1):

=Y _ padi()), parak € K — {j}.
AES
Ahora, por (4.4) tenemos que

o= TS i) = Y Y i) = Y ().

k£j 7 A\eS XeS  k#j \eS

Es decir, (ck)keK c (I)}}(M{_) NH.
Ahora veamos que

(ML) NH =Cy,
Por un lado es claro que C3; C ® g (M%) NH pues CI € @p(ML) vy CI € H.
Sea entonces ¢ € ®x (M) N'H entonces por (4.3).

Cr = ZpAgbk()\) con py Z 0 y thck =0
AES K

sustituyendo ¢ en la segunda ecuacién tenemos que

Zp,\ Z hi¢or(X) = 0, para toda A € S,

AES K

pero como Y, hy¢r, > 0en I y py > 0 para toda A € S, entonces
Z hi¢r(X) = 0, para toda A € S.
K

De forma que (¢x(N)rex € H para toda A € Sy ¢ € Cj,.
Ahora como Cf, C Cj, tenemos que:

DM NHC O (MNH=CY CC)=dg(ML)NH

De donde ® i (M2 NAD (M) € (ML) y por lo tanto @ (M) = By (ML),

O
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Definicién 4.5 (Topologia debil de espacios de medida). Sea (X,7) un espacio
topolégico v { i, bnen una sucesién de medidas definidas en la o-algebra de Borel de
7. Entonces decimos que pu,, converge débilmente a y si para toda funciéon continua
y acotada f : X — R se tiene que lim, . [ fdun = [y fdp.

Teorema 4.6. Sea C(I) el espacio de funciones reales continuas definidas sobre I.
Si el subespacio generado por (¢p)ren €s denso en C(I), y ¢g = 1 sobre I, entonces
los puntos extremos de 3t (c) N MY, generan ®3(c) N M en la topologia débil.

Demostracion. Sea p € ®(c) N M%. Si f € C(I), entonces f es el limite de una
sucesién de combinaciones lineales finitas de elementos de (¢ )ren. Es decir es limite
de una sucesion de funciones de la forma

Fy = Z ai o
keH

donde H es un subconjunto finito de N.
Ahora, para cada H C N definimos

1= ([t ) ke K UH
donde
i = [ ().
Es decir 11z, es el k-ésimo momento de p, entonces por definicén
€ Pl (m) N ME.

Luego por el Lema anterior ®;(M?) = @, (M), entonces existe una medida p €
oL () N M tal que para k € KU H

> (N =m

AGS/LH

Luego

[ Fuyauy = 3 aff [ oy

I k€EKUH

= > a'm

ke KUH
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y por otro lado:

= > a'( Y eV

keKUH XES

= > a'm

ke KUH

por lo que [, Fy(Ndu(A) = f, Fx(\du'(A) y

/I (f = Fa)(\)dpu(A) - / (f — Fr)(\dp(A) = / FNu(N) — / FN ()

Entonces tenemos que:

1oy - [ f(A)duH(A)‘ < [17 = Ful ) + [ 1 = Ful OV

Y como Fyg — f entonces

[svauon - [ f<A>duH<A>] ~0

para toda f € C(I), es decir, u” converge débilmente a p. Tenemos entonces que
() N M esta contenido en la cerradura débil de ®5!(c) N MY entonces del
teorema anterior se sigue el resultado. O]

4.5. Conexién entre los problemas de momentos y
marginales fijas

Consideremos X = (2;)ier, Y = (yj)jes dos conjuntos finitos, I = 0,...,n, J =
0,....,my p, T dos medidas en X y Y respectivamente. Denotamos como M, (X xY)
al conjunto de medidas en X x Y con marginales p y 7 en X y Y respectivamente.
Para cada k € I, | € J definimos las siguientes funciones en X y Y:

Ok = Xap, Y V1 = Xy,
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Sipe M, (X xY) entonces

D hy=pi= /¢z’dp

jeJ

y de la misma forma
S =71 = /%‘dT
icl

Si (cu)(kpyerxs es tal que cyo = pr y coy = 7, para toda k € I, | € J. Entonces
las funciones ¢;, 1; transforman el problema de marginales fijas en un problema de
momentos y viceversa. Y de hecho tienen las mismas soluciones.

El siguiente Teorema nos da condiciones para dar equivalencias entre problemas
de momentos y de marginales fijas para funciones mas generales.

Teorema 4.7. Sean X = (2;)ier yY = (y;)jes, donde I ={0,...,n}, J ={0,...,m}.
Sean (¢ )ker y (U1)ies familias de funciones definidas en X yY respectivamente, tales
que:

" po =1 =1
» Los rangos de las matrices ML y M} sean mazimales para todo E C X, F C Y.

Sea (@, V), el funcional lineal asociado a la familia de funciones

((Pr)rers (Yi)ies)-

Sean p y 7 dos medidas en X y 'Y respectivamente.

Sean ry, = fqbkdp Yyt = fl/)ldT.
Sea ¢ = (1) (kperxs tal que cpo =11, para k € I y coqp =1 para l € J.
Entonces (P, \I/)[_}](c) =M, (X xY).

Demostracion. Para k € I y | € J tenemos que

T = Zpiéf?k(xi) yt= ZTﬂﬁl(yl)

il jeJ

Entonces si p € M, (X X Y) es decir, 3, ;pij = pi ¥ Dy ij = Tj» de modo
que:

/Qbk'd/vb = ZMz‘j¢k = pidr =%

i€l
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/%dlﬁ = gt =Y T =1
1,

jeg
Por lo tanto p € (P, \I/)I_}](c) n ML
Ahora, si € (P, \IJ)I_}](C) entonces para cada k € I, 1 € J p cumple

S () =rey Y mithlyy) =t
i

i7j

Sean
bi = Z,uij y dj = Zﬁbz‘j
jeJ il
los valores marginales de pen X y Y respectivamente. Entonces {(b;)cr, (d;) e} €s
una solucién al siguiente sistema con n + m + 2 incégnitas.

{ i On(@i)bi =y
Y iilyd; =t
Este sistema tiene una solucion unica, por lo tanto para toda ¢ € I, b; = p; y para
todajeJ, dj=15,ype M, (XxY).
O



Capitulo 5

Teorema de Birkhoff-von Neumann

El Teorema de Birkhoff-von Neumann dice lo siguiente

Teorema (Birkhoff). Sea (t;;) cualquier matriz de términos no negativos de un cam-
po ordenado tal que las sumas de los términos en cada fila y columna es uno. Entonces
(ti;) es un promedio pesado de matrices de permutacion.

El término promedio pesado se refiere a una combinacién lineal de la forma

n
5 Oéipia
i=1

cone; >0,i=1,..,ny > a =1 También se conoce como combinacién convexa
de los puntos P;, « = 1,...,n. En la terminologia de conjuntos convexos, el Teorema
de Birkhoff nos dice que toda matriz cuyas entradas son no negativas y la suma de
éstas en filas o columnas es igual a uno, es una combinacién convexa de matrices de
permutacién. Esto es, la clase de matrices de n X n con entradas no negativas y con
suma de filas y columnas igual a uno, es el casco convexo del conjunto de matrices
de permutacion de n x n.

El llamado problema 111 de Birkhoff, es generalizar este resultado, bajo hipdtesis
apropiadas, a espacios de dimension infinita.

En este capitulo se plantea el Teorema de Birkhoff en el contexto de conjuntos
convexos y se demuestra mediante las herramientas desarrolladas principalmente
en el capitulo 2. También se discute el problema 111 de Birkhoff, por lo que el
capitulo estd dividido en tres partes: los casos finito, infinito numerable e infinito no
numerable.
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5.1. Caso finito

Definicién 5.1. Una matriz de n x n, (p;;) se llama matriz estocéstica si y sélo si
cada fila es un vector de probabilidad n-dimensional. Esto es, si y sélo si, p;; > 0y
> 1 pij=1lparatodai=1,..,n.

Denotaremos por P! a la matriz transpuesta de P. Esto es, si P = (pij) entonces
PiL = (pﬂ) Notemos que (Pt)t — P

Definicién 5.2. Una matriz de n x n, P = (p;;), se llama doblemente estocastica si
y sélo si Py P! son matrices estocésticas. Esto es, P es doblemente estocéstica si y
sOlo si para todo 7,5 = 1,...,n, se cumple que

Zpij = Zpij =1.
=1 i—1

Definicién 5.3. Una matriz P de n X n es una matriz de permutacion si y sélo si
P es doblemente estocéstica y sus entradas sélo constan de ceros y unos. Entonces
P es de permutacién si cada fila y columna tienen exactamente un uno y las demas
entradas son cero.

Denotaremos por D,, al conjunto de matrices doblemente estocasticas de n x n
entradas y por P, al conjunto de matrices de permutacién de n x n.

Observacion 5.4. D,, es convexo para toda n > 1.

Veremos ahora que las matrices de permutacién son los puntos extremos del
conjunto de matrices doblemente estocdasticas. Para esto identificaremos el conjunto
de matrices doblemente estocasticas con un conjunto de medidas con marginales fijas;
el soporte de éstas medidas se identificard con las entradas positivas de la matriz.
Aplicando el Teorema 3.17 se vera que los puntos extremos del conjunto de matrices
doblemente estocasticas deben ser matrices de permutacion.

Teorema 5.5. P, es el conjunto de puntos extremos de D,,.

Demostracion. Sea P € P, una matriz de permutacién. Si P = oA + (1 — «a)B con
0<a<l, A= (a;y) € D,y B=(bj) € D,. Entonces para todo (i, j) se tiene que
l=oaa;+(1—a)b; <100 =aa;+(1—a)b; > 0.En el primer caso a;; = b;; = 1,
y en el segundo a;; = b;; = 0. Entonces A = B = P, y por lo tanto P es punto
extremo.
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Ahora sean X =Y = {1,2,...,n}. Identificamos a cada matriz doblemente es-
tocéstica D = (p;;) € D,, con una medida p en X x Y definida como p((7, 7)) = pij-
Para cada medida de esta forma sus marginales son

px (i)=Y piy =1
j=1

py(§) =Y pij=1
=1

para todo (i,7) € X x Y.

De la misma forma toda medida definida sobre X x Y con estas marginales se
puede identificar con una matriz doblemente estocéastica. Entonces para p definida
en X XY que cumpla que pux (i) =1, u(j)y = 1 para toda (i,7) € X x Y, M(u) del
Teorema 3.17 se identifica con D,,.

Entonces si P € D,, es punto extremo y U es el soporte de la medida inducida
por P, es decir, U son las parejas de indices de las entradas distintas de cero. Por el
Teorema de Denny (Teorema 3.17) sobre soporte de medidas discretas con marginales
fijas, U = G(f) U G(g) donde (f,g) es una pareja aperiédica de funciones, f : A C
X—-Yyg:BCY —-XconA, BC{l,..,n}

Sea entonces P un punto extremo de D,, y U = G(f)UG(g) las parejas de indices
de entradas positivas de P. Si G(f) = 0, entonces U = G(g) = {(9(v),v) : y = 1,.n}.
El dominio de g debe ser Y = {1,..,n} pues cada columna debe tener al menos una
entrada distinta de cero, y como ¢ es funcién tampoco puede haber dos entradas
positivas en la misma columna, entonces P debe de ser de permutacion pues P € D,,.
Andlogamente, si G(g) = () entonces P es de permutacion.

Afirmamos ahora que no hay pérdida de generalidad en suponer que el dominio
de f sea igual a X.

Siz € X — A entonces g '[{z}] # 0 ya que no puede haber filas totalmente cero
pues P € D,. Sea y € g '[{x}], definimos f' = fen Ay f'(x) =y y ¢ igual a g
restringida a B — y.

La pareja (f’,¢') es aperiddica, pues para @’ € A entonces (¢’ o f')"(z') = (g o
f)™(z") para los valores de n que la expresion esté definida y f’(z) no estd en el
dominio de ¢’. Procediendo de esta manera es posible construir a partir de (f, g),
una nueva pareja aperiddica (f’,¢’) tal que el dominio de f’ sea igual a X y U =
G(f)UG(g).

Ahora mostramos que el rango de f’ debe serigual a Y. Siy € Y — f[X], entonces
Q(d'(y),y) = 1, por ser doblemente estocastica y por definicién de funcién. A su vez,

Q' (y),y) = 1 implica que Q(¢'(y), f'(¢'(y))) = 0 pues el dominio de [’ es X.
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Esta igualdad contradice la definiciéon de U, por lo tanto el rango de f es igual a
Y. Notemos ahora que el dominio B’ de ¢’ no puede ser igual a Y pues (f’,¢') es
aperiodica y X es finito.

Para concluir el resultado mostraremos ahora que B es vacio. Si y € B’ en-
tonces y = f'(z), la aperiodicidad implica que existe un minimo entero positivo
k tal que f'(go f)*(z) € Y — B. Como f’ es sobre, (z,y) € G(f') (y = f'(x))
y por lo tanto Q(¢'(y),y) = Qg'(f'(x)), f'(z)) < 1; aplicando f" a ¢'(y) tenemos
que que Q((g' o f')(z), f'(¢' o f'(z))) < 1. Siguiendo este procedimiento, aplican-
do f" vy ¢ a las coordenadas izquierda y derecha respectivamente, obtenemos que
Q((g' o f)*(x), f'(¢' o f)k(x)) < 1. Esto 1ltimo contradice la doble estocasticidad,
pues f'(go f)¥(x) € Y — B implica que la columna de la matriz correspondiente a
f'(go f)¥(x) sélo tiene un elemento distinto de cero ((¢'o f')*(z), f'(¢'o f)k(x)). O

Teorema 5.6 (Birkhoff-von Neuman). Toda matriz doblemente estocdstica se puede
expresar como combinacion convexa de matrices de permutacion.

Demostracion. Veamos que el conjunto de matrices doblemente estocasticas es cerra-
do en R™. Sea D,, = ( Z(Jn)) una sucesion de matrices doblemente estocasticas que con-
vergen a una matriz D = (p;;). Entonces para toda 7,5 se tiene que lim,,_, pgl) = Dij-
Entonces para toda j fija, se tiene que

n n n
S =3 o) = Jim 3 =
i=1 i=1 i=1
y para toda i
S =3 ) = Jim S =
j=1 j=1 j=1

Entonces D es doblemente estocéastica. Dado que toda matriz doblemente estocastica
(pi;) cumple que 0 < p;; < 1, también tenemos que el conjunto es acotado. Se sigue
entonces del teorema de Krein-Milman (1.29) que

y en este caso, como P, es un conjunto finito, cc(P,) = cc(P,). Se sigue del teorema
de Caratheddory (1.12) que cada matriz doblemente estocdstica se puede escribir
como combinacién convexa de (n — 1) + 1 matrices de permutacién. ]
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5.2. Caso infinito numerable

Podemos extender naturalmente los conceptos de la seccion anterior al caso de
matrices infinitas.

Definicién 5.7. Una sucesion (p,),>1 con p, > 0, es un vector de probabilidad si y
solo si > 7 p, = 1.

Definicién 5.8. P = (p;;) es una matriz infinita si y sélo si cada fila y cada columna
es una sucesion infinita de niimeros reales.

Definicién 5.9. Una matriz infinita P = (p;;), es estocastica si y sélosi 0 < p <1
y ijij =1, para toda i € N.

Definicién 5.10. Una matriz estocastica infinita P, es doblemente estocastica si y
sélo si Py P! son ambas matrices estocdsticas.

Definicién 5.11. Una matriz de permutacion infinita es una matriz doblemente
estocastica infinita cuyas entradas son sélo ceros y unos.

Como en la seccién anterior, identificaremos los puntos extremos del conjunto
de matrices doblemente estocésticas infinitas. Al igual que en el caso finito, éstas
resultan ser las matrices de permutacion.

Lema 5.12. Sea (p,) un vector de probabilidad tal que 0 < p < % para alguna
k € N. Sean

Py
Caso 1: $10 < p, < % para toda n. Sea m > 1 fija y definamos para toda n # m:
Ay = Pm (]- - Hm—l) 5
bm = DPm (1 + Hm—l) )

by, = pn(1 —11,,).

Entonces (a,) y (b,) son vectores de probabilidad y para toda n y p, = 3(a, + by).
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Caso 2: S@'Oﬁpngépamtodan#no, %<Pn0 <1, seam>1, m+#ng fijay
sean para toda n # ng:
no = Pro — (1 = Prg) iy
bine = Pro + (1 = Prg ) ey
= pn(1+ nwn,) ¥
bn = pn(1 — ppeny)
Entonces (a,) y (b,) son vectores de probabilidad y para toda n, p, = 3(a, + by,).

Demostracion. Caso 1. Si 0 < p, g para toda n, entonces 0 < p;} < 1. De modo
que 0 < II,, <1 para toda m, y0<an§1 0 <b, <1 para toda n. Luego

Zan pml_ ml+Zan

n#m
n#m
n#Em n#m

n#m
= Pm — pmHm—l +1-— Pm + (1 - pm)Hm
= Pm — Pmllm—1 + 1 — pp + pidli
=1

y para (by)

Zb = Pl + ) + ) b

n#m
n#m

n#m
=1
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Entonces (a,) y (b,) son vectores de probabilidad, y por construccién es claro que
P = %(an +b,).
Caso 2: 0 < p, < % para toda n # ng y % < Pny < 1. Como II,,p, < 1, tenemos
que
Ay = Prg = (1 = Prg) Minmng < Pny < 1

bng = Pno + (1 _pno)HmNno < Pnp T (1 - pno) =L
Por lo que, 0 <a, <1y 0<b, <1 para toda n. Entonces

Zan = Pno — (1 _pno>Hm~no + Z pn(l + HmNno)

n#ng

= DPny — (1 - pno>Hm~no + Z Pn + Z anmNno
n#ng n#ngo

= Py — (1 = Prg ) inng + (1 = Prg) + Wiy (1 = Piig)

=1

an = Pno + (1 _pno)HmNno + Z pn(]- - Hmwno)

n#no

= Dny + (1 - pno)HmNno + Z Pn — Z anm~n0
n#ng n#ng

= Pno + (1 = Do) Mneny + (1 = Prg) = Hinong (1 — Pg)

]

Definicién 5.13. Una camino en una matriz con entradas no negativas M = (m;;)
es un conjunto finito {My,c,, Myycyy - Miye, b de entradas positivas de M, tal que
rir=royca#loc =coyre#c ytal quesir, =r; 1 entonces ¢; = cjy1 i1y
si ¢; = ¢;_1 entonces r;11 = r; # r;_1. Esto es, una secuencia de entradas positvas de
la matriz, en la cual los sucesores estan en la misma columna o fila, alternadamente,
del antecesor. Un camino termina si regresa a una fila o columna ya visitada, en este
caso el camino contiene un ciclo.

Denotaremos por D al conjunto de matrices infinitas doblemente estocasticas y
por P al conjunto de matrices infinitas de permutacion.



50 Teorema de Birkhoff-von Neumann

Teorema 5.14. P € D es punto extremo de D si y solo si P es de permutacion
(PeP).

Demostracion. Usaremos la siguiente notacién. Para una matriz doblemente estocasti-
ca P con una entrada p;; € (0,1), sea P,; el conjunto de parejas ordenadas de enteros
positivos, (u,v) tal que existe un camino en P de p;; a py,. Para (u,v) € P si pys
estd en el camino que va desde p;; a p,, denotamos por p,; al sucesor inmediato de
prs €n el camino.

Notemos que si p;; € (0,1) v (m,n) ¢ P,;, entonces (m,c) ¢ P;; para toda c y
(r,n) ¢ P;; para toda r. Esto es, si p;; es una entrada positiva de la matriz, y no hay
caminos de p;; a pnm, entonces no hay caminos de p;; a ninguna otra entrada en la
misma fila o columna que p,,,.

Sea Pe P.SiP=aA+(l—a)Bcon0< o<1y AB € D, entonces para
todo i,j pasa que 1 = aa;; + (1 — a)bij y a;j =bij; =0, 0 que 0 = aa;; + (1 —a)b; y
a;j = b;; = 1. Por lo tanto A = B = Py P es punto extremo.

Para demostrar el reciproco indentificamos cada matriz doblemente estocéstica
infinita P = (p;;) con una medida g en N x N, definida como p((4, j)) = p;;. Entonces
cada medida de este tipo tiene las mismas medidas marginales. Usando la caracteri-
zacién del Capitulo 3 del soporte de medidas discretas con marginales fijas y por la
Observacién 3.14, el soporte de un punto extremo del conjunto de medidas definidas
de esta manera no contiene ciclos, esto es, el conjunto de entradas positivas de la
matriz no contiene ciclos. Construiremos a partir de una matriz sin ciclos que no es
de permutacién dos matrices doblemente estocasticas cuya combinacién convexa es
P. Esto se hard modificando las filas y columnas de las entradas de un camino de
forma que sigan siendo vectores de probabilidad segtn la construccion del Lema 5.12.
El hecho de que la matriz no contenga ciclos garantiza que no se modifique alguna
entrada modificada en algun paso anterior.

Sea P punto extremo de D y supongamos que no es de permutacién. Entonces
P no contiene ciclos. Elijamos una entrada positiva de P que sea menor o igual a
%. Por conveniencia llamemos a esta entrada pq;. Sea Pp; definido y (u,v) € Pyy.
Consideremos la fila o columna que contiene a p;; y pj;. Sin perdida de generalidad
supongamos que es una fila. Es decir p;; = p1a.
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Si0<p.< % para toda c, sean

P11
aig = |1-
( 1- Pn)

bi2 = p12 (1 + 1 bu )
— P11

Q1c = Pic ((1 + HQ)) y
blc = P1c (1 - HQ)

Por 5.12, (a1) y (bim) son vectores de probabilidad con (pin) = 3 ((a1m)+ (bim)).
Si hay exactamente un py., > %, definimos

P11
A1cy = Pleg + (]- - plco) 1— p117

P11 P11
b].Co == plCO - (1 _plco) 1 _pll 1 _p117

P11
a1e = Pic (1 — ) y
I —pn

bie = Pie (1 + Pl ) para todo ¢ # ¢q.
I —pn

Nuevamente por 5.12 (a1,,) y (b1m) son vectores de probabilidad con (pin,) =
3((a1m) + (bim))-
Ahora sea
P22 = Pia-

Si p1p < %, por el paso anterior ajs = piao (1 — %) < % La construccién va como

sigue:
Para el caso 1 (todas las entras de la fila menores a %) hacemos

P12 P11
o = Do (1 —1l19) = pro | 1 — #1
r2 p2( 12) pz( 1—p121—p11> "

P12 P11
bro = Pro (1 +1115) = pra | 1 1
2= Pr2 (1 +1I12) pz( +1—p121—p11) r#

: 1
Caso 2. Sipree > 5, entonces ary2 = proa+(1=Pre2) 155 broz = Pro2—(1=Pro2) 755
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P11
Qr2 = Pr2 (1 - )
I —pn

br? = DPr2 (1 + bu )
1 —pn
para r # ro.

Sipro > % entonces por la construccién del paso anterior, ajs = p1a+ (1 —pio) 22—

1—p11
entonces haCGmOS
P11
Ar2 = Pr2 (1 - )
L—pn

br2 = DPr2 (1 + pu )
1 —pu
para toda r # 1.

La construccion se sigue inductivamente para de modo que a;;, b;; estan definidas
para toda i,j € Pyy. Definimos a;; = b;; = pi; para toda i,j ¢ Pi;, y entonces
A = (a;;) y B = (b;;) son matrices doblemente estocdsticas con A # By 3(A+B) =
P. ]

Ya identificados los puntos extremos del conjunto de matrices doblemente es-
tocasticas infinitas, es de interés obtener un resultado andlogo al teorema de Birkhoff-
von Neumann para el caso de matrices infinitas. Por un lado es claro que no se pue-
de obtener un analogo exacto, pues una matriz con un numero infinto de entradas
positivas no puede ser una combinacion lineal finita de matrices de permutacion.
Recurriendo al Teorema de Krein-Milman, una generalizacién adecuada estaria en
terminas de cascos convexos, es decir, que

cc(P)=D.

Bastaria entonces probar que el conjunto de matrices doblemente estocasticas es
compacto en alguna topologia. Sin embargo en las topologias inducidas por las nor-
mas || - ||, el conjunto de matrices doblemente estocasticas no es cerrado. Para ver
esto usaremos los siguientes resultados.

Teorema 5.15. Una matriz infinita P, de terminos no negativos es estocdstica, i
y solo si Y 2 (fP)i = ) fi para toda f = (fi1, fa,...) con Y i =1%|f;] < o0.
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Demostracion. Sea P una matriz estocastica infinita y sea f € ¢; entonces por
convergencia absoluta

Z(fp>z = Z (Zfz]%;) = Zfz (Zm) = Zfz

Ahora supongamos que P es una matriz infinita positiva que cumple

Z (fP); = Z f;

para toda f con Y i =1%|f;| < co. Tenemos que e;P = (p;j)ij y P = (pi;). Como
P es no negativa entonces p;; > 0y ya que 22, ;P = > piy v 37, (eiP); =
> ;= (ei); = 1 tenemos que P es estocdstica. O
Lema 5.16. Sean P, ,P» matrices doblemente estocasticos. Entonces PPy y P* son
doblemente estocdsticas para toda n € {1,2,3,...}.

Demostracion. Sean Py = (a;;) y P» = (b;;) matrices infinitas doblemente estocasti-
cas. Por el teorema 5.15 PP, = P es una matriz infinita de términos no negativos.
Ademds, P = (¢;;) donde ¢;; = > 1 | aibyj. Por el Teorema 5.15 tenemos que

Zcij = ZZaikbkj = Zbk] =1
=1 k=1

i=1 k=1
y
o o0 oo oo
E Cij = E E Qirbrj = g brj =1
=1 =1 k=1 j=1

Por lo que P es doblemente estocastica. Se sigue por induccion que PJ* es doblemente
estocastica para toda n € N. O

Teorema 5.17. D no es cerrado para la convergencia puntual.

Demostracion. Sea P la siguiente matriz infinita doblemente estocastica.

AR
2 2
P=loo0 L0
000 L0
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P es doblemente estocdstica, P = P!,y por el Lemma 5.16, (P?") es una sucesién
de matrices doblemente estocdsticas con P?" = (P?")! para toda n. Notemos que

cualquier entrada distinta de cero en P?" es de la forma 22% (Qk”) paratoda 0 < k < 2n.
Cada entrada pgn) de P?" es el producto punto de la i-ésima fila con la j-ésima
columna de la matrix P?™~ Y. Por lo que, dada P?" cada fila y columna tienen
exactamente los mismos elementos, tal vez en distinto orden. Para toda P?", la
entrada mas grande de cada fila o columna siempre estara en la diagonal, pues para
toda fila (r,,) y toda columna (c,,) se tiene que [[(r,)||* = ||cw||? ya que el ntimero

de entradas que no son cero es finito. Entonces, cada entrada pgn) es el producto

)

(z;) - (z;), y un elemento en la diagonal p-" esta dado por (z;) - (z;) = ||(z;)]%

)

Entonces para cualquier entrada pgn en P?" tenemos por la desigualdad de Holder,

que

P = (@) (a5) = Y wiay < (30 x?)é » xf)é — ll@)llall@;)]lz
~ el =5 = 5 (2

Estas entradas convergen a cero, por lo que la sucesion (P?") converge a una matriz
cuyas entradas son todas cero. Esto también muestra que P?" converge en norma a
la matriz cero, por lo que D no es cerrado en norma. O

Sin embargo, si se impone una topologia correcta se puede ver que las matri-
ces infinitas doblemente estocasticas son el casco cerrado convexo del conjunto de
matrices de permutacion.

Sea V el espacio de matrices con suma de filas y columnas finitas. Es decir, M € V
si y solo si

sup E Im;j| < oo y sup 5 |m;| < oo
(2 ] (2

Definimos una topologia 7 en V' como la topologia més débil que hace a las

funciones

(M) =Y mug, (M) = mu,  si;(M) =myj
j=1 i=1

continuas.
(V,7) es un espacio vectorial topolégico, localmente convexo y Hausdorff, ya que
si My # M, existe algun igjy tal que s;;, (M) # S50 (Ma).
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Veamos que en (V, 7) el conjunto de matrices doblemente estocasticas es el casco
cerrado convexo de las matrices de permutacion.

Teorema 5.18. En (V,7), D = tc(P).

Demostracion. Supongamos que M € D pero M ¢ ¢c¢(P). Entonces existe un fun-
cional lineal continuo f (ver Teorema A.l en el Apéndice) para el cual se cumple
que
M) < inf E).
fO1) < _int J(E)
Pero f debe ser combinacién lineal de los funcionales 7y, ¢ y sp (ver apédince,
Teorema A.8), entonces podemos escribir a f como

FOD =S a0+ b (M) + 3 dysi s (M)

para toda M € V. Ademads notemos que para toda matriz doblemente estocastica M
rm(M) =cn(M)=1, y0<s; ;. (M) <1.

Sea n = max {ni, na, ing, jn, ;- Notemos que ningin m;; con i,j > n contribuye al
valor de f.

Sea S, la matriz de n xn, S, = (m;;) para 1 <, j < n. Sea U, la matriz diagonal
donde la entrada (i,4) sea 1 — > 7, m;; y las demds entradas son ceros. Sea V;, una
matriz similar donde las entradas (7, j) sean igual a 1 —>""  my;. Si S! es la matriz
transpuesta de S,,, entonces la matriz de 2n x 2n

S. U,
Wan = ( vV, St )

es doblemente estocéstica. Si expandimos Ws,, a una matriz infinita, con ceros en las
colas de las filas y columnas y con un matriz identidad infinita en la esquina inferior
derecha, obtenemos la siguiente matriz infinita doblemente estocastica

S, U, 0
w=| Vv, st o],
0 0 I

con f(W) = f(M). Ademds, usando el teorema de Birkhoff para el caso finito,
tenemos que Wy, = Zi’;l A Py, donde P, son matrices de permutacion de 2n x 2n
y 0 <\ <1con Y, M\ = L Entonces f(W) = f(3i", \Pi) done Py es expandida
de la misma forma que Wa,. Tenemos entonces que f(M) > infgpee(p) f(E) lo cual
es una contradiccién. Lo cual prueba que D = ¢c(P). O
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5.3. Caso no numerable

Siguiendo con la idea de generalizar el teorema de Birkhoff, dirigimos nues-
tra atencion al conjunto de medidas doblemente estocéasticas. En el capitulo 3 se
mostréd una caracterizacion del soporte de los puntos extremos de este conjunto, aho-
ra identificaremos algunos de estos puntos extremos y veremos que generan al resto
del conjunto imponiendo una topologia apropiada. Para esto identificaremos al con-
junto de medidas doblemente estocéasticas con una clase de operadores lineales en
L,. Esta clase de operadores es la generalizacién de los operadores lineales inducidos
por matrices doblemente estocéasticas para los casos finito e infinito numerable, esto
es, si P es una matriz estocdstica finito o infinita el operador inducido por P es el
operador lineal definido por T'f := fP, donde f pertenece a R™ o a {; segun sea el
caso. Definiremos los operadores estocasticos y doblemente estocasticos en L, y exa-
minaremos algunas propiedades de éstos. Estas propiedades también las cumplen los
operadores inducidos por matrices doblemente estocasticas finitas o infinitas. Vere-
mos ademas que todo operador con estas propiedades se puede identificar de manera
unica con una medida doblemente estocéastica. Dotamos entonces al conjunto de ope-
radores doblemente estocasticos con las topologias fuerte, y débil de operadores para
demostrar la versiéon infinita no numerable del teoremoa de Birkhoff-von Nuemann.

Trabajaremos en los espacios Ly,[0, 1] con la medida de Lebesgue, y con operadores
T:L,— L,

Definicién 5.19. Un operador lineal T' es positivo si y sélo si f > 0 implica que
Tf>0.

Definicién 5.20. Un operador lineal acotado T : L; — L es estocdstico si T es
positvoy [Tf = [ f para toda f € L,

Esta definicion es consistente con la de matrices estocdsticas. Reemplazando la
integral por sumas de entradas, una matriz es estocdastica si y sélo si cumple esta
propiedad (ver Teorema 5.15, el caso finito es igual).

SiT: L, = L, 1 <p < oo es un operador lineal acotado podemos definir
T': L, — L, con }1) +% = 1, por la relacion (¢, 7 f)r,-r, = ("9, f)1r,~1,, donde
(fs 9,1, = [ fgcon f e Ly, g€ L,y lo llamamos operador transpuesto de T El
operador T es andlogo al operador inducido por la matriz transpuesta de los casos
finito y numerable. En lo que sigue denotaremos por 1 a la funcién constante 1.

Teorema 5.21. Sea T : L — Ly un operador lineal acotado y positivo. T es es-
tocdstico si y solo si T'1 = 1.
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Demostracion. Supongamos que T > 0y que [Tf = [ f paratoda f € Ly. Entonces
(T'1,f)y = (L,Tf) = [Tf = [f=(1,f) para toda f € Ly por lo tanto T!1 = 1.
Ahora, si T >0y T'1 =1, entonces fo (1, Tfy=(T"1,f) = = [ f para
toda f € L1 y por lo tanto T es estocastico. O

Teorema 5.22. Sea T, un operador lineal acotado en L,, 1 < p < co. Si T, > 0,
entonces T, > 0 y |T}g| < ||glle para toda g € Lo y por ende T" : Loy — Log

Demostmcz’én Si T, > 0 entonces TpXA > 0 para todo A medible. Sea g € L, C Lq,
1———i- . ¥ g > 0. Entonces (g, T,xa) = [gTyxa >0,y 0 < (Tlg,xa) = [, T}

para todo A medible. Esto implica que T7g > 0. Luego, como [g] < [|g]ls entonces
Trgl < T}lgl < TH9llee = ll9lloe ya que T,g manda constantes en constantes. O

Teorema 5.23. Si T es un operador estocdstico entonces T esta definido en L
Demostracidn. Por el Teorema anterior |T%g| < ||g||o para toda g € L. O

Definicién 5.24. Un operador estocédstico T' es doblemente estocastico si existe E
un operador estocdstico tal que E|, = T".

Teorema 5.25. Si T es un operador doblemente estocastico, entoncesT' : Lo — Lo

Demostracion. Sean T doblemente estocdstico y E estocéstico tal que E = T en
L. Entonces E' : Ly, — Lo, y E'1 = 1. Sea g € Ly. Tenemos que (E'g, f) =
(9, Ef) ={g,T'f) = (T'g, f) para toda f € Ly. Por lo tanto, T = E': Ly, — Ls. E*
es continuo en un subconjunto denso de L; y por lo tanto se extiende a un operador
acotado en en L. Esta extensiéon es igual a T en L, por lo que esta extensién debe
ser T'. O

Teorema 5.26. T' es un operador estocdstico conT'l =1 si y solo si'T es doblemente
estocastico.

Demostracion. Por cada operador lineal positivo y acotado, T', definido en Ly, T" se
extiende a un operador lineal positivo y acotado E definido en L;. Supongamos que
T1 =1, entonces [Ef = [T'f = [(T1)f = [ f para toda f € L;. Entonces E es
estocastico y por lo tanto T" es doblemente estocéstico. Si T es doblemente estocastico
entonces es estocdsticoy [T'f = [ f para toda f € Ly. Entonces [T1f = [ f para
toda f € Ly y por lo tanto T'1 = 1. m

En los casos finito e infinito numerable es inmediato identificar los operadores
estocésticos y doblemente estocdsticos con medidas en {1,...,n} x {1,....,n} y Nx N
respectivamente, si (p;;) es la matriz que induce a un operador entonces p(i, j) := pi;
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define una medida en estos espacios. Notemos que para el caso de los operadores
doblemente estocdsticos las medidas marginales son uniformes. Ademads cualquier
medida con marginales uniformes en estos espacios se puede asociar con una matriz
doblemente estocastica y por lo tanto con un operador doblemente estocastico.

En el caso infinito no numerable tambien es posible esta identificacién, las medidas
con las que identificamos los operadores doblemente estocésticos son las medidas
doblemente estocasticas definidas en el Capitulo 2. Es decir, medidas de probabilidad
definidas en I x I = [0, 1] x [0, 1] tales que p(A x I) = pu(I x A) = m(A). El siguiente
teorema nos dice como es esa correspondencia.

Teorema 5.27. Sea T un operador doblemente estocdstico y p una mediada do-
blemente estocdstica. La relacion u(A x B) = f] XxaT\, para todos borelianos A y
B, define una correspondencia biyectiva entre el conjunto de operadores doblemente
estocasticos y el de medidas doblemente estocdsticas.

Demostracion. Sea p una medida doblemente estocastica. Sea g € Loo(m) y f una
funcién simple en L;(m). Como

/1 IXA(f)dM(xay) = / Xaxi(x,y)du(x,y) = u(A x I) =m(A)

IxI
~ [ xawydm(z)
I
entonces

/zxff(x)d“(“"’y) = /[f(x)dm(x)

para toda funcion simple. Por argumentos de aproximacion por funciones simples
usuales tenemos que

/IXI f@)dp(z,y) = /IXI fy)du(z,y) = /[f<x)dm(x)

para toda f € Li(m).
Sea g € Lo(m), g > 0, definimos

Entonces

G (y)] S/I N @gwldn(e.y) < HgHoo/I | (@)ldp(z, y) = [|gllool | £l

x1
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Asi que G es un funcional lineal acotado y por lo tanto continuo en L, entonces por
el Teorema de representacion de Riesz (Teorema A.4 del apéndice) existe h € Lo, tal
que G(f) = (f, h) paratoda f € L. Definimos T* : Ly, (m) — Lo (m) por T*(g) = h,
de modo que

G(f) = f@M@MMmyﬁzzf@M@Mm®%=zf@ﬂ%@Mm@)

IxI

Como G(f) > 0 siempre que f > 0y como g > 0, tenemos que T%g > 0. Entonces
T es positivo. Ademés

mna[g@wmm:/mwmwzujwzzwmwmw

1

para toda g € Lo, por lo que T'1 = 1. Luego si g = 1 entonces [, , f(z)ldu(z,y) =
[; fx)dm(z) = (f, T1) = [, fT"dm(z) para toda f € L; por lo que T'1 = 1.
Tenemos entonces que 7% : Lo, — Loy, estalque T >0y T1 =T% =1, y por lo
tanto 1" es doblemente estocastico.

Por otra parte supongamos que 7' es doblemente estocastico y definamos para
borelianos A y B la funcién A(A x B) = [, xaTxpdm. Entonces X es finitamente
aditiva. Ademas como T es doblemente estocastico tenemos que

MA X T) —/XATX[_/XA_m(A)

MI x A) = /X[TXA:/TXA :/XA =m(A),

donde m es la medida de Lebesgue. Como la medida de Lebesgue es regular, para cada
boreliano A y € > 0 existen compactos Ay C Ay By C B tales que m(A—Ay) <ey
m(B — B;y) < e. De modo que para el compacto A; x By C A x B,

M(AXB)— (A1 x By)) < AMAX (B—=By))+ A(A—A4)) x B)
<ANI X (B—=By))+M(A—=Ay) x 1)
=m(B— B1) +m(A— A;) < 2e.

Por lo tanto A es regular en los rectangulos medibles de en I x I, por el teorema de
Alexandroff (A.5 en el Apéndice) A es contablemente aditiva, y por el Teorema de

extensién de Hahn (A.6 en el Apéndice) tiene una unica extension a los borelianos
de I x I. O
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Observacion 5.28. El teorema de Douglas-Lindenstrauss tambien caracteriza los pun-
tos extremos del conjunto de operadores doblemente estocésticos.

Definicién 5.29. Una funcién ¢ : [0,1] — [0,1] es preservadora de medida si
m(¢~1(A)) = m(A) para todo conjunto medible A.

Proposicion 5.30. Si ¢ : [ — I es una funcion preservadora de medida, si para toda
[ € Ly definimos Ty,(f) := fo¢, entonces Ty es un operador doblemente estocdstico.

Demostracion. Si f > 0 entonces f o ¢ > 0 por lo que T}, es positivo. Luego para
todo A C I medible se tiene que [ Tyxa(z)dm = [ xa 0 ¢(z)dm = [ xp-1(a)(x)dm =
m(¢p~(A)) = m(A). Se sigue que que para toda funcién simple f, [T, fdm = [ fdm.
Y por argumentos de aproximacion por funciones simplies que f Tyfdm = f fdm
para toda f € L;. Ademas, T;,1 = 1 por lo tanto T}, es doblemente estocastico. [

Denotaremos por D al conjunto de operadores doblemente estocésticos.

Proposicién 5.31. Sea ¢ : [ — I una funcion preservadora de medida. Entonces
T, es punto extremo de D.

Demostracion. Supongamos que Ty = %(Tl + T5) donde T; y Ty son doblemente
estocdsticos. Entonces Tyxa = Xg-14 = %T1XA + %TQXA. Entonces si ¢(z) € A,
2 =Tixa(x) + Toxa(z) y Tixa(z) = Toxa(x) = 1. De manera similar, si ¢(z) ¢ A
entonces Tixa(x) = Toxa(z) = 0. Entonces Tixa = Toxa = Xg-14 = TpA y Ty es
extremo. O

Definicién 5.32. Un operador doblemente estocédstico T es un operador de permu-
tacion si 'y sélo si existe una funcion preservadora de medida invertible ¢ : [ — I
para la cual T'= f o ¢.

Denotaremos por P al conjunto de operadores de permutacion.

Para el caso continuo hay operadores extremos que no son operadores de per-
mutacién. Por ejemplo, operadores inducidos por transformaciones preservadoras de
medida no invertibles. Sin embargo, mediante la eleccién de una topologia adecuada
el conjunto de operadores doblemente estocasticos es el casco cerrado convexo del
conjunto de operadores de permutacion, lo que seria la version no numerable del
Teorema de Birkhoff.

Definiciéon 5.33. Sean X y Y espacios de Banach (métricos y completos), y sea
B(X,Y) la clase de todos los operadores lineales y continuos B : X — Y. La top
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ologia fuerte de operadores en B(X,Y") es la topologia definida por la base de vecin-
dades
N(T;Ae):={S € B(X,Y): (T -9z <exe A}

donde A es un subconjunto finito arbitrario de X, y € > 0 arbitraria.
La topologia débil de operadores en B(X,Y) es la topologia definida por la base de
vecindades

N(T;A,B,e) :={S € B(X,)Y) : |[y"(T — S)z| <e,x € A,y* € B}

donde A y B son subconjuntos finitos arbitrarios de X y Y™ respectivamente, y € > 0
arbitraria.

Entonces una sucesién {T,,} converge a T' en la topologia fuerte de operadores si
y s6lo si la sucesién {T,,x} converge a Tx para todo x € X. Y converge a T en la
topologia débil de operadores si y s6lo si {y*T,,x} converge a y*Tz para todo y* € Y*
y para todo x € X.

Definiciéon 5.34. Sea B el espacio de Banach de operadores lineales 7" : L, — L,,
1 < p < 0. La topologia fuerte de operadores en B es la topologia para la cual T,
converge a 1" siy s6lo si || T, f — T f]| converge a cero para toda f € L,,. La topologia
débil de operadores en B es la topologia para la cual T,, converge a T si y solo si
(9. Tnf)ry—1, — (9. T f)r,~1,| converge a cero para toda f € L, y para toda g € L,
1,1

st,=1

Veremos primero que P es denso en D en la topologia débil de operadores. Se
seguird del hecho que cerradura de convexos en las topologias fuerte y débil de
operadores coinciden ([DS58] p. 477) que D es el casco cerrado convexo de P.

Lema 5.35. P es denso en D en la topologia debil de operadores.

Demostracion. Una base para la topologia debil de operadores en D esta dada por
conjuntos basicos de la forma

{T : |{fx,Tgr) — (frx,Sor)| < e, k=1,...,n}

donde f}, gr varian sobre un conjunto denso de Ly y € > 0, y S € D. Tomaremos fj
v gr continuas. En este caso son acotadas y dado que € es arbitrario las tomaremos
acotadas por 1. Sea S € ID. Mostraremos que existe 7T}, en un basico. Sean A y A4 las
medidas doblemente estocasticas asociadas con S y T}, respectivamente. Definamos
hi(z,y) = fu(x)gr(y), k = 1,...,n. Entonces hy es uniformemente continua en I x I.
Entonces

<fk;Sgk>:/ (2, y)d\

IxI
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(fr: Tpgr) —/ hi(x, y)dAs.

IxI

Dado que cada hj, es uniformemente continua en I x I, podemos encontrar I, I, .../
intervalos disjuntos tales que I = J._, I, y tales que hy no varfa mas de € en cada
rectangulo I; x I;, 1,5 =1, ..., s.

Como A es doblemente estocastica, podemos escoger para cada i = 1, ..., s, con-
juntos medibles disjuntos X;; C I; tales que m(X;;) = A(f; x I;). De manera similar,
para cada j = 1,...,s podemos encontrar conjuntos medibles disjuntos Y;; C I;
tales que m(Y;;) = A(L; x I;). Entonces para cada i y j existe una funcién preser-
vadora de medida invertible (ver Teorema A.10 del apéndice) ¢;; : X;; — Y;; pues
m(X;;) = m(Y;;) para toda ¢, j. Definimos ¢ como

Qb(l’) = ¢Z](I) T € XZ]

Entonces ¢ : I — I es invertible y preservadora de medida, mostraremos que Ty
estd en un bésico. Dado que ¢;; : X;; — Yi; C I; y dado que [; = |J)_, X, se sigue
que

Mo(L x I;) =m(LN ¢ ) = m(Xy;) = MI; x I).

/ hiedAg — / hde‘
IxI IxI

/ hidAy — / hid\
IiXIj LL‘XIJ'

< zs: E[)\¢(IZ X [J) + )\(Iz X IJ)] + |)\¢(Iz X [J) — )\([Z X I]>|

,j=1

=26 Y AT x I) = 2e.

1,j=1

Entonces

|(frs Togr) — (fr, Sgr)| =

<>

3,j=1

Teorema 5.36. D = ¢¢(IP) en la topologia fuerte de operadores.

Demostracion. Probaremos que D es compacto en la topologia débil de operadores en
el espacio de Banach de operadores lineales acotados en L,, 1 < p < oco. Dado que los
operadores doblemente estocasticos pertenecen a este espacio para toda 1 < p < oo,
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basta mostrar que D es cerrado en la esfera unitaria. Como los conjuntos convexos
tienen la misma cerradura en la topologia débil y topologia fuerte de operadores, se
sesguird el resultado del Teorema de Krein-Milman.

Supongamos que T,, € Dy (g, T, f) converge a (g, 7 f) para toda f € L, y para
toda g € L, con %—l—% =1.81f >0y g > 0entonces (g, T, f) > 0 pues T, es positivo.
Entonces (9,Tf) = [¢Tf > 0 para toda f € L,, g € L,. Tomando g = x4 entonces
para todo conjunto medible A se tiene que T'f > 0 cuando f > 0. Entonces T es
positivo. Tomando g = 1, entonces [ T,,f converge a [Tf = [ fpues [T,f = [ f
para toda n. Ademas T'1 = 1 pues 7,1 = 1 para toda n. Entonces T € D y D es
cerrado en la topologia débil. Entonces ID es compacto y por el Teorema de Krein-
Milman es el casco cerrado convexo de sus puntos extremos en la topologia débil.
Entonces es el casco cerrado convexo en la topologia fuerte. Como P es denso en D
en la topologia fuerte se sigue que D = cc(P). ]
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Apéndice A
Apéndice

A continuacion se enuncian los teoremas que son usados en varias de las demos-
traciones de este trabajo y las referencias de donde se pueden consultar las demos-
traciones.

Teorema A.1. Sean B un conjunto convexo y cerrado en un espacio localmente
convezo X y xg € X — B. Entonces existe f € X* tal que |f(z)| < 1 para todo
x € B, pero f(xg) > 1.

Demostracion. En [Rud91] p. 61. O

Teorema A.2 (Radon - Nikodym). Sea p una medida o-finita en en espacio medible
(X, Y). Sea v una medida finita, absolutamente continua respecto a p. Entonces para
alguna h € Ly(p),

V() / hy
E
para todo E € Y.
Demostracién. En [Dud89] p. 134. O

Teorema A.3 (Hahn-Banach). Sean M es un subespacio de un espacio vectorial
topologico localmente convexo X y xy € X. Si xg no esta en la cerradura de M,
entonces eziste f € X* tal que f(xg) =1 pero f(x) =0 para toda v € M.

Demostracion. En [Rud91] p. 60 O
Teorema A.4 (Representaciéon de Riesz). Para cualquier espacio de medida o-finito

(X,2, 1), 1 <p<oo con 217 + % =1, la funcion T definida por

T,(f) = / Fodu = {f.q)z, 1,
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es una isometria lineal de (Lg, [|.|]) en (L5, [.][5)
Demostracion. En [Dud89] p. 162. O

Teorema A.5 (Alexandroff). Sea p una funcion con valores reales, regular, acota-
da y finitamente aditiva, definida en un dlgebra 3 de subjuconjuntos de un espacio
topolégico compacto S. Entonces p es contablemente aditiva.

Demostracion. [DS58] p. 138. O

Teorema A.6 (Extensién de Hahn). Toda funcion p contablemente aditiva definida
en un dlgebra de subconjuntos 32 con valores en los reales extendidos tiene una exten-
sion al o-dlgebra generado por ¥. Si ademds ju es o-finita en X2 entonces la extension
es unica.

Demostracion. [DS58] p. 136. O

Teorema A.7 (Teorema de Densidad de Lebesgue). Seas m la medida de Lebesgue,
A C [0,1]% un conjunto Lebesque medible y B(x,r) la bola con centro en x vy radio r,
entonces para casi todo x en A.

lim m(AN B(x,€))

By

A los elementos de A que cumplen esta propiedad se les llama puntos de densidad
de Lebesque de A.

Demostracion. En [Rud86] p. 141. O

Teorema A.8. Sea X un espacio vectorial topologogico y F un espacio vectorial de
funcionales lineales que separa puntos de X. Sea T es la topologia mas débil que hace
continua a toda f € F. Entonces (X, T) es un espacio localmente convexo cuyo dual

X* = Fx.
Demostracion. [Rud91] pp. 62-65. O

Teorema A.9. Sean X, Y dos espacios de Banach. Sea B(X,Y) el conjunto de
operadores lineales T : X — Y. Entonces un conjunto convexo en B(X,Y) tiene
la misma cerradura en la topologia débil de operadores que en la topologia fuerte de
operadores.

Demostracion. En [DS58] p. 477. O
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Teorema A.10 (Sirkoski). Sea (X, A, p) un espacio de medida con conguntos nulos,
y sea ® un homeomorfismo de o-dlgebras de medidas de la familia B de borelianos en
0,1] a la o-dlgebra A, con ®(]0,1]) = X. Entonces existe una transformacion medible
de X en [0,1] tal que para todo B € B ¢~'[B] estd en la clase de equivalencia de
d[B].

Demostracion. En [Roy88] p. 397. O
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