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Introduccion

Comencemos con un ejemplo clasico y bien conocido para motivar el concepto
de completacién de espacios. Sabemos que el conjunto de los nimeros racionales Q
con la métrica usual d(z,y) = |z —y|, =,y € Q no es completo. Es decir, no toda
sucesion de Cauchy (z,,)n>1 € Q converje en Q. Sin embargo, si consideramos a los
nameros reales R, es bien conocido que R si es completo con la métrica usual; mas
atin, Q c Ry Q es denso en R con la métrica euclideana o usual. En este sentido
podemos decir que el espacio R es la completacién de Q donde d es la extensién de
la métrica d y preservamos las mismas propiedades de Q en R.

Entonces, la idea general de la completacién de un espacio X es construir un
espacio X que tenga al menos las mismas caracteristicas que X, pero donde princi-
palmente X sea completo. No siempre es posible, como en nuestro ejemplo previo,
tener que X < X, pero en esencia esto serd posible mediante un isomorfismo o
isometria, de tal modo que bajo dicho isomorfismo (o isometria, segiin sea el caso),
X sea un espacio denso en X. Es asf que la completacién del espacio X tiene ahora
ventajas evidentes respecto al espacio original.

Un espacio métrico (X, d) tiene por completacién un espacio métrico completo
()?,a?) tal que X es isométrico a un subespacio denso X, de X. Las ventajas y
aplicaciones que tiene un espacio métrico completo son numerosos. Por ejemplo,
una aplicacién de la completacién es el principio de funciones contractivas, el cual
es una técnica muy Gtil para demostrar la existencia y unicidad de varios teoremas
referentes a soluciones de algunos tipos de ecuaciones diferenciales e integrales. Una
consecuencia muy importante es el conocido Teorema de Barie, el cual afirma que

para un espacio métrico completo X y una sucesién (F,),=1 de subconjuntos abiertos
AL

y densos en X, se tiene que (] F,, es denso en X. Una aplicacién del Teorema
n=1

de Baire es la existencia de funciones continuas en todas partes, pero que no es
diferenciable en ningin punto.
Para el caso de un espacio normado (X, | |), la respectiva completacién resulta
ser un espacio de Banach y un espacio con producto interno (X,{ }) tiene por
completacion a un espacio de Hilbert. Los espacios de Banach y los de Hilbert tienen
propiedades muy bondadosas y los resultados alrededor de ellos no s6lo son numerosos
sino importantes.
Un ejmeplo de espacios que no son completos de dimensién infinita es el algebra
de polinomios, siendo deseable su completaciéon. Ademas para el caso de un algebra
topolégica X con multiplicacién continua, veremos que su completacién X es un
algebra topoldgica con multiplicacién continua, sin importar si el algebra topoldgica
es conmutativa o no. Con la completacién del algebra topolégica, nos referimos a la
completacién del epacio vectorial topolégico subyacente del algebra X.

Asi, en este trabajo abordaremos la completacién de espacios métricos, normados
y espacios con producto interno, para después considerar completaciones de espacios
vectoriales topoldgicos. En este sentido, veremos que la completacién de algebras
topoldgicas (conmutativas o no conmutativas), nuevamente son algebras topoldgicas
con multiplicacién continua, siempre y cuando el algebra topoldgica original tenga
multiplicacién continua. Finalmente, discutiremos algunas situaciones alrededor del
Teorema de Gelfand de algebras conmutativas; particularmente si tienen o no unidad y
cémo definir una norma adecuada equivalente a la norma obtenida por la unitizacién.



Sabemos que no todo espacio métrico (X, d) es completo. Sin embargo, lo pode-
mos completar en el sentido que describimos en la Introduccién y que construiremos
a continuacién.

Definiciéon 1. Sea (X,d) un espacio métrico. Definimos el conjunto de todas

las sucesiones de Cauchy en (X, d) por €(X,d). Decimos que dos sucesiones de

Cauchy = = (T)n=1 ¥ ¥ = (Yn)nz=1 son equivalentes si lim d(x,,y,) = 0; en ese
n—o0

caso escribimos x ~ y. Notemos que ~ es una relaciéon de equivalencia. En efecto:

1. Sea z € €&(X,d) y x = (xy)n=>1. Como d(zn,x,) = 0, V n = 1, entonces
lim d(zp,x,) =0, es decir z ~ z.
n—ao

2. Sean z,y € €(X,d), donde x = (2)n>1, ¥ = (Yn)n>1. Supdéngase que x ~ y.
Dado que d(xn, yn) = d(yn, zn), ¥ n = 1, entonces,

lm d(2,,yn) = 0= lm d(y,,zn),
n—oC n—oL
es decir, y ~ x.

3. Sean x,y,z € €(X,d) y supéngase que z ~ y y y ~ z. Notemos que

d(:l?n, Zn) < d(znayn) + d(yna Zn)7 Vn=l,

de donde
nh_r)n/v d(zy, 2,) < nh_r)nL d(zy, yn) + nh—I}lL A(Yn,s zn)
=0+0
=0,
por lo que = ~ z.
Definimos el espacio cociente
X =¢(X,d)/ ~.

Para un elemento x € €(X, d), denotamos su clase de equivalencia por T y para
x € X, definimos a {x) € X como la clase de equivalencia de la sucesion constante
z, la cual obviamente es de Cauchy.

Observacién 2. Sea (X,d) un espacio métrico. Si z,y € €(X,d), donde = =
(Zn)n=1 Y ¥ = (Yn)n>1, entonces la sucesion de reales (d(wn, yn))n>1 es conver-
gente. En efecto, para cualquier m, n, tenemos que

d(.’lﬁm, ym) - d(x'm yn)

< |d@ms Yon) = A yn)| + |, y) = (0, y)
< d(Tms Tn) + A(Ym, Yn)-

Para un espacio métrico (X, d) y x,y € €(X,d), podemos definir

5('1:’ y) = HH}/ d(xnvyn)



Proposicion 3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces,

1. La funcion 6 : €
a) 6(x,y) =
b) 0(z,y) < d(x,2) +40(z,y), V,y,z € €X,d)

)
)
¢) Sid(z,y) = 0, entonces x ~ y
d)

(X,d) x €(X,d) — [0,0), tiene las siguientes propiedades:
6(y, ), ¥V x,y e ¢(X,d)

Siz,a',y,y € €(X,d) tales que x ~ 2’ y y ~ ¢/, entonces
(z,y) = 0(«,y").
2. La funcién d : X x X — [0, ), definida por
d(#,7) = 6(z,y), ¥ 2,y € €(X,d),
es una métrica en X.

3. La funcién ¢ : X — X, definida por z — {(x) es una isometria en el sentido
de

d((xy, () = d(z,y), ¥,y € X.
Demostracion:

1. Sean z,y € €(X,d) y 0(z,y) = Um d(xn,yn)
n—xKC

a) Se sigue del hecho de que d(zp,yn) = d(yYn, zn), VN =1

¢) Directamente de la definicién.

d

)
b) Por la desigualdad del triangulo de d, se tiene lo pedido.
)
) Como

entonces d(x,y) < 6(2',y’). Analogamente tenemos que §(z’,y’) <
5(z,y).

2. Se sigue directamente del inciso anterior:

a) d@7) =6z, y) =6y, x) = d(7,%), V.7 X.

b) Sean Z,7,Z € € X, entonces

c) Si d(%,7) = 0 = 6(z, y), entonces z ~ y, de donde ¥ = 7. Inversamente,
si T = g, entonces x ~ y, y por definicién §(z,y) = 0 = d(Z, 7).

Por lo tanto d es una métrica en X.



3. Para toda z € X, la sucesién (z,,)n>1, donde x,, = z, ¥ n > 1, es claramen-
te de Cauchy, la cual podemos escribir como (x),>1. Entonces por notacién

tenemos que (x),,-, = (z). Por lo tanto

~

d(z,y) = 6(Cx), <yp) = d({x) . (y))-

Proposicion 4. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces,

1. Para cualquier sucesion de Cauchy x = (z,,)n>1 € X, se tiene que
lim (x,) =7, en X.
n—oo

~

2. El espacio métrico ()~( ,d) es completo.
Demostracion:

1. Para cadan > 1, tenemos que

~

d{zpy,T) = lm d(xn, ).

m—i

Tomando un € > 0, y escojemos un N, tal que
AT, xm) <€, ¥ m,n = N,

entonces,

d((zny, %) <€, V1= N,

de donde tenemos que

lim d({zy),%) = 0.

n—>xL
2. Sea (pi)k=1 una sucesion de Cauchy en X. Por el inciso 1), podemos escoger

para cada k > 1, un elemento z; € X tal que

~

Aoy o) <

Entonces afirmamos que la sucesién
(zk)k=1 es de Cauchy en X. (1)

En efecto, para k > £ > 1, tenemos que

d(zy, o) = d({zry, (xe))
(e, pr) + d(pr, pe) + d(pe, {xe))

14

N
.

14

2
(P> pe) +

< 5"

U

Esto implica que

lim ( sup d(wk,xg)) < lim ( sup 67(plmpé)) =0,

N-ox \ =N X Nk =N



por lo que = (k)k>1 es de Cauchy y se demuestra la Afirmacién 1.

Ademas, tenemos que: R
lim py, =7, en X. (2)

n—L

Para ver esto, observemos que para £ > k > 1, tenemos la desigualdad

~ ~ ~ 1
d(pr, (xe)) < d(pr, <o) + d{zip (20)) < o + d(zk, 2)-
Tomando un € > 0, y escogemos un N, tal que
d(zg,xe) <€, ¥V k, = N,

entonces la desigualdad anterior implica que

~ 1
dlpr, (ze)) < 5 + 6 V= k > Ne.

Si mantenemos k > N, fijo y usando el inciso 1), tenemos que:

~ . 1
d(pr, ) = lim d(pk,{ze)) < o +€ ¥ k> Ne.

Esto demuestra que

lim d(pg, T) = 0,
k—oC

lo que demuestra la Afirmacion 2 y que (pg)r=1 converge a 2.

Definicion 5. El espacio métrico ()N(7 (7), se llama la completacion de (X, d).
Esta completacion tiene propiedades universales que veremos a continuacion.

Definicién 6. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion f: X - Y
se dice que es una funcion de Lipschitz, si existe una constante C' = 0, tal que

p(f(@), f(@') < C-dw,a!), ¥ 2.2’ € X.
A la constante C, se le llama constante de Lipschitz para f.

Proposicién 7. Sea (X, d) un espacio métrico y (X, d) su completacion. Si (Y, p)
es un espacio métrico completo y f : X — Y es una funcién de Lipschitz con
constante de Lipschitz C' > 0 para f, entonces existe una tnica funcion continua

f: X —>Y, tal que

f) = fz), Voe X

Mas atn, f es de Lipschitz con constante de Lipschitz C.

Demostracion: Sea x = (x,)p>1 € X una sucesion de Cauchy. Como
p(f(l'm),f(l’n)) < O ) d(ﬂj‘m,l’n), v mvn > ]-7

es obvio que (f(a:n))n>1 es una sucesién de Cauchy en Y'; al ser Y completo, esta
sucesion converge en Y. Definamos entonces,

p(@) = lim f(z,).

n—>ao



De este modo hemos construido una funcién ¢ : €(X,d) — Y.
Tenemos entonces que:

v~ = o) = (). (3)

En efecto, si @ = (Zn)n>1 Y ' = (2))n>1 en €(X,d), entonces la propiedad de

Lipschitz implica que

por lo que usando el hecho de que lim d(x,,z]) = 0, tenemos que

n—o0

lim p(f(xn), f(2,)) = 0.

n—oo

Esto implica que
lim f(z,) = lim f(z).

n—>a n—xLC

Habiendo demostrado la Afirmacién 3, definamos a f: X >, por

~

f(@) = p(x), YV zee(X,d).

Claramente,

f(x)) = f(x), Ve X.
Verifiquemos que f es de Lipschitz con constante de Lipschitz C. Sean p,p’ € )Z',
representados por p = ¥ y p’ = &, para dos sucesiones de Cauchy z = (2, )pz1, 2’ =
(2,)n=1 € X. Usando la definicién, tenemos:

~

fp) = 1tm f(z,), JO) = 1m f(a],).

n—o0 n—w

Esto implica que

p(f(p), F(P") = lm p(f(z,), f(z7,)).

n—>aL

Notemos ademas que

p(f(zn), f(ah)) < C-d(zn,ah), Y n =1,

de donde tomando limites, obtenemos:

p(f(p). f(#)) = lm p(f(zn), f(2})) < O lim d(zn,27,) = C - d(p,p).
Finalmente, veamos que ]?es anica. Supongamos entonces que F': X - Y es otra
funcién continua tal que F({z)) = f(x), V x € X. Sea p € X, representada por
p = T, para alguna sucesion de Cauchy z = (z,)n>1 € X. Como

lim {z,>=p en X,
n—oC

por continuidad tenemos que,

F(p) = lim F(<xn>) = Jgr}ﬁf(xn) = go(x) = (p)

n—oc



Corolario 8. Sean (X, d) un espacio métrico, (Y, p) un espacio métrico completo
y f: X — Y una funcién isométrica, es decir,

p(f(z), f(z) = d(z,2'), ¥V z,2" € X.

Entonces la funcién f : X — Y, dada en la Proposicién 7 es isométrica y f(;( ) =

f(X).

Demostracién: Veamos primero que f(X) =
existe una sucesion (z,),>1 € X tal que lim f(x

f(X). Sea y € f(X). Entonces
n) =y. Como (f(zn)), ., es de

Cauchyen Y,y

d(Tm, Tp) = P(f(xm)a f(xn))a Vm,n=1,

la sucesién © = (z,,)n>1 es de Cauchy en X. Entonces,

~

y = lim f(a,) = F(@).

n—xL

Finalmente, demostremos que f es isométrica. Sean p,q € X representados por
p=1Tvyq=Z, para sucesiones de Cauchy z = (2,,)n>1 Y 2 = (2n)n>1 en X. Por
construccién, tenemos que:

p(F0). F(@) = lim o(F(Gad), ()
= lim P(f(xn)vf(zn))

n—xLC

= i d(@n, zn)

=d(%,3)
=d(p,q).
|

Corolario 9. Si (X, d) es un espacio métrico completo y X es su completacion,
entonces la funcion ¢ : X — X definida por z — {x) es biyectiva.

Demostracion: Consideremos la funcién idy : X — X y usando el Corolario 8,
obtenemos |a funcién idy : X —> X que es isométrica y biyectiva. Como claramente,
la funcién idy es inversa izquierda de 4, entonces i es también biyectiva. |

Si el espacio en cuestion es un espacio normado o con producto interno, entonces
de forma similar a lo descrito anteriormente para espacios métricos, podemos com-
pletarlos y sus completaciones seran espacios de Banach y de Hilbert repectivamente.

Teorema 10 (Completacion de espacios normados). Sea (X,|| |) un espacio
normado. Entonces existe un espacio de Banach X y una isometria ¢ de X sobre
Xp, donde Xy es un subespacio denso de X. El espacio X es tnico salvo por
isometrias.

Demostracién: Sabemos que toda norma induce una métrica en X :

d(z,y) = |z =yl



Por la Proposicién 4 y el Corolario 8, existe un espacio métrico completo ()Z' )y
una isometria ¢ : X — o(X) = Xy, donde X = go(X) c X esdensoen X y X
es Gnico salvo isometrias. En este caso faltaria hacer a X en un espacio vectorial y
luego introducir una norma adecuada.

Para definir en X las dos operaciones algebraicas de un espacio vectorial, conside-
remos T,y € X arbitrarios y cualesquiera representantes (z,)n>1 € T Y (Un)n>1 € J-
Recordemos que Z y 4 son las clases de equivalencia de las sucesiones de Cauchy en
X. Sea z, = x,, + Yn. Entonces (z,,)n>1 es de Cauchy en X ya que

lzn = 2mll = 120 + Yn — (@m + Yyl < (20 — 20l + Y0 — Yl -

Definamos la suma Z = 2+ 4 de T y § como la clase de equivalencia tal que (z,,)n>1
es representante; por lo tanto (z,),>1 € Z. Esta definicién es independiente de la
eleccién de la sucesién de Cauchy que estd en T y §. De hecho, la Definicién 1
demuestra que si (2,)n=1 ~ (2)nz1 Y (Gn)ns1 ~ ()ns1, implica que (2, +
yn)n>1 ~ (CC% + y%)n?h ya que

[n +yn = (@ + vl < lzn =20 + Jyn = v

Similarmente definimos el producto ai € X del escalar y Z como la clase de
equivalencia que tiene por representante a (ax,)n>1. Nuevamente, esta definicién
es independiente de la eleccién del representante de ¥. El elemento cero de X es la
clase de equivalencia que contiene a todas las sucesiones de Cauchy que convergen a
cero. Con estas dos operaciones definidas tenemos que X es un espacio vectorial. Se
sigue directamente de la definicion que en Xy = ¢(X), las operaciones de espacio

vectorial inducidas por X, coinciden con aquellas inducidas por X a través de ¢.
Mas atn, ¢ induce en Xy = (X) una norma | |, cuyo valor en cada § =

o(x) € Xo es |[7]; = |lz] . La métrica correspondiente en X es la restriccién de d en
Xo ya que ¢ es isometria. Entonces podemos extender la norma | |; a X haciendo
2], = d(0,%), V ¥ € X. Es claro entonces que | |, es una norma en X. [ |

Lema 11 (Continuidad del producto interno). Si en un espacio con producto
interno se tiene que z, — =y y, — y, entonces {xy, yn» — {T,y).

Demostracion: Usando la desigualdad del triangulo para nameros reales y la
desigualdad de Schwarz, tenemos:

< |<:L'n7yn _y>| + |<$n —x,y>|
< |zl lyn =yl + lzn = [ ly] =0,

vaquey, —y—->0yz, —x—0. |
Definicion 12. Un isomorfismo ¢ : X — Y, donde X y Y son espacios con pro-

ducto interno sobre el msimo campo es un operador lineal biyectivo que preserva
el producto interno, es decir, para todo x,y € X,

<¢JZ‘, ¢y> = <J§, Z/>-



Teorema 13 (Completacion de espacios con producto interno). Para todo espa-
cio con producto interno (X, < ») existe un espacio de Hilbert X y un isomorfismo

p: X - Xy = ¢(X), donde X; es un subespacio denso de X. El espacio X es
unico salvo isomorfismos.

Demostracion: Sabemos que un producto interno induce una norma:

|z = /<, ).

Por el Teorema 10, existe un espacio de Banach X y una isometria ¢ de X sobre
©(X) c X donde ¢(X) es denso en X. Por continuidad, bajo dicha isometria, hay
una correspondencia en las sumas y multiplicaciéon escalar entre los espacios X y
©(X), de tal forma que ¢ es también un isomorfismo tomando a X y ¢(X) como
espacios normados. El Lema 11 demuestra que podemos definir un producto interno
en X dado por:

<%> g> = lim <xn7 yn>7
n—ol

donde (z,)n>1 Y (Yn)n=1 Son representantes de T,y € X respectivamete. Haciendo
uso de las identidades de polarizacién® observamos que ¢ es un isomorfismo de X
sobre (X)), ambos considerados como espacios con producto interno.

El Teorema 10 también garantiza que X es (nico salvo isometrias, es decir, dos
completaciones de X, X y X' estan relacionadas por una isometria v : X - X',
Usando el mismo argumento cuando consideramos ¢, concluimos que v debe ser un
isomorfismo del espacio de Hilbert X sobre el espacio de Hilbert X". |

Pensemos ahora en un espacio vectorial topolégico X. Si quisiéramos comple-
tar este espacio, necesitariamos pensar de forma analoga a como lo hicimos con los
espacios métricos, sin embargo, en lugar de considerar sucesiones de Cauchy ne-
cesitariamos filtros de Cauchy, los cuales definiremos mas adelante. Antes de ello
recordemos algunas definiciones y resultados importantes respecto a los espacios
vectoriales topoldgicos para de ese modo exhibir la completaciéon X de un espacio
vectorial topoldgico.

Teorema 14. En un espacio vectorial topologico X, existe un sistema funda-
mental de vecindades del cero, R tal que:

1. Todo V € fR es absorbente
2. Todo V € R es balanceado

3. Para cada V € R, existe U € R, tal que U + U c V.

1Si X es un espacio con producto interno sobre R se tiene que:

1
@y = (le+yl* = e —yl?),

y para un espacio con producto interno X sobre C, se tiene:

1
Ré,9) = 5 o+ yl - |2 — o)

1 . .
S yy = (e + iyl =z —iyl?).

10



Inversamente, sea X un espacio vectorial sobre K y sea SR una base de filtro en
X que satisface las condiciones 1) a 3). Entonces existe un tnica topologia en X
para la cual X es un espacio vectorial topologico y para el cual R es un sistema
fundamental de vecindades del cero.

Proposicion 15. Un espacio vectorial topologico es Hausdorff si para todo a # 0,
existe una vecindad V del cero tal que a ¢ V.

Definicion 16. Sea X un espacio vectorial topologico y A — X. Un filtro .% en
A se dice que es un filtro de Cauchy si para toda vecindad U de 0 € X, existe un
Me Z, talque M — M c U.

Definicion 17. Sea X un espacio vectorial topologico. Dos filtros de Cauchy .#
v ¥ en X se dice que son equivalentes, .# ~ ¥, si y solo si para toda vecindad U
de 0 € X, existen Ae F y Be¥ talesque A— B c U.

Proposicion 18. Sea X un espacio vectorial topologico. La relacion dada en la
Definicién 17 es una relacion de equivalencia en el conjunto de todos los filtros
de Cauchy en X.

Demostracion: Sean .79 y A filtros de Cauchy en X.

1. Si % es un filtro de Cauchy, entonces para toda vecindad U del 0 € X, existe
un Ae Z tal que A — A c U, es decir, ¥ ~ .Z.

2. Si F ~ ¥, entonces para toda vecindad U de 0 € X, existen Ae F y Be¥
tales que A — B c U, de donde B— A < —U. Como —U y U son ambas
vecindades de 0 € X, entonces claramente ¥4 ~ %.

3. Sean U,V dos vecindades de 0 € X, talesque V +V c U. Sean ¥ ~ ¥ y
4 ~ H, entonces existen Ae #, BB’ €9 yCe s talessque A—BcCVy
B —C c V. Claramente tenemos que A— (BnB')cVy(BnB)—-CcV,
de donde,

A-Cc (A-=(BnB)+((BnB)-C)cV+VcU.

Por lo tanto, .# ~ 7.

Lema 19. Sea X un espacio vectorial topolégico. Entonces:

1. Sidos filtros en X, .% y ¢, convergen a un tnico puntoy % - xy 4 — ,
entonces . ~ 9.

2. Siel filtro .% es tal que F ~ ¥, donde 4 — z, entonces . — .
Demostracion:

1. Sean U y V, vecindadades del 0 € X, tales que V —V < U. Como .% converje
a x, entonces V + x € F, pues V + x es vecindad de x, de donde (V + z) —
(V 4+ z) c U, es decir, .Z es un filtro de Cauchy en X, y analogamente con
%; mas ain, como V + x esvecindadde xy V+2r€.F n¥,yaque F > x
y 4 — x, entonces lo anterior también implica que . ~ ¥.
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2. Supéngase que .# —» x, entonces existe un F’ € .7 (z) tal que para todo
FeZ FdF'.Como.Z# ~%, entonces para F' — x vecindad del 0 € X,
existen A € .7 y B € 4 tales que A— B c F’'—ux, generando una contradiccién,
pues A e &.

Proposicion 20. Si el punto x se adhiere al filtro de Cauchy % en un subcon-
junto A de un espacio vectorial topologico X, entonces .# — .

Demostracién: Sean V' y W vecindades del cero tales que W+ W < V. Entonces
existe A € & tal que A— A < W. Por otro lado, An (x + W) # &. Sea y €
An(x+W).Size A, entonces z —ye Wy

zey+Weca+W+Wcecax+V.

Porlotanto Acx+Vy.#% — . |

Lema 21. Sea X un espacio vectorial topologico y A ¢ X denso. Si todo filtro
de Cauchy en A converge a un punto en X, entonces X es completo

Demostracion: Sea % un filtro de Cauchy en X. La coleccién de todos los
conjuntos V + V', donde V € .% y V' es una vecindad balanceada del cero en X, es
una base de un filtro ¥ en X, ya que si U,U’' € % y V y V' vecindades balanceadas
del cero en X, entonces (UnU")+(V V') c(U+V)n (U +V'). Mas ain, ¥
es un filtro de Cauchy en X, ya que para cada vecindad balanceada V' del cero en
X, existe U € F tal que U — U c V y por lo tanto

U+V)—(U+V)cV+V+V.

Los conjuntos (U+V)nA # &, pues A es denso en X. Entonces ¢ induce un filtro de
Cauchy ¢4 en Ay por hipétesis ¥4 — x € X. x se adhiere a 4 y como ¥ es un filtro
de Cauchy, por la Proposicién 20, 4 — z. Porende 4 — %,y por lo tanto .% — x. B

Teorema 22 (Completacion de espacios vectoriales topologicos). Sea X un es-
pacio vectorial topologico. Si X es Hausdorff, entonces existe un espacio vectorial
topologico Hausdorff completo X y una funciéon ¢ : X — X tal que

l.o: X — X es un isomorfismo para la estructura del espacio vectorial
topoldgico.

2. La imagen de X bajo ¢ es densa en X.

Demostracion: Sea €(X) el conjunto de todos los filtros de Cauchy en X. Por la
Proposicién 18, la relacién ~ dada en la Definicién 17, es de equivalencia en €(X),
de donde definimos el conjunto cociente X = ¢(X)/ ~ .

Ahora definamos la suma y multiplicacién escalar en X
SiA#0esunescalary T e )?, entonces el elemento

A¥ e X es la clase de equivalencia del filtro A.Z = {AA: Ae .ZF}, (4)
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donde .% es un representante de Z. El hecho de que esta definicién no dependa del
representante se sigue de lo siguiente: Si .#’ es otro representante de 7 y U es una
vecindad del 0 € X, existen A€ .F y A’ € .F’ tales que A — A’ < A\7'U, lo que
implica que AA — AA’ € U, es decir, A\Z ~ AZ'. Si A = 0, entonces A% = 0, donde
0 es la clase de equivalencia del filtro de vecindades del origen.

Sean T,y € X y % y ¢ dos representantes de estas clases de equivalencia respecti-
vamente. Denotemos por .% + ¥ el filtro generado por la base de filtro

(F+9)={A+B:Aec # BeY}.

En efecto (F + ¥) es base de filtro, ya que ninguno de sus elementos es vacio y si
A, A'e Fy B,B €9, entonces

(AnAY+(BnB')c(A+B)n (A" + B).

Ademis, si ¥ ~ F'y 94 ~ 4’ ysi UV son vecindades de 0 € X, tales que
V +V < U, entonces existen A € #, A’ e #'  Be ¥y B € &, tales que
A—AcVyB-B cVporloque (A+B)— (A +B)cV+V cU. Por lo
tanto,

Z 47 eslaclase de equivalencia de . + ¥. (5)

Claramente si Z, 7,2 € X y A, i son escalares, entonces
L.TZ+y=y+72
2234+ +2)=@T+7y) +2
3.0e X es la clase de equivalencia de los filtros que converjen al cero, y es tal
que Z+0=12, paracada T € X
4. Si ¥ e X, entonces —% € X, es tal que ¥ + (—%) = 0.
5 MZ+Y) =T+ )Ny
6. A+ p)T =\o + u
7. (AT = Apa)
8. 1- =12

Con lo anterior tenemos que X es un espacio vectorial en donde hemos definido
la suma y multiplicacién escalar. Falta demostrar que X es un espacio vectorial
topoldgico, para lo cual basta encontrar una base de filtro en X que satisfaga los
incisos 1) a 3) en el Teorema 14.

Para ello, sea V' una vecindad cerrada y balanceada de 0 € X. Definamos el
conjunto Uy = X como la coleccién de todos los ¥ € X tales que tomando un
representante .7 € 7, para toda vecindad W del cero en X, existe A € .7 tal que
A c V + W. La definicién de Uy es independiente del representante de .% € I.
En efecto, sea .F ~ & y W una vecindad del cero en X. Escojamos ademés una
vecindad del cero Wy, tal que Wi + W; < W. Entonces existen Ae # y Be ¥
tales que Ac V+W;y B— A c Wy, de donde

BcWi+AcV+Wi+WicV+W.
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Ademas tenemos las siguientes propiedades:

Si V < W, entonces Uy < Uy (6)
ijmW - (va N ﬁW (7)

AUy = Uy (8)

Si W + W c V, entonces Uw + Uy < Uy (9)

La ecuacién 7 demuestra que los conjuntos Uy forman una base de filtro, las ecua-
ciones 6 y 8 implican que los Uy son balanceados y la ecuacién 9, que satisfacen la
condicién 3) del Teorema 14. Mas aan, cada Uy es absorbente. En efecto, sea W
una vecindad balanceada del 0 € X, tal que W + W < V ysea T € X. Tomemos
F € X un representante. Como % es un filtro de Cauchy, existe A € .% tal que
A— Ac W. Sea x € A, entonces existe A > 0 tal que z € A\WW. Podemos suponer
que A\ = 1, entonces
AcW+zcc W+ AW c AV,

es decir, ¥ € AUy . Por lo tanto segn el Teorema 14, el espacio X es un espacio
vectorial topolégico donde la coleccién de los Uy es un sistema fundamental de
vecindades del cero en X.

Veamos ahora que X es Hausdorff. Sea @ # 0 y .Z un representante de 7.
Entonces .# —» 0, por lo que existe una vecindad V del cero en X tal que A ¢ V,
para toda .% € . Tomemos una vecindad cerrada y balanceada W del cero tal que
W + W c V. Entonces 7 ¢ Uw por lo que la Proposicién 15, X es de Hausdorff.

Para cada = € X, sea {(x) la coleccién de todos los filtros que tienden a x. Por
el Lema 19, (x) es exactamente una clase de equivalencia de €(X)/ ~, es decir,
(z) € X. La funcién ¢ : X — X, dada por & — () es lineal claramente. También
es inyectiva pues X es de Hausdorff. Sea Xy = o(X). Si para una vecindad cerrada
balanceada V' de 0 € X, definimos Vo = ¢(V) c Xy, entonces

VO = ﬁv N Xo (10)

En efecto, si (x) € Vi, entonces {(x) € Xo. Mas aln, si x € V y .# € {z), entonces
para toda W vecindad de 0 € X, existe A € & tal que

Acz+ W,

pero entonces A ¢ V + W, es decir, {z) € Uy . Inversamente, sea {x) € Uy n Xo.
Debemos demostrar que x € V. Supdngase que z ¢ V, entonces como V' es cerrado
existe una vecindad W de 0 € X, tal que

Vnz+W)=0. (11)

Sea W una vecindad balanceada de 0 € X tal que Wy +W; ¢ W. Si ahora, # € {z),
entonces existe A € % tal que A c =+ W; y como {x) € Uy, existe B € .¥ tal que
B c V + Wy, pero esto es imposible ya que

(1‘+W1) N (V+W1) = .
En efecto, si z + w; = v + wf, donde v € V,wy,w] € Wi, entonces

v=r4w —wi€x+W+Wycax+W,
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contradiciendo la ecuacién 11. Por lo tanto = € V, y por lo tanto la ecuacién 10
queda demostrada. Entonces de dicha ecuacién, x — {x) es un isomorfismo de X
sobre X, c X. R R R

El subespacio X es denso en X. En efecto, sea 7 € X y sea Uy una vecindad
del cero en X. Si % € I, entonces existe A € % tal que A — A c V. Tomemos un
x € Aj; entonces tenemos que © — A © V. Pero el conjunto {x} pertenece al filtro
formado por todos los conJuntos que contienen a z, y este filtro pertenece a la clase
{z) € Xo. Por lo tanto (x) — ¥ € Uy, es decir, (z) € ¥ + Uy

Finalmente veamos que X es completo. Basta usar el Lema 21. Sea % es un
filtro de Cauchy en Xy, entonces %y = p(%#) donde Z es un filtro de Cauchy en
X bajo el isomorfismo ¢ : X — X,. Sea ¥ € X la clase de equivalencia de .%.
Demostremos que .%; — Z. Sea V una vecindad cerrada y balanceada de 0 € X;
entonces existe A € 7 tal que A— A c V. Sea Ay € Fp la imagen de A en Xo.
Entonces afirmamos que Ay © T + Uy, lo que demostraria lo deseado. Sea (x) € Ay
arbitrario y « € A; tenemos que {z} — A c V. Como {z} es elemento del filtro for-
mado por todos los subconjuntos de X que contienen a z, la Gltima relacién implica
que {z) — & € Uy. Como (z) es arbitrario en Ay, entonces Ay C ¥ + Uy . [ |

Definicion 23. Sea X un algebra topologica. Se dice que X es un algebra topo-
logica completa siempre que el espacio vectorial topolégico de X sea completo,
es decir, que todo filtro de Cauchy converja.

Lema 24. Sea (X, T) un espacio topologico, A € Ty B c X, entonces

AnBc An B.

Demostracién: Si x € A n B entonces para toda vecindad V. de z, el conjun-
to V; n A es una vecindad de x. Por lo que (V; nA)nB # &, esdecir, ze An B. R

Si X es un_espacio vectorial topolégico Hausdorff, hemos visto que existe una
completacién X Hausdorff de X, la cual estd dotada de una estructura de espacio
vectorial topolégico con operaciones vectoriales continuas. Mas aiin, podemos iden-
tificar a X' con el subespacio X, X mediante el isomorfismo p: X —> X donde,
z — (z), donde () € X es la clase de equivalencia de todos los filtros de Cauchy
que convergen a z; es decir, o(X) = X, c X y vemos a X encajado en X.

Con esta identificacién podemos decir que las cerraduras en X de vecindades que
pertenecen a un sistema fundamental R de vecindades del 0 € X, forman un sistema
fundamegtal de vecindawdes del cero en X. En efecto, sea U una vecindad cerrada
de0e X y sea U = U n X. Entonces U es una vecindad de 0 € X, por lo que
existe V' € R, tal que V < U, y consecuentemente V)? c U)?Q. Sea W una vecindad

abierta de 0 € X, tal que W < V. Existe una vecindad abierta VI’Z de 0 e )Z', tal que
W =W n X, pero por el Lema 24, y dado que X es denso en X, tenemos que

W=WnX_.cWnX.=W_cV_,
X X X X
es decir, V)? es una vecindad de 0 € X.

Recordemos algunos resultados importantes relacionados con grupos y anillos
topoldgicos, asi como uniformidades.

2La expresion F)?7 se refiere a la cerradura de F' en X.
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Teorema 25. Sea G un grupo topologico conmutativo. Entonces las funciones
z~! y zy son uniformemente continuas en G y G x G, respectivamente. Mas aiin,
G admite una completacion de Hausdorff G, y G es conmutativa.

Proposicion 26. Sea A ¢ X denso en el espacio topologico X,y f: A —» X'
una funcién donde X’ es un espacio uniforme de Hausdorff completo. Entonces
f se puede extender por continuidad a X siy solo si, para cada x € X, la imagen
bajo f de la traza® en A del filtro vecindad de z € X es una base de filtro de
Cauchy en X'.

Definicion 27. Cuando hablamos de la uniformidad de un anillo topologico, nos
referimos a la uniformidad de su grupo aditivo; en particular decimos que X es
un anillo completo si el grupo aditivo de X es completo.

Ahora, si X es un algebra topolégica comnutativa (es decir, X es conmutativa
como algebra) con multiplicacién continua, entonces la multiplicacién (de anillo) en
X considerada como un mapeo bilineal de X x X hacia X es uniformemente conti-
nua segin el Teorema 25; por lo tanto, por el principio de extensién de identidades,
se puede extender de manera Gnica a la completacion X, de tal modo que X es un
algebra topoldgica con multiplicacién continua. Sin embargo, el argumento anterior
no es valido si el algebra X no es conmutativa, ain cuando la multiplicacién sea
continua. Esto altimo se debe a que las correspondientes estructuras uniformes (de-
recha e izquierda) definidas por la continuidad de la multiplicacién en el anillo, no
son necesariamente iguales, por lo que la multiplicacién no es una funcién bilineal
uniformemente continua como antes.

No obstante, la continuidad de la multiplicacion definida en un élgebra topolégica
X es suficiente para extender dicha operacién a la completacion X y preservar su
continuidad. En efecto: Sea X un anillo topolégico Hausdorff; como grupo aditivo, X
puede considerarse como un subgrupo denso de un grupo conmutativo de Hausdorff
y completo X, el cual estad determinado salvo isomorfismos por el Teorema 25. Para
considerar a X como un subaniILo deLaniIIo completo, es necesario extender la funcién
2y por continuidad al espacio X x X. La posibilidad de dicha extensién se sigue del
siguiente Teorema de caracter general:

Teorema 28. Sean E, F'y G tres grupos conmutativos de Hausdorff y completos.
Sea A c E'y B c F subgrupos densos. Si f : A x B — G es una funcion continua
Z—bilineal*, entonces f puede extenderse por continuidad a una funciéon continua
Z—bilineal de E x F en G.

Demostracion: Sea (xg,y0) € E x F arbitrarioy %, % las trazas en Ay B de
los filtros vecindades de xg y 3o, respectivamente®. Para demostrar que f se puede
extender por continuidad, es suficiente demostrar que f(% x %) es una base de filtro

3Sea B Y y .Z un filtro en Y. La traza de .# en B es la familia {F ~n B: F € #}.
4f se dice que es Z—bilineal, si para todo z,z’ € A y todo y,y’ € B, se cumple que

f(I+I,7y) = f(xvy)+f(x,7y)

fzy+v) = flz,y) + flz,9).

5% y % son filtros por hipétesis.
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de Cauchy en G, por la Proposicién 26. Considérese la identidad

f@y) = flz,y) = fle -2,y —y)+ f&' —z,9 — )+
+f(l'/ _xayl) +f($1ayl _y)

Demostraremos que tomando (x,y) y (z,3’) en un conjunto suficientemente peque-
fio de Z x 2,y tomando x; y y; adecuadamente, podemos hacer cada término del
lado derecho de la ecuacién anterior muy pequefia. Sea W cualquier vecindad de 0
en G; como f es continua en (0,0) € A x B, existe un conjunto U € Z y V € & tal
que f(z' —x,y —y) € W, siempre que x, 2’ e Uy y,y € V.Sean z1 e U y y; € V;
entonces para todo z, 2’ € U y y,y’ € V, tenemos que

f@ =y —yp)+ fle—x,y —y) e W+ W. (12)

Por otro lado, la funcién x — f(x,y;) es continua en A; entonces existe un conjunto
U' c U, tal que U’ € % y siempre que x,2’ € U’, tenemos que f(z' —x,y1) € W.
Analogamente, existe V' < V donde V' € 4 tal que siempre que 3,3’ € V', entonces
f(z1,y —y) € W. Por lo tanto, si (x,y), (z',y') € U’ x V', entonces

f(xlvyl)_f(xvy)€W+W+W+VV7

lo que demuestra la existencia de la extensién fde f- El hecho de que fes Z—Dbilineal
es inmediato del principio de extension de identidades. [ |

Apliquemos el Teorema 28 a un anillo topolégico de Hausdorff X, y tomando
E F,G =X ypor A,B = X, donde f es la aplicacién Z—bilineal (z,y) — zy, la
cual por hipétesis es continua. Denotamos entonces de nueva cuenta por xy al valor
de la extension en X x X; esta funcién tiene la ley de composicién en X y decir
que es Z—bilineal significa que es distributiva en ambos lados respecto a la adicién;
ademas es asociativa por el principio de extensién de identidades. Por lo que tenemos
el siguiente resultado:

Proposicién 29. Un anillo topologico de Hausdorff X es isomorfo a un subanillo
denso de un anillo completo de Hausdorff X, el cual estd determinado salvo
isomorfismos.

Por lo tanto, concluimos que:

Teorema 30. Si X es un algebra topologica con multipliacién continua, entonces
la completaciéon X del espacio vectorial topolégico subyacente X, es nuevamente
un algebra topolégica con multiplicacién continua.

Consideremos ahora anillos normados y demostremos el Teorema de Gelfand para
el caso en que tenemos unidad en el anillo. Después haremos algunas observaciones
cuando consideramos algebras conmutativas sin unidad.

Definicion 31. Una anillo normado es un espacio de Banach complejo en el
que esta definido la multiplicacién asociativa que es intercambiable respecto a
la multiplicaciéon por un complejo, distributiva respecto a la suma y continua en
cada factor. Por lo tanto supondremos que la multiplicaciéon es conmutativa.

Teorema 32 (Gelfand). Para todo anillo normado R, existe un anillo R’ el cual
es topoldgica y algebraicamente isomorfo a R y satisface:

lzy| < l=llyl v el = 1. (13)
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Demostracién: Para todo x € R, definimos el operador T, por
T,y = xy.

Por definicién, este operador es lineal.
En el anillo @ de todos los operadores lineales del espacio de Banach R a el mismo,
los operadores T, forman un subanillo R’ con elemento unitario®.

Demostremos que R’ es un anillo normado bajo la norma

|Te] = sup [yl
i<t

Para ello basta probar que R’ es completo, es decir, que R’ es cerrado en Q.
Por asociatividad de la multiplicacién tenemos que

T,yz = x(yz) = (xy)z = Ty - 2.

Esta propiedad caracteriza a los operadores en R', ya que si T es un operador,
Y,z € R arbitrarios y se cumple que T'(yz) = Ty - z, entonces si Te = z, tenemos
que

Ty =T(ey) =Te-y =y,

es decir, T es T),.

Supéngase ahora que los operadores T,, € R’ convergen fuertemente a un ope-
rador T, es decir, T,,x converge a Tz en la norma del espacio R, para todo z € R.
Por la continuidad de la multiplicacion respecto al primer factor, tenemos que

T(zy) =lmT,(zvy) =limT,x -y =Tz -y,

de donde T € R’. Por lo tanto, R’ es cerrado en Q, no sélo en el sentido de
convergencia uniforme, sino de convergencia fuerte.

Obviamente, los anillos R y R’ son algebraicamente isomorfos. Demostremos que
también son topolégicamente isomorfos: Tenemos que’

10 = sup ol > o) = . (1)
lyl<1 el el
o equivalentemente
|z < llel 171l -

Por lo tanto, el mapeo T, — x del espacio R’ sobre el espacio R, es continua; pero
dado que ambos espacios son completos, por el Teorema de Banach, el mapeo inverso
x — T, también es continuo, por lo que R y R’ son topolégicamente isomorfos.
Notemos ademas que la norma en R’ tiene la propiedad 13 del Teorema 32. Notemos
que ademas que hemos demostrado que todo anillo normado es topologica y alge-
braicamente isomorfo a un anillo normado de operadores en un espacio de Banach. B

Observacion 33. Si la condiciéon 13 del Teorema 32 se satisface en el anillo R,
entonces R y R’ son isométricos. En efecto,

SEl elemento unitario es el operador unitario E generado por el elemento unitario e € R.
"Notemos que como e # 0, entonces |e|| > 0.
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de la ecuacion 14, tenemos que ||z| < ||7%] -
Por otro lado sabemos que ||zy| < |z|| ||ly|, de donde

ITe| = sup Jzy| <] sup [y| = |z].
vl vl

Por lo tanto |T,| = |z] .
Corolario 34. El producto xy es continuo respecto a ambos factores.

En el Teorema de Gelfand 32, podemos considerar de forma méas generaliza-

da, un algebra conmutativa X y una norma completa | || en X que haga la mul-
tiplicacién continua por separado. Entonces existe una norma | | en X, tal que
lzy| < |z|ly|, ¥V =,y € X donde ademas | | es equivalente a || ||. Mas aun, si X

tiene unidad e, la norma puede tomarse de tal forma que |e| = 1.
En este caso, la norma del operador definida por

sup |zy|
vl

en la demostracién del Teorema de Gelfand 32, es la norma del operador y la deno-
taremos por [z, -

De hecho, como se vi6 en la demostracién, cuando X tiene unidad e, podemos
tomar | | = | [,,, donde ademas e[ = 1. Sin embargo, para algebras sin unidad,

se suele hacer uso de la unitizacién: Sea X, = A x C la unitizacién del algebra X, y
| |l una extensién® de la norma | | sobre X, definida por

Iz, @) = =] + el (2, ) € Xe.

De este modo, X puede verse como una subalgebra de B(X.), donde B(X,) es el
algebra de todos los operadores lineales | |, —acotados en X, y la norma equivalente
a |l | es la norma operador || |, en X, restringida a X, es decir,

2 = (1@, ) ey = sup oy + ]
lyl+8]<1

Con op(e) nos referimos a la norma operador en X.. Notemos simplemente que esta
norma incluye un componente escalar extra que proviene fuera del algebra X.

Ademas observemos que la unitizacién para el caso de algebras sin unidad es
necesaria, ya que de otro modo la funcién ¢ : X — B(X), dada por z — T,
no necesariamente es un isomorfismo algebraico®, no habiendo relacién entre |z vy
||m||0p. Por ejemplo, si hacemos zy = 0, V z,y € X, donde X es un espacio de
Banach con la multiplicacién tirivial, entonces claramente 7, =0V z € X.
De este modo, si X es un algebra conmutativa con o sin unidad, el Teorema 32 es
valido, tomando al algebra como tal si tiene unidad y si carece de unidad se considera
su respectiva unitizacion X..

No obstante, es cierto que la unitizacion suele, en algunos casos, complicar la
situacion. Es en este sentido, que si se pudiera encontrar una norma equivalente a
(||(-,O)He)op(e), en la que sélo se consideren elementos del algebra X, podriamos

prescindir de la unitizacién y decir que la condicion |e| = 1 en el Teorema de Gelfand
32 se cumple independientemente de si el algebra tiene o no unidad.

8También conocida como extensién #1.
9Como antes, B(X) es el algebra de todos los operadores lineales | | —acotados, el cual en
la demostraciéon del Teorema 32 denotamos por Q.
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Definiciéon 35. Una norma || || se dice que es absorbentemente convexa en X
6 simplemente A—convexa, si para cada x € X, existe una constante M(z) > 0
que depende de x tal que

|yl < M(2) |yl ¥y eX.
Maés atin, la norma || || se dice que es submultiplicativa o m—convexa en X si
leyl < ]yl ¥ 2,y € X.

Notemos que toda norma m—convexa es A—convexa pero no en el otro sentido.

Proposiciéon 36. Sea X un élgebra conmutativa con o sin unidad. Dada una
norma | || A—convexa en X completa o incompleta, definimos la norma | |,,
por:

]y = méx { 2], |z],,, } . = € X.

Obviamente, | |,; es una norma en X m—convexa y | | es m—convexa si y
sélosi || [, = [I. Notemos ademés que si | ||,, no es norma, entonces | |, si
lo es.

Ademas, la norma | ||, puede utilizarse para demostrar el Teorema de Gelfand 32;
en particular, la norma (||(-,0)He)op(€) proveniente de la unitizacién, es equivalente

a| |, - Esto dltimo se sigue de las desigualdades:
I 1 < G0 ey ST T+ lop <21 s -

De este modo, al hacer uso de la norma || |, en lugar de (](-,0)],) o)’ podemos

op(
evitar el escalar extra que define esta norma.
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