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Resumen

Esta tesis de maestria es una investigacion sobre el movimiento de una termita obrera
del género Cornitermes spp., en un medio homogéneo sin la presencia de alimentos o
agua. Por medio de un sistema de video, monitoreamos el movimiento dentro de una
arena circular de 20.5 cm de didmetro, la cual se mantuvo en condiciones controladas
de laboratorio.

Efectuamos analisis estadisticos a una trayectoria tipica usando modelos de cami-
nantes al azar y herramientas estadisticas desarrolladas en el campo de la turbulencia y
la difusién anémala. Demostramos que la caminata es un caminante al azar monofractal
caracterizado por un exponente funcional de momentos de los desplazamientos lineal
en funcion del tiempo.

Para entender el comportamiento general de la caminata de la termita calculamos
las distribuciones estadisticas de los angulos de giro y las distribuciones de los pasos de
la caminata. Los resultados indican que la caminata es persistente y ademés muestra
un comportamiento parecido a un decaimiento tipo ley de potencias. Estos resultados,
junto con el resultado del exponente funcional de momentos indica que la trayectoria
tiene longitudes de los pasos distribuidas siguiendo un proceso estadisticamente similar
a un vuelo de Lévy con un indice p =1.838.



Introduccion

El movimiento es el mecanismo principal a través del cual los animales interactiian
con el medio ambiente. Genera patrones espacio temporales muy complejos, cuyos
analisis son importantes para una comprension adecuada de los mecanismos ecolégi-
cos fundamentales de la dispersién de los individuos o la expansién y crecimiento de
sus poblaciones. Las caracteristicas obtenidas en estos estudios relacionan los patrones
de movimiento de los individuos con medios ambientes heterogéneos y sus resultados
pueden ser aplicables en casos de conservacién de la biodiversidad o en la prediccion y
detencion de plagas.

El estudio del movimiento de los animales es un problema complejo y el método
méas poderoso para cuantificarlo es la observacion directa. El movimiento puede agregar
o quitar individuos a una poblacién, puede alterar las interacciones entre especies e
incluso puede rescatar a poblaciones de la extincién [1]. El entendimiento cuantitativo
de las consecuencias del movimiento en la dindmica de poblaciones es practicamente
imposible sin la ayuda de un modelo matemaético, cuya utilidad es muy restringida si
no se tiene un conocimiento empirico del problema.

El primer paso para generar un modelo matematico es la recoleccién de datos ex-
perimentales que seran usados para comparar las predicciones de los modelos tedricos.
Si observamos el deambular de un animal, notamos que su movimiento se compone de
trayectorias muy sinuosas y curvilineas, frecuentemente afectadas por las interacciones
con otros animales y por los obstaculos encontrados en el terreno o en el espacio donde
se mueve.

El seguimiento de animales para la obtencion de los datos de sus movimientos es un
trabajo complicado, principalmente, debido a las restricciones tecnolégicas para moni-
torear sus caminatas. Con el desarrollo de nuevos aparatos electrénicos de monitoreo, el
estudio en animales de talla mediana y grande (chacales, lobos, caribis), cuyos hébitats
abarcan espacios de kilémetros cuadrados, pudo efectuarse por medio de transmisores
de radio, previamente colocados. Aunque la localizacién exacta del animal requeria de
un seguimiento continuo por parte de los investigadores. En décadas recientes, avances
tecnoldgicos con dispositivos de rastreo directamente conectados con un satélite, como
el GPS (Global Positioning System) permiten una localizacién exacta y en tiempo real
de organismos de este tipo [1], lo cual ha facilitado considerablemente la recoleccién de
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datos.

Sin embargo, en los animales de talla pequena (gusanos, moscas, termitas, mari-
posas), la utilidad de estos dispositivos es reducida, ya que es dificil adaptarlos a sus
cuerpos pequenos, ademas de que sus habitats abarcan un rango de unos pocos metros
cuadrados. Debido a esto, se han ideado otros métodos para monitorear el movimiento
en términos de las caracteristicas bajo las que se estudia: medio natural o laboratorio.
El seguimiento de estos animales en el medio natural puede efectuarse con marcadores
radiactivos o tintas florescentes, que son suficientes para la recoleccién de datos en te-
rrenos agrestes, aunque, no tanto, cuando se trata de animales que tienden a moverse
en el interior de nidos subterraneos como las termitas. Por otro lado, en un estudio en
laboratorio, la recoleccién de los datos de movimiento es mas sencilla, ya que el animal
se puede marcar con algun tipo de tinta contrastante con el color del recipiente en que
se mueve y grabar en video las posiciones, para posteriormente digitalizar y reconstruir
la trayectoria en funcion de alguna caracteristica del movimiento, tales como los puntos
de aterrizaje de los insectos voladores o a intervalos constantes en el tiempo como en el
caso de los animales terrestres, cuyos movimientos son continuos y no estan marcados
por ninguna caracteristica a partir de la cual se pueda definir un paso. El intervalo
apropiado sera aquél que mejor capture las propiedades del movimiento.

Como resultado, la caminata inicialmente sinuosa y curvilinea es discretizada y se
obtiene una serie temporal de coordenadas espaciales a partir de las cuales se puede
reconstruir una nueva trayectoria aproximadamente similar a la real, al unir cada posi-
cién por medio de lineas rectas. En esta reconstruccion, la caminata queda compuesta
por pasos de cierta longitud intercalados con cambios en la orientacién, lo que es muy
parecido a la caminata de un caminante al azar.

La aplicacién de los caminantes al azar y los modelos de difusién a problemas ecolégi-
cos comenzo desde principios del siglo XX, aunque el marco matematico para el estudio
de la dispersién estaba disponible desde finales del siglo XIX y fue utilizada por Maxwell
en el desarrollo de la teorfa cinética de los gases [2] y posteriormente, Einstein [3] mo-
del6 el movimiento Browniano como un caminante al azar simple y desarroll6 la teoria
matematica de este fenémeno.

Aplicaciones tempranas del modelo de caminante al azar en la biologia fueron hechas
por Pearson [4] en el problema de la migracién aleatoria de especies y la dispersion
de epidemias. Los caminantes al azar fueron usados como modelos microscopicos del
fenémeno de la difusiéon y ambos modelos mateméticos estan fuertemente relacionados.
Durante la década de los 50’s, Skellam [2] estudié el problema de la distribucién espacial
de poblaciones con la ecuacién de difusén, sus resultados fueron certeros en la prediccién
de la densidad del ntimero de organismos, medida con respecto a un punto inicial,
después de cierto niimero de pasos.

Sin embargo, una comparacién entre la caminata generada por un caminante al azar
y una caminata real obtenida a partir del movimiento de un animal revela diferencias
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entre ambas. La caracteristica mas notable, es que la ultima exhibe un movimiento per-
sitente hacia alguna direccién preferencial, probablemente hacia sitios con abundancia
de alimento, sitios de anidamiento o resultado de la interaccién con obstaculos en el
terreno.

Debido a esto, los modelos de caminantes al azar fueron modificados para tomar en
cuenta el cambio gradual en la direcciéon. Esto se hizo con la introduccién de correla-
ciones entre las direcciones de los pasos, lo que resulté en el modelo del caminante al
azar correlacionado (CRW) [5]. Este nuevo modelo, mostré resultados correctos en el
movimiento de mariposas mientras localizan sitios de oviposicién [6] y en el movimiento
de manadas de caribis (Rangifer tarandus) [7].

Posteriormente, la observacion de patrones espaciales tipo fractales en el movimien-
to de ciertos animales, resulté en la aplicacién de nuevos modelos de caminantes al
azar, que reproducen las caracteristicas observadas. Shlesinger y Klafter [8] fueron los
primeros en sugerir que los patrones observados en el movimiento de algunos organismos
tienen caracteristicas similares a las de un vuelo al azar de Lévy, el cual se compone
de secuencias de pasos escogidos aleatoriamente a partir de una distribucién tipo ley
de potencias. Se identificaron patrones de movimiento similares a un vuelo al azar
de Lévy, (con un indice cercano a 2), en especies como los monos arana (Ateles geo-
ffroyi) [9], chacales (Canis adustus) [10], abejas (Apis mellifera) [11], moscas de la fruta
(Drosophila melanogaster, Bactrocera tryoni) [12,13], escarabajos cardbidos (Pteros-
tichus melanarius) [14], albatros (Diomedea exulans) [15], (sin embargo ver [16,17]) y
varios animales acudticos [18].

Simulaciones tedricas que modelan el movimiento de un sélo organismo buscando
alimentos distribuidos aleatoriamente [19] identificaron que el vuelo de Lévy con un
indice 2, es el que minimiza la distancia media viajada y probablemente la energia media
gastada antes de localizar un objetivo. La identificacion de estas caracteristicas en las
trayectorias de animales implican la existencia de patrones espaciales con propiedades
fractales en el movimiento y en algunos casos, comportamientos libres de escala [20].

En este trabajo estudiamos el movimiento de una termita obrera del género Cor-
nitermes spp., dentro de una arena circular de 20.5 cm de didmetro y en condiciones
controladas de laboratorio. Durante la recolecciéon de datos se mantuvo al organismo
sin alimentos ni agua.

Analizamos una trayectoria tipica con las herramientas de los modelos de cami-
nantes al azar y anélisis estadisticos desarrollados en el campo de la turbulencia y la
difusiéon anémala. Demostramos que la caminata es un caminante al azar monofractal
caracterizado por un exponente funcional de momentos de los desplazamientos lineal
en funcién del tiempo.

La tesis se divide en de la siguiente manera: En el capitulo 1, presentamos algunos
modelos de caminantes al azar frecuentemente usados en la literatura para la descripcion
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del movimiento de animales y describimos las herrramientas matematicas necesarias
para analizar el comportamiento difusivo de la caminata. El capitulo 2 esta dedicado
a explicar detalladamente los procedimientos usados en la recolecciéon de datos y en la
seleccion de un intervalo de tiempo 6ptimo. Asi mismo recoge una descripcién de las
caracteristicas observadas en las trayectorias, que sirven para establecer un método para
el andlisis de las mismas. En el capitulo 3 andlizamos los desplazamientos por medio
de la funcién de estructura y la funcién de correlacién. En el primer caso detectamos
un proceso estadisticamente similar a un vuelo de Lévy con indice p =1.838. En el
segundo caso indentificamos correlaciones de largo alcance caracterizadas por un de-
caimiento tipo ley de potencias. Ademds calculamos el exponente de rango re-escalado
de Hurst y las funciones iteradas del sistema. También analizamos las distribuciones de
las longitudes de los pasos, los angulos de giro y los tiempos de espera que son de utili-
dad para identificar las caracteristicas difusivas del proceso. Finalmente en el capitulo
4 estudiamos el movimiento con un modelo computacional y la teoria del caminante al
azar correlacionado.



Capitulo 1

Movimiento de insectos

El movimiento es el mecanismo a través del cual los animales se acoplan e interactiian
con su medio ambiente. Ha sido estudiado ampliamente en gran variedad de organis-
mos, desde los acudticos a los terrestres, entre los que se encuentran mariposas (Pieris
rapae) [6], caribis (Raginfer tarandus) [7], monos arana (Ateles geoffroyi) [9], chacales
(Canis adustus) [10], moscas de la fruta (Drosophila melanogaster, Bactrocera tryo-
ni) [12,13], delfines (Tursiops truncatus) [21], copépodos (Temora longicornis) [22],
pulgas de agua (Daphnia) [23], erizos de mar (Strongylocentrotus droebachiensis) [24],
peces dorados (Carassius auratus) [25], etcétera. Su estudio es importante para enten-
der el comportamiento de los individuos, los grupos y de las poblaciones, ya que como
resultado se agregan o quitan individuos a la mismas, se cambian las interacciones entre
especies y se obtiene un cambio temporal en la densidad de organismos.

Durante la década de los 80’s se aproximé el movimiento, o dispersién, de los ani-
males en la naturaleza por medio de caminantes al azar tomando pasos aleatorios de
longitudes obtenidas a partir de una distribucion Gaussiana. Esto dié como resultado
modelos vélidos a tiempos y distancias grandes que; sin embargo, no tomaban en cuenta
algunas propiedades importantes del movimiento real como la persistencia a moverse
hacia alguna direccién o interacciones con el medio ambiente [1,26].

La mejor forma de cuantificar el movimiento es por medio de la observaciéon directa
del comportamiento del animal o un grupo, durante alguna actividad en particular;
como por ejemplo, la biusqueda de alimentos, de sitios de anidamiento o de companeros.
Esto puede efectuarse en la naturaleza o en experimentos disenados y bajo condiciones
controladas de laboratorio. Un método comin en la literatura consiste en llevar registros
de las posiciones espaciales de cada individuo a intervalos regulares en el transcurso
del tiempo. Una vez que los datos son almacenados y procesados, las trayectorias se
reconstruyen facilmente al conectar las coordenadas consecutivas en el tiempo por medio
de una de linea recta. Esta forma de obtener los datos lleva directamente a la formulacion
tedrica de un caminante al azar.

Dependiendo de la especie involucrada y el medio ambiente en el que se desenvuelve
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puede resultar dificil estudiar el movimiento de sus individuos en su estado natural sin
afectar su comportamiento. Por otra parte, el andlisis de los datos obtenidos en condi-
ciones controladas de laboratorio e imponiendo restricciones espaciales en el movimien-
to, puede resultar ain més complicado si no existe una caracteristica en la caminata
(por ejemplo, los puntos de aterrizaje de un insecto volador) en la cual basarse para
definir un paso.

Independientemente del método usado para obtener las trayectorias del organismo
estudiado, una primera observacion de los datos nos indica que los animales se mueven
con cierto grado de aleatoriedad. Esta caracteristica ha sido muy 1til y ha llevado a
plantear modelos de dispersiéon usando como aproximacién la ecuacién de difusién [2]
y otros modelos de caminantes al azar igualmente importantes como los vuelos al azar
de Lévy y el caminante al azar correlacionado.

En este capitulo introduciremos las herramientas matemaéticas y métodos analiticos
aplicados en la literatura en el estudio del movimiento de organismos vivos.

1.1. Analisis y representacién de trayectorias

Los organismos terrestres trazan trayectorias continuas durante su movimiento, las
cuales muchas veces se componen de curvas muy sinuosas y bucles que reflejan la com-
plejidad implicita en el movimiento. Debido al tamano, forma de locomocién, asi como
los rasgos del terreno en que se mueven, la manera mas sencilla de obtener informa-
cién de su movimiento es grabar en video las posiciones espaciales en el transcurso
del tiempo, para posteriormente, reconstruir sus trayectorias conectando las posiciones
por medio lineas rectas. Como resultado, obtenemos una caminata hecha de pasos de
ciertas longitudes intercalados con cambios de orientacion. Bajo esta nueva perspectiva
del problema, introducimos las siguientes definiciones formales [1]:

Trayectoria: Es la grabacién espacio-temporal del movimiento de un organismo. Se
genera a partir de las posiciones xz(t;),y(t;), z(t;) (con t; = 1,---ty) del movimiento
desde el tiempo inicial hasta el tiempo final (ty) de la grabacién.

Movida: Son los desplazamientos l; tomados por el organismo entre dos posiciones

consecutivas en la trayectoria, las cuales se graban solamente cuando el organismo
detiene su movimiento.

Pasos: Son los desplazamientos l; tomados por el organismo entre dos posiciones con-
secutivas en la trayectoria, grabadas a intervalos de tiempo constantes 7.

El método para la obtencion de datos varia segin el organismo estudiado y prin-
cipalmente segun el tipo de trayectoria generada en el movimiento. Para un animal
efectuando vuelos es recomendable almacenar sus posiciones de aterrizaje, ya que éstas
definen los pasos de manera natural. Por otra parte, para animales que se mueven con-
tinuamente en el espacio, como los insectos terrestres, el método recomendado para
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recolectar datos es la grabacién de sus posiciones a intervalos constantes en el tiem-
po [1], los cuales se deben escoger de manera cuidadosa de tal forma que la trayectoria
obtenida no resulte en un sobre-muestreo (datos tomados demasiado frecuentemente)
o en un sub-muestreo (datos tomados demasiado espaciadamente). Tanto un sobre-
muestreo como un sub-muestreo tienen efectos importantes en los resultados, ya que el
analisis estadistico de los desplazamientos es sensible al intervalo de tiempo con el cual
se define un paso.

La representacién aqui propuesta de las trayectorias en términos de las posiciones
almacenadas en los aterrizajes o a intervalos de tiempo constantes se traduce en una
caminata compuesta de pasos intercalados con cambios en la orientacion. Esta nueva
formulacién del problema se asemeja al concepto de caminante al azar, mismo que se
ha utilizado para modelar el movimiento de organismos vivos desde principios del siglo
pasado en los trabajos realizados por Pearson [4] en la descripcién de migraciones de
especies de mosquitos relacionadas con la dispersién de epidemias (malaria).

1.2. Caminatas al azar y difusion

1.2.1. La caminata al azar de Rayleigh-Pearson

El concepto de caminante al azar fue introducido en el ano de 1905 por Karl Pearson
en un articulo publicado en una carta a Nature [4,27], que textualmente decia:

“Un hombre comienza en un punto O y camina l yardas en linea recta, posteriormente
gira con cualquier dngulo y camina otras | yardas en una seqgunda linea recta. El proceso
se repite N wveces. s Cudl es la probabilidad de que después de estos N pasos se encuentre
a una distancia entre R y R+ 6R del punto inicial O? 7.

El cual es un modelo simple para describir la infestacién de mosquitos en una selva.
El objetivo de Pearson era conocer la distribucién de los mosquitos, modelados como
caminantes al azar, después de que se han tomado muchos pasos de longitud fija [. Los
elementos principales de aleatoriedad que definen al caminante al azar de Rayleigh-
Pearson son los angulos de giro sucesivos, 0y, 6y, 05, - -+, 0,1, figura (1.1), los cuales
son variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente sobre (0, 27).

Pearson llegd a la conclusién de que el problema no podia ser resuelto de ma-
nera determinista y posteriormente demostré que la dispersion de la malaria por los
mosquitos podia modelarse desde el punto de vista microscépico por caminantes al azar
y el fenémeno a través la ecuacién de difusién.

La carta de Pearson fue respondida una semana después por Lord Rayleigh [28],
quién resolvié el problema en 1888, de una forma més general, en el contexto de las
ondas de sonido moviéndose en el interior de materiales heterogéneos. Rayleigh mode-
16 una onda de sonido que viaja a través del material como la suma de una secuencia



12 CAPITULO 1. MOVIMIENTO DE INSECTOS

Figura 1.1: Un diagrama de un
caminante al azar bidimensional de
Rayleigh-Pearson. Los éngulos 6 son
variables aleatorias independientes dis-
tribuidas uniformemente sobre el inter-
valo (0, 2m) [29].

de N vectores de onda k de amplitud constante y con fase aleatoria, con el objetivo de
encontrar la funcién densidad de probabilidad de las ondas de sonido cuando N es muy
grande.

En el contexto del caminante al azar de Rayleigh-Pearson, si ¥y (R)dR es la proba-
bilidad de viajar una distancia entre R y R + dR en N pasos de longitud unitaria, la
solucion de Lord Rayleigh al problema en dos dimensiones cuando N — oo es,

2 2
Uy(R) dR o e~ R dR. (1.1)

y también encontro la solucién para un caminante al azar en una dimensién con pasos
de longitud unitaria:

1 o2
Un(x) = N e 2Ndx, (1.2)

ecuacién que corresponde a un proceso Gaussiano con o2 = N. El comportamiento de
la ecuacién (1.1) se muestra en la figura (1.2) cuando el caminante al azar ha tomado
N =10, 50, 100, 150 y 200 pasos. La dispersiéon del caminante al azar de Rayleigh-
Pearson se obtiene a través de la varianza o2 y es proporcional a la raiz cuadrada del
nimero de pasos V' N.

Para comparar la aproximacion de Rayleigh para el movimiento del caminante al
azar de Rayleigh-Pearson, simulamos dos mil trayectorias de caminantes con movimien-
tos que comienzan en el origen. Almacenamos la posicién (zag9, y200) de cada uno en el
paso N = 200, figura (1.3A). A partir de estos datos, calculamos la distancia R de la
posicién (200, y200) de cada uno de los caminantes con respecto al origen y obtuvimos
su distribucién (histogramas). Posteriormente, la comparamos con la aproximacion de
Lord Rayleigh (linea continua), figura (1.3B).

La aproximaciéon de Rayleigh, ecuacién (1.1), es un ajuste burdo a la distribucién
de las posiciones zy, yy del conjunto de caminantes cuando éstos han tomado mas de
100 pasos.
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Figura 1.2: Aproximacién asintética de Rayleigh, ecuacién (1.1), para la Wy (R) de la
posicion R en el paso N=10, 50, 100, 150 y 200, para un caminante al azar de Rayleigh-
Pearson que toma pasos de longitud unitaria.

En la misma época, la teoria de los caminantes al azar fue desarrollada por Louis
Bachelier en su tesis doctoral titulada “La Théorie de la Spéculation”, escrita bajo la
direccién de Poincaré y publicada en 1900. En esta tesis, Bachelier estudié las series
temporales de las fluctuaciones en el mercado de valores y las model6 como un caminante
al azar que toma pasos independientes.

Bachelier formulé las distribuciones de probabilidad de la posiciéon x de los cami-
nantes moviéndose en una dimensién después de N pasos (caso discreto) o tiempo ¢
(caso continuo) como [30]:

Uyi(z) = / Uy (z — 2 )Wy (2") d2’  (caso discreto)

(1.3)
U(z,t+7) = / U(x—2',7)¥(2,t) d’  (caso continuo),
y encontré la solucién para el caso continuo:
1 22
U(z,t) = e 2%, (1.4)

V2mo?t

que corresponde a la funcién densidad de probabilidad de una distribucién Gaussiana
con i = 0 y varianza o?.
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Figura 1.3: A) Las posiciones (200, Y200) en el paso N =200 obtenidas de la simulacién
de las trayectorias de dos mil caminantes al azar de Rayleigh-Pearson que toman pasos
de longitud 1=0.01. B) Distribucién de probabilidad (histogramas) de las distancias R
con respecto al origen de las posiciones (200, Y200) mostradas en (A). La linea continua
es el resultado asintético de Rayleigh dado por la ecuacién (1.1).

Louis Bachelier fue el primero en hacer una conexién entre los caminantes al azar
discretos y la ecuacién de difusion, ya que noté que la solucion para el caso continuo,
ecuacion (1.4), satisface la ecuacién de Fourier de la conduccién del calor:
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ecuacién analoga a la ecuacién de difusién de Fick [27].

La caminanta al azar simple fue el primer modelo de caminante al azar aplicado en el
movimiento de organismos a términos largos (escalas espaciales y temporales grandes).
Los modelos de difusién, son aproximaciones continuas a las caminatas al azar discretas
y se aplican en el estudio de los patrones espaciales generados por las poblaciones por
medio de ecuaciones diferenciales ordinarias [1].

La caminata al azar isotrépica

Consideremos un caminante al azar simple que inicia en el origen y se mueve en d
dimensiones. El caminante, a cada paso ¢ toma un desplazamiento 1; con una longitud
I =|1|. Después de N pasos, termina en la posiciéon Ry, dada simplemente por la suma:

N
Ry=> 1. (1.6)
=1

donde los 1; se escogen de una distribucién que genera desplazamientos aleatorios, dis-
tribuidos idénticamente e independientes. Si estos desplazamientos son isotrépicos, es
decir, se toman con igual probabilidad en todas las direcciones, el desplazamiento prome-
dio (ly) del caminante es después de N pasos es cero.

Supongamos que la posicion Ry del caminante después de N pasos tiene asociada
una funcién densidad de probabilidad (FDP) Wy (R). La probabilidad de que el cami-
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nante en el paso NV + 1 llegue a una posiciéon R, con un desplazamiento dado por 1
esta dada por [31]:

[ee)

Uy (R) = / Un(R —1)U(1) @, (1.7)
donde ¥y (R —1) es la FDP de la posicion R —1 de la particula en el paso N y ¥(1)
es la FDP del desplazamiento 1. El caso d = 1 corresponde a la ecuacién de Bachelier
para el caso discreto, véanse las ecuaciones (1.3).

Cuando N — oo, la funcién ¥y (R — 1) varfa en escalas de longitud que son més
grandes que la escala caracteristica de los desplazamientos, (Ry >> ly), por lo que el
integrando se puede expandir en series de Taylor [31],

oo

‘I/N+1(R) = /

—00

(1) [\IJN(R) —1-VUy(R) + %I-VV\IIN(R) A4 | d

Finalmente, después de evaluar las integrales del lado derecho obtenemos:

Uni(R) =Un(R) -0+ ;Z Zazm;ﬁ\gg i
i (1.8)
= Uy(R) + <12’d1>VQ\IJN(R) +

Como el caminante toma pasos a cada intervalo de tiempo 7, el tiempo queda au-
tométicamente definido segin ¢ = N7. Al sustituir en la ecuacién (1.8) llegamos a:

1\ R) - ¥y(R 2
T 2dt
Cuando N — oo, la FDP limite p(R,t), definida por x5 (R) = p(R, N7) satisface la

ecuaciéon

dp
— =DV’ 1.9
donde D = (I?)/2dr es el coeficiente de difusién. La ecuacién (1.9) es conocida como la

ecuacion de difusion.

Para determinar la solucién p(R,t) de la ecuacién (1.9) es necesario especificar
las condiciones iniciales para la funcién de densidad de probabilidad. Inicialmente el
movimiento del caminante comienza en el origen R = 0 en el tiempo ¢t = 0, y tiene una
probabilidad cero de estar en cualquier otra posicién a ese tiempo, por lo que:

p(R,0) =0 para R #0 (1.10)
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Asi, la probabilidad total en el tiempo inicial ¢ = 0 satisface la ecuacion,

/ p(R,0) dR =1,

o0

por lo tanto la FDP se comporta como una funcién delta de Dirac [32]:

p(R,0) = oR.

La solucién de la ecuacién difusién con la condicién inicial dada en la ecuacién (1.10)
se obtiene al aplicar la transformada de Fourier d-dimensional,

p(x,t) = ( \/217)(1 /_ Z /_ Z e *p(k, t)dk,

en ambos lados de la ecuacién (1.9) [32]. Finalmente, se obtiene la ecuacién diferencial:

dp
L — DV?)
dt P
cuya solucién es:
ok, t) = p(k,0) e DKt = e~ DK, (1.11)

La solucién en el espacio real se obtiene aplicando la transformada inversa de Fourier
a la ecuacién (1.11):

R2
e 4Dt

(1.12)
la cual es una distribucién Gaussiana con media y = 0 y varianza o = 2Dt. La solucién
del problema discreto se obtiene si sustituimos ¢t = N7y D = (I?)/2dr:

R%d

e 209N

Uy(R) X ——p, (1.13)

2r(12) N
d

que es la solucién en el limite N — oo (a términos largos) de ¥ (R) para un caminante
al azar istrépico moviéndose d dimensiones.

En una dimensién (d = 1), la FDP de la posicién del caminante después de que
ha transcurrido un tiempo ¢, (caso continuo), tiende a la FDP de una distribucién
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Gaussiana cuyo ancho depende de v/Z, véase la ecuacién (1.12). Por otro lado, en el
caso discreto, después de que el caminante ha tomado N pasos , la FDP tiende a una
distribucién Gaussiana cuyo ancho depende de v N, véase la ecuacion (1.13).

1.2.2. Movimiento Browniano

Un problema similar al planteado por Pearson era conocido desde 1827, en los ex-
perimentos realizados por el botdnico Robert Brown sobre el movimiento de particulas
de polen flotando en agua observado bajo el microscopio, véase la figura (1.5).

Figura 1.5: Los granos de polen (circu-

los grandes) flotando en agua, se ob- O;C‘? ?J Q-o dQ g % © o
servan bajo el microscopio en constan- 0. % . Gg
te movimiento (agitaciéon térmica) de- 0 % Qo o B
bido a las colisiones con las moléculas o- 2 ) @ O ,O' %
del agua (circulos pequenos). 00.0 S Qol ¢ OQ

0. oy Q O-

= D og © 0 Q o)

Brown comenzé su estudio con granos de polen de la planta Clarkia pulchella, [33],
los cuales miden aproximadamente 5 pm de longitud. Los analizé bajo el microscopio
inmersos en agua y noté que estaban en constante movimiento y ademas frecuentemente
sufrfan un cambio de forma (contraccién de un lado y expansion en el otro). Debido
a esto pensod que el fendmeno no era causado por corrientes en el fluido ni por la
evaporacion del liquido sino que eran una propiedad de la particula misma. Cuando rea-
liz6 nuevos experimentos con granos de polen mas pequenos, encontré un movimiento
mas pronunciado y supuso que estaba observando el equivalente en las plantas a los
espermatozoides en los animales, los cuales nadan en el liquido por medio de un flagelo.
En su articulo [33] escribi6 la siguiente frase:

“Habiendo encontrado movimiento en las particulas de polen de todas las plantas vivas
que he examinado, fui llevado a continuacién a preguntarme si esta propiedad continuaba

después de la muerte de la planta y por cuanto tiempo era retenida’.”

Continué sus estudios examinando plantas muertas (algunas preservadas en herba-
rios por més de 20 afos), tejidos de animales y vegetales, particulas pequenas de vidrio

L “Having found motion in the particles of the pollen of all the living plants which | had examined, | was
led next to inquire whether this property continued after the death of the plant, and for what length of
time it was retainted.”
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e incluso polvo de un fragmento de roca proveniente de la Esfinge. En todos los casos
encontré un movimiento similar.

Su conclusién fue que estas “moléculas activas” son “facilmente obtenidas de todos
los cuerpos” y que, posiblemente, el movimiento era debido a la energia de la luz inci-
dente sobre las particulas del polen o a vibraciones imperceptibles, ocurridas durante
el experimento.

Una mejor comprension del movimiento Browniano surgié medio siglo después, cuan-
do James Clerk Maxwell y Ludwig Boltzmann desarrollaron la teoria cinética de los ga-
ses. Supusieron que un volumen de gas esta hecho por un nimero grande de particulas
muy pequenas que estan en constante movimiento aleatorio, chocan entre ellas y con
las paredes del recipiente que las contiene. Mostraron que muchos resultados experi-
mentales de la termodindmica se obtienen calculando el promedio del comportamiento
estadistico de esta coleccién de particulas [34].

Esta teoria propuso que la materia estd hecha de atomos o moléculas en cons-
tante movimiento (agitacién térmica). Por lo tanto, si el liquido en el que flotan las
particulas Brownianas esta hecho de moléculas en agitacién, entonces el fendmeno del
movimiento Browniano era debido a las colisiones de estas moléculas con los granos de
polen. Fué hasta el ano 1905, con los trabajos de Albert Einstein sobre el movimiento
Browniano cuando se dié una descripcién fisica del fenémeno.

Aproximacion de Einstein en sus estudios del Movimiento Browniano

El objetivo de Einstein era hallar evidencias de que la materia estd hecha de ato-
mos [3]. Supuso que si las predicciones de la teorfa cinética son correctas, cualquier
particula inmersa en un bano calorifico de atomos, se comportard como si fuera un
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atomo grande, ya que estard en equilibrio termodindmico con los dtomos del bano [35].
Einstein considerd un sistema de particulas de tamano microscépico suspendidas irre-
gularmente en un liquido. Modelé el movimiento asumiendo lo siguiente:

e muchos caminantes al azar independientes, véase la figura (1.6),

e cada uno toma pasos de tamano [ que después de cierto intervalo de tiempo pequeiio
7 pueden ser considerados independientes en el tiempo.

En este pequeiio intervalo de tiempo 7 la coordenada x de cada particula se incrementa
por [, (cuyo valor puede ser negativo o positivo). Einstein us6 una aproximacién continua
donde cada particula tiene una funcién densidad de probabilidad (FDP) asociada a las
longitudes de los pasos dada por W(l, 7). La concentraciéon C' de las particulas en un
tiempo t + 7 se calcula a partir de la distribucién de las particulas al tiempo ¢ segun la
siguiente relacion [3,31]:

Olz,t +7) = /OO Oz — 1,1)U(l,7) dl, (1.14)

donde (I, 7) estd normalizada de acuerdo a:

/_Oo U(l,7) dl = 1.

oo

Si 7 es muy pequeno podemos aproximar a primer orden el lado izquierdo de la ecuacién
(1.14) [3]:

Clx,t+71)=Cl(x,t)+ Ta—c.
ot
Einstein asumié que la longitud del desplazamiento tipico [ dada por U(l,7) es
pequena comparada con la escala de longitud tipica x de las variaciones en la dis-
tribucién de la concentracién C(z,t). Esto permite efectuar una expansion en series de
Taylor, hasta segundo orden [3] en el argumento de la integral en el lado derecho de la
ecuacién (1.14) :

l@C(x,t) 1> 9*C(x,t)
Oz 2 Ox2

Al sustituir ambas aproximaciones obtenemos:

Cz —1,t) =C(x,t) —

C(x,t) +T(9a(t;’ = C(x,t)/ U(l,7)dl — 06’8(3:,t)/ U(l, )l di+
oo r )

2C (x,t) [ 2
T /W(Z,T)Z!dl-i—"'

o
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e introduciendo la definicion,

(= /_ T,

o

de los momentos de orden n de W(I, 7) llegamos a:

oC (hyoc (1*) 9*C
B AT S e 1.1
ot T Ox + 21 0x2 (1.15)

Si el segundo momento (1?) de ¥(I, 7) es finito, se pueden definir las siguientes constan-
tes:

[ 12
zjzll’mQ D= h’mu (1.16)
T—0 T T—0 27
donde v es el coeficiente de deriva (adveccién) de la distribucién de las particulas y D
es la constante de difusién. Al sustituir en la ecuacién (1.15) llegamos a la ecuacion de
difusién con el término de deriva,

@4_ %_D@
ot V&Ei 0x?

para la concentracion de las particulas C'(z,t). El coeficiente de deriva v es la velocidad
(biased velocity) que tienen las particulas cuando el movimiento no es isotrépico y por
lo tanto el desplazamiento promedio (I) # 0, es decir, existe una direccién preferencial
en el movimiento.

(1.17)

Difusién isotrépica

Cuando las particulas tienen un movimiento isotrépico, el desplazamiento promedio
() es cero y el coeficiente de deriva vale v = 0. La funcién densidad de probabilidad
obedece la ecuacién de difusién simple mostrada en la ecuacién (1.9), cuya solucién se
obtiene al sustituir d = 1 en la ecuacién (1.12):

1 22
C(z,t) = e~ 1Dt 1.18
= D (118)
Esta ecuacién da la concentracion de las particulas en el liquido en la posicién x en el
tiempo t con un coeficiente de difusién D.

La medida de la dispersién de las particulas se obtiene a través del desplazamiento
cuadrético medio:
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N ffooonC’(Lt)d:p
(@) = [7 Cla, t)da

= 2Dt, (1.19)

el cual es una funcién lineal en el tiempo. Por lo tanto, la raiz cuadratica media del
desplazamiento de la particula en difusion en el liquido es directamente proporcional a
la raiz cuadratica del tiempo:

Trms. =\ (2?) = V2Dt para t >> T. (1.20)

La funcionalidad del desplazamiento neto de la particula con la raiz cuadrada del tiempo
t [o en el nimero total de pasos N, véanse también las ecuaciones (1.12) y (1.13)], es
una consecuencia tipica de la naturaleza aleatoria de los pasos [36].

Difusién no isotrépica

Cuando v # 0, las particulas tienen una velocidad de deriva dada por v. El término
de adveccién puede ser reabsorbido con una transformacion al sistema de coordenadas
de una de las particulas en movimiento con velocidad v:

r=x—vt
t=1t

que sustituida en la ecuacién (1.17), usando la regla de la cadena resulta en:

oCoL oCoY , (0CONy  aC oY _
ot ot =~ Oy ot ox 0x Ot 0x)
0 0x 00t [0CIxy 0C Ot
= D —_— —_— - PR —
(ax or atax) (ax or o 8t>
lo que reduce el problema a:
oC 02C
o~ Do (1.21)

la cual es la ecuacién de difusion simple en en las coordenadas x y t, véase la ecuacién
(1.9), cuya solucién esta dada por la ecuacién (1.18).

Einstein mostré que es posible calcular qué tan rapido se difunden las moléculas
del liquido a partir de la difusién més lenta de las particulas Brownianas [34]. También
hizo predicciones sobre las propiedades de los atomos, las cuales fueron posteriormente
demostradas en los trabajos experimentales de Jean Perrin sobre particulas Brownianas,
los cuales confirmaron la naturaleza atémica de la materia.
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La convergencia del modelo de caminante al azar simple y el movimiento Browniano
a una distribucion Gaussiana es una consecuencia de un teorema fundamental de la
probabilidad, el teorema del limite central.

El Teorema del Limite Central (TLC)

Consideremos un caminante al azar simple, unidimensional, cuya caminata consiste
de pasos aleatorios de longitud [; escogidos a cada intervalo de tiempo 7 de manera
independiente de una FDP W¥(l). La posicién R(t) después de N pasos a un tiempo
t = N7 es la suma de los N desplazamientos independientes dada por:

R(t) =) 1. (1.22)

Si los primeros dos momentos () y (I?) de ¥(l) son finitos, la media y la varianza de la
posiciéon dependen linealmente del tiempo [37],

w=uvt

o2 — 92Dt (1.23)

donde v y D son la velocidad y el coeficiente de difusion respectivamente, dados por:
(@)

) oo
T 27

Estas relaciones caracterizan el comportamiento de un caminante al azar con un término
de deriva, relaciones (1.16), es decir, cuando el caminante tiene una direccién preferen-
cial en el movimiento ((I) # 0) y la difusién es no isotrépica normal.

El TLC da una caracterizacién més precisa del caminante al azar, ecuacién (1.22).
Este teorema establece que cuando las relaciones en la ecuacién (1.23) se satisfacen,
la FDP de la posicién R(t) toma a tiempos largos la forma de una distribucién Gaus-
siana [37, 38]:

t)— vt 1 [ 2
FDP {u1 <R —vt u2} lfm / e € de. (1.24)
2\/ Dt t—oo T ul

donde ¢ = (R(t)—vt)/(2v/Dt). Cuando (I) = 0, la posicién de la particula R(t) depende
de /N y es la distribucién de ¢ = R(t)/vV/'N la que admite el limite en la ecuacién (1.24).

El resultado del TLC, ecuacién (1.24) es muy general y es valido para muchos
fenémenos en la naturaleza. Como consecuencia de este teorema, el caminante al azar
simple y el movimiento Browniano obedecen aproximadamente una distribucién Gaus-
siana [35]. Para su validez se deben satisfacer las siguientes condiciones [37]:
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1. La distribucién de las variables aleatorias sumadas no debe demasiado ser ancha
(broad), una condicién suficiente es la existencia del segundo momento (I?).

2. Las variables aleatorias no deben presentar correlaciones de largo alcance.

La difusiéon anémala ocurre cuando cualquiera de estas condiciones no se satisfacen.

1.3. Modelos del movimiento de organismos

De la misma forma en que el movimiento de las particulas Brownianas fue mode-
lado con caminantes al azar simples y con la ecuacién de difusién, en el estudio del
movimiento de los animales también se ha recurrido a estos modelos para calcular la
dispersién de los individuos en el tiempo [1,2].

Los modelos biol6gicos de difusién son las herramientas matematicas frecuentemente
usadas para caracterizar la redistribuciéon de poblaciones de organismos. Difusion se
define como el transporte neto debido al movimiento aleatorio y la difusividad de los
organismos dependera del desplazamiento que puedan recorrer en un intervalo de tiempo
dado. De manera general se calcula a partir de la relacién entre el desplazamiento
cuadratico medio (MSD) y el tiempo:

(| R(t) |?) o t” (1.25)

donde 7 describe la razén de dispersién del proceso y R(t) es la distancia radial de la
posicién del organismo en un tiempo ¢ con respecto al punto de origen de la caminata.
Para el caso particular n = 1 la difusién es normal y corresponde a la difusividad de
una particula Browniana (caminante al azar simple). En el movimiento de organismos,
el célculo del exponente 7, caracteriza la dispersion y sirve de guia para modelar el
movimiento.

Desplazamiento Cuadratico Medio (MSD)

El desplazamiento cuadratico medio (MSD, Mean Square Displacement) es una
propiedad macroscopica que mide la evolucién en el tiempo o el espacio del proceso
difusivo. Se define como la distancia cuadratica que el organismo avanza desde el punto
de origen del movimiento hasta su posicién en un tiempo posterior ¢, promediado sobre
un ensamble de trayectorias. En el caso del caminante al azar simple, el MSD esta dado
por la ecuacién (1.19) y es una funcién lineal en el tiempo.

El MSD de un ensamble de organismos se calcula a partir de la serie temporal de las
N posiciones de la trayectoria y en dos dimensiones esta dado por la siguiente ecuacién:
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(IR@) [7) = R(t)—Rto) |*)

. (1.26)

= LS (It~ #lt0) + ylt) — )P)

donde [x(to), y(to)] son las posiciones al tiempo inicial ¢y de grabaciéon. Cuando se analiza
la caminata de un sélo organismo, se puede obtener una medida correcta del MSD si
el promedio sobre el ensamble se sustituye por un promedio sobre el tiempo. Esto se
efectia recorriendo en el tiempo la posicién inicial [x(ty), y(to)] con respecto a la que se
mide (| R(t) |?) para obtener origenes multiples y mayor precisién en el cdlculo [26].

El modelo del caminante al azar simple y la aproximacién con la ecuacién de di-
fusion han funcionado correctamente en la cuantificacién del movimiento de algunos
organismos. La aproximacién con la ecuacién de difusion en el movimiento de la pulga
saltona (Phyllotreta spp.), mostré una correspondencia alta entre los valores predichos
y observados [1].

Estos modelos funcionan cuando no se toma en cuenta la persistencia direccional
entre los pasos que componen el movimiento de los animales. Sin embargo, las trayecto-
rias resultantes de la interaccién de los organismos con medios ambientes homogéneos
muestran cierto grado de correlacion entre pasos sucesivos que pueden ser una propiedad
del medio en que se mueve o ain de la escala en la que se observa el movimiento. En
organismos con movimientos que muestran una persistencia direccional y efectos de
memoria es necesario hacer modificaciones al modelo de caminante al azar simple, ge-
neralizandolo de tal forma de reproducir las caracteristicas observadas en el movimiento
real. Por ello, se han propuesto variantes de caminantes al azar que toman en cuenta
de manera explicita las correlaciones entre pasos sucesivos. Uno de los modelos mas
interesantes y mas simples es el del caminante al azar correlacionado (CRW) motivado
por las caracteristicas de las trayectorias y que constituye un punto méas de compara-
cién con otros datos experimentales. E1 MSD para caminantes al azar correlacionados
se calcula analiticamente y se llama desplazamiento cuadrético neto esperado (NSD).
Bajo parametros especificos, el MSD promediado sobre un ensamble de caminantes al
azar correlacionados y el desplazamiento cuadrético neto esperado deben coincidir [39).

1.3.1. La caminata al azar correlacionada (CRW)

El caminante al azar correlacionado (CRW) es la formulacién de caminante al azar
mas simple usado para el andlisis de trayectorias que se caracterizan por tener cierto
grado de persistencia direccional entre pasos sucesivos. La formulacién en una dimension
es sencilla, ya que sdlo existen dos direcciones posibles del movimiento (izquierda o
derecha), sin embargo, en dos o més dimensiones el problema es mas complejo, ya que
se tiene un numero infinito de direcciones a considerar.

Supongamos que una mariposa explora un territorio en busca de alimentos, los
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cuales se encuentran distribuidos en plantas localizadas de manera dispersa como se
muestra en la figura (1.7A). Mientras la mariposa explora una planta, se detendrd, y
consecuentemente la caminata estard compuesta de paradas a intervalos irregulares en
el tiempo. Si almacenamos las posiciones del insecto en cada una de estas paradas y
posteriormente las unimos con lineas rectas obtenemos una representacion discreta de
la caminata original, véase la figura (1.7 B). La nueva trayectoria se compone de una
serie de pasos, cada uno caracterizado por dos coordenadas espaciales y una temporal,
a partir de las cuales podemos obtener la duracién 7;, la longitud [; y direccién &; (con
respecto a un eje fijo) de cada paso i. Ademds, con dos dngulos consectivos, &_1 y &,
obtenemos el angulo de giro 6;, que da la direccién del paso ¢ con respecto a la direccién
del paso ¢ — 1.

La mariposa en el paso i se mueve una longitud /; durante un tiempo 7;, (cuyos
valores son independientes entre si), y continua el movimiento aproximadamente en la
misma direccion del paso i — 1.

El caminante al azar correlacionado toma en cuenta esta persistencia direccional
en el movimiento de la mariposa por medio de una correlacién entre los angulos &; y
&1 dada por el angulo de giro #;. Si en el paso i el caminante gira con un angulo de
giro 6; en el rango [—180°,180°], distribuido segin una distribucién Gaussiana centrada
alrededor de 0°, la direccién del paso ¢ — 1 tiene una autocorrelacion con la direccién
del paso i y la trayectoria resultante muestra un alto grado de persistencia, figura (1.8).

En el movimiento real de un organismo, la dependencia entre pasos sucesivos esta re-
lacionada directamente con la forma de la distribucién de los dngulos de giro: una
distribucién concentrada alrededor de 0° indica una autocorrelacién positiva en la di-
reccion del movimiento o una persistencia en la direccién, mientras que una distribucion
de angulos de giro agrupada alrededor de +180° indica una autocorrelaciéon negativa o
una tendencia a revertir la direccién de movimiento. Cuando los angulos de giro estan
distribuidos uniformemente el organismo no muestra una persistencia en el movimiento
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Figura 1.8: Simulacion de la caminata de un CRW. La correlacion se introduce a través
de los angulos de giro 6, los cuales estan distribuidos segiin una distribucion Gaussiana
con &ngulos en el rango [—180°, 180°] centrada alrededor § = 0°. Esta distribucién
introduce una autocorrelacion entre las direcciones de los pasos i — 1 e i.

y el modelo del caminante al azar correlacionado se reduce al caminante al azar simple.

El caminante al azar correlacionado ha sido utilizado en la literatura para modelar
movimientos de animales (individuos y grupos). La aplicacién de este modelo se efectiia
con tres parametros [40]:

e el ntimero de pasos N,
e la longitud de los pasos [,

e los angulos de giro 0,

con los que el movimiento queda caracterizado en términos de las distribuciones de
probabilidad.

Foérmula para el desplazamiento cuadratico neto esperado

J.G. Skellam [2] fue el primero en derivar una férmula para calcular el desplaza-
miento cuadrético neto (NDS) de una poblacién tedrica de organismos moviéndose como
caminantes al azar correlacionados (CRW), con el objetivo de estudiar los patrones de
la dispersién de la poblacién. Posteriormente, Kareiva y Shigesada en [6] obtuvieron
una ecuacion para el NSD del CRW en términos de pardmetros calculados a partir de
la caminata de organismos vivos con distribuciones simétricas de angulos de giro. El
procedimiento fue el siguiente:
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Consideremos un caminante que genera una trayectoria bidimensional cuyas posiciones
R estdn dadas por las coordenadas z;,y;, (donde ¢ = 1,--- , N), obtenidas a intervalos
de tiempo constantes. A partir de esta serie, podemos calcular la longitud del i-ésimo
paso, segin la siguiente forma cartesiana,

= (i — 2)2 + (Yir1 — ¥:)?), (1.27)

y el angulo de giro 6; entre el paso i y el paso anterior 7 — 1 con la relacién:

§i = &1+ 0 (1.28)

donde &; y &_1 son las direcciones del paso i e i — 1 con respecto a un eje fijo. Si 6; y I;
son variables independientes, cada una dada por una funcién densidad de probabilidad
(FDP):

W, (1) dl: la probabilidad de que la longitud de cada paso tenga un valor entre [ y [+ dl,

Wy(0) do: la probabilidad de que un dngulo entre dos pasos consecutivos tenga un valor
entre 0y 0 + df,

las series de movimientos pueden generarse seleccionado aleatoriamente una longitud
de W (l) y un angulo de ¥y(#) a cada paso. Como el valor seleccionado de cada variable
aleatoria en un paso en particular es independiente del valor en pasos precedentes, se
tiene un caminante al azar correlacionado donde Wy(f) da una medida del grado de
correlacion en la que el movimiento esta correlacionado.

En [6] asumen que las correlaciones cruzadas entre los valores de [ y 6 en los pasos
iy j, dadas por l;, l;, 6; y 0;, valen cero para variables no adyacentes,(| j —i |> 1). Por
lo tanto, el desplazamiento cuadratico neto esperado (R%) estd dado por:

N

(R%) =Y (Ri-Ry)+2)> (Ri-Ry)

i=1 i>j

= N(I?) + 2(I)* Z < (cosi@k> >

>7

(1.29)

donde (R, - R;) es el producto interno de los vectores de desplazamiento de los pasos i
y j respectivamente. Usando la férmula de Euler:

eix _'_e—i:r
CosS r = T,

donde i es la unidad compleja, el dltimo término puede ser escrito como:
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(6T 4 TR0, (1.30)

DO | —

i—1
cos E 0, =
k=3

y como los dangulos de giro 65 (k =1,2,---) son variables independientes:

< (cos Z Hk) > {(e +is)"™7 + (e —is)" 7}, (1.31)

donde € = (cos ) y s = (sen ).

Finalmente,
i—1 1 N=1N-p
<(c0529k)> 52 Z{(e—l—is)p—l—(e—is)p}:
k=j p=1 j=1

:HiS<N1—<€+iS>N>+

2(1 —e—is) 1l—e—is

_(e—e?—$)N-—¢
(1—¢)?+s?)

252 4 (e2 4+ s2)" 2 2 [{(1 — )% — s2}cos{(N + 1)a} — 2s(1 — &)sen{(N + 1)a}]
* {(1—e)? +s2}2 ’

donde a = tan~!(s/e). Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (1.29) se obtiene la
formula general de Kareiva-Shigesada para el desplazamiento cuadréatico neto esperado:

+1

L2524 (24 52) 72

(e—e*—s*)N —¢
(= +s

(1—c)?+s)

(RY) = N (1) +2{1)* +2(0)

(1.32)
donde v = {(1 — £)? — s*}cos{(N + 1)a} — 2s(1 — ¢)sen{(N + 1)a}.
La ecuacién anterior se reduce a una expresién més simple en ciertos casos:

e Si Uy(#) es una FDP uniforme, la ecuacion (1.32) se reduce a:
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(RY) = N (%),

y el caminante al azar correlacionado se reduce al caminante al azar isotrépico.

e El movimiento de ciertos animales exhibe probabilidades iguales de girar a la izquierda
o a la derecha. En este caso, Uy(#) es simétrica alrededor de 8 = 0°, lo que resulta en
s = (sen §) =0y v = 0. Con esta simplificacion, la ecuacién (1.32) se reduce a:

(R3) = N(I%) +2(0)* = - <N - 11_—65 ) . (1.33)

El efecto de los angulos de giro en el desplazamiento cuadratico neto esperado se observa
en el limite cuando N > 1:

R2) lim N(12) + 2N ()2 [ — 1.34
(Riv) lim N{%) +2N(D" { 1 (1.34)
y determina ademds la cantidad (R3%/) a través de la razén /(1 — ¢), donde los dngulos
de giro pequenos producen una razén £/(1 — €) mdas grande y desplazamientos més
grandes.

Las ecuaciones (1.32) y (1.33) se aplicaron a caminatas de animales, donde el (R3/)
obtenido segin los pardmetros que aparecen en el cuadro (1.1) se compard con el
obtenido segun la férmula,

N

(RY) =D s — 20} + {yi — w0}, (1.35)

i=1

dada en términos de la posicién del caminante en el paso i medida con respecto al
punto inicial de la caminata (origen). Si las curvas resultantes no ajustan, se pueden
usar los resultados del modelo de CRW para estudiar las posibles causas, como lo
hicieron Kareiva y Shigesada con mariposas (Pieris rapae) [6], véase la figura (1.9).
Este andlisis también fue aplicado en el movimiento de escarabajos del frijol [41] (Epi-
lachna varivestis), nematodos (Phasmarhabditis hermaphrodita) [42], caribis (Raginfer
tarandus) [7,43] y en el crecimiento de plantas clonales (Solidago odora) [44,45] .

La ventaja de usar desplazamientos cuadraticos netos esperados es que muestran
una relacién con el tiempo y por lo tanto, pueden, hasta cierto grado, relacionarse
directamente con la razén de dispersion de una poblaciéon de organismos.

Ademas del CRW, existen otros modelos de caminantes al azar que se han aplicado
en el movimiento de los animales. En estos modelos, el analisis ya no considera las
correlaciones entre los pasos sucesivos y se centra principalmente en la distribucion de
las longitudes de los pasos del organismo. El modelo més interesante es el vuelo al azar
de Lévy, el cual es un caminante al azar que toma pasos con longitudes distribuidas
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Figura 1.9: Resultados obtenidos por Kareiva y Shigesada en [6]: Relacién entre el
desplazamiento cuadratico neto esperado de mariposas (Pieris rapae) en funcién del
nimero consecutivo de movidas hechas, en: (A) Vuelos mientras las mariposas buscan
sitios de oviposicién en jardines de col (repollo). (B) Vuelos mientras las mariposas se
alimentan de néctar en un campo de varas de oro (Solidago odora). Los circulos (o)
unidos con lineas punteadas muestran las predicciones obtenidas para el CRW usando
la ecuacién (1.33).
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1 N

= S longitud media de los pasos
i=1
N
(l%%Zl% longitud cuadratica media de los pasos

i=1

N
1 . , .
e = (cos ) = S cos 0; || promedio de los cosenos de los angulos de giro
i=1

N
1 . , .
5= (sen 0) = Y sen0; | promedio de los senos de los dngulos de giro
i=1

Cuadro 1.1: Medidas del desplazamiento cuadratico neto esperado (NSD) obtenidas con
la férmula de Kareiva-Shigesada para un caminante que efectiia una caminata al azar
correlacionada con propiedades obtenidas a partir del movimiento real del organismo.

siguiendo una ley de potencias. Este caminante reproduce trayectorias caracterizadas
por patrones fractales que muestran cierta similaridad con las caminatas generadas por
algunos organismos vivos.

1.3.2. Vuelo al azar de Lévy

Paul Lévy generalizé el movimiento Browniano y considerd otro tipo de distribu-
ciones, de tal forma que la distribucién de la longitud de un solo salto y todos los N
saltos tuviera la misma forma matematica.

Lévy [46,47] consider6 un conjunto {/;} de variables aleatorias, idénticamente dis-
tribuidas, cada una gobernada por una funcién densidad de probabilidad (FDP) ¥(l;)
y se pregunté cuando la nueva variable [y, dada por:

colo = c1ly + -+ -+ enly,

donde las ¢; son constantes relacionadas por la condiciéon auxiliar:

o %
Cop=¢C T +cp,

tiene la misma FDP que el conjunto {/;}. Cuando i > 0, (;) =0y v = 2, la suma de
las N variables aleatorias:

1 N
lo—ﬁ;li

tiene una FDP Gaussiana normalizada por el coeficiente 1/v/N, ecuacién (1.24).

Lévy demostrd para el caso v < 2, que la solucién es una es una funcién cuya
transformada de Fourier (I — k) tiene la forma [46]:
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plr.k) =e My <2, (1.36)
que en el espacio real corresponde a:

1
|1+

U(y,1) [ — oo. (1.37)

Si | [ | es una variable aleatoria cuya funcién densidad de probabilidad esta dada por
la ecuacién (1.37) se dice que estd distribuida siguiendo una distribucién de Lévy.
La letra v representa el indice de Lévy y toma valores en el rango 0 < v < 2. Para el
caso v = 2, se obtiene la distribucion Gaussiana y corresponde al tinico caso donde el
segundo momento (| [ |?) es finito.

De manera general, cuando el indice Lévy esta en el rango 0 < v < 2, los momentos
de orden n de la FDP de Lévy, ecuacién (1.37), denotados con (| [ |*), son finitos si
n < ~ y son infinitos para n > 7 [37]. Debido a esto, el Teorema del Limite Central,
ecuacion (1.24), ya no es aplicable y se tiene un proceso con difusién anémala.

Un caminante al azar siguiendo un vuelo de Lévy, genera desplazamientos aleatorios
de longitud (] 1 |= ) con una FDP dada por la ecuacién (1.37), y visita un conjunto
autosimilar de puntos en el espacio, véase la figura (1.3.2). La diveregencia del segundo
momento (varianza) de la FDP implica una dependencia no lineal en el tiempo del
desplazamiento cuadréatico medio de la caminata (n # 1), véase la ecuacién (1.26).

700
600 - *
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400 *
Figura 1.10: Simulacién de un 300 L i
vuelo de Lévy con 10000 segmen- Yy
tos de trayectoria cuyas longi- 200 - N
tudes estan distribuidas siguien- 100 -
do una distribucion de Lévy, oL 1
ecuacién (1.37), con un indice de
Lévy v =1.5. -100 -~ .
-200 | | | | |
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{ Qué pasa al variar el indice de Lévy?
Casos especiales

La modificacion del valor del indice Lévy resulta en un cambio directo en el patrén
generado por el caminante al azar. Para valores del indice de Lévy v < 0 la ecuacion
(1.37) tiene valores negativos, por lo que no es una FDP vilida, sin embargo para
0 < v < 2 la transformada inversa de la ecuacién (1.36) es una FDP valida, conocida
como la distribucién de Lévy de orden . Dependiendo del valor de v se definen los
siguientes casos especiales [46]:

e Distribucién Gaussiana (y = 2)

Cuando v = 2, la variable aleatoria [ tiene una funciéon densidad de probabilidad
dada por:

pk)=e" 2~ U(l) = (1.38)

en el espacio de Fourier y el espacio real, respectivamente [37,46].

e Distribucién de Cauchy-Lorentz (7 = 1)

Esta distribucion asigna probabilidades suficientes para tener pasos muy largos in-
tercalados con pasos cortos y el segundo momento (varianza) de la distribucién es
infinito. Tiene las siguientes formas en el espacio de Fourier y en el espacio real [46]
respectivamente:

B a
©ow(a? +12)

Un caminante al azar bidimensional, que toma desplazamientos de longitudes [ dis-
tribuidas siguiendo la distribucién de Cauchy-Lorentz se muestra en la figura (1.11).
Observamos que la caminata toma la mayor de las veces pasos de longitud pequena,
aunque ocasionalmente hace saltos muy largos, comparados con el desplazamiento to-
tal. Esto es muy diferente al caso del caminante al azar isotrépico mostrado en la figura
(1.6), donde el tamano de los pasos es constante y se tiene una difusiéon normal.

p(k)y=e ™ w() (1.39)

e El caso v < 0 corresponde a distribuciones de probabilidad que no pueden ser nor-
malizadas.

Debido al decaimiento lento de la distribucion de Lévy en los extremos, existe una
probabilidad alta de pasos de longitudes pequenas intercalados con pasos de longitudes
mas largas (vuelos), por lo que la caminata no muestra una escala caracteristica [48].
Como resultado los vuelos al azar de Lévy generan patrones relacionados a geometrias
de tipo fractal. En la figura (1.12) mostramos a diferentes escalas la simulacién de
la trayectoria de un caminante al azar cuyos pasos siguen un vuelo de Lévy. En cada
escala aparecen los patrones fractales caracteristicos que genera la distribucién.
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Vuelos de Lévy en el contexto del caminante al azar continuo en el tiempo

(CTRW)

El movimiento de los organismos frecuentemente se encuentra caracterizado por
“paradas” en las que el animal permanece en la misma posicién durante cierto tiem-
po. En la grabacién de la trayectoria, estas “paradas” aparecen como un conjunto de
coordenadas (z,y) cuyo valor no cambia durante un lapso de tiempo, conocido como
tiempo de espera. Los tiempos de espera tienen un efecto importante en la difusién del
organismo, la cual ya no puede ser caracterizada con la formula para el desplazamiento
cuadrético medio (MSD) dada en la ecuacion (1.25).

Cuando un caminante al azar sigue un vuelo de Lévy, se difunde anémalamente
y el MSD dado por la ecuacién (1.25) tiene una dependencia no lineal en el tiempo
(v # 1). Sin embargo, si ademds los tiempos de espera también siguen una ley de
potencias, ecuacién (1.37), el exponente del MSD no se obtiene con la ecuacién (1.25).
Las propiedades difusivas de un caminante al azar cuyos pasos y tiempos de espera
siguen una distribucion de Lévy pueden ser modeladas en el contexto del caminante al
azar continuo en el tiempo (CTRW) donde la magnitud central es la funcién densidad
de los tiempos de espera [37,46,49].

Caminata al azar continua en el tiempo (CTRW)

En la caminata al azar continua en el tiempo, el caminante tiene que esperar un
tiempo 7, en cada paso, antes de efectuar el siguiente desplazamiento. Consideremos
un caminante al azar que se mueve en una latiz regular, con la restriccién de esperar
un tiempo 7, en cada sitio antes de ejecutar un desplazamiento 1 de longitud | 1 |= 1.

0.2
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La posicién R(t) del caminante después de que ha transcurrido un tiempo ¢ esta dada
por:

R(t)=> 1 (1.40)

la cual es una suma de variables aleatorias con un tiempo de espera aleatorio. Sea
U(R,t) la FDP asociadas a la posiciéon R(t) del caminante en el tiempo ¢t y ¥(1,7,)
la FDP asociada a la probabilidad de que el caminante efectiie un paso de longitud 1
después de que ha transcurrido un tiempo 7, desde el iltimo paso. Por simplicidad se
asume que el tiempo de espera 7, es una variable aleatoria escogida independientemente
de una distribucién ¥(r,) y no esté correlacionada con la longitud del paso 1, la cual
se escoge siguiendo una distribucién W(1). Si ¥(1, ) puede desacoplarse [37,49],

U(l,7,) = V()¥(r), (1.41)

el movimiento del caminante al azar continuo en el tiempo se puede modelar como un
proceso difusivo que ocurre con la presencia de trampas [37], figura (1.13). El caminante
al caer en cada trampa le toma un tiempo 7, salir de ella, asociado con el tamano del
hoyo, (las trampas no estan asocidas para siempre con un sitio dado por lo que el
caminante cae en una trampa diferente si regresa a un sitio ya visitado).

Nuestro interés principal es el comportamiento difusivo del caminante cuando V(1)
y U(7,) son funciones de densidad de probabilidad dadas por:

1 1
N =z

U(l) o (1.42)
donde el desplazamiento promedio del paso (1) es finito cuando 1 < o < 2 y es infinito
cuando o < 1, mientras que (I1?) es infinito cuando o < 2. La media de 7, (tiempos de
espera) esta dada por:

(Tw) = /000 TwV(Ty) dTy,

y es finita cuando 8 > 1 e infinita cuando § < 1 6 7, esta distribuido siguiendo una
distribucién exponencial (distribucién de Poisson) [46]. Los casos f <1y 1 < a < 2,
implican un caminante al azar que cae en trampas durante el movimiento y ademas
realiza un vuelo al mismo tiempo [46].

Comportamiento difusivo

Si el caminante ejecuté N pasos durante un tiempo t, el desplazamiento cuadratico
medio de la posicién estéd dado por:
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IR@ B = NI N, (1.43)
donde (1?) es la longitud cuadrética media de los pasos,

() = / T () 2 g, (1.44)

o

El tiempo total ¢t es simplemente la suma de los NV tiempos de espera ocurridos durante
la caminata:

t=3" () (1.45)

i=1

la cual es una suma de variables aleatorias independientes. Esto permite distinguir los
siguientes casos:

(a) Si (7,,) es finito, ¢ se comporta tipicamente como t ~ N(7,) y la difusién es normal
a tiempos largos, ecuacion (1.25) con v =1 [37]:

(IR(t) ) = 2Dt, (1.46)

donde D = (12)/(2(7,)) es el coeficiente de difusién y toma valores como si los saltos
sucesivos ocurrieran a intervalos regulares en el tiempo.

(b) Si0 < g <1, el tiempo ¢ se comporta como:

Q=

t~ N (1.47)

)

e introduce un comportamiento subdifusivo donde el desplazamiento cuadratico medio
del caminante es [37]:

)t sio<pB<1
(IR(t) [*) = (1.48)
(1%) ﬁ sifg=1

(c) Sil < B < 2,s6lo se introducen correcciones anémalas en el comportamiento normal
a tiempos largos y el desplazamiento cuadratico medio es [37]:

2Dt +ct'/P sil< B <2
(IR(t) ) = (1.49)
2Dt+ctInt sif=2

(d) Si 8 > 2 el desplazamiento cuadrético medio estd dado por:
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IR ) ~ <<iw>>t - (150)

donde ¢ es una constante.

El comportamiento difusivo del CTRW es anémalo cuando las longitudes de los
pasos y los tiempos de espera siguen una ley de potencias con exponentes o y 3. La
caracterizacion de la difusién se hace a través de las férmulas para el desplazamiento
cuadratico medio (| R(t) |?) dadas en las ecuaciones (1.46), (1.48), (1.49) y (1.50).

1.3.3. Vuelos de Lévy en el movimiento de animales

Los vuelos de Lévy se han usado para modelar el movimiento de animales cuando
se mueven en el medio natural recorriendo distancias muy grandes durante tiempos
largos [26]. Bajo ciertos supuestos [19], se demostro6 que la estrategia éptima de bisqueda
de los organismos corresponde al vuelo al azar de Lévy cuyas longitudes de pasos estan
distribuidos de acuerdo a,

W(l) oc I, (1.51)

conyp=1+vy~2.

Este exponente se ajusta a las distribuciones de las longitudes de los pasos del
movimiento de diversos animales, como monos arana [9], chacales (Canis adustus) [10],
abejas (Apis mellifera) [11], moscas de la fruta (Drosophila melanogaster, Bactro-
cera tryoni) [12, 13], escarabajos cardbidos (Pterostichus melanarius) [14], albatros
(Diomedea exulans) [15] (sin embargo ver [16,17]) y varios animales acudticos [18].
El proceso difusivo de busqueda es 6ptimo si el animal se dedica solamente a la lo-
calizacién de objetivos sin un conocimiento previo de la ubicaciéon de los mismos y si
la distancia promedio entre objetivos sucesivos excede por mucho el rango de visién
del organismo. Cuando el nimero de caminantes involucrados en la busqueda cambia
(N > 1), la estrategia de bisqueda éptima corresponde a p — 1 [11].

La optimizacion del movimiento puede ser resultado de la interaccién con medios
ambientes complejos [50]. Los procesos de busqueda superdifusivos presentan carac-
teristicas libres de escala [12,51,52], que los hace més eficientes en comparacién con
los resultados obtenidos si los animales se movieran como un caminante al azar simple
(difusién normal).

Los vuelos de Lévy, ademés de servir como modelos de movimiento de animales,
han tenido un gran nimero de aplicaciones importantes como modelos de series tem-
porales financieras, polimeros, turbulencia, correlaciones en las secuencias de ADN vy el
movimiento Browniano en gases [46].

Las modelos presentados en este capitulo son los mas recurridos en la literatura
para el estudio y andlisis de trayectorias de organismos. La aplicacién de alguno de ellos
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depende de las caracteristicas que se encuentren durante el estudio del movimiento. En
el siguiente capitulo daremos una breve descripcion de la morfologia de las termitas,
prestando especial interés a las termitas obreras, sobre las que se centra este trabajo.
También detallaremos el método y arreglo experimental usado para obtener los datos de
la trayectoria de la termita, asi como el intervalo de tiempo que usaremos para efectuar
todo el estudio.
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Figura 1.12: Vuelo de Lévy tipico.
En (A) el tamano caracteristico
del sistema estd dado en térmi-
nos de la longitud paso mas largo.
Notemos ademés que el vuelo es
autosimilar a magnificaciones su-
periores (B y C).
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Figura 1.13: Representacién de un ca- f;/
minante al azar continuo en el tiempo

(CTRW) [37].
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Capitulo 2

Diseno experimental y recoleccion
de datos

La mejor manera de estudiar el movimiento de organismos vivos es con la obtencién
de datos de las caminatas efectuadas en la naturaleza mientras el organismo interactia
con su medio ambiente. Esto puede efectuarse con la ayuda de dispositivos electronicos
tales como localizadores de seniales de radio o satélites como el GPS ( Global Positioning
System), o por marcacién de individuos con materiales radiactivos [1].

El movimiento que efectiia una termita en su medio natural, dependiendo de la
especie, puede ocurrir en el interior de nidos subterrdaneos o dentro de arboles; por lo
que la recoleccién de datos en el medio natural es dificil. Debido a esto, se opta por
estudiar a estos organismos bajo condiciones controladas de laboratorio. Este méto-
do fue aplicado en el estudio de las caminatas de las moscas de la fruta (Drosophila
melanogaster, Bactrocera tryoni) [12,13], copépodos (Temora longicornis) [22], pulgas
de agua (Daphnia) [23] y peces dorados (Carassius auratus) [25]. En todos los casos,
con fuertes restricciones espaciales en el movimiento.

En este capitulo describiremos las caracteristicas morfolégicas de las termitas. Pos-
teriormente detallaremos sobre los métodos y herramientas experimentales usados para
la obtencion de los datos.

2.1. Termitas

Todos los organismos vivos, una vez que han sido descritos se clasifican en un sistema
taxonémico que los ubica en una tnica jerarquia de categorias, desde reino, filo, clase,
orden, género y finalmente especie. El orden Iséptera agrupa a insectos eusociales (es-
pecializados en distintas tareas) de tamano mediano (2 a 22 mm de largo) cominmente
conocidos como termitas [54]. Estas se encuentran entre los insectos més antiguos, con
fosiles de 130 millones de anos de antiguedad. Dentro de su ecosistema cumplen una fun-
cién como consumidores primarios de celulosa y descomponedores de materia organica y
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madera. Viven en colonias, en las cuales, diferentes grupos de individuos estan dedicados
a diversas labores para el beneficio comtun de la colonia. Construyen sus propios nidos,
llamados termiteros y viven permanentemente en comunidades altamente organizadas.
Algunas especies de termitas prosperan en medios ambientes calientes y hiimedos, mien-
tras que otras se han adaptado a sabanas abiertas y zonas templadas. Se encuentran
distribuidas geograficamente en las partes tropicales de Africa, el Sur de Asia, Australia
y América.

Las termitas presentan una organizaciéon social muy elaborada. Las interacciones
sociales entre termitas aumentan su longevidad en casos de condiciones adversas [53].
Se ha documentado que la sobrevivencia de individuos aislados es menor comparada
con la de individuos en grupos, probablemente debido a un fenémeno que se conoce
como facilitacion social.

Las termitas se dividen en dos grupos [54]: las termitas inferiores y las termi-
tas superiores. Las termitas inferiores, estdn representadas por las siguientes fami-
lias: Mastotermitidae, Hodotermitidae, Termopsidae, Kalotermitidae, Serritermitidae
vy Rhinotermitidae. Este grupo se caracteriza por la presencia de protozoarios en el
intestino y poseen una dieta principalmente de madera. Las termitas superiores,
representadas por la familia Termitidae, se caracterizan por la ausencia de protozoarios
en el intestino y una dieta mas amplia.

La familia Termitidae abarca aproximadamente el 70 % de todas las especies del
orden Isoptera a nivel mundial, con 1900 de las 2800 especies descritas, y es la familia
maés diversa, abundante y especializada. Presentan mecanismos de defensa en los solda-
dos, quienes expulsan sustancias quimicas a través de un poro en forma de tubo frontal
0 naso. Se reconocen principalmente tres subfamilias de Termitidae: Apicotermitinae,
Termitinae y Nasutitermitinae.

Los Nasutitermitinae muestran la distribucién geogréafica mas amplia y la mayor
diversidad de especies entre las termitas superiores. Esta subfamilia tiene soldados con
mecanismos de defensa quimicos o quimicos y fisicos, aunque debido a los habitos
subterraneos de muchas especies, el conocimiento de la biologia de algunos géneros de
termitas se encuentra incompleto. Las termitas objeto de estudio en este trabajo son del
género Cornitermes spp. y se encuentran agrupados en la subfamila Nasutitermitinae.

2.1.1. Castas

Los individuos que conforman una comunidad de termitas tienen rasgos anatémicos
y funcionales que dependen del papel que desempenan en la sociedad. Las tareas de
cada termita determinan su casta especifica. En total hay cuatro tipos fundamentales
de castas, figura (2.1): el rey y la reina, los reproductores alados, los soldados y las
obreras. A continuacién se describen los rasgos que caracterizan a cada casta.
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Obreras Soldados Reproductivas Rey Reina
Aladas

Figura 2.1: Estructura social de las termitas dividida en castas.

Obreras

Representan la mayoria de la poblacién de la colonia. Sus funciones son: recoleccién
de alimentos, construccion y mantenimiento de nidos y tuneles, cuidado y alimentacién
de los jovenes y de adultos que no se alimentan por si mismos, como los soldados y la
pareja real. Las obreras juveniles tienen trabajos diferentes a los de las adultas, y la
mayoria de las veces permanecen dentro del nido.

Las obreras son individuos sin alas, sexualmente inmaduros y ciegos; su morfologia
externa es muy semejante en todas las especies de termitas y tanto machos como hem-
bras pueden ser obreras. Sin embargo, en algunas familias existen dimorfismos sexuales
(por ejemplo, los machos son més grandes que las hembras) y las tareas asignadas
pueden diferenciarse segin el sexo de la obrera.

Soldados

Tienen como funcién la defensa del nido, para ello poseen mandibulas y/o glandulas
de defensa. Ademds pueden fungir como forrajeadores en busqueda de nuevas fuentes
de alimento, reclutando posteriormente a las obreras para su explotacion.

Esta casta presenta la mayor diversidad de formas en cuanto a su morfologia externa.
Son de cuerpos blancos y suaves y su cabeza alargada y dura contiene dos quijadas o
mandibulas duras que se usan como armas contra sus depredadores. Algunos soldados
cuentan con dientes en el margen interno de la madibula ( Termitinae y algunos géneros
de Nasutitermitinae). También existe otro género que no posee mandibulas y presenta
una cabeza que termina en una prolongacién conocida como nasuto en la que desemboca
una glandula interna que produce una sustancia de defensa (Nasutitermitinae).
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Reproductores

Son todos aquellos individuos alados que se convertiran en los futuros reyes y reinas
y que fundardn una nueva colonia. Las colonias pueden tener tanto reproductivas pri-
marias (el rey y la reina) como cientos de reproductivas secundarias que asisten en la
puesta de huevos y el crecimiento de la colonia.

Rey: Fecunda y asiste a la reina y contribuye asi a crear y atender la colonia durante su
formacion inicial, continiia como su companero toda su vida para ayudar a incrementar
el tamafo de la colonia.

Reina: Crea la colonia por medio de la puesta de huevos y mantiene un nimero sufi-
ciente de obreras y ninfas que cuidan el nido. Puede vivir por més de 10 anos y produce
cientos de huevos en un dia. Las colonias de termitas pueden alcanzar varios millones
de individuos con la ayuda de reinas secundarias, que producen huevos.

Las termitas necesitan cierto grado de humedad, que obtienen a través del suelo
donde viven o en casos extremos por medio de su metabolismo. No pueden oir sonidos,
sin embargo pueden percibir las vibraciones mediante sus patas.

2.2. Detalles del experimento

El experimento se realizé en la Universidad Federal de Vigosa, localizada en el
Estado de Minas Gerais en Brasil. Se estudiaron termitas obreras Cornitermes spp.

Las termitas obreras recolectadas fueron marcadas en el abdomen con pintura negra
para facilitar su seguimiento en video y posteriormente se les colocd en un recipiente
circular de 20.5 cm de didmetro con fondo blanco, véase la figura (2.2). Previo a la
obtencién de datos, los individuos fueron aclimatados durante 24 horas, tiempo en el
que fueron alimentados y mantenidos a una temperatura de constante 25°C. Durante
la toma de datos se mantuvo la misma temperatura y la termita no tuvo acceso a
alimentos ni agua.

La grabacion del movimiento se efectiio con un software de seguimiento en video lla-
mado EthoVision® (Noldus Information Technology, Wageningen, The Netherlands),
el cual digitaliza las imédgenes y graba de manera automatica la actividad, el movimien-
to e incluso las interacciones sociales (en caso de haber muchas termitas) dentro de
los contenedores. En este experimento se procesaron dos imégenes por segundo y co-
mo resultado se obtuvo una serie temporal de las posiciones (z,y) de la termita. El
sistema EthoVision convierte directamente las distancias en pixeles en valores reales
(milimetros). En el experimento la equivalencia fue de 1 pixel = 0.52 mm.

El sistema de video EthoVision® sigue de manera automatica el grupo de pixeles
conectados del mismo color en el drea marcada en el abdomen, véase figura (2.2), cuyas
dimensiones en las imagenes tomadas correspondieron a un area de 5 pixeles x 5 pixeles
(=~ 4.7mm?). El software define la posicién de la termita en términos de la posicién de
alguno de los pixeles del grupo, lo que equivale a un error de precision del orden de + 2
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Figura 2.2: Esquema de la marcacion
con tinta efectuado en el abdomen de la
termita para facilitar la Jocalizacién por
el sistema EthoVision~. El area mar-
cada equivale a un area de 5 pixeles x
5 pixeles (& 4.7mm?) en las imdgenes
procesadas.

CAMARA

COMPUTADORA

C a0

EXPERIMENTO

i

Figura 2.3: El arreglo experimental usado para la obtencion de datos consiste en una
camara de video posicionada en la parte superior del experimento. La senal de la cAmara
se envia a una computadora y el movimiento se digitaliza con el software EthoVision>.

pixeles ~ £1 mm.

Con los datos de la serie de temporal de las posiciones, extraemos los siguientes
parametros:

° Angulos de giro relativos (6): que definen los cambios de direccién entre dos despla-
zamientos sucesivos.

e Longitudes de pasos (1): las distancias recorridas entre dos posiciones consecutivas.

e Distancia total viajada (DTV): la suma de todas las longitudes de los pasos.

En este trabajo estudiamos el movimiento de un individuo con el objetivo de analizar
trayectorias no afectadas por interacciones sociales. La termita obrera analizada tiene
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una longitud aproximada de 6.65 mm (cuerpo + antena) y esto equivale a aproximada-
mente 12.8 pixeles en las imagenes tomadas por el sistema EthoVision™.

2.3. Analisis de la caminata

Los posiciones de la termita fueron grabadas a un intervalo ‘libre’ de 0.5 segundos y
podemos reconstruir la trayectoria con este intervalo de tiempo. Sin embargo, debemos
cerciorarnos de que los datos no estén sobre-muestreados. El siguiente paso es escoger
un intervalo de tiempo 6ptimo que defina los pasos y que refleje las caracteristicas mas
importantes del movimiento. Si este intervalo de tiempo no es el correcto, los resultados
obtenidos no refleran las propiedades reales de la caminata.

2.3.1. Seleccion del intervalo de tiempo 6ptimo

El movimiento de los insectos terrestes es continuo y no estd marcado por pausas
frecuentes como el movimiento de los insectos voladores, cuyos pasos pueden facilmente
definirse en funcién de las posiciones en los puntos de aterrizaje. Las termitas efectiian
movimientos continuos marcados esporddicamente por paradas (tiempos de espera). Si
definimos un paso en terminos de las posiciones marcadas por estas paradas, la trayec-
toria resultante muestra un sub-muestreo donde la caracteristicas de la caminata real
se han perdido. Por lo tanto, no tenemos una guia natural para discretizar la caminata.
Cuando el movimiento presenta las caracteristicas antes mencionadas, se sugiere grabar
las posiciones a intervalos de tiempo constantes [1, 6], seleccionados previamente de
manera cuidadosa.

Un procedimiento usado para calcular el intervalo de tiempo 6ptimo consiste en
sub-muestrear los datos, hasta eliminar las autocorrelaciones en la trayectoria (inde-
pendencia en las observaciones) [55]. Sin embargo este procedimiento ademas de reducir
la cantidad de datos a analizar, también limita el significado bioldgico del analisis [56].
Optaremos por un método sencillo que indica el efecto del intervalo temporal en la
trayectoria por medio de dos parametros de la caminata: las longitudes de los pasos y
los dngulos de giro [57].

Con los datos obtenidos a intervalos temporales 7 de 0.5 segundos, calculamos las
longitudes de los pasos [; y los dngulos de giro #; de cada paso de la trayectoria, figura
(2.4). Con estos parametros caracterizamoss la tortuosidad de la trayectoria por medio
de la dispersion angular y la distancia total viajada por el animal. El objetivo es detectar
el efecto de aumentar el tamano del intervalo de tiempo ‘libre’ de 0.5 segundos a 1, 2, 4,
6, 8, 10 y 15 segundos, en la tortuosidad de la trayectoria, en términos del sesgo (bias)
introducido.
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Figura 2.4: Ejemplo tedrico de las trayectorias de la termita, donde los datos se alma-
cenaron con el intervalo de tiempo ‘libre’ de 0.5 segundos (linea continua) y donde los
datos se almacenaron con el intervalo de tiempo (7) de 3 segundos (linea punteada).
La distancia total viajada (DTV) en 3 segundos es la suma de las longitudes [; a la [g.
Por otro lado, la DTV con 7 =3 segundos es la longitud de la linea punteada d;.
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Dispersion angular o tortuosidad

La dispersion angular o tortuosidad de la trayectoria de la termita mide la variabi-
lidad en la direccién del movimiento [57]. Sean 6; los dngulos de giro entre los pasos ¢
yeli—1y N el nimero total de muestras obtenidas en el experimento, cuya duracién
total fue ty = N7, a partir de estos parametros se definen las siguientes relaciones,

cos 0,

A
I
=] =

s
Il
—_

=

| XN
T = Z sen 6;.
i=1

La dispersién angular de las N muestras estd dada como:

tg = V722 + Y2, (2.1)

que toma valores entre 0 y 1, donde el valor 0 corresponde a una tortuosidad alta, es
decir, la caminata estd caracterizada por dngulos de giro que se escogen de manera
uniforme en el rango [—180°,180°]. Mientras que el valor 1 indica una tortuosidad baja,
donde no hay variacion en el angulo de giro y la caminata tiene, aproximadamente, la
misma direccién a cada paso.

Con la ecuacién (2.1) calculamos la tortuosidad en el movimiento de la termita
para trayectorias con una duracién de 500 segundos, cuyas posiciones se almacenaron
a intervalos temporales de 0.5, 1, 2, 4, 6, 8, 10 y 15 segundos. En la figura (2.5)
mostramos la dispersién angular promedio ty(7) obtenida para un ensamble de trayecto-
rias muestreadas a diferentes intervalos de tiempo 7. El resultado indica que la caminata
tiene cambios de direccién muy pequenos para intervalos temporales pequenos (0.5 y 1
seg), lo que significa que la trayectoria es menos tortuosa. Estos cambios de direccién
se vuelven méas grandes si se incrementa el tamano del intervalo temporal de muestreo.

El efecto del intervalo temporal en la trayectoria se observa si graficamos las posi-
ciones de la termita a diferentes intervalos. En las figuras (2.6) y (2.7) mostramos una
seccién de trayectoria con una duracién de 150 segundos a intervalos de 0.5, 1, 2, 4, 6,
8, 10 y 15 segundos. Claramente se observa que la caminata es mas tortuosa mientras
mas grande es el intervalo.

Sesgo (bias)

Para determinar los efectos de incrementar el intervalo temporal, calculamos el sesgo
(bias) de la distancia total viajada (DTV) y de la tortuosidad de la trayectoria cuando
los datos se toman con 7 =1, 2, 4, 8, 10 y 15 segundos, comparada con la DTV y la
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Figura 2.5: Dispersién angular o tortuosidad (ty) de los dngulos de giro (#) obtenidos
para trayectorias con posiciones grabadas a intervalos temporales 7 de 0.5, 1, 2, 4, 8,
10 y 15 segundos.

dispersién angular de la trayectoria cuando los datos se almacenan a intervalos de 0.5
segundos.

El sesgo en la DTV se calcula de la siguiente manera: Sea D(7;,t;) la distancia
total viajada durante el tiempo ¢;, cuando las posiciones de la termita se toman a un
intervalo de tiempo 7; y D(t;) la distancia total viajada durante el mismo tiempo t;
cuando las posiciones se toman con el intervalo ‘libre’ de 0.5 segundos, el sesgo S(7;,t;)

introducido en la DTV con el intervalo 7; esta dado por la relacién:

S(7i,t5) = D(7,t5) — D(t;). (2.2)

Calculamos el sesgo, figura (2.8), para un ensamble de trayectorias con un méaximo
de duracion de 500 segundos. El resultado indica que el sesgo S en la distancia total
viajada se incrementa mdas mientras se aumenta el tamano del intervalo temporal 7.
Esto indica que la termita camina una distancia menor cuando el intervalo temporal
es mas grande. La DTV de la termita en 500 segundos, cuando las posiciones cada
0.5 segundos fue de 234.66 + 72.86 cm (+ desviacion estandar) y el sesgo medido en
la DTV durante ese mismo tiempo, al muestrear las posiciones con el intervalo de 15
segundos (linea amarilla) fue de 39 cm. Esto indica una subestimacién del 17% en la
DTV de la termita si la trayectoria se reconstruye con el intervalo de 15 segundos. En
el cuadro (2.1) presentamos la subestimacién en la distancia total viajada de la termita
medida con otros intervalos temporales.
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Figura 2.6: Secciones de trayectoria de la termita, con una duraciéon de 150 segundos,
cuando las posiciones que definen las longitudes de los pasos I; y los angulos de giro 6;,
se toman a intervalos de tiempo 7 de: a) 0.5 segundos, b) 1 segundo, c) 2 segundos y
d) 4 segundos.

Con la ecuacién (2.2) también podemos calcular la dispersién angular (en términos
de los angulos de giro) de la trayectoria. En este caso, D(7;,t;) es la tortuosidad de la
trayectoria en el tiempo ¢; cuando las posiciones de la termita se graban a intervalos
de tiempo 7; y D(t;) es la tortuosidad de la trayectoria en el tiempo ¢; cuando las
posiciénes se graban a intervalos de 0.5 segundos.

El sesgo en la tortuosidad de la trayectoria, figura (2.9), indica un resultado similar
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Figura 2.7: Seccién de trayectoria de la termita, con una duraciéon de 150 segundos,
cuando las posiciones que definen las longitudes de los pasos [; y los dngulos de giro
0;, se toman a intervalos de tiempo 7 de: e) 6 segundos, f) 8 segundos, g) 10 segundos
y h) 15 segundos. Es evidente el submuestreo en los datos, ya que la termita ‘parece’
recorrer el perimetro del recipiente en unos pocos pasos.

al mostrado en la figura (2.8). El valor absoluto del sesgo disminuye (se acerca a 0) si
7 aumenta, lo cual es caracteristico de una trayectoria més tortuosa con respecto a la
trayectoria obtenida con el intervalo de 0.5 segundos.

Los resultados del sesgo, figuras (2.8) y (2.9) indican que el aumento en el tamano del
intervalo temporal 7 de muestreo tiene un impacto enorme en las trayectorias obtenidas.
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Figura 2.8: Sesgo promedio de la distancia total viajada (DTV) para un ensamble de trayectorias cuyos datos
se almacenaron a intervalos temporales 7 de 1, 2, 4, 6, 8, 10 y 15 segundos. El sesgo estimado
aumenta cuando se incrementa 7, lo que indica que la distancia total viajada por la termita es
menor.
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‘ T (seg) H Distancia total viajada (cm) H Subestimacién ( %) ‘

1 230.63 £ 72.50 2
2 225.44 £ 70.81 3
4 217.59 £ 68.25 6
6 210.72 £ 65.75 8
8 204.43 £ 63.58 10
10 200.00 £ 62.92 12
15 183.65 £ 57.62 17

Cuadro 2.1: Subestimacién de la distancia total viajada (DTV) durante un tiempo de
500 segundos para las trayectorias de la termita capturadas a intervalos 7 = 1, 2, 4,
6, 8, 10 y 15 segundos, comparadas con la distancia total viajada para trayectorias
capturadas con 7 =0.5 segundos (234.66 + 72.86 cm).

El sesgo de la distancia total viajada y de la dispersién angular empeoran progresiva-
mente cuando el intervalo temporal se incrementa desde 0.5 segundos (intervalo ‘libre’)
al, 2 4,6,8, 10, y 15 segundos. El primer resultado indica que la distancia total via-
jada se subestima mas mientras mas se incrementa 7. El segundo resultado indica que
la persistencia observada en la trayectoria con el intervalo de 0.5 segundos se pierde:
las trayectorias sinuosas y con cambios de direccién suaves se convierten en trayectorias
angulosas y con cambios de orientacién abruptos, poco parecidas al movimiento real si
aumentamos 7.

Para intervalos temporales T mayores de 1 segundo obtenemos una inmediata apari-
cién de un sesgo en la distancia total viaja y la dispersion angular, que se incrementa
mientras més grande sea el intervalo escogido, cuadro (2.1). Por lo tanto, en este tra-
bajo estudiaremos el movimiento de la termita en términos de las posiciones tomadas
a intervalos de 0.5 segundos.

2.3.2. Observaciones del comportamiento de una termita

El movimiento de la termita dentro del recipiente estuvo caracterizado por una
acumulacién notable de trayectorias cercanas al borde, como se muestra en la figuras
(2.10A) y (2.10B), alrededor del 53 % de las 10 000 posiciones graficadas en la figura
(2.10B) se encuentran distribuidas a un radio mayor de 9.1 cm (175 pixeles) del reci-
piente contenedor (r=10.25 cm ~ 197 pixeles). Para visualizar mejor esto, calculamos
la densidad de datos en funcion de la distancia de sus posiciones con respecto del centro
del recipiente. Comenzamos calculando el nimero de datos n(r) dentro de anillos con
ancho Ar =0.52 cm = 10 pixeles, barriendo el area total del recipiente y posteriormente
dividimos esta cantidad por el area del anillo A(r). El resultado se muestra en la figura
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(2.11), donde la linea perpendicular al eje r corresponde a un radio umbral de 7y, =
9.1 cm.

La acumulacién de datos cerca del borde del recipiente puede indicar que la termita
muestra un comportamiento diferente al interactuar con las paredes del recipiente.
Debido a esto, consideramos conveniente subdividir las trayectorias del movimiento en
funcién del radio del contenedor, figuras (2.12) y (2.13),

e0cm <r<9.1 cm,
9. 1cm<r<10.25 cm.

Es muy probable que las distribuciones de las longitudes los pasos y de los angulos de
giro varien significativamente de una regién a otra, ya que la forma circular del recipiente
lleva a choques frontales con el mismo. Por lo tanto, es posible que las trayectorias
muestren cambios de direccién méas angulosos en el rango 9.1 cm < r < 10.25 ¢cm que
en el rango 0 cm <7 < 9.1 cm.

Usando este anélisis como punto de referencia, en el siguiente capitulo calcularemos,

e las distribuciones estadisticas de las longitudes de los pasos (1),
e las distribuciones estadisticas de los angulos de giro (9),

e las distribuciones estadisticas de los tiempos de espera (1),

de las trayectorias en todo el recipiente (0 cm < r < 10.15 cm) y de las trayectorias
en los rangos 0 ecm < r < 9.1 cm. y 9.1 cm < r < 10.25 cm. Posteriormente com-
pararemos los resultados en todos los casos para obtener informacién que nos permita
seleccionar un modelo de caminante al azar y sentar las bases para plantear un modelo
computacional.
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Figura 2.10: A) Imagen tomada durante el experimento. La termita aparece como un
punto negro (marcacién con tinta) para facilitar su localizacién. B) Trayectoria del
movimiento de una termita Cornitermes spp., de la clase obrera generada a partir de
una caminata de aproximadamente 85 minutos de duracién.
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Figura 2.11: Densidad de datos n(r)/A(r) de la trayectoria de la termita en funcién
del radio del recipiente. Aqui n(r) es el nimero de datos dentro del anillo con &rea
A(r) localizado a un radio r del centro del recipiente. La linea perpendicular al eje r
representa un radio umbral 7, = 9.1 cm (175 pixeles).

Trayectorias Internas

Figura 2.12: Secciones de trayectorias de
la termita localizadas en el intervalo r <

Tumb-

Trayectorias Externas

Figura 2.13: Secciones de trayectorias de la
termita localizadas en el intervalo r > ryup.



Capitulo 3

Caracterizacion de trayectorias

Las distribuciones estadisticas de las longitudes de los pasos y de los angulos de giro
son los cdlculos mas usados en la literatura para analizar el movimiento de animales.
Su estudio correcto es de gran utilidad para caracterizar y cuantificar la caminata, ya
que permiten detectar la presencia de patrones fractales o tendencias en la direccién
(movimientos dirigidos). Estos rasgos facilitan la identificacién del caminante al azar
mas adecuado como marco para modelar el movimiento.

Sin embargo, las cantidades estadisticas que podemos obtener de estas distribu-
ciones, como la media y la varianza, pueden no ser suficientes para entender la dinami-
ca subyacente en el movimiento. Por lo tanto, también es recomendable efectuar un
analisis a las series temporales para identificar la presencia de un fenémeno no lineal.

En este capitulo, analizaremos las series temporales de longitudes de pasos y angu-
los de giro con la funcién de autocorrelacién, las funciones iteradas del sistema y el
exponente de Hurst. Estas herramientas sirven para detectar la presencia de correla-
ciones. También analizaremos los desplazamientos de la caminata con el desplazamiento
cuadratico medio y las funciones de estructuras. Estas 1ltimas herramientas sirven para
identificar la difusividad y la presencia de comportamientos libres de escala de la cami-
nata.

3.1. Termitas como caminantes al azar

El movimiento de la termita es continuo y no estd marcado por paradas. Una vez que
grabamos las posiciones, la trayectoria se reconstruye uniéndolas por medio de lineas
rectas. En este trabajo analizamos una trayectoria tipica con 35 mil datos, figura (3.1).

Supongamos que la caminata real de la termita es una trayectoria curvilinea, similar
a la esbozada en la figura (3.2). Una vez digitalizada, obtenemos una secuencia de
coordenadas puntuales (z,y) tomadas a intervalos de tiempo (7) constantes, que unimos
con segmentos de lineas rectas para reconstruir una nueva trayectoria, en la que quedan
inmediatamente definidas las longitudes de los pasos [ y los dngulos de giro 0, figura

61
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(3.3).
Las longitudes de los pasos (I) estan dadas por la longitud de los desplazamientos
entre dos posiciones consecutivas de la trayectoria, la longitud del paso i-ésimo es,

li= v i1 — 1:)® + (@1 — 23)2, (3.1)

y los dngulos de giro (#) se definen como el cambio de direccién entre dos pasos con-
secutivos. Si & 1 v & son los dngulos absolutos, medidos con respecto a un eje fijo, del
paso i — 1 y el paso 7, ecuacién 1.28, el angulo de giro estd dado por, figura (3.3),

0i =& — i1 (3.2)

Una forma préctica para calcular estos angulos de giro es a través de los vectores A y
B, figura (3.4), que parten de la posicion i alai—1ei alai+ 1y estdn dados por las
siguientes relaciones:

A=r;—r;,,

B=ri;—r;.

Con la definicién del producto escalar,

A-B=|A||B]|cos¥

A-B
0 =cos !————.
|A[B |

obtenemos el angulo de giro € entre dos desplazamientos sucesivos en la trayectoria.

Es conveniente calcular los dngulos de giro 6 en el rango [—180°, 180°]. Para esto,
asignamos una direcciéon positiva o negativa a 6 en funcién del paso anterior. Si la
termita gira a la izquierda, 6 estard en el rango (0°,180°] y si gira a la derecha, en el
rango [—180°,0°).

Para diferenciar esta direccién rotacional (izquierda o derecha), consideramos el
valor del producto vectorial entre A y B, figura (3.5). El resultado de A x B es el
vector ortogonal al plano P formado A y B, cuya direccién define el sentido del angulo
de giro: El dngulo de giro es positivo y dirigido hacia la izquierda (67) si AxB > 0y es
un angulo negativo y dirigido hacia la derecha (0~) si A x B < 0, como lo esquematiza
la figura (3.4).



3.1. TERMITAS COMO CAMINANTES AL AZAR 63

400 -

330

300

230 -

200 -

150

100 —

a0+

100 150 200 250 oo 350 400 450 ann 350

Figura 3.1: Trayectoria tipica de una termita obrera del género Cornitermes spp. Se
almacenaron 35 mil datos, los cuales analizaremos en este trabajo.
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Figura 3.2: Esbozo de la trayectoria tipi-
ca de la termita. Las imagenes de la ter-
mita indican las posiciones en que se
almacenan los datos por el sistema de
video.

. /

:
/

Figura 3.3: Reconstruccién de la trayectoria.
Cada posicion grabada se une con segmentos
de lineas rectas. En esta nueva trayectoria
quedan inmediatamente definidos las longi-
tudes de los pasos (1) y los dangulos de giro

).

Ahora contamos tres nuevas series temporales para analizar el movimiento de la
termita: las longitudes de los pasos [, los angulos de giro 6 y los angulos absolutos &
de la caminata. El siguiente paso es efectuar un andlisis cualitativo para detectar la
presencia de correlaciones o persistencias en el movimiento.

3.2. Analisis de las series temporales

En el estudio del movimiento de animales se estila el cdlculo de las distribuciones
estadisticas de las variables 6 y [ para caracterizar el proceso que genera los datos. Sin
embargo, antes de calcular estas distribuciones, efectuaremos un analisis cualitativo de
las series temporales con el objetivo de detectar patrones en la caminata.

La serie temporal de las longitudes de los pasos contiene los valores de la variable
[(t) de cada paso en la caminata, t = 1,--- , N. En el panel superior de la figura (3.6)
graficamos la evolucién de [ en funcién del tiempo t. En una primera impresion, podemos
suponer que [(t) resulta de la acumulacién de eventos independientes y aleatorios, es
decir, [(t) no tiene correlaciones y por lo tanto, el proceso que la genera es similar al
proceso que genera el ruido blanco.

Un método sencillo para detectar la presencia de correlaciones en la serie I(t) consiste

en reordenar aleatoriamente los datos de la serie [58]. Si el proceso que genera la serie
es similiar al proceso que genera el ruido blanco, la nueva serie temporal generara un
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Figura 3.4: Los dngulos de giro (f) se calculan a partir del d&ngulo complementario al
obtenido a partir del producto escalar entre A y B. La direccién rotacional (positiva o
negativa) se obtiene a partir del producto cruz entre A y B, véase la figura(3.5).

AxB
= B
6 P
A
BxA=—AXxB

\/

Figura 3.5: El vector resultado del producto cruz A x B define la direccién del dngulo
de giro como positiva si A x B > 0 y negativasi A x B <0 .
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Figura 3.6: Panel superior: Serie temporal de las longitudes de los pasos [(t), t =
1,--- N. Panel central: Serie temporal obtenida con la reordenaciion aleatoria los
datos de la serie en el panel superior. Indica que en la serie [(t) existen correlaciones que
se destruyen con la reordenacién. Panel inferior: Serie temporal obtenida de la suma
acumulada de los incrementos [(t+1)—I(t) reordenados aleatoriamente. La comparacion
visual de los resultados en el panel superior y el panel central indica que la serie [(t)
no es una sucesion de muestras independientes, es decir, que existen correlaciones. La
comparacion visual entre el panel superior y el panel inferior revela que las correlaciones
en [(t) no son resultado de que sus incrementos sean independientes, lo que indica que
las correlaciones no son triviales.

patrén similar al de la serie original, en términos cualitativos, panel superior de la figura
(3.6) y esto es indicativo de que la serie no muestra correlaciones. En el panel central
de la figura (3.6) mostramos la serie () reordenada aleatoriamente, una comparacion
visual indica que ambas series son diferentes y por lo tanto, en [(t) existen correlaciones
temporales que se destruyen con la reordenacién aleatoria.

Otra posibilidad es que la senal sea resultado de incrementos independientes. En este
caso el proceso que genera [(t) es similar al proceso que genera el ruido Browniano (ruido
café). Para detectar esto, calculamos los incrementos [(t + 1) — [(¢) y posteriormente
los reordenamos aleatoriamente para romper las correlaciones. La suma acumulada
de los incrementos genera una nueva serie, panel inferior de la figura (3.6), que es
cualitativamente diferente a la original. Esto nos permite concluir que la serie original
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[ tampoco es resultado de la acumulacion de eventos independientes y por lo tanto el
proceso que la genera no es un ruido Browniano.

Hasta ahora, descartamos las dos posibilidades mas simples de no correlacién tem-
poral. Los resultados de la figura (3.6) indican la presencia de correlaciones no triviales
en [(t) y usaremos la funcién de autocorrelacién para identificarlas.

3.2.1. Funcién de autocorrelacién

En algunos estudios del movimiento de animales, se sugiere almacenar las posiciones
del movimiento de tal manera que dos posiciones consecutivas sean independientes entre
si, con el objetivo de obtener resultados no sesgados (unbiased), [1,55]. Las caminatas de
los animales muestran tendencias en la direcciéon y la eliminacion de la autocorrelacion
en los datos del movimiento, por medio del submuestreo, limita considerablemente el
significado biolégico del estudio [59].

En el caso de animales con movimientos restringidos espacialmente es muy proba-
ble que no sdlo existan correlaciones en la posicion a tiempos cortos, ya que debido
la restriccién es probable que después de cierto tiempo, el animal regrese a una posi-
cién cercana a otra que habia visitado en un tiempo anterior y por lo tanto, existan
correlaciones a tiempos largos.

En esta seccién calculamos la funcién de autocorrelacion de las longitudes de los
pasos (dando continuidad al anélisis de la seccién anterior) y los dngulos absolutos de
la trayectoria de la termita. Es posible que los valores de estas series temporales estén
correlacionados a tiempos cortos, sin embargo, nos interesa detectar la presencia de
correlaciones a tiempos largos.

Correlacion

La correlacién de dos variables indica el grado de relacion que existe entre ellas o que
tanto se separan de la independencia. Se mide en términos de qué tan rapido cambian
en funcién del tiempo, por medio de los coeficientes de correlacién, los cuales miden la
relacién entre dos valores en diferentes instantes de tiempo. En el caso de una tnica
serie temporal, donde se estudia céomo cambian los valores de una séla variable en el
tiempo o en el espacio, estos coeficientes se conocen coeficientes de autocorrelacion, y
se obtienen a partir de la funciéon de autocorrelacion al normalizar por la media y la
varianza [60].

La funcién de autocorrelacién entre dos valores observados de las longitudes de los
pasos [(t) y I(t + 7;), separados por un lapso de 7; estd dada por:

N*Tl

1
| C(n) |= N = )02 ; [1(t) = W[l +70) — 4l (3.3)
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donde N es el ntimero total de datos en la serie temporal, 7; es el incremento, o y u
son la varianza y la media de las longitudes de los pasos [.

La funcién de autocorrelacién de cualquier organismo puede ser alta si la mediciones
estan separadas por un lapso muy corto. Debido a que la termita tiene un movimiento
continuo, es posible que exista una correlacion alta entre longitudes de pasos separa-
dos por un lapso temporal corto, aunque el resultado més interesante sera el tipo de
correlacion que exista entre dos valores de las longitudes de los pasos separados por un
lapso temporal grande.

La funcion de autocorrelacién es una herramienta matemaética 1til para encontrar
patrones repetitivos en las senales ocultos por ruido, ademds podemos descubrir carac-
teristicas importantes del proceso como:

e Qué tan rapido cambia la senal en el tiempo.
e Si existen componentes periddicas y con qué frecuencia de ocurren.

Para ruido blanco, | C'(7) |= 0, siempre que 7; # 0. Esto indica que el valor que
toma la serie en ¢ no influye el valor en t + 7; para ningun 7.

Cuando una serie es tal que la funcién de autocorrelaciéon tiene la siguiente forma:

| C(n) Joce ™™, (3.4)

se dice que la serie tiene correlaciones de corto alcance, ya que los valores de la serie
en 7 solo tienen efecto en los valores de la serie hasta i + 7, y las intensidades de estos
efectos decaen exponecialmente.

Si las correlaciones decaen asintéticamente (1, — oo) siguiendo una ley de potencias:

| C(n) |x 77 0<vy<1, (3.5)

es porque la serie tiene correlaciones a largo plazo. Esto significa que la influencia del
valor de la longitud en ¢ se extiende sobre todos los valores en j para j > 1.

El resultado de aplicar la ecuacién (3.3) a la serie de longitudes de pasos se muestra
en la figura (3.7) e indica un un decaimiento tipo ley de potencias con un exponente
~v=0.312 obtenido con un ajuste por minimos cuadrados, lo cual es consistente con la
existencia de correlaciones de largo alcance.

El decaimiento tipo ley de potencias de la funcién de autocorrelacion indica que
la longitud escogida por la termita en un paso en particular influird en la longitud de
los pasos siguientes y esta influencia decae como una ley de potencias. Este tipo de
correlaciones también han sido identificadas en el movimiento de copépodos en [22].

Fucién de correlacién angular

También estudiamos la serie temporal de los dngulos absolutos £ en busca de correla-
ciones. Para esto usamos la funcién de correlaciéon angular [61], en lugar de la ecuacién
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Figura 3.7: Funcion de autocorrelacion de la serie de longitudes de los pasos. El resultado
indica un decaimiento tipo ley de potencias, ecuacién (3.5), con exponente v=0.312, lo
cual indica la presencia de correlaciones de largo alcance.

(3.3) que solo es valida para cantidades lineales. Esta funcién se calcula por medio de
la siguiente férmula:

N—1;
1

Ce(n) = 57— . > (cos [E(t + ) — (1)) (3.6)

El resultado de aplicar la ecuacién (3.6) a la diferencia en los dngulos absolutos
&(t) se muestra en la figura (3.8) junto con el ajuste a una funcién exponencial, (linea
continua), de la forma C¢(7) = a e~ con pardmetros a =0.947 y b =15.577. Esto nos
indica que existen correlaciones de corto alcance y que los valores de los angulos en el
tiempo t afectan los valores de los angulos en la serie hasta un tiempo t + b segundos,
con una intensidad que decae exponencialmente.

Otra herramienta matemética muy 1til para detectar la presencia de tendencias en
las series temporales es el exponente de Hurst.
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Figura 3.8: Funcién de correlacién angular [C¢(7;)] para los angulos absolutos ¢ de la
caminata en funcién del tiempo 7;, mostrado en segundos, (). También mostramos el
ajuste por el métodos de minimos cuadrados a una funcién exponencial (linea continua).
Esto indica la presencia de correlaciones de corto alcance en los valores de los angulos:
el valor de £ a un tiempo t influye en el valor de £ hasta un tiempo posterior ¢ 4+ 15.577
seg.

3.2.2. Exponente de Hurst

El exponente de Hurst mide el grado de autosimilaridad en una serie temporal [47].
Provee un medida cuantitativa de la existencia de tendencias o de eventos azarosos y
su estimacion se puede realizar por medio del método de rango re-escalado.

El hidrélogo Harold Edwin Hurst introdujo el rango re-escalado como una medi-
da estadistica de la variabilidad en una serie temporal [62]. El rango re-escalado se
calcula al dividir el rango de valores R de una porcion de la serie temporal por la
desviacién estandar S de los valores sobre la misma porcién de la serie. Para obtener
el rango reescaldo R/S de la serie temporal de longitudes de los pasos I(t),t = 1,--- N,
calculamos el promedio de [(t) sobre el tiempo 7;, por medio de la siguiente relacion:

(i(m) = ;Zzw, (3.7)

donde la desviacién acumulada de la media desde t = 1 a t = 7; viene dada por:
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Lt.m) = > {UD) = () (33

y (1), indica el promedio de [ en el lapso 7.

El rango R(7) es la diferencia entre el valor maximo de L a un tiempo ¢, y el valor
minimo de L a un tiempo ¢, sobre el periodo de tiempo 7;:

R(m) = Max(L(t, 7)) — Min(L(t,7)) 1<t<m, (3.9)
y el rango re-escalado,
R(Tl)
R/S = ) 3.10
/ S(Tl) ( )

se calcula dividiendo la ecuacién (3.9) por la desviacién estandar [62]:

OENES S UORIUMY .11

Ambos, el rango re-escalado R y la desviacién estandar S miden la divergencia de la
serie temporal, pero R es una medida de dispersion lineal con el valor de los datos y .S
es una medida de dispersién cuadratica con el valor de los datos. Para algunos procesos,
como el que genera el ruido blanco, donde los datos no muestran una persistencia, R
y S son similares y R/S es asintéticamente constante en el tiempo, pero para procesos
como el que genera el movimiento Browniano, R/S es proporcional a una potencia
en el tiempo, donde el exponente es el exponente de Hurst. Esta potencia indica una
dependencia a tiempos largos o persistencia en el proceso.

El exponente de Hurst se obtiene del rango re-escalado, ecuacién (3.10), a partir
del valor de expectacién (R/S) sobre multiples regiones de los datos de tamatio 7.
Este valor de expectacién converge a la funcién de potencias del exponente de Hurst de
acuerdo a la relacién [62]:

<§> =cnt T — 00. (3.12)

donde C' es una constante de proporcionalidad. Finalmente,

_ log ((5))

H= og ()’ (3.13)

y se obtiene a través de la pendiente de la gréfica de log ((R/S)) en funcién de log (7).

El resultado de aplicar el método del rango re-escalado a la serie de longitudes de
pasos de la termita se muestra en la grafica de regresion lineal en la figura (3.9). La
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linea punteada corresponde al ajuste efectuado con el método de minimos cuadrados e
indica un exponente de Hurst de H=0.888.

35+ H =0.888 o _

25 | . .

log (R/S)

05 | | | | | | |
1 1.5 2 2.5 3.5 4 4.5 5

| log 3(7;)

Figura 3.9: Grafica de regresion lineal obtenida a partir de los datos de las longitudes
de los pasos de la termita. Mostramos el valor de expectacion del rango re-escalado <%>
en funcién del tamano de las regiones de los datos 7; en escala logaritmica. El ajuste
dado por el método de minimos cuadrados (linea punteada) indica un H=0.888, lo cual
indica la presencia de un comportamiento persistente y con efectos de memoria de largo
alcance en la serie de longitudes de pasos .

Los valores del exponente de Hurst yacen en el rango 0 < H < 1. Cuando H = 0.5,
el comportamiento de la serie de las longitudes de los pasos indica un proceso cuyos
valores se generan independientemente (caminante al azar simple). Un exponente de
Hurst H > 0.5 indica que la serie temporal tiene un comportamiento persistente o una
autocorrelacion positiva caracterizado por efectos de memoria de largo alcance; si el
proceso que generé la serie temporal fuera un caminante al azar de algin tipo, éste
camina una distancia mas grande que el caminante al azar simple. Finalmente un ex-
ponenente de Hurst entre H < 0.5 indica que la serie temporal tiene un comportamiento
antipersistente o autocorrelacion negativa, si comparamos nuevamente con un proceso
generado por algun tipo de caminante al azar, éste camina una menor distancia que el
caminante al azar simple.

Hemos visto que los procesos estocasticos que se caracterizan por una funcién de
autocorrelacion dada por la ecuacién (3.5) muestran correlaciones de largo alcance.
Consideremos un proceso estocastico cuya densidad espectral de potencias® estd dada
por:

2La densidad espectral de potencias o espectro de potencias s(f) de una serie temporal describe
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s(f) = 0<a<?2 (3.14)

donde ¢ es una constante.

La funcién de autocorrelacién de un proceso cuyo espectro de potencias tiene la
forma de la ecuacién (3.14), muestra un decaimiento ley de potencias cuando 0 < a < 1
y 7, > 0 [63]. En este caso particular, ambos exponentes estén relacionados con,

a=1-—r, (3.15)

que en el caso v = 0.312 resulta en a = 0.688.

Por otro lado, el exponente de Hurst H y el exponente a de la ecuacién (3.14) se
relacionan de acuerdo a [62]:

a=2H-1 (3.16)

con la restriccién de que el exponente de Hurst tenga valores en el rango 1/2 < H < 1.

Con las ecuaciones (3.15) y (3.16) obtenemos una relacién entre el exponente de
Hurst (H) y el exponente de la funcién de autocorrelacion (7):

H=1-7
2

: (3.17)

que permitira hacer una comparacién con el exponente obtenido usando el método del
rango re-escalado.

Al sustituir v = 0.312 en la ecuacién (3.17) obtenemos H =0.844, que es consistente
con el exponente obtenido con el método del rango re-escalado H=0.888. Un exponente
de Hurst H=0.844, es indicativo de la presencia un comportamiento persistente.

Los resultados de estos andlisis indican que la serie de las longitudes de los pasos
tomados por la termita exhiben un comportamiento persistente con efectos de memoria
de largo alcance. Esto quiere decir que si hay un incremento en el valor de [ del tiempo
t — 1 al t, probablemente existira también un incremento en [ al ir del tiempo t al t + 1
y por lo tanto existen efectos de memoria de largo alcance en la serie temporal.

El valor del exponente de Hurst indica que la termita cubre una distancia més grande
que un caminante al azar normal, esto quiere decir que si el valor de la longitud de un
paso a cierto tiempo se incrementa con respecto al tiempo anterior, es muy probable
que la longitud del paso siguiente también se incremente.

como se distribuye la varianza de la serie con la frecuencia. Para un proceso aleatorio estacionario es

o)
la transfomada de Fourier de la funcién de autocorrelacién: s(f) = / C(m)e™™ ™ dr [60,62,63] .
—00
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3.2.3. Funciones iteradas del sistema (IFS)

Otro método alternativo para detectar correlaciénes temporales en las series tem-
porales es por medio de la Funcién Iterada del Sistema ([terated Function System,
IFS) [64].

La IFS de cualquier serie temporal genera puntos espaciales agrupados cuando los
valores presentan correlaciones y llena el espacio homogéneamente cuando los valores
no estan correlacionados. Es muy 1util para conocer qué tanto los datos se desvian de
un patrén aleatorio y para caracterizar las correlaciones presentes. Cualquier diferencia
con respecto a una distribucién uniforme de puntos es evidencia de una estructura
correlacionada en los datos.

Las IFS de las series temporales que generan los ruidos de colores: blanco (1/f°),
rosa (1/f1) y café (1/f?), (f frecuencia de la senal temporal), son muy ttiles como
patrones base de las IFS de las series temporales. Los diferentes ruidos de colores tienen
diferentes grados de correlacién y generan unas IFS muy caracteristicas. El ruido blanco
produce una IFS con un patrén que llena uniformemente el espacio, figura (3.10A) y
esto es indicativo de que los datos no estdn correlacionados. El ruido rosa produce
estructuras triangulares autosimilares (fractales) y repetitivas de diferentes tamanos,
dispersas cerca de las diagonales, que reflejan la existencia de correlaciones de largo
alcance. Finalmente, el ruido café produce un patron en el cual los puntos se acumulan
sobre las diagonales y sobre los lados del cuadrado dejando la mayor parte del espacio
vacio, lo que indica la presencia de correlaciones fuertes de corto alcance, figura (3.10C).

Figura 3.10: Resultado de la IFS efectuado a los ruidos blanco, rosa y café. Cada ruido
genera un partrén caracteristico: A) el ruido blanco llena el espacio uniformemente,
B) el ruido rosa produce estructuras triangulares repetitivas auto-similares cerca de
las diagonales, C) el ruido café produce un patrén que muestra los puntos acumulados
sobre las diagonales y los lados del cuadrado.
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Procedimiento para calcular la IFS

El primer paso para calcular la IF'S de la serie temporal de las longitudes de los pasos
I(t), t =1,---, N es ordenar los datos desde el valor minimo hasta el valor maximo.
Posteriormente, dividimos la serie en cuatro cuartiles donde cada grupo contiene el
mismo numero de datos. Los datos sin ordenar son normalizados y agrupados en uno
de cuatro valores, 1---4, que representan el cuartil al que el dato pertenece.

En la figura (3.11) mostramos un ejemplo de la manera en la que se van generando
los puntos de la IFS. La representacién espacial es un cuadrado con una visualizacién
bidimensional de la correlaciéon presente en la serie temporal.

Una grafica de la IFS representa una trayectoria del movimiento de la termita, ya
que cada punto da una historia a tiempos cortos del movimiento (la influencia de cada
punto en los posteriores disminuye con el tiempo).

La IFS de las longitudes de de los pasos de la termita nos puede dar una indicacién
de la medida en que el proceso que genera la serie temporal esta correlacionado. La IFS
de las longitudes de pasos de la termita se muestra en la figura (3.12) e indica que la serie
presenta correlaciones, lo cual confirma lo obtenido con la funcién de autocorrelacion y
el exponente de Hurst. El patrén espacial obtenido muestra una combinacion de acumu-
lacion de puntos a lo largo de las diagonales que revela que los datos cosecutivos estan
fuertemente correlacionados, tipicamente encontrados en el ruido café. Adicionalmente,
la estructura fractal que aparece en la IFS, refleja que los datos también presentan
correlaciones débiles de largo alcance, frecuentemente asociadas con el ruido rosa.

La funcién de autocorrelacién, el exponente de Hurst y las funciones iteradas del
sistema indican la presencia de correlaciones de largo alcance en la serie temporal de
longitudes de los pasos, lo que indica un comportamiento persistente en la manera
en que se escogen los mismos. La IFS indica que estas correlaciones de largo alcance
son débiles, mientras que las correlaciones entre las longitudes de los pasos escogidas
a tiempos cortos son fuertes. Estos resultados demuestran que esta serie temporal no
presenta caracteristicas triviales y por lo tanto existe una dindmica maéas complicada
subyacente en el comportamiento de la termita.

3.3. Analisis de desplazamientos sucesivos

Una de las propiedades cominmente medidas en los modelos de caminantes al azar
aplicados en el movimiento de animales es el desplazamiento cuadratico medio (MSD) y
cuando tiene una dependencia lineal con el tiempo el proceso se difunde normalmente.
Cuando el MSD no muestra un comportamiento lineal con el tiempo es 1til para obtener
la clasificacién del proceso difusivo que genera el movimiento.
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Figura 3.11: A: Supongamos que el primer dato, I(1), de la serie I(t) t = 1,--- N, le
correspondid el segundo cuartil. El primer punto de la IFS se grafica a la mitad de
la linea recta que une el centro del cuadrado de la IFS y el vértice 2, correspondiente
al cuartil de [(1). B: Si a [(2) le correspondié el primer cuartil, el segundo punto de
la TFS se grafica a la mitad de la recta que une el vértice 1 y el punto anterior de
la IFS. C: Si a [(3) le correspondié el segundo cuartil, el tercer punto de la IFS se
grafica a la mitad de la recta que une el segundo punto de la IFS con el vértice 2. Este
procedimiento contintia con cada uno de los datos de la serie. En las siguientes figuras
(E-P), mostramos el patrén generado para los primeros quince datos.

3.3.1. Desplazamiento cuadratico medio de la caminata

La funcién de autocorrelacién y el exponente de Hurst indican que el movimiento
de la termita estd caracterizado por correlaciones de largo alcance y persistencia. A
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Figura 3.12: TF'S obtenida para la serie temporal de longitudes de pasos de la termita.
Los patrones fractales triangulares reflejan la existencia de correlaciones débiles de largo
alcance, mientras que la acumulacion de puntos sobre las diagonales indican la presencia
correlaciones fuertes de corto alcance.

partir de estos resultados se puede esperar que la dependencia del MSD con el tiempo,
ecuacion (1.25), no sea una funcién lineal (n # 1).

En la figura (3.13) mostramos el MSD de los desplazamientos R de la termita
obtenido con la ecuacién (1.26) si consideramos dos casos:

e La serie temporal de las posiciones.

e [La serie temporal de las posiciones con la eliminacién de los datos consecutivos en los
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que el insecto no cambié su posicién (tiempos de espera).

La eliminacién los tiempos de espera cambia notoriamente las propiedades difusivas
medidas de la caminata. La difusion real de la termita se calcula en funcién de la forma
de la distribucién de los tiempos de espera, véase la seccion 1.2.5, y daremos la razén
del uso de este método en la seccién 3.5.

El desplazamiento cuadratico medio del movimiento con los tiempos de espera es
indicativo de un comportamiento subdifusivo con un exponente 7, = 0.943. Al elimi-
narlos, el desplazamiento cuadratico medio resultante indica un proceso superdifusivo
con 7y = 1.407.

80 T o

O.

70 - N=1.327 —— - -
772:1.407 IR o
60 - 11=0.943
sin tesp o
50 - contesp e : —

(I R(t) ?)

Figura 3.13: Desplazamiento cuadrdtico medio (| R(t) |?) como funcién del tiempo t.
El ajuste efectuado a una funcién de la forma f(t) oc t* arroja un valor de 17;=0.943
para el MSD de los datos que toman en cuenta los tiempos de espera (o) y no= 1.407
para el MSD de los datos que no los consideran (o). El resultado es una dependencia
funcional real para el MSD regida por un exponente n = m1m9=1.327

La dependencia del desplazamiento cuadratico medio en el tiempo viene dado por
la multiplicaciéon de ambos exponentes [37], y el resultado es n= 1.327, lo que indica
que la caminata de la termita es un proceso superdifusivo. Recalcamos que la obtencién
de este resultado involucra la forma de la distribucion de los tiempos de espera, que
serd analizada en la seccién 3.6.
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3.3.2. Funciéon de estructura

Las funciones de estructura son funciones de correlacién generalizadas, frecuente-
mente aplicadas en el estudio de la turbulencia. Tienen la ventaja de tener mayor
certeza para conjuntos de datos pequenos y permiten una identificacion facil de no
estacionariedad y escalamiento multifractal en los datos por medio de las propiedades
de escalamiento de los momentos de 6rdenes mas altos [65].

Esta herramienta fue aplicada en el movimiento de la mosca de la fruta (Drosophila
melanogaster) [12], las cuales exploran el terreno generando series de lineas rectas mar-
cadas por giros rapidos y espontaneos de 90° llamados sacadas (del inglés saccades). Con
las funciones de estructura se identificé que estas trayectorias son libres de escala y que
el proceso busqueda es intermitente. También se aplicé en el movimiento de copépodos
(Temora longicornis) [22], los cuales generan trayectorias muy estructuradas donde la
caminata total presenta una difusion anémala con caracteristicas parecidas a las de un
caminante al azar multifractal.

Si R(t) es la posicién bidimensional de la termita en el tiempo ¢, la norma de los
desplazamientos se obtiene por medio de la ecuacion:

| AR(n) |= [{a(t +7) — 2O} + {y(t +7) — y(O)})?, (3.18)

donde x(t) y y(t) es la posicion en el tiempo ¢ y 7; es la longitud del salto en el tiempo.

Para un proceso no estacionario, la funcién de estructura de orden ¢, | AR(7) |9,
se define como los momentos de orden ¢ > 0 de los desplazamientos, en términos del
incremento 7;, vedse la ecuacion (3.18).

Si el proceso es invariante de escala y autosimilar sobre algtin rango del incremento
71, la funcion de estructura escala como:

(| AR(7) |7) o 79, (3.19)

relacion conocida como exponente funcional de momentos (moment function exponent)
C(q) [12,52]. Esta es la herramienta principal para caracterizar el proceso.

A partir de la ecuacién (3.19) se pueden definir los siguientes casos:

e Cuando ((q) = 1g, el proceso tiene las mismas propiedades difusivas que el movimiento

2
Browniano.

e Si((q) # %q se tiene una difusién anémala. Si la funcién es no lineal en ¢, como en
el caso del copépodo Temora longicornis [22], el proceso difusivo resultante es referido
como multifractal por analogia con la caracterizacion multifractal de correlaciones e
intermitencia en fenémenos de turbulencia [52].

Usando la ecuacién (3.18) calculamos las funciones de estructura (| AR(7) |7)

de la serie temporal z(t) y y(t), en funcién de 7;, para los momentos de orden ¢ =
1,2,3,4,5,6,7 y 8, donde el promedio se obtiene sobre un ensamble de trayectorias. La
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Figura 3.14: Funciones de estructura ((| AR(7) |?)) de los desplazamientos AR(7;)
obtenidos en incrementos de tiempo 7;. Estas funciones exhiben un escalamiento tipo
ley de potencias (| AR(7;) |7) x TZC(Q) y los exponentes de escalamiento ¢ se obtienen a
partir de un ajuste por minimos cuadrados.

figura (3.14) indica un escalamiento tipo ley de potencias; ajustando la ecuacién (3.19)
por el método de minimos cuadrados (solo se muestran ¢ = 1,2,3 y 4) obtenemos el
valor ((g) asociado a cada ¢, véase la figura (3.15).

Los exponentes de escalamiento ((g) obedecen la relacién:

((q) = aq. (3.20)

En la figura (3.15) graficamos los exponentes ((¢) en funcién de ¢. El ajuste por minimos
cuadrados resulta en av = 1.194.

En [52] estudian las propiedades de las funciones de estructura para variables es-
tocasticas con escalamientos autosimilares en el tiempo, cuyas funciones densidad de
probabilidad son autosimilares. Esta propiedad la cumplen los vuelos de Lévy cuando
N — o0. La relacion entre los exponentes de escalamiento de las funciones de estructura
y de los vuelos de Lévy esta dada por la siguiente ecuacién [12,52] :

1
a=——:.
n—1
El escalamiento de las funciones de estructura de los desplazamientos de la termita con
a=1.194, indica la presencia de un proceso estocastico estadisticamente parecido a un

vuelo de Lévy, ecuacién (1.51), con un indice p = 1.838 muy cercano al éptimo obtenido
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Figura 3.15: Los exponentes de escalamiento ((¢g) en funcién del valor de ¢ (o) emplea-
do para obtener la funcién de estructura. El mejor ajuste corresponde a un valor de
a=1.194 (linea a trazos).
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Este andlisis también se realizé en [12] a series temporales del movimiento de la
mosca de la fruta (Drosophila melanogaster). En este caso, las trayectorias de las moscas
se obtuvieron filmando su actividad dentro de una arena circular de 1 m de diametro por
0.6 m de altura y fueron analizadas proyecciones bidimensionales en la seccién circular.
El ajuste de la funcion de estructura sugiere un comportamiento libre de escala con una
dependencia lineal en la ecuacion (3.20) con aprosophita =0.9, 1o que es consistente con
un vuelo de Lévy con exponente fiprosophita = 2.1. Esta dependencia lineal indica que
no existe multifractalidad en el movimiento de ambos organismos.

3.4. Distribuciones estadisticas

Los modelos de caminantes al azar analizados en el capitulo 1 estdn definidos en
términos de las funciones de densidad de probabilidad de las longitudes de los pasos [ y
los angulos ¢ (o los dngulos de giro ). Si [ esta distribuida siguiendo una distribucién
Gaussiana y £ una distribuciéon uniforme, obtenemos una caminata al azar simple; pero
si introducimos correlaciones en la variable &, por medio del angulo de giro 6, el problema
se modifica considerablemente y el resultado es una caminata al azar correlacionada. Si
[ sigue una distribucién de Lévy y £ una distribucién uniforme, obtenemos el vuelo de
Lévy.
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Por lo tanto, las distribuciones estadisticas de las variables [ y 6 de la caminata de
la termita contienen informacién relevante sobre el movimiento que nos permitira com-
pararlo con un modelo de caminante al azar.

3.4.1. Distribucion estadistica de las longitudes de los pasos

En la figura (3.16) se muestra la distribucién de probabilidad de las longitudes de
los pasos. Esta grafica indica que existe una probabilidad grande asociada a pasos de
longitudes muy cortas I < 0.05 cm. La probabilidad decae rdpidamente y vuelve a
incrementarse hasta alcanzar un maximo secundario en [ = 0.5 cm.

Distribucion de las longitudes de los pasos
0.25 \ \ \ \ \ \ \ \ \

0.15 - ]

0.1 - ]

0.05 - _

0 \ \ \ | \
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 010

I[(cm)

Figura 3.16: Distribucién de las longitudes de los pasos caminados en intervalos de
0.5 segundos por la termita. La gréfica muestra un decaimiento muy rapido cuando [
aumenta y alcanza un valor méximo (méximo secundario) en [ ~0.5 cm.

Imaginemos un caminante al azar con longitudes de pasos distribuidas siguiendo es-
ta distribucién. La presencia de probabilidades grandes asociadas a pasos mas pequenos
indica que la trayectoria que genera se compone principalmente de pasos de longitudes
muy cortas, mientras que el efecto del maximo secundario es la introduccién mas fre-
cuente de pasos de longitudes medianas que en un vuelo de Lévy. Los pasos de longitudes
muy grandes son eventos muy raros. El decaimiento inicial mostrado por la figura (3.16)
se parece a una ley de potencias, aunque la presencia del maximo secundario en [ ~ 0.5
cm indica ademas la presencia de otro tipo de proceso en el movimiento o del hecho
de que en f(I) existe un truncamiento asociado al valor escogido del intervalo 7 de 0.5
segundos, debido a que hay una distancia maxima que puede recorrer la termita en este
intervalo.
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Supongamos que la distribucién f(1) de la figura (3.16) es resultado de seleccionar
las longitudes de los pasos a partir de una ley de potencias g(/), cuando el movimiento se
efectia con pasos cortos, mas otra distribucién arbitraria, desconocida, h(l) que gobierna
los pasos centrados en el maximo secundario.

f{) = g(l) + h(l), (3.21)

donde g(I) = Al P y h(l) = e 5" . Si usamos el método de los minimos cuadrados

para ajustar nuestra distribucién en la figura (3.16), obtenemos los valores numéricos
de los pardametros: A=0.017, B=1.204, C=0.0396, D=0.2411 y ;=4.762.

0.25
°
0.2 _
0.15 _
f(l)
0.1 _
°

0.05 ° . _
o° o« & %% "o
—se * 50, e

Pleo—lo o | ! ! ! P et ssreves

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 010

[ (cm)

Figura 3.17: Distribucién de las longitudes de los pasos de la termita. En linea con-
tinua se muestra el ajuste efectuado a una funcién f(1), ecuacién (3.21), que es una
combinacion de una ley de potencias mas una distribucién Gaussiana.

Si el maximo secundario en [ ~ 0.5 cm es resultado de la distancia maxima que
puede recorrer la termita en el intervalo de 0.5 segundos, la distribucién h(l) puede ser
modelada como una distribucién Gaussiana. En este caso el méaximo de la distribucién
corresponde al maximo secundario.

Finalmente, la distribucién de las longitudes de los pasos puede expresarse en térmi-
nos de un decaimiento tipo ley de potencias con exponente B = 1.204 mas una dis-
tribucién Gaussiana que gobierna las longitudes de los pasos alrededor del maximo
secundario.

El anédlisis de las proyecciones de los vuelos de la mosca de la fruta (Drosophila
melanogaster) [12] reveld la presencia de un maximo secundario en las longitudes maxi-
mas (distancia méxima en el interior del contenedor). Los autores adjudican la presencia



84 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE TRAYECTORIAS

de este méximo a un truncamiento de vuelos largos para evitar colisiones con los bordes.
Este truncamiento evita la deteccién de leyes de escalamiento derivadas directamente
de la distribucién de las longitudes de los pasos y por este motivo, calculan el exponente
de la ley de potencias en los vuelos de la mosca usando la funcién de estructura.

En la caminata de la termita una longitud [ ~ 0.5 cm implica una distancia rela-
tivamente corta comparada con el diametro del contenedor, de 20.5 cm, y es posible
que esté relacionada con un acortamiento de sus pasos debido a colisiones con el borde
(recordemos que la termita es ciega). Por lo tanto, es posible que la aparicién del méxi-
mo secundario en nuestros datos sea resultado de la interaccién de la termita con las
paredes del recipiente y por lo tanto un artefacto de su confinamiento. También pode-
mos suponer que proviene de la distancia maxima que puede recorrer en el intervalo de
0.5 segundos (caminata a una velocidad caracteristica). Para identificar si este maximo
secundario resulta de alguna de estas suposiciones, analizaremos en la secciéon 3.4 la
distribucién de las longitudes de los pasos en términos de las trayectorias cercanas al
borde y de las efectuadas en el interior del recipiente.

Muchos animales se alimentan dentro de areas pequenas y posteriormente se mueven
rapidamente a otras regiones para comenzar a alimentarse de nuevo. Los vuelos al azar
de Lévy suelen dar la mejor aproximacién a estos comportamientos de forrajeo irregu-
lares con respecto a otros modelos de caminantes al azar. Es importante determinar si
en el movimiento de las termitas existen este tipo de patrones.

Los resultados obtenidos usando la funcién de estructura indican la presencia de un
comportamiento libre de escala, que a su vez es indicativo de la existencia de un vuelo
de Lévy con exponente ;1 =1.838. La visualizaciéon de esta distribucién no nos permite
identificar esta ley de potencias. Los ajustes efectuados en la figura (3.17) usando de
una funcién compuesta de una ley de potencias y una funcién arbitraria, arrojan un
exponente B =1.204 que esta muy alejado del valor arrojado por las funciones de
estructura.

Es importante notar que en el movimiento de la mosca de la fruta, [12], también
detecté un maximo secundario que afectaba el ajuste a una ley de potencias de los
vuelos. Los autores de ese estudio adjudican este segundo maximo al acortamiento de
vuelos largos producto de la presencia de las paredes del recipiente. En la termita,
sin embargo, la presencia de este maximo no estd del todo explicada y podria ser
consecuencia tanto de caminatas a una velocidad caracteristica como de la restriccion
espacial de sus pasos.

3.4.2. Distribucion estadistica de los angulos de giro

La distribucion de los angulos de giro puede indicar si el movimiento es guiado o si
la termita gira segiin un valor preferencial.

Calculamos la frecuencia de ocurrencia de los angulos de giro en el rango [—180°,180°]
dentro de secciones con ancho de 2°. Con los datos, construimos la distribucién estadisti-
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Figura 3.18: Distribucién estadistica de los angulos de giro € de la termita. El resultado
indica que la distribucién es Gaussiana centrada en el origen (méximo alrededor de
0 ~ 2°). Nétense las probabilidades ligeramente superiores en giros con angulos 6 =
+45°, £90°, £135°y + 180°.

ca de los dngulos de giro f(#) en funcién del dngulo 6 correspondiente, figura (3.18).
Los resultados indican que la ditribucion es simétrica, ya que los angulos estan con-
centrados aproximadamente en el origen (6 =~ 2°) y decaen rapidamente hacia ambos
lados, con excepciones en los méximos secundarios en angulos 8 = 46°,92°,136° y 180°
a la derecha y § = —44°, —88° y —134° a la izquierda.

Una distribucién de dngulos de giro simétrica, figura (3.18), indica una caminata
dirigida donde los giros con angulos grandes son poco frecuentes. La ocurrencia de
angulos de giro mayores de 90° o menores que —90° implican una tendencia a revertir
la direccién de la caminata y este es el efecto de los angulos +135° y +180° en las
trayectorias. Los dngulos de +45° y £90° implican que la termita esta caminando en
zig-zag.

La caminata en zig-zag [66] es mds éptima que una caminata con difusién normal,
ya que en un tiempo finito el individuo puede cubrir un area de bisqueda mas grande,
lo que seria consistente con el objetivo de una termita que camina buscando una salida,
alimentos o agua.

Para identificar mejor las probabilidades asociadas a los angulos de giro experimen-

tales graficamos sus valores absolutos en funcién de las probabilidades asociadas en la
figura (3.19).
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Figura 3.19: Distribucién estadistica del valor absoluto de los dngulos de giro | 6 |. Las
probabilidades asociadas a los &ngulos multiplos de 45° se observan mas detalladamente.

3.4.3. Autocorrelacion direccional

Las tablas de contingencia son un método muy sencillo para medir correlaciones (o
no aleatoriedad) entre las direcciones (izquierda o derecha) de los dngulos de giro 6 [1].

Tablas de contigencia

Estas tablas se obtienen a partir de la secuencia de angulos de giro ocurridos durante
la caminata; si el giro se efectiio hacia la derecha se le asocia la letra D y si el giro fue
hacia la izquierda la letra I.

Con esta secuencia de letras, obtenemos la frecuencia de ocurrencia de eventos tales
que un giro a la izquierda sea seguido por un giro a la derecha (ID), derecha-izquierda
(DI), izquierda-izquierda (II) y derecha-derecha (DD). Este tipo de conteo es conocido
como tabla de contigencia de primer orden, ya que calcula las correlaciones entre los
angulos 6; y 6;,1. El resultado del conteo obtenido con los angulos de giro de la termita
a correlaciones de primer y segundo orden se muestran en la figura (3.20). En el panel
superior mostramos los datos correspondientes a las correlaciones de primer orden,
observamos que la probabilidad de escoger angulos ID y DI es aproximadamente la
misma, sin embargo los dngulos DD tienen 7.7 % menos de probabilidad de ocurrencia
que los II. Esto es consistente con los resultados de la figura (3.18), la distribucién
muestra un méaximo en 6 =~ 2°, lo cual implica una ligera preferencia a girar hacia a la
izquierda.
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Figura 3.20: Panel superior: Tabla de contigencia de la autocorrelaciéon direccional
a primer orden de los dngulos de giro (correlaciones entre 6; y 60;,1). Panel inferior:
Tabla de contigencia de la autocorrelacién direccional a segundo orden de los angulos
de giro (correlaciones entre 6; 1, 6; y 6;11). En ambas figuras D denota un giro a la
derecha e I un giro a la izquierda. La termita escoge giros a la izquierda y a la derecha
con la misma probabilidad.

Con la misma secuencia de giros, izquierda (I) y derecha (D), calculamos la tabla
de contingencia correspondiente a las correlaciones de segundo orden entre los angulos
0;_1, 6; v 6;11. El resultado indica que las secuencias III tienen un valor maximo de
ocurrencia, que difiere en un 5% con las secuencias DDD.
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Los porcentajes en que difieren las direcciones de los dngulos a primer orden y a
segundo orden son bajos, por lo tanto la distribucién de los dngulos de giro es simétrica,
figura (3.18).

El decaimiento de la distribucion estadistica de las longitudes de los pasos indica
que la caminata estd caracterizada la mayor parte del tiempo con pasos de longitud
pequena (I < 0.1 cm) con una ocurrencia frecuente de pasos de longitud caracteristica
(I = 0.5 cm). Por otro lado, la ocurrencia de los pasos largos (I > 0.7 cm) es esporadica.
Los resultados de las funciones de estructura indican que la caminata es monofractal
generada por un proceso estadisticamente similar a un vuelo de Lévy.

Por otro lado, la simetria de la distribucion de los dngulos de giro indica una cami-
nanta persistente, similar a la generada por el caminante al azar correlacionado.

A continuacién calcularemos las distribuciénes de [ y € en funcién del radio del
recipiente. Nuestro objetivo es identificar si la interaccién de la termita con los bordes
afecta su movimiento. Esto lo haremos calculando las distribuciones para trayectorias
efectuadas cerca del borde y en el centro del recipiente.

3.5. Distribuciones estadisticas en funcion del radio

Para identificar la procedencia de la longitud caracteristica en las longitudes de
los pasos (I =~ 0.5 c¢m), analizamos la distribucién de las trayectorias de la termita
ocurridas cerca del borde (r > 9.1 cm) separdndolas de las que se realizan en el interior
del recipiente (r < 9.1 cm). Bajo esta separacién, calculamos las series temporales de
las longitudes de los pasos [ y de los dngulos de giro 8 y efectuamos un anélisis de las
distribuciones estadisticas en busca de diferencias.

3.5.1. Distribuciones estadisticas para trayectorias en el rango
9.1 cm <r < 10.25 cm

En la seccion 2.4 explicamos el método para separar las trayectorias de la caminata
de la termita en funcién de la distancia (radio) de las posiciones (x,y) con respecto al
centro del recipiente. Los resultados indicaron que el 50 % de los datos se localizé dentro
de un anillo con radio interior r = 9.1 cm (175 pixeles) y radio exterior r = R = 10.25
cm (195 pixeles), donde R es el radio del recipiente. Por lo tanto, un anillo de grosor
Ar = 0.52 cm (10 pixeles) y drea A = 64.16 cm? contiene la mayor parte de los datos.

Las distribuciones estadisticas de longitudes de los pasos y los dngulos de giro de las
trayectorias cuyas posiciones cumplen la restriccion 9.1 cm < r < 10.25 ¢cm se muestran
en la figura (3.21).

La distribucién de los éngulos de giro, figura (3.21A), muestra un cambio sutil
(~ 2%) en la probabilidad del dngulo § = 2°, compérese con la figura (3.18). Por
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Figura 3.21: A) Distribucién de los dngulos de giro de las trayectorias en el intervalo
radial 9.1 ecm < r < 10.25 cm. B) Distribucién de las longitudes de los pasos de las
trayectorias en el intervalo radial 9.1 cm < r < 10.25 cm.

otro lado, la distribucién de las longitudes de los pasos,figura (3.21A), muestra un
comportamiento muy diferente con respecto al de la figura (3.16). La probabilidad
asociada al maximo en ! = 0.5 cm disminuye. Esto quiere decir que los pasos de longitud
caracteristica son menos frecuentes cuando la termita se acerca al borde del recipiente,
y por lo tanto, esto indica que el méximo secundario no es resultado de una interaccion
con las paredes del recipiente ni del acortamiento de pasos mas largos para evitar
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colisiones con las mismas.

3.5.2. Distribuciones estadisticas para trayectorias en el rango
Ocm <r< 9.1 cm

Las trayectorias en el interior del recipiente ( 0 cm < r < 9.1 cm), se efectian en un
drea de 265 cm?. Si consideramos que la termita estd completamente ciega y no tiene
ningiin otro medio para detectar las paredes del recipiente a cierta distancia, podemos
asumir a estas trayectorias como ‘libres’.

La distribucién de angulos de giro obtenida, figura (3.22A), muestra un maximo
en 6 ~ 2° con una probabilidad de ocurrencia idéntica a la mostrada en la figura
(3.18). Sin embargo, la distribucién presenta un aumento en la probabilidad asociada
a los dngulos entre [—45°,45°]. Esto es consistente con la presencia de un movimiento
dirigido hacia el frente, que junto con una notable disminucién de los angulos de 180°
indica que la termita muy pocas veces revierte la direccién de la caminata.

La distribucién de las longitudes de los pasos, figura (3.22B), muestra una curva
mejor definida en el méximo secundario (I =~ 0.55 cm). Este resultado nos lleva a
concluir que la caminata “libre”, sin la interaccion con el borde del recipiente, se realiza
a una velocidad caracteristica, que genera pasos de longitudes pequenas, intercalada
con cambios a velocidades més altas, de entre 0.6 cm/s a 1.7 cm/s.

3.6. Tiempos de espera

Regresemos al ejemplo del caminante al azar que realiza una caminanta en una
rejilla regular, figura (1.13), con la caracteristica de esperar un tiempo 7,, en cada sitio
antes de ejecutar el siguiente salto. A este tiempo 7, se llama tiempo de espera y
es una nueva variable aleatoria e independiente, que se escoje a cada nuevo salto de
acuerdo a una distribucién f(7,). Por simplicidad, se escoge que esta nueva variable no
estd correlacionada con las longitudes de los pasos.

Si los tiempos de espera estan distribuidos de acuerdo a,

f(Tw) o™ (3.22)
e Sia € (1,2], el tiempo promedio de espera diverge y el comportamiento es subdifusivo.

e Si a € (2,3], los tiempos de espera solamente inducen correcciones anémalas al
comportamiento normal del caminante al azar a largo plazo.

Los tiempos de espera se definen en funcién del nimero de datos consecutivos en los
que la termita no cambié su posicién. En la figura (3.23A) mostramos la distribucién
espacial de los tiempos de espera dentro del contenedor (z,y) en funcién del nimero
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Figura 3.22: A)Distribucién de dngulos de giro de las trayectorias en en el intervalo
radial 0 cm < 7 < 9.1 cm. Al comparar con las figuras (3.18) y (3.21A), el valor méximo
(0 ~ 2°) tiene asociada una probabilidad mayor para trayectorias en el rango 9.1 ¢cm
< r < 10.25 cm. B) Distribucién de las longitudes de los pasos de las trayectorias en
el intervalo radial 0 cm < r < 9.1 cm. La curva asociada al maximo secundario en [ ~
0.55 cm estd mas definida (v = 0.55 cm/0.5 s = 1.1 cm).

de segundos (7,) que la termita estuvo en cada posicién. La figura (3.23B) muestra la
ocurrencia de los tiempos de espera en términos de la densidad de los datos, n(r)/A(r),
dentro de anillos concéntricos con drea A(r) y ancho Ar= 0.52 cm (10 pixeles). El
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resultado indica una alta incidencia de tiempos de espera cerca del borde de recipiente
a una distancia r >10 cm del centro del contenedor.
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Figura 3.23: A: Distribucion espacial de los tiempos de espera en el contenedor (z,y)
en funcién del nimero de 7,, de segundos que la termita estuvo parada. B: Densidad de
los tiempos de espera n(r)/A(r) en funcién del radio r del recipiente, contados dentro
de anillos de ancho Ar = 0.52 cm.

El resultado de la distribucién estadistica de los tiempos de espera es parecida una
ley de potencias (resultados no mostrados). Sin embargo, la ocurrencia de 7, es poco
frecuente (5% de los datos), y la distribucién que obtuvimos es una gréfica ruidosa
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debido a la falta de estadistica. El resultado del exponente « al efectuar un ajuste a la
ecuacion (3.22) con el método de los minimos cuadrados no es certero. Optamos por
calcular « directamente de la serie de datos con el método para estimar exponentes de
leyes de potencias experimentales desarrollado en [67].

3.6.1. Método para estimar el exponente de una ley de poten-
cias experimental

El método de estimacién de exponentes por maxima verosimilitud (Mazimum likeli-
hood estimate of exponents), es muy 1til para extraer el exponente de leyes de potencias
experimentales. Este método se aplica como alternativa del método tradicional de mini-
mos cuadrados [67]. El procedimiento es el siguiente:

Dada una ley de potencias de la forma,

fl@) = Ca—o = 221 ( ’ >a, (3.23)

Tmin Lmin

donde C' = (a — 1)/7%}! es la constante de normalizacién y g, es el valor minimo

en los datos. El exponente « se calcula a partir de los datos experimentales usando la
relacién [67]:

N -1
X
=1+N I 3.24
a=1+ ;og (%m)] : (3.24)
donde z;, i =1, ---, N es la serie temporal de la variable x.

Aplicando las ecuaciones (3.23) y (3.24) a los datos de los tiempos de espera de la
termita, con 7,y = 0.5 segundos, obtenemos:

f(7y) = 1122 7,212, (3.25)

que se muestra en linea continua en la figura (3.24). Este exponente difiere notablemente
del obtenido con el método de minimos cuadrados o’ =1.383.

Otra manera de calcular el exponente de la ley de potencias es por medio de la
distribucién cumulativa.

3.6.2. Funcion de distribucion cumulativa

En muchas ocasiones debido a la escasa estadistica en algunos datos, los valores
correspondientes del peso estadistico son casi nulos; esto resulta en graficas ruidosas
al momento de escalar en logaritmos. Podemos mejorar notablemente cualquier dis-
tribucién obtenida a partir de datos experimentales usando la funcion de distribucion
cumulativa (FDC).
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Figura 3.24: Distribucién estadistica de los tiempos de espera (7). El resultado es una
ley de potencias con un exponente a=2.122, obtenida con el método para estimar el
exponente de una ley de potencias experimental [67].

La funcién de distribuciéon cumulativa se calcula en términos de las probabilidades
f(7w) asociadas a los 7, que sean mayores o iguales a un valor t,, y normalizadas por el
numero total de datos IV,.. La suma de las probabilidades es la probabilidad cumulativa
F(ty). Por ejemplo, si t,, =0.5 seg, la probabilidad cumulativa, F'(t, = 0.5 seg), sera la
suma de las f(7,) de todas las variables 7, tal que 7, > 0.5 seg. Este tipo de gréfica
también es conocida como de frecuencia/rango.

Distribucion cumulativa de los tiempos de espera

El calculo de las distribuciones cumulativas para distribuciones que siguen una ley de
potencias arroja una nueva ley de potencias cuyos exponentes difieren en una unidad
[67]. Si la distribucién de los tiempos de espera es una ley de potencias de la forma
f(rw) = CT1,%, la distribucién cumulativa estd dada por la siguiente relacién:

Fl(t,) = G- € -ty

i— (3.26)

donde C' es una constante de normalizacién y = a — 1 [67].

La figura (3.25) muestra la funcién de distribucién cumulativa de los tiempos de
espera en escala normal (A) y en escala logaritmica (B). En ambos casos puede ob-
servarse el comportamiento tipo ley de potencias de esta variable. Denotaremos con (3’
al exponente de la distribucién cumulativa calculado a partir del método de minimos
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Figura 3.25: (A) Funcién de distribucién cumulativa de los tiempos de espera. El resul-
tado indica un comportamiento tipo ley de potencias con un exponente 3 = 1.378. (B)
Escala logaritmica de los datos mostrados en A. En linea continua se muestra el ajuste
efectuado con minimos cuadrados: (3 = 1.387. Este valor es muy cercano al obtenido
por medio de la ecuacién (3.24) con un valor § = 1.122 .

cuadrados y 3 al obtenido a partir de la relaciéon 8 = a — 1 donde « es el exponente
asociado a la ecuacién (3.24). Los resultados fueron 3'=1.387 y 3 =1.122. Debido a
la certeza del método explicado en la seccién 3.6.1, tomaremos como exponente de
decaimiento de la distribuciéon a o =2.122.
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Finalmente, la ecuacién (3.22) tiene un exponente de decaimiento dado por a=2.122,
lo cual indica que las paradas que la termita efectiia durante la caminata solamente
inducen correciones andémalas al comportamiento temporal, véase la seccién (1.2.5).

Regresando a la discusion de la seccién 3.3.1, donde calculamos el desplazamiento
cuadratico medio (MSD) con y sin los tiempos de espera en los datos, los resultados
indicaron 71=0.943 y 1,=1.407 respectivamente. El primer exponente indica un proceso
subdifusivo, mientras que el segundo, un proceso superdifusivo. El decaimiento tipo ley
de potencias de los tiempos de espera, exponente a = 2.122, permite extraer el resultado
correcto a partir del exponente n = mma= 1.327, el cual asocia a la caminata con un
proceso superdifusivo.

A partir de estos andlisis estadisticos podemos extraer caracteristicas importantes
del movimiento de la termita. Es posible que el maximo secundario en la distribucién
estadistica de las longitudes de los pasos sea una consecuencia de la maxima distan-
cia que la termita puede caminar en el intervalo de 0.5 segundos. Por otra parte, la
distribucion de angulos de giro indica que la caminata es persistente y en zig-zag. La
distribucién tipo ley de potencias en los tiempos de espera, nos permite concluir que la
caminata de la termita es superdifusiva, caracteristicas encontradas en las caminatas
generadas por los vuelos al azar de Lévy.

En el siguiente capitulo aplicaremos algunas herramientas computacionales en con-
junto con la teoria de los caminantes al azar en el estudio de esta caminata. Desarrolla-
mos un modelo tedrico similar a un billar circular, que genera trayectorias a partir de
la distribucién de dngulos de giro de la termita. Ademads aplicamos el modelo de cami-
nante al azar correlacionado, presentado en el capitulo 1, para identificar si la caminata
muestra caracteristicas similares con la caminata del CRW.



Capitulo 4

Modelos del movimiento de la
termita

Los modelos de simulacién del movimiento con caminantas al azar, son la primera
eleccion para el estudio del movimiento de los animales, debido a que los datos de
las caminatas o vuelos estdn discretizados y la trayectoria que se reconstruye a partir
de ellos es parecida a la que efectiian los caminantes al azar. Algunos de los modelos
frecuentemente recurridos son el caminante al azar correlacionado y los vuelos de Lévy,
que han mostrado ser muy utiles en la descripcion del movimiento de aves, insectos e
incluso de mamiferos.

En este capitulo construimos un modelo del movimiento de la termita, similar a un
billar circular. También, solamente consideramos el comportamiento de un sélo indivi-
duo y estudiamos el efecto de algunas variables de interés sobre las caminatas generadas.

4.1. Modelo balistico

El anélisis de las trayectorias indic6 que mas del 50 % de los datos estéan concentrados
cerca del borde del contenedor. Con el objetivo de reproducir estas trayectorias, en
términos de los dngulos de giro, construimos un modelo sencillo hecho de una particula
libre restringida a moverse en el interior de un circulo de radio unitario.

Durante el movimiento, esta particula choca con los bordes de circunferencia con
un angulo de incidencia y reflexién constante. Estos dngulos se miden con respecto al
radio que une el centro del circulo y la coordenada (z,y) donde se efectiio el choque,
figura (4.1).

Este modelo por contruccién genera patrones ciclicos, dependiendo del valor 8y que
se tome como angulo inicial en el movimiento. En particular en la figura (4.2) se muestra
la trayectoria generada para 6y = 45°, x = —1.0 y y = 0.0. El resultado es un cuadrado
con centro en el origen y vértices en (-1,0),(0,1),(1,0) y (0,-1).

97
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Figura 4.1: Modelo balistico usado para
estudiar el efecto de la distribucion ex-

perimental de los angulos de giro en las
longitudes de las cuerdas de la circun-

Figura 4.2: Trayectoria generada con el mo-
delo balistico con las condiciones iniciales:
f =45°y x = —1.0 ,y = 0.0 con la res-

ferencia. triccion o; = ayyq.

La introduccién de la distribucién de los angulos de giro experimental en el movimien-
to de la particula se hace seleccionando un angulo en funcién de los pesos probabilisticos
asociados a cada uno, para esto usaremos un algoritmo sugerido por von Neumann a
mediados del siglo pasado [69].

4.1.1. Muestreo a partir de una distribucién arbitaria
Algoritmo de von Neumann

John von Neumann sugirié en 1951 un algoritmo para la generacion de nimeros
aleatorios a partir de una distribucién aleatoria p(z) separable que tiene la forma [69]:

p(x) = Ca(x)b(z)

donde a(x) es una funcién de distribucién simple a partir de la cual es facil generar
nimeros aleatorios, como la distribucién Gaussiana, b(x) es una funcién que yace entre
[0,1] y C (> 1) es una constante.

La manera de muestrear a partir de una distribucién aleatoria p(x) acotada en un
rango finito 7 < z < x5 es por medio del algoritmo de von Neumann. Si la funcién de
distribucién puede ser escrita como [69]:
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pla) = Ap(x) 0(z1, 2, 22) /A

donde A > 1 es una constante de normalizaciéon que asegura que A~'p(x) es siempre
< 1y b(x) = 0(x1,x,29)=1 para ;1 < & < x5 y cero en cualquier otro lugar. Para
generar un numero aleatorio en p(z) se siguen los siguientes pasos:

(a) generar dos ntimeros aleatorios & y &2, distribuidos normalmente.

(b) si & < A7lp(ay + (z9 — 71)&2), entonces x1 + (T2 — 1) es un nimero aleatorio
distribuido con p(z)
(¢) si no, regresar a (a)

Con el algoritmo de von Neumann podemos generar facilmente angulos distribuidos
a partir de la distribucion experimental de los angulos de giro de la termita e intro-
ducirlos en el movimiento de la particula en el modelo balistico. Nuestro objetivo es
estudiar la distribucién de las longitudes de las cuerdas generadas.

4.1.2. Introduccion de los angulos de giro en el modelo

Generaremos los angulos de giro para el modelo balistico con con el algoritmo de von
Neumann, al muestrear un angulo de giro en la distribucién experimental de angulos
de giro absolutos [0°,180°].

Retomando la definiciéon de angulo de giro 6, como el cambio de orientacién que
efectia la termita entre un paso i y el i + 1, dada por la ecuacién (3.2), notamos que
es imposible utilizarlos para modelar el movimiento de la particula en un billar. Ya que
el valor 8 ~ (0° tiene asociado la mayor probabilidad de ocurrencia, cuando el modelo
genera el siguiente paso con este angulo la trayectoria queda indefinida, véase el punto
1 de la figura (4.3). Sin embargo si consideramos el cambio de direccién con respecto a
la recta tangente en el punto de choque (puntos 2 y 3), las trayectorias estédn definidas
y podemos estudiar el movimiento de la particula.

Objetivos

Con este modelo, podemos estudiar la influencia de los dangulos de giro en las lon-
gitudes de cuerda (distancia medida entre dos puntos de choque consecutivos) que
atraviesan el circulo. Es claro que este modelo desecha muchas de las caracteristicas
observadas en el movimiento real, sin embargo, esperamos que reproduzca algunas ca-
racteristicas observadas en el experimento si estas dependen de la forma del recipiente
y de la distribucion de los angulos de giro.

Para poder hacer una comparacion entre los resultados obtenidos con este modelo
y los experimentales, consideramos solamente puntos de la caminata de la termita
aproximadamente en contacto con el borde del recipiente. Las escala de las iméagenes
tomadas durante el experimento son en pixeles y el radio de recipiente es r =195 pixeles.
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Figura 4.3: Introduccion del angulo de giro obtenido a partir de la distribucion experi-
mental, en el modelo balistico. El valor o’ corresponde a un angulo de giro tomado de
la distribucién experimental y medido con respecto a la direccién del desplazamiento
anterior. Por otra parte, as v a3 también se obtienen de la distribucién experimental,
sin embargo se miden con respecto a la tangente a la circunferencia en el punto 2 y 3
respectivamente (punto de choque).

Posteriormente a partir de los datos de las posiciones x;, y; calculamos la distancia radial
r; de cada uno con respecto al centro del contenedor.

Con esta nueva serie temporal (r;) y los angulos &;, medidos con respecto a un eje
absoluto, calculamos las posiciones en contacto con el contenedor al efectuar un barrido
angular [0°,360°] con incrementos Af = 0.5°. La posicién en “contacto” con el borde
del recipiente es aquélla cuyo r es méximo, con respecto al r de los demas datos dentro
del incremento.

Las nuevas longitudes de ‘pasos’, en esta nueva serie temporal, son cuerdas que
atraviesan la circunferencia, dadas por dos puntos consecutivos de impacto con el borde,
vedse la figura (4.4). A partir de esta nueva serie temporal z, y de la posiciones de choque
con el borde, calculamos nuevamente la distribucién de las longitudes de los ‘pasos’ o
cuerdas, figura (4.5A) y (4.5B). El resultado es un decaimiento tipo ley de potencias
con un exponente con b=1.22, obtenido con el método de estimacién de exponentes por
méaxima verosimilitud (seccién 3.6.1).

La funcién iterada del sistema (IFS) para esta nueva serie temporal de longitudes
de ‘pasos’ o cuerdas se muestra en la figura (4.6). La atenuacion en el patrén se debe a
la reduccién en el numero de datos al considerar solamente las posiciones en contacto
con el borde. Observamos las estructuras triangulares autosimilares y la acumulacion
de puntos sobre las diagonales, lo que indica correlaciones débiles de largo alcance
y correlaciones fuertes entre las longitudes de cuerda consecutivas (a tiempos cortos)
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Figura 4.4: Caminata de la termita construida con las posiciones en contacto con el
borde del contenedor.

respectivamente.

La distribucién de las longitudes de los ‘pasos’ o longitudes de cuerda, figura (4.4) no
muestra el maximo secundario observado en la figura (3.16), cuya presencia adjudicamos
a la distancia méxima que la termita podia recorrer en 0.5 segundos (con una velocidad
caracteristica).

Por otro lado, la distribucién de los dngulos de giro, figura (4.7), no muestra una
alta incidencia en dngulos multiplos de 45°, pero si una ocurrencia baja de dngulos de
giro mayores de 30°. Esta 1ltima caracteristica es consistente con una trayectoria mas
dirigida que la trayectoria original.
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Figura 4.5: (A) Distribucién de longitudes de las cuerdas obtenidas a partir de los datos
mostrados en la figura (4.4), la curva muestra un decaimiento tipo ley de potencias. (B)
Al graficar en escala logarftmica y ajustar a una funcién de la forma f(I) oc [=° con el
método de la estimacion de exponentes por maxima verosimilitud, obtenemos b=1.22
(seccién 3.6.1).

Con la distribucion de la figura (4.7B) y el modelo balistico, reproduciremos com-
putacionalmente nuevas caminatas para estudiar el movimiento de la termita.
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Figura 4.6: IF'S obtenida para la serie temporal de longitudes de cuerdas, figura (4.4). La
grafica muestra una combinacién de acumulacién de puntos a lo largo de las diagonales
y estructuras triangulares dispersas en el espacio, indicativo de correlaciones fuertes de
corto alcance y correlacidénes débiles de largo alcance respectivamente.

Simulaciones

Si muestreamos los dngulos de giro con la distribucién mostrada en la figura (4.7B) y
generamos trayectorias con el modelo balistico obtenemos caminatas como la mostrada
en la figura (4.8). La distribucién de las longitudes de cuerda obtenida a partir un
ensamble de trayectorias simuladas se muestra en las figuras (4.9A) y (4.9B).

El ajuste por el método de los minimos cuadrados indica las longitudes de cuerda
siguen una distribuciéon Gaussiana, cuya funcién densidad de probabilidad estd dada
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Figura 4.7: (A)Distribucién de los dngulos de giro positivos y negativos. Esta dis-
tribucion puede ajustarse a una distribucién Gaussiana con media ;=0.855 y varianza
02=49.90. (B) Distribucién de dngulos absolutos de giro obtenidos a partir de la cami-
nata mostrada en la figura (4.4). En esta nueva trayectoria, no existe una alta incidencia
a girar con dngulos multiplos de 45°.

por la ecuacion,

e 27 | (4.1)
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Figura 4.8: Trayectoria generada con el modelo balistico al muestrear los angulos de
giro a partir de la distribucion experimental de dngulos de giro absolutos mostrada en
la figura (4.7A), obtenida a partir de los datos de la caminata en la figura (4.4).

donde 1 es la media y o2 la varianza. El ajuste con el método de minimos cuadrados
resulta en pu=-1.747 y o?=1.111.

La distribucién de las longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas, figura
(4.9), indica que el modelo balistico no esta reproduciendo el patrén observado en la
figura (4.4). Es posible que la diferencia entre las distribuciones en las figuras (4.5)
y (4.9) sea resultado de la modificacién del angulo de giro, el cual se considera con
respecto a la recta tangente en el punto de choque. También debemos tener en cuenta
que la termita al interactuar las paredes debe escoger el dngulo de giro apropiado para
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Figura 4.9: (A) Distribucién de longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas con
el modelo balistico con la distribucion de los angulos de giro obtenida a partir de la
trayectoria cuyas posiciones estan en contacto con el borde del contenedor, véase figura
(4.7A). La linea continua muestra el ajuste a una distribucién Gaussiana, ecuacién
(4.1), con el método de los minimos cuadrados: pu=-1.660 y ¢2=0.917. (B) Al aplicar
logaritmos en ambos ejes de la figura (4.9A)), el ajuste se muestra nuevamente en linea
continua.

bordearlas, es decir, el organismo no se mueve aleatoriamente y como consecuencia, la
seleccion de los dngulos de giro en la trayectoria de la figura (4.4) es preferencial.
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En el modelo balistico, el muestreo se efectiia sin tomar en cuenta el valor de los
angulos de giro en pasos anteriores. Para conocer qué tanto estdn correlacionados los
dngulos ¢ de la caminata en la figura (4.4) calculamos la funcién de correlacién angular
de &, figura (4.10). El ajuste con el método de los minimos cuadrados, (linea punteada)
a una funcién exponencial indica la presencia de correlaciones de corto alcance que
influyen en los valores tomados por £ dentro de un lapso de 21 segundos.
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Figura 4.10: Funcién de correlacién angular [C¢(7;)] para los dngulos de giro absolutos &;,
obtenidos a partir de la trayectoria real generada por la termita cuando se consideran las
posiciones en el borde del recipiente (o). Esta funcién indica la presencia correlaciones
de corto alcance, es decir, el angulo & escogido en el paso ¢ influye en los angulos
tomados hasta 21 segundos después, con una intensidad que decae exponencialmente.

Por lo tanto, la trayectoria generada a partir de las posiciones en contacto con el
borde del recipiente esta correlacionada. El modelo balistico no toma en cuenta las
correlaciones en &, a excepcién de las correlaciones a primer orden (entre & y &;i1)
introducidas por la distribucién simétrica de los dngulos de giro, figura (1.8). Debido
a esto la trayectoria queda indefinida en algunas ocasiones y consecuentemente, los
resultados obtenidos del experimento y las simulaciones no concuerdan.

La funcién iterada del sistema (IFS), figura (4.11), para las longitudes de los pasos
de las simulaciones, muestran patrones espaciales caracteristicos. La presencia de estos
patrones indica la presencia de correlaciones en las longitudes de los pasos de la caminata
simulada. Debido a que el tipo de correlaciones en las IF'S se obtienen a partir de una
comparacién visual con las IFS de los ruidos de colores (rosa y café), no podemos
caracterizar las correlaciones mostradas en la figura (4.11), ya que las estructuras no
son parecidas a las mostradas en la figura (3.10).
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Figura 4.11: IF'S de las longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas con el modelo
balistico al muestrear los dngulos de giro a partir de la distribucién en la figura (4.7B).

Las simulaciones indican que el modelo balistico genera longitudes de cuerda dis-
tribuidas segin una distribuciéon Gaussiana y es posible que esto sea resultado de
muestrear lo dngulos de giro a partir de una distribucién Gaussiana. Para compro-
bar si el modelo balistico relaciona la distribucién del angulo de giro con la distribucion
resultante de longitudes de cuerdas generadas, simulamos nuevas trayectorias con otras
distribuciones angulares.
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4.2. Otras distribuciones de angulos de giro

El resultado de la seccién anterior parece indicar que el modelo balistico genera
trayectorias con longitudes de pasos de acuerdo a los valores de los angulos de giro
muestreados. En base a esto, estudiamos las distribuciones de las longitudes de los
pasos al muestrear los angulos de giro a partir de distribuciones Gaussianas y tipo ley
de potencias.

4.2.1. Distribuciéon Gaussiana

Consideremos el caso en que la particula del modelo balistico se mueve con angulos
de giro muestreados a partir de una distribucién Gaussiana centrada en 0° con valores
de 0 entre [0°,180°]. La distribucién de las longitudes de cuerda [. de las trayectorias
simuladas, figura (4.13A,B), es una distribucién Gaussiana, cuyo ajuste con el método
de los minimos cuadrados resulta en los pardmetros u=-3.069 y o2=1.436.

La IFS de las longitudes de cuerdas de estas trayectorias, figura (4.12), genera
patrones espaciales similares a los que muestra la IFS en la figura (4.11), lo que indica
correlaciones en las longitudes de las cuerdas. En ambos casos las distribuciones de los
angulos de giro son normales.

4.2.2. Distribucion tipo ley de potencias

Consideremos el caso hipotético en el que los angulos de giro se muestrean a partir de
una distribucién de Lévy f(0) oc 67 caracterizada con un exponente p=2. A partir de
esta distribucién, muestreamos angulos en el intervalo [0°,180°], donde la probabilidad
de escoger un angulo cercano a 0° es muy alta, mientras que la ocurrencia de angulos
mayores 45° es casi nula.

La introduccién de esta distribucién angular en el modelo balistico genera trayecto-
rias cuya distribucién de longitudes de cuerdas esta también caracterizada por una ley
de potencias, figura (4.14). El ajuste con el método de los minimos cuadrados a una
funcion de la forma f(l.) oc [7* resulta en ;/'=1.352.

La IFS de las longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas en este ejemplo,
figura (4.15) muestra los patrones triangulares caracteristicos del ruido rosa.

En ambos casos, las distribuciones de las longitudes de cuerda de las trayectorias
simuladas tienen la misma forma matematica de la distribucion angular a partir de
la que se muestrea el angulo de giro. Por lo tanto, el modelo balistico no reproduce
trayectorias similares a la mostrada en la figura (4.4). Es posible que esto se deba a que
ésta ultima tiene correlaciones de corto alcance en los dngulos . La introduccién de
correlaciones en las simulaciones de caminatas de organismos no es una tarea trivial [42],
En este caso, el problema involucra el calculo de las correlaciones entre un nimero
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Figura 4.12: TFS de las longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas con el mo-
delo balistico al muestrear los dangulos de giro [0°,180°] a partir de una distribucién
Gaussiana.

infinito de angulos de giro a partir del movimiento de la termita.

4.3. Analisis del movimiento con el modelo del CRW

El caminante al azar correlacionado (CRW) es el modelo méas simple que se puede
usar para el andlisis de trayectorias que presentan cierta persistencia en la direccién. La
distribucion de angulos de giro simétrica indica que la caminata de la termita es persis-
tente y como vimos en la seccién (1.3.1) el modelo de CRW es el que toma en cuenta este
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Figura 4.13: (A) Distribucién de las longitudes de cuerda de las trayectorias simuladas
con el modelo balistico al muestrear los angulos de giro a partir de una distribucién
Gaussiana. (B) El ajuste con el método de los minimos cuadrados indica que los datos
estan distribuidos siguiendo una distribucion Gaussiana con parametros p=-3.069 y
02=1.436, (linea continua).

tipo de distribuciones en el movimiento. La teoria desarrollada por Kareiva y Shigesada
para el CRW, [6], es 1til para obtener las medidas de la dispersién del movimiento real
con respecto al movimiento tedrico de un caminante al azar correlacionado.
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Figura 4.14: (A) Distribucién de las longitudes de cuerda (e) de las trayectorias simu-
ladas con el modelo balistico cuando los dngulos de giro se muestrean de una distribucién
tipo ley de potencias con exponente p = 2. (B) Escala logaritmica. El mejor ajuste, cal-
culado con el método de los minimos cuadrados, indica un exponente p’ =1.352 (linea
continua).

Para analizar la caminata de la termita a través del modelo de CRW consideramos
60 trayectorias reales con una duracién de 50 segundos. Siguiendo el procedimiento
explicado en la seccién (1.3.1), calculamos las cantidades mostradas en el cuadro (1.1),
con los que parametrizamos las ecuaciones (1.32) y (1.33).
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Figura 4.15: TF'S generada a partir de las longitudes de cuerda de las trayectorias simu-
ladas con el modelo balistico al muestrear los dngulos de giro de una distribucién tipo
ley de potencias con exponente de decaimiento p =2.

La simetria de la distribucién de dngulos de giro en la figura (3.18) y los resultados
de las tablas de contingencia, indican que la termita muestra igual probabilidad de
girar a la izquierda o a la derecha, por lo tanto, s &~ 0. Debido a esto, podemos usar la
ecuacién (1.33) en lugar de la ecuacién (1.32) para el calculo del NSD.

Finalmente, con la ecuacién (1.33) y los resultados en el cuadro (4.1) obtenemos el
desplazamiento cuadratico neto esperado de un caminante al azar correlacionado que se
mueve de forma semejante a la termita. La figura (4.17) muestra la comparacién de los
desplazamientos cuadréticos netos obtenidos con la férmula de Kareiva-Shigesada [6],
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‘ Parametro H Valor ‘

{0y 5.652
() 51.706
¢ 0.854
s -0.017

Cuadro 4.1: Parametros de la teoria de Kareiva-Shigesada obtenidos con un ensamble
de trayectorias de la termita para calcular el desplazamiento cuadréatico neto esperado
de la misma, si esta siguiera el movimiento de un caminante al azar correlacionado.

400

350
Figura 4.16: Ejemplos de trayectorias
reales de la termita usadas para calcu-
lar el desplazamiento cuadratico neto ¥ 250 -
esperado, dado por la ecuacién (1.35) y

300
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(linea continua) y con la ecuacién (1.35) (o). El resultado indica que los datos observados
difieren significativamente del modelo CRW.

El decaimiento de los datos observados en la figura (4.17) resulta de la restriccién
que imponen los bordes del recipiente. Debido a este confinamiento, el modelo de CRW
sobre-estima a los datos observados.

En [7] el movimiento de una manada de caribis sedentarios (Raginfer tarandus), se
ajustd al modelo de caminante al azar correlacionado durante las temporadas anuales
en la que el grupo explora un mayor territorio para buscar alimentos. Sin embargo,
esto no ocurrié durante la primavera, cuando el hdabitat es una tundra y el movimiento
estd restringido dentro de fronteras. Bajo estas restricciones los angulos de giro presen-
tan correlaciones positivas y las trayectorias estan caracterizadas por rizos secuenciales
confinados dentro de las fronteras del territorio.
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Figura 4.17: Desplazamientos cuadrdticos netos esperados (R%) predichos para un cami-
nante al azar correlacionado con la ecuacién (1.33) y el obtenido a partir las trayectorias
de la termita. E1 NSD obtenido a partir de la trayectoria real (e) difiere significativa-
mente del obtenido con el modelo de CRW, (linea continua), el cual sobre-estima los
datos del primero.

En este capitulo estudiamos el movimiento de la termita con el modelos balistico y
el modelo de caminante al azar correlacionado. En el primer caso, nuestros resultados
sugieren la necesidad de introducir correlaciones a ordenes superiores en la seleccién
de los angulos de giro para simular correctamente las trayectorias de la termita. En el
segundo caso, el movimiento de la termita y el movimiento de un caminante al azar
correlacionado, difieren significativamente. Los resultados obtenidos en [7] indican que
este modelo no es apropiado para modelar el movimiento de organismos restringidos
espacialmente.
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Hemos presentado una caminata en dos dimensiones del movimiento de una termita
obrera del género Cornitermes spp., cuyo movimiento se realiza en el interior de una
arena circular con un diametro de 20.5 cm sin la presencia de alimentos o agua.

Los datos mostrados en este trabajo corresponden a una realizacién experimental
con una duracion de aproximadamente 4 horas de grabacion a intervalos de 0.5 segundos.
Los resultados presentados tienen implicaciones potenciales en el entendimiento del
comportamiento de las termitas obreras. Nuestro interés es conocer si las caracteristicas
observadas en este estudio son una propiedad implicita del organismo o surgen en
respuesta al medio ambiente.

El estudio cualitativo de las series temporales de las longitudes de los pasos (1), los
angulos absolutos (&) y los angulos de giro (), indica la presencia de correlaciones en
la caminata, las cuales caracterizamos con la funcién de autocorrelacion, la funcién de
correlacién angular, el exponente de Hurst y las funciones iteradas del sistema.

La funcién de autocorrelacién de las longitudes de los pasos mostré un decaimiento
tipo ley de potencias caracterizado por un exponente v =0.312. Esto es consistente con
la presencia de correlaciones de largo alcance. El exponente de Hurst mostro la presencia
de correlaciones de largo alcance mas un comportamiento persistente en la manera en
que se escogen las longitudes de los pasos. Las estructuras espaciales mostradas por las
funciones iteradas del sistema indican que las correlaciones de largo alcance son débiles
y que las correlaciones de corto alcance son fuertes.

La funcién de correlacién angular de £ detectd correlaciones fuertes de corto alcance.
Esto quiere decir que el angulo en un paso en particular influye en el &ngulo seleccionado
en un paso posterior dentro de un lapso de 15.577 segundos, con una intensidad que
decae exponencialmente

El andlisis de los desplazamientos con las funciones de estructura detecté una
caminata monofractal, lo cual indica que existen caracteristicas libres de escala en el
movimiento. La dependencia lineal en el tiempo del exponente funcional de momentos
indica un comportamiento estadisticamente parecido a un vuelo de Lévy con un indice
1=1.838. Este resultado caracteriza un movimiento 6ptimo de la termita mientras ex-
plora un medio homogéneo sin la influencia de otros factores, como la presencia de otros
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individuos, fuentes de alimentos y agua.

La distribucién estadistica de las longitudes de los pasos muestra un decaimiento
rapido con un maximo secundario alrededor de las longitudes de pasos [ = 0.5 ¢m. Es
posible que el decaimiento sea tipo ley de potencias.

Los resultados de las distribuciones obtenidas para las trayectorias efectuadas cerca
del borde del recipiente, (9.1 cm < r < 10.25 ¢cm) muestran que el méximo secundario
de las longitudes de los pasos practicamente desaparece. Esto indica que el maximo
secundario no es resultado de acortar las longitudes de los pasos para evitar colisionar
con las paredes del contenedor.

Las trayectorias “libres” (0 cm < 7 < 9.1 cm) muestran un maximo secundario mas
definido en las longitudes de los pasos. Esto nos permite concluir que este maximo se-
cundario resulta de que las trayectorias ‘libres’ se realizan a una velocidad caracteristica
y consecuentemente, existe una distancia maxima que la termita puede recorrer en el
intervalo de 0.5 segundos.

Una distribucién simétrica de los angulos de giro es una caracteristica de una ca-
minata persistente y dirigida hacia adelante. La seleccién de angulos de giro # menores
que £90° resultan en que el organismo cubra un area més rapidamente, generando
una trayectoria en zig-zag, que optimiza el movimiento (comparado con el movimiento
generado por un caminante al azar simple). El movimiento de la termita es méas efectivo
que el movimiento de un caminante al azar simple.

Por otro lado, angulos de giro 8 de £135° y +180° introducen una reversibilidad en
el movimiento. Como resultado existe un aumento de la difusién de la caminata y el
comportamiento del animal se aleja del de un caminante al azar simple (difusién normal)
[23]. Una combinacién de una distribucién tipo ley de potencias en las longitudes de
los pasos y una ley de potencias en los tiempos de espera nos permite caracterizar la
difusividad de la caminata como un proceso superdifusivo.

El estudio de la caminanta con el modelo del caminante al azar correlacionado
indica que el movimiento de la termita no es parecido al movimiento de un CRW. Esto
es resultado de las restricciones espaciales impuestas en el experimento [7], ya que en
estos casos, el modelo de CRW sobre-estima el desplazamiento cuadratico neto obtenido
de la caminata.

El modelo tedrico fue disenado para reproducir las trayectorias de la termita que
interactian directamente con las paredes del recipiente. La trayectoria generada con las
posiciones en contacto con el contenedor muestran correlaciones en los angulos &, las
cuales se inducen por la forma del recipiente. Estos resultados sugieren la necesidad de
tomar en cuenta las correlaciones entre los angulos & para obtener simulaciones de las
trayectorias que capturen las propiedades del movimiento real.

La introduccién de estas correlaciones es una tarea complicada debido que existe un
numero infinito de direcciones en las que la caminata puede estar correlacionada. Para
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dar continuidad a este trabajo, el siguiente paso es desarrollar un nuevo modelo tedrico
para entender mejor la dispersién de la termita en un medio ambiente homogéneo. Este
modelo debe tomar en cuenta la difusién andémala del proceso y las fuertes correlaciones
entre los pasos y los dngulos [42]. Este modelo discreto debe simular trayectorias donde
las longitudes de los pasos y los dangulos estén correlacionados de acuerdo a los resul-
tados mostrados en este trabajo. Debido al infinito nimero de direcciones en las que
el movimiento puede estar correlacionado, es necesario discretizar los angulos de giro
y las longitudes de los pasos de tal forma que la simulacion del movimiento se efectie
sobre una latiz cuadrada, de manera similar al movimiento del caminante mostrado en
el ejemplo en la figura (1.13).
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