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0.1. Introducciéon

Decimos que un nudo k es un nudo cable de tipo (p,q) con p y ¢ primos
relativos si kK C AN (k') donde k" es un nudo contenido en S* y k representa
pp+ql en Hi(ON(k')). En el caso especial que k' sea el nudo trivial, a k se

le llama nudo toroidal.

Llamamos a una 3-variedad M compacta, conexa y orientable reducible si

tiene una esfera esencial, es decir, una esfera que no es frontera de una 3-bola.

En 1986, Gonzdlez Acuna y H. Short ([7]) enunciaron la CONJETURA
DE LOS CABLES. Esta dice que si un nudo no trivial contenido en S? pro-
duce una variedad reducible después de hacer cirugia de Dehn, entonces el
nudo es cable. Esta conjetura ha sido probada para muchas clases de nudos,
por ejemplo para nudos compuestos en 1983 por Gordon ([11]), para nudos
satélite en 1989 por Scharlemann ([28]), para nudos alternantes en 1992 por
Menasco y Thistlethwaite ([24]), para nudos fuertemente invertibles en 1992
por Eudave ([5]), para nudos simétricos por los trabajos de Luft y Zhang
([22]), Hayashi y Motegi ([16]) y Hayashi y Shimokawa ([17]), para nudos
arborescentes en 1996 por Wu ([30]), para nudos de hasta cuatro puentes
por Gordon y Luecke (sin publicar) y para nudos de género uno por Boyer y

Zhang ([3]), pero sigue abierta en el caso general.

Supongamos que M tiene frontera un toro 7. Una pendiente v en T es la



clase de isotopia de una curva cerrada simple en T', dichas pendientes estan
parametrizadas por QU {oc}. Una pendiente se llama pendiente longitudinal
si existe una superficie compacta y orientable F', propiamente encajada en
M cuya frontera es un lazo que tiene pendiente . El género de v esta de-
finido como el minimo género de tales superficies F'. La distancia entre dos
pendientes « y 3, denotada por A(a, ) es el minimo nimero de interseccion

geométrica de dichas pendientes.

El resultado principal de este trabajo ([23]) fue motivado por la conjetura

de los cables y dice lo siguiente:

Teorema.
Sea M una 3-variedad irreducible con un toro 7' como frontera. Supongamos
que M no es un toro solido. Sea v una pendiente longitudinal en OM y g el

género de 7.

1. Si existe una pendiente reductora r, entonces A(v,r) < 2¢g—16 g = 2,
donde ¢ es el minimo niimero de interseccion geométrica entre la esfera

esencial de M(r) y el corazén del r-llenado de Dehn.

2. Si existe una pendiente proyectiva (3 la cual no es pendiente reductora,

entonces A(S,7) < 2g — 1.

Del resultado principal se da como corolario una prueba de la conjetura
de los cables para nudos de género uno. Se obtiene también como corolario,
un resultado que resuelve otra importante conjetura en el caso de los nudos

de género uno y dice lo siguiente:



La conjetura RP? (Gordon [10]).

Ninguna cirugia de Dehn en un nudo no trivial en S? puede producir RP?.

Aunque esta conjetura ya fue probada para el caso general en el ano de

2004 por Oszvath y Szabé ([21]).

Este trabajo consta de 10 capitulos; en el primero de ellos abordamos las
definiciones y resultados preliminares; dentro del capitulo dos y tres encon-
tramos algunas propiedades del llenado de Dehn en el caso del exterior de un
nudo; del capitulo cuatro al capitulo ocho demostramos algunos resultados
necesarios para la prueba de nuestro teorema principal, el cual se encuentra
dentro del capitulo nueve; y finalmente en el capitulo diez damos una familia

de ejemplos que realizan la cota del teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

En esta parte del trabajo encontraremos los conocimientos necesarios pa-
ra abordar el estudio de las propiedades a las que nos dedicaremos en cada
uno de los siguientes capitulos.

Los resultados que aqui se exponen no incluyen demostracién.

Comenzamos con algunas definiciones.

1.1. 3-Variedades.

Una 3-variedad es un espacio métrico separable donde cada punto tiene
una vecindad homeomorfa a ®* 6 a R := {z € R*|z,, > 0}. La frontera de la

3-variedad corresponde al conjunto de puntos cuyas vecindades son homeo-
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morfas a §Ri, pero no son homeomorfas a 3.

Una 3-variedad es cerrada si es compacta y tiene frontera vacia.

Una subvariedad N de una 3-variedad M se dice que es propiasi NNOM =
ON.

Una 3-variedad M es orientable si admite una orientacion de los 3-simplejos
para una triangulacién de M. Como resultado se sabe que una 3-variedad

es orientable si no contiene (bandas de Mobius) x I o botellas de Klein sélidas.

Sea V un toro sélido. Un meridiano de V' es una curva cerrada simple en
el toro frontrera 1" de V', la cual no es contraible en 7" pero si en V. Una lon-
gitud de V' es una curva cerrada simple en 7' la cual intersecta un meridiano

en exactamente un punto.

Un toro sélido fibrado se obtiene del cilindro D? x I rotandolo en un angu-
lo de 27(p/q) (manteniendo fija la tapa D? x 0), donde p, g son coprimos. Las
fibras son las lineas o x I, x € D? y luego identificamos las tapas D? x 0 y

D? x 1.

Un espacio fibrado de Seifert es una 3-variedad que puede descomponerse
en fibras, donde cada fibra es una curva cerrada simple, cada punto pertenece
exactamente a una fibra y cada fibra tiene una vecindad fibrada, es decir una

vecindad homeomorfa a un toro solido fibrado.
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Una 3-variedad M se dice que es irreducible si cada esfera acota una bola

en M. Si la variedad no es irreducible decimos que es reducible.

Una 3-variedad M se dice que es prima si cada vez que expresemos

M = M;$M, implica que M; 6 My es S3.

Como resultado se sabe que si una 3-variedad M es prima y reducible
entonces M = S? x S'. Entonces si excluimos S% x S' es lo mismo primo que

irreducible.

Sea M una 3-variedad y F' una superficie propiamente encajada en M
6 contenida en la frontera de M. Decimos que F' es incompresible si ninguna

de las siguientes condiciones se satisface:
= [" es una esfera que acota una bola en M.

= /7 es un disco en la frontera de M ¢ existe una bola X en M tal que

0X C FUOM.
= Existe un disco D C M tal que DN F = dD y dD no contraible en F'.

También decimos que F' es compresible en M si no es incompresible.

Una superficie propiamente encajada S es 0 — incompresible en una 3-
variedad M si no existe un disco D tal que 0D = AUB con A C Sy

B C OM, donde DNS = Ay A es un arco esencial en S, o sea no paralelo
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a 0s.

Una 3-variedad se dice de Haken si es irreducible y contiene una superficie

incompresible.

Una superficie S # S? en una 3-variedad M es esencial en M si:

S es incompresible en M

S es 0-incompresible en M.

Una 3-variedad M que contiene una coleccion de discos {Ds, D, ..., D, }
disjuntos por pares propiamente encajados en M tal que el resultado de cor-

tar M a lo largo de U}, D; es una bola, es llamado cubo con n-asas.

Figura 1.1: Cubo con dos asas.

Sea S una superficie posiblemente disconexa, un cuerpo de compresion se

obtiene de S x I al pegar 1-asas en S x {0}.

Sea V un toro sélido, p, g coprimos y ¢ > 2. Un espacio cable es el com-

plemento de una vecindad tubular abierta de un (p, q)-cable del corazén de
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V. Una 3-variedad M se dice que es una wvariedad cableada si contiene una
subvariedad homeomorfa a un espacio cable una de cuyas componentes fron-

tera es precisamente dM.

Una herramienta que utilizaremos también es la Caracteristica de Euler
de una superficie. Esta se define en cualquier triangulacion de la superficie
como el nimero de vértices menos el niimero de aristas mas el niimero de
caras y se prueba que este nimero no depende de la triangulacion que to-
memos y ademads para superficies cerradas es igual a 2 — 2¢g, donde ¢ es el

género de dicha superficie.

1.2. Llenado de Dehn

Sea T un toro, definimos la curva a como una pendiente en el toro T si

« es la clase de isotopia de una curva cerrada simple en 7.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable, irreducible y con frontera un
toro T'. Sea o una pendiente en el toro T". Definimos el a-llenado de Dehn de
M y lo denotamos por M («) como la 3-variedad obtenida al identificar Ty
0V, donde V es un toro sélido y « se identifica con un meridiano p de V', es

decir, tomamos M («a) = M U, V donde a — p.

Los espacios lente se obtienen al identificar dos toros sélidos a lo largo de sus

fronteras.
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\Y

Figura 1.2: Lenado de Dehn

Una pendiente o en un toro T se llama pendiente reductora si M es una

variedad irreducible y M («) es reducible.

Una pendiente proyectiva es una pendiente que produce un plano proyec-

tivo en un llenado de Dehn.

Una pendiente o en un toro T se llama pendiente longitudinal si existe
una superficie orientable F' propiamente encajada en M cuya frontera es un
lazo con pendiente «.. El género de la pendiente v en este caso, se define como

el género minimo de tal F'.



Capitulo 2

Llenado de Dehn para el

exterior de un nudo

En este capitulo veremos algunas propiedades del llenado de Dehn para
el caso en el que nuestra 3-variedad es el exterior de un nudo £k y probaremos
que si el llenado de Dehn de una pendiente produce una 3-variedad reduci-
ble, entonces la pendiente debe ser entera ([12]), es decir, s6lo puede dar una

vuelta en forma de longitud y m vueltas en forma de meridiano.

Sea k un nudo no trivial en S* y FE(k) el exterior del nudo, es decir
E(k) = S*\N(k) donde N(k) es una vecindad regular de k. Entonces el
exterior de un nudo es una 3-variedad con frontera un toro. Recordemos
que las pendientes del toro pueden ser parametrizadas por Q U cc. Para esto

tomamos una base (p, [) para H1(ON(k)), donde p es un meridiano de ON (k),

11
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es decir una curva esencial que es frontera de un disco en N(k) y [ es una
longitud preferente, o sea [ es frontera de una superficie de Seifert para k.
Se sigue que p y [ se intersectan en un punto, por lo que forman una base
para H;(ON(k)). Si « es una curva con pendiente p/q, es decir o = pu + ql
entonces F(k)(p/q) denota la 3-variedad obtenida por llenado de Dehn de
modo que un meridiano del toro sélido se identifica con «. Consideremos el

llenado de Dehn E(k)(%), donde a y b son coprimos, tenemos entonces que:

Teorema 2.1 Si E(k)(}) es reducible, entonces [b] = 1.

Demostracion.

a

b

a

7 es la pendiente frontera

Supongamos que E(k)(%) es reducible, entonces

de una superficie plana esencial en el exterior de k. Por un resultado de

Gordon, Luecke, Shalen y Culler ([10]), el hecho de que { sea pendiente

frontera implica que si k£ es no trivial, entonces:
= F(k)(§) es una 3-variedad de Haken, 6

= E(k)(

) es suma conexa de dos espacios lente no triviales, 6

>

» E(k)(5) contiene una superficie incompresible siempre que |ad—bc| > 1.

La primer condicién contradice el hecho de que E(k)(%) es reducible,

mientras que la tercer condicién contradice el hecho de que E(k)(5) es S

salvo cuando [b] < 1. Queda entonces considerar la segunda condicién. En tal
caso, Iy (k(})) = Z, x Z, (p,q > 1), entonces por un resultado de Gonzdlez
Acuna y H. Short ([7]), la imagen p en Z, * Z, de un meridiano de k es de

la forma 2" donde b|r. Como el grupo de k esta generado por un meridiano,
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Z, x Z, estd normalmente generado por p. Entonces por un resultado de

Baumslag, Morgan y Shalen ([2]) |r| =1 y por tanto, |b| = 1.

Asumiremos también los siguientes resultados:

= (Gabai, 1987 [6]) F(k)(0) es una 3-variedad irreducible.

s (Gordon y Luecke, 1989 [13]) E(k)(£1) es una 3-variedad irreducible.



Capitulo 3

La conjetura de los cables

Recordemos la definicién de nudo cable. Un nudo k se dice que es un nudo
cable de tipo (p, q) con p, ¢ primos relativos, si K C dN (k') para algin nudo
k' en S? tal que [k] = pp + gl en H(ON(K').

En 1986, Gonzdlez Acuna y H. Short ([7]) enunciaron la CONJETURA
DE LOS CABLES. Esta dice que si un nudo no trivial contenido en S? pro-
duce una variedad reducible después de hacer cirugia de Dehn, entonces el

nudo es cable.

En este capitulo veremos el reciproco de esta conjetura, es decir, que al

hacer llenado de Dehn en un nudo cable obtenemos variedades reducibles.

Sea k un (p,q)-cable de un nudo k'. Entonces k se encuentra en 0N (k')

y es una curva de pendiente p/q en dicho toro.

15
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Figura 3.1: Nudo cable.

Sea N (k) una vecindad regular de £ de modo que N (k) NON (k') consiste
de un anillo A’. Sea A = ON(k')\A’. Luego A es un anillo propiamente en-
cajado en E(k). OA consiste de dos curvas de pendiente v en 0E(k).

Se puede ver que v = pqu + | en OE(k). Consideremos la 3-variedad
E(k)(7):

E(k)(y) = E(k)U,V, donde V es un toro sélido pegado de modo que un

meridiano de V' se identifica con una curva de pendiente v en 0E(k). Como
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0A consiste de dos curvas, hay dos meridianos de V', digamos p; y o, que
se identifican con JA. Hay dos discos meridianos Dy y Dy en V de modo que

0Dy = py, 0Dy = ps.

A divide a E(k) en dos partes, una es E(k') y la otra N(k'). Sea A =
AU Dy U Dy, A es una esfera. Vamos a ver que A es una esfera reductora,

con lo cual habremos concluido la prueba.

Tenemos E(k)(y) = E(k) UV = E(K') U N(K') U Vi UV;, donde V3
y V4 son las componentes de V al cortar por Dy y D,, luego E(k)(y) =
(E(R) UV Ui (N(K) U V).

Vi 2 D; x I, E(K') y V; se identifican de modo que dD; x I se identifi-
ca con una vecindad de la curva v y N(k') y V; se identifican de modo que

0Dy x I se identifica con la vecindad de una curva de pendiente p/q en ON (k').

De aqui se sigue que F(k)(y) = E(k")(p/q)8L(q, p) pues E(k") U V] es el
espacio E(k')(p/q) pinchado, el cual no es S* por Gordon y Luecke ([13]) y
es irreducible por el teorema 2.1, ya que k' no es trivial y N(k') U V5 da un

espacio lente sumando que no es trivial pues ¢ > 2.

Por tanto la esfera A es reductora, asi E(k)(7) es una 3-variedad reducible.

O



Capitulo 4

Presentacion delgada de los

nudos.

En este capitulo encontraremos una presentaciéon para los nudos que sa-
tisface que si P es una superficie propiamente encajada en S*\ N (k), incom-
presible y 0-incompresible, cuya frontera no consiste de meridianos, entonces
existe una esfera () que intersecta transversalmente la superficie P y cuya
frontera consiste de curvas paralelas que intersectan exactamente una vez a

cada curva frontera de P.

Sean z,y € S* y z € S?. Identificamos (S?\ z) x R con R? de forma
canénica. Definimos la funcién altura h : S* \ {z,y} = S* x R — R como
la proyeccion en el segundo factor. La esfera de nivel en la altura o denota-

da por @, es la superficie S? x a. Sea H la fibracién de R? por planos de nivel.

19
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Un nudo k estd genéricamente encajado en S* si k = f(S!), donde
f: 8! — 83 es un encaje tal que la funcién altura h o f es una funcién
de Morse con 2b puntos criticos los cuales ocurren en niveles discretos. Tal f

se llama presentacion genérica.

Definimos el ancho w(k) de k como:

w(k) =min{3 > | Q;N f(S") | |f es una presentacién genérica de k y

Q1,Qo, ..., Qo 1 son esferas de nivel, una entre cada nivel critico}.

Una presentacion delgada de k es una presentacion que realiza el ancho de k.
El ancho puede calcularse explicitamente como sigue. Sean My, Ms, ..., M,
y mq,ms, ..., my los maximos y minimos locales de h o f donde f es una
presentacion delgada de k.

1 st m;<M;

Sea T'(k) = ¥0_ X0y (i, j) donde &(i, j) = { :
0 st m;j>M;

Teorema 4.1 w(k) = 2T (k) — b?

Demostracion.
Empujemos los minimos locales para obtener una nueva presentacion tal
que cada maximo local esté arriba de cada minimo local. El ancho de cada
término de la sucesion resultante se incrementa en 2 cada vez que un minimo

se empuja bajo un maximo. El ancho de la nueva presentacion es:

2+44+...+2b—1)+2b+2(0b—1)+...+2) =b?

1
2

por lo que, w(k) = v* — 2(b* — T(k)) = 2T (k) — b°.



21
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Lema 4.2 Sea k un nudo en presentacion delgada en S®. Sea P una superfi-
cie propiamente encajada en S*\ N (k) tal que P no es unidn de meridianos.
Entonces podemos isotopar P y encontrar un plano horizontal Q) tal que Q)
es transversal a P y cada arcocomponente de Q N P es esencial en P.

Si P es 0- incompresible (respectivamente incompresible), entonces cada
arcocomponente (respectivamente componente cerrada) de PNQ es una curva

esencial en Q \ N (k).

Demostracion.

Primero isotopamos P en una vecindad de 0P de modo que P esté definido
localmente cerca de N(k) como sigue. Si & € k es un maximo 6 un minimo
local de k, entonces existe una vecindad V, de x tal que cada componente de

V., N P aparece como:

Figura 4.1: maximos y minimos de k

Si y € K\ U(V,)s), entonces existe una vecindad V, de y tal que cada

componente de V;, N P aparece como:
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x € P es un punto silla de tangencia si N(xz) N P aparece como un pun-
to critico de la funcion altura que no es un maximo ni un minimo local en
S3. @ € P esun centro de tangencia si N(z) aparece como un maximo 6 un

minimo local. Supongamos que tales tangencias aparecen en distintos niveles.

95 O e

Figura 4.2: punto silla y centros de tangencia.

Ahora isotopamos P tal que P sea transversal a la fibracion H excepto

en un numero finito de centros de tangencia y sillas de tangencia.
Sea @), la esfera de nivel a la altura a. Sea b la altura del minimo local
mas alto de k y sea s la altura del maximo local de menos altura de k el cual

es mas alto que b.

Sea QQ = @, tal que b < a < sy P es transversal a (). Supongamos que A
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es una arcocomponente de PN . Si A es un arco no esencial en P tal que el
correspondiente disco de d-compresion D no contiene otros arcos esenciales,

entonces D visto en S? aparece como la figura (b):

(b)

Figura 4.3: disco de compresion

En particular, DNk deja arriba 6 abajo a Q. Si tal A existe con ), abajo
(respectivamente arriba) de D Nk, entonces llamamos a @), un plano bajo

(respectivamente plano alto) y a D un disco alto (respectivamente disco bajo).

Sea B = {a € [b,s]|Q, es un plano alto } y S = {a € [b, 5] |Qqs es un

plano bajo }.
Afirmacién. [b,s] # BUS.
Demostracién. Si U es un subintervalo abierto de [b, s] tal que P es trans-

versal a ), para o € U, entonces U C B 6 UNB = ¢. La situacion andloga se

cumple para S. Como P fué puesto en forma estandar cerca de N(k), b € B
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y s € S. Por tanto si la afirmacién falla es decir, si todo a € [b, s] estd en B
o en S, existe una « tal que ), es tangente a P, a € B paraa € (a —¢,a) y
a € S para a € (o, a+¢) para alguna . Existe una foliacién C de P inducida
por la funcién altura h de S3. Los niveles de C pueden verse como curvas de
nivel de h 6 como las intersecciones de P con los planos de nivel. Existe una
funcién fi: (ae—e,a] x I — P tal que si a < « entonces f,(a x ) es una curva
de nivel que es frontera de un disco bajo D,. Estos discos bajos satisfacen
que D, C D, si a < c¢. El arco limite fy(a x I) es suave (a), pinchado (b)

6 apachurrado (c):

= =¥ &

Figura 4.4: arco limite suave (a), pinchado (b) ¢ apachurrado (c)

El correspondiente disco bajo limite Dy visto en S? es suave (a), pinchado

(b) 6 apachurrado (c¢) como en la figura 4.5.

La discusién andloga se cumple para la funcién fs:[o,a+¢) x I — P la
cual tiene la propiedad de que fs(a x I) es la frontera de un disco alto D,
sia>ay fax1I)CQ, Sea D el disco alto limite. Notemos que Dy y

Dy, no pueden ser ambos apachurrados. Se sigue que k es trivial 6 uno puede
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Figura 4.5: disco limite suave (a), pinchado (b) 6 apachurrado (c)

encontrar una presentacion mas delgada de k. Situaciones en las que ambos

D y D, son suaves 6 pinchados se muestran en la figura:

Figura 4.6: ambos discos suaves (a), ambos discos pinchados (b)

Si o € [b,s]\ BUS tal que ), es transversal a P, entonces @, es nuestro

plano deseado.

Si P es O-incompresible, entonces cada arcocomponente de P N (), es
esencial en @, \ N°(k). Si P es incompresible, entonces una isotopia de P

elimina los circulos que acotan discos en @, \ N°(k).



Capitulo 5

Graficas de Interseccion

5.1. Construccion

En este capitulo veremos la construccion de las graficas de interseccion,
una herramienta muy importante para la prueba de muchas de las propieda-

des de las 3-variedades.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable, irreducible y con frontera
un toro 7. Sean «a y [ dos pendientes en Ty M(«), M(S) los respectivos
a-llenado de Dehn y (-llenado de Dehn de M.

M(a) = MUy, Va vy M(B) = MU, Vs

donde h,: ST x St =0V, — 0T y hg: S x S* = 0V — IT son los homeo-

morfismos que envian los meridianos a las pendientes v y (3, respectivamente

27
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y Va, V3 son toros solidos.

Sean a y 3 dos pendientes en el toro 1", definimos su distancia y la deno-
tamos por A(a, ) como el minimo nimero de intersecciones geométricas de

la curva « con la curva 3 .

Supondremos que:

= Existen superficies P, () propiamente encajadas en M tales que ca-
da componente frontera de P tiene pendiente o y cada componente

frontera de () tiene pendiente [3.

= Py () se intersectan transversalmente, cada componente de JP inter-

secta cada componente de 0Q) en A(a, ) puntos.

= Cada arcocomponente de P N Q) es esencial en Py en () (esto es, que

no puede completarse a la frontera de un disco en P 6 en Q).

Tenemos entonces que PN () consiste de la unién finita disjunta de circu-
los y arcos propiamente encajados, los puntos extremos de los arcos son los

puntos de interseccion de P con 0Q).

Definimos dos graficas Gp y G como sigue:

= los vértices gordos son las componentes frontera de P y @), respectiva-

mente.

= las aristas son las arcocomponentes de P N () vistas tanto en P como

en (.
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Figura 5.1: Grafica de interseccion en superficie.

Numeramos las componentes de 0P, 1,2,...py lasde 0Q), 1,2,...q en el
orden en que aparecen en M, lo cual nos dd una numeracion de los vértices

de GP y GQ.

Consideremos un arco componente de P N (). Sus extremos son puntos
de OP N 0@, digamos de la ¢'-ésima componente de P con la j'-ésima com-
ponente de dQ). Numeramos los extremos de la arista correspondiente de G p

con j y j' en los vértices i e i, respectivamente, y similarmente para Gg.

Ahora damos un signo a cada vértice (+ 6 -) de acuerdo a la direccién
en OM de la orientacion de la componente correspondiente de 0P induci-

da por alguna orientacién de P (andlogamente para Gg). Note que al re-
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Figura 5.2: numeracion de los extremos de una arista

dedor de cada vértice de Gp los indices de los extremos ocurren en orden
1,2,...,4,1,2,...,¢,1,... repetidas A = A(a, ) veces. El orden sera en
sentido opuesto a las manecillas del reloj para vértices positivos y al revés
para vértices negativos. Similarmente, alrededor de cada vértice de G vemos

los indices 1,2,...,p,1,2,....p,1,... repetidos A veces.

Figura 5.3: Orientacién de los vértices.

Decimos que dos vértices son paralelos si tienen el mismo signo, de forma
contraria, decimos que los vértices son antiparalelos. Como las superficies P

y () son orientables se satisface la regla de paridad que establece lo siguiente:
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N

Figura 5.4: ejemplo de graficas de interseccién

Regla de Paridad: Una arista une vértices paralelos en Gp si y sdélo si,

une vértices antiparalelos en Gy,.

Una cara D de la grafica se llama disco cara si D es un disco abierto. Si
v es un vértice gordo en 0D y ¢ es una componente conexa de 0v\ {extremos
de las aristas en 9D} las cuales intersectan D\D. Entonces la cerradura de
¢ en Ov se llama esquina de 0D.
Una arista e se llama arista doble de una cara P si e C int(P), de otra forma

se llama arista simple.

Una arista que une un indice x con otro indice arbitrario se llama x-arista.

Un z-ciclo es un ciclo de xz-aristas que unen vértices paralelos y esta orien-
tado de modo que la punta de cada arista tiene indice .
Un z-arista ciclo o es un ciclo de z-aristas no orientadas, que unen vértices

paralelos y existe un disco E tal que 0 = OF. E se llama cara del z-arista
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Arista doble

CAPITULO 5. GRAFICAS DE INTERSECCION

Esquinas

Figura 5.6: x-ciclo.
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ciclo.

Figura 5.7: z-arista ciclo.

La longitud de un x-arista ciclo es igual al nimero de aristas simples mas

el doble de aristas dobles.

Observemos que la diferencia entre un z-ciclo y un z-arista ciclo es que en
el primero no puede haber x, z-esquinas (por la orientacién del ciclo) mien-

tras que en el segundo si como lo muestran los dibujos 5.6 y 5.7.

Un gran x-ciclo es un x-ciclo que acota un disco tal que todos los vértices

en su interior son paralelos a los vértices del z-ciclo.

Un gran x-arista ciclo es un z-arista ciclo que acota un disco en el que
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Figura 5.8: Gran z-ciclo.

todos los vértices del interior son paralelos a los vértices del x-arista ciclo.

Figura 5.9: Gran z-arista ciclo.
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Nuevamente, la diferencia entre un gran z-ciclo y un gran z-arista ciclo

es que en el primero no puede haber x, z-esquinas y en el segundo si.

Una z-cara es un disco cara de G; que consiste de vértices positivos y

T-aristas.

Un Ciclo de Scharlemann es un gran z-ciclo tal que todas las esquinas

son el mismo intervalo y no tiene vértices en su interior.

Figura 5.10: Ciclo de Scharlemann.

Un z-ciclo estricto es un z-ciclo que no es ciclo de Scharlemann.

Un gran x-ciclo estricto es un gran z-ciclo que no es ciclo de Scharlemann.
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5.2. g¢-tipos.

Sea ¢ un entero positivo. Un g-tipo es una g-ada (,¢e9,...,¢,) donde

g, =4,1<1<q.

Decimos que a = (aq, as, . .., a,) € Z9 representa el g-tipor = (¢1,€9,...,&,)
si y solo si:

1. para alguna n = =+, sign(a;) = ne; para cada i tal que a; # 0y

2. 37 1 a;i |>2.

Notemos que a representa T si 'y solo si representa a —7 y que existen

201 g-tipos salvo signo.

Un conjunto A C Z9 representa todos los g-tipos si y sélo si, para cada

g-tipo 7, existe a € A tal que a representa 7.

Para A C Z% sea ¢(A) el niumero de coordenadas 1 < i < ¢ tal que
a; # 0 para alguna a € A. Podemos ver A C Z¢“) c Z4 de forma obvia,
ademads A representa todos los ¢(A)-tipos siy sé6lo si A representa todos los g-

tipos. Asi podemos usar la frase A representa todos los tipos sin ambigiiedad.

Definimos una grafica T € P como:

= Los vértices de ' consisten de los vértices gordos de Gp junto con los

vértices duales, uno en el interior de cada cara D en Gp;
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» Las aristas de I' unen cada vértice dual a los vértices gordos en la

frontera de la cara correspondente D.

Sea 7 un g-tipo. Definimos la gréfica dirigida I'(7) C P como la gréfica
dual a I' con orientacion de acuerdo a la siguiente regla:
Sea e una arista de [ con un extremo en un vértice gordo v, estando en

un g¢-intervalo (i,7 + 1) en tal vértice. Entonces orientamos e:
= hacia adentro en v si (7 |(;,41)) * sign(v) = +
= hacia afuera en v si (7 |(;41)) * sign(v) = —

Por ejemplo, si¢q =6 y 7 = + — + — —— entonces alrededor de los vértices

de Gp las aristas de I'(7) estan orientadas como:

N \

Figura 5.11: Ejemplo de un 6-tipo.

Se tienen entonces las siguientes propiedades:

= Un disco cara D de Gp representa 7 si y solo si el correspondiente
vértice dual v(D) estd orientado de tal forma que todas las aristas van

hacia adentro 6 hacia afuera de él.
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s (Parry) Si A C Z9 representa todos los tipos, existe Ay C A tal que el

cociente Z? por el subgrupo generado por Ay tiene torsion no trivial.

= ([9]) Si Py Q son esferas y A > 1 entonces Gp representa todos los

tipos 6 G contiene un ciclo de Scharlemann.



Capitulo 6

Ciclos de Scharlemann

6.1. Propiedades de los ciclos de Scharlemann

De aqui en adelante trabajaremos con una 3-variedad M compacta, orien-
table, irreducible y con un toro incompresible 1" como frontera. P es una
superficie incompresible de género ¢ cuyas fronteras tienen pendiente v en 7T'.
Suponemos que existe una pendiente r en T' que produce una esfera esencial
@ al hacer el r-llenado de Dehn en la variedad M, es decir, M(r). Hacemos

Q= Q N M. Consideramos las graficas de interseccion Gp y Gg.
Llamemos p el nimero de componentes de OP y q el nimero de compo-

nentes de 0Q). Supongamos que ¢ > 2 es minimal, es decir que () es la esfera

esencial con un numero minimo de interseccién con el corazén del toro sélido.

39
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Lema 6.1 Si Gp contiene un ciclo de Scharlemann, entonces ) debe ser

separante.

Demostracion.
Sea ¢ un ciclo de Scharlemann en Gp y supongamos que () es no separante.
Entonces () es una esfera no separante en M(r). Sea D una cara de Gp
que o acota y sean z,¥y los indices en los extremos de las aristas de 0. Sea
A el anillo componente de OM \ Q) entre las componentes consecutivas de
0@ correspondientes a x y y (sobre las cuales corren las esquinas de o).
Construimos una nueva superficie )’ en M haciendo cirugia en QU A pegado
con D. Entonces Q' es una esfera no separante en M(r) que intersecta a k,
en ¢ — 2 puntos, donde K, es el corazén del r-llenado de Dehn, lo cual es una

contradiccion.

Figura 6.1: Ciclo de Scharlemann.

Teorema 6.2 Gp no puede tener ciclos de Scharlemann de indices distintos.
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Demostracidn.
Supongamos que Gp contiene dos ciclos de Scharlemann o y ¢’ de indices
distintos {z,y} y {2',y'}. Por el lema anterior, () separa a M. En particular,

q es par.

Consideremos las aristas de o y ¢’ en GG uniendo los vértices =,y y 2', ',

respectivamente. Existe un disco £ C Q tal que :
= OE C Q)
= el nimero de vértices de G en F es a lo mds €.

m el interior de F contiene las aristas de uno de los dos ciclos de Schar-

lemann, digamos o y los vértices correspondientes x, y.

(si {z,y} N {z',y'} # &, usemos el hecho de que ¢ es par).

Sea E' C () el disco que contiene a 2/, y' v a las aristas de o’. Si {z,y} N

{z',y'} = ¢ entonces podemos suponer que E N E' = ¢.

Sean D y D' las caras de G'p acotadas por o y o', respectivamente. Sea
H la bola en V, correspondiente a x y y y sea N una vecindad regular de
EUHUD en M(r). Entonces N es un espacio lente pinchado cuyo grupo
fundamental tiene el mismo orden que o (pensando H como una l-asa y una

vecindad regular de D como una 2-asa).

Similarmente, usando el disco E’, definido antes, y la cara D', obtenemos

un espacio lente pinchado N’ C M(r) tal que, (moviendo ON ligeramente
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hacia afuera de Q si D y D' estdn en lados opuestos de P) NN N' = ¢. Se
sigue que la esfera N es esencial en M (r). Como | INNK, |< 2(4)-2 = ¢—2,

es una contradiccion.

Figura 6.2: obtencion del espacio lente pinchado.

Lema 6.3 Si, en Gp, ¥1 es un xq,xo-ciclo de Scharlemann de orden m y

Yo es un xy, xo-ciclo de Scharlemann de orden n, entonces m = n.

Demostracidn:

Sean F) y F; las caras en Gp con fronteras ¥, Yo, respectivamente. Sea
G C G la subgrafica consistente de los vértices gordos x;, x5 con las aristas
de G¢ que corresponden a las aristas de X, y ¥9. Sea D una cara de G. Sea
H la bola en M (r) definida por el segmento D? x I de N(K,) que intersecta
Q en los vértices gordos xy y xs; esto es, H es la 1-asa pegada a Q en esos
vértices. Sea Y = N(H U (Q\intD)). Observemos que ¥ = D? x S', con
FinodY y F,NOY dos curvas no triviales disjuntas en 9Y = S x S'. Como

las curvas pasan sobre H en una direccién consistente (digamos de x; a x9),
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son paralelas en Y. Entonces las curvas deben pasar sobre H un niimero

igual de veces. Esto implica que m = n.

6.2. Existencia de los ciclos de Scharlemann.

En esta seccion probaremos que todo gran x-arista ciclo contiene un ciclo
de Scharlemann, la prueba estd basada en un articulo de Hayashi y Motegi
[15]. Aunque comenzaremos con un caso mas sencillo, que es cuando tenemos
un gran x-ciclo, el cual probaremos basidndonos en un articulo de Gordon,

Luecke, Shallen y Culler ([11]).

Sea A una subgréfica de Gp y x un vértice de G, decimos que A satisface
la condicién P(z) si para cada vértice y de A existe una arista de A incidente

a y con indice x, conectando y a un vértice paralelo de A.

Lema 6.4 Supongamos que A satisface la condicion P(x). Entonces cada

componente de A contiene un x-ciclo.

Demostracidn.
Para cada vértice y de A, escogemos una arista e(y) de A incidente a y con

indice x, conectando y a un vértice paralelo de A.

Sean Ay una componente de A y ¥, cualquier vértice de Ay. Consideremos

la arista e(y;) conectando y; a y,, digamos. Como y; y y, son paralelos, el
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indice de e(y;) en yy no es = por la regla de paridad. Entonces si yo # y1,
la arista e(yy) es distinta de e(y;). Continuando de esta forma, obtenemos
aristas e(y;) conectando los vértices y; v y; 41 con indice z en y; hasta que
un vértice se repita por primera vez, digamos vy, = y,, m < n, pero y; # y;
para 1 < i < j < n. Entonces las aristas e(ym), €(Yms1), - - -, €(yn_1) forman

un z-ciclo en Ag.

Teorema 6.5 Si G'p contiene un gran x-ciclo, entonces contiene un ciclo de

Scharlemann.

Demostracidn.
Sea o un gran z-ciclo en Gp y sea E el disco acotado por o. Sea (o) el
nimero de aristas a en Gp tales que inta CintFE. Probaremos el resultado

por induccién en (o).

Si e(0) = 0, entonces o es un ciclo de Scharlemann por definicién. Enton-

ces suponemos que (o) > 0. Tenemos dos casos:

1. Cualquier arista en Gp N E incidente a un vértice de o esta en o.

2. Existe una arista de GG pN FE incidente a un vértice de o pero no esta con-

tenida en o.

En el primer caso, como todos los vértices de Gp N E son paralelos, la

grafica A = Gp N E\o satisface la condiciéon P(z') para cualquier vértice 2’
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de G, y entonces contiene un z'-ciclo ¢’ por el lema 6.2. Claramente o' es
un gran z'-ciclo en Gp y £(0') < (o). Entonces el resultado se sigue por

induccion.

En el segundo caso, como todos los vértices de o son paralelos, existe
un indice z’ tal que x y x' representan componentes frontera de ) que son
adyacentes en T, con la propiedad de que para cada vértice y de o existe
una arista Gp N E incidente a y con marca z'. Esto también es cierto para
cualquier vértice y en el intE. Entonces G'p N E satisface la condicién P(z').
Aplicando el lema 6.2 obtenemos un z'-ciclo ¢’ en Gp N E, sin embargo
queremos quitar la posibilidad de que o' = o. Para esto, notemos que por
hipdtesis existe una arista de Gp N F incidente a un vértice de o que no
estd contenido en o, entonces existe una arista incidente a un vértice v,
digamos, en o con indice z'. Sea e la arista de ¢ incidente a y con marca x.
Entonces la grafica A = Gp N E\inte también satisface la condicién P(x').
Por el lema 6.2 tenemos un x'-ciclo o’ en A el cual es claramente un gran z'-
ciclo en Gp con £(0’) < £(0). Entonces Gp contiene un ciclo de Scharlemann

por induccidn.

O

Para la segunda parte, aunque sabemos que se cumple la regla de paridad,

supondremos simplemente la siguiente:

Regla Débil de Paridad: Cada arista que preserva signos tiene distintos

indices en los extremos.
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Observemos que la regla de paridad implica la regla débil de paridad. En
el transcurso de la siguiente prueba habra situaciones en las que no se cumple

la regla de paridad débil, con esto pueden existir los:

Ciclos de Scharlemann aplastados que consisten de una arista que pre-

serva signos y tiene el mismo indice en ambos extremos.

Denotaremos por G; (i = 1,2) a las graficas Gp y Gg y por F(v;) a las

superficies P y Q, respectivamente. Supongamos que q > 2.

Teorema 6.6 Una cara de un gran x-arista ciclo o de G; contiene una cara

de un ciclo de Scharlemann.

Demostracién. Sea W la cara de 0 y Gy = (G; N W) U 0W. Tomamos la

subgrafica A de Gy tal que:
n {vértices de A} = {vértices de Gy }.
» {aristas de A} = {x-aristas de Gy }.

Como para cada vértice v de A existe una z-arista incidente a v en W, existe
un disco cara E de A en W. La frontera OF es un zx-arista ciclo y ningu-
na esquina de OF contiene un indice z en su interior. Sea Gg la gréfica
(Gw N E)UOJE. Notemos que F no contiene vértices de Gy . Si E contiene
un lazo de Gy, entonces E contiene una cara de un ciclo de Scharlemann

trivial. Supongamos que E no contiene lazos.
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Figura 6.3: corte a lo largo de aristas dobles

Si OF no es un circulo, cuando vemos los vértices gordos como puntos,
cortamos la grafica G a lo largo de aristas dobles de OF' y en los vértices en
los cuales mas de dos aristas de OF son incidentes tal que OF se deforma en

un circulo.

Sea G la grafica resultante y E el disco obtenido cortando E como antes.

Es suficiente encontrar un ciclo de Scharlemann en Gy tal que su cara

estd en E. Probaremos esto por induccién en la longitud [ del z-arista ciclo

OE.

Para estudiar la grafica G nos olvidamos del significado geométrico y
consideramos una situacion més general la cual es puramente abstracta, en
el sentido de que la regla de paridad no se tiene. Mds precisamente, conside-

remos las siguientes graficas:
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Sea [ una grafica en F(v;) y o un z-arista ciclo en I'. Sea F un disco cara
de 0. Supongamos que I' = (I'N E) UJE (es decir, el ciclo de mas afuera de

I'). Ademds I satisface lo siguiente:

1. o es homeomorfo a un circulo cuando vemos los vértices gordos como

puntos.
2. I' no tiene vértices en FE.

3. Cada extremo de cada arista esta en correspondencia con un nimero
1,2,..., 6 N (N > 2) y alrededor de cada esquina de o los extremos
son indexados por i,i+1,...,i+k (mod N) para alguna i y k en sentido
contrario a las manecillas del reloj, donde los enteros 7, k pueden variar

de esquina a esquina.
4. E no tiene lazos.

Notemos que, por la condicién (2) todas las aristas de I" son aristas que
preservan el signo y un z-arista ciclo (respectivamente un z-ciclo) es au-
tomaticamente un gran z-arista ciclo (respectivamente un gran z-ciclo) y

asi, o es un gran x-ciclo.

Lema 6.7 Si la regla débil de paridad se cumple para las aristas del disco
abierto E, entonces I' contiene un ciclo de Scharlemann no aplastado cuya

cara estd contenida en E.
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Demostracién. La prueba se realiza por induccion sobre la longitud de o,
considerando el z-arista ciclo de mas adentro. Si es necesario, supondremos

que no hay z-aristas en E. Comencemos con el siguiente sublema:

Sublema 1 Supongamos que 0 = JF es un z-ciclo. Si la regla débil de
paridad se cumple para aristas en F, entonces I' contiene un ciclo de Schar-

lemann no aplastado cuya cara esta contenida en E.

Demostracion.

Teorema 6.2.

Si OF no tiene una esquina tal que ambos extremos tienen indice = (lla-
mada x — z esquina), entonces JF es un z-ciclo. Entonces por el sublema
anterior, F contiene un ciclo de Scharlemann no aplastado. Por lo que en el

resto de la prueba supondremos que existe una x — x esquina.

Sublema 2. Supongamos que se cumple la regla débil de paridad para

las aristas en E. Si existe una familia de mas de % aristas paralelas en I,

entonces tenemos que:

1. Existe un ciclo de Scharlemann no aplastado (de longitud 2) en tal

familia y su cara esta contenida en E, 6

2. N es impar y la familia consiste de % aristas paralelas incluyendo un

ciclo de Scharlemann aplastado el cual es una arista en OF.
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Demostracion. El conjunto de indices en los dos extremos de la familia pa-
ralela no son disjuntos. Por tanto, existe un ciclo de Scharlemann aplastado

6 un z-ciclo (para algin indice x) en tal familia.

En el caso anterior el ciclo de Scharlemann aplastado es una arista de
o vy N debe ser impar, de otra forma F contiene un ciclo de Scharlemann
aplastado, lo cual es una contradiccion. Si existen mas de % aristas para-
lelas entonces existe un ciclo de Scharlemann. En el tltimo caso (en el que
exista un z-ciclo) el sublema anterior implica la existencia de un ciclo de

Scharlemann no aplastado.

Caso [ = 2:
Como existe una x — x esquina, digamos Z. I' consiste de N + 1 aristas
que preservan el signo. El sublema 1 muestra que I' contiene un ciclo de

Scharlemann no aplastado.

Supongamos que [ > 3.

Una arista e se llama arista diagonal si e es incidente a una x — x esquina
Z y tiene el otro extremo en una esquina R la cual no es adyacente a Z en
0. Cuando [ = 3 no existen aristas diagonales. Dividamos la prueba en dos

casos dependiendo si existe 6 no una arista diagonal:

Caso 1: No existen aristas diagonales en T'.
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X
\ /
| [
« , / ............................ \
T
X

Figura 6.4: sin aristas diagonales

Entonces para cada z — x esquina Z podemos encontrar mas de % aristas
paralelas incidentes a Z ya que existen N + 1 aristas incidentes a Z. Si N es
par, tenemos un ciclo de Scharlemann no aplastado por el sublema 2. Si N

es impar, entonces tenemos las siguientes posibilidades segin el sublema 2:
= [ contiene un ciclo de Scharlemann no aplastado 6;

= Las dos aristas que tienen indice x en sus extremos en Z también tienen

indice x en los otros extremos y las aristas incidentes a / estan divididas

N+1

5— aristas paralelas las cuales conectan Z con dos

en dos familias de

esquinas adyacentes a Z en OF.

Podemos suponer que todas las & —  esquinas satisfacen la segunda con-
dicion, ya que de otra forma podriamos encontrar un ciclo de Scharlemann

no aplastado. Bajo este supuesto, mostramos que cada esquina en JF es una
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T — T esquina.

Sean Zy, Z1, ..., 2, las esquinas en OF apareciendo en este orden. Sea e;
la arista en OF que conecta Z; con Z;.1, donde e,, conecta Z,, con Z,. La
arista e; tiene la “cola” en la esquina Z; y la “cabeza” en la esquina Z; ;.
Suponemos que Z; es una x —x esquina y mostremos que la siguiente esquina

Z1 también es x — x esquina.

El indice de la cabeza de ¢y es = y el indice de la cola de e,, también es x

por la segunda condicién. Si la cola de e; tiene indice x habremos terminado.

Supongamos por contradiccién que la cola de e; no tiene indice x. En
general, supongamos que el indice de la cola de e; no es x para alguna 1
(1 <i<m—1). Entonces la cabeza de e; tiene indice z. Si la esquina Z;
es una x — x esquina, entonces por la segunda condicion, la cola de e; tiene
indice x, lo cual es una contradiccion. Por tanto, Z;, no es una x —x esquina.
Asi, la cola de e;4; no tiene indice z. Inductivamente, la suposicion de que

s 1+ )
la cola de e; no tiene indice z, implica que la cola de e; no tiene indice x

3 13
para ¢ = 1,2,...,m — 1. Por tanto, en particular la cabeza de e,, ; tiene
indice x y Z,, es una x — z esquina (ya que la cola de e,, tiene indice x).
Entonces por la segunda condicion la cola de e,,;; tiene indice x, lo cual
es una contradiccion. Esto prueba que Z; también es una = — = esquina y
por tanto todas las esquinas son x — x esquinas que satisfacen la segunda
N+1 N+1
2 2

condicién. Entonces hay m familias de aristas paralelas formando

m-agonos.
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Figura 6.5: el m-agono de mas adentro es un ciclo de Scharlemann.

Por tanto, el m-agono de mas adentro es un ciclo de Scharlemann no

aplastado.

Caso 2: Existe una arista diagonal e en I'.

Esto es, existe una arista e incidente a una x —x esquina Z y tiene el otro

extremo en una esquina I que no es adyacente a Z en el x-ciclo o.

Sea U (respectivamente V') el vértice que contiene a la esquina Z (res-

pectivamente R). Sea k el indice en el extremo de e en Z. Construiremos
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Figura 6.6: con aristas diagonales

tres graficas. La arista diagonal e divide el disco £ en dos discos E; y Es.
Entonces E; N Z contiene los indices {x,z +1,...,k} y Fy N Z contiene los
indices {k,k+1,...,2 — 1,x}.

Sea A; la grafica ([N E;) UOE; parai = 1,2,.... Sea A, (respectivamente
Ay) la grafica obtenida de A} (respectivamente A,) anadiendo aristas que sean
paralelas a e e incidentes a Z con indices k+1,...,2 — 1,z (respectivamente
z,x+1,...,k—1). Sea e; C A; la arista adicional de més afuera. Sea D el
disco acotado por las dos aristas e y e;. Construimos una tercer grafica A
como ((A;ND;)UdD;)U((A;NDy)UADy) y denotamos el disco int(D;U Ds)
por Dj3. La grafica Aj consiste de dos vértices U, V y N + 1 aristas paralelas

conectandolos.

En la grifica A; sea R; la esquina de dD; en 0V la cual contiene el ex-
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tremo de e. Veamos que e no tiene el indice k£ en R; ya que la regla débil de
paridad se cumple en E. La grafica A; estd acotada por un z-arista ciclo o; y
estas graficas satisfacen las condiciones (1) a (4). Sin embargo, estas gréficas
pueden no satisfacer la regla débil de paridad en A;\(o; U e). En la grifica

A3 podemos observar facilmente que:

Sublema 3:

1. Si la esquina R3 también es una  — = esquina, entonces la grafica A
tiene tres ciclos de Scharlemann (posiblemente aplastados) y sélo uno
estd en Ds. Si N es par, entonces los tres ciclos de Scharlemann son
aplastados. Si N es impar, entonces exactamente uno de ellos (el cual

estd en Ds) es no aplastado.

2. Si la esquina R3 no es una x — x esquina, entonces sea f la arista
que tiene indice x en Rj3. La grafica Aj tiene exactamente un ciclo de
Scharlemann (probablemente aplastado) entre las aristas f y e; para

1 = 1,2 respectivamente.

Supongamos que R3 también es una x — x esquina. Recordemos que la
arista diagonal e¢ no es un ciclo de Scharlemann aplastado. Entonces por
el sublema anterior, una de las dos graficas A; 6 Ay, digamos A;, contiene
exactamente un ciclo de Scharlemann aplastado en el disco D;. Entonces, en
int(Ey U Dy) la regla débil de paridad se cumple. Entonces por la hipotésis
de induccién, existe un ciclo de Scharlemann no aplastado en E; U D;. Como
no existe un ciclo de Scharlemann no aplastado en D;, podemos encontrar

un ciclo de Scharlemann no aplastado en Fj.
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(2) No aplastato

aplastado

Figura 6.7: Ciclos de Scharlemann en cada caso.

Ahora supongamos que R3 no es una x — x esquina. Entonces dividimos
la prueba en dos subcasos de acuerdo a la posicion de f y la arista diagonal

€ €en A3.

Primero supongamos que una de las dos graficas A; 6 Ag, digamos Ay,
esta acotada por un z-arista ciclo oy y en el int(El U Dl) la regla de paridad
se cumple. Entonces existe una cara de un ciclo de Scharlemann no aplasta-
do en Ej, por hipotesis de induccion. Supongamos que ambas graficas Ay y
A, contienen exactamente un ciclo de Scharlemann (posiblemente aplastado)
en Dy y Dy, respectivamente. Entonces al menos una de las dos graficas A,
6 Ay, digamos A; tiene la arista f en D; (f puede coincidir con e). Susti-
tuyendo la arista f por la arista e; en el z-arista ciclo o7, podemos obtener

un nuevo x-ciclo p tal que la regla de paridad se cumpla en la cara H de p.
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Por hipétesis de induccion, existe una cara de un ciclo de Scharlemann no
aplastado. En cualquier caso, como H N D no contiene una cara de un ciclo

de Scharlemann, el de antes existe en Fj.

Esto completa la prueba del lema. Por lo que la prueba del teorema

esta ahora completa.



Capitulo 7

A cumulamientos

Recordemos las hipotesis con las que trabajaremos: M es una 3-variedad
compacta, orientable, irreducible y con un toro incompresible 7" como fron-
tera. P es una superficie incompresible de género g cuya frontera tiene pen-
diente v en T'. Suponemos que existe una pendiente r en 1" que produce una
esfera esencial ) al hacer el r-llenado de Dehn en la variedad M, es decir,
M(r). Hacemos P = PN M y Q = Q N M. Consideramos las graficas de

interseccion Gp y Gg.

En este capitulo probaremos la existencia de un acumulamiento en la
grafica Gp bajo la hipdtesis de que ¢ > 2, donde ¢ es el minimo de las inter-
secciones geométricas de la esfera esencial () con el corazon del r-llenado de

Dehn.

Recordemos que en el capitulo anterior probamos que todos los ciclos de

29
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Scharlemann tienen los mismos indices. Sin pérdida de generalidad, supon-

gamos que {1, 2} son los indices de los ciclos de Scharlemann de la gréfica G p.

Decimos que un ciclo en Gp es un ciclo 2-esquinado si es la frontera de
una cara que contiene solo ¢, 1-esquinas, 2, 3-esquinas y al menos una arista

de un 1, 2-ciclo de Scharlemann.

Un acumulamiento C es una subgréfica conexa de Gp(Gg) tal que:
1. C consiste de 12-ciclos de Scharlemann y ciclos 2-esquinados.

2. Cada 12-arista de C pertenece tanto a un ciclo de Scharlemann como

a un ciclo 2-esquinado.

3. C no tiene vértices de corte.

Lema 7.1 Supongamos que ¢ > 3. Una x-cara x # 1,2 en Gp contiene un

acumulamiento C.

Demostracidn: Sea I'j la subgrafica de GGp en una x-cara D. Existe la po-
sibilidad de que D no sea un circulo, sin embargo podemos cortar Gp N D
a lo largo de las aristas dobles de dD y en los vértices en los cuales mas de

dos aristas son incidentes para deformar 9D en un circulo.

Asi, podemos suponer que dD es un circulo y I' no tiene vértices en el
interior de ID. Podemos suponer que los indices aparecen en sentido contrario

a las manecillas del reloj alrededor de la frontera de cada vértice.
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Supongamos que D tiene una arista diagonal d con una pareja indexada
{a, b} los cuales no estan en ningin 1, 2-ciclo de Scharlemann, como en la

siguiente figura:

Figura 7.1: x-cara.

Notemos que {a,b} deben ser distintos de z. Sin pérdida de generalidad
supongamos que b < a < =z, es decir, los tres indices aparecen en sentido
contrario a las manecillas del reloj. Formalmente construyamos una nueva

x-cara D' como sigue:

Dejamos todas las aristas y esquinas de '), que estan a la derecha de d y
quitamos todas las aristas y esquinas a la izquierda de d. Insertamos aristas
adicionales a la izquierda de d y paralelas a d hasta llegar a la primer = en

un extremo de estas aristas como la siguiente figura:

En particular, las aristas anadidas no contienen aristas de ciclos dos es-

quinados 6 ciclos de Scharlemann de la grafica en la nueva gréafica D'.
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Figura 7.2: Construccién de la grafica D'.

Repetimos el mismo proceso para cada arista diagonal que no esté en un
1, 2-ciclo de Scharlemann, entonces obtenemos una nueva z-cara E y una
grafica 'y en E tal que todas las aristas diagonales son aristas de 1,2-
ciclos de Scharlemann y todas las aristas frontera son z-aristas. Mas atn,
las aristas anadidas no contienen aristas de ciclos de Scharlemann ni de ci-
clos 2-esquinados de I'. Observemos que una xz-arista puede aparecer en la

frontera de la grafica.

Afirmacién: I'; contiene un 1, 2-ciclo de Scharlemann, asi entonces I'j.

Demostracion.

Supongamos que ['gy no contiene 1, 2-ciclos de Scharlemann y por tanto

no contiene aristas diagonales.
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En T'y al menos ¢ + 1 aristas son incidentes a v. Si ¢ es par, mds de
aristas paralelas son incidentes a v y si ¢ es impar, dos familias de q“QL—l aristas
paralelas son incidentes a v. Aplicando el sublema 2 del lema 6.2, I contiene

un ciclo de Scharlemann, lo cual es una contradiccion.

Esto significa que Q debe ser separante y ¢ es par. La regla de paridad
garantiza que cada arista de ['y conecta vértices con un indice par y el otro

impar, por lo que no hay xz-aristas.

Cualquier 1,2-arista de un ciclo de Scharlemann no pertenece a Ol'j.
Consideremos la cara E; de ' adyacente a la 1,2-arista que no acota el
ciclo de Scharlemann. Es posible que E; contenga mas de una 1, 2-arista de
ciclos de Scharlemann. Sea {ay,ar + 1}, £ = 1,2,...,n la numeracién de
las parejas consecutivas de las esquinas entre dos 1, 2-ciclos de Scharlemann
cuando corren alrededor de la OFE; en el sentido de las manecillas del reloj.

Notemos que ¢y =2y a, =q.

Supongamos por contradiccion que dF; no es un ciclo 2-esquinado. Como
alguna a; no es ni ¢ ni 2, existen indices [ y m tales que ay = p 6 ap = 2

cuando 1 <k <lok=myay #q,2cuando | < k < m.

Consideremos las aristas de la clase de {a;_1 + 1, ay}-aristas para [ <
k< m. Como no hay ciclos de Scharlemann alrededor de estas aristas,

uno encuentra que ¥ < ap < ap 1+ 1 < v o6x < ap < a1 < T Y
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asi ¢ < ay < Qe < ..o < ap < a1 < z. Esto es imposible dado que
a-1,a, = q 6 2y todas las ajs son pares por la regla de paridad. Asi 0F,
es un ciclo 2-esquinado. Sea C' la union de todos los ciclos de Scharlemann y
todos los ciclos 2-esquinados adyacentes a cada 1, 2-arista de ciclos de Schar-
lemann. Después de cortar a lo largo de los vértices de corte, una componente
conexa de C' es entonces el acumulamiento en ['y y asi en I'j lo cual concluye

la prueba.

O

Sea Q la esfera pinchada obtenida de Q quitando los vértices gordos 1y
2. La familia de todas las 1, 2-aristas de un ciclo de Scharlemann en el acu-
mulamiento C' separa ) en discos, uno de los cuales contiene los vértices ¢ y
3 de G por la existencia de ¢, 3-aristas en C. Las dos 1, 2-aristas acotando
tal disco se llaman buenas aristas de C'. Asi cada ciclo de Scharlemann en C

tiene exactamente dos buenas aristas.

Sea A la grafica dual maximal de C' cuyos vértices son duales a ciclos
de Scharlemann y ciclos 2-esquinados conteniendo buenas aristas y aristas

duales a buenas aristas de C' como las descritas en la figura 7.3.

Asi en A, un vértice dual a un ciclo de Scharlemann tiene valencia 2 y un
vértice dual a un ciclo 2-esquinado tiene como valencia el numero de buenas
aristas del ciclo 2-esquinado. Mas aun, A es un bosque de acuerdo a la cons-
truccién de C'. Esto implica que cada 1, 2-arista que no es buena arista de

ciclos 2-esquinados relacionados a vértices de A contribuye en 1 al niimero de
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3
2
Figura 7.3: Un acumulamiento y una pareja propia.

componentes de A. Por lo que existe una componente A, de A tal que todas

las 1, 2-aristas de sus ciclos 2-esquinados son buenas aristas.

Consideremos la subgrafica Cy de C dual a A,. Digamos que C;, contiene
n ciclos de Scharlemann y asi, 2n buenas aristas y n + 1 ciclos 2-esquinados.
Un ciclo 2-esquinado dual a un vértice extremo del drbol A, tiene sélo una
buena arista. De entre estas aristas, escogemos e; de las aristas mas cercanas
al vértice ¢ (6 3) entre ellas; es decir, no hay buenas aristas entre e; y el vértice
g en Q. Sea o, y 01 el ciclo de Scharlemann y ciclo 2-esquinado adyacente a

e1, respectivamente. Entonces o, tiene otra buena arista ey, ademds e; y ey
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acotan un disco D, conteniendo los vértices ¢ y 3 en Q Notemos que todos
los ciclos de Scharlemann son paralelos en un toro obtenido de @) pegando un
anillo V5. Asi, exactamente n — 1 de 2n buenas aristas no estan contenidas
en D,. Por tanto, tenemos otro ciclo 2-esquinado oy cuyas 1, 2-aristas estan
en D,. Por lo que todas las aristas de o, y 09 (g, 1-aristas, 1, 2-aristas, 2, 3-
aristas y ¢, 3-aristas) estan en D,. Mds ain si o tiene solo una buena arista,
entonces las dos buenas aristas de o; y oy estan en diferentes lados de los
vértices g y 3 en D,. Tales o1, 09 son llamadas una pareja propia. Por tanto

hemos probado:

Lema 7.2 FExiste una pareja propia de ciclos 2-esquinados en C.
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Parejas propias

8.1. Para pendientes reductoras.

En esta seccion probaremos que si el nimero de intersecciones entre la
superficie Q y el corazon del llenado de Dehn es mayor a 2, entonces la grafica

G'p no puede contener un acumulamiento.

Recordemos que @) es una esfera reductora que fué escogida para mini-
mizar |Q N K,| donde K, es el corazon del r-llenado de Dehn de M. Por el
resultado anterior, existe una pareja propia de caras F}, F; en algin acumu-

lamiento C' dentro de la grafica Gp.

Supongamos que Fj es una cara exterior en el acumulamiento C. Como F}

es una cara exterior, es adyacente a un 1, 2-ciclo de Scharlemann ;. Sea S,

67
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Figura 8.1: Ciclo de Scharlemann en la esfera Q).

la cara del ciclo de Scharlemann acotada por ¥;. Consideremos la subgrafica
de G generada por los vértices 1 y 2 a lo largo de las aristas de Gg que
corresponden a aristas de Y. Esta subgréfica subdivide () en n discos cara
{D;}?_,. Como F contiene una g, 3-arista, los vértices ¢ y 3 estan en un disco

cara comun. Numeremos los discos de tal forma que D; contiene los vértices

qy 3.

Lema 8.1 |D;,NK,| < ¥} |DiNK, | +30 0 |IDiNK,| para toda 1 < j < n.

Demostracién.

Supongamos que |D; N K'| > 3., |D; N K'| para alguna 1 < j < n. En
k(r) la esfera Q corta N(K') en ¢ 1-asas Hyy, Has, ..., H,, donde cada H,
esta pegada a @ en los vértices i y j. Sea Yy = N((Q\ Di) U H, ). Veamos

que Yy es homeomorfo a un toro sélido.
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Figura 8.2: H »

Mas atn, la curva S;N3JY; es una (I, n)-curva no trivial en 9Y; para algin
entero [. Sea Y = Yy U N(S7) que es un espacio lente pinchado con frontera
una esfera esencial @' = JY (si fuera frontera de una bola, el espacio total

seria un espacio lente, que es irreducible, contradiciendo la hipétesis).
Ademids, [Q'NK'| =23, |DiNK'|+2 < X1, [DiNK'|+2 = QNK,|.

Lo cual es una contradiccion al hecho de que () es una esfera esencial

minimal.

O

Teorema 8.2 Sean q = |QOK’\ yp= \PDKTL Siq > 2, entonces Gp no

contiene un acumulamiento.

Demostracion.
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Supongamos que existe un acumulamiento C' y sean F} y F, una pareja

propia en el acumulamiento.

Definimos las 1-asas H; ; como en la prueba del lema anterior (8.1). Sea
Xg = N(Q UH, 1 UH,3). Notemos que Xg es un cubo con asas pinchado de
género dos. Las dos componentes frontera de X estan separadas en M (r)
por Q. La componente interna (esfera) es homeomorfa a Q y no es de nuestro
interés. La componente externa de X¢ (superficie de género dos) es la mds

importante en nuestra prueba.

Sea X = N(D; U H,, U H,3). Observemos que X, es un cubo con asas
de género dos. Ademas, 0Xp N 00Xy = S"U D', donde S’ es una superficie
pinchada de género dos y D' es homeomorfa a Dy U (vértices 1y 2).

Como S’ no contiene los vértices ¢ y 3 y D' contiene los vértices 1 y 2,

tenemos que:

S'NK,|=|DinK,|—2 (8.1)
ID'NK,|=|D;NK,|+2 (8.2)
Sea E el conjunto de aristas en 0F; U 0Fy. Veamos que E consta de 1, 2-

aristas, ¢, 3-aristas, 2, 3-aristas y ¢, 1-aristas. Por ser pareja propia, todas las

aristas de F estan en el disco D;.

Sea r un lazo que parte del vértice p, recorre la 1-asa H,; y regresa a p
via una trayectoria en D;. De la misma forma, sea 8 un lazo que parte del

vértice 2, recorre la asa H, 3 y regresa al vértice 2 via una trayectoria en D;.



8.1. PARA PENDIENTES REDUCTORAS. 71

Entonces [r] y [3] forman una base para H,(Xp) y para H;(X¢). Claramente,
H(Xp) = Hi(Xg) = Z&Z. Definimos las curvas w; = F1N0Xg = F1N0X)
y wy = Fy N0Xg = F» N 0Xp, (de hecho, wy,ws C S’). Podemos escribir
lw;] = wilr]+m:] 6] € Hi(Xg) (al igual que en Hy(Xp)), donde p; es el niimero

de (p, 1)-esquinas y 7; el nimero de 2, 3-esquinas en OF;.

Sea X, = XgUN(F)) y X;, = XpUN(F;). Como F; es una cara 2-
esquinada, las esquinas de F consisten de m; (p, 1)-esquinas seguidas de n,
(2,3)-esquinas, donde m; > 1 6 ny > 1. Asi que [wi] = mq[r] + ny[f] es
no trivial en Hy(Xg) y Hi(Xp). Esto implica que w; es una curva que no
separa 0Xp. Entonces X/, es homeomorfo a un toro. De la misma forma,

la componente externa de 90X, es homeoforfa a un toro.

Ahora sea X7, = X, UN(Fy) y X¢) = X UN(Fy). Dado que 90X, es un
toro, entonces 0X7, es una esfera ¢ la unién disjunta de un toro y una esfera.
De la misma forma, la componente externa de 90X, es una esfera ¢ la unién
disjunta de un toro y una esfera. Los tltimos dos casos ocurren solo cuando
wy y we acotan un anillo en X y 0Xg. Puede verse que 6X’Q’) tiene una

componente toro si y sélo si 0.X7, tiene una componente toro.

Caso 1:

Supongamos que 0X}) es una esfera (). Entonces la componente externa
de 0X¢ es una esfera (Qg. Si X}) no es una bola, entonces (Jp es una esfera

esencial. Aplicando el lema anterior y las ecuaciones 8.1 y 8.2 obtenemos:
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n
QpNK,| = |S'NK,|+|D'NK,| = 2|D\NK,| < Y |ID:NK,| = |QNK,| -2 < |QNK,|
- (8.3)
Por lo que (Jp es una esfera que intersecta K, menos veces que Q Pero
esto contradice la minimalidad de Q Si X7) es una bola, entonces Xg es una
bola pinchada, es decir, X = S%x I. Asi Qq es isotopica a Q en M(r), por

lo que (g es una esfera reductora. Aplicando la ecuacién 8.1 obtenemos:

QoNK,|=|SNK|+Y ID,NK,|=|QNK,|-4<|QNK,| (84)

i=2
Asi, ()¢ es una esfera reductora que intersecta K, menos veces que @, lo

cual contradice la minimalidad de |Q N K, |.

Caso 2:

Supongamos que dX7, es la union disjunta QQp LI Tp de una esfera y un
toro. Entonces las componentes externas de 90X forman la unién disjunta
Qo UTy de una esfera y un toro. Recordemos que este caso ocurre cuando w,
y wy acotan un anillo en 0Xp y 0X¢. Esto es posible solo cuando F, es una
cara exterior 2-esquinada con el mismo nimero de (g, 1)-esquinas y (2, 3)-
esquinas que Fy. Por la eleccion de Fy y F;, el anillo en Xp acotado por w;
y wy contiene el disco D'. Asi (Qp, la componente esfera de 0Xp contiene el
disco D'. Similarmente ()¢, la componente esfera externa de 90X contiene el

empujamiento de U;»; ;. Mds atn, las componentes toro T, y Ty coinciden

en M(r).
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Figura 8.3: Esquema para 0Xp y 0Xg.

Sea Y la componente de M (r)\int(X%) con frontera Tp y sea X% =
XpuY y Xg=XjUY.

Si X;g no es una bola, entonces ()p debe ser una esfera reductora. Apli-
cando el lema anterior obtenemos 8.3, lo cual contradice la minimalidad de
\Q N K,|. Si X% es una bola, entonces Xé >~ 52 x I. Asi Qg es isotopico en
M(r) a Q, entonces (g es una esfera reductora. Obtenemos 8.4 que contra-

dice la minimalidad de |Q N K,|.

Por tanto, Gp no contiene un acumulamiento.
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8.2. Para pendientes proyectivas

Sea k un nudo en S* y N (k) una vecindad tubular de k. Sea X = S*\ N (k)
el exterior de k£ y v una pendiente meridiano en d.X. Supongamos que existe
una pendiente  en 0X tal que E(k)(/3) contiene un plano proyectivo enca-
jado. Sea Kpg el corazon del llenado de Dehn E(k)(f). Escogemos un plano
proyectivo encajado R C E(k)(B) tal que R intersecte el nudo K5 de manera
transversal y minimalmente. Comenzamos dando a k£ una presentacion del-

gada.

Teorema 8.3 Supongamos que R es un plano proyectivo en E(k)(8) (con
R=RnN X ) tal que R intersecta el nudo Kpg transversal y minimalmente.

Entonces existe una esfera P en S3 (con P = Pn X ) tal que:

1. OR C 0X (respectivamente OP C 0X ) consiste de copias paralelas a 3

(respectivamente ).
2. R y P se intersectan transversalmente.
3. Ningun arco de RN P es frontera paralelo a R ¢ a P.

4. Cada componente de OR intersecta cada componente de OP exactamen-

te una vez.

Demostracion.
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Como R fué escogido para minimizar |R N Kj|, R tiene frontera incom-
presible en X. Una esfera P que satisface las primeras tres condiciones la
encontramos dando a k£ una presentacion delgada y aplicando el lema 4,4 de
[6] a R. Ahora, como P intersecta a R transversalmente, es posible escoger

un I-haz vecindad N de R en E(k)(5) tal que:
= KgN N es una coleccién de I-fibras disjuntas.
» Cada componente de N(Kjz) N N es un sub-I-haz de N.

= Cada componente de P N N es un sub-/-haz de N.

Sea ) = ON C E(k)(B) y sea @ = QN X C X. Entonces P intersecta
transversalmente a Q y 0Q) C 0X consiste de copias paralelas a 5. Si E(k)(5)
es una variedad reducible, entonces Q es una esfera reductora. Asi, aplicando
el resultado de Gordon y Luecke ([12]) a Q y P, obtenemos que A(y,3) =1
y la cuarta condicion se cumple. De otra forma, el grupo II;(E(k)(3)) es
ciclico y aplicando el teorema de cirugia ciclica ([10]) a E(k)(y) y E(k)(B)

obtenemos A(7, 5) = 1 y obtenemos la cuarta condicién.

O

Sea M una 3-variedad compacta, orientable, irreducible y con frontera un
toro T'. Sea 8 una pendiente en T tal que M () contiene un plano proyectivo
R y supongamos que existe una superficie P en M con pendiente distinta a
B, P es incompresible, excepto en el caso de M = S3, donde P es una esfera
de nivel. Si P es incompresible entonces la intersecciéon entre P y R consiste

de arcos y circulos esenciales en ambas superficies. Sea N un [-haz vecindad
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de Ren M(5)y Q = ON.

La esfera Q juega el mismo papel que la esfera reductora en la seccion
anterior. Las intersecciones de Py () en M dan origen a una pareja de grafi-
cas Gp C P y Gg C Q En este caso también consideramos una segunda
pareja de graficas Gp C Ry G C P las cuales provienen de las intersec-
ciones de las superficies Ry P en M. Notemos que la tercer condicion de la
proposicién anterior en el caso M = S? implica que no hay lazos simples en
las gréficas Gr 6 G'». Como G es una doble cubierta de G, no hay lazos
simples en Gg. La relacién entre Gp y G’ es un poco mas inusual. Veamos
que ambas graficas estdn contenidas en P. Cada cara de G'p contenida en N
es un sub-/-haz y por tanto un bigono. Mds ain, cada arista de G’ coincide
con el centro de tal bigono. Asi, un lazo simple en Gp implicaria la existencia

de un lazo simple en G’ lo cual no es posible.

Sean p = |P N Kgl|, ¢ = |Q N Kz| y los vértices gordos 1,2,3,...,p en
Gp (respectivamente 1,2,3,...,¢ en Gg). Como antes, suponemos que los
vértices positivos (respectivamente negativos) tienen indices pares (respecti-
vamente impares) en ambas graficas. Ademdas numeremos los vértices gordos
de G de tal forma que el arco 12 de Kz que va del vértice 1 al vértice 2 estd en
N. Asi, los arcos 34, 56, ..., (¢ — 1)g de K4 también estdn en N y los arcos
23,45,...,(¢—2)(g — 1) de Kz estan en M(j3)\int(N). Los vértices gordos
de G intersectan los puntos medios de los arcos 12, 34, ..., (¢ — 1)g. Asi que
sea 1" el indice del vértice gordo de G que intersecta el punto medio del arco

i(i +1). Asi los vértices gordos de Gg tendran indices 1',3',..., (¢ — 1)".
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Lema 8.4 $: |RDK/3\ > 1 entonces no puede haber un ciclo de Scharlemann

en Gp que acote una cara contenida en M(S)\int(N).

Demostracién.

Supongamos que existe un z, (z + 1)-ciclo de Scharlemann de orden n
en Gp el cual acota una cara F' contenida en M (5)\intN. Las n aristas del
ciclo de Scharlemann a lo largo de los vértices z y x 4+ 1 subdividen Qenn
discos {D;}! ;. Por la descripcién de G', existe un (x — 1)'(x + 1)'-ciclo de
Scharlemann en G/, el cual acota una cara F” conteniendo F. Como |[RNKjy| >
1 sabemos que (x — 1) # (x + 1)". Las n aristas del ciclo de Scharlemann a
lo largo de los vértices (z —1)"y (2 + 1) subdividen R en n — 1 discos y una
banda de Mobius. Recordemos que Q es una doble cubierta de R via el I-haz
N.Sea D e {D;}"_, el disco que no cubre un disco en R. En M (), la esfera Q
corta el llenado N(Kj3) = D? x S' en ¢ 1-asas Hy 5, Hy3,...,H,  donde H;
intersecta @ en los vértices gordos iy j. Sea Y = N(H, .1 UFU(Q\intD)) y
sea () = dY. Observemos que Y es un espacio lente pinchado y en particular,
()" es una esfera. Sea D' = Q'N(M(5)\intN). Usemos la estructura producto
de N(R) para extender D' a R a lo largo de un anillo A 2 9D’ x I. Veamos
que ANR acota una banda de Mobius B en R. Finalmente sea R’ = BUAUD'.
Notemos que |R' N Ky| = |[RN K| —2 < |RN Kzl lo cual contradice la

minimalidad de R.

O

Lema 8.5 Sien Gp, ¥y es un x1,xy-ciclo de Scharlemann de orden m y X

es un Yy, ya-ciclo de Scharlemann de orden n, entonces {x1, 2} = {y1,y2} v
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m=n=2.

Demostracion.

Sean F} y Fj, las caras de los ciclos de Scharlemann ¥; y ¥, respectiva-
mente. Fy y Fy estan contenidas en N por el lema anterior. Recordemos que
cada cara de Gp que esta en N es un bigono. Por lo que, m = n = 2. Ahora
consideremos la cara F; en N. En particular veamos que F; N R consiste de
una sola arista e; en G con ambos extremos en el vértice 2’. Mas atin, e; Uz’
se retracta a una curva cerrada simple 7; que es esencial en R. Similarmente,
F> N R consiste de una sola arista e; en G con ambos extremos en el vértice
y'. ea Uy se retracta a una curva cerrada simple 75 la cual es esencial en
R. Como las curvas Y1y 72 son esenciales en un plano proyectivo, deben

intersectarse. Pero como e; y e; no se intersectan, entonces 7y; y 72 deben

intersectarse en los vértices 2’ y ¢'. Entonces o' =y’ v {x1, 22} = {y1, 92}

Por el lema anterior podemos suponer que todos los ciclos de Scharlemann
en Gp son 1, 2-ciclos. Por tanto, los resultados de las secciones anteriores se

siguen.

Teorema 8.6 Si |[RNKz| > 1, entonces Gp no contiene un acumulamiento.

Demostracion.

Supongamos que existe un acumulamiento C en GGp, entonces existe una
pareja propia de caras F} y Fy en Gp. Sea ¥ el 1,2-ciclo de Scharlemann
adyacente a la cara exterior F;. Como X; es de orden 2, la grifica Gg(%)

( la grafica G restringida al ciclo 3) divide Q en dos discos Dy y Ds.
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Figura 8.4: Ciclos de Scharlemann en N.

Supongamos que ), contiene los vértices gordos ¢ y 3. Sea ¢ la esfera que
es componente externa de 9(Xg) (definido como en la seccién anterior). Sea
D), la porcion de disco de ()¢ la cual es un empujamiento del disco D, en Q

Sea ahora D = Qg\int(D)}) el disco complementario en Q)¢ (figura 8.5).

Utilizamos la estructura producto de N(R) para extender 0D a R alo
largo de un anillo A = 9D x I. Veamos que la componente frontera de A que
estd en R acota una banda de Mobius B la cual contiene el vértice 1’ (figura
8.6). Asi, haciendo R’ = D U A U B definimos un nuevo plano proyectivo en
E(k)(8). Més ain, |[ANKsz =0, |BNKg| =1y |[DNKg| < |DiNKg —2,lo
cual implica que |[R'N K| = |DNKs|+|ANKg|+|BNKg| < |DiNKg|—1 <

|RN Kg|, lo cual contradice la minimalidad de |R N Kg|.
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Figura 8.5: Esquema de D en ()q.

Figura 8.6: El anillo A y la banda de Mdbius B en N(R).



Capitulo 9

Pendientes reductoras y

proyectivas

En este capitulo se encuentra el resultado principal de este trabajo y en él
aplicaremos los resultados obtenidos en cada una de las secciones anteriores.
El resultado da una cota para el numero de intersecciones entre la pendiente
longitudinal 7 y la pendiente r en relacién a si la pendiente r es reductora

O proyectiva.

Trabajaremos con una 3-variedad M irreducible y cuya frontera es un
toro. Supongamos ademas que M no es un toro solido. Recordemos que el
género de la pendiente v se define como el género minimo de las superficies

de las que es frontera. Demostraremos entonces:

81
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Teorema 9.1 Sea v una pendiente longitudinal en OM y g el género de 7.

1. Si existe una pendiente reductora r, entonces A(y,r) <2g9—1 6 q =2,
donde q es el minimo niumero de interseccion geométrica entre la esfera

esencial de M(r) y el corazén del r-llenado de Dehn.

2. Si existe una pendiente proyectiva 3 la cual no es pendiente reductora,

entonces A(5,v) <2g—1.

Demostracioén.
Como 7y es una pendiente longitudinal, sea P una superficie incompresible
en M, propiamente encajada y cuya frontera es una sola curva de pendiente

ven T = 0M. Sea g el género de P.

Prueba de (1): Supongamos que existe una pendiente reductora r. Sea k,
el corazon del r-llenado de Dehn y sea V. el toro sélido pegado a M bajo el

r-llenado de Dehn.

Sea () una esfera esencial minimal en M (r) entre todas las esferas esen-
ciales, es decir, () esta perforada un nimero minimo de veces por k, entre
todas las esferas esenciales en M (7). Sea ¢ el niimero de intersecciones entre
@ v k.. Veamos que como M mno contiene esferas esenciales, entonces ¢ es

positivo. Sea S = Q N M = Q\int(V;).

Si g = 1 entonces r seria frontera de un disco y como M es irreducible y
OM es un toro compresible, esto implicaria que M es un toro solido, lo cual

no es posible. Por tanto, podemos suponer que g > 2.
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Consideremos las gréficas de interseccion (Gp, Gg).

Afirmacién. Las graficas Gp y G no tienen lazos triviales.

Demostracion.

Como P es incompresible y frontera incompresible, entonces G no puede
tener lazos triviales. Similarmente, como Q es minimal y ¢ > 2, entonces Q es

incompresible y frontera incompresible. Por tanto, G p no tiene lazos triviales.

O

Sea z un indice de G'p. Veamos que G sélo tiene un vértice. Como @) es
orientable, cualquier arista no puede tener el mismo indice en ambos extre-
mos (por la regla de paridad). Denotamos por I', la subgrafica de Gp que
consiste del tnico vértice de Gp y las aristas con un extremo indexado por

Afirmacién. Si A(vy,r) > 2g entonces I', contiene un disco cara para todos
los indices = de Gp.

Demostracién.

La caracteristica de Euler para I', nos dd x(P) = 2—2g = V—A+C donde

V, A son los vértices y las aristas de ', respectivamente, y C' = X4 qger, X(€)-

ComoV =1y A= A(v,r), tenemos que C = 1—2g+ A(~v, ). Por tanto,

si A(y,r) > 2g entonces C' > 1, lo cual significa que existe un disco cara.
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Supongamos ahora por contradiccion que A(y,r) > 2g y que g > 3. Sean
L={1,2,...,q} el conjunto de indices de Gp, entonces para cada z € L, ',
contiene un disco cara. Entonces por el teorema 6.2, GGp contiene un ciclo de
Scharlemann. Por el teorema 6.1, todos los ciclos de Scharlemann tienen los
mismos indices. Sin pérdida de generalidad supongamos que {1,2} son tales

indices.

Consideremos la grafica I's. Sea D un disco cara de I's. Como 3 no es
indice de un ciclo de Scharlemann, D contiene una pareja propia por teore-
ma 7.2, mientras que por el teorema 8.1 no puede existir tal pareja, lo cual

nos lleva a la contradiccion deseada.

Prueba de (2):

Sea S un plano proyectivo en M () perforado un niimero minimo de veces
s por el corazén del llenado de Dehn. Si s = 1, entonces S = S N M es una
banda de Mobius por lo que tomando la vecindad N = N(SUT) vemos que

ON es un toro y N es un espacio cable por lo que M seria cableada.

Por tanto M = M; U N, donde M; es una 3-variedad. Entonces M (/) =
M, U M,, donde M, es la suma conexa de un toro sélido pinchado con RP?,
entonces  también es una pendiente reductora 6 M es un toro solido. Asi po-

demos suponer que s > 2.

Ahora consideremos la esfera Q que es el doble cubriente de S en M(B).

De nuevo, q es el niimero de intersecciones entre () y el corazon del -llenado
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Figura 9.1:

de Dehn. Como @ es la frontera de una vecindad regular delgada de S tene-

mos que q¢ = 2s > 2.

Primero consideremos las graficas que vienen de las superficies S, y S. No
pueden tener lazos triviales por la minimalidad de S. Por tanto las graficas
(Gs,,Gg) de S, y Q tampoco pueden tener lazos triviales y repetimos el
mismo argumento que en el caso (1) para obtener una contradiccién aplicando

el teorema 8.2.

Corolario 9.2 Si M es hiperbélica y 6 es una pendiente reductora o proyec-

tiva, entonces A(y,0) <2g—1.

Demostracién.
Supongamos que f es una pendiente reductora. Recordemos que ¢ es el
minimo de las intersecciones geométricas entre la esfera esencial en M (r) y

el corazon del r-llenado de Dehn.
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Si g = 2 entonces M contiene un anillo esencial, por lo que M es Seifert

fibrada o toroidal.

Teorema 9.3 Sea k un nudo no trivial en S® y g su género.

1. Supongamos que existe una pendiente reductora r en OE(k). Sea q el
minimo de las intersecciones geométricas entre las esferas esenciales en
E(k)(r) y el corazon del r-llenado de Dehn. Si k no es un nudo cable

entonces ¢ > 6 y |r| < 2g— 1.

2. Supongamos que eziste una pendiente proyectiva p en OE (k) que no es

una pendiente reductora, entonces |p| <2g—1.

Demostracion:

Sea P una superficie de Seifert de k incompresible en S? y sea ¢ su género.
Entonces [ = &P donde [ es la longitud preferente Len Ty = OB(Fk).

(1): Supongamos que existe una pendiente reductora r en Ty. Sea K, el
corazon de la r-cirugia de Dehn y V, el toro sélido pegado en la r cirugia de
Dehn. Entonces E(k)(r) es la unién de E(k) y V(r) a lo largo de sus fronte-
ras. Sea () la esfera esencial minimal en E(k)(r). Por el teorema 2.1 r debe
ser entera, asi el niimero de intersecciones geométricas entre las pendientes [

yvresA(l,r)=|r|
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Como E(k) no contiene una esfera esencial entonces ¢ es positivo. Recor-
demos que las esferas esenciales en F(k)(r) son separantes. Ademds por [6],

E(k)(0) es irreducible, asi que r # 0.

Mas ain, H{(E(k)(r)) = Z/rZ entonces cualquier esfera en FE(k)(r)
es separante: Suponiendo que existe una esfera no separante S, tenemos
que existe una curva cerrada a que toca a S en un solo punto. Toman-
do una vecindad N(S U «a), tenemos que ON(S U «) es una esfera por lo
que E(k)(r) = S* x S'Ny, con Ny una 3-variedad, entonces Hy(E(k)(r) =
H(S? x S"Y&® H\(N,) = Z ® H,(N,); es decir H,(E(k)(r)) seria infinito, lo

cual no es posible y por ello cualquier esfera en E(k)(r) es separante.

Consecuentemente ¢ > 2 debe ser un entero par.

Sea Q = QN E(k) = Q\intV,. Por el teorema 9.1 obtenemos que si ¢ # 2

entonces [r| < 2g — 1.

Si ¢ = 2, entonces () es un anillo y E(k) = M; Ug M, donde M, y M,

son 3-variedades con frontera un toro y pegadas por un anillo.

Si My y M, son toros sélidos pegados por un anillo esencial entonces E(k)
es fibrado de Seifert y £ un nudo toroidal. En otro caso, tendriamos un toro
incompresible y por tanto F(k) seria toroidal y k& un nudo satélite. Pero es-
tos nudos satisfacen la conjetura de los cables. Por tanto k es cable. Asi que,

podemos suponer que g > 4. Por tanto, |r| < 2g — 1.
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Figura 9.2: Caso ¢ = 2.

Afirmacién: g # 4.
Demostracidn.

Existe una esfera de nivel S en S? correspondiente a una posicién delgada

de k en S? tal que:
1. Las componentes frontera de S = S N E(k) tienen pendiente oc.

2. Sy (@ se intersectan transversalmente y cada componente de 95 inter-

secta cada componente de 0@) exactamente en un punto.
3. Cada arco componente de SN Q) es esencial en Sy Q).

Consideremos la pareja de gréficas de interseccion (G, Gs) que provie-

nen de la interseccion de las superficies ) y S de forma usual.
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Como ninguna arcocomponente de Q) N S es frontera paralelo a S ¢ a @),

las graficas G's y G no tienen lazos triviales.

Dado que todos los tipos implican torsién (ver seccién 5.2) y S? no tiene
torsién, entonces G no representa todos los tipos. Por tanto, G'g tiene un
ciclo de Scharlemann o. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

{1,2} son los indices de un ciclo de Scharlemann en Gg.

Supongamos ahora que ¢ = 4. Sean {3,4} los indices restantes de Gg.
Sean V; los vértices numerados por i en G, para i € {1,2,3,4}. Las aristas

de o con vértices v; y vy dividen @) en discos distintos llamados bigonos.

Subafirmacién: Los vértices vs y vy estan en el mismo bigono.

Demostracion.

Si w3 y vy no estuvieran en el mismo bigono, llamemos B; al bigono que
contiene unicamente al vértice v; para 1 = 3,4. Como G no contiene lazos
triviales, no existe un lazo incidente a v3 6 a vs. Por tanto, todos los indices
de w3 (y v4) son incidentes a aristas que unen v; 6 vy. Sea s el nimero de
vértices de Gg. Por tanto, v; y vy son incidentes a més de 4s aristas (ya que

estan también las aristas de o) lo cual no es posible.

Sea B el bigono que contiene a v3 y v4. Sea B* = S’\intB entonces B*
contiene las aristas de o y a vy, vy. Sea 7 la bola de V, acotada por vy y v

la cual no contiene ni a v3 ni a vy.
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Consideremos ahora la vecindad regular W de B* U J. Entonces W es un
toro solido perforado dos veces por k,. Sea D un disco cara de GGg acotado por
0. Asi, la vecindad regular N(WUD) es un espacio lente pinchado. Asi que su
frontera R = ON(W U D) es una esfera esencial, de otra forma E(k)(r) seria
un espacio lente el cual es una 3-variedad irreducible. Consecuentemente

no es una esfera minimal, lo cual es una contradiccion.

(2): Si p es una pendiente proyectiva y no reductora. Vemos al plano
proyectivo como la suma conexa de de una banda de Mobius y un disco,
tomamos una vecindad de este espacio lo cual resulta ser RP? pinchado, por
lo que F(k)(p) = RP?. Entonces k no es un nudo cable por el articulo [11].

Por tanto, |p| < 2g — 1 por el teorema anterior.

Corolario 9.4 Los nudos de género uno satisfacen la conjetura de los cables

y la conjetura RP?.

Demostracién.

Sea k un nudo de género uno, y sea r una pendiente reductora. Si k£ no
es un nudo cable, entonces | 7 |= 0 6 1 por el teorema anterior. Pero E(k)(0)
es irreducible por [6]. También F(k)(+1) es una esfera homolégica irreduci-

ble por [13]. Esto prueba la conjetura de los cables para nudos de género uno.

Si p es una pendiente proyectiva, que no es una pendiente reductora,
entonces F(k)(p) = RP?. Como k no es un nudo toroidal ([25]), obtenemos

que p es entera por el teorema de cirugia ciclica ([10]). Finalmente, el primer
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grupo de homologia de E(k)(p) es Hi(E(k)(p)) = Z/p. Por lo que p = 2 =
2/1, el cual no satisface la desigualdad 2 < 2¢g — 1.



Capitulo 10
Ejemplos

En esta seccién, que estd basada en el articulo [1], hacemos la construccién
de una familia de ejemplos de 3-variedades que realizan la cota del teorema
principal para el caso ¢ = 2. Es decir, encontraremos una 3-variedad hi-
perbélica, con dos toros frontera incompresibles y una pendiente 7 en el toro
que acota una superficie de género dos. Sea r una pendiente reductora en el

toro. Veremos que A(y,r) = 3.

10.1. Primer ejemplo

Sea S una esfera pinchada cuatro veces y F' una superficie de género dos
con una componente frontera. Sean Qs y @ las graficas que aparecen en las

figuras 10.1 y 10.2.

Sea T un toro. Formamos el complejo X = TUSUF tal que TNS = 0S5,

93
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Figura 10.1: Gréfica Q)s.

Figura 10.2: Gréafica Qg
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TNF =0F y SNF produce Qs en Sy Qr en F. Entonces A(p,v) = 3 donde
p es una componente de dS y 7 es dF. Sea N(X) una vecindad regular de
X. La esfera pinchada S divide a T" en cuatro anillos 77, 75, T3, T, y también
divide a la superficie F' en tres discos, (dos triangulos) Dy, Dy y (un hexdgono)

Ds.

Figura 10.3: Division de la superficie F' por los discos Dy y Dy

Entonces tenemos que N(X) = M; UM, donde M; = N(SUT,UT3U Ds)
es un cuerpo de compresion y M, = N(SUT,UTy;UD;UD,) es un cubo con
asas pinchado. Se sigue entonces que ON(X) =T UT'US’, donde 7" es un
nuevo toro viviendo en M; y S’ es una esfera en Mj. Sea M = N(X)Ubola

pegada a lo largo de S’. Entonces M = M; U My, donde M, = M} U B3.

Teorema 10.1 La 3-variedad M es hiperbolica, las superficies S y F son

incompresibles en M, M (p) es reducible, la curva vy es una pendiente longi-
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Figura 10.4: Division de F' por el disco Ds.

tudinal y A(p,~y) = 3.

Este resultado se probara en una serie de lemas. Observe que si probamos
la incompresibilidad de S, entonces obtendremos que M es irreducible ya que
My y M, son irreducibles y su uniéon es a lo largo de una esfera pinchada

incompresible.

Lema 10.2 La esfera pinchada S es incompresible en My y M.

Demostracion.

Probemos primero que S es incompresible en M;. Supongamos que existe
un disco de compresién D. Analicemos las intersecciones del disco de com-
presién con los discos Dy y Dy. En el disco D tenemos curvas cerradas y
arcos. Las curvas cerradas pueden eliminarse de forma usual, empezando con
la de mas adentro. Entonces tenemos solamente arcos como los mostrados en

la figura 10.5.



10.1. PRIMER EJEMPLO 97

A
F B
N ) o
> D E
A F C
Dy D, D3

Figura 10.5: tipos de arcos en los discos Dy, Dy y Ds

Los arcos con extremos en la misma arista, como la que se muestra en la
cara D, pueden eliminarse cortando el disco D con el disco dado por el arco
de mas afuera en Dy, obteniendo dos discos, donde al menos uno de ellos
serd un disco de compresién. Por lo que tenemos solo arcos con extremos
en diferentes aristas, como se muestra en la cara D;. Sea o un arco de mas
afuera en D y a el arco en D con da = da. Sea N una vecindad regular de
0D, en la esfera pinchada S. Tome un punto z y un punto y del mismo lado
de N como se muestra en la figura 10.3. Observe que el arco a no puede ir de
un punto x al punto y (figura 10.3). Si el arco se encuentra en Ds, el mismo
argumento produce una contradiccién. Por tanto no existen tales tipos de

arcos y no existe un disco de compresion.

Probemos ahora que S es incompresible en M;. Supongamos que existe un
disco de compresion D y analicemos las intersecciones de D con el disco Dj.
Curvas cerradas son eliminadas como antes. Los arcos en D3 con extremos

en la misma arista también se eliminan como antes. Sea « el arco de mas
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afuera en D tal que sus extremos estan en aristas diferentes de Ds. Sea a el
arco en 0D con da = Oa. El arco a esta en S y une A con D 6 E con F
6 B con C. Cortemos D3 con el disco acotado por a. Obtenemos dos discos
de compresion para el cuerpo de compresion M. La frontera de los nuevos
discos es no separante en dM; pero no es paralelo a D5 lo cual contradice

el siguiente lema.

Lema 10.3 Cualquier curva en el cuerpo de compresion M; acotando un
disco puede isotoparse a ser disjunta de la curva 0D3. Cualquier curva no

separante acotando un disco es paralela a la curva 0Ds.

Demostracion.
Sea C'la curva mostrada en la siguiente figura, la cual representa la curva

0Dj; y la cual acota un disco D.

Figura 10.6: curva Ds

Supongamos que existe otra curva C' que es la frontera de un disco D’.

Analicemos las intersecciones entre los discos D y D'. Curvas cerradas simples
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pueden eliminarse de forma usual, por lo que supongamos que las interseccio-
nes consisten solo de arcos. Cortemos el cuerpo de compresién por el disco D
para obtener el producto 7" x I con dos copias de D en su frontera. Tomemos
un arco de mas afuera C" en D’. Entonces el subdisco de D" determinado por
el arco de mas afuera C”, tiene su frontera en 1" x I e intersecta exactamente
en un arco una copia de D, y como 9(T x I) es incompresible entonces el
disco tiene que ser paralelo a la frontera. Entonces C"” y un arco en C" aco-
tan un disco E en T x I. Por lo que existen dos casos: E contiene la otra
copia de D 6 no. Si no la contiene, podemos isotopar y reducir el nimero de
intersecciones entre D y D'. Si contiene la otra copia entonces deberia haber
un arco de C' que va por fuera de la otra copia de D a si mismo, por lo que
es trivial y por tanto con una isotopia podemos eliminar algunos arcos de
interseccién. Esto muestra que C' es disjunto de C'. Supongamos ahora que
C" es no separante en 0M;. Entonces C' es una curva trivial en 0(T x I) que
acota un disco E C 0(T x I). Si E contiene ambas copias de D entonces
(" es separante. Si E contiene solo una copia de C, esto muestra que C’ es

paralela a C'.

Lema 10.4 La superficie pinchada F de género dos es incompresible en M.

Demostracion.

Considere una vecindad regular de F'; N(F) ~ F'x[0,1]. Sea F* = Fx{0}
y F~ = Fx{1}. Probaremos que F'* y F'~ son incompresibles en M — N(F).
Sean G, G9, G35, G4 las cuatro caras mostradas en la figura 10.7, las cuales

corresponden a las caras en las cuales la esfera pinchada S esta dividida.



100 CAPITULO 10. EJEMPLOS

Figura 10.7: caras de la esfera pinchada

Consideremos la cara G; y supongamos que la arista A estd en F*. Esto
determina el lugar de las otras aristas de G; (i = 1,2, 3,4) (parte sombreada

de la figura 10.7).

Probemos que F'* es incompresible. Supongamos que existe un disco de
compresiéon D. Analicemos D N {UG;}}_,. Las curvas cerradas simples se eli-
minan de manera usual. Si existen arcos con extremos en la misma arista de
una de las Gs, pueden eliminarse cortando D con un disco de mas afuera
contenido en uno de los Gis, el cual cambia D en dos discos, donde al menos
uno de ellos es un disco de compresion. Por lo que tenemos solamente arcos
con extremos en distintas aristas. Observe que no existen arcos con extremos
en C'y B de Gy y G4. Tenemos que las aristas {E, F'} de Gz y {A, D} de G,
estan en F'T, asi que los extremos de los arcos de interseccién con D deben

estar en {E, F'} 6 en {A, D}.
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Analicemos ahora 0D N {D;, Dy, D3} donde las D.s son las caras en las
que esta dividida la superficie pinchada F'. Note que cada arco de 0D N D;
debe unir diferentes lados de D;, de otra forma una isotopia podria reducir
el nimero de puntos de interseccion entre 9D y 0D;. Como ningun arco se

intersecta con C'y B tenemos arcos como los mostrados en la siguiente figura.

AN A 7T
\ \
/"F B\\ - B\\\
C E B D ) o7 w
/ \ / [
\ D E//I !\ E//
a) b) c) d)

Figura 10.8: arcos de interseccion entre dD y las caras de F'.

Por lo que la nica posibilidad para 0D N Ds es la de la opcidn (d) de la
figura anterior. Entonces 0D intersecta los arcos en el orden A, F, D, E. Pero
existe un arco de interseccion que va de A a D y otro de E a F. Por tanto en
el disco de compresion, dos arcos se intersectan en un punto, lo cual es una

contradiccidon. La incompresibilidad de F'~ se prueba de forma similar.

O

Lema 10.5 Sea p la pendiente en T determinada por la 0S. Entonces M (p) =~
L(3,1)tQ donde Q es un espacio fibrado de Seifert sobre un disco D* con dos

fibras excepcionales de multiplicidad 3.

Demostracion.
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Note que en M(p) la esfera pinchada S se completa a una esfera S. La
esfera S separa M (p) en dos partes, digamos M(p) = M!#M} donde M!
esta dada por un diagrama de Heegaard como en la figura 10.4, es decir
el diagrama de Heegaard obtenido considerando que la superficie de género
dos mostrada en la figura acota un cubo con asas en R3. No es dificil ver
que este es un diagrama de Heegaard de un espacio fibrado de Seifert sobre
un disco D? con dos fibras excepcionales de multiplicidad 3. Similarmente,
M, esta dado por un diagrama de Heegaard como en la figura 10.3, lo cual

determina el espacio lente L(3,1).

Lema 10.6 No ezisten toros esenciales en M.

Demostracion.

Supongamos que P es un toro esencial en M. El toro P no puede estar
contenido en M, porque es un cubo con asas. Si P estd contenido en My,
entonces es paralelo a 7". Supongamos entonces que el toro P intersecta la

esfera pinchada S y que su interseccion es minimal.

Analicemos las intersecciones del toro P con la esfera pinchada S. Las
curvas de interseccion triviales pueden eliminarse porque P y S son incom-
presibles. La interseccion P N S consiste de curvas paralelas en el toro P las
cuales lo dividen en anillos. Sea R uno de tales anillos que estan en M. La
frontera del anillo OR esta en la esfera pinchada S, por lo que tenemos los

siguientes casos:

1. Cada componente de OR es paralela a una componente de 95
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2. Exactamente una componente de R es paralela a una componente de

0S; 6
3. Ninguna componente de OR es paralela a una componente de 0S.

Caso 1.

Supongamos que ambas componentes frontera de R, digamos 01 R y R
son paralelas a 0S = S;US;US3US,. Contando las intersecciones de R con
los discos Dy y Dy, vemos que las componentes de R podrian ser paralelas
a Sy S;0aS;y Sy Aqui hay dos posibilidades, que ambas curvas sean
paralelas a S;(S;) 6 una paralela a S; y otra paralela a Sy (similarmente
para la otra pareja). En el primer caso existe un anillo U en S conectan-
do ambas componentes frontera, 0; R N Dy CaristaD y 0, R N Dy CaristaD,
asi que tenemos un arco trivial « en el disco Dy. Ahora usando el disco de-
terminado por «, podemos empujar el anillo R a U y de esta forma eliminar
estas intersecciones. En el segundo caso, tenemos que 0; R N Dy CaristaD y
do R N Dy CaristaB, por tanto existe un arco § en Dy con extremos en las
aristas B y D, los cuales acotan un disco en Dy que va a lo largo de un tubo,
es decir, a lo largo del anillo 7T5. Usando este disco vemos que el anillo R es

paralelo al tubo.

Caso 2.

Supongamos ahora que tenemos exactamente una componente de 0R pa-
ralela a una componente de 9S. Sean F; y FE5 los discos acotados por OR en
S. Entonces RU E; U E, es una esfera ¥ C M(p) intersectando k, en tres

puntos, donde £, es el corazon del toro sélido del llenado de Dehn. Como X
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es una esfera no separante, llegamos a una contradiccion por el lema anterior.

Llegamos entonces a que R corre paralelo a uno de los anillos T3 6 T},

6 que ambas componentes de R no son paralelas a componentes de 05.

Supongamos ahora que R’ es un anillo en el cual P esta dividido y que

vive en M;. Como antes, R’ esta en S y tenemos varios casos:

1. Cada componente de OR’' es paralela a una componente de 0.5

2. Exactamente una componente de R’ es paralela a una componente de

0S; 6
3. Ninguna componente de R’ es paralela a una componente de 05S.

Caso 1

Supongamos que ambas componentes frontera de R’, digamos 01 R’y 0 R’
son paralelas a componentes de S = S; U S, U S3US,. Analicemos las inter-
secciones entre R’y Ds. Note que si 5 es un arco de interseccion entre R’y
D3, entonces 5 no puede ser trivial en R’, porque el arco en R’ al cual [ es
paralelo, conecta diferentes lados de dDs. Asi, todos los arcos de interseccién
son esenciales en R'. Supongamos primero que ambas componentes de 0R'
son paralelas a una misma curva, digamos S;. Tomemos un arco de intersec-
cién de mas afuera en Dj. Si los extremos de « estan en la misma arista de
la D5, note que existe un anillo U’ en S conectando ambas componentes
frontera de OR' y usando el disco determinado por o podemos empujar el

anillo R a U' y de esta forma eliminamos estas intersecciones. Si los extremos



10.1. PRIMER EJEMPLO 105

de « estan en diferentes aristas de dDj3, entonces sus extremos estan en las
aristas D y C 6 en las aristas C'y E. Existe un disco D' C D3 cuyo interior
es disjunto de R’ tal que 0D’ = a«Ua, donde a es un arco en 95 el cual pasa
una vez a través del anillo T7. Cortemos R’ con el disco D' para obtener un
disco R". No es dificil ver que dR" es isotdpica a una curva no trivial en S.

Esto contradice la incompresibilidad de S.

Caso 2

Supongamos ahora que 0; R’ es paralela a S; y 03 R es paralela a Sy. En-
tonces 0 R’ intersecta las aristas E, D, C de D3 y 0,R' intersecta las aristas
D, C, F. Se sigue que existe un arco de mas afuera a en D3 con sus extremos
en D 6 C, 6 un extremo en C'y uno en D. Sea D' C Dj el disco determinado
por «, tal que 0D’ = a U a, donde a C dD5. Si ambos extremos de « estan
en C (o en D), entonces cortando R’ con el disco D', obtenemos un disco R"
cuya frontera es una curva no trivial en S. Si los extremos de « estan en C
y D, entonces el arco a pasa una vez a través del anillo 77. Para los casos
restantes podemos seguir un argumento similar para llegar a que si ambas
componentes de R’ son paralelas a 0S, entonces R’ corre paralela al anillo

T 6 Ts.

Si exactamente una componente 0; R’ es paralela a una componente de
0S, entonces por el mismo argumento que en M, llegamos a una contradic-

cion.

Caso 3
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El dltimo caso es que ninguna componente frontera de R’ sea paralela
a 0S. En este caso, existe un anillo U’ contenido en la esfera pinchada S tal
que OU' = OR'. Asi, R UU' =Tj es un toro contenido en M;. Como M, es
atoroidal entonces: (a) Ty = 9(V') C M; donde V' es un toro sélido 6 (b) Ty
es paralelo a T". Pero T" es incompresible en M(p) y T es compresible en
M (p) entonces el caso (b) es imposible. Supongamos que Ty = d(V) C M.
Sea N (D) una vecindad regular de un disco D con frontera un corazén S
de U’, tal que f es una (p,q)-curva en 9V. Més ain, V U N(D) C Q. Si
g > 1, VUN(D) es un espacio lente pinchado y llegamos a una contradiccién
porque () es irreducible. Asi ¢ = 1 y entonces R’ es paralelo a U’. Esto no es

posible porque supusimos que la interseccién era minimal.

Esto muestra que la interseccion de P con M; consiste de un anillo que
corre paralelo a T} y T3. Esto, conbinado con lo que se mostré para la inter-
seccién de P con M, implica que P es paralelo al toro 7T, por lo que no es

esencial.

Lema 10.7 No hay anillos esenciales en M.

Demostracion.

Si M tuviera anillos esenciales, como M es irreducible y atoroidal, se sigue
que M es un fibrado de Seifert. Pero si M es un fibrado de Seifert atoroidal,
como tiene dos componentes frontera, debe ser un fibrado de Seifert sobre un
anillo con a lo mas una fibra excepcional ¢ sobre una banda de Md&bius sin

fibras excepcionales. De cualquier forma, no es difil ver que M(p) no puede
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ser descrita como en el Lema 10.5.

Esto completa la prueba del Teorema 10.1.

O

Considere las variedades obtenidas por llenado de Dehn M a lo largo del
toro T" y denotemos por E(M) el conjunto de pendientes excepcionales en 7",
es decir, las pendientes r’ en T” tales que la variedad M (r') no es hiperbdlica.
Como cualquiera de estas variedades M (r') tiene un toro componente fron-
tera, si no es hiperbdlica, entonces contendra un disco esencial, una esfera
esencial, un toro esencial ¢ un anillo esencial. Se sigue que para cualesquiera
' s en E(M), A(r',s") < 5. Note que en particular M no puede ser una
de las variedades con dos llenados de Dehn toroidales a distancias 6,7 6 8

descritas en [8], porque M tiene dos toros componentes frontera. De aqui se

sigue que el conjunto E(M) consiste de a lo més ocho pendientes.

Corolario 10.8 Sea 1’ una pendiente en T', ' ¢ E(M). Entonces M(r')
es una variedad hiperbolica con solo una componente frontera toro I’, el cual
tiene pendientes p, v en T, tal que M(r")(p) es reducible y contiene una esfera
esencial que intersecta el corazon del toro sélido en cuatro puntos, v es una

pendiente longitudinal que acota una superficie incompresible de género dos

y A(p,y) = 3.

Demostracién.
La variedad M (r") es hiperbdlica porque ' ¢ E(M). Sean p y 7 las pen-

dientes en T" dadas en el teorema 10.1. Entonces por el lema 10.5 se sigue que
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M(r'")(p) = L(3,1)8Q(r"), donde Q(r') es L(3,1)4L(3,1) 6 un espacio fibrado
de Seifert sobre S? con fibras excepcionales (3,3) 6 (3,3, n). Como en el teo-
rema 10.1, existe una esfera esencial en M(r')(p) intersectando el corazén del
toro solido del llenado de Dehn en cuatro puntos, ya que si lo intersectara en
dos puntos, el complemento de la esfera seria un anillo esencial, lo cual no
es posible. Ademas si existiera una esfera intersectando en uno o tres puntos
al corazon del llenado de Dehn, seria una esfera separante, lo cual implicaria
que la variedad tuviera un sumando S? x S*, lo cual vimos que no es posible

al dar la descomposicion prima de la variedad.

Como en el teorema 10.1, existe una superficie de género dos F' cuya fron-
tera tiene pendiente vy A(p,v) = 3. La superficie F' debe ser incompresible
en M (r'), ya que de otra forma, comprimiendola obtenemos una superficie de
género uno con la misma frontera, pero por el capitulo anterior, deberiamos

tener que A(p,y) < 1, lo cual es una contradiccion.

Probemos ahora que la variedad M no puede encajarse en S®. Sea p la
pendiente en T como en el lema 10.5 y sea p’ cualquier pendiente en T". Ha-
gamos el llenado de Dehn a lo largo de ambas pendientes, asi que M (p')(p) =
M(p)(p') = L(3,1)1Q(3,3)(p') donde Q(3,3)(p’) es L(3,1)L(3,1) 6 un fibra-
do de Seifert sobre S? con fibras excepcionales (3,3) 6 (3,3,n). Asi, si M(p')
es el exterior de un nudo en una esfera homolégica, entonces Hy (M (p')) = Z,
y es generada por una curva simple cerrada en 1" que intersecta F' en un pun-
to. Como A(p,v) = 3, se sigue que Hy(M(p')(p)) = Zs. Pero H, (M (p')(p)) =
H,(L(3,1))® Hi(Q(p')), entonces Hi(Q(p')) = 0, es decir Q(p') debe ser una



10.2. CONSTRUYENDO OTROS EJEMPLOS 109

esfera homoldgica, lo cual no es posible.

10.2. Construyendo otros ejemplos

En esta seccién, presentamos otros posibles dos ejemplos que realizan la
misma cota que M del teorema 10.1. Considere las graficas en una esfera
S? con 6 ponchaduras y una superficie pinchada F; de género dos, como se

muestra en las figuras 10.9 y 10.10.

Figura 10.9: Gréfica en la esfera pinchada.

Como antes, de estas superficies obtenemos una variedad M, y en este
caso su frontera consiste de un solo toro 77. Por una prueba similar a los

lemas 10.2 y 10.4, puede probarse que las superficies Sy y F} son incompresi-



110 CAPITULO 10. EJEMPLOS

Figura 10.10: Grafica en la superficie F}

bles en M;. Por llenado de Dehn a lo largo de la pendiente p dada por 05y,
no es dificil ver que M;(p) = L(3,1)4L(3,1). Note también que A(p,v) = 3
donde v es la pendiente dada por 0F;. Considere ahora las graficas en una
esfera S? con 12 ponchaduras y una superficie pinchada de género dos F,

como se muestra en las figuras 10.11 y 10.12.

Como antes, de estas superficies obtenemos una variedad M, y en este
caso su frontera consiste también de un solo toro 75. Por una prueba similar a
los lemas 10.2 y 10.4 puede provarse que las superficies Sy y F5 son incompre-
sibles en M. Por llenado de Dehn a lo largo de la pendiente p dada por 055,
tenemos que My(p) = L(2,1)4L(3,1). Note también que A(p,7) = 3, donde
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Figura 10.11: Grafica en la esfera de 12 ponchaduras.

Figura 10.12: Grafica en la superficie de género dos.

v es la pendiente dada por OF,. Presumiblemente las variedades M; y M,

también son hiperbodlicas. Note que estas variedades no pueden encajarse en
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53 y de hecho, no pueden encajarse en una esfera homolégica. Esto es porque
si M; es el exterior de un nudo en una esfera homoldgica, entonces tendremos
que Hy(M;(p)) = Zs, lo cual no es posible porque Hy(M;(p)) = Zs® Z3 y
H\(My(p)) = Zy ® Zs.
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