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Capitulo 1
Introducciéon

Entendemos por sistemas fisicos con derivadas superiores en el tiempo como
aquellos sistemas que pueden ser descritos por una funcién Lagrangiana de-
pendiente de derivadas temporales de orden mayor que uno en las coordenadas
generalizadas del sistema:

L:L(q,q,q‘,...,qW)), (1)

donde:

) = 4"¢

dtn-

Histéricamente, términos con segundas derivadas se agregaban a funciones La-
grangianas usuales para modelar ciertas propiedades tales como rigidez en al-
gunos sistemas. Sin embargo, y a pesar de que el intento mas serio e importante
por formalizar dichos sistemas dentro de algiin marco tedrico general fuera re-
alizado por Ostrogradsky [?] hace alrededor de un siglo y medio, dichos sis-
temas se encontraron en la periferia de la fisica durante largo tiempo. Durante
el siglo XX ésta situacién empezd a cambiar y las teorias de orden superior
empezaron a tener aplicaciones en ciertos problemas o incluso a surgir por si
mismas a través de ciertos sistemas. Asi, las teorias con derivadas de orden su-
perior estan relacionadas con problemas que surgen en la teoria de gravitacion
conforme [?] y son inherentes al problema de no-localidad en teorfa de cuer-
das [?]. Han encontrado ademds aplicaciones en campos tan diversos como el de
la interaccién Muén-Nucledn [?] y en teoria de campo no-conmutativa [?] [?]. Las
teorias de orden superior fueron incluso consideradas anteriormente con el fin
de obtener una teoria de campos finita, antes de la apariciéon del mecanismo de
renormalizacién. Es una creencia generalizada en ciertos circulos que las teorias
usuales con Lagrangianos dependientes a lo méas de primeras derivadas son sélo
una aproximacion a bajas energias de la realidad fisica, y que deben agregarse
términos con derivadas superiores para tener una descripcion mas completa de
ciertos sistemas. En este sentido, el problema de las derivadas superiores ha sido
atacado principalmente desde un punto de vista perturbativo [?].

q

Los sistemas de orden superior tienen un nimero de caracteristicas que los
distinguen de los sistemas ordinarios y que dificultan la cuantizacién consis-
tente de los mismos [?]. Una de dichas caracteristicas es que cuentan con mds
grados de libertad que las teorias ordinarias. En efecto, partiendo de la accién
correspondiente al sistema:

S:/dtL(q,q,q',..., <N>),

entonces, aplicando el principio de accién de Hamilton: §5 = 0, se mostrard en
los siguientes capitulos que se debe considerar a {q,q,...,q(N _1)} como un



conjunto de coordenadas independientes entre si. Al realizar la cuantizacién del
sistema, ésta caracteristica entrard en conflicto con la mecédnica cuantica, ya que
implicard al nivel de relaciones de conmutacién que:

lg,9] =0,

es decir, que posicién y velocidad pueden ser medidas simultaneamente con pre-
cisién arbitraria. La formulacién Hamiltoniana de dichos sistemas, desarrollada
por Ostrogradsky hace un siglo y medio, trae consigo una serie de particulari-
dades adicionales que hacen igualmente dificil la cuantizacion de los sistemas de
orden superior. En el marco del mencionado formalismo, la funcién Hamiltoni-
ana resultante tiene una dependencia lineal en los momentos, de tal forma que
la energia del sistema no estard acotada por abajo. Esta propiedad se transmite
integramente a la teoria cuantica correspondiente. Supongamos entonces que se
parte de un sistema cuantico exactamente soluble y se le agrega una pertur-
bacién de mayor orden. La teoria cuantica de mayor orden resultante al aplicar
el formalismo de Ostrogradsky tendria entonces un espectro no acotado, de lo
cual puede interpretarse que la teoria original era incompleta en el sentido de
que no mostraba una familia entera de soluciones. Mas aun, el intentar acotar el
espectro por debajo solo tiene como consecuencia el dar los estados del sistema
norma negativa [?] [?].

El entender la cuantizacion de sistemas de orden superior es importante dada
la gran cantidad de sistemas fisicos que cuentan con dichos términos, algunos
de los cuales se han mencionado lineas arriba. Como ya hemos dicho, uno de
los campos mas relevantes es el de teoria de cuerdas, donde se puede tratar con
sistemas con derivadas infinitas [?]. Otro campo importante es el de gravitacién,
donde se adiciona a la accién de términos de cuarta derivada:

/ (—g) 2R, R, / (—g)/?R?,

y donde R es el tensor de curvatura. Esto produce una teoria renormalizable
y asintGticamente libre [?]. Sin embargo, como se ha comentado, al realizar la
cuantizacion de dichas teorias de orden superior, se encuentra principalmente
el problema de estados de norma negativa, o fantasmas, que amenazan la uni-
tariedad de cualquier teoria cuantica. El problema de la cuantizacién de estos
sistemas ha sido estudiado ampliamente, por ejemplo, como teoria de campo
escalar [?] o como teoria cudntica no-relativista usando el formalismo de con-
stricciones de Dirac [?] o a través del nuevo formalismo de la mecdnica cudntica
PT-simétrica [?]. Esto no impide, sin embargo, que ain exista la creencia gen-
eralizada de que cualquier teoria cudntica basada en ecuaciones de movimiento
de orden mayor a dos es inaceptable y que en consecuencia la gran mayoria de
ellas son relegadas sin esperanza a pesar de sus multiples atractivos.

En el presente trabajo se atacard el problema de la cuantizaciéon de sis-
temas de orden superior a través de un ejemplo especifico: el oscilador de Pais-
Uhlenbeck [?]. Consideramos importante estudiar este problema especifico por



varias razones. Por una parte, el sistema de Pais-Uhlenbeck puede ser planteado
como un sistema de orden comun, el cual es exactamente soluble y puede ser
cuantizado sin ningiin problema, pudiendo ser tratado de hecho como un sistema
de dos osciladores armonicos desacoplados. Por otra parte, al tratarlo como un
sistema de orden superior mediante el formalismo de Ostrogradsky, la cuanti-
zacién del sistema equivalente de mayor orden resulta en una teoria cuantica
inadmisible, donde existe el problema de un espectro no acotado, o el prob-
lema de normas negativas o fantasmas. Esta extrana dualidad, de un sistema
por un lado cuantizable, y por otro lado un sistema equivalente no-cuantizable,
resulta interesante por si mismo. Surge la pregunta de si la relacion de equiv-
alencia existente entre ambos planteamientos del mismo problema puede servir
para remediar los problemas inherentes a la teoria de orden superior. Como se
verd en los siguientes capitulos, aun en el caso de tener una teoria de orden
superior derivada directamente de una de orden comun, las teorias cudnticas
correspondientes resultan ser totalmente distintas, por lo que la forma correc-
ta de proceder es considerar a ambas teorias como inicialmente independientes
entre si, y a partir de ahi construir una relacion entre las dos teorias por medio
de transformaciones que resultardn ser de cardcter no-unitario.

La tesis se ha estructurado de la siguiente forma:

= Parte I. Sistemas de orden Superior. En este capitulo se presentan de
forma general los conceptos mas relevantes de los sistemas de orden su-
perior partiendo de la formulacién Lagrangiana, para pasar después a la
formulaciéon Hamiltoniana generalizada desarrollada por Ostrogradsky. Se
elabora con cierto detalle el caso particular de un sistema cuya funcién
Lagrangiana depende de las aceleraciones, dado que dicho caso sera de pri-
mordial interés en los capitulos siguientes. El objetivo es hacer ver clara-
mente cuales son las propiedades principales de los sistemas de mayor
orden y sus diferencias mas notorias con las teorias ordinarias, tanto a
nivel clasico como cudntico. Finalmente, se propone un pequeno ejemplo
ilustrativo donde se utilizan las herramientas de la teoria descritas ante-
riormente, y donde se ven de forma precisa las particularidades de dichos
sistemas.

= Parte II. Mecanica Cuantica PT-Simétrica. En este capitulo se hace una
breve resena del nuevo formalismo de la mecéanica cudntica PT-simétrica y
del mas general formalismo de la mécanica cudntica Pseudo-Hermitica. Se
expone la clase de sistemas que el formalismo ataca y se resaltan los pasos
principales que hay que seguir para aplicarlo correctamente, segin sus lin-
eamientos. Finalmente se expone brevemente la aplicacién del mencionado
formalismo hecha por C.M. Bender y P.D. Mannheim [?] a la cuantizacién
del oscilador de Pais-Uhlenbeck.

= Parte III. Principio de Accién de Schwinger. En este capitulo se ex-
pone con cierto detalle el principio de accién cuantico desarrollado por J.
Schwinger, desde las definiciones més generales hasta llegar al principio



de accién estacionaria cuantico. Se desarrollaran herramientas que seran
de gran relevancia en los cdlculos a realizar en capitulos posteriores. Se
finaliza exponiendo algunos ejemplos particulares importantes de aplica-
ciones del principio de accidén, con el objetivo de adquirir familiaridad con
la clase de cédlculos que se realizan al utilizar dicho principio.

Parte I'V. Oscilador Armdénico Modificado. En este capitulo se estudia el
sistema del oscilador arménico con una modificacién compleja muy par-
ticular y se le conecta mediante una transformacién canénica compleja al
oscilador arménico simple. Se procede a realizar la cuantizacién de ambos
sistemas individualmente, pero con una particularidad: cada sistema se
cuantiza en espacios de Hilbert distintos, con distintos productos internos
y se utiliza la equivalencia de ambas teorias para conectar ambos espa-
cios. El objetivo de este capitulo es introducir el concepto de operador
de medida en el producto interno de un espacio de Hilbert, y calcular-
la especificamente en este caso particular, como un modelo de prueba
que sirva para el cdlculo andlogo a realizar en el mucho mas complicado
sistema de Pais-Uhlenbeck. Se realza la importancia de las transforma-
ciones candnicas clasicas, y su equivalente cuantico, en la construccion del
mencionado operador de medida. Finalmente se calcula el propagador del
sistema modificado utilizando el principio de accién cudntico.

Parte V. Oscilador de Pais-Uhlenbeck. En este capitulo final, se estudia el
oscilador de Pais-Uhlenbeck, quizés el sistema de orden superior méas cono-
cido. Se plantea primero el problema como un sistema de orden ordinario
y se procede a resolverlo clasicamente. Se construye la teoria de mayor
orden por medio del formalismo de Ostrogradsky. Se construye una trans-
formacién candnica que conecte la teoria de orden superior con la teoria
ordinaria. Finalmente, se cuantiza el sistema y se utilizan dichas transfor-
maciones para encontrar la medida del producto interno de la teoria de
orden superior. Igualmente se utiliza el principio de accién cudntico para
calcular el propagador del sistema de orden superior.



Capitulo 2

Sistemas con Derivadas de Orden Supe-
rior

1. Introduccion

En esta seccion se hard una resenia de manera muy general sobre las teorias
con derivadas superiores en el tiempo. Se definirdn dichos tipos de sistemas,
y se mostraran las extensiones a los formalismos Lagrangianos y Hamiltoni-
anos necesarias para su correcto estudio. Asimismo, se comentaran algunas de
sus propiedades particulares que los distinguen de los sistemas usuales. El pre-
sente capitulo tiene como fin introducir los conceptos y el formalismo necesarios
para entender mejor los sistemas que seran presentados en los capitulos sigu-
ientes. En la primera parte presentaremos el formalismo de forma general, sin
pretender ser exhaustivos ni minuciosos desde el punto de vista matematico.
Después presentaremos con cierto detalle el caso particular de una teoria cuya
funcién Lagrangiana dependa de las aceleraciones, dado que este caso sera de
gran importancia en capitulos posteriores. Finalmente presentamos un ejemp-
lo concreto de dichos sistemas, para exponer de forma clara sus propiedades
principales, tanto clasica como cuanticamente. Como referencias se recomienda

7, 7], 7).

2. Sistemas con Derivadas de Orden Superior

Consideremos un sistema fisico descrito por:

L:L(q,q,ij,...,q(N)), (1)

donde:
m = d"¢

Cdin
Nos referimos a dicho sistema como sistema de orden superior o sistema de may-
or orden. Por simplicidad consideraremos un sistema unidimensional, aunque la
generalizacion a sistemas de mayor dimensién es directa. La accién de dicho

sistema esta dada por:
ty
S:/ dtL(Q?Q"d)""q(N)> *
13

Variando la accién y aplicando el principio de Hamilton, obtenemos:

ts N d\' oL = :
55:/ dtdq < — (—) 5+ pisg? =0,
" { ; dt) 0q® ;

i

q



donde los p; que se encuentran en el término de frontera estan definidos como:

N k—i—1
Z d oL

k=i+1

y donde denotaremos de forma especial ¢(©) = ¢ y py = p. Asumiendo que
las 6¢(") “s estan fijas en la frontera, obtenemos la ecuacién de Euler-Lagrange
correspondiente a nuestro sistema:

N

Z(—i)i(gé)zo. (3)

Siguiendo a Ostrogradsky [?], construimos el formalismo Hamiltoniano gen-
. . . . Ay N-1
eralizado correspondiente. Notamos que el fijar el conjunto de {(5q(1) }ifo en la
. . P . . _(7,) N-1
frontera de manera independiente entre si, implica que el conjunto {q }i=0
debe ser considerado como un conjunto de coordenadas independientes entre

si. Los momentos candnicos conjugados correspondientes a dichas coordenadas
estdn definidos por (2), y la funcién Hamiltoniana se define como:

N—1 N-1
H=3 pud™ —L="3" pug™ -L, (4)

n=0 n=0
donde hemos utilizado ¢™ = ¢("*1. En efecto, si realizamos una variacién

virtual arbitraria de la Hamiltoniana, obtenemos:

N-1 N oL
_ (n+1) (n+1) | _ (n)
dH = ;} {q dpr, + prdg } Z; g™

Consideremos inicamente los dos tltimos términos en Zg_ol pndq(”ﬂ)—ZnN:O (8L/8q(")) dg™):

oL oL
Ny _ T g N) = _ 9 (N) —
pues, por definicién:
0L
PN-1= W )

de tal forma que la variacién de la funcién Hamiltoniana es:

N-1

OL

n=0

y podemos concluir:

H:H(q7Q7"'aq(N_1);papla"'7pN—1> .



Mencionamos que todo el desarrollo anterior solo es posible si el Hessiano de L
es distinto de cero; esto es:
0%’L
=40
8q(N) 2

En ese caso, a partir de la definicién del momento py_1:

0L
PN-1 = W,

seré posible despejar a ¢V, para tener (V) = ¢(V) (q7 ce gV ,pN_l).

En este punto podemos observar que por la forma (4) en que se define la fun-
ciéon Hamiltoniana, ésta resulta ser una funcién lineal de los momentos p,,, para
n < N — 1. De esta forma, la energia del sistema descrito por esa Hamiltoniana
no estard acotada por abajo. Esta es una de las propiedades particulares de los
sistemas de orden superior descritos a través del formalismo de Ostrogradsky.

Dado que H es una funcién de las variables mencionadas, entonces:

N-—-1
OH oH
dH:E: ——dq"™ + ——dp, b .
{861(”) @ apn' " }

n=0
e identificando términos con (5):

OH oL OH

'('IL) —_ _ = 6

Ahora, por una parte, usando (2):

oL oL —ZN: A\ oL
g Pt T Bgt T 2\ T 9g®)
9L AL i ( d)’“‘" oL
- o o Tt k
B i ( d>k_" oL
= - %) aa
W dt 0q(k)
pero:
g — i ( d)’“‘l oL g: ( d)’”‘ oL
"= “a 20 = %) aam
dt W dt qk) =\ dt dqk)
de tal forma que:
oL .
W*I’n—lfpm



y sustituyendo en (6) obtenemos:

ny _ OH .o oH
q - apn b p7l - 8q(TL) b

que son las ecuaciones de Hamilton para nuestro sistema.
Consideremos ahora una funcién cualquiera de las coordenadas, los mo-

mentos y el tiempo F (q, oo g p, ,pn). Entonces su derivada total con
respecto al tiempo es:

dF OF
- _ OF (n) -
= Z 8q(n)q + op P
B NZI OF 0H OF OH
B 9q™) Op, O, 0™
OF
= F H
5 H{FHL,

donde definimos el paréntesis de Poisson {, } como:
[ 04 OB OB 0A
A, B} = —_— ] .
t4, B} ,;) (&1(") Ipn g™ 8pn)
Asi, los paréntesis de Poisson fundamentales son:

{q(m)>pn} = §m,n )

{q(m)>q(n)} =0 {pmapn} =0.

Utilizando los paréntesis de Poisson, las ecuaciones de movimiento para ¢(™) y
Py, se escriben como:

i = {qm),H} . pp=1{pn, H}
y en general, la evolucién de cualquier variable dindmica estard dada por:

. 0A
A=+ {AH).

Para llevar a cabo la cuantizacion de un sistema de mayor orden, es nece-
sario considerar a ¢ y p; como operadores que cumplan con las relaciones de
conmutacién heredadas de sus paréntesis de Poisson, con la sustitucion:

1
{ ) }Clésico - ﬁ[ ’ ]Cuéntico :

4



donde [ , ] es el conmutador usual entre dos operadores. Asi, los conmutadores
fundamentales son:

{q(m)apn} = Zﬁém,n s

{q(m),q(")} =0,  [pm,pa] =0.

De las igualdades anteriores podemos ver en particular:

lg,4] =0,

es decir, en la teoria cudntica de orden superior, la posicién y la velocidad con-
mutan y pueden por lo tanto medirse simultdneamente con precision arbitraria.

De igual forma, la funcién Hamiltoniana obtenida por el formalismo de Os-
trogradsky se preserva en forma de un operador Hamiltoniano correspondiente.
La ecuacion de evolucién para funciones dindmicas se convierte en una ecuacion
de evolucién para operadores (ecuacién de Heisenberg):

dA 1 9A
aa_Loigme 94
o~ AL

Igualmente, se mostrara lineas abajo que el espectro de energia de un sistema
cuantico descrito por el formalismo de Ostrogradsky no estd acotado por abajo,
al igual que en el caso de su andlogo clésico.

3. Caso Particular: L (q,q,q).

Consideremos un sistema fisico, por simplicidad unidimensional, descrito
por una funcién Lagrangiana dependiente de la posicién, la velocidad y la acel-
eracién. Es decir:

L=1L(q,4q) -

La accién del sistema estd dada entonces por:

sz/thtL<q,q-,q-). (8)

Ahora, por el principio de Hamilton, la evolucién dindamica de las coordenadas
del sistema desde un tiempo ¢; hasta un tiempo to, ambos arbitrarios, estd deter-
minada por el requerimiento de que la accién del sistema sea extrema. Es decir,
si consideramos una variacién infinitesimal de las coordenadas del sistema, como
por ejemplo:

q(t) — q(t) + dq(t),

dejando los valores iniciales y finales fijos, i.e:

dq(t1) = dq(t2) =0,



entonces la variacién correspondiente de la accién es igual a cero:
08 =0,

donde de manera general definimos la variacién § de cualquier funcién o fun-
cional como:

0F () = F(x + 0x) — F(x),

y donde x puede ser a su vez una funcién de cualquier otro parametro. Apli-
caremos dicho principio a (8) e iremos interpretando los resultados. As:

08

Sla+9dq,4+ 64,4+ 4] — S, 4,4
- /t dt {L (q(t) + 6q(t), q(t) +64(t),d(t) + 0(t)) — L (q(t), (j(t),c'j(t))}

= e {Ltateate. ) + Gosate) + GLoie) + L8 ~ Lia(0).d(0).(0)

g
[ { Sty + St + S}

Ahora, por un lado:

8a(t) = it + ot) — (1) = (1) + 6“0 (o) = 5vr)
mientras que:

Do) = Lo+ 00— a) = Lo + 08D gy = ey,

de tal forma que:

d d
5£Q(t) = £5Q(t) .

Asi, desarrollamos los términos dentro de la integral:

oL .. dLd _ .. d (9L d (oL
Ge0i0 = 5 o0 = 5 (G ) - 5 (52 ) sato),

o = a4 (%) (%)
()53 2
- ) () 0) - (D

6



Sustituyendo en la integral:

t2 oL oL oL }
dt < —0dq(t) + =—=4dq(t) + ==0q(t
e {Gsatn + it + oy

2 [OL d (0L . d (0L d (0L .
[ { Sty + 5 (Gesie) — 2 (58 s+ 5 (Seico)
d (d (0L d*> (0L
=it (i (5) ) + i (5 ) 00}
/t2 dt ai — i aiL + iz
. Oq dt \ 9q dt?
+ /t2 dt i 67[/ — i 87[/
t dt 0¢ dt \ 0¢
f2 OL d (0L d* (0L
[ () i (5) oo

G5 ()mor ()}

Para que se cumpla 65 = 0, debemos entonces exigir 2 condiciones. Primero,
que la expresion dentro de la integral sea igual a cero para todo valor de t. Esto

€es:
d*> (0L d (0L oL
i (a) i (50) + 3 =0 ©)

la cual es la ecuacién de Euler-Lagrange para funciones Lagrangianas de segundo
orden. La segunda demanda para hacer extrema la accion es fijar los términos
de frontera pidiendo:

dq(t1) = dq(t2) =0, 6q(t1) = 64(t2) = 0.

Exigir que se cumplan éstas tltimas dos condiciones independientemente una de
la otra implica que se debe tratar a ¢(t) y a ¢(t) como coordenadas independi-
entes. Podemos pasar al formalismo Hamiltoniano desarrollado por Ostrograd-
sky. Definimos los momentos candnicos:

oL _d (9L
p 8¢ dt \aj)’

oL
aj’

de tal forma que la variacién de la accién se escribe como:

08

D1

ta
08 = dt {Euler-Lagrange} + {pdq —|—p16q'}2 .
t1

Definimos la funcién Hamiltoniana como:



de tal forma que al realizar una variacién arbitraria de H obtenemos:

L oL oL
dH = §dpi + pidi+ qdp + pdg — =—dq + —dj + —di
Jq 9q 0§

0L

. OL .. ..
= ——dq+ <p &1) dq + (p1 - aq) di + gdp + gdp, . (10)

Pero, primero, por (9):

oL d (0L\ & (0L
aq ﬁ(%) ﬂQQM)
d [(OL\ d (0L

- ai(5) -4 (5))

Después, por definicién:

_OL _d (OL\ _ 0L .
P=%¢ “at\aq) ag v

ie:
oL .
- 87(1 = D1
Finalmente, por definicién:
oL
pP1— 87(] =0.

Sustituyendo estos tres resultados en dH obtenemos:

dH = —pdq — prdq + qdp + Gdpy ,

(11)

de donde concluimos que H = H (g, ¢ ; p, p1). Esto implica que la funcién Hamil-
toniana tiene una dependencia lineal en el momento p, y por lo tanto la energia
del sistema no estéd acotada por abajo. De nuevo recordamos que en el desarrollo

anterior hemos supuesto que el Hessiano de L es no-singular; i.e:

oL
@70

de tal forma que se puede despejar a la aceleracién en término de la posicién,

la velocidad y los correspondientes momentos.

Ahora, H debe cumplir:

OH OH .. OH .



Identificando términos con (11) obtenemos:

. 0H
q = 67]7’
. OH
q = 8p1’
. 0oH
p = *aiq,
. O0H
p1 = *87@7

que son las ecuaciones de movimiento del sistema. La derivada total de una
funcién cualquiera de las variables candnicas y el tiempo es:

dF OF OF ., OF. OF . OF

a E+87qq—~_37(jQ+37pp+87191p1

OF OFO0H OFO0H O0OFO0H OFO0H
9t 9q op | 9qdp  Op 0a  Opi 04
OF

= E+{FaH}7

donde el paréntesis de Poisson { , } se define como:

0A0B 0OBOJA 0OAO0OB 0B 0JA
{A\B}= ——— - ——— + ——— — ——.

dq Op  0q Op ~ Oq Op1  0q Op:
La cuantizacion de dicho sistema se lleva a cabo como se ha resenado al

final de la seccién 2.2: haciendo la sustitucién del paréntesis de Poisson por el
conmutador usual entre dos operadores, como:

SRR IS

y pidiendo que a ¢, ¢p p1 se les considere como operadores independientes tales
que sus relaciones de conmutacion reflejen su estructura candnica clasica; esto
es:

¢, p] = [¢, p1] = i,

y cualquier otra combinacién igual a cero.

4. Cuantizacion de Sistemas de Orden Superior.

En esta seccién estudiaremos un sistema de mayor orden siguiendo los lin-
eamientos descritos lineas arriba, como ejemplo para ilustrar algunas propiedades
importantes del dichos sistemas [?]. Sea la funcién Lagrangiana:

1 1
(14 €w?) ¢ — w?q® — =€%§°, (12)

L =
2 2

|~



donde € es una constante real. Al suponer que |e| << 1, podemos ver al sistema
como un oscilador arménico con una pequena perturbaciéon de un término de
aceleraciéon cuadratico y una pequena modificacién del término de masa. De-
seamos hacer ver que, aunque se vea al término de orden superior como una
pequena perturbacién, la teoria de orden superior resultante serd cualitativa-
mente totalmente distinta de una teoria ordinaria, independientemente del valor
de €. La ecuacién de Euler-Lagrange (2.9) del sistema es:

W 4 (1 + 62(.4)2) G+wiq=0,

con solucién general:

i

By

ol

q(t) = Cre™ ! 4 Cye "' 4 036% + Cye™

donde vemos que se deben fijar cuatro condiciones iniciales, en lugar de dos
como en la mecanica tradicional, independientemente del valor de e¢. Pasando al
formalismo de Ostrogradsky, los momentos canénicos son:

L L
p = 0 d (6 >:(1—|—62w2)q+€2q(3),

9¢  dt \ 9
_ 0L o,
b1 = 8('1'_ q-

de tal forma que el Hamiltoniano es:
. L, 1 2 2y.2 1 o9
H=pj—55p—5(1+w0) i+ 507 (13)

Notamos que dicha funcién Hamiltoniana resulta ser singular en el limite € — 0,
de tal forma que, a la luz del formalismo de Ostrogradsky, no se puede considerar
al término de orden superior en (2.12) como una perturbacién, sino como parte
integral de la teorfa. Ademds, (2.13) es lineal en el momento p, por lo que su
energia no estd acotada por debajo. Esta es una propiedad que reaparecerd al
realizar la cuantizacion del sistema.

Llevamos ahora al sistema al nivel cudntico, de la manera descrita al final
de las secciones 2.2 y 2.3. Los conmutadores fundamentales son:
[q7p] = [qapl] = lh7
y:
[9.4] = [p,p1] = [¢:p1] = [¢,p] = 0.
Definimos ahora los operadores {q,q—,p+,p—} de la forma:
1 1 9 9.
= —— (e“w*¢—p) ,
ar " ﬁ_6%2( q—p)

w
P+ = m(q pl) y

€

q- = ﬁ(q_p)7
1 1

o= s W)
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Dicha transformacién corresponde clasicamente a una transformacién canonica,
de tal forma que las relaciones de conmutacién se preservan como:
[q+7p+] = [q—7p—] = Zh?

y cualquier otra combinacién igual a cero. En términos de estos operadores el
operador Hamiltoniano del sistema se escribe:

1
H=pi +wq] — (pQ_ + 62(13) ,

es decir, como la resta de dos osciladores arménicos, uno con frecuencia w y otro
con frecuencia 1/e. El espectro del sistema es:

h
(2n+1), m,n=20,1,...,00.

€

Eppn=h@2m+1)

y donde se ve claramente que el espectro de energia no esta acotado por debajo.
Las eigenfunciones de H, escritas en términos de (g4,q_), y por lo tanto en el
espacio (¢, p), son:

T/Jm,n(Qap) = VYm(q+)¥n(q-),

donde vy, y 9, son las eigenfunciones de cada oscilador arménico individual.
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Capitulo 3

Sistemas Pseudo-Hermiticos y PT-Simétri-
COS

1. Introduccidn.

En este capitulo reseniamos de manera general el formalismo de la Mecéanica
Cudntica PT-Simétrica (PTSQM por sus iniciales en ingles), el cual ha sido
desarrollado fuertemente durante los dltimos 15 anos y ha sido objeto de gran
interés y critica por una pequena comunidad en la fisica tedérica. Se presentaran
las propiedades mas importantes del tema y se intentara hacer patente las difer-
encias fundamentales con la mecénica cudntica convencional. Finalmente, se
concluird el capitulo con una aplicacién concreta del formalismo al problema de
la cuantizacién del oscilador de Pais-Uhlenbeck. De ninguna manera se pretende
dar una introduccién exhaustiva o formal del tema, sino presentar Uinicamente
los aspectos que seran relevantes en capitulos posteriores. Como una referencia
m4és extensa se recomienda [?]

2. Mecanica Cuantica PT-Simétrica.

Consideremos como punto de partida la ecuacién de Schrédinger independi-
ente del tiempo:
Hy =FEy.

A lo largo del desarrollo de la fisica del siglo XX se han encontrado contados
ejemplos donde un operador Hamiltoniano H no-Hermitico (es decir: Ht # H
en el producto escalar usual) daba lugar a un espectro de energias real. Al
investigar detenidamente tales casos, se encontré de manera general la existencia
de una familia entera de tales Hamiltonianos no-Hermiticos cuya ecuacion de
eigenvalores daba lugar a un espectro real; a decir, dichos operadores resultan
tener la propiedad de ser PT-simétricos, i.e. cumplen:

[H,PT] =0,

donde P y T son los operadores de paridad e inversiéon temporal, que inducen
las transformaciones:

donde & y p son los vectores de posiciéon y momento respectivamente, t es el
tiempo y f es una funcién compleja cualquiera. El formalismo desarrollado para



dar consistencia al este tipo de sistemas es conocido como Mecdnica Cudntica
PT-Simétrica, o PTSQM por sus iniciales en ingles.

Consideremos un ejemplo concreto. Uno de los sistemas més estudiado hasta
el momento dentro de este formalismo esta descrito por el operador Hamiltoni-
ano:

H=p+i%6i2)°, eecR, (1)

el cual es claramente invariante ante la accién del operador PT'. Asi, partiendo
de la ecuacién de Schrodinger estacionaria para dicho sistema, y haciendo la
realizacién usual:

Powi P i (2)

dx

entonces, para resolver satisfactoriamente la ecuacién diferencial resultante, es
necesario imponer condiciones de frontera apropiadas en la coordenada x, es de-
cir, condiciones de frontera en |z| — oo donde las eigenfunciones se desvanezcan,
para asi tener soluciones normalizables y con sentido fisico:

lim +(z)=0. (3)

|z]— o0

De manera general, redefinir dichas condiciones de frontera en el infinito im-
plicard redefinir el dominio del problema en regiones complejas de las coorde-
nadas del sistema. En el caso particular de las eigenfunciones del operador (?7)
se encontraron las regiones de convergencia mostradas en la figura (?7), donde
se cumple la condicién (?7?). Mencionamos que la redefinicién adecuada del do-
minio del problema induce las trayectorias en el plano complejo por las cuales
se definiré posteriormente el producto interno para el sistema.

Asi, al resolver la ecuacién de Schrodinger correspondiente se obtiene una
familia de eigenfunciones y eigenvalores {E,,, ¥, }, donde el espectro de energias
es real para ciertos valores de €. Cuando las eigenfunciones de H son igualmente
eigenfunciones del operador PT', entonces se dice que el sistema tiene simetria
PT no-rota. Se puede demostrar que esto implica que todos los eigenvalores son
reales. Efectivamente, sea una 1 una eigenfuncién tanto de H como de PT":

HY=Ep,  (PT) =M.

Entonces, haciendo actuar el operador PT desde la izquierda a la ecuacién de
Schrédinger estacionaria tenemos:

(PT)Hy = (PT)EY .
El lado derecho de la ecuacién es:

(PT)Hv = H(PT) = H\) = A\HY = AE%),



Im(x)

Divergencia

Convergencia

o (x| — 00) — 00

Figura 1: Distintas regiones en el plano = complejo donde la funcién v, converge
o diverge en |x| — oo

mientras que el lado izquierdo es:
(PT)Ey = E*(PT)y = E*\,
de tal forma que obtenemos:

Exy=FE*\) = FE=E*.

3. Reglas parala Mecanica Cuantica PT-Simétri-
ca.

Supongamos que el Hamiltoniano H tiene simetria PT no-rota. Esto implica
que su espectro sera real. Pero esto no basta para tener una teoria fisica consis-
tente. Es necesario asociar a la teoria con un espacio de Hilbert de vectores de
estado dotados de un producto interno con normas positivas. El formalismo de
la mecanica cuantica PT-simétrica, emulando los lineamientos de la mecanica
cuantica convencional, proporciona el siguiente protocolo para tratar con Hamil-
tonianos PT-simétricos:

= Encontrar las eigenfunciones y eigenvalores del problema, de la forma de-
scrita en la seccién anterior. En la practica, el determinar que la totali-



dad del espectro sea real se logra usando métodos tanto analiticos como
nidmericos e implica dentro del formalismo que el sistema tiene simetria
PT no rota.

= Definir las condiciones de frontera para las eigenfunciones encontradas de
tal forma que tengan significado fisico. Esto implica una redefinicién del
dominio del problema, generalmente extendiéndolo a regiones complejas
de sus coordenadas.

= Definir un producto interno.

Este ultimo punto es particularmente importante y es donde se encuentran
concentrados la mayoria de los esfuerzos por dar consistencia al formalismo.
Para dotar al sistema de un producto interno, es necesario introducir un nuevo
operador C’, el cudl es una simetria del Hamiltoniano:

[C’H] =0,

y a través del cual se define un producto interno CPT:

()P = / dz P (2)x(z)

donde: .
T (2) = Cp*(—x) = (CPT)(x) .

Existen varias formas de construir al operador C. La més usada es repre-
sentando a C' como:
C = Q@D p
donde @ es una funcion real de sus variables y por lo tanto un operador Hermitico.
El problema entonces se reduce a encontrar la forma de la funcién @), y para
hacerlo se explotan las propiedades analiticas particulares de C , a decir:

[C,PT] = 0,
c? = 0,

las cuales son propiedades cinéticas del operador, y:
[C,H] =0,

la cual es una propiedad dindmica. Las dos primeras ecuaciones de operadores
nos proporcionan informacion general sobre el tipo de funcién que es @) en las
variables z y p (par, impar, etc.), mientras que la dltima ecuacién nos propor-
ciona la forma especifica. La tltima ecuacién se resuelve perturbativamente por
lo general, proponiendo una cierta expansién para () y resolviendo iterativa-
mente cada término.

Utilizando @ es posible recuperar un Hamiltoniano Hermitico Hyerm. a par-
tir del operador PT-simétrico original H por medio de la relacion de semejanza:

Hyerm. = e~ Q2 Q2



4. Mecanica Cuantica Pseudo-Hermitica.

El formalismo de la mecédnica cudntica PT-simétrica puede ser puesto en
un marco matematico mucho mas general, el de la mecdnica cudntica pseudo-
Hermitica [?], desarrollado principalmente por A. Mostafazadeh. Imaginemos
un cierto sistema cudntico con un operador Hamiltoniano H no Hermitico en el
producto interno usual o de Dirac. Entonces la realidad del espectro de dicho
Hamiltoniano estd asegurada si H es Hermitico con respecto a un producto
interno (, )4 en el espacio de Hilbert H en que H actia. Este producto interno
se puede expresar en términos del producto de Dirac {, ) como:

<7>+:<777>' (4)

donde 7 es a su vez un operador Hermitico, invertible y positivo definido. La
pseudo-Hermiticidad del Hamiltoniano H esta dada por:

H' =nHnp !,
y en general se dice que un operador A es pseudo-Hermitico si:

Al = A=t (5)
Esta tltima condicién se reduce a la Hermiticidad normal cuando n = 1, y se

reduce a la PT-simetria cuando n = P.

El espacio de Hilbert equipado con el producto (??) es identificado como el
espacio de Hilbert fisico Hgs. Toda observable O € Hgg. esta relacionado con un
correspondiente operador Hermitico o € H por medio de la transformacién de
semejanza:

0o=pOp~",

donde p = /7. Para el Hamiltoniano H tenemos entonces:
h=pHp™", (6)

donde h es el equivalente Hermitico de H. La conexién con la mecanica cuantica
PT-simétrica esté en (??) y (??) a través del operador @, usando n = €% y
p = €92 de tal forma que:

h=e QP22

5. El Oscilador de Pais-Uhlenbeck.

Como aplicacién del formalismo PT-simétrico, consideremos el problema de
dos osciladores acoplados, conocido en la literatura como el oscilador de Pais-
Uhlenbeck!. Dicho sistema, fue investigado recientemente bajo la luz de PTSQM

LE] sistema serd descrito en detalle en el capitulo 6.



por C.M. Bender y P.D. Mannheim en [?]. Se intentard mantener lo més posible
su misma notacién. Las ecuaciones de movimiento del sistema son:

miZ = —k(z—y),

Mj = -Ky+hk(z—y),

con Lagrangiana:

1 1 1 1
L=-Mjy*+-mé*— -k(z—y)? - -Ky>.
My~ + 5 Sh(z—y)" = 5Ky
La Lagrangiana dard lugar a dos ecuaciones de movimiento para q y y
acopladas entre si. Sin embargo, desacoplando dichas ecuaciones, el sistema se
puede estudiar a través de una sola ecuacion de movimiento para ¢, digamos:

2 4 (W2 +wd)i+wiw? =0, (7)
donde w; y wo son las frecuencias normales del sistema.

Una funcién Lagrangiana a partir de la cual se puede llegar a la ecuacion
(?7) es:
L= % [2 — (W] + w3)2® + wiws2?] |
donde 7y es una constante positiva arbitraria. Sin pérdida de generalidad asumire-
mos que wi > wsy.

Por el formalismo de Ostrogradsky tendremos dos coordenadas independi-
entes, dadas por z y 2. Siguiendo a Bender y Mannheim renombramos 2z = x.
Construimos los momentos candnicos correspondientes:

oL d <5L)
b = - )

9z dt \ 9z
oL
r = a3 8
p 5 (8)
de tal forma que, en nuestro caso:
p: = —y(wf+wh)i—2,
pr = VE, )

y el Hamiltoniano es:

1w + e

1
H(z7x7pzupz) = *Pi +ap. +

g
5 2 5w%w§z2 . (10)

La solucién a la ecuacién de movimiento (?7?) es:

Z(t) — ale—zwlt + a2€—zwzt + afe“”lt + azezw2t7



de tal forma que se sigue:

z(t) = —iwiare 1 — jusase 2t + C.H.
p.(t) = dywiwiare” ™ 4 iwiwgage w2 + C.H.
pe(t) = —qwiae” " — ywiage 2t 4 C.H.

donde con las iniciales C.H. queremos decir el conjugado Hermitico.

En este punto procedemos a la cuantizacién del sistema, por lo que hacemos
la sustitucién a; — a;r. Dado que se debe cumplir para todo tiempo las relaciones
de conmutacion:

[2,p:] = [2,pa] =i
[Z,$] = [xapz] = [Z,Pz] = [pz,pm] =0

entonces, esto nos lleva a:

a t = —1
jonel] = 2y (Wf — w3)’
[a af} N
>0 2ywa (Wi —wp)
[a1,a2) = 0. (11)

Escribiendo el Hamiltoniano en términos de a; y a;f obtenemos:

1
H = 2y(w} — wd)(wlalay — wiabay) + §(w1 +ws). (12)

Dicho Hamiltoniano describe efectivamente dos osciladores, cada uno con eigen-
valores estrictamente reales.

Procedemos ahora a construir el espacio de Fock del sistema, partiendo de
un estado de vacio |{2). Se cuenta con 2 opciones:

1. Proponemos que los operadores a1 y as aniquilen el estado de vacio:
a1|2) =0, as|Q) = 0;
entonces esto implica:

HIO) = 10).

Pero entonces el estado excitado |1), dado como:
V) = az|w),

con energia wy sobre el estado base, tiene norma:

(W) = (Qlazabl),
= (9 [0a,a}] 199,

1
= ——— <0; 13
2wa(wi — wi) 13)



pues wi > wsy. Es decir, el espacio de Fock asi formado tiene normas
negativas.

2. Por otro lado, suponiendo:
a1|Q) = ab|) =0,

obtenemos normas positivas, pero el espectro de energia es no acotado por
debajo.

Tratemos ahora al problema en la representacion de coordenadas. La real-
izacién usual para los momentos es:

.0 .0
= —l37, r = —l3 .
P 0z b Ox
En esta representacién la ecuacién de Schrodinger Hv,, = E, 1, toma la forma:
10 0 7 Y
2 0aE o + §(wf +wd)z? — §wfw522 Un(z,7) = Epbn(z,2) . (14)

El estado con energia %(wl + wo) tiene como eigenfuncién:
N Y 2 | . Y 2
o(z, ) = exp §(w1 + wo)wiwaz® + iywiwez & — §(w1 +wo)x?| , (15)

mientras que los eigenestados de mayor energia tiene eigenfunciones que son
funciones polinomiales multiplicadas por 1o(z, x). La eigenfuncién (?7?) diverge
en z — +00, de tal forma que no es normalizable en el eje z real. Aun més,
dicha divergencia no se encuentra limitada al eje z real, sino que también ocurre
en la regién mostrada en la figura (?7?), en el plano complejo de z. Sin embargo,
fuera de esa regién la funcién 1)y se desvanece exponencialmente en |z| — oo.
Debemos entonces restringir el problema de eigenvalores (?7) a dicha regién.

En esta region el sistema tiene entonces un estado base normalizable dado
precisamente por g, y el espectro de energia es real acotado; es decir, tenemos
la opcién 1 para el espacio de Fock del sistema mencionada lineas arriba. Re-
alizamos entonces una rotaciéon de 90° de la variable z en su plano complejo,
para que se encuentre en la regién de convergencia, especificamente sobre su
eje imaginario. Esto implica a su vez una redefinicién del momento conjugado
correspondiente. Definimos entonces:

y:e_i%z: —iz,
0 0

Pv =" T 02~ P

de tal forma que se preserva [y, p,] = i. El Hamiltoniano entonces toma la forma:

1 .
1= 5o = iwp, + (o +uf)a® + Jutud (16)



Im(z)

Convergencia

Divergencia Yo (Jz] = o0) — o0

o (2]  00) =0

Figura 2: Distintas regiones en el plano z complejo donde la funcién ¥ converge
o diverge en |z| — oo

Notamos en el Hamiltoniano (??) la presencia del segundo sumando: izp,, €l
cual es manifiestamente no-Hermitico (en el producto usual), y es el causante
del problema de fantasmas en el oscilador de Pais-Uhlenbeck. Sin embargo,
observemos como transforman los operadores {y, z, p,, p. } bajo la accién de los
operadores P, T'y PT:

L e fa]p|y]

P —[-[+][+
T |- |+ |+ |-
PT |+ |- |+ |-

Siguiendo las instrucciones para PTSQM, se construye el operador C' a partir
de sus propiedades cinéticas y dindmicas. Se encuentra que la forma para la
funcién Q es:

Q= ap.py +Pry,
donde a y (3 estan dados por:
20w
B =y2wivia, sinh(v/af) = %22 .
(Wi —w3)

Hemos ya comentado arriba que realizando una transformaciéon de semejanza
sobre el Hamiltoniano PT-simétrico usando el operador e~%/2 obtenemos un



operador Hermitico en el producto usual. En el presente caso se obtiene:

D) /2 2 2
17

1
2p§+7w1x + -wiwyy” .

- 1
H=e92He? = —p2 ¢
2ywy 2

2y
el cual tiene un espectro manifiestamente real y positivo. Como dicho Hamilto-
niano esta relacionado directamente con el oscilador de Pais-Uhlenbeck por una
transformacion de semejanza, entonces este ultimo tiene igualmente un espectro
real positivo.

Consideremos ahora los eigenestados del Hamiltoniano H, |1/~)> Al tratar
con un Hamiltoniano que describe dos osciladores armoénicos desacoplados, en-
tonces dichos estados deben tener normas positivas, las cuales puedan fijarse a
la unidad:

(W) =1,
0, de manera equivalente, los eigenestados [1)) de el Hamiltoniano original H,
relacionados a la base |¢)) por:

) = e¥2y)
estan normalizados entonces por:
(Wl) = (lefw) = 1.

Es decir, para el oscilador de Pais-Uhlenbeck, el conjugado del estado |[¢) no es
(1|, sino (¥|e~Q, de tal forma que el producto natural para el sistema es:

(W) = (Wle™@x) -

De esta forma se ha podido ver en un ejemplo concreto la forma de actuar
de la Mecanica Cuantica PT-Simétrica. En el capitulo final se describird una
forma de realizar la cuantizacién del mismo sistema sin el requerimiento un
tanto restrictivo de poner al Hamiltoniano en una forma PT-simétrica.
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Capitulo 4
Principio de Accion de Schwinger

1. Introduccidn.

En este capitulo se presentara el principio de accién cudntico, desarrollado
por J. Schwinger. Se desarrollara desde primeros principios hasta llegar al prin-
cipio de accién estacionaria cudntico. Las técnicas desarrolladas en éste capitulo
seran de gran utilidad en los capitulos posteriores. Finalmente, se mostraran
algunas aplicaciones del principio de accién a sistemas cudnticos conocidos, con
el fin de mostrar explicitamente el tipo de calculos necesarios para su aplicacion.
Para maés referencias se recomienda [?], de donde se basa éste capitulo y cuya
notacién adoptamos.

2. Transformaciones Unitarias.

Sea X un operador actuando sobre un espacio de estados | ). Sabemos que
se cumple:

X[1) = 12),
(11xT = (2|.

Podemos hacer una redefinicién de dichos espacio de estados | ) como:

U:HU? W:U_ll%
mientras que para los operadores originales tenemos:

X=U'XU,

donde asumimos que U es un operador unitario; es decir: U~! = UT. Dichas
transformaciones permiten mantener las relaciones entre estados y operadores
intactas al pasar de una representacion a la otra, al igual que mantiene intacta
la estructura del producto interno original. Consideremos ahora una transfor-
macién unitaria que difiera solo infinitesimalmente de la unidad. Escribimos:

T
U=1+ -G
—l—h,

con G un operador infinitesimal de orden e al que nos referiremos como el
generador de la transformacién. Asi:

Tzl_z i
U hG,



de tal forma que:
TU=(1-= 3 T 1 1 =1 1 _ot
utu ( hG>(+hG +h(G Gh |
donde hemos despreciado los términos de orden €. Esto implica:

G=aG".

Utilicemos ahora una notacién inspirada en el cambio de coordenadas usual,
ilustrado en la figura (1). Entonces:

ox T=x—0x

y equivalentemente:
T={1-801=t10=(1(1+56)
mientras que para operadores:
X=X-6X=U'XU-= (1—;G>X<l+i;(¥) :X+%(XG—GX) ,
de tal forma que identificamos:

o) =iGl),  &([=—-(lG, (1)

mientas que para los operadores:

1

0X = —[X.G]. (2)



Algunos generadores relevantes son:

Generador de Desplazamiento Espacial : G4 = Pdq,
Generador de Desplazamiento Temporal : Gy =—Hét,
Generador de Desplazamiento Angular : G, = Jw,

donde P y J son los operadores de momento lineal y angular respectivamente,
y H es el operador Hamiltoniano del sistema.

3. Ecuaciones de Movimiento.
Consideremos ahora desplazamientos infinitesimales en el tiempo:
t=1t-—0t, (3)
con la transformacion unitaria asociada:
Usi+ic,=1-Lsim,
h h

donde hemos usado el hecho que G; = —Hdt es el generador de desplazamientos
en el tiempo. Supongamos que nuestro sistema esta descrito por un conjunto de
variables v, (t), con & = 1 ... N. Entonces, ante el cambio (3), las variables se
redefinen siguiendo:

Incrementando los argumentos de ambos lados de (4) por §t obtenemos:
V(T + 0t) = v, (t + 6t)
pero:
Vo (t + 8t) = 04(t),

de tal forma que:
Vo (t) = va(t + dt) .

Desarrollando el lado izquierdo de la dltima ecuacién y despreciando términos
de orden cuadratico o superiores, obtenemos:

d vy (t)

Ba(t) = va(t) + 6t —=

Sin embargo, nosotros sabemos que:
U 0aU = 00(t) = va(t) — dva(t),
con:

ot

Falt) = = [va(t), Gi) = — 5 [valt), H]



siguiendo a (2), de tal forma que obtenemos finalmente:

dva(t) 1
20 _ L (o), H 6)

Podemos generalizar el resultado anterior al considerar una funcién F'(v(t), t)
de las variables v, (t) y el tiempo. Entonces, bajo un desplazamiento temporal
infinitesimal:

U'F(u(t),t)U = F —6F = F(U ' (t)U,t) = F(o(t),t) = F(v(t + 6t), ).
Asi, escribimos:

F(),t) = F <v(t) +6td§it) ,t) = F(v(t),t) +6tz ddito‘%.

- F@@Lﬂ4ﬂ%<dF 8F>,

dt  at

y recordando que F(v(t 4 0t),t) = F(v(t),t) — dF y que:

ot
F=——I[FH
0 ih[’ I
obtenemos: i ) 9
— F = —|[FH ——F
S F(u(t),0) = = [F.H] = o2 F 7)

conocida como la ecuacién de Heisenberg. Dicha ecuacion determina la evolucién
temporal de los operadores.

Consideremos ahora los estados |...,t) determinados completamente por
algunos nuimeros cuanticos dependientes del tiempo. Sabemos por definicién
que:

(ot =(....t <1+;Gt> = (..t =0(... .1,

con: ] )
1 (3
5cvostl = =2 (o t]Ge = 5 (oL H

Escojamos ahora para determinar a los estados (..., t| a un conjunto com-
pleto de operadores dependientes en el tiempo y que conmuten entre si, deno-
tados por v,(t), tales que al tiempo t puedan asigndrseles valores numéricos
especificos, denotados colectivamente por v’. Asi:

(W', tlva(t) = v (v’ 1] .
Usando ahora:

(W t] = (', t|U, Ta(t) = U o () U,



entonces:

(W toa(t) = @ tUU v, (U

= U;<U/’t| ’ (8)

pero sabemos que Ty, (t) = v, (t + dt). Entonces:

(V' tlog (t + 0t) = ) (v, t],
es decir, (v',t] es eigenestado de v, (t + dt), con eigenvalor v/,. Concluimos en-
tonces que:

/\
@\

t] = (', t+ 6t

0
!/ /
W't + &T)t@ ]
= (Wt -6 t|.

Pero:

St = %(v’,ﬂHét.

Concluimos entonces que:

0 ’ o
th<v,t|—<v,t|H, (9)

conocida como la ecuaciéon de Schrodinger. Dicha ecuacion determina la evolu-
cién temporal de los estados.

Escojamos ahora como el conjunto de operadores v,(t) al conjunto de co-
ordenadas g, (t) del sistema. Sabemos que para dichos estados, el generador de
translaciones infinitesimales estd dado por:

Gq = Zpoz 0qa

de tal forma que:

(d] <1 +y %pa 5q£ﬁ> = (¢ +4q"].

Pero: 9
(a'+0q"| = (d| + Y_das5 (I,
@ Qo
asi que finalmente obtenemos:
h 0
" Hpa(t) = = = (qu, 1], 10
(d tpa(t) = 5 5ot (10)



4. Principio de Accion Cuantico.

Consideremos la cantidad {(¢’,t + dt|q¢”,t), que relaciona distintos estados ¢
a tiempos separados infinitesimalmente. Sin embargo, sabemos que:

e = ol (1= G ). p(0.0))

Asi, sustituyendo:

. alg ) = (ot (1t HG(0).000.0)) 0.

Deseamos ahora investigar como la cantidad {(q’,t + dt|¢”,t) varfa cuando
todos los elementos de los que depende son variados infinitesimalmente. Real-
izamos primero la variacién del bra anterior con respecto a sus variables, d4/ +1 4z

0
Sqrivar(d st +dt] = Z£<q/,t+dt|5qa(t+dt)+ (¢t + dt|o(t + dt)

At +dt)
i
- ﬁ<q/, t+dt] Y palt+ dt)dqa(t + dt)
i

h

(¢t + dt|H(t + dt)s(t + dt)
i

= ﬁ<q’, t+ di| <za: Pa(t + dt)qo(t +dt) — H(t + dt)d(t + dt)) ,

donde hemos usado (9) y (10). De manera andloga es posible obtener la variacién
del ket con respecto a sus variables d4 +, teniendo como resultado:

v
Sqr1lq" ) = -7 (Z Pa(t)0qa(t) — H (t)6t> lg”,t) .
(03
Construyendo ahora la variacién ¢’ = 8¢/ 144t + dq ¢ y aplicdndola a (¢, t +
dt|q”,t) obtenemos:
g t+dtlg" . t) = Ograr(d t+dtlg",t) + (d' t + dt|og elg”, 1)
1

= ld.tl (%: Dot + dt)qa(t + dt) — H(t + dt)5(t + dt)

= S al0)00a(0) + FH 03 ) "

= (S e a0 (o )

—{H(t+ dt)o(t + dt) H(t)ét})|q”,t>. (11)



Usando:

_ dpa(t) _ OH
Pa(t +dt) =pa(t) +dt e o(t) —dt .
H(t+dt):H(t)+dtdI§£) H()+dt%—€[,

y sustituyendo en ( ...), en (11), y despreciando los todos los cambios de segundo
orden, obtenemos :

() = ) Apalt+dt)dqa(t) — pa(t)dqa(t)} — {H(t + dt)d(t + dt) — H(t)5t}
= { (g

e

)+ ) ~ o100 )

_ { <H(t) + dt%H) 5(t+ dt) — H(t)at}
- Zpa ){0qa(t +dt) — 6qa(t)} — dtz 5qa(t+ dt)

- {H(t) (5(t + dt) — 1) + dt L5t + dt)} 7

ot
pero:
O(t + dt) — o6t = 5t + édt — ot = ddt,
y:
dts(t + dt) = dtdt + dtddt ~ dtot;
ademas:

dt5qu (t + dt) = dt <5qa(t) +dt aé%z(t)> ~ dtdga(t).

Sustituyendo en los tltimos tres sumandos de (...) obtenemos:

0H

0H
(1) £900(1) = 80 (1)} — D B (t) 5 — — H bt — di -t
Zp ) {040 (t) — 0qa(t)} — Z 4a(t) 5~ o

Ahora, viendo que, por otra parte:
(Zpa ) {0 (t) — au(®)} - dtH(t))
= Zapa ) {da(t +dt) — qa(t)} + Zpa ) {0qa(t + dt) — 8qa ()}

H
—Hédt — t—ét—dtZ—éqa —dty gp palt),



entonces podemos escribir (...) como:

() = ¢ (Zpa@) (gt + dt) — qu(8)) — dtH(t))
D UNCITERUEYNCIERTD SPL N

Pero: 5 5
t H
%) _ 4 ,
ot Opa
de tal forma que al sustituir en (...) las dos ultimas sumatorias se anulan y
finalmente obtenemos:

Q(x(t + dt) - QQ(t) =dt

(..)=4¢ (Zpa {qa(t + dt) — qo(t)} — dtH(t)) : (12)

Hasta este punto hemos variado con ¢’ todo en (¢',t + dt|q”,t) excepto al
Hamiltoniano en si mismo. Introducimos entonces la variacién 6 que cambie
unicamente la forma especifica del Hamiltoniano (variacién dindmica). Aplicdndola
sobre (¢’,t + dt|q”,t) obtenemos:

3"(q' t +dtlq", )

5" (' 1| (1 — %dt H) lq", t)

1
- 7ﬁ<q/7t‘dt61/H|q//at> .

Pero:

(¢, t+dtldts"H|q",t) = (¢, (1 - %dt H) dt§"H|q" ,t)

Q

(¢, t|dt§"H|q" t),

de tal forma que:

§"(q t + dt|q" 1) = _%@Qt +dt|s"tH|g" t) . (13)

Definiendo la variacién total: 6 = §’ + §” se tiene finalmente:

7

6<q/7t+dt|q//7t> = h<q/7t+dt|6Wt,t+dt|qN7t> 5 (14)
donde: J
do
Witrar = dtL(t), L= za:paE —H. (15)



Notamos que el orden en que p, y dq./dt estdn dispuestos en (15) no importa
después de haber hecho la variacién, puesto que dp, y dq, son solo nimeros.

Tomando ahora dos intervalos infinitesimales sucesivos t — ¢+ dt — t + 2dt:
ot 2l 1) = [+ 20t 0+ ).+l ).
Luego, la variacién total es:

6(q',t + 2dt|q" )

T
[ 6 H0Wisaanalat + e+ delg” )

+ [ 2, 4 dt)a(a, + dtOW a0

1
— ﬁ<q/’ t =+ 2dt|5Wt+2dt,t+dt =+ 5Wt+dt,t|q"7 t> .

Luego, concluimos que en general para cualquier intervalo de tiempo finito to —
t1:
i

h<q/’ t1]0Wialq”, ta),

5q,tlg" t) =
con:

Wiy = /tl dt L(t) . (16)

to

A este ultimo resultado se le conoce como principio cudntico de accion.

5. Principio de Accién Estacionario.

La cantidad (¢, ¢ + dt|q”,t) depende solo de los estados iniciales y finales,
y del Hamiltoniano que guia la evolucién de un estado a otro. Entonces, para
un Hamiltoniano dado, la tinica libertad de cambio posible estd en los estados
iniciales y finales, para los cuales escribimos:

{

)
h<ql7t1|G1 ) 6|q/l7t2> = _ﬁG2|q”at2> )

6<q17 tl | -
donde sabemos que G; son operadores Hermiticos construidos de las variables
fisicas del sistema a los tiempos respectivos. Esto nos da:

7

h(q',t1|G1 —Galq", t2) ,

3(q’ s t1lg" t2) =
de lo que concluimos que:
5W12 = Gl — G2 . (17)

Este es el principio de accion estacionario. Nos dice que la variacion infinitesimal
de Wia, que segin (16) depende de todas las variables en todo los valores de
t entre to y t1, depende de hecho tan solo de la variacién entre los puntos



extremos, y es por lo tanto estacionaria con respecto a variaciones en cualquier
tiempo intermedio.

Escribamos (16), con la dependencia en ¢ implicita:

1
Wi = | (Zpadqa Hdt) .
2 «@
Vemos ahora que:

0dga(t) = 0lga(t+dt) —qa(?t)]
0qa(t 4+ dt) — 8qa(t) = ddga(t),

de tal forma que:
0d =ds .

Variando Wia:

oWia

1
/ (Z {6paddqe} — 0H dt — H d6t>
2 «@

1
/ (Z {0padqa — dpadqa} — 0H dt + dH 6t>
2

+/21 d (Zpaéqa - Hét) : (18)

El dltimo término puede integrarse directamente:

1
00qe — Ht | = 00qo — HO
[ (o) (S

EL principio de accién estacionario requiere que la primera integral en (18) se
desvanezca en todo punto intermedio ¢ entre ¢1 y to. Esto implica de (18):

5t+z (dqa a dpa(;qq) .

1

2

Pero, por otra parte:

OH OH OH
5H = 7§t 6 « 6 (% 9
ot +§a:(3paq +8pap)

de tal forma que obtenemos las ecuaciones de movimiento:

dao _OH  dpo _OH  dH _0H
dt  Opa’ dt — 9q.’ dat ot

10



y llegamos finalmente de (18) a:
Wiz =G1 — Gz,

con:

G=> padga —Ht, (19)
evaluado en cada punto extremo.

Ahora, pudimos haber hecho el desarrollo anterior habiendo escogido como
un conjunto de operadores conmutantes entre si al conjunto de operadores de
momento p,, en lugar de los operadores q,. Al hacer esa eleccién, el principio
de accién estacionaria se escribe explicitamente como:

Z’ 1
5, talp” ta) = ﬁ<p/,t1|5 (/ dtLp<t)> p", ta),
2

donde:
dpo

Lp:_ dtqaiH’

el cual se distingue de:

dq
L, :Zpad—:‘—H.

El término con derivada temporal en L, se obtiene de aquel de L, por medio
de la sustitucion:

q — p
p — —q.

6. Aplicaciones

6.1. La Particula Libre.

Como un primer ejemplo, aplicaremos el principio de acciéon cudntico a la
descripcion de la particula libre. E1 Hamiltoniano de dicho sistema es:
»?

H=-"
2M

y se desea calcular la variacién de (¢, t|q”,0). Asi, por el principio de accién
estacionaria:

1

2
(' tp(1)3g’ — poq” — St —1q".0). (20)

6(q',tlq",0) =

11



Las ecuaciones de Heisenberg del sistema son:

0 = 2
) = 0,
con solucién general:
p(t) = A,
q(t) = %t-ﬁ-B,

donde A y B son constantes de integracion. Fijando las condiciones iniciales
q(t =0) =qy p(t =0) = p, obtenemos:

p(t) = p,
gt) = Litg
M b

y de estas soluciones podemos calcular:
iht
) = — .
[a.a(t)] = 77

Ahora, nosotros sabemos que los operadores ¢ y ¢(t) operan sobre sus eigenvec-
tores como:

(¢ tla(t) ={d",tla",  qlg",0) =q"|g",0), (21)
de tal forma que, para calcular (20), debemos expresar a los operadores p y

p(t) en términos de los operadores ¢ y ¢(t) para que puedan actuar sobre sus
eigenvectores correspondientes. Con esto en mente, facilmente se obtiene:

M
p=p(t) = (at)—q) .
Asi, sustituyendo en (20):
St 0) = Ll tp)sd — pog” — 5t lg" 0)
’ ’ [ 2M '

2
_ / S N ]
= (¢, tlp(6q' —0q") 5t2M|q,0>
M
~ o

= 15 ()~ ) 5~ 5")

- (a(t) — q)* 14", 0).

(22)

Al desarrollar el término cuadratico (q(t) — q)2 pondremos siempre al operador
q(t) a la izquierda del operador ¢, para que cada operador acttie directamente
sobre su eigenvector correspondiente, siguiendo a (21). Asf:

(@) —a)® = ) +¢* —alt)g —qqlt)
= () + ¢~ 2a(t)g — i (23)
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Sustituyendo este resultado en §(¢’, t|¢", 0):

i M
5<q/7t|q1/70> = }3<qlvt|

M [, 2 Lt "
5t2t q“(t) +q° — 2q(t)q zﬁM>Iq,0>

(q(t) — q) (6¢" — 6¢")

t
M

(q'—q/')(éq'—éq”)

t
12 12 Vi . "
-9 — ih—

<q +4q qq" —i M)Iq,())

)

M M
_ T OV ) S AN VLG
= h<q,t| ; (" —q")(0¢" —oq") 0t5rs

) M . 1
= s (g @ =0 i () )10
_ / 3% 12 i 1z
— (s (g -0 4 () ) 100,

donde hemos usado:
do(Ly__ 1
dt Ny

Como ¢’ y ¢” son s6lo niimeros, entonces escribimos:

/ 1 o " 1% r_ 2 i
S "0 = ('l 0) (357 (0 "+ ()

6<q/7t‘q//70> M ’ 17\ 2 1
GVELU ISV Y b m(=)) .
PRI A R WV

Integrando ésta tultima ecuacién obtenemos:

ot
(q/ _q//)2 +ih§t|qll,0>

(¢',tld",0) = % ehdt(a—a")" ; (24)

donde C' es una constante de integraciéon que se fija usando la condicién inicial:
<q,7 t|q//a O> = 5((]/ - q//) .
En efecto, si calculamos:

1M 2

c
d(d —d" ',t //’0 _ 7/d LM,
/ (@ —4q")(d,tlq",0) i) e

[2ih o, [omin

vemos que el resultado es independiente de ¢ e igualmente valido para t = 0,
por lo que dicha integral debe de valer 1. Asi:

[ M
¢= 2w ik’

13




y el resultado final es:

il\l(/ 11\2
M i (a-a) 25
omiht (25)

(¢',tlq",0) =

6.2. El Oscilador Armonico.

Como siguiente ejemplo, consideremos el oscilador armonico simple, descrito

por el Hamiltoniano:
1 1
H=_—p°+ -Mw’q*.
2Mp + 9 wq
Las ecuaciones de Heisenberg para dicho sistema son:
dq(t) 1
— —p(t
I 27P®)
dp(?) 2
— = -M t).
i w=q(t)

Desacoplando para ¢(t) encontramos la ecuacion:

i(t) = —wq(t),

de donde se obtienen las soluciones generales:

q(t) = Asin(wt)+ B cos(wt),
p(t) = wM (A cos(wt) — B sin(wt)) .
Fijando las condiciones iniciales ¢(t = 0) = q y p(t = 0) = p obtenemos:
q(t) = q cos(wt)+ ﬁ sin(wt) ,
p(t) = p cos(wt) — Mwq sin(wt),

de donde podemos calcular:

iR
lg,9(t)] = 7 sin(wt).
Deseamos ahora calcular §(¢’, t|q”",0). Por el principio cudntico de accién:

1

5(q',tlq",0) = h<q’,t\p(t)56/ —pdq" — ot H|q",0)
; 1 1
= %<q’7t\p(t)5q’ —pbq" — 6 (ZM;DQ + 2Mw2q2) lg",0)

(26)

Partiendo de la soluciones, expresamos p y p(t) en términos de ¢ y ¢(t), obte-
niendo:

p = Sif\jirjt)(q(t)—qCOS(wt)),
o) = o (o) costen) ).

14



de tal forma que:

2 M?? 2 2
Pr= 5 (4(0) + cos*(wi)g® — cos(wt) (a(t)a +qa(t)))
sin”(wt)
M2w? ih
= W(L:t) <q2 (t) + cos?(wt)g® — cos(wt) <2q(t)q + ﬁ sin(wt)))
M2? ) ) cos(wt)
—s t t -2 t)q(t — ihM
sin?(wt) (q (8) + cos™(wt)g cos(wi)q( )q) ! wsin(wt) ’
de tal forma que, al sustituir en el Hamiltoniano H:
Mw? ihw cos(wt)
H=—""(¢ 2_9 t)q(t - — .
2sin(wt) (q (B)+a = Zeos(wha( )q) 2 sin(wt)

Asi, sustituyendo en (26) y recordando que los operadores y eigenvectores
cumplen:

(¢ tlg(t) = (", tld",  qlgd",0) =q"|q",0),
tenemos:

) Mw
Std . tla". 0 _ 1 It7< ¢ /_//)5/_ (/_ n ”)5”
(d',tlq",0) h<q> Ism(wt) cos(wt)q" — q" ) dq sin(wt) ! cos(wt)q" ) dq

ihw cos(wt
(q/2 _ 2COS(wt)q/qN 4 q//2) ™ ( )) ‘q/l70>

s (M
2sin(wt) 2 sin(wt)
1

Lo te( M
h<q ’t|6<281n(wt)

w
_hl - 1
v sin(wt) ) "0},

de tal forma que obtenemos como resultado:

(cos(wt) (q/z + q//2) _ 2q/q//)

w ? Temen ((q'2+q”2)008(wt)—2 q'q”)

sin(wt)

(d.tlg",0)=C

donde C es una constante de integracion. Notamos que en el limite ¢ — 0

obtenemos:
i M (. 1\2
e%y(q —-q")

(¢,t —0l¢",0) ~

)

SlQ

que es el mismo resultado que se obtuvo para la particula libre. Asi, la constante
de integracion se fija de igual forma que en aquel caso:

M
C =
y el resultado final es:
Mw i Mo (q'2+q”2)Cos(wt)—2q/q”)
! ta". 0) = ﬁQ:.n](wt)( ) 97
(.t 0) \/ 27 ihsin(wt) ¢ (27)
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6.3. Operadores No-Hermiticos.

Consideremos en lugar de describir al oscilador arménico con los operadores
Hermiticos g y p, utilizar algin par de operadores no-Hermiticos. Primero, de-
finamos los operadores de aniquilacién y creacién a y af, dados por:

P E N ot = fMw (&
“Voor 9T ) “Voon \9T )

que cumplen:
[a, aT] =1,

de tal forma que el Hamiltoniano del oscilador armdnico se puede escribir como:
H = hw (aTa + ;) .
Definamos ahora los operadores y y y' por medio de:
y=Vha, y' = Vha',
que en consecuencia cumplen con:

ly,y"] =,

y en términos de los cuales el Hamiltoniano se escribe:

h
Hw(yTerQ) .

Como la relaciéon de conmutacién [y,in] = 4h es andloga a la relacion
[q,p] = ih, entonces debe ser posible usar las Lagrangianas:

3 dy
Ly = ZyTE - H (yvyTat) )
o:
d(iy") T
Lyfzfy dt 7H(y7yat)7
en analogia a las Lagrangianas:
dp
L,=q— —H t
q th (Q7pa ) )
y:
dgq
Lp = _pa - H(Qapvt) .

Igualmente, los generadores infinitesimales son:

Gy = in(Sy,
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y:
Gy = —yd(iy") = —iydy’,
en analogia con:
Gy = qop, Gp = —piq.
el)

Hacemos notar que G, = G),.

Las ecuaciones de Heisenberg para los operadores y y y' son:

o = W =iy,
" dy' i
a - h [WT’ ] = —wyl,
que tienen como solucién:
y(t) =ye ™, i) =y,
donde hemos fijado las condiciones iniciales y(t = 0) =y y y'(t = 0) = 0.

Consideremos utilizar ahora, para la descripcién de los estados | ) del sis-
tema, utilizar como conjunto de operadores conmutantes entre si, no a los op-
eradores ¢ o p como hemos hecho hasta el momento, sino a los operadores y y
y'. En ese caso, los vectores de estado se escriben:

ly,t),

con adjunto:

(',
puesto que y es no-Hermitico. De igual forma, los operadores actian sobre sus
eigenvectores como:

Witlyt) = Whty™,  yly,t) =yt

y sus variaciones infinitesimales son:

1 T,
oly'st) = =3 Gyly" 1) = =3 (' ()3y) Iy, 1) ,
y la correspondiente expresion adjunta:
i

, i i _

Podemos utilizar ahora el principio de accién cudntico para calcular la
variacién de la cantidad (y'T,t|y”,t). Explicitamente tenemos entonces:

i

S0 = LG, — Gyl 0)
= ﬁ<y”7 t| —iy(t)oy'" —iytoy” — ot H(y,y")|y",0)
; h
= %W,t\ —iy(t)oy't — iy'sy" — ot {w <yTy + 2) } ly",0).
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De las soluciones para y(t) v yf(¢) tenemos y' = 3 (t)e=*. Sustituyendo esto
y la solucién y(t) en la variacién de (y'f,t|y”,0):

%@/T, t] —iye oyt — iyt (t)e sy

—at e (st 4 ) oo

; ; ; h
_ %<y/T,t‘ — iy e~ wtay't — iytem sy — ot {w (y’Ty”e_Wt + 2)} Iy, 0)

3yt tly",0) =

= %(y’ﬁt\tg <iy’Tei“’ty” - h;t> ly”,0),

i wwt
= (YT t]y",0)0 (y”e iyl — 2) ,

donde en la segunda igualdad hemos hecho operar los operadores sobre sus
eigenvectores. El resultado es entonces:

1t e—iwt 11 dwt }

(T tly",0) = ety vooor (28)
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Capitulo 5
Oscilador Armoénico Modificado

1. Introduccion

En esta secciéon haremos una modificacién compleja a la funcién Lagrangiana
del oscilador arménico simple. Esto llevard a la introduccién de momentos
canonicos complejos a nivel clasico y de operadores de momento no-Hermiticos
a nivel cudntico. Estos operadores no-Hermiticos estardn relacionados a oper-
adores Hermiticos por medio de una transformacién no-unitaria, la cual in-
ducird a su vez un cambio en el producto interno del sistema a través de la
funcion de medida. Finalmente se utilizara el principio de accién cuantico para
calcular el propagador del sistema en términos de los operadores no-Hermiticos.
El manejo de operadores no-Hermiticos y la introduccién del concepto de me-
dida seran importantes al momento de realizar la cuantizacién del oscilador de
Pais-Uhlenbeck en el capitulo siguiente.

2. Oscilador Armonico Modificado.

Consideremos la siguiente modificacién a la funcién Lagrangiana del Os-
cilador Arménico Simple Unidimensional, L :

. dF (q)

. dF
Ly = Lo —ie at (9)

_dE_a
2 2 dt ’

donde F(gq) es una funcién real, continua e integrable de la coordenada gq,
y € es un parametro real. Notamos que la diferencia entre ambas funciones
Lagrangianas es una derivada total en el tiempo:

 dF
Lo — L]w = 1€ diq) s

de tal forma que ambas Lagrangianas son equivalentes en el sentido de que nos
darén las mismas ecuaciones de movimiento. Desarrollando la derivada total de
la funcién F', escribimos:

22 2
LMZ%—%—'GQF/(Q% (1)
donde, por supuesto, F''(q) = %gq). La ecuaciéon de movimiento de este sistema
es:
d (0L OLy ..
J— —_——_— = = 0’ 2
at ( 94 ) ag 111 @



con solucién general:
q(t) = Cre ™ + Cye™

donde C}; son constantes de integracién. A partir de la funcién Lagrangiana Ly,
el momento candnico es:

p=—F—=q¢—icF'(q), (3)
de tal forma que la funcién Hamiltoniana correspondiente estd dada por:

Hwm(¢:p) = pd—Lum(q,p)
2 2
T S . /
con paréntesis de Poisson:
{e.p} =1.

Notamos que el momento canénico p definido por (??) es una cantidad compleja
debido al término ieF’(q).

Denotando ahora como P al momento candnico correspondiente al oscilador
arménico simple (e — 0):
P=q,
entonces el momento canénico (?77) del sistema modificado se escribe como:

p=P—icF'(q), (5)

y la funcién Hamiltoniana Hjy; en términos de ¢ y P es simplemente:
1
HM(Q7P):§(P2+C]2) ) (6)

es decir, la Hamiltoniana del oscilador armoénico no modificado, con el paréntesis
de Poisson:

{g, P} =1.

Cuando expresemos a la funcién Hamiltoniana Hj; en términos de ¢ y P, nos
referiremos a ella como Hy. Es decir:

Hy (g, P) = Ho .
Hacemos notar que la transformacién:
q=q, p=P—icF'(q), (7)

que relaciona las Hamiltonianas Hjps(g,p) v Ho(g, P) es una transformacién
candnica con coeficientes complejos.



3. Cuantizacion.

A continuacién cuantizaremos el sistema partiendo de la funcién Hamilto-
niana (?7?). Por simplicidad, tomaremos unidades donde h = 1. El operador
Hamiltoniano correspondiente seré;

9 9 .
g =5+ L - 2P0+ 5 (5.7} Q

con:
lg,p] =1, (9)

0, equivalentemente:

Ho(q,P) = % (P2 + QQ) : (10)

con:
lg, Pl =1, (11)

y donde en (??) para lidiar con cualquier problema relacionado con el orde-
namiento entre operadores, hemos escogido realizar la sustitucién a nivel cuanti-
co:

1 (. -
pF(a) =5 {p, F’(q)} ,
donde {, } es el anticonmutador entre dos operadores.

Para resolver la ecuacién de Schrédinger estacionaria:

Huyl) = Ely)

es necesario determinar qué realizaciones como operadores tendran las variables
canonicas ¢ y p. Como deseamos resolver dicha ecuacién en la representacién de
coordenadas:

(qlv)y =v¥(q),

entonces €SCOogemaos:
i=q. (12)

Ahora, veamos el Hamiltoniano He (g, P) mostrado en (??). Es claro que dicho
operador serd Hermitico en tanto que g y P lo sean. Asi, realizaremos la cuan-
tizacion del sistema en un espacio de Hilbert con un producto interno donde se
cumpla:

P =P qJr =q.

De esta forma, al fijar a los operadores ¢ y P como operadores Hermiticos,
hemos determinado las condiciones de realidad de nuestro problema. Notemos
que al fijar dichas condiciones de realidad, dotamos a los operadores q y P
de la propiedad de Hermiticidad mientras que sacrificamos la Hermiticidad del
operador p. En efecto, si P es Hermitico, entonces se sigue de (77?):

pl = PT +ieF'(q) = P +ieF'(q).



Pl =p+2ieF'(q). (13)

Como realizacién para el operador p escogemos la realizacion usual para el
operador de momento:

.d
p= _’Ldiq ’ (14)

lo cual determina la realizacién para el operador P, siguiendo (??), como:
P 4 +ie F'(q) (15)
= —i— +ie .
dq ¢

Ahora, podemos observar que la realizacién para p (?7?) es Hermitica en el
producto interno usual o producto de Dirac {, )pi:

(v, P)pir = /dq (Pv(q)” ¢(q) = /dq v (@)pola) = (. pd)pir,  (16)

mientras que la realizacién para P (??) no lo es. Sin embargo, hemos dicho que
deseamos cuantizar el sistema en un producto interno donde P sea Hermitico.
Denotaremos dicho producto como producto-u, (, ), para distinguirlo del pro-
ducto de Dirac, y lo definimos de manera general como:

<¢wH:/mmmmmwww, (17)

donde p, llamada la medida del producto, puede ser una funcién tanto de las
coordenadas como de los momentos, pero donde hemos supuesto (como resul-
tard ser en nuestro caso particular) que es sélo funcién de g. Asi, el operador P,
siendo Hermitico debe cumplir :

(P, ), :/dq (P(a))* pla)v(a) = /dqcb*(Q)u(Q)Pw(q) = (6, P),. (18)
y siguiendo (?7) el operador p debe cumplir:

(P, V) = (8, (p + 2ieF" () ¥)u - (19)

A partir de esta ultima ecuacién es posible determinar la medida u. En efecto,
usando la realizacién (??) y la definicién del producto-p (??) tenemos:

(P, ) = /dq (—i¢'(q))" u(q)v(q) i/dq " (@) u(q)b(q)

_ 4/@w@%m@wm,

donde para pasar al iltimo renglén hemos integrado por partes y despreciado
el término de borde. Suponemos que p(q) es de la forma:

w(q) = e |



de tal forma que queda por determinar la funcién g(g). Sustituyendo:
i ()L —— ()L (9@
i [door @) vty = =i [door @ (7 Vu)
— i [ 6@ (@) + g (a0l
d
— [wsw (-ig - id@) vl

= /dq ¢*(q) (p—ig(q) ¥(q) €9
= (¢, (p—i9(0)V)p-

Recordando que p debe cumplir (??) identificamos:

9(q) = —2¢F(q),

de tal forma que la medida p(q) es en este caso:
u(g) = e 2D, (20)

y el producto interno es:

(6.0, = / dg 6" (q)e2F@(g) . (21)

En efecto, se puede demostrar facilmente que usando esta medida se cumple la
condicién de Hermiticidad para P (77).

Ahora procedemos a resolver la ecuacién de Schrodinger en la representacion
de coordenadas ¥(q) = (g|v):

Huyb(q) = Ed(q) - (22)

Siguiendo la realizacién (??) la ecuacién de eigenvalores (?77?) se traduce en la
siguiente ecuacién diferencial para 1(q):

5 W@+ F ()Y ()45 (¢~ @F () + F(0) wla) = Bo(a), (23)
0, equivalentemente :

V'(q) = 2¢F'(q)¢'(q) — (¢ —€F ' ?(q) + e F"(q) —2E) ¢(q) =0. (24)

Dicha ecuacién puede ser escrita como:

V' (q) + A()¥' (¢) + B(q)v(q) =0, (25)

con:

A(q)=-2¢F'(q), B(qQ)=-¢+€F'*(q)—eF"(q) +2E.



De manera general, cuando A(¢) es una funcién continua e integrable en
q € (—00,00) siempre podremos manipular las ecuaciones del tipo (??) para
obtener ecuaciones diferenciales equivalentes sin términos en primeras derivadas:
en efecto, basta proponer la siguiente forma especifica para la funcién (q):

w<q>—exp{—/0qd/‘<;)}¢<q>,

de tal forma que, al sustituir en (??) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

para ¢(q): , ,
¢"(q) + {B(q) - A4(q) - AQ@) } ¢(g) =0.

Asi, en nuestro caso particular proponemos la siguiente forma especifica para

la funcién de onda ¥(q):
v =eo{- [‘a22 o) = ew{e ["arifo)
= exp{eF(q);o(q),

donde hemos supuesto por simplicidad que F(0) = 0. Asf, al sustituir en (?7)
obtenemos:

0"(q) +{—a*+2E} 6(q) =0. (26)

o0, reacomodando términos :

1 q?
—59"(a) + 5 6(9) = Eé(q). (27)
La ecuacién de eigenvalores (?7) es la correspondiente a un oscilador arménico
con masa y frecuencia igual a uno. Sus soluciones regulares en ¢ € (—00,00)
estan dadas por:

dn(q) =€ 2" Hy(q),

donde H,( ¢) es el n-ésimo polinomio de Hermite. De igual forma (??) determina
el espectro de energia, el cual estd dado por:

1
En:n—|—§, n=0,1,2...00 (28)

De esta forma, la solucién a la ecuacién de eigenvalores original (?7) resulta
ser:

balg) = el TO3C) 1 (g), (29)

con espectro de energia (??7). Notamos que las soluciones (??) no tienen una
norma bien definida en el producto de Dirac. En efecto, dicha norma, dada por:

<'¢}nv¢n>Dir = /dq €(2€F(q)_q2)H’l’2L(q) ’



no serd convergente para todas las funciones F(q) y los valores del pardmetro
€. En cambio, utilizando el producto natural del sistema tenemos:

(s Y = / dg 1(q) V5()n(d) = / dg ¢ ?F@ CF@O-C) (o) H, (q)
= [ dae " B (o) =12,

es decir, las eigenfunciones son ortogonales y normalizables a 1 sin importar la
forma particular de F(q) o el valor de e.

4. La Transformacion Cuantica a Partir de la
Transformacion Clasica.

Tomemos las dos funciones Hamiltonianas:

H — ]i f 71 2F/2 - F/
m(g,p) = 5t 5 3¢ (q) +iep F'(q),
1
HO(q,P) = 5 (P2 +q2) ) (30)

relacionadas por la transformacién canénica compleja (?7):
g=q, P=p+ieF'(q),

como se ha dicho al final de la seccién 5.2. Deseamos ahora construir la trans-
formacién cudntica correspondiente partiendo de la transformacién candnica
clasica. Dicha transformacién entre operadores debe tener la forma:

q=T.qT", P=T.pT, ' =p+ieF'(q), (31)

donde T, es el operador que efectia la transformacién canénica. Dado que el
operador ¢ es invariante ante la transformacién, entonces eso indica que T,
debe depender unicamente de la posicién. Para determinar completamente a T,
notamos que en el limite € — 0 el operador 7T, debe ser igual a la identidad:

P=Typly ' =p.

Esto nos lleva a considerar que, cuando el pardmetro € es una cantidad infinites-
imal Je, el operador Ty, debe diferir infinitesimalmente de la identidad, tomando
la formas:

Tsc =1+ 5eG(q),

donde G(q) es un operador a determinar. El correspondiente inverso lo escribi-
mos como:

Ts5.' =1 —6¢G(q).



En efecto, desechando términos de segundo o mayor orden en de obtenemos:

T5cTy' = (1+0eG(q)) (1 —deG(q))
= 1+43deG(q) —0eG(q) = 1.

Aplicando la transformacién infinitesimal a el operador p siguiendo (?7?) obten-
€mos:

P=TspT;' = (1+06eG(q))p(1—5eG(q))
= p—0epG(q) +deG(q) p
= p—delp,G(q)]

p+ideG'(q),

donde hemos utilizado:
[p.G(q)] = —iG'(q) -

Sin embargo, nosotros sabemos que, ante el cambio infinitesimal de, el operador
P es:
P =p+ideF'(q),

asi que, comparando ambas expresiones para P, identificamos:

de tal forma que la transformacién infinitesimal Ty, es:
Tse = 1+56F(q).

La transformacién T, correspondiente a un valor finito € puede ser construida
aplicando n transformaciones infinitesimales T, sucesivas, de tal forma que sea
posible escribir € = n de, con n suficientemente grande. Asi:

T. = (Ts)" = (1+0eF(q)"
(1+%F@D :

Tomando el limite n — oo y usando:

lim (14 2)" =7,
n

n—oo
obtenemos finalmente:

T, = e F(a) , Te_l — e—¢F(@)

Asi, las transformaciones candnicas (?7?) entre momentos se escriben entonces:

P = eF@pe—<Fla)

e inversamente:
p= e~ (@) p peF(a)



Efectivamente, utilizando el lema de Hadamard:

Ve X = [ ]+ o [ [E ] (32)

y las relaciones de conmutacién (?7) y (??) podemos comprobar que:

eF@pe=<F@ = pyieF'(q)=P,
e~ F@pect@  — P _jeF'(q) =p. (33)
Notamos el hecho importante de que el operador T, es no-unitario, sino de
hecho Hermitico:
T =T,
debido a que la transformacion candnica clasica correspondiente es compleja.
En efecto, partiendo de una transformacion unitaria cualquiera, digamos:

U = (@ ,

donde ~y(g) es una funcién real, entonces es imposible obtener una transforma-
cién compleja, como se ve de:

UpUT _ 6i’y(q)pe*i’7(Q) =p—(q).
Ahora, usando la Hermiticidad de T, tenemos:

Pt = (TopT- )
) ! 7
lpT

(
(

= T

€

Pero P es a su vez Hermitica. Tenemos entonces la ecuacién:
-1 -1
T T, =T.pT .

Multiplicando por T, desde la izquierda, y por 7. ! desde la derecha, y usando
T.,T., =T, +¢,, Obtenemos:

pl = T.TpT ‘Tt
= T2ep T2_51
= p+2ieF(q),

que es la ecuacién (?7) obtenida antes. Hacemos notar que el hecho de que los
operadores (¢q,p) y (g, P) estén relacionados por medio de una transformacién
no-unitaria induce una modificacién en el producto interno del sistema dada por
la funcién de medida p descrita en la secciéon anterior.



5. Caso Particular.

Consideremos ahora el caso concreto donde:

Flg) = - (34)

Entonces, con ésta funcién particular, reescribimos los operadores Hamiltoni-
anos Hy v He:

1 1 i€
Hu(g,p) = 07 +5(1-€)¢" + 5 {p.q},
2 2 2
1
Ho(q,P) = §(P2+q2)a
(35)
donde las transformaciones canénicas entre momentos son:
p = e=ca’/2p ecd®/2 — p —ieq,
P = ee”"z/Qpe_E""z/2 =p+ieq.
(36)
La medida (??) del producto interno es en este caso particular:
p(g) =e 0, (37)
mientras que el producto interno (??) es:
@)= [ doe T oata). (39)
Ademas, las eigenfunciones del Hamiltoniano Hp; son:
C1(1—e)g?
Ynlq) = e 29T H,(q) (39)

Hasta este punto, hemos introducido en nuestro desarrollo a tres operadores,
q, P y p, donde por nuestras condiciones de realidad solo los dos primeros son
Hermiticos, como se ve de:

q q,
pt = P,
pl = p+2ieq.

(40)

Consideremos ahora la familia de eigenvectores de cada uno de los operadores
mencionados: |¢’), |P') v |[p’) respectivamente, donde ¢’, P’ y p’ son ciertos
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valores numéricos con los que estos vectores pueden ser etiquetados. Tenemos
entonces, por definicion:

add) = dld),
PPy = PP,
plp’) = P,
(41)
mientras que las relaciones conjugadas Hermiticas correspondientes son:
(dla = d(d].
(P'lp = PYP,
P*pt = ™"
(42)

Notemos que en ésta tultima relacién, dado que el operador p es no-Hermitico,
el conjugado Hermitico de su eigenvector |p’) es (p’*|, donde p'* es el complejo
conjugado del niimero p’. Ahora, hagamos una comparacioén entre los operadores
de momento Py p. Sabemos que la Hermiticidad del operador P garantiza que
su familia de eigenvectores formen una base tanto ortogonal:

P'|P"y=5(P' = P"), (43)

como completa, donde las relaciones de completez son:

/dP IP)(P|=1. (44)

Lo mismo no puede ser dicho acerca de la base |p’). En efecto, podemos utilizar el
principio de accién cudntico para calcular (p"*|p”), donde ambos vectores estan
al mismo tiempo. Calculamos primero la variacién total de dicha cantidad:

o(p™Ip") = i{p" |Gy — Gplp")
donde los generadores son:
Gpr = —qop*,  Gp=—qdp,

de tal forma que:

(™ p"y = i(p™| — qdp™ + qop”[p")
i(p"™|q (6p" — 6p™) [p") .

Pero, de (77?):



Sustituyendo:

* - * 7; *
s ") = ilg, (p—p") (69" — 6p™) |p")
{ * *
% (" —p"™) (6p" — 6p™) [p")

— Z<p/ |(5 {46 (p// _p/ )2} ‘p//>
* 1 *
= {0 -

/*|

= i(p

e integrando obtenemos:

2

W) = Cemw (45)
donde C' es una constante de integracién. Si hacemos tender p’* — p”*, entonces:

/% ZEIWNZ _L<p//_p//*)2
(" —=p"Pp") = Ce i
= C e% Inl(P,)2 , (46)

donde hemos usado: p’ — p™* = 2iIm(p’). Es claro entonces que no es posible
obtener una delta de Dirac como en el caso (?77?), y la razén es que, mientras
que en el mencionado caso P’ estaba restringido sobre el eje real, en este caso p’
puede tomar cualquier valor complejo. En efecto, como se ve de (?7), la medida
de la ortogonalidad de la base |p’) es la parte imaginaria del eigenvalor p’. Esta
falta de restricciones sobre los eigenvalores y eigenvectores del operador p hacen
que la familia |p’) formen una base sobrecompleta. Asi, un vector cualquiera
puede ser expandido en términos de dicha familia de infinitas maneras diferentes.
El mismo hecho de que los eigenvectores tomen valores sobre todos los niimeros
complejos, hace que la relacién de completez andloga a las relaciones (77) se
deba escribir de manera general como:

/@@@MWﬂ (47)

donde p(p) es una funcién de medida escrita en términos de p, y donde la integral
corre sobre todo el plano complejo de p:

[ dnte) = [ dretp)dim(o) p(Re(p), 1n(p)

Sin embargo, dicha funcién de medida no es arbitraria: estd determinada
por la relacién canénica que existe entre los operadores p y P. En particular, la
relacién (?7?) debe de respetar la relacién de ortogonalidad para la base | P):

PP = [ dut) (Pl P =8 (P - P (49)
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Es claro que si desedramos describir nuestro sistema en términos de la familia
|p), v si deseamos ademads que dicha descripcién sea equivalente a la descripcién
en términos de la base |P), entonces es necesario determinar la medida p(p)
para poder construir el producto interno apropiado y poder obtener asi valores
de expectacién como en toda teoria fisica. Para obtener la medida en este caso
particular, calculamos primero la cantidad (P’|p”) por medio del principio de
accién de Schwinger. Asi, empezamos por tomar la variacién total de dicha
cantidad:
O(P'Ip") = i(P|Gp — Gplp"),

donde:
Gp=—¢iP, G, =—qdp.

Sustituyendo:

5<Pl|p//> Z<Pl‘_q5P/+q6pI/|p//>
— /L<P/‘q(5p//_6pl>|p//>
Pero nosotros sabemos de (?7):
]
q=-(p—P).
€
Sustituyendo obtenemos:
) 1
o(Pp") = iP'-(p = P)(op" = 5P") [p")
= WP = P (p = 6P') ")
€
?
— (P15 =" — P2 1"
P { 5o - P2 )
1
= o{g - PR,
Finalmente, integrando obtenemos:
(P|p") = Cem 2=,

donde C es una constante de integracién a determinar. Recordando que al tomar
el limite ¢ — 0 se tiene p — P, entonces se debe cumplir:

lim (P'|p") = (P/|[P") = 6 (P' ~ P") |
lo cual quiere decir:
lim (P'|p") ~ lfg(l)ce*i(f”*?”)z —5(P —P").
Recordando que una definicién de la funcién delta es:

2
ez/a’

0(z) = lim

a—0 /T a
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entonces C debe fijarse como:

de tal forma que:
1

1 _ o1 ply2
(Pp) = o= e %01, (49)

V2me

mientras que su conjugado Hermitico debe ser:

0" |P) = o e RO, (50
TE

Partamos ahora de la relacién de ortogonalidad:
(P'|Py=6(P —P).

Insertando la relacién de completez (??) y usando (??) y (??) obtenemos:

(P'|P)

/ du(p) (P'|p) (" |P)

1 / *
(27“> /du(p) ¢~ 3 (P=P') =S (0"~ P)?
( : >/d“(p) o~ 3: (PP+p" 2 —2pP' —2p" P+-P*+P"?)

2me

Descomponemos ahora al nimero p en su parte real e imaginaria. Definiendo
por simplicidad z = Re(p) y y = Im(p), entonces:

= z+iy,
P = x—iy,

dp(p) = dx dy p(z,y) -

Sustituyendo en la integral obtenemos, en breve:

( 1 )/d“(p) o~ e (PP +p" 2 —2pP' ~2p" P+ P? 4+ P'?)

(P'|P)

2me

(55 ) [ drdyntia.g) e G224 ot p) (5707
TE

Viendo la integral sobre y tinicamente, encontramos que hay un término diver-
gente:
/dy eV’ /e, (51)
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de tal forma que, para hacer convergente la integral, se propone la siguiente
medida:

2
p(p) = Ce v /c,

donde C, es una constante a determinar. Claramente, dicha proposicién para
la medida neutraliza el término divergente (?7), de tal forma que obtenemos:

(P'|P) = (207;6) / d dy e~ ¢ (7" =o(P+P)) o= tu(P=F) = 3: (P +P7)
La integral sobre y puede ser llevada a cabo, dando una funcién Delta:
/dy e cv(P=P') = (2me) 6 (P — P') .
Sustituyendo en el resto de la integral:

(P'|P)

G [ e 4P 7
_ ¢, / dz e (5=2P+P*) 5 (p _ p)

= C’M/dx e @R (p - Pl

= C,/red(P—P'),

de tal forma que debemos fijar:

1
C,=—=,
o /me
y obtenemos finalmente:
1u(p) = 1 eV e — 1 e Im(p)? /e
Te me ’
0, en términos de p y p*:
L pp)2/ae
wp) = 7=e""" : (52)

N

Teniendo en cuenta la relacién entre operadores:
2
(p—p')" = —4e?¢%,

que se obtiene a partir de (??), podemos ver que la medida (??) es en realidad
la medida (??) escrita en término de p y p'.

15



6. Principio de Accion de Cuantico y el Propa-
gador.

Planteamos ahora el problema en la representacién de Heisenberg, de tal
forma que escribimos las relaciones (?7?) y (??) como:

q@)ld';ty = dld,t),

P(t)|P',t) = P'|P't),

p)p’,ty = plp'.t), (53)
y:

(¢, tlg(t) = (.1,

(P t|P(t) = P'{P,t,

P tptt) = p*.t. (54)

Apliquemos ahora el principio de accién de Schwinger para calcular el propa-
gador {¢",t|¢’,0). Deseamos partir del Hamiltoniano Hj;, de tal forma que nue-
stro célculo se desarrolle en términos del conjunto no-Hermitico {g,p}. Asi, por
el principio de accién cudntico:

5(q",tlg’,0) = i(q", tIp(t)dq" — pdq’ — Huétlq',0), (55)
donde denotaremos por simplicidad ¢(t = 0) = 0 y p(t = 0) = p. Para poder

aplicar las relaciones (??) y (?77?) y realizar el célculo del propagador, debemos
entonces expresar a p(t), p y Hps en términos de ¢(t) y ¢. Recordando:

1 1 i€
Hy = -p* + 5(1 — ) + 5{177 q}-

2
Entonces, las ecuaciones de Heisenberg para q y p, siguiendo O=—i [0, H ],
son:
q(t) = p(t) +ieq(t),
pt) = —(1—€)q(t) —iep(t). (56)

Desacoplando la ecuacién para ¢(t) obtenemos:

con solucién general:

q(t) = A cos(t) + B sin(t) , (57)

mientras que para p(t) se obtiene:

p(t) = (B —ieA) cos(t) + (—ieB — A) sin(t) . (58)
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Fijando las condiciones iniciales ¢(t = 0) = ¢ y finales ¢(t) resolvemos para
Ay B, obteniendo:

1
sin(t)

A=gq, B= (q(t) — qeos(t)) (59)

de tal forma que p(t) y p se escriben, después de un pequeiio cdlculo, como:

b= sinl(t) (=(ie sin(t) + cos(t))g + a(t)) , (60)
b = sinl(t) (=g + (—ie sin(t) + cos(t))q(t)) , (61)

Ahora, usando (??) y (??) podemos escribir el Hamiltoniano Hy; en térmi-
nos de ¢ y ¢(t). Sin embargo, como dicho Hamiltoniano estd compuesto por
términos cuadraticos, desearemos colocar el operador ¢(t) siempre a la izquier-
da del operador ¢ para que cada operador pueda actuar directamente sobre su
bra o ket correspondiente. Para hacer esto, necesitamos conocer el conmuta-
dor entre ambos operadores: [g,¢(t)]. Dicho conmutador se obtiene fécilmente
usando (??) y su relacién de conmutacién con g:

0] = | gy (~(ie sin(t) + cos(t))a + g(1)
= el =i,
es decir:
[4.q(0)] = i sin(t), (62)

de tal forma que, en breve, Hj; se escribe como:

Hyg = oo (6 4+ °(0) = 2 cos(talt)e) 5 5

De esta forma, haciendo actuar los operadores sobre los bras y kets corre-
spondientes segun (7?) y (?7):

qlg”, 0y = ¢"|¢",0), (q,tlq(t) = (¢, tlq’,

17



obtenemos finalmente:

1
sin(t)

6(d', tlq", 0) = i{d’, tl{{ (cos(t)g' —q") — ieq'} 5q'
+ {sinl(t)(cos(t)q” o q/) + ieq”} 5q"
{2 blnz(t ((] +q ( ) -2 COS(t)q(t)q) — ;:lojg)) } (5t}|q”70>

q// tlé{ 2 q + q//2) COS(t) _ Qq/q//) _ E(q/Q _ q//2)
1

~iln < L (t)> }|q" 0). (64)

donde se usé:
d I 1 _ c9s(t) .
dt sin(t) sin(t)

Integrando (??) obtenemos finalmente:

1 Z 2 112 / 1 12 112
(d',tl¢",0) = o o) exp{2 D) {(q’ +q"%) cos(t) — }} eXp{2(q —q )} .
(65)

Deseamos ahora calcular, usando el mismo procedimiento, la cantidad (p’*, t|p”, 0).
Usando el principio de accién cudntico calculamos primero:

S(p"™, tp",0) = (™, t| {—q(t)op”™ + qop"” — Hp6t} |p”,0), (66)

donde, recordamos:

plp”,0) =p"[p", 0y, (. tp'(t) = (™, tp™. (67)

De nuevo, para calcular (??) es entonces necesario expresar a q, q(t) y Hpy
en términos de p y p'(t). Recordando la tltima de las relaciones (?7?), valida
para todo tiempo:

p' = p+ 2ieq,
entonces, a partir de (??) y (??) obtenemos la solucién general para p':
p'(t) = (B +ieA) cos(t) + (ieB — A)sin(t) . (68)
fijando las condiciones iniciales y finales p(t = 0) = p y p'(¢) resolvemos para A
y B, obteniendo:

1 . .
4= ((e2 + 1) sin(t) — 2iecos(t)) ((cos(t) +desin(t)) p — pT(tD ) (69)
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. i € COS — i€
b= ((€2 + 1) sin(t) — 2iecos(t)) ((sin(t) — decos(t)) p pT(t)) : (70)

de tal forma que ¢ y ¢(t) se escriben, después de un pequeno célculo, como:

1

cos 1€ sin —pl
(@7 1) sm(t) — 2ie con) (O Fiesin®p—pi®) - (T1)

q:

00) = TS g ey (s + e sin@)p'(0) . (72

De nuevo, para calcular Hy; en términos de p y pf(t) y colocar siempre p'
a la izquierda de p para que cada operador pueda actuar directamente sobre
su bra o ket correspondiente, es necesario calcular el conmutador entre ambos
operadores: [p7pT(t)]. Esto se consigue facilmente a partir de la relacién de
conmutacion entre ¢ y p y utilizando (??):

1
((€? + 1) sin(t) — 2ie cos(t))

] = — [p.p'(t)] = —i,

es decir:
[p,p'(t)] =i ((€% + 1) sin(t) — 2iecos(t)) . (73)
Con estos resultados, podemos llegar a la expresién deseada para Hj;:

_ 1 e
Har = 2 ((€2 + 1) sin(t) — 2ie cos(t))? {<1 )~ +p"7 (1))

i ((€% +1) cos(t) + 2ie sin(t))
2 ((e2 4 1) sin(t) — 2ie cos(t)) ’
(74)

—2 (€2 + 1) cos(t) + 2ie sin(t)) pT(t)p} -

de tal forma que, haciendo actuar los operadores p y p'(t) segiin (?7), (?7) se
escribe explicitamente como:

1
((e2 4 1) sin(t) — 2ie cos

o1yl 0) = 1" 1§
+ ((cos(t) + ie sin(t)p” — ") 3" }

_( 2((@+1) sm(l) i o) {1 @) 4572 =2 + 1) cos(t)

( €2 4+ 1) cos(t) + 2ie Sin(t)) 1
((€2 + 1) sin(t) + 2ie cos(t)) >5t}|p 0

ol {(cos(t) + iesin(t))p™ — p") op"

+2ie sin(t))p’*p"} - %

/% 1
= (p ,t|5{ 2 ((e2 4 1) sin(t) — 2ie cos(t))

/1. /% 1

2P } i <\/(e2 + 1) sin(t) — 2ie cos(t)) }|p//70> ’
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e integrando obtenemos finalmente:
C
\/(62 + 1) sin(t) — 2ie cos(t)
exp { i ((cos(t) +ie sin(t))(p"™* + p"*) — 2p"p") }

(™, tp",0) =

2 ((e2 + 1) sin(t) — 2ie cos(t))

(75)

donde C es una constante de normalizacién. En el limite ¢ — 0 tenemos:

(p"™,t — 0[p",0) ZC\/—ﬁ exp{—zk(p”—p’ )2} :

Ahora, recordamos que en el limite ¢ — 0 se debe cumplir que las cantidades
complejas p se vuelven reales:

lim p* =
Jmp p,

dado que, por (?7?), en ese limite p es igual a P, una cantidad que siempre es
real. Asi, en el limite doble t — 0 y € — 0 se debe cumplir:

h’n’%)(p/*,t — O|p//,0> — 5 (p/ _pll) ,

es decir:
ltm Cy [~ —— exp —i(p” —p)? =60 -p")
e—0 2i€ 4e '
Asi, recordando que una definicién de la funcién delta es:
0(z) = lim e_xz/“,
a—0/TTa

fijamos la constante de integraciéon C' como:
1
ook
y el propagador se escribe finalmente como:
1 1
V2ri /(€2 + 1) sin(t) — 2ie cos(t)

i ((cos(t) +ie sin(t)) (p" > + p") — 2p"p")
P13 (€ + 1) sin(t) — 2ie cos(t))

C =

<p/*,t|p//70> _

(76)

Finalmente, hay una forma de relacionar el propagador (p"*,ts|p”, 1) con el
propagador usual (P’ t5| P, t1). En efecto, basta aplicar la relacién de completez
para la base | P, t):

/dP|P, (Pt =1,
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y los elementos de (?7):

Py’ — e—i(p”fP’)z.
Asi:
(", talp” t1) = /dpdpl (0" tal P’ to) (P’ ta| Pt1) (P ta[p” 1)
1 1 1% pr\2 "_ 2
= T/deP'e 215{(1) P)+(p P)}<Plat2|P7tl>7
e

(77)

de tal forma que la dindmica descrita en términos de la base usual |P,t) es
equivalente a la dindmica descrita en términos de la base |p,t), relacionada a
operadores no-Hermiticos.

Como un breve sumario de esta seccién, podemos decir que hemos intro-
ducido el uso de operadores no-Hermiticos al estudio del oscilador arménico
simple. Estos operadores no-Hermiticos pueden ser relacionados a operadores
Hermiticos usuales por medio de una transformacién candénica compleja a nivel
clésico, o de una transformacién no-unitaria a nivel cudntico. Dicha transforma-
cién unitaria modifica las relaciones de completez de la base de eigenfunciones de
los operadores no-Hermiticos y el producto interno del sistema. De manera par-
ticular, dicha modificacién al producto interno permite que las eigenfunciones
del sistema tengan normas bien definidas. Finalmente, usando el principio de
accion de Schwinger se puede describir la dindmica del sistema en términos de
la base de eigenfunciones no-Hermiticas y se demostré que dicha descripcion es
equivalente a la descripcién usual en términos de eigenfunciones comunes.
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Capitulo 6
Cuantizacion del Oscilador de Pais-Uhlenbeck

1. Introduccion

En este capitulo analizaremos uno de los sistemas con derivadas superiores
mas conocidos y estudiados: el oscilador de Pais-Uhlenbeck. Primero planteare-
mos el problema desde una perspectiva cldsica, destacando sus propiedades prin-
cipales y soluciones, para después enfrentarnos con la cuantizacién del sistema.
Como se ha comentado antes, la cuantizacién de sistemas de orden superior es
problematica por la aparicién de estados con norma negativa, conocidos como
fantasmas. Mas en detalle, aplicaremos el procedimiento de Ostrogradsky al
sistema mencionado definiendo nuevas variables como es usual, y de forma par-
alela resolveremos el sistema en término de coordenadas normales de vibracién.
Por medio de una transformacién candnica compleja relacionaremos las coorde-
nadas de Ostrogradsky con las coordenadas normales. Se procedera en seguida
a la cuantizacién del sistema siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo
anterior. Se fijardn las condiciones de realidad del sistema, dotando de Her-
miticidad a un conjunto de operadores (las coordenadas normales) mientras se
sacrifica aquella del otro conjunto de operadores (coordenadas de Ostrograd-
sky). Finalmente se buscard la funcién de medida del producto interno, la cual
solucionara problemas relacionados con la aparicion de estados fantasmas en el
sistema de orden superior.

2. El Sistema de Dos Osciladores Acoplados.

Consideremos a nivel clésico el problema de dos masas m y M, y dos resortes
con constantes k y K, dispuestos como se indica en la figura (1) y sujetas a
un potencial gravitacional constante. Siguiendo la misma figura, hacemos las
siguientes definiciones:

= Masa superior: Masa M; distancia y desde el techo hasta la masa.
= Masa inferior: Masa m; distancia x desde el techo hasta la masa.
= Resorte superior: Constante eldstica K; longitud en reposo L.

= Resorte inferior: Constante eldstica k; longitud en reposo .

La funcién Lagrangiana para dicho sistema es:

1 1 1 1
L:§My2+§m¢2+Mmy+mgm—§K(y—L)2—§k(x—y—l)2, (1)



Figura 1: Oscilador de Pais-Uhlenbeck.

lo que resulta en las ecuaciones de movimiento:

Mij = Mg—K(y—L)+k(z-y-1),
mi = mg—k(z—y—1).

La configuracion de equilibrio se da en:

(M+m),g
= L4 — 77
Yo + K )
mg (M+m)g
= |+L+—" 4 —=.
Z + L+ A + e

Siguiendo la manera habitual de describir el movimiento de los resortes desde
la configuracién de equilibrio, definimos las nuevas coordenadas X y Y a partir
de:

y:y0+y7 $:$O+X7



de tal forma que:

(M+m)g
Y T T
mg (M+m)yg
= [+ L4+ —+——7""4+X.
T + L+ A + K +

Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento obtenemos:

mX =
MY =

—k(X —Y),
—KY +k(X

—Y).

A partir de la segunda de las dos iltimas ecuaciones obtenemos:

X =

M. (K+k)
?YJF k

Y,

de tal forma que sustituyendo en la primera obtenemos:

mMYW 4 [m(K+k)+kM]Y +kEKY =0,

la cual podemos escribir como:

aY® 4 Y +¢Y =0,

donde:

a=mM, b=mK+k(M+m), c=kK,

con la propiedad de que:

b — dac = (mK + k (m — M))* 4+ 2m>Kk + 2k>Mm + k*m? > 0.

Anélogamente, podemos llegar a la misma ecuacién para X:

MmXW 4 (mK +k(m+M)X —kKX =0,

0, en términos de a, by c:

aX® +bpX +¢eX =0.

En las variables X y Y, la Lagrangiana resultante es:

1

1 . . 1 1
L:fMY2+me2—§k;(X—Y)2—iKYQ—s-C,

2 2

donde C' es una constante de integracién definida por:

C=MgL+mg(l+L)

2 2
g 2 9
o™ Tox

(3M2 +2Mm—m2) .



Desde este punto en adelante fijaremos C' = 0, por simplicidad. Definiendo ahora
los momentos:

oL . oL .
Px = —=mX, Py =—=MY, 8
YT ax Yoy ®)
la funcién Hamiltoniana correspondiente es:
. 1 2 1 2 1 2 1 2
H—2mPX+2MPy+2k(X Y) +2KY . (9)

3. Solucién General

El sistema puede ser resuelto exactamente. Proponemos como solucién para
Y(t): 4
Y (t) = e™t.

Sustituyendo en (2) obtenemos la ecuacién:
mMw* — (mK + (m + M)k)w? + kK =0, (10)

o, abreviadamente:
aw* —bw? +c=0, (11)

con solucién: )
(wQ)i =5, (b:i: \/ b2 —4ac) .

Definimos las frecuencias normales:
1 1
W= o (b4 VB —dac), Wi = o (b- VI dac)
a a

o, explicitamente:

(kM + mK + mk) + \/(kM + mK +mk)® — 4kKmM
wro= 2mM ’
(kM +mK + mk) — \/(kM +mK +mk)* — 4kKmM

w2 = omM )

donde w2 > 0. La solucién general al sistema est4 entonces dada por:
Y (t) = Cret + Che™ ™1t 4 Caei@2t 4 Cye= 2t (12)

con cuatro constantes de integraciéon C; correspondientes a las condiciones ini-

ciales:
Y (0), Y(0), X(0), X(0).



Igualmente, de:

X = ((k+K)Y+MY) ,

T =

obtenemos:

X(t) = ((k +K)-— Mo_}%) (Cleiwlt + Cgefi“’lt)

1

k
1 ) )

+ ((k+ K) — Mw}) (C3e™>" + Cqe™™2") .

(13)

Como informacién util, mencionamos que las frecuencias normales satis-

facen:
b m(K+k)+kEM
w%—&-w% = E: ( m]\; )
2 9 _ C_ kK
wjws; = plaley

4. Diagonalizacion del Sistema

Partimos de la formulacion estdandar:

1. . 1 . 1 1
L=-MY?>+-mX2?2_- k(X -Y) - -KY?
2 tagm ok ( )3
0, escribiendo en forma matricial:
L= 1Z'TZ' 1ZVZ
) 2 ’

con:
X m 0 k —k
Z:[Y}’T:[O M}’V:[k k+K]'

Asimismo, en forma matricial las ecuaciones de movimiento se escriben:

TZ+VZ=0.

(15)

Ahora, observamos que a partir de las soluciones para X (¢t) y Y'(¢), (13) y (12),

el vector Z se puede escribir como:

7 = [ i (b K = M) } (Cre™t + Cpein)
+ { %(“Kl_M”g) } (Cae™2t + Cheient)
o, definiendo los vectores A1 y Ay como:
A = [ %(’”Kl‘MW%) ] A= [ %(’HKI—Mw%) 7

(16)



entonces:

Z = Ay (C1e™M + Coe ™M) + Ay (C5e™?! + Cue™ ™)

Enfoquémonos en los vectores A1 y As. Se puede demostrar por sustitucién que

dichos vectores cumplen:
(Vw? —T) 4; =0.

Claramente dicha relacién no se alterara si multiplicamos cada vector por un

factor cualquiera. Definimos entonces los vectores U; y Uy como:
U1:Oé1 (k—wfm)Al, UQZOQ (k‘—w%m)Az,

que se escriben explicitamente después de un pequeno céalculo como:

k k
s by | e ol
y donde a7 y ao son constantes de normalizacion que se fijan de:

UITU; = 4y

Al (o) 1[5 5 ] Sy =

que nos lleva a:
1

\/kZm + (k- w?m)2 M

«

)

de tal forma que:
k

\/k2m+(k7w$m)2M
Ui = (krfw?m)
\/k2m+(k—w$m)2M
k k
\/k2m+(k—wfm)2M \/k2m+(k—w§m)2M
U= (kfwrfm) ’ Uz = (kfwgm)
\/k2m+(k—wfm>2M \/k"’m-‘r(k—wgm)zM

En particular, usando (14) es posible expresar a cada «; individual como:

1
= PR PREA
\/mM(wl wy) (mwi — k)
1
Qo =

VmM (W = w3) (k —mw3)

Verifiquemos ahora la ortogonalidad:

0 k
UlTU; = mag[ k (k_”%m)]{? MH(k—w%m

a0 (k:Qm + (k — w%m) M (k — wgm))

= oo (ka + E*M — Mkm (w% + w%) + Mm*wiws

)]

)

(18)

(19)



que debe ser cero en virtud de (14). Sustituyendo obtenemos finalmente:

UL TUs = aras (K*m + k*M — k (m (K + k) + kM) + mkK) = 0.

A partir de los eigenvectores U; construimos la matriz cuadrada:

k k
A = 1 \/wfmfk \/kfmwg
VMm (W —w3) | —/wim—k /k—mw3

donde, por construccion:
ATTA =1,

y también que:

2
T o o Wy 0
AVA—VD—{O w%]

5. Coordenadas Normales y Cuantizacion.

Ahora definimos las coordenadas normales del sistema. Empezando por:

R |
L= 5ZTTZ — 5ZTVZ

definimos las coordenadas normales £ como:

ZA&&[Z]

de tal manera que:
L= %éT (ATTA) € - %gT (ATVA) ¢
De resultados previos tenemos que:
p=5¢ |0 V] é-5 0 S e
es decir: L ' 1
L=3(8+8) -5 (e +uig) .

Definimos los momentos candnicos conjugados a las coordenadas &;:



{Eiagj} = {Pémpﬁj} =0,
heredados de las relaciones de conmutacién entre {X,Y, Px, Py } y las relaciones

(14). La funcién Hamiltoniana del sistema, que denotaremos Hp, es:

1
Hy =5 (P4 + P&) + 5 (Wi€] +wis) - (20)

N =

La cuantizacién del sistema usando coordenadas normales es directa. Los
paréntesis de Poisson se vuelven en las relaciones de conmutacién entre oper-
adores:

(&6 Pe;] =165 (21)

El espectro de energia es el de dos osciladores armoénicos de frecuencia wy y ws,
de tal forma que:

1 1
Em,n:wl <m+2)+w2<n+2>, m,n=0,1,... (22)

mientras que las eigenfunciones del operador Hamiltoniano H son:
1Z)nm,n (fla 52) = wm,wl (51) wn,wz (52)
= es(wtited)y (Vwié1) Hy (Vwaéa) (23)

donde vy ., (&) es la k-ésima eigenfuncién correspondiente a un oscilador arménico
de frecuencia w; escrito en coordenadas & y Hy (€) es el k-ésimo polinomio de
Hermite.

Para finalizar esta seccién, consideraremos el caso particular k = K = 1,
m = M = 1. Dicho caso sera desarrollado mas adelante, por lo que es con-
veniente escribir explicitamente en este punto las relaciones entre coordenadas
{X,Y,Px,Py}y{&,&, P, P} En este caso tenemos:

1
w%:§<3+\/5), w%z

La matriz de transformacién A es:

1 1
A = 1 \/wffl \/17w§ ,
Vi —wd [ —wf -1 y1-u3

de tal forma que:



\/w 71 \/11w ) (24)

Y = 212( mglJr 1—w§52), (25)

e inversamente:

1 1
= Vi-wiX - ——VY |, 26
&1 7= 3 =2 ) (26)
13 1 2 x4y (27)
= wi — .
? 0 —wl ! W21

A partir de estas ecuaciones se pueden obtener las relaciones entre momentos
tomando solo derivadas temporales y recordando que en este caso particular
PX:XyPy:Y. Asf:

1 1
Px = L+ P, |, 28
X \/wlwa <\/w11 3 = §2> (28)

Py = ( \/CiPsl \/EP&)a (29)

w—w

1 1
Py = —— (J1-w2Py——— P |, 30
s (e ) W

1 1
P, = —m— w2 —1Px + ———— P . 31
o - (e ) @

6. El Hamiltoniano de Mayor Orden.

Partamos ahora de la ecuaciéon de movimiento desacoplada para la coorde-
nada X, (6): )
aX® +bX +cX =0,

Dicha ecuacién de movimiento puede obtenerse de la funcién Lagrangiana de
mayor orden:

1 . 1 . 1
L=—aX?+_-bX?*—-cX? 32
TR 2¢ % (82)
0, puesta de forma maés explicita:
M ..
L= Tm (— X2 4 (WP +w?) X2 whol XQ) (33)

al utilizar la ecuacién de Euler-Lagrange generalizada a Lagrangianas de segun-

do orden:
@ (DL _d (OLY, OL
dt2 \ oXxX dt \ox ox



Usando la formulacién Hamiltoniana de Ostrogradsky, las variables independi-

entes seran X y X, y los momentos canénicos conjugados correspondientes se
definen como:

oL s
s S

de donde podemos despejar la aceleracién X:

.. 1
X = ——Pp1.
a

Definimos las funcién Hamiltoniana como:
H = pX+mX-1L
. .. 1 . 1 . 1
= pX+p1X+§aX2— 5bX2+§cX2

Eliminando X:

2
. 1 1 1 1., 1
H = pX+p|—p)+5a (—=p1) —5bX*+-cX?
a 2 a 2 2
.1 1 ., 1
= pX — —p?— b X*+ _cX?
PR o Tt AT e

Introducimos ahora la notacién:
XZJU, ple27 pOZHxv X:Z,,

en términos de la cual la Hamiltoniana se escribe como:

1 1 1
o de manera explicita:
1 Mm Mm
Hy = —mﬂz —— (W} +w3) 2* + ?wfwg 2+ T,z (35)
Asi, las variables candnicas son ahora:
{z, z, II;, 11}

con paréntesis de Poisson estandar.

Obtengamos ahora las ecuaciones de movimiento a partir de nuestra Hamil-
toniana. Las ecuaciones de Hamilton en este caso son:

. O0H _ . OH IH

voT 3H$_z’ Z_anz_ a 7

. OH . OH

I, = ——F4—=-cx, I,=—-—=bz-1,,
Ox “r 0z *



es decir:

De la ecuacién para z tenemos:
II, =—az :>HZ = —az.
Sustituyendo en la ecuacion para I1,:
f[z =—az=0bz-1I, = —az® :bz'—l;[m =bz+ cx,

donde hemos sustituido la ecuacién para IL,. Asi tenemos:

az® 4 bz +cx=0.
o, sustituyendo la ecuacién para x: z = @:

az™ + b+ cxr=0,

que es el resultado esperado.

7. Relacion Entre Ambas Formulaciones.

En este punto contamos con dos distintos planteamientos del mismo prob-
lema: uno en términos de coordenadas normales {1,&2, Pe,, Pe,}, y otro en
términos de coordenadas de Ostrogradsky {z,z,II,,II,}. Mds aun, sabemos
que ambos planteamientos deben ser equivalentes. De este punto en adelante
buscaremos explicitamente cudl es esa relacion entre ambos conjuntos de coor-
denadas. Como punto de partida, estudiaremos primero la relacion entre Hy;:

1 1 1
Hy=——TI%— b2+ —c2?+11
M 5 Lz sz +20x + 1.z,
a=Mm, b=(M+m)k+mK, c¢c=Kk, (36)

y la funcién Hamiltoniana esténdar del sistema (9) escrita en término de las
variables provisionales {x,y, pz,py}:

2
Py, Pp

H =2

1 1 )
= K2+ Zk(x—
oaf tom TRV k@ =y,

es decir, buscaremos la relacién entre el conjunto {z,z,11,,1I.} y el conjunto
{z,y, s, Dy} Supondremos que la coordenada z retiene su significado.
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7.1. Primera Transformacion.

Buscamos alguna motivacion en las ecuaciones de movimiento. De la Hamil-
toniana Hj; tenemos:

1

T =z, Zz—EHz, I, = —czx, II, = bz —11,,

mientras que de la Hamiltoniana estandar tenemos:

. p . p . .
b= g=gp Pe=—k(@—y), py=—(K+ky—ke.
Dado que x preserva su significado, entonces £ = & en ambas formulaciones y

podemos identificar

Dz
z=—.
m
Tomando derivadas:
k 1
x:p—x:——(x—y)—Z——fHZ,
m m
de donde identificamos: .
a
Hz = (‘T - y)
Finalmente:
I, = bz-1I,
k
In, = bz—a—(x—y)
Dz ak (D Dy
1)
v m m\m M
Dz ak py ak Dy
I, = b~ ——+ —==
v m m m m M
m, — (Mk+mk+mK—Mk:)% + kp,
I, = (k+K)ps+kpy.

Esto lleva a las transformaciones:

k
=z, 2= 22 M, = (k+K)ps+kpy, 1L = = (z—1y).
m m

Sustituyendo en Hj; obtenemos:

1 M2 o 1, [(k+K) 1b] ., k
HM__§ - (x—y) +§kK:v + 5| Pet PyPe-
Pero, viendo que:
(k+K) b 2m(k+K)-Mk—m(k+K)
m 2m2 2m?
- m((k+K)-MK
N 2m?2 ’

12



escribimos Hj; como:

1M 1 1 (mk+K)— kM k
Hy(z,y, ps, py) = —=—k (z — y)2+§kK 4= ( ( ) )p§+mpypx-

2m 2 m2

Tomemos ahora la accién Hamiltoniana:
S = /dt (Il,& + 11,2 — Hy (2, 2,10, 11,))

que nos lleva a las ecuaciones correctas, como se verificé anteriormente. Si se
integra por partes el segundo sumando con derivada temporal ésta accién es:

S:/dt (Hmi—ﬂzz—HM(x,z,Hw,Hz)) .

Sustituimos:
: ak . .
Hx:(k+K)px*kpy7 Hz:E(x*y)v

de tal forma que obtenemos, arreglando términos:

M M
S = /dt (((k +K) - km) Epy + Ek:y'pz + kpy& — HM(x,y,px,py))

A continuacién eliminamos los momentos en favor de las velocidades con el
propésito de tener una formulacién en términos de x, y, &, ¥, la cual esperamos
relacionar con la Lagrangiana original del sistema. Para hacerlo, debemos exigir
que la accién sea extrema: 6.5 = 0. Asi:

08

kM kM
/dt { <(k +K)-— m> (0&py + &0ps) + o (0Ypz + Y0ps) + k (6&py + 0py)

COHy,  OHy,  OHw,  O0Hu
Oz Oy Y Opz Pa dpy Py

/dt{(((kﬂ()-If)jurkn]\fy—8£A4)6pgg+(kab—a£”f>5py
z y

+(---)éx+(---)dy + (Otros Términos)} =0.

de tal forma que, en particular, tenemos las ecuaciones:

kM kM oOH
R ]
m m Opz
g = QM
Opy

Asi, tenemos de la primera de éstas ecuaciones:

MEN\ . Mk, m(k+ K)—kM k
(1 M) My (mibed)tary b
m m m m

13



o, arreglando términos:

mk
—Da i My — =0. 37
Igualmente, de la otra ecuacién obtenemos:
k
m
es decir:
Dy = M. (38)
Sustituyendo en la (37), obtenemos:
py = My. (39)

Sustituyendo estos resultados en los términos de la accién con derivadas tem-
porales tenemos:

kM kM
((k +K) - m) TPy + W:{/px +kip, = ((k+ K)m — kM) i* + 2Mkyi,
mientras que sustituyéndolos en la Hamiltoniana:

1 1
Hy(z,y, &) = 7%1@2 (z—y)*+ CLLY z? + 5 (m(k+K) - kM) 2? + kMyi .

Asi, obtenemos la accién final:

1 1M 1
S:/dt{2((k+K)m —kM):'c2+Mky5c+2mk2(:c—y)2—2kK1:2}

(40)
Las ecuaciones de movimiento en este caso seran las ecuaciones de Euler-Lagrange
tradicionales, donde la Lagrangiana es el integrando de la accién. Asi, la ecuaciéon
para x es:

M
(k+K)m —k:M):'c'+kM7j—Ekz(a:—yﬂ-kl(z:(),

y la ecuacién para y es:

MKk?
MEZ +

(z—y)=0.
o, despejando y y derivando dos veces con respecto al tiempo:

mo(

= Yt

Sustituyendo en la ecuacién para x y usando las relaciones (36), recuperamos:
az™ +bi+ cx =0.

De esta forma tomamos a (40) como una accién adecuada.

14



7.2. Caso Particular M=m, K=k, y Segunda Transforma-
cion.

Para simplificar los calculos, consideremos el caso particular:
m=M, k=K,
en Cuyo caso:
a=m?, b=3mk, c=k?,
y donde:
Pz =mMmT, py=mYy.
En este caso debemos recuperar la Lagrangiana de nuestro sistema original:

_1 2 2 1 2 2
L=gm (Y +X) SEX? 4+ kXY — kY2,

de la accién obtenida:
S = /dt{ x + 2y:1:) + k:2 (y — Qxy)} (41)

Introduzcamos las siguientes transformaciones lineales:

1 . 1 . .
x = ﬁ(chJr/[i’Y)7 x:ﬁ(aX+BY),

1 .1
Yy ﬁ y*ﬁ(

en términos de las cuales (41) se reduce a:

S = /dt{m<(oj+ua> X%+ (af +va+ pB) XY+(522+1//B> Y2>

+]<;((;ﬁ—aM)X2+(;w—a1/—ﬁu)XY+( ﬁu) )}

Comparando con la forma requerida de la Lagrangiana:

(WX +vY), quLz/Y),

1., 1. 1
L=m <2X2+2Y2> fk§X2+kXYka2,

obtenemos las ecuaciones:

(0; pa) = g (42)
(’6; + ug> _ % (43)
(aB+va+puB) = 0, (44)
(;/LQ — ua> = —%, (45)
(pv —va—pp) = 1, (46)
Gzﬂ - u5> = -1, (47)

15



que no tienen soluciones para coeficientes reales, como puede verse de:

(42) + (45) = a*+p*=0,
(43) + (47) : P +P=-1.

Admitamos entonces soluciones complejas. De (42)+(45):

a=1ip,
Sustituyendo de regreso en (42)
1 1
22i-1)=1= p= , = .
w1 F=io1 T e
Igualmente, de (44):
) ) —iv
(af +av + Bu) = (ipB +ipv + Bp) =0= 3 = — :
(1+1)
Sustituyendo en (43)+(47):
~1 (i—1) 1
2., 2 2., .2
+rvri=—vtrv=-1=v= , =
h 27 2 — 1 p 21 -1
El resultado final es:
i 1 (1—1)
a = 0 ) ﬁ = /’(' = - ) v = g )
Vv2i—1 Vv2i—1 21 -1

donde hemos verificado que satisfacen las ecuaciones (42)-(47).

7.3. Juntando las Dos Transformaciones.

Recapitulando, a partir de:

1 1 1
Hy = —%Hg — 51)22 + 50332 + 1z,
a=m?, b=3mk, c=k?,
la primera transformacion:
T =1z, zz&, II, = 2kp, + kpy, I, =mk(x—y),
m
Dz =M I, Dy =m y
nos llevé a:
1 5 1 1k k
H _ —*k2 o 7]{:2 2 - v, 2 v .
M 5 (z y)+2 :c+2mpx+mpyp

16



Pero necesitamos la transformacion final a las variables estandar {X,Y, Px, Py }

con: . .
PX :mX, Py =mY.

La transformacién adicional es:

1 1

donde «, 8, p y v son los nimeros complejos dados en (48). Utilizando las
relaciones entre momentos y velocidades (38) y (39) obtenemos:

Dy = mxzﬁ(aX—FﬂY):—k(aPX—i—ﬁPy),

py = my=—(uPx+vPy).

S

En otras palabras:

(aX+6Y)7pr: (aPX+ﬂPY)7

H%‘H
S

y = —=WX+vY), p,= (wPx +v Py).

Vk

Incorporando la transformaciéon completa:

S5~

{va7HZD7HZ}_>{XaKPX7PY}7

obtenemos:
1
x = ﬁ(aX—i-ﬁY),
1
z = m(ap)ﬁ-ﬂPY),
I, = Vk(Q2a+p) Px+(28+v) Py)
M. = mvk(la—p)X+(B-1)Y), (49)

Confirmemos la validez de la transformacién (49). Partamos de la funcién

Hamiltoniana: ) 1 1
Hy = f%l_[g - 51)22 + §cx2 + 1z,

que en este caso particular:
a=m? b=3mk, c=k?,

se reduce a: 3 .
—QHE — imkz2 + §I<:2 22 + 1,2,

Hy = —

17



Sustituyendo las transformaciones (49) obtenemos:

k
Hy = —5

(=W X+ (=Y +5 (@X+pY)
+(0 Py + B Py) g 2(((200+ ) P+ (28 +) Py)) ~3(a Py +6 By)]

Los términos de la Hamiltoniana que contienen los momentos se reducen a:

1
HMomcntos = %{ng (a2+2a/i)+2PXPY (aﬁ+OZV+ﬁM)+P}2/ (52"‘2/61/)}

1
5 {P¥+P}},

que es lo que deseamos y donde hemos hecho uso de las ecuaciones:

o 20 = 1,
af+av+pp = 0,
B2 +2py =

La parte potencial de la Hamiltoniana nos da:

k
Hpotencial = 5 {X2 (204//6 - /J2> +2XY (OU/ + Mﬁ - ,UV) + (Qﬁll — 1/2) YZ}

= g{XQ—QXY+2Y2} ,

que es lo que deseamos, y donde hemos ahora usado:

2ap—p® = 1,
af+av+pp = 0,
20y — 1/? 1

Asi, el resultado final es:
1 k
Hy = %{P)%JFP%} +5 (X7 —2xy +2v?}

que es la funcién Hamiltoniana del sistema original. De esta forma hemos con-
seguido una transformacién que nos lleva del conjunto {z, z,II,, I, } y su respec-
tiva funcién Hamiltoniana, al sistema {X,Y, Px, Py} y la funcién Hamiltoniana
original.

18



7.4. Verificando que la Transformaciéon es Candnica.

La transformacién:

1
x = ﬁ(aX+ﬁY)7
z = ﬁ(apx+ﬁPY)y
I, = Vk(((2a+u) Px+(28+v) Py))
I, = mVk(a-p)X+(B-v)Y),

debe ser canénica en virtud de las soluciones:
i 1 (1—1)
g ) 6 = /’[/ = g ) V= g
-1 Vv2i—1 V2i—1
o de las ecuaciones (42)-(47). En efecto, verificando los paréntesis de Poisson
obtenemos:

o =

%

{2}

1 1
{\/E(aX—i—ﬁY),m\/E(a Px +5PY)}

11 5 o
ﬁm(a +6%) =0.

{xan} = {(OéX+ﬁY)7((2(I+M) PX+(26+V) PY)}
= aa+p)+B2B+v)=ap+pfv=(a+v)s

_ 1 ( i +i—1>:2i—1:1.
V2i—1\V2i—1 V2i—1 2i—1
{z,1I,} =0.
{z,II;} =0.

{1} = {(aPx+B8PFy),(a—p)X+(B-v)Y)}
= —ala—p)—-B@B-v)=ap+pr=1.

{IIg, 1.} = mk{(2a+pun) Px +(26+v) Pr,(a—p) X+ (B —-v)Y}

= —mk(2a+up)(a—p)+26+v)(B—-"r))
= —mk (2042 —ap—p*+26% - B — 1/2)

= k(L +0%)

pero:

)= () + () =

{I1,,I1,} = 0.

con lo cual nos persuadimos de que nuestra transformacion efectivamente es
candénica.

Asi:
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8. Sumario de las Primeras Dos Transformaciones.

En el caso particular:
k=K, m=M

la funciéon Hamiltoniana de cuarto orden:
1 3 1
Hy = ———T12 — Smk2? + k%2 + 11,2
M= Tom2 s 2 2 e
estd relacionada con la funcién Hamiltoniana esténdar:

1 k
Hg = 5 —(Px + Py) + 5 (X% = 2XY +2Y7)

2m

a través de la transformacién candnica:

r = %(aX—i—ﬁY),
z = L(Ofpx-ﬁ-ﬁPX%
mvk
I, = Vk(Q2a+p) Px+(28+v) Py)

L = mVk(a-p)X+(@B-r)Y),

con:
i 1 (i—1)

A= =, = p= - , V= a
Tt PR AT V2= 1

9. Transformacion a Coordenadas Normales: La
Transformacién Completa.

Realizamos ahora la tltima transformacién del conjunto {z,z,1I,,1I.} al
conjunto de coordenadas normales {£1, &2, P, , Pe, }. Por simplicidad, consider-
aremos de aqui en adelante el caso particular:

k=K=1, m=M=1.
donde entonces:

a=mM =1, b=mK+ (m+ M)k =3, c=kK =1,

y:
1 1
4=0ev8). =3
En este caso, cada una de las funciones Hamiltonianas Hy;, Hg, Hx son:
_ Ioo 3o 1,
Hy = 2Hz 5% +2m +1I,z, (50)
1 1
Hy = 5 (PX+Py)+5 (X2 —2XY +2v7), (51)
1 1
Hy = 5 (P +Pg)+ 5 (W] +w3&d) - (52)
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Entonces tenemos:

r = aX+p4Y

z = aPx+ (@Py
I, = (2a+p)Px+(28+v)Py
I, = (=X +(B-v)Y

e inversamente:

X (2a+ f)x — oIl

Y (a+ B)z — BIL,
Px = (b—a)z+all,
Py (o —20)z + P11,

La relacién entre variables {X,Y, Px, Py} y {&1,&2, Pe,, Pe, } es:

1 1

X = \/w%fwg <\/w%1£1+ \/1(.0%62)

1 /

Wi — W3

1 1 1
Py = Pe, + P
X Vw? — w2 <\/w%—1 ¢ 1—w? 52)

Py =
e inversamente:

o
<\/ﬁx+\/ﬁy>

1
S T W
2

Finalmente encadenando estas dos transformaciones obtenemos la transforma-

1
Vw? — w3
1
& = —F—
VWT — W3
1
w? 2
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cién entre variables {z, z, I, II. } v {&1,62, Pe,, Pe, }:

NG =—# w%—1>£1+<\/10‘7+ﬁ l—w%>§z>
1 w2

<
(i) (g i)
<
<

m, =

—w;

T 08 Mﬁ) e (w s W@) P&>

I, =

|
|
-
o
=
=l
(-

(a—p) / (a—B)
\/w2 17(5*V) W%1>£1+<m+(ﬂy)m>§2>

200+ f3) w%—%)x—k(—a 1—w%+1ﬁw2>ﬂz>
Vi—w; V9i—w;

200+ ) —1+(ajﬁ)1>x—<a\/wf—l+§_1>ﬂz>

Wi — wi

(
(
E ) (o))

L =

(OZ—Qﬁ) 2 5

wi —
Este dltimo conjunto de transformaciones se escribe numéricamente como:

x = (0,668744)&; + (0,66874)&;

z = (0,66874i)P¢, + (0,66874)P%,
I, = (0,255436 )P, + (1,75078) P,
. = (175078 §)¢1 + (0,255436)¢
y:
& = (0,255436 i)x — (0,66874 )1,
& = (1,75078)x — (0,66874)I1,
P:, = —(1,75078 i)z + (0,66874 ¢)IL,
P, = —(0,255436)z + (0,66874)IL,
lo cual nos impulsa a escribirlas de forma simplificada como:
z = ib& +bE
z = iBP&l + Z;P&
I, = iaPe +CFy,
I, = et +aée (53)
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& = iax —ibIl,
& = cx— bl
P, = —iéz+ibll,
P:, = —az+bl, (54)
Ccon: B
a=0.225436,  b=0.66874,  &=1.75078, (55)

y donde se cumplen las igualdades:

b(é—a)=1, ac=>5. (56)

™

Dichas relaciones entre a, b y ¢ se pueden escribir de forma ligeramente mas

general como:

c 1
= = - 57
T (57)

:B:

Siof =

10. Generalizacion a Cualquier Caso.

Hasta este punto hemos construido una transformacién canénica compleja
entre los Hamiltonianos Hy; yv Hy, en el caso particular k = K =1y m =
M = 1. Resulta que es posible generalizar los resultados obtenidos a cualquier
valor de los pardmetros k, K, m y M. Efectivamente, se puede conectar los
Hamiltonianos:

1 2 Mm

Mm
=g = M ey Mg s

1
2

por medio de las mismas transformaciones canénicas complejas (58) y (58):

1
Hy (P2 +P)+ 3 (Wi +w3&3) ,

r = ngl—i-gfg

z = il;Pgl'Fi?sz
Hz = Z'flpgl-i-épg,z
. = ic& +ak
y:
& = dax —ibIl,
& = cx—bIl,
P, = —iéz+ibll,
P:, = —az+bll,
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donde los coeficientes a, b y ¢ ahora estan dados por:

M 1 M
— |y : w2 (58)
w? — w3 Mm (w? — w3) Wi — w;

Notamos que en este caso general se cumplen las relaciones:

SN
>
Il
o™
Il

ac =w?wlb?®  b(e—a)=1. (59)

11. La Transformacion a Nivel Lagrangiano.

Podemos ver céomo se ve la transformaciéon que hemos construido a nivel
Lagrangiano. Mas en concreto, se debe conectar las Lagrangianas:

L= @ (- 82+ (@3 +3) X2 whud X?) (60)
v 1/, . 1
Le= 5 (&+8) - 5 (Wigh +uied) . (61)
Regreseando a las definiciones de los momentos recordamos que:
I, =-Mmz, (62)
de tal forma que las transformaciones (58) se escriben:
&L = 1 (Em + Mmgx) ,
& = &+ Mmbi. (63)
Sustituyendo en L¢ llegamos al resultado:
L5:L+%(Mmij§) , (64)

es decir, que ambas Lagrangianas son iguales hasta una derivada total. Sin em-
bargo, debemos decir que la transformacién canénica vista a nivel Lagrangiano
(63) es manifiestamente no local, lo cual puede levantar preguntas acerca de
si dicha transformacién es de hecho invertible. No obstante, recalcamos que al
menos a nivel Hamiltoniano, dentro del formalismo de Ostrogradsky, la trans-
formacion estd bien definida y permitira realizar la cuantizacién del sistema de
orden superior, como se vera en las secciones siguientes.

12. Cuantizacién y Condiciones de Realidad.
Todo el trabajo se ha realizado a nivel clasico, y ahora deseamos realizar la
cuantizacion del sistema. Como se recordard, este propésito ha sido ya realizado

en una seccién anterior, partiendo del Hamiltoniano:

1 1
Hy =3 (P +P2) + 3 (i€t +wiel) |
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y por lo tanto, cuantizando en términos de los operadores {£1,&2, Pr,, Pe, }.
Ahora se desea cuantizar partiendo del operador Hamiltoniano Hp;:

Mm

2 2\ .2 2 2 2
Hy=———II] — — (wl —|—w2)z + 5 Wiz T + 1,2,

es decir, cuantizaremos partiendo de los operadores {z, z,I1,,II,} y explotare-
mos su relacién con el conjunto de operadores {1, &2, Pe,, Pe, }. Los operadores
mencionados cumplirdn las relaciones de conmutacién:

[xanx] = [Z’Hz] =1, (65)

[z, 2] = [l IL] = [2,1L] = [2,11,] = 0, (66)

heredadas de sus paréntesis de Poisson clasicos. Igualmente, los operadores
{&1, &2, P, , Pe,} cumplirdn con relaciones similares, ya descritas en (21):

[5727 PE]} = Z.(si,j ) (67)

[6,&5] = [Pe,, Pe;] = 0. (68)

Fijamos ahora las condiciones de realidad del sistema al pedir que los op-
eradores {1,892, P, , Pe,} sean Hermiticos. Hacemos esto al considerar que la
descripcion del sistema en término de dicho conjunto de operadores estd mas
cerca de la fisica original del problema, ademéas de que la solucién del proble-
ma de eigenvalores en ese caso es inmediata. Un punto importante que debe
mencionarse es que, al hacer dicha eleccion en las condiciones de realidad del
problema, los operadores {x, z, I, II, } no pueden ya ser Hermiticos. Esto puede
verse claramente de las relaciones (58). En efecto, tomando la primera de dichas
relaciones: : ~

r =1ib§; + bS2,

y tomando el conjugado Hermitico:
ot = —ibe] +bel,
pero, recordando que f;r = ¢; obtenemos:
at = —ibgy + 06y # .

De esta forma, al dotar de Hermiticidad a un conjunto de operadores, se sacrifi-
ca la Hermiticidad del otro. Siguiendo los lineamientos planteados en el capitulo
anterior, realizaremos la cuantizacién del sistema en términos del conjunto de
operadores no-Hermiticos {z, z,II,,II,}. Recordamos sin embargo que en nue-
stro caso particular al realizar la cuantizacién en términos de los operadores
mencionados estamos cuantizando el sistema en término de los operadores de
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Ostrogradsky, es decir, estamos cuantizando el sistema en su planteamiento co-
mo sistema de orden superior. En particular, notamos que los operadores = y
IT, estén relacionados por medio de (58) con los operadores de coordenada &;
y & Unicamente y por lo tanto puede dotarseles de interpretacién como op-
eradores de coordenada ellos mismos. Daremos entonces preferencia a la base
de eigenfunciones |z,II,) para describir al sistema, de la misma forma que po-
dria describirse por medio de la base |£1,£2). La base |z,II,) cumple con las
ecuaciones:

x|x/7H,z> = l‘/|l‘/,H;> ) HZ|J,‘/, H,/z> = H;|xlvnlz> ) (69)

(@ 7|2t = (@™ e, (2" T = (2", TSI (70)

La relaciéon de completez de dicha base se debe escribir en general:

/du (2, 11,) |z, I )z, 11| = T, (71)
donde:
dp (x,11,) = d*z dQHz p(z,IL,) (72)
es decir, las integrales son sobre las partes reales y complejas de x y II,.
En este punto, debemos ahondar mas sobre las implicaciones en nuestra

eleccién de las condiciones de realidad. Notemos primero que el planteamiento
del problema de mayor orden fue realizado a partir de la funcién Lagrangiana:

7Mm
2

L (— i2+(wf+w§) i — wiw? 1’) .

con z real. Esto a su vez nos llevaba a variables de Ostrogradsky {z, z, 1,11, }
reales. Ahora, hemos construido una relacién entre dichas variables con las vari-
ables de dos osciladores arménicos {£1, &2, P, , Pe,1 que resulta ser compleja. Mds
aln, a través de nuestras condiciones de realidad hemos escogido por razones
fisicas que en dicha relacién las variables {{, P¢} sean reales, y representadas
a nivel cuantico por operadores Hermiticos, lo cual determina que las variables
de Ostrogradsky {z,II} deben ser complejas, alejdndonos asi del planteamiento
original del sistema de mayor orden. Es decir, al fijar nuestras condiciones de
realidad hemos realizado una continuacion analitica del sistema de mayor orden
en las variables {z, z,II,, 11 }.

Sin embargo, recalcamos que dicha complexificacién del problema no es ar-
bitraria. En efecto, si consideramos el espacio fase {x,II} extendido a todo
valor complejo de las coordenadas y momentos, entonces hemos comenzado por
plantear el problema en el plano {z, II} real, y al fijar las condiciones de realidad,
hemos realizado continuacién analitica a un plano complejo {x, II} bien definido
precisamente por las transformaciones candnicas. Mas atin, solo sobre ese plano
es posible mapear el producto interno originalmente enfermo en término de las
variables {z,II} al producto interno bien definido en término de las variables
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Im(z, IT)

{:E,H} = {€7P§}

Re(z,1I)

Figura 2: Complexificacion del Oscilador de Pais-Uhlenbeck.

{&, P¢} por medio de la funcién de medida. Esto se encuentra ilustrado en la
figura (2).

En lo que sigue, explotaremos la relacién de dichos operadores con los op-
eradores Hermiticos y buscaremos finalmente la medida del producto interno.
Dicha medida deberd solucionar el problema de fantasmas en los estados del
sistema de mayor orden.

13. Calculo de la Medida.

Nos disponemos ahora a obtener la medida del producto interno. Primero,
calculemos mediante el principio de acciéon de Schwinger la variacién total de la
cantidad (P, Py, [2", II7):

0P, Pl 117) = (P, PL|(Gp., +Gp.) — (Go 4 Gr) |2", 117)
donde:
Gp61 = —&0F, GPE2 = —&0F,,,
G, =110z, Gn, = —2011,.
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Asi:
§(P{,, PL)a" TI) = i(P{ , P{,| — &6P;, — &6P;, — yba” + 2611 |2 117) .

Sustituyendo:
& = daw —ibll,,
52 = cr— BHZ )
I, = aPe +cF,,
z = ’iEPgl + EPEQ s

y haciendo actuar sobre bras y kets:
O(PL, PLIa" ) = (Pl PL| (—iaa” + b1 ) 6P, + (—ca” + BIY) 6FY,
+ (—iaPl, —ePL) 62" + (z’EPEl + 5P§2) STI |2 11"
= (P PLL 6 { (aa” — b1t ) P+ (e + ibLY ) PL}
Integrando obtenemos:
(P, Plla 1) = exp { (" = B1) P, + (—ica” +ib2) PLY . (73)

donde la constante de integracion la hemos fijado a 1. Comencemos entonces
con:

(Pe,, Py |z, I1,) = exp {(&z — bII,) Pe, + (—icx + iBHZ)P§2} ,

(@ II5|Pe,, Pe,) = exp {(&m* — BIT*) Py, + iz — z'BH:)P52} .

Ahora, tenemos:
(P, Pl Pey, Pey) = 0 (Pg’1 — P 0 (Pg’2 — P&) :
Sustituyendo la relacién de completez en el espacio {|z,II,)}:
1= [ (o T L) " T
obtenemos:
(Pl PP Pe) = [ di(eTL) (P PL o L) T Py, P
_ /du e{(&x—EHz)Pél+(—i6+i5Hz)P€'2}e{(az*—ﬁﬂj)Pﬁ'l+(i6—il~)Hz)P§/2}.

Descomponemos en partes real e imaginaria:

r=a+i3, I, =v+ip, (74)
¥ =a—1if, I, =~v—1ip. (75)
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donde {a, 3,7, p} son nidmeros reales. En término de esta descomposicién de
{z,11,}, la diferencial de la medida es:

d/J' (ZL’,HZ) = dad,@d’ydpu(a,ﬂ,’y,p) .

Sustituyendo (74)-(75) en el argumento de las exponenciales y juntando términos
obtenemos:

<P§/1 ’ Pflz |P§1 ’ PEz> = /da dBdydp p {e{&(PéJrPsl)iié(Pié?iP&Q)}ae{ia(Pé7P£1)+6(Pi/§2 +P€2)}ﬁ
e{*E(PﬁPsl)+i5(Pi’sz*Psa)}ve{*iB(Pé*Psl)*B(Piéﬁpsz)}f)} ,
Proponemos:
1 ~ - = -
(@, 0,7,) = 550 (v~ aa) 6 (bp - a8) . (76)

Sustituyendo en (P , P/ [P, Pe,) y usando:

[ dzdy fa)sty - av) = [ dofon,az).
obtenemos:
/ / 1 T ~ 7 ~
(Pl PL|Pey, Pey) = ﬁ/da dBdydp s (by - aa) s (bp - 28)
' ' (2m)
{6{&(Pé+P»s1)—i5(Piéz—PaQ)}ae{i&(Pé—Psl)+5(Pi22+Paz)}ﬂ
e{—E(Pé+Ps1)+i5(Pi22—Psz)}ve{—iE(Pé—Psl)—E(Piéﬁpsg)}p}
_ %/dadﬂ{e{&(Pg’-i-Pgl)—ié(PiéQ—P§2)}Eoze{i&(Pg'—Pgl)+6(Pi'§2+P52)}BB
(2m)
e{—E(Pg’-&-P&l)-HE(Pi’Ez—sz)}dae{—iE(Pé—Pgl)—E(Pi’g2+P52)}EB}

= % / dadﬁ{e_i(i’é_ag)(ljéz—Péz)ae—z‘(éé—dé)(Pg’l—Pgl)g}

(2r)

_ (P Py o g-i(Pl e )
(2r)’ /dadﬂ{e ) }

= (P, —Pa)o (P, — Pe)

que es lo que desedbamos, y donde hemos usado 5(6 —a) = 1. De esta forma,
la base de eigenfunciones |z,II.) de los operadores no-Hermiticos satisfacen la
relacion de completez:

1
(2m)*

/de &1L, 6 (ERe(HZ) - dRe(m)) 5 (Blm(nz) - éIm(x)) |, TL ) e, T = 1.
(77)
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Como hemos dicho antes, esta medida mapea el producto interno en término de
las variables no-Hermiticas x y II, al producto interno bien definido escrito en
términos de las coordenadas normales &1 y &2, dando solucién al problema de
normas negativas caracteristico en el caso del oscilador de Pais-Uhlenbeck. Esto
estd en clara ventaja con el enfoque empleado en [?] donde es necesario exigir
que de alguna forma el Hamiltoniano adopte una forma PT-simétrica.

14. Principio de Accién de Schwinger y el Propa-
gador.

Para finalizar, en este capitulo aplicaremos el principio de accién de Schwinger
para calcular el propagador (z*,II%, ¢|a, II,, ¢ = 0). Por simplicidad y sin pérdida
de generalidad, consideraremos el caso k = K =1, m = M = 1. La variacién
de dicha cantidad esta dada por:

&z 1 t|2” 117, 0)
= i(2" T ¢ {TIE (£) 62" — 2T ()01 — T,62" + 2011 — Hot} 2”117, 0),
donde los bras y kets cumplen, en la representacion de Heisenberg:

x|z’ 07,0) = 2"|2", 117, 0) , I, |z”, 107,0) = 17|, 1017, 0)

<$/*7 le*vﬂmT(t) = <x/*7 H/z*v t‘x/* ) <xl*7 H;*, t|Hl(t) = <‘T/*7 H,z*v t|H,/z* )
de tal forma que debemos expresar a {z, 1, 2 (t), I1{ ()} en términos de {z, I, = (¢), [T} (t)}.

Calculamos las soluciones a las ecuaciones de Heisenberg para los operadores
x, z, II; y 11, obtenidas de Hj;. Las ecuaciones a resolver son:

i(t) = 2(t)

I(t) = —z(t)
i(t) = -IL()
IL(t) = 3z(t) —I(t).

Desacoplando dichas ecuaciones, encontramos la siguiente ecuacién para
x(t):
W (t) 4 3&(t) + 2(t) = 0,

y similares para los demds operadores. La solucién general para xz(t) es:
Qj(t) — Cleiwlt + C2efiw1t + Cgeiwgt + C4€7iw2t ,

mientras que para las deméds variables tenemos:

Z(t) = iwl(C’lei‘”lt — Cgeiiwlt) + iWQ(Cgeiwzt — 04671.“}215) 5
M (t) = dw(3—w)(Cre™tt — Coe™™1t) +iwy(3 — w3)(Cse™2t — Cye™ 2t
11, (t) = wf(Clei"“t + Cge_iwlt) + u)2(036iw2t — C4€_iw2t) .
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Fijamos las constantes C;’s en término de las condiciones iniciales al tiempo
t=0:2(t =0) =z II,(t =0) =1II, y de las condiciones finales al tiempo ¢:
x'(t) y TIL(¢). Para fijar las condiciones finales, hacemos uso de las relaciones:

ot =ba+ )z — 20°11,

Il = 2b%2 — b(a + )11, ,
validas para todo tiempo. De esta forma llegamos al siguiente sistema de ecua-
ciones para las C; ’s:

r = Ci1+Co+C5+0Cy,
II, = w%(01+02)+w§(03+04),

o) = (Ba+e) - 20} (Cre + et
+ (b(a +¢) — 2b%w ) Cyei?! + Cye™2t) |
M) = (28 ~ @+ wd) (Cre " + Cremr)
+ (282 = (@ + )} ) (Coe™ + Cre2") .
La solucién a dicho sistema es:

C, = e {wir — 1L} + {21)2 —b(a+ c)wg} zT(t)

(w? — w3)2isin(wyt)
{2b2w2—ba—|—c}ﬂ }

_ iwit _ 2 T
Cy = 7 —22ism(wr) {e {wiz —TL.} + {21) b(a+c)w2} (t)

{2b2w2—ba+c}ﬂ }
(07— )i sin(wal) {e’“"ﬁ {wiz — 1L} + {21)2 —b(a+ &)w }xT(t)
{2b2w2—b a+a) i)},

i

e {wir — T} + {21)2 —b(a+ c)wl}

C3 = 5

Cy, =
(w? — w3)2isin(wat)

{2bzwlfba+c} }

Sustituyendo dichas soluciones en:

z = iw1(01 — Cg) + iWQ(C3 — 04) ,
11, = iWQ(Cl — 02) + iwl(C’g — 04) s

obtenemos las expresiones deseadas para z y I, mientras que usando las sigu-
ientes ecuaciones derivadas de las condiciones de realidad:

2H(t) = —b(a + &)z(t) + 20°T1, (),
ITH (1) = —2b%2(t) + b(a + &)1, (1),
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obtenemos las expresiones deseadas para zf(¢) y IT,.(¢). Los resultados son:

! {{—w sin(w1t) cos(wat) + wa cos(w1t) sin(wat) }x

: (w? — w?) sin(w;t) sin(wat)

+{ws sin(ws t) cos(wat) — wy cos(wit) sin(wst) I,

+{w sin(wit) 4 wo sin(wat) }zT (1) 4+ {—ws sin(wit) — wy sin(wyt) YIL (1)},
= L —w3 sin(wt) cos(wo w3 cos(wqt) sin(wot) Yz
HOL‘ - (wl —w2)81n(w1t) sm(w t){{ 1 ( t) ( t) + 2 ( t) ( t)}
+{w; sin(wit) cos(wat) — wq cos(wit) sin(wat) I,
+{w? sin(wit) + w sin(wyt) Yol (t) + {—wy sin(wit) — wo sin(wot) JIL(2)},
1 . .
At = (7 = 2) sn(and) sin(end) {{~w1 sin(wit) — wo sin(wat) }x

+{ws sin(w1t) + wy sin(wat) I,

+{wy sin(w1t) cos(wat) — wy cos(wit) sin(wat) }a 't (2)

+{ —ws sin(wy ) cos(wat) 4 wi cos(wt) sin(wat) IL (1)},

i) = 5 5 ! {{—w? sin(w1t) — w3 sin(wat) }z

(wi — wj) sin(wst) sin(wat)

+{wn sin(wrt) + wg sin(wet) HI,

+{w? sin(wt) cos(wat) — wi cos(wit) sin(wat) T ()
+{—w; sin(w;t) cos(wat) 4 w cos(wyt) sin(wyt) } I} .

Deseamos ahora calcular el valor del Hamiltoniano:

1 3 1
H=—-1I?- 222 11,
plls = 5% + 50" + 12,

en término de {z,I1,,'(¢),11i(#)}, usando los resultados anteriores. Como el

Hamiltoniano estd compuesto de términos cuadraticos, entonces necesitamos
calcular el valor de los conmutadores:

[x,xT(t)] , [@HZ(t)] , [HZ,xT(t)] , [HmHZ(t)} . (78)

Para hacerlo, escribimos el Hamiltoniano H en término coordenadas normales
{615527P§13P£2}:

1 1
H =5 (P + Pg) + 5 (@186 +wig3) -

2
Las ecuaciones de Heisenberg para {1, &2, P, , Pe, } son:
fl(t) = Pfl (t) )
Py (t) = —wia(t),
&) = Pel(l),
P€2 (t) = _wSSQ (t) :
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Fijando las condiciones iniciales {1 (t = 0) = &1, Pr, (t =0) = P¢,, {&(t = 0)
y Pe,(t = 0) = P, encontramos que las soluciones son:

&(t) = cos(wit)éy —|— — Sln(wlt)P51 ,
P (t) = —wisin(w; )fl + cos(wit) Py, ,
&(t) = cos(wat)ée —|— — sm(uat)sz ,
P, (t) = —wo sin(wzt)gg + cos(wat) Py, .

De esta forma, usando las relaciones:

x = ib& + b,
Hz = Zéél + 652 )

vélidas para cada tiempo, y teniendo en cuenta el hecho de que clasicamente las
coordenadas normales son reales y, por lo tanto, cudnticamente corresponden a

operadores Hermiticos, obtenemos:

zl(t) = —ibi(t) + b (1)
= —ib{cos(wit)€s + wil sin(wit) Pe, } + b{cos(wat)&s + %2 sin(wat)Pe, },
Oi(t) = —ic&i(t) + aka(t)

de tal forma que las relaciones de conmutacién (78) se pueden calcular cono-

ciendo unicamente las relaciones de conmutacién entre &;'s 'y P, “s. Asi:

E2 zf )] = m{a@ sin(w1t) + wy sin(wat)},
i~ w
[z, 1IL(t)] = m{wl sin(wqt) + wo sin(wst) },
[IL,27(t)] = %{wl sin(w1t) + we sin(wat)},
(wi ‘ w3)
[, 10t ()] = m{wf sin(wit) + w3 sin(wat)}

donde hemos usado la igualdad numérica:

w1

Q| o

w2

=&

1 1
—ic{cos(w1t)&1 + o sin(w1t) P, } + a{cos(wat)&s + o sin(wat) Py, },
1 2



Usando lo anterior, se llega a la siguiente expresion del Hamiltoniano H:

1 2 2 z? $T2(t)
H = (7 = 2 s (wn ) sin () {{wl sin?(wit) — w3 sin®(wot)} {2 + }
R0 |

+H{w?sin?(wit) — w? sin®(wat)} {2 +—5

+{—sin?(wat) cos? (wat) + cos®(wit) sin®(wot) HaTl, + = ()T (¢)}
+{sin?(w:t) cos(wat) 4 cos(wit) sin®(wot) HIIT () + 2T ()11}

+{—w?sin? (w1 t) cos(wat) — w2 cos(wit) sin® (wat) Y ' (t)x}

+{—w3 sin®(w; t) cos(wat) — w? cos(wt) sin® (wyt) HIIT (t)HZ}}

1

~ Semn(orD) sn(ead) {ws sin(wit) cos(wat) + wq cos(wit) sin(wat)} .

Hacemos notar que en todos los términos los operadores OT(t) se han dispuesto
a la izquierda de los operadores O, de tal forma que operen directamente sobre
los bras correspondientes. Ademas, el tltimo sumando se puede ver como:

—1

5 sin (e ) sin(ad) {ws sin(wy ) cos(wat) + ws cos(wit) sin(wat) }

. 1
“a " sin(w1t) sin(wst) [

Obtenemos finalmente:

6 /% H/* t " H// O _ Ix H/* t6 ? {
(2, I, 827, 11, 0) = {2, I, ] (w? — w3) sin(wt) sin(wat)

"2 1% 2
{w? sin(wyt) cos(wat) — w3 cos(wit) sin(wat)} {2 i x2 }
H/l2 T’ 2
+{ws sin(wy t) cos(wat) — wq cos(wit) sin(wat)} { 22 + ; }

+{wy sin(wit) + wy sin(wst) Hz" T + 2"}
+{—w1 sin(w1t) cos(wat) + wa cos(wit) sin(wat) H{z* T + 2117}
+{—w?sin(wit) — w3 sin(wyt) "z} 4 {wy sin(wit) — wo sin(wgt)}{H/Z'H/Z*}}

1
1 " H// O
i \/sin(wlt) sin(wat) }|x oI5, 00,
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de tal forma que, integrando:

1 1
/% H/* t " H// 0 —
(2, I 22", 1L, 0) \/sin(wlt) sin(wat) exp{ (w? — w3) sin(wt) sin(wzt){

1://2 :LJ* 2
{w? sin(wyt) cos(wat) — w3 cos(wt) sin(wat)} {2 += }

H//2 H/* 2
+{ws sin(wit) cos(wat) — wy cos(wit) sin(wat)} { 22 + ; }

+{wy sin(wit) + wo sin(wet) Haz* T + T 2"}
+{—w1 sin(w1t) cos(wat) + wa cos(wit) sin(wat) H{z* T + 2”117}

+{—w? sin(wit) — wi sin(wyt) Ha" 2™} 4 {wo sin(wit) — wy sin(wgt)}{H/z’H’;}} )
(79)

En el limite cuando t — 0, dicha cantidad es aproximadamente:

* * 1 { * 1) 2
<.’L’/ ,le ,t — O‘I//7HIZ/,O> ~ ; eXP{M{ (W%(I’H +I/ )2 — (H/Z/ =+ H; ))
Fde = am? - -m)*
o, en término de {&1,&5, &Y, &0}:
e T olz”. 11”0 Nl i / 2 / 112
(™, It — 02", 117, >~¥GXP 5{(51_ 1)+ (& —-&)}
Finalmente, podemos relacionar el propagador (z’* I, ¢|x”,II”,0) escrito en

variables no-Hermiticas con el propagador usual (Pg’l,Pg’Q,ﬂP”1 , Pé; ,0) escrito
en variables Hermiticas. En efecto, partiendo de la relacién de completez:

/dPﬁldP&‘PﬁuPE2><P§17P§2| =1,

entonces:

(2% T 42 T7,0) = / 4P, dPLdP! P,

(@ It P, P, 0(PE,, Py H P P, 0P, P, 0], 117, 0)

/ 4P dP.,dP! dF!!
<x/*’ H/* |P§/1 ’ P§/2><P511 ’ PElz ’ t|Pél1 ’ PEI; ’ 0>< EH1 ’ Pl; |£C”, Hg> .

y donde se deben insertar los elementos de matriz (73). De esta forma, la dindmi-
ca descrita en la base no-Hermitica es totalmente equivalente a la descrita en la
base Hermitica.
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Conclusiones

A lo largo de la tesis, hemos expuesto y detallado una serie de herramientas y
formalismos distintos con el propésito aplicarlos finalmente en el problema de la
cuantizacion del oscilador de Pais-Uhlenbeck. Podemos resumir nuestro proceder
en dicho problema. Primero, se ha desarrollado el mismo problema por un lado
como una teoria de orden normal en la forma de dos osciladores armodnicos,
y por otro lado como una teoria de orden superior utilizando el formalismo de
Ostrogradsky. En este punto se trata a ambas teorias como independientes entre
si, y se procede a construir la relacién entre ambas mediante transformaciones
candnicas que resultan ser complejas. Al fijar las condiciones de realidad del
problema, realizamos una complexificacion del sistema original de orden superior
a una regién en el espacio complejo de sus variables donde puede ser mapeado
al sistema conformado por dos osciladores arménicos escrito en coordenadas
reales. M&s atn, se logra mapear el producto interno originalmente enfermo del
sistema de orden superior al producto interno del sistema de dos osciladores
que se encuentra bien definido, poniendo asi fin al problema de fantasmas en
la teoria. Todo esto se logrd sin introducir nuevos formulaciones de la mecénica
cuantica, como la mecénica cuantica PT-simétrica, sino tan solo valiéndonos
de herramientas probadas, como transformaciones candnicas, o el principio de
accion cuantico.

Como continuacién del presente trabajo de tesis, podemos proponer varios
puntos a desarrollar. El primero y mas obvio es investigar una generalizacion
del mismo método, proponiendo una funcién Lagrangiana del tipo:

Lz, &, ... ,x(”)),

donde la dependencia de hasta la n-ésima derivada es en forma cuadratica. En
analogia con el trabajo expuesto, se puede intentar resolver el problema del mod-
elo de mayor orden introduciendo operadores no-Hermiticos y conectando la La-

grangiana L complexificada con otra Lagrangiana puramente real L¢ (51, oy bn, §n)
por medio de:
_ . d . .
L(m,x,...,x( )) + £:L£<£17£27"'7£n7§n>7
f = f(x""7‘r(n))7
éi = 51(177,1‘(“)),

donde la funcién f es en general compleja, las coordenadas &; son reales y solo
su primera derivada &; entran en L¢ en forma cuadrética.

El segundo punto importante es la generalizacién del presente trabajo a
teoria de campos. Dicha generalizacion resulta importante para que la investi-
gacion realizada encuentre su aplicacién més relevante. El caso particular del



campo escalar ha sido considerado en [?], mientras que el mismo campo con un
término de interaccién A¢* ha sido estudiado en [?]. El presente estudio espera
poder contribuir positivamente a estos esfuerzos. En particular, se puede gener-
alizar directamente el caso del oscilador de Pais-Uhlenbeck al caso de campos.
En efecto, podemos ver que la densidad Lagrangiana de mayor orden:

2, 2
mims;

m%—i—m%a
2

L=—-(08)%+ 5 Ou 0" — ¢°,

_1
2
estd relacionada con la densidad de orden normal:
1 m2 1 m3
Ly = B 10Mhy — 711/}5 + §8u¢26”¢2 - 721@7

por medio de la ecuacion:

L+0,f" =Ly,
donde:
o= ~Dov'e,
v = iae+i00)
Yy = Ep+b0e,

y donde a, b y ¢ tienen la misma forma que en el caso del modelo de Pais-
Uhlenbeck (?7?), con la sustitucién w; — m;, ¢ = 1,2. Notamos que la densidad
Lagrangiana L, es la correspondiente a dos campos de Klein-Gordon ¢ y 12 y
describe por lo tanto un sistema bien definido al exigir que dichos campos sean
reales. En este marco, incluso pueden definirse términos de interaccién, como

por ejemplo: )
(66" = ——— (V3 +3)".

(¢—a)

En vista de lo mencionado lineas arriba, podemos ver que el método descrito
en la presente tesis permite una generalizaciéon inmediata a teoria de campos
y parece posible una generalizacién a sistemas con derivadas de ordenes atin
mayores.
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