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Estudio de dispersion inversa para hoyos
negros con método dependiente del tiempo

Gerardo Daniel Valencia Martinez

12 de agosto de 2008

Resumen

Se desea, por medio de dispersién inversa, calcular los parame-
tros principales de un hoyo negro: masa, carga y momento angular. El
punto de partida en esta direccién lo dieron Thierry Daudé y Francois
Nicoleau (2008) [9] para campos de Dirac sin masa que se propagan
en el exterior de un hoyo negro de Reissner-Nordstrom. Se utilizard el
método dependiente del tiempo introducido por Ricardo Weder y Vol-
ker Enss (1994) [16], (1995) [17]; este método ha tenido diversas apli-
caciones dentro del marco de dispersion inversa en mecanica cudntica.

1. Introduccion

Primero se discutiran brevemente los conceptos sobre problemas
inversos primero en general y después en el contexto de la mecdanica
cuantica. Esta introduccién estd basada principalmente en el libro de
Chadan y Sabatier [7] y en los contenidos del curso “Inverse scattering
in Quantum Mechanics”impartido por el Dr. Ricardo Weder dentro de
la escuela de primavera en mecénica clasica y cuantica realizada en el
IIMAS-UNAM en el mes de marzo de 2008.

1.1. Problemas inversos en la fisica

El trabajo normal de los fisicos puede pensarse esquemaéaticamente
como una prediccién del movimiento de las particulas sobre la base
de fuerzas conocidas, o la propagacion de radiacién sobre la base de
un conocimiento de la constitucion de la materia. El problema inverso
es el de concluir qué fuerzas o constituciones estdn sobre la base del
movimiento observado. Una gran parte de nuestro contacto sensorial
con el mundo que nos rodea depende de una solucién intuitiva de



un problema inverso: Inferimos la forma, el tamafno y la textura de la
superficie de objetos externos a partir de dispersion y absorcién de luz,
la cudl es detectada por nuestros ojos. Cuando se usan experimentos
de dispersion para conocer el tamaiio o la forma de las particulas, o las
fuerzas que unas ejercen sobre las otros, la naturaleza del problema es
similar, o mas refinada. La cinematica, las ecuaciones de movimiento,
usualmente se suponen conocidas. Se investiga como son las fuerzas,
y cémo varian de punto a punto.

La expresion matemaética de una ley fisica es una regla que define
una transformacion M de un conjunto de funciones C, llamados los
parametros, en un conjunto de funciones £ llamadas los resultados.
Esta regla usualmente es un conjunto E de ecuaciones, en los cudles
los parametros son elementos de C, las soluciones son los correspon-
dientes elementos de &, por lo tanto, la definicién de M esta dada
implicitamente. Sin embargo, a partir de la sola definicién de una
transformacion, la solucién de E debe existir y ser unica en £ para
cualquier elemento de C. Esta es la tnica restricciéon que se le tiene
que pedir a E. Llamamos resultados calculados a los elementos de &
los cuales son asi obtenidos a partir de aquellos de C. Derivar los re-
sultados calculados para un elemento dado de C se llama resolver el
problema directo. Reciprocamente, obtener el subconjunto de C que
corresponde a un elemento dado de &£ se llama resolver el problema
inverso.

Para dar significado fisico a M, £ debe ser tal que sus elementos
pueden ser comparados con los resultados experimentales. En lo que
resta, suponemos que el resultado de cualquier medicion relevante es
un elemento de un subconjunto, & de £, llamado el conjunto de resul-
tados experimentales. £ por lo tanto contiene la unién de los resultados
experimentales y los resultados calculados. También se supone que a
& se le puede dar la estructura de un espacio métrico. La comparacién
de un resultado computado dado e;, y un resultado experimental, e;,
es medido entonces por la distancia d(e;, e;).

El conjunto C fue definido como el conjunto de funciones para las
cuales E puede ser resuelta. Mayores limitaciones a menudo aparecen
cuando las propiedades fisicas se toman en cuenta. En otras palabras,
C podria ser el conjunto S de todas las funciones para las cuales E
puede resolverse y que son consistentes con toda la ”informacién fisi-
ca” que proviene ya sea de los principios generales o a partir de medidas
previas. Sin embargo, la definicién de S es, en la mayoria de los casos,
indirecta y dificil para hacer precisa, y por eso, a uno se le deja la
eleccién de C como un subconjunto conveniente de S, con una clara
definicién. Por otro lado, el intento de incrementar la definicién de
C muchas veces da acceso a una nueva clase de pardmetros para los
cuales los problemas directo e inverso pueden resolverse.

Con estas definiciones, podria parecer que todos los problemas fisi-



cos son problemas inversos. Realmente, uno generalmente reserva este
nombre para los problemas donde se buscan formas matematicas pre-
cisas para las transformaciones inversas generalizadas de £ en C. Esto
excluye el llamado procedimiento de ajuste en la cudl los modelos que
dependen de algunos parametros y dan un buen ajuste de los resulta-
dos experimentales son obtenidos por ensayo error o por otra técnica.

La primera persona que estudié problemas inversos de la clase que
nosotros consideramos fue Lord Rayleigh (1877)[27], quien discutié la
posibilidad de inferir la densidad de una cuerda por medio de sus
frecuencias de vibracion. Més recientemente, una generalizacion fue
expuesta por Marc Kac (1966) [25] en su famosa leccién titulada: ” Can
one hear the shape of a drum 7”.

1.2. Dispersion inversa en mecanica cuantica

Con la invencion de la ecuacién de Schrodinger se incrementé enor-
memente la aplicabilidad de los problemas espectrales en ecuaciones
diferenciales parciales a los problema de la fisica: el tipo de ecuaciones
que anteriormente tenian solamente aplicaciones a problemas de vibra-
ciones mecanicas, se utilizarian ahora para la descripcién de dtomos y
moléculas.

Nuestro tema de estudio son los problemas inversos de la teoria de
dispersion (principalmente en mecénica cudntica). Asi, los resultados
experimentales son cantidades medidas en experimentos de dispersion,
e.g., secciones transversales o cantidades relacionadas. Debido a que
estas cantidades estan relacionadas a un comportamiento asintdtico
de las funciones de onda, siempre consideraremos problemas donde
el conjunto &£ consiste de "medidas tedricas”de este comportamiento
asintotico, e.g., la amplitud de dispersion o el cambio de fase. Esto
lleva, de manera natural, al problema particular de construir la am-
plitud de dispersiéon a partir de la seccion transversal. Dejando esta
discusién, las ecuaciones E que definen la transformacién M consisten
de una ecuacién de onda (e.g., la ecuacién de Schrodinger, la ecuacién
de Klein-Gordon, la ecuacién de Dirac junto con las condiciones apro-
piadas). Los conjuntos C de ”pardmetros”son conjuntos de ”potencia-
les”locales o no locales, a partir de los cuales es posible predecir los
resultados de dispersién.

Los problemas de dispersién inversos en mecéanica cuantica han
sido extensivamente estudiados desde el trabajo inicial de W. Heisen-
berg en la teoria de la matriz de dispersién en 1943 y 1944. En térmi-
nos precisos, existen tres problemas de dispersién inversa en mecdanica
cuantica:

» Unicidad. Demostrar que el operador de dispersion determina
univocamente los potenciales.



= Reconstrucciéon. Dar métodos para reconstruir los potenciales a
partir del operador de dispersién.

» Caracterizacién. Dar condiciones necesarias y suficientes para
que un operador sea el operador de dispersién de potenciales
entre particulas Uinicos en una clase dada.

Hay distintas maneras de proporcionar informacién de la disper-
sién. Por ejemplo, se puede dar el operador de dispersién para todas
las energias, el limite de alta energia del operador de dispersién, o el
operador de dispersién a energia fija.

Debido a que toda la informacién que se puede obtener sobre nu-
cleos, particulas y subparticulas fisicas se obtiene a partir de experi-
mentos de dispersién, estos problemas son de importancia fisica obvia.
Ademss, existe el problema muy relacionado de la dispersién inversa
de ondas acusticas, electromagnéticas y elasticas, el cual tiene muchas
aplicaciones tecnoldgicas, por ejemplo la tomografia.

Su interés intrinseco, como problemas matemaéticos, aparece en su
conexion con varias ramas del andlisis: resultados avanzados en teoria
de ecuaciones diferenciales e integrales, andlisis armonico, teoria es-
pectral de operadores, funciones holomorfas, expansiones asintoticas,
analisis numérico, todo lo necesario para estudiar estos problemas im-
propiamente planteados.

La mayoria de las contribuciones a los problemas inversos en la fisi-
ca cuantica utilizan métodos estacionarios, es decir, la solucion fisica
es idealizada como periédica en el tiempo, con energia infinita. Ha-
ciendo ésto, las propiedades fisicas de propagacién en las soluciones
se pierden (ya que la funcién de onda en realidad no evoluciona en el
tiempo, sino permanece en un estado estacionario). Esta carencia de
intuicion fisica implica que la herramienta matematica que se utiliza
para resolver los problemas dé poca informacién acerca de la fisica del
problema. Ademads; en los métodos estacionarios se utiliza una trans-
formada de Fourier generalizada que integra sobre espacios de medida
infinita las funciones de onda, que son periddicas en el tiempo. Otro
problema de los métodos estacionarios es que utilizan de manera fun-
damental la linealidad del problema directo, siendo dificil pensar en
generalizar el método para resolver problemas no lineales.

En (1993 [15], 1994 [16], 1995 [17]) V. Enss y R. Weder introdu-
jeron un nuevo método dependiente del tiempo, en donde se aplican
fundamentalmente las propiedades fisicas de propagacién de las fun-
ciones de onda de energia finita para resolver los problemas inversos
en mecanica cuantica, utilizando mas clara y sencillamente la herra-
mienta matematica, la cual estd muy relacionada con la intuicién fisica
del problema. Ademas, a diferencia de los métodos estacionarios, este
método puede aplicarse para la solucién de problemas de dispersién
inversa para ecuaciones no lineales [34, 40, 50]. En los tltimos anos,



el método dependiente del tiempo ha tenido varias aplicaciones: pa-
ra estudiar hamiltonianos con campo eléctrico y magnético [2]; en la
ecuacion de Dirac [24]; en el caso de N cuerpos [16, 17]; en el efecto
Aharonov-Bohm [47] [6]; en el efecto Stark [38]; en potenciales de-
pendientes del tiempo para la ecuacién de Schrodinger [39] y para la
ecuacién de Dirac [22, 23], entre otras.

2. Enfoque dependiente del tiempo a
la dispersion inversa multidimensional

En la presente seccién se resume el trabajo presentado por Enss y
Weder (1995) [17].

2.1. Introduccion

Se considera un sistema mecéanico cudntico de N cuerpos en un es-
pacio de n > 2 dimensiones con interacciones por pares de potenciales
de corto alcance local (operadores de multiplicacién). S denota el ope-
rador de dispersion entre los canales libres, donde no hay subsistemas
asintoticamente acotados. En el teorema 2.1 se prueba que S deter-
mina los pares de potenciales univocamente. De hecho es suficiente
conocer S sobre los estados donde la velocidad relativa entre cuales-
quiera dos particulas tiende a infinito. Mds atn, se da una férmula con
un término de error para la reconstruccion de los pares de potenciales
a partir el limite de alta velocidad de (S-I).

Si, ademas, las particulas interactian con fuerzas de largo alcance
es necesario saber el potencial de largo alcance para definir el operador
de dispersién, por ejemplo, el operador de dispersién de Dollard SP.
En este caso se prueba (teorema 2.2) que S D determina univocamente
la parte de corto alcance del potencial. También se prueba que uno
de los SP’s determinan univocamente el potencial total. Como en el
caso del corto alcance se da, en el teorema 2.12, una féormula con un
término de error para la reconstruccion del potencial a partir del limite
de alta velocidad de (SP —I).

También se estudia el canal donde una particula se dispersa por
medio de un blanco que consiste de estados ligados de NV — 1 particu-
las. En este caso se prueba (en la secciéon V de [17]) que el limite de
alta velocidad del operador de dispersién apropiado determina univo-
camente potencial multiparticula efectivo que da la interaccién entre
la particula incidente y el estado ligado, y se da una férmula para su
reconstruccién. La demostracién, la cudl en su momento fue novedosa,
es simple, usa métodos geométricos dependientes del tiempo.

Se supone que el potencial es una suma de pares de potenciales



que son operadores de multiplicacion:

V=3 Vit (@ — ) (2.1)
i<k
Cada par de potencial se divide en la parte de largo y corto alcan-
ce, dependiendo de su derivabilidad y tasa de decrecimiento hacia el
infinito.
Vi (B — &) = Vi, (@ — &5) + Vi (B — 75) (2.2)
Decimos que un operador es Kato-Reducido en L?(R") si es acotado

con respecto al laplaciano con cota relativa cero. Las definiciones se
encuentran en [26]. Entonces se define

VSR = Z ) |Vji es Kato-reducido en L*(R™),
i<k
/0 AR|Viw) (—A+ 1) Py = B < oo} (2.3)

donde para cada conjunto O C R™ se denota por F'(xz € O) el operador
de multiplicacién con la funcién caracteristica de O. La propiedad de
decaimiento en la definicién de vgg es para operadores de multiplica-
cién equivalentes a la condicién mdés intuitiva que

IE (Jyl = B) Vii(y) (A + D)7 |

decae integrablemente. El conjunto de potenciales de largo alcance
admisibles es

vi = (V'= V(@ —&) |V} € CLER),
i<k
Vi) < C L+ [y) 7y > 3/2) (2.4)

CL es el conjunto de todas las funciones continuamente diferenciables
que tienden a cero hacia el infinito. La divisién en partes de corto y
largo alcance no es dnica. Sin pérdida de generalidad [21], por ejemplo,
se puede hacer de tal manera, que adicionalmente se tenga

Vi € CLRM), DV (y)| < C 1+ [y|)~ ' leler1/2) (2.5)

para 1 < |a| < 4,0 < e < 1/2, donde D* denota las derivadas con la
notacién multi-indice habitual. Se define el Hamiltoniano de interac-
cién como

H=Hoy+V=Hyo+V*+V

es un operador autoadjunto en D(H) = D(H;). La evolucién en el

tiempo del sistema en interaccién esta dada por e .
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Primero se considera el caso en el que no hay potenciales de largo
alcance: ij = 0 para toda ¢ < j. Los operadores de onda para el canal
libre (i.e. no hay subsistemas asintéticamente acotados) son:

QO =5 hm etH g—itHo

t— OO
es un hecho conocido que el limite fuerte existe. También se sigue como
una consecuencia de las estimaciones dadas (2.43) (ver 4.18 en [17]).

Ademds, (Q:I:)*Q:t =1, e_itHQ:t = Qie_itH()? y

+o0 . .
(Qp —Q_)® = z/ dte™™ (H — Hy)e o
—0o0
para cualquier estado ® € D(Hj) para los cuales la integral estd bien
definida. El operador de dispersion S del canal libre al canal libre

estd definido como
S=(94)"Q_ (2.6)
y tenemos que S — I = (4 — Q_)*Q_. Llamamos a S una transfor-

macién de vgg en el conjunto de los operadores acotados L(H), S =
S(V#), la transformacién de dispersion.

TEOREMA 2.1. La funcion de dispersion S(-) : Vg, — L(H) es
nyectiva.

En el caso general cuando el potencial de largo alcance estd de
acuerdo a (2.2), (2.5) se ha establecido y se deja fijo. En el canal libre
la evolucién temporal de Dollard modificada ha sido generada por el
Hamiltoniano dependiente del tiempo

HP(t) := Ho+ > _ Vi (tpji/ 1),
i<k

donde (p;i/jk) = (Pr./mk) — (Pj/m;) es la velocidad relativa de las
particulas j y k, y pjr = mymi/(m; + my) es la masa reducida. El
propagador de Dollard es un operador de multiplicaciéon unitario en el
espacio de momentos que para tiempo inicial 0 esta dado por

UP(t) := e Hoegp | — Z/ dst (sPjk/ 1K)
i<k

Los operadores de onda de Dollard modificados para el canal libre
estan definidos como

QF =5 lim HUP (1) (2.7)

t—too

Es un hecho conocido que los limites fuertes existen, y de hecho,
también se sigue de las estimaciones (2.43 y 2.44). Ademss, (Q7)*QF =
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I. Se define el operador de dispersion de Dollard entre los canales libres
como sigue

SP =@yl = sP (vt v, (2.8)

y como antes S — I = (QF — QP)*QP.

El tnico potencial de largo alcance en la fisica es el potencial de
Coulomb (o gravitacional). Si conocemos las cargas ¢; de las particu-
las podemos describir la parte de largo alcance por Vi (y)l = qjq(1+
y2)_1/ 2 v todos los demds efectos son de corto alcance. En el caso ge-
neral sea V = V*+ V! dado. Si es necesario se adapta la divisién de tal
manera que V = V*+ V! donde V! ademés satisface (2.5). Entonces se
mantiene fijo este V! que se usa en la definicion de H?, UP, QP y SP.
En el siguiente teorema se prueba en particular que para una cola de
potencial de largo alcance, la parte de corto alcance esta univocamente
determinada por la transformacién de dispersion.

TEOREMA 2.2. Sea V! € vpp dado (satisfaciendo, sin pérdida de
generalidad, también (2.5)). Entonces la transformacion de dispersion
SP(V @) :uggr — L(H) es inyectiva. Mds atin, cualquier operador de
dispersion de Dollard SP determina univocamente el potencial V(x).

En el articulo [17] se prueban los teoremas 2.1 y 2.2 con un méto-
do geométrico dependiente del tiempo simple y se dan férmulas de
reconstruccion.

Los puntos importantes del articulo [17], cuyos resultados estén
enunciados en este trabajo, son los siguientes: Se obtiene una férmula
de reconstruccién (teorema 2.6) y se prueba el teorema 2.1 en el ca-
so de rango corto, dos cuerpos. Estos resultados se generalizan para
el caso de dos cuerpos, rango largo. Mas ain, se obtiene una féormu-
la de reconstruccién para el caso de N cuerpos (teorema 2.12) y, a
continuacién, se prueban los teoremas 2.1 y 2.2.

2.2. Dos cuerpos con potenciales de rango cor-
to

En esta seccion se considera el caso de dos cuerpos cuando la parte
de largo alcance del potencial V!(x), es cero. Se denota por B, la bola

abierta de centro cero y radio n en R™ y por m la masa reducida de
las dos particulas.

PROPOSICION 2.3. Para cualquier f € C3°(IR™) con sop f C
By, para alguna n > 0, y cualquier £ = 1,2,3,..., existe una cons-
tante Cy tal que la siguiente estimacion es cierta

HF(X e M) emtHo f(p —mv) F(x € M)H <Co(1+r+t)" (29)



para cada v € IR™, t € IR y todo conjunto medible M, M’ con la
propiedad
r = dist(M’, M + vt) —nt| > 0.

Bajo traslaciones en el espacio de momentos o de configuracién
generados por X o p, obtenemos, respectivamente,

e”"™VX f(p) €MV = f(p 4+ mv), (2.10)
en particular
o—imvx —iHot jimvx _ ,—ip-vt ,~iHot e—z’mv2t/27 (2.11)
donde v := |v|, y
PV f(x) e PV = f(x + vi). (2.12)
la condicién de decaimiento (2.3) implica el decaimiento integrable de

IV (x) g(p) F(Ix| = R)|

para toda g € C§°(IR"™), e.g. ver Corolario 2.4 in [14]. Asi la condicién
(2.13) en lineas posteriores se satisface con p = 0 para cualquier po-
tencial en V. Valores mayores de p implican un decaimiento mayor.

LEMA 2.4. Suponga que V*® € V., y que para alguna 0 < p <1y
toda g € C§°(IR")

(1+ R)” HVS(X) 9(p) F(|x| > R)H € L1((0,00), dR).  (2.13)

Entonces para cualquier funcion f € C§°(Byny) existe una funcion h
con (1+7)Ph(1) € L'((0,00)) tal que para toda v € IR™ que satisface
v > 4n tenemos

HVS(X) e~itH0 f(p — mv) (1 4 XZ)—?J/?H - (2.14)
[V e 1wy it () (14 x2)7972|| < ot

Sea ®¢ € H una configuracién asintética normalizada con el mo-
mento soportado en B,,, y funcién de onda en el espacio de momentos

¢0 € C§°(Bomy)-
La configuracién impulsada
B, = ™VE Dy < dy(p) = do(p —mv) (2.15)

tiene velocidad de soporte compacto contenida en la bola abierta cen-
trada en v con radio 7 y satisface ||(1 + x2)3/2 ®|| < const unifor-
memente v. Usaremos el limite de alta velocidad en una direccién fija
arbitraria v = v/|v|, v = |v| — oc.

9



COROLARIO 2.5. Suponga que V*° € V. entonces uniformemente
parat € IR

H(Qi _[)eitHo @vH — O™, (2.16)

TEOREMA 2.6. (Férmula de reconstruccién)
Suponga que V° € Vg, y que (2.13) se satisface. Entonces para toda
oy, Uy, como en (2.15)

v (73(5’—[) Dy, \I/ /dT V3 (x +71V) @9, ¥ | (2.17)

(v™P) 0<p<l,

0 (vfl) p=1.

La demostracién del teorema 2.1 muestra que para la reconstruc-

ci6én del potencial es suficiente considerar en el lado izquierdo de (2.17)

sélo v en un espacio de dos dimensiones. El problema se reduce a la

inversién de la transformada de Radon de una funcién, acotada, con-
tinua y cuadrado integrable en IR?

2.3. Dos cuerpos con potenciales de rango lar-
go
La correccién del propagador de Dollard U (t) es

0(t) = exp [—i /0 V(s p/m) ds} . (2.18)

Esta correccion junto con las estimaciones dadas en la proposicién 2.7
sirven para demostrar los lemas 2.8 y 2.9, el corolario 2.10 y el teorema
2.11.

PROPOSICION 2.7. Para cada f € C°(Bmy) y v € R™ con v >
2n
| x0@) Fo—mv) (1453712 < C (1402 0t77) < O+ or7)
(2.19)
y para toda k > 0
|F(x| = /ot (1) F(p—mv) (14+x%)7%]| < C(1+ ot 275, (2:20)

para alguna € > 0.

LEMA 2.8. Suponga que VS € V., VE € V, ., y que (2.13) se
cumple. Entonces para f € C§°(Bmy) existe una funcion h con (1 +
7)Ph(t) € LY((0,00)) tal que para cualquier v € IR™ que satisface
v > 4n tenemos que

Vo) UP @) £(p = mv) (14 %) 72| < A(Jot). (2.21)
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LEMA 2.9. Suponga que V* €V, .. Entonces para f € C3° (Bmy)

(Vi) =V (tp/m) ) UP(E) fp—mv) (14+x%) 72| < C (14 fot)) 1
(2.22)
para cada v € IR™ con v > 4n y alguna € > 0.

COROLARIO 2.10. Suponga que V° € Vg, Vvt e V, n, entonces
para @, como en (2.15)

H (7 QR — U (1)) @y

=0 (v, (2.23)

uniformemente para t € IR.

TEOREMA 2.11. (Férmula de reconstruccion)
Suponga que V5 € V,,, VE € V., y (2.13) se satisface. Entonces
para toda P, ¥y como en (2.15)

|: (I)va v > -

</+°° dt (ve(x) _Ve(tp/m)> UP (1) @y, UP(0) T ﬂ _

+eo o), 0<p<l1
dr V* +A<I>,\I/>+ ’ - T (2.24
</oo TV A7) %0, o {O (v_l) , p=1, ( )

y en particular
lim v <i(SD —1I) Py, \IJV> =
vV—00

</+°° dr [VS(X +79) + Vix +79) — VK(T\A/)} Py, \IIO> . (2.25)

—00

2.4. El caso de N cuerpos

Para cualquier par tomado de N particulas construimos una suce-
sién de estados donde todas las particulas tienen una alta velocidad
relativa a las demds. La diferencia del operador de dispersién menos
el operador de identidad, apropiadamente re-escalada proporciona la
transformada de Radon o la transformada de rayos X del correspon-
diente par de potenciales o de su parte de corto alcance. Esto implica
los teoremas de unicidad dadas en la seccién 2.1. Se elige la fami-
lia de estados por conveniencia matemaéatica. Tenemos que introducir
alguna notacién cinematica antes de definir los estados. Para deter-
minar el potencial para un par dado se usa una numeracién de las
particulas tales que las parejas de interés consistan de las particulas
1y 2. Una vez que hemos separado el movimiento del centro de masa
usamos varias coordenadas que describen las posiciones relativas y los
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momentos de las particulas. Como es usual para los sistemas de dos
cuerpos una de las variables n-dimensionales es la posicion relativa x
del par distinguido con su momento conjugado p.

X=X — X1, P=—1Vx= m[(*iva/mQ) - (*Z’qu/ml)]’

donde m = mymsa/(my + ms) es la masa reducida del par (1 2).
En suma, usamos la posicién x; y el momento p; de la j-ésima
particula j = 1,..., N, relativas al centro de masa del par distinguido

Xj 1= f(j — (mlfq + mgig)/(ml + mg), j=1,...,N, (226)

pj:Nj(f)j/mj_(f)1+f)2)/(m1+m2))7 jIl,...,N, (2'27)

donde p; es la masa reducida de la j-ésima particula con respecto al
centro de masa del par distinguido,

mj(my + ma)
m; +my + mg)’

,uj:( j=1,...,N, (2.28)
y Pj = —iVg;, j = 1,..., N es el momento relativo a algtin origen.
P; /1, j =1,...,N son las velocidades relativas respecto al centro
de masa del par. {x,x3,...,xy} vy { P,P3;---,P, } son conjuntos
de N — 1 coordenadas de momentos y configuracion n-dimensionales
independientes en el marco de referencia del centro de masa total. El
momento relativo de las particulas j y k es

pjk = _iv(ik—ij)a j, k= 1, 2, ey N, (229)

donde las derivadas de las posiciones de todas las otras particulas
asi como también del centro de masa se mantienen fijas. Su velocidad
relativa es
Pik Pk _Pi _Pe_Pi iy N (2.30)
ik mg My Hi My

donde pji, es la masa reducida del par j, k

mgmyg

o= Mk k=12, N. 2.31
Hik mj+mk J ( )

Note que las coordenadas (X, — X;) y pji son conjugadas entre si.

Para construir nuestros estados de alta velocidad escogemos confi-
guraciones asintoticas ®g € H con productos de funciones de onda de
la siguiente forma en el espacio de momentos.

Do ~ ¢12(p) d3(P3, -, P,,) (2.32)

donde ¢19 € CZ°(IR™) varfa mientras que ¢z € C3°(IR"N=2)) es una
funcién normalizada fija con soporte en { (ps, ..., P, ) : [P;| < u; } i-e.
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las particulas 3 a la N tienen velocidad menor que uno relativa al par
(12). Tome 7 tal que el soporte de la velocidad de ¢12 esta contenida en
By, i.e. ¢ € C§°(Bimy). Definimos nuestros estados de alta velocidad
como

Dy ~ d12(p — mV) ¢3(P3 — H3V3, ..., Py — UnVn), (2.33)
con v=ov, V| =1, v; = v’ej, con e; # 0 para j = 3,...,N,
y donde suponemos que e; — e, # 0 para j,k = 3,...,N. También
definimos vi = —vm/my, y vo2 = vm/ms. Entonces denotando por

ij:vk—vj, Ujkz ’ij‘, j,k=1,...,N (2.34)

las velocidades aproximadas de las particulas j y k tenemos que

m v : m .
vy = U2<ej+7nlv> #01f’[1>m71(€j) !
m v _ m —
Vo = ’1}2(9]'—’”1/21}) #01f1}> m72(6‘7) !

ij = U2(ek—ej)7é07 j,k:?),,N

Por lo tanto, en nuestros estados de alta velocidad la velocidad re-
lativa promedio del par distinguido es v mientras que las otras particu-
las viajan con velocidad minima proporcional a v? con respecto a las
particulas en el par distinguido asi como también relativas a las otras.
Note que &g € S(R"V-1) y que

N
Oy = ] eV @y, (2.35)
j=3
Més atn, por (2.26)
|)~(k—)~(j|:‘xk—xj‘S’Xk|+‘X]’|, j,kZl,...,N

y |x1], |x2] < |x]|, asi tenemos una buena uniformidad de localizacién
inicial en v

“(1+|>2k—>zj|2)2\pv <C, jk=1...,N. (2.36)

Se sigue de (2.30) que existen funciones fjx € C§°(By,,y,,) tales
que

Oy = fi(Pjr — HikViK) v, (2.37)

donde m2 = n, m; = 2(1 +nm/m1), no; = 2(1 +nm/ma), j =
3,...,N,yny =4para jk=3,...,N. (2.36) y (2.37) nos permiten
reducir en una manera efectiva las demostraciones en el caso de N
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cuerpos al de sélo dos particulas. De nuevo, sea U la correcciéon de
Dollard

00 =ew| i [ T ViGpa/mn] @39

i<k

Note que por (2.26)

0 0 0

=Xy —X| =1—, Xp—Xi=1— —i—o0 k=3,...,N

X X2 X1 lap) Xk Xj Z@pk Zapj y I ) AR
(2.39)

0 m . 0 0 m . 0

v . — J— X:i—Xo —f— — —— ] —— .:3... N.
X;—X1 = zapj—i-ml op’ Xj—X2 Zapj mng)p’ J yeee
(2.40)

Tome vg tan grande por |p;i| > vjk p1jx/2 en el soporte de fjx(pj; —
Wik Vjk) Para v > vg. Entonces como en la proposicién 2.7 demostra-
mos que para v > vg,j < k

(xp — %) U(t H Fiw Py — pyrw Virwr) (14 [Xp — %j[*)712

<k’

(I +o 2 otf),  sij=1,2

<C
(14032 o t1*77), 5 =3,4,..., N,
< C(L+ |vjpt]*7), (2.41)
y para kK > 0

P50 51 2 wlos e 00 (2.42)

< O+ ot ™>7F

LT Firwjne = mjowr v ) (1 + R — %51%) 2
JI<kr

Entonces como en el lema 2.8 demostramos que si V;7 satisface (2.13)

I £ @ine = pjrwe vine) (1 3 = %172
GI<k!

como un operador en L?(IR™)

Vie - %;) U(1) (2.43)

< hjk(|vjrt|)

donde (1 + 7)° hji(T) € Ll((O 00)). Para este propésito note que
para cualquier par (jk), Hy = p* k/2u]k + H]k, donde ij conmuta
con X, — X;. Esto se sigue, por ejemplo, tomando coordenadas de
Jacobi con Xxj — X; como p rimera coordenada. Ademds, como en el
lema 2.9 demostramos que
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H <VJ'Zk()~(k —%;) — Vi (t pjk/:ujk)) UP(t) (2.44)

< C(l + ”Ujk t|)717€

IT i ®yn — min virn ) (1 + [Rs — %5[%) 2
j/<k/

Entonces usando (2.26) y (2.37) se demuestra como en el corolario
2.10 que

H (7™ QL —UP(t) &y =0 (v71), (2.45)

uniformemente en t. Note que vz = v y v, = O(v?) para j < k =
3,...,N.

TEOREMA 2.12. Suponga que VS € V,,, V! € V,, y que V{}
satisface (2.13). Entonces para toda ®v, ¥y como en (2.33) con alguna

o3 fija y normalizada
v [(z’(SD —1) o, \Ilv>

_(/+00 dt (V{%(X) v p/m)> UP(t) ®y, UP(t) \Ilvﬂ

—00

teo o(v™P), 0<p<l1
— dV5x+\7<I>,\I/>+ ' - "(2.46
([ ar v 79) @i, {O(w% S0 )

y en particular para toda 0 < p <1

400
lim v<i(SD — 1) dy, \IJV) = </ dr (Vi5(x+ 1v)

FV(x +79) = Viy(T9)) @1a, Wra) . (247)

Note que en el caso especial cuando no existen fuerzas de largo
alcance, i.e. Vé = 0, la férmula de reconstruccién (2.46) se simplifica
como

+o00
v <z’(S—I) Oy, \IJV> = (/ dr Vi (x + 7V) @19, ‘1’12)

—p <<
Lol 1> Osp<i, (2.48)
O(v_), p=1

Si, ademas de los pares de potenciales, uno tiene fuerzas de tres cuer-
pos o multiparticula entonces determinamos sélo los potenciales de
dos cuerpos con la sucesién aproximante usada haste este momento,
el enfoque analogo usando estados con tres particulas que tiene velo-
cidades relativas de orden v y todas las otras de orden v? determinan
entonces todos los potenciales de tres cuerpos, y asi sucesivamente.
Ver Wang(1994) [37] para un enfoque relacionado.
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2.5. Aplicaciones

En el articulo de Weder (2003) [48] se mencionan brevemente
dos aplicaciones del método dependiente del tiempo para el efecto
Aharonov-Bohm y la ecuacion de Schrédinger no lineal. Este articulo
también trata la dispersién por un potencial, pero esté tema ya se
traté en las secciones anteriores y, por lo tanto, no se repetird aqui.

2.5.1. Efecto Aharonov-Bohm

El caso del efecto Aharonov-Bohm, i.e. operadores de Schrodinger
con campos magnéticos singulares y dominios exteriores. Este es un
problema de dispersion inversa particularmente interesante que mues-
tra, que en la mecénica cudntica, un campo magnético actia sobre
una particula cargada (por medio del potencial magnético) en regio-
nes donde es idénticamente cero (el campo magnético). El punto clave
en este problema es que a altas energias, la traslacién del paquete de
ondas domina sobre su expansiéon durante el tiempo de interaccién.
De hecho, en este limite, para calcular el operador de dispersién basta
considerar la traslacién del paquete de ondas en lugar de su correcta
evolucién libre. Ver [47] y [6].

2.5.2. Ecuacién de Schrodinger no lineal

A partir de operador de dispersion se reconstruye univocamente el
potencial y la no linealidad. Para este propdsito, se observa que en el
limite de pequena amplitud los efectos no lineales se vuelven despre-
ciables y la dispersiéon estd dominada por el término lineal. Usando
esta idea se prueba que la derivada en cero del operador de dispersién
no lineal es la del operador lineal. Con la ayuda de este hecho, primero
se reconstruye univocamente el potencial a partir del problema inver-
so de dispersién lineal asociado y en un segundo paso se reconstruye
univocamente la no linealidad. Existen otros articulos adicionales del
Dr. Weder que tratan este caso: [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46],
[49], [49], [50], [51],

3. Hoyos negros

3.1. Introduccion

Los hoyos negros en el espacio-tiempo son probablemente uno de
los mas fascinantes objetos predichos por la teoria general de la rela-
tividad de Einstein. En los ultimos afios, varios estudios matematicos
se han realizado para obtener un mejor entendimiento de sus propie-
dades. A pesar de la riqueza del problema original, una caracteristica
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notable de los hoyos negros en el espacio-tiempo es su simplicidad.
Aqui nos referimos al hecho de que, cualquiera que sea la configura-
cion de un cuerpo estelar colapsante, el hoyo negro en el espacio-tiempo
resultante, eventualmente, puede ser descrito por “casi” tres parame-
tros: Su masa, su carga eléctrica y su momento angular, resultado
conocido como el teorema de la calvicie. En las siguientes subseccio-
nes se describiran los tipos de hoyos negros permitidos por el teorema
de la calvicie. El contenido entero de esta seccién estd basado en los
libros de Hacyan [35], Misner [29] y Wald [36].

3.2. Hoyo negro de Schwarzschild

Schwarzschild tuvo la idea de considerar un problema simple, aun-
que realista: ;Cémo deforma al espacio-tiempo una distribucién per-
fectamente esférica de masa? Evidentemente, el espacio-tiempo resul-
tante debe tener propiedades simétricas alrededor de la masa consi-
derada; esto simplifica notablemente las ecuaciones, a tal grado que
encontrd una solucién exacta: el espacio-tiempo de Schwarzschild, un
espacio riemanniano que describe la region externa de un cuerpo esféri-
co con masa M y radio arbitrario.

La solucién matematica de la ecuacién de Einstein, encontrada
por Schwarzschild, es valida auin si se supone que el radio de la esfera
masiva ha sido cero en todo tiempo o, en otras palabras, si toda la masa
ha estado concentrada eternamente en una singularidad. En este caso,
la estructura del espacio-tiempo es relativamente simple: un horizonte
dentro del cual estd una singularidad y fuera de él, a lo lejos, el espacio
que tiende a ser plano.

La métrica que define la geometria del espacio-tiempo de Schwarzs-
child esta dada por la ecuacién (3.1)

2GM dr?
ds? = — (1 % > Pdi® + gy +r2d0? £ 17 sin® 0dg? (3.1)
cer —
c2r

En este caso el tnico pardmetro del hoyo negro es su masa M. G
es la constante de gravitacion y c es la velocidad de la luz.
Si la esfera considerada de masa M tiene un radio menor que el

radio de Schwarzschild
_2GM

2

r
g c

entonces algo extrano sucede: la luz emitida de su superficie, o de
cualquier punto dentro de la esfera con radio r, no puede llegar al
radio critico y queda atrapada para siempre.

La superficie esférica cuyo radio es justamente el de Schwarzschild
se llama horizonte del hoyo negro; la luz puede cruzar el horizonte sélo
en un sentido: de afuera hacia adentro y nunca al revés. Lo que ocurre
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dentro del horizonte estd eternamente desconectado del exterior, no
puede ser visto ni puede influir sobre el resto del Universo.

3.3. Hoyo negro de Reissner-Nordstrom

Apenas unos meses después de que Schwarzschild descubrio la so-
lucién que lleva su nombre, los fisicos H. Reissner y G. Nordstrém
encontraron, en forma independiente, otra solucién de las ecuaciones
de Einstein que representa el espacio-tiempo afuera de una esfera que,
ademas de masa, posee una carga eléctrica.

2
ds*> = —(F(r))c2dt* + ;l,z;) +72df* + r?sin® 0dg®  (3.2)
donde oM GQ?
2 2
F(r)=1-"3=+13 (3:3)

La solucién de Reissner-Nordstrom (3.2) generaliza la de Schwarzs-
child. Posee dos pardmetros, la masa M y la carga Q de la esfera que
deforma al espacio-tiempo. En el caso particular en que la carga es
cero, la solucion se reduce a la de Schwarzschild con masa M.

Al igual que el espacio-tiempo de Schwarzschild, el de Reissner-
Nordstrém posee un horizonte que sélo puede ser cruzado en un sen-
tido; es, por lo tanto, un hoyo negro eléctricamente cargado.

horizonie
CXICTTH

harizonie
imteTno

singularidad

Figura 1: Estructura de un hoyo negro cargado.

La principal peculiaridad de un hoyo negro cargado es que, a di-
ferencia de uno neutro, posee dos horizontes concéntricos, centrados
alrededor de la singularidad figura 1.

Los radios de los horizontes externos e internos, que denotaremos
r4+ y r_ respectivamente, son:
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M [GPM? GO
T+=g T A A

M [GPME GQ?
r_ = 2 a (3.5)

Por supuesto, un observador externo sélo puede ver lo que sucede
afuera del horizonte externo.

Si la carga Q del hoyo es igual a su masa M multiplicada por raiz
cuadrada de G (es decir Q = M+/G) los dos horizontes se funden en
uno solo. Si la carga Q es mayor que raiz cuadrada de GM, simple-
mente no hay horizonte; en este caso no existe un hoyo negro sino una
singularidad desnuda.

(3.4)

3.4. Hoyo negro de Kerr

Tanto la solucién de Schwarzschild como la de Reissner-Nordstrom
describen un espacio-tiempo con una perfecta simetria esférica. Este,
evidentemente, no puede ser el espacio-tiempo de un hoyo negro ro-
tante, ya que la rotacion define una direccién particular, el eje de
rotacion, que rompe la simetria esférica.

La solucién de Kerr describe el espacio-tiempo de un hoyo negro
rotante. Como tal, posee dos pardmetros: la masa M y el momento
angular S del hoyo. En el caso particular en que S es cero, la solucion de
Kerr se reduce exactamente a la de Schwarzschild. En (3.6) se muestra
la forma explicita de la solucién escrita en las coordenadas t, r, 6, ¢
de Boyer y Lindquist (1967), las cuales generalizan las coordenadas de
Schwarzschild.

A 2 <in26 2 2
ds* = —= [cdt — %sin2 9d¢} + = [(7’2 + Z2> do — adt] +p*do?

p? p? g
donde:
, 2GMr ad?
-+

A=r 2 2

C (&

2
2 _ 2,9 2 —
pe=r +C2cos¢ a=S/M

Cualquier esfera masiva genera en su exterior un espacio-tiempo de
Schwarzschild, pero no cualquier cuerpo rotante produce un espacio-
tiempo de Kerr. Durante varios afios, los fisicos y matematicos trata-
ron infructuosamente de encontrar una configuracién de materia que
pudiera originar el espacio-tiempo de Kerr; finalmente, se convencieron
de que esta solucion de las ecuaciones de Einstein solo puede corres-
ponder a un hoyo negro.
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La estructura espacio-temporal de un hoyo negro rotante es simi-
lar, en varios aspectos, a la de un hoyo negro cargado. Como este
dltimo, también posee dos horizontes concéntricos, si el momento an-
gular entre la masa, a, no excede del valor GM/c. El radio de cada
horizonte, r4 y r— estd dado por las férmulas

GM G2M?  a?
r+ = CT + T - 672 (37)

GM G?M? g2
= T\ Ta Tz

(3.8)

La singularidad se encuentra dentro del horizonte interno, pero, a
diferencia del caso sin rotacion, la singularidad del espacio-tiempo de
Kerr no es un punto sino un anillo (figura 2).

leje de rotacidn

ergoszfera

horizante externao

horizonte interna
singularidad

Figura 2: Estructura de un hoyo negro rotante.

Si el pardmetro de momento angular a es igual al valor critico
GM/c, los dos horizontes se fusionan en uno solo. Si a es mayor que
GM/c, no hay horizontes: la singularidad queda desnuda y se puede
observar desde una distancia prudente. Sin embargo, es imposible des-
truir el horizonte de un hoyo negro arrojandole particulas para hacerlo
girar mas rdpidamente y aumentar de este modo, su momento angular.

Una de las peculiaridades més interesantes de un hoyo negro rotan-
te es la existencia de una zona llamada ergésfera, situada precisamente
afuera del horizonte interno, en donde ninguin cuerpo puede mantener-
se inmovil, por mucha energia que invierta para aferrarse a una misma
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posicién. La causa de este fendémeno es el efecto de Lense-Thirring lle-
vado al extremo: el arrastre producido por la rotacién del hoyo negro
es tan intenso cerca del horizonte que todos los cuerpos sin excepcién
se ven forzados a girar junto con él.

3.5. Hoyo negro de Kerr-Newman

Asi como la solucién de Schwarzschild se puede extender al caso
con carga eléctrica, también se puede generalizar la solucién de Kerr
para describir un hoyo negro que, ademas de rotar, posee carga. Tal
solucién fue obtenida por E. T. Newman y sus colaboradores después
del descubrimiento de Kerr.

El espacio-tiempo de Kerr-Newman estd determinado por tres parame-
tros: la masa M, el momento angular S y la carga Q. La forma de la
solucién es parecida a la de Kerr. Si la carga Q se hace cero, la solucién
se reduce a la de Kerr. Si el momento angular S se anula, la solucién
se reduce a la de Reissner-Nordstrom, como se podria esperar.

A 9 . 29 2 2
ds®> = —5 [cdt — %sin2 9d¢} + 8122 [(7’2 + (012> do — adt}
2
+dr? + pde? (3.9)

donde:
5 2GMr o>  GQ*
c c

A=r

ct

2
2_,2, 9 2 —
p-=r +CQCOS¢ a=S/M

El espacio-tiempo de Kerr-Newman posee dos horizontes concéntri-
cos, cuyos radios ry y r— son

GM G2M?2 o2 GQ2
GM GZM? a? GQ?
=2 ‘\/ A & A (3.11)

Si la carga y el momento angular son tales que la cantidad c?a® +
GQ? es mayor que G2M?, los dos horizontes desaparecen y la singu-
laridad queda al descubierto.

Por lo demas, el espacio-tiempo de Kerr-Newman posee cualitati-
vamente la misma estructura que el de Kerr, por lo que la descripcion
de la seccién anterior se aplica idénticamente.
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4. Recuperacion de la masa y la carga
de un hoyo negro de Reissner-Norstrom
por medio de un experimento de disper-
sion inversa

Supongamos que somos observadores que viven en el exterior de
un hoyo negro, en reposo respecto a él y localizado muy lejos de él (a
tales observadores se les dice que estan estaticos en el infinito) y tipi-
camente pueden ser pensados como un telescopio en la tierra dirigido
al hoyo negro, ;jPodemos, en esas condiciones, medir los pardmetros
que definen al hoyo negro por medio de un experimento de dispersién?

El primer paso en esta direccion ha sido dado por Thierry Daudé y
Frangois Nicoleau en 2008 [9] para campos de Dirac sin masa que se
propagan en la regién exterior de un hoyo negro de Reissner-Nordstrom.
Teniendo la matriz de dispersion se obtiene mediante la técnica des-
cubierta por Enss y Weder (1996) [17] una expansién asintética de
alta energfa del operador de dispersion S. Mediante el calculo de una
integral se encuentra el primér termino de la expansién y para estimar
la masa y la carga del hoyo negro se necesita el segundo término de
la expansion, este se determina mediante un método estacionario. La
siguiente seccién estd basada en el articulo de Daudé y Nicoleau [9].

4.1. Geometria de los hoyos negros de Reissner-
Norstrom

En las coordenadas de Schwarschild un hoyo negro de Reissner-
Nordstrom se describe por una variedad suave de cuatro dimensiones

M:RtXR:rXSEJ,

equipado con la métrica (3.2). Por simplicidad se tomarda G = 1y
c=1.

A lo largo del articulo se utilizan las coordenadas de Schwarzchild
como las coordenadas del anélisis. Esto tiene dos razones: Primero, en
este sistema de coordenadas los coeficientes de la métrica no depen-
den de t y w, reflejando la simetria del hoyo negro. En la siguiente
seccién se muestra que la ecuacién de Dirac toma una forma conve-
niente, a saber, una ecuacién de evolucién (con respecto a t) con el
Hamiltoniano independiente del tiempo actuando en la hipersuperficie
espacial ¥ = R x S2_ un bello formalismo cuando se trabaja con la
teoria de dispersion. Segundo, corresponde implicitamente a la nocién
natural de observadores estaticos en el infinito. Tales observadores se
encuentran muy alejados del horizonte exterior del hoyo negro y viven
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en curvas integrales de su 4-vector de velocidad

10
C F(r)ot

En particular, la coordenada temporal t es el tiempo propio de tales
observadores y asi corresponden a su verdadera experiencia temporal.
Esta eleccién de coordenadas resulta ser bastante natural para los
experimentos de dispersion que se tienen en mente.

Se quiere enfatizar una propiedad del horizonte exterior bastante
remarcable, que se tiene cuando éste se describe en las coordenadas de
Schwarschild, la cual tiene consecuencias importantes en la teoria de
dispersion: Desde el punto de vista de los observadores estaticos en el
infinito, el horizonte exterior se percibe como una regién asintotica del
espacio tiempo. Precisamente, esto significa que el horizonte exterior
nunca es alcanzado en tiempo finito a lo largo de geodésicas radia-
les entrantes y salientes, i.e. las trajectorias seguidas por las curvas
integrales de
—1§ + 2

ot  Ox
A lo largo de las geodésicas salientes, podemos expresar el tiempo t
como una funcién de r por la férmula

F(r)

Hr) = / "R, (4.1)

donde rg > 74 esta fijo. De (3.3) y (4.1), se ve inmediatamente que
t(r) — —oo cuando r — r4. Una férmula andloga se prueba para las
geodésicas entrantes.

En consecuencia podemos restringir nuestra atencién a la regién
exterior r > r; de un hoyo negro de Reissner-Nordstrém y estudiar
alli el problema inverso para campos de Dirac sin masa. Solamen-
te debemos tener en cuenta que no se necesitaran condiciones a la
frontera en el exterior del horizonte de eventos r = ry debido a que
este horizonte es una regién asintética en el espacio-tiempo. Para ha-
cer mas claro este punto, intoduzcamos una nueva coordenada radial
x, llamada la coordenada Regge-Wheeler, la cudal tiene la propiedad
de rectificar las geodésicas radialmente nulas y simplicard de manera
importante el andlisis posterior. Estd definida implicitamente por la
relacién

dr
—=F 4.2
L= F) (42)
y explicitamente por
ri r2
= l — — —r_). 4.3
v S oglr =) b loglr—r). (43)
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En el sistema de coordenadas (t,x,w), el horizonte r = r es lle-
vado hasta x = 400 y gracias a (4.2), la métrica toma la forma:

g = F(r)(dt* — da®) — r2dw®. (4.4)

]

Observe que las geodésicas radialmente nulas entrantes y salientes
z . %) I5)
estan ahora generadas por los campos vectoriales g; &+ 5 y toman la
forma simple

yE(t) = (t, 0 + t,wo), t eR, (4.5)

donde (zg,wg) € R x S? estan fijos. Estas lineas son simplemente
lineas rectas con velocidad 41, al menos en el plano t-x, la situacion
de un espacio-tiempo de Minkowski de dimensiéon 1. Por lo tanto,
trabajaremos en la variedad B = R; x R, x S2 equipada con la métrica
(4.4).

4.2. Ecuacién de Dirac y resultados de disper-
sién directa

La teoria de dispersién para las ecuaciones de Dirac en el espacio-
tiempo B ha sido objeto de los siguientes articulos Daudé (2007) [8],
Melnyk (2003) [28] y Nicolas (1995) [30]. Se usa la forma conveniente
de la ecuacién de Dirac sin masa obtenida en estos articulos. Bajo la
forma Hamiltoniana la ecuacién eventualmente se lee como:

i00) = H, (4.6)

donde % es un espinor de dos componentes que pertenece al espacio
de Hilbert H = L?(R x S?;C?) y el Hamiltoniano est4 dado por

H =T'D, + a(z)Dg, (4.7)

donde a(x) = 7V1:(T), D, = —i0;, Dg2 denota el operador de Dirac en
52, ie.

Dg» = —il? <89 + CO; 9) - Si; ST, (4.8)
y T, T2, T3 que aparecen en (4.6) y (4.8) son las matrices de Dirac
usuales que satisfecen las relaciones anticonmutativas IV 4 IV =
20;;1d.

Podemos simplicar mas la ecuacién del Hamiltoniano al usar la si-
metria esférica de la ecuacién. El operador Dg2 tiene resolvente com-
pacto y puede ser diagonalizado en una suma infinita de operadores de
multiplicacién con matrices como sus valores. Las funciones propias
asociadas con Dg2 son una generalizacién de los armonicos esféricos
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usuales llamados armonicos esféricos con peso de espin. Ver Gel’Fand y
Sapiro (1956) [18] para una presentacién detallada de estos armonicos
esféricos generalizados.

Existe asi una familia de funciones F,;; = (Fnl, F2) con lo indices
(1n) variando en el conjunto Z = {(,n) : | — |3] € N,I — [n| € N} que
forma una base de Hilbert de L?(S?;C?) y tal que Y(l,n) € Z, V¢ €
L*(S%C?),

D ((2) ® For) = ~(1+ )T*Y(2) @ Fuy (1.9

El espacio de Hilbert puede descomponerse en una suma directa

infinita:
H= P [I’Rs;C?)] = P Hun,
(I;n)eT (I;n)eT
donde Hj, = L%*(R,;C?) se identifica con L?(R;C?). Obtnemos la
descomposiciéon ortogonal para el hamiltoniano H

H= @
(IL,n)ez
con
H™ := H|y, =T'D, + a(2)?, (4.10)

y ai(z) = —a(z)(I+3). El operador H'™ es autoadjunto en Hy,, con do-
minio D(H'™) = H'(R; C?). Nétese que también usamos las siguientes
representaciones para las matrices de Dirac I't y I'%:

r1=<_01 (1)> r2:<_01 _01> (4.11)

Seré suficiente restringir nuestro estudio a un arménico fijo. Para
simplificar la notacién escribiremos H, H y a(x) en lugar de H;,,, H™
y a;(x), respectivamente.

Ahora se resumirdn los resultados obtenidos en los articulos ya
mencionados [8], [28] y [30]. Definimos Hy = I''D, como el Hamil-
toniano libre. Claramente es un operador autoadjunto con dominio
D(Hp) = H'(R;C?). Los resultados principales concernientes al par
(H, Hp) son los siguientes: El Hamiltoniano H no tiene valor propio y
espectro continuo no singular, i.e.

opp(H) =0,05.(H) =0, (4.12)
v los operadores de onda estandar

Wt =s-— til’rinoo et g=itto, (4.13)

existen y son completos en H. Que los operadores de onda sean com-
pletos significa que el rango de los operadores sea igual al subespacio
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absolutamente continuo para H.. i.e. Rango(W*) = Hy.(H). El subes-
pacio absolutamente continuo del operador H es el conjunto de todos
los vectores en H los cuales son absolutamente continuos con respecto
a H. Un vector f se dice absolutamente continuo con respecto a H si
my es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
en R, i.e. si |A| = 0implica que ||[E f||> = 0. Si A = (), \] entonces
En = Eyv — Ey/. La familia E) es la descomposicion espectral del
operador H.
El operador de dispersion S estd definido por

S=WHtyw-. (4.14)

Se puede simplificar el operador S al considerar datos iniciales en-
trantes y salientes separadamente!. Para definir estos subespacios de
datos iniciales de manera precisa, introduzcamos los operadores de
velocidad asintética

, itHy T —
PSE =5—C® — lim etHoZ~tHo
t—=+o0 t

Pf=s5—-C®— lim eiter*tH,
t—=o0

Aqui la existencia de los limites s — C'°° —1lim; 4o € e tHo signifi-
ca que para todas las funciones f € Cs(R), definidas como el conjunto
de funciones suaves las cuales se anulan en el infinito, existen los limi-
tes fuertes s — limy_, 400 €770 f(Z)e~"Ho. Mediante un célculo directo,
facilmente se ve que Py” = I'' mientras que en [8] se muestra que los
operadores P* existen, tiene espectro igual a {—1,1} y satisfacen las
relaciones de entrelazamiento

itHo
t

PEWE = WL (4.15)

Denotemos por Py, = 1g- (I'') y Pyt = 1g+(I'!) las proyecciones
sobre los subespacios espectrales negativos y positivos de la velocidad
asintética “libre”I'!. A continuacién definimos HY, = Pi,H y HY,, =
P,.+H y nos referimos a ellos a estos espacios como los datos iniciales
entrantes y salientes para la dinamica libre. De una manera similar,
definimos H, = 1p (P*)H y HE, = 1+ (P*)H los espacios de
datos iniciales entrantes y salientes para la dindmica completa cuando
t — soo. En nuestro caso particular se da el caso de que tenemos

igualdades entre estos espacios. Precisamente, tenemos:

'Los términos: entrante y saliente tienen que entenderse aqui como relacionados al hoyo
negro, i.e. como los datos cuyas soluciones asociadas se propagan, cuando t crece, en la
direccién que se dirige hacia el hoyo negro (datos entrantes) o en aquella en la que escapa
de él (datos salientes)

26



LEMA 4.1. Con la notacion anterior, tenemos
HZJ;L = H;n =: Hin’ Hjut = H;ut = HOUt'

Gracias a las relaciones de entrelazamiento (4.15) y el lema 4.1 se
ve que los operadores de onda W son isometrias parciales de H?

in/out
a Hin/out- Definimos
W, =s— lim etfe~ittop Wi =5 lim ¢t itop,

t—+o0 t—+o0

los correspondientes operadores de onda entrantes y salientes. Obser-
ve aqui que por las relaciones Holp=(I'!) = £D, 15+ (T'!) el Hamilto-
niano se convierte en ’escalar’ cuando se proyecta sobre H?n Jout* En
consecuencia podemos simplificar la expresién de los operadores de
onda entrantes y salientes por

W

out = S— lim te=ithep Wffl =s— lim e #P:p,

t—=o0 t—+oo

Por la definicién (4.14) del operador de dispersién, deducimos que S
deja invariante los subespacios entrante y saliente H?n Jout Y asi des-
componerse en la suma directa

S = Sin @ Sout, (4.16)
donde
Sin = (Wi—;)*Wi;w Sout = (W;;t)*WQLt- (4.17)
Claramente S;, v Syt Son isometrias sobre ’H?n y HO .

4.3. El problema inverso a alta energia

Ahora tenemos todo lo necesario para estudiar el problema inverso
para los campos de Dirac sin masa que satisfacen (4.6). La pregunta
que nos hacemos es: j Podemos determinar la masa M y la carga Q del
hoyo negro a partir del conocimiento del operador de dispersion S? El
resultado principal del articulo ([9]) se resume en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.2. Suponga que el operador de dispersion Sout (0 Sin)
se conoce. Entonces el potencial correspondiente a(z) puede determi-
narse enteramente. Mds ain, la masa M y el cuadrado de la carga Q?
del hoyo negro puede recuperarse por la formula

3.2
M= lim 228 0@ (4.18)
T—~+00 2
Q? = lim (z'a*(x) — 2 + 2Mz). (4.19)
T—-+00
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La estrategia de la demostraciéon de este teorema se basa en la ex-
pansion asintdtica de alta energia de Sy, una técnica bien conocida
inicialmente desarrollada en el caso de operadores de Schréodinger mul-
tidimensionales por Enss y Weder [17]. Este método puede ser usado
para estudiar Hamiltonianos con potenciales magnéticos y eléctricos.

Precisamente, consideramos 1y, 1y € HY,, tales que ¢y, ¢y € C§°(R; C?)
y definimos la funcién:

Fout(A) = <Soutei)\x1/)17 60\11/’2% (420)

para A € R. Siguiendo las ideas de Nicoleau (1997) [31] y (2000)
[32], se obtiene una expansién asintética de Fpu(A) cuando A — oo
con la expresion exacta de los primeros tres miembros. Exactamente
obtenemos la siguiente férmula de reconstruccion en cada armodnico
esférico con peso de espin.

TEOREMA 4.3. Sean 11,12 € HY,, tales que wAl,wAg € C3°(R; C?).

Entonces para \ grande, obtenemos

FoutN) = (1, o) (1, L, Do) 59, L, D)) FO(A),

(4.21)
donde Lj(x, D,) son operadores diferenciales dados por

i(l+ 3)?
Li(x,Dy) = L3 =—-2~
1(7, Dy) 1 T )

2 I+35)* i(l+3)*D

Ly(x,Dy) = 2o 22) G L

2 87"+ 27"+

r+ = M+\/M2—Q2.

Admitiendo el teorema 4.3 se demuestra el teorema principal 4.2.
Si suponemos que la matriz de dispersién S,,: es conocida, entonces
podemos usar inductivamente la expansién de alta energia (4.21) pa-
ra recuperar, primero el radio r4 del horizonte de eventos exterior
(término de orden A\~1) y segundo, el potencial a(x). Ciertamente, el
término de orden \~2 (debido r; ya estd determinada) da la cantidad

a* ()
2

( 1, (Dg2)* o). (4.22)

Como (4.22) puede determinarse para cualquier v, 12 es un sub-
conjunto denso en H, recuperamos completamente el potencial a(x).
Ahora las férmulas para la masa (4.18) y para la carga (4.19) se sigue
directamente de la definicién de a(x)

1— M_F@
a2($):7;2 T27

28



y del hecho de que
r(x) ~z, T — 400

una consecuencia inmediata de (4.3). Esto finaliza la demostracion del
teorema principal 4.2 y demuestra que los observadores estaticos en
el infinito que puede medir la matriz de dispersién somos capaces de
recuperar la masa del hoyo negro y su carga, excepto por el signo.

5. Problemas de Investigacion

De manera natural, se antoja hacer lo mismo que se hizo en [9],
i.e. determinar la masa y la carga, para los hoyos negros de Kerr y
de Kerr-Newman. Por otra parte, hacer lo mismo para otros tipos de
propagacién de campos (onda, Klein-Gordon, Dirac, Maxwell) y para
todos los tipos de hoyo negro. Para tal efecto, primero se revisaran los
casos en los que se ha abordado el problema directo de dispersion.

En 1985 Dimock [10] estudié el problema de dispersién para un
campo escalar cldsico sin masa que se propaga en el entorno de un ho-
yo negro, es decir, el problema directo de dispersién para la ecuacion
de onda en la métrica de Schwarzschild. En conjunciéon con Bernard
Kay, J Dimock (1986) [11] (1986) [12] y (1987) [13] desarroll6 la teoria
de dispersién para campos escalares masivos relativistas cldsicos que
se propagan en la presencia de fuerzas de largo alcance. En particu-
lar para la ecuacién de Klein-Gordon y la métrica de Schwarzschild.
Obteniendo los operadores de onda que describen el comportamien-
to asintético de las soluciones clasicas tanto para grandes distancias
como cercano al radio de Schwarzschild para ¢t — £oo.

El problema de Cauchy global para la ecuacion no lineal de Klein-
Gordon fuera de un hoyo negro esférico fue resuelto por Alain Bachelot
y Jean-Philippe Nicolas en 1993 [5]. Bachelot (1994) [3] prueba la com-
pletez asintética fuerte de los operadores de onda tanto cldsicamente
en el horizonte como los modificados de Dollard en el infinito (debi-
do a que interaccién gravitacional es de largo alcance); la completez
asintética fue una de las hipdtesis usadas por Dimock y Kay en su en-
foque dependiente del tiempo de la teoria de dispersién para campos
escalares en el exterior de un hoyo negro.

En 1995, Nicolas [30] estudia los sistemas lineales de Dirac fuera
de un hoyo negro esférico. En el caso de campos sin masa, demostré la
existencia de los operadores de onda en el horizonte del hoyo negro y
en el infinito.

Hasta antes de Bachelot (1997) [4] los matemadticos no se habian
ocupado de hoyos negros realistas, i.e. aquellos creados por un colapso
gravitacional. El objetivo de este articulo fue el de estudiar la dis-
persién de campos escalares clasicos por un hoyo negro en formacion.
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Se contruyd un marco de trabajo funcional asociado con el fenémeno,
probandose la existencia y completez asintética fuerte de los opera-
dores de onda que describen la dispersién del campo por la curvatura
del espacio-tiempo. El principal punto de interés es el efecto Doppler
infinito medido por un observador en reposo en las coordenadas de
Schwarzschild.

Héfner (2001) [19] demuestra la completez asintética para la ecua-
cion de ondas en espacios de tiempo estacionarios y asintoticamente
planos. El punto en comtun de los trabajos anteriores que se considera
al espacio-tiempo como estatico, i.e. la ecuacién de ondas puede ex-
presarse como i0; f = Lf donde L es diagonalizable. En cambio, en los
espacios-tiempo estacionarios, en general, no podemos diagonalizar L.

Otro avance fue dado por Héfner y Nicolas (2002-2003) [20] al ha-
ber abordado el problema directo de dispersiéon para la ecuacién de
dirac sin masa dentro de la métrica de Kerr. Debido a que los objetos
cosmologicos estan, en general, en rotacidn, es mas realista considerar
esta métrica en lugar de la de Schwarzschild. Sin embargo, el analisis
de las propiedades de dispersién de campos dentro de esta geometria
tiene tres dificultades que no aparecen en el caso de Schwarzschild:
1) falta de simetria; 2) la evolucién puede estar comprendida como
una evolucién sobre una variedad Riemanniana con dos picos. Dentro
de este contexto el generador de las dilataciones no es un buen ope-
rador conjugado para el Hamiltoniano; 3) y por ultimo el fenémeno
de la superradiancia: El exterior de una hoyo negro de Kerr no es
estacionario.

Por dltimo tenemos el siguiente resultado dado en 2003 por Melnyk
[28] al considerar la campos de Dirac cargados con masa en la métrica
de Reissner-Nordstrom, se prueba la existencia y la completez asint6ti-
ca de los operadores de onda clasico en el horizonte y modificado en
el infinito.
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