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ÍNDICE GENERAL
0.1 INTRODUCCION

0.1. INTRODUCCION

El agua es un componente esencial para mantener la vida en todos los ecosistemas

del planeta. Mientras en algunos sitios abunda en otros escasea, entre otros factores,

por la contaminación de las fuentes de abastecimiento. No contaminar y al mismo

tiempo diseñar e implementar estrategias para restaurar regiones acuáticas, son

medidas imprescindibles para preservar sus beneficios.

Entre los principales agentes de degradación de los cuerpos de agua están los

residuos industriales, agŕıcolas y urbanos no tratados. De estos deshechos, que

por lo general contienen materia orgánica en descomposición, nacen colonias mi-

croorgánicas que generan focos de contaminación potencialmente activos causantes

de infecciones crónicas y enfermedades entéricas (intestinales).

La presencia de estos microorgánismos en ĺıneas de suministro de agua potable,

ŕıos, lagos, arroyos, zonas costeras y sistemas acuáticos en general, es un riesgo

no sólo para la flora y fauna, sino también en actividades de acuacultura, pesca

y turismo, etc, pues son altamente resistentes a ser eliminados con limpiadores

y antibióticos [24]. La búsqueda de una solución a esta problemática, fue lo que

motivo estudiar su impacto en zonas acuáticas y su posible destrucción por medios

qúımicos (remediación de la zona infectada).

El objetivo de este trabajo, es proporcionar una expresión anaĺıtica de la función

Q∗(t) que optimiza la tasa de suministro de un limpiador qúımico, que tiene como

propósito eliminar contaminantes microorgánicos en un medio acuoso.

I
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ÍNDICE GENERAL
0.1 INTRODUCCION

El método propuesto para lograr dicho objetivo, consiste en aprovechar la

dirección de flujo de una corriente de agua dentro de la región de importancia

ecológica D, para distribuir desde un punto r0 en D, un limpiador (cloro, yodo,

ácido peracético, etc.). La descarga, se lleva a cabo durante el intervalo de tiempo

[0, T ], con una tasa Q(t). La finalidad es que este limpiador alcance concentraciones

promedio cŕıticas ci en [T − τ, T ]. Tales concentraciones persistentes durante el tiem-

po τ , deben ser suficientes para limpiar cada zona involucrada Ωi, i = 1, 2, . . . , N [25].

Para ello, se presenta en esta tesis el análisis de un problema de cálculo

variacional cuya solución representa la tasa óptima de suministro Q∗(t) de un

limpiador qúımico que se dispersa dentro del sistema acuático. La dispersión se

modela a través de la ecuación de advección-difusión con condiciones de frontera

para una región tridimensional. La concentración promedio del limpiador φ, en

cada zona contaminada Ωi, se calcula en forma integral a través de la solución

del modelo adjunto de dispersión (estas integrales son las restricciones en el

problema variacional). Finalmente se realiza un algoritmo computacional para la

separación de operadores basado en un esquema Crank-Nicholson de segundo orden

de aproximación.

Se complementa la teoŕıa desarrollada, con un ejemplo de aplicación sobre un

canal de agua, en este caso, se obtienen tasas óptimas de suministro f́ısicamente

aceptables [12]. Cuando no es posible construir la tasa óptima de suministro a partir

de la formulación anaĺıtica, se discretiza el problema y Q∗(t) se determina por

aproximación numérica. Cabe aclarar que por el momento, no se considera algún

tipo de microorganismo en part́ıcular. No obstante, a futuro y como una segunda

etapa de esta investigación, se pretende consolidar el modelo introduciendo las

propiedades f́ısicas y qúımicas que caracterizan al biofilm [24].

II
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0.1 INTRODUCCION

Estructura y organización: El caṕıtulo 1, es introductorio y tiene como principal

objetivo familiarizarnos con palabras claves como agua y modelo de remediación que

son la escencia y bases de este trabajo. Los caṕıtulos 2 y 3 estan enfocados básica-

mente a hacer una descripción f́ısica y matemática del fenómeno de dispersión. Los

cálculos y argumentos matemáticos para encontrar anaĺıticamente la tasa óptima de

suministro se dan con detalle en el caṕıtulo 4. En el caṕıtulo 5, se presenta la imple-

mentación de diferentes técnicas numéricas para resolver la ecuación de transporte.

El contenido del caṕıtulo 6, corresponde a la discretización del problema variacional

continuo y a un ejemplo de aplicación. Finalmente se presentan las conclusiones en

el caṕıtulo 7.

III
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Caṕıtulo 1

FUNDAMENTOS GENERALES

En este primer caṕıtulo se trata el tema del agua resaltando los factores que

contribuyen a su contaminación. También se describe en la parte final, el modelo de

remediación.

1.1. Contaminación del Agua

El total de agua en nuestro planeta es de 1.4×1012 kilómetros cúbicos (km3).

Esta cantidad se encuentra distribuida de manera no uniforme y cubre entre el

70 % y 75 % de la superficie del planeta. El agua, se clasifica en dos grandes grupos;

dulces y saladas. Las últimas, se encuentran en los oceános y representan el 97.5 %.

A las primeras, también se les conoce como aguas continentales, son bajas en

sales y comprenden un 2.5 %, del cual, aproximadamente el 1.7 % esta almacenada

y congelada en los polos, glaciares y nieves permanentes; un poco más de 0.7 %

en depósitos subterráneos, y apenas un 0.01 %, disponible para los ecosistemas

y actividades humanas en lugares accesibles ( lagos, presas, ŕıos y arroyos), sin

embargo, este porcentaje vaŕıa considerablemente según el lugar, el clima o la

época del año, más aún, esta disminuyendo por los efectos de la contaminación

antropogénica principalmente [27].

1
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FUNDAMENTOS GENERALES
1.1 Contaminación del Agua

La descarga de aguas residuales urbanas e industriales no tratadas, el arrastre

pluvial de algunos residuos agŕıcolas (abonos) y la lluvia ácida son fuentes comúnes

de contaminación. Los contaminantes más frecuentes son materia orgánica, petro-

qúımicos, metales y productos qúımicos tóxicos ( plomo, cadmio, mercurio, arsénico,

uranio, torio, fósforo, pesticidas, herbicidas, insecticidas, solventes, nitratos, sustan-

cias ácidas, etc.)[28].

El agua contaminada con materia orgánica contiene bacterias, virus y parásitos

intestinales son el elemento básico para la formación de conglomeraciones mi-

croorgánicas que más tarde aparecen en ŕıos, lagos, zonas costeras, etc. Además

de las enfermedades que inducen, los microorganismos que las forman (a través

de la degradación biológica de la materia orgánica) consumen grandes cantidades

del ox́ıgeno disuelto en el agua, alterando el equilibrio ecológico en los sistemas

acuáticos. Algunos desinfectantes utilizados para su destrucción son yodo, cloro,

formaldehido, glutaraldehido, ácido peracético, entre otros [29].

Más allá de la causa (natural o de procedencia humana) en cuanto a la contami-

nación de este ĺıquido, lo cierto es que se sobrepasa la capacidad de autodepuración

de la naturaleza. Al ser un recurso imprescindible para la vida humana y para el

desarrollo socioeconómico, industrial y agŕıcola, una situación de escasez amenaza

tres aspectos fundamentales del bienestar humano: la producción de alimentos, la

salud y la estabilidad poĺıtica y social. Es por esto que, su gestión deberá tender a

evitar situaciones conflictivas debidas a escasez, sobreexplotación y contaminación,

mediante medidas preventivas que procuren un uso racional y de conservación.

2
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FUNDAMENTOS GENERALES
1.2 Modelo de remediación (modelo variacional)

1.2. Modelo de remediación (modelo variacional)

La técnica (modelo de remediación) que se propone y que pretende recuperar

ecosistemas acuáticos contaminados, consiste en alcanzar por dispersión concentra-

ciones cŕıticas de un agente qúımico que elimine los microorganismos (originados

principalmente por materia orgánica en descomposición) en zonas internas afectadas.

Formalmente, se plantea el problema como sigue.

Supóngase que D representa una región acotada; un ŕıo, un lago o una

costa con entradas y salidas de flujo que tiene N zonas internas contaminadas

Ωi, i = 1, 2, · · ·N . Para remediar cada una de estas zonas, se descarga desde el

punto r0 ∈ D y durante el intervalo de tiempo 0 ≤ t ≤ T , un limpiador qúımico

cuya tasa de suministro es Q(t). La elección del punto r0, se hace de acuerdo a

la dirección del campo de velocidades, para que el limpiador arrastrado por la

circulación del agua llegue a cada Ωi ⊂ D [25], en donde transcurrido el tiempo

[T − τ, T ], deberá alcanzar concentraciones promedio cŕıticas ci (medidas en gr/m3),

las cuales se mantendrán un tiempo τ , suficiente para eliminar los microorganismos

en la zona correspondiente antes de su desvanecimiento. Por simplicidad, se suponen

zonas disjuntas, esto es Ωi ∩ Ωj = ∅, ∀i 6= j. Véase la figura 1.1.

El planteamiento anterior, se traduce en un problema del cálculo de las variaciones

[5]. De acuerdo con esto, el modelo para calcular la tasa de suministro Q(t), que

permite alcanzar las concentraciones cŕıticas ci en las diferentes zonas contaminadas

Ωi, se formula en los siguientes términos,

m(Q) =

√
T∫
0

Q2(t)dt

3
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FUNDAMENTOS GENERALES
1.2 Modelo de remediación (modelo variacional)

Figura 1.1: Dispersión de un limpiador aprovechando la dinámica en la región D.

sujeto a las restricciones

Q(t) ≥ 0 , 0 ≤ t ≤ T , (1.1)

Ji(φ) =
1

τ |Ωi|

T∫
T−τ

∫
Ωi

φ(r, t)drdt = ci, i = 1, . . . , N.

Aqúı m(Q) representa la funcional que estima la masa total del limpiador

suministrado y Ji(φ) es la funcional que calcula la concentración promedio del

limpiador en cada zona Ωi. Donde φ = φ(r, t) denota la concentración puntual del

limpiador en r = (x, y, z) al tiempo t y es una función que se determina mediante

un modelo de dispersión (Caṕıtulo 2).

Debe apuntarse que el procedimiento no es útil o práctico cuando el punto r0

no está correctamente ubicado respecto a la dirección del flujo y la posición de las

4
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FUNDAMENTOS GENERALES
1.2 Modelo de remediación (modelo variacional)

zonas Ωi, si el tiempo T no es suficiente para la completa diseminación del limpiador

ó si no se le da a éste el tiempo de acción τ necesario.

Por otra parte, en caso de haber diferentes tasas de suministro Q(t), conviene

aplicar la que introduce una cantidad de masa menor Q∗(t) (tasa óptima), y con ello

no sólo disminuir los costos de su aplicación (control óptimo), si no también los daños

colaterales en el resto del ecosistema. Estas son las razones por las que se minimiza

la funcional m(Q) y cuyo mı́nimo es justamente Q(t).

5
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Caṕıtulo 2

MODELO DE DISPERSION

En este caṕıtulo se simula a partir de la ecuación de transporte, el proceso de

dispersión del fluido que actúa como limpiador en la formulación (1.1) de la sección

(1.2). Se verifica que este modelo satisface la ecuación de balance de masa y se

demuestra que es un problema matemático bien planteado en el sentido de Hadamard.

2.1. Ecuación de advección difusión

La Ecuación de Difusión-Advección-Reacción (EDAR), aparece en el estudio de

la propagación de sustancias contaminantes en el oceáno o la atmósfera. La solu-

ción asociada a ésta, representa f́ısicamente la concentración de la sustancia que se

dispersa. Esta información es útil en diversas situaciones tales como estimación del

impacto ambiental por derrames de petróleo [21], ubicación de plantas industriales en

lugares estratégicos [9], localización del sitio de una explosión nuclear [17] y control

de emisiones industriales [15, 16]. Su forma más general, esta dada por la expresión,

∂φ

∂t
+ ~U · ∇φ−∇ · µ∇φ+ σφ+∇ · ~φs = f(~r, t), (2.1)

donde f(~r, t) es el forzamiento determinado por las fuentes de emisión del contami-

nante. Cuando las fuentes son puntuales el forzamiento toma la forma

6
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MODELO DE DISPERSION
2.1 Ecuación de advección difusión

f(~r, t) =
N∑
i=0

Qi(t)δ(~r − ~ri) (2.2)

Qi es la tasa de emisión no-estacionaria de la fuente ubicada en ~ri ∈ D y δ(~r − ~ri)

es la función delta de Dirac [1] centrada en ~ri.

Como cualquier ecuación diferencial la obtención de una solución part́ıcular

exige imponer las condiciones de contorno propias del problema que se aborda.

La posibilidad de resolver (2.1) por medios anaĺıticos es limitada, sin embargo los

métodos numéricos permiten su solución, no obstante en casos complejos tampoco

son sencillos de implementar.

Para calcular la distribución espacial y temporal de φ(r, t) en un intervalo de

tiempo [0, T ], se utiliza (2.1), bajo las siguientes condiciones de frontera en la región

D ⊂ R3:

∂φ

∂t
+ ~U · ∇φ−∇ · µ∇φ+ σφ+∇ · ~φs = Q(t)δ(r − r0) (2.3)

~φs = −νsφ~k en D (2.4)

µ
∂φ

∂~n
= ~φs · ~n− ζφ~k · ~n en ST , µ

∂φ

∂~n
= ~φs · ~n en SB (2.5)

µ
∂φ

∂~n
= 0, en S+, µ

∂φ

∂~n
= Unφ en S− (2.6)

φ(r, 0) = φ0(r) en D (2.7)

∇ · ~U = 0 en D (2.8)

Donde el vector ~U = U(r, t), denota la velocidad del campo advectivo en D, en este

caso del agua que es el medio de transporte de la sustancia, y para el cual se asume

cumple la ecuación de continuidad o condición de incompresibilidad (2.8), µ(r, t)

7
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MODELO DE DISPERSION
2.1 Ecuación de advección difusión

es el coeficiente de difusión turbulenta, σ(r, t) es el coeficiente de transformación

qúımica del limpiador, ~φs es el gradiente de sedimentación con velocidad constante

νs. Como se explicó δ(r − r0) es la función delta de Dirac centrada en r0 y Q(t) la

tasa de emisión ubicada en este mismo punto1.

En relación a las ecuaciones (2.5)-(2.6), se adopta la notación S, para referirse

a las fronteras f́ısicas del sistema representado esquemáticamente en la figura 2.1.

En este contexto, las ecuaciones (2.5) establecen las condiciones de frontera en

la superficie ST (con ζ(r, t) el coeficiente de evaporación del limpiador) y en el

fondo de la región SB, asimismo (2.6) describe las condiciones de frontera laterales

(verticales), donde S+ es la parte cerrada o de salida de flujo (Un = ~U · ~n ≥ 0) y

S− es la porción de ingreso de flujo Un < 0. La condición inicial (2.7) determina

la distribución del limpiador al tiempo t = 0. En todas las ecuaciones ~n es el

vector normal unitario exterior a cada uno de los lados que conforman la frontera

∂D = ST ∪ S+ ∪ S− ∪ SB y ~k = (0, 0, 1)t es un vector unitario que apunta en la

dirección z en un sistema de coordenadas cartesiano. Es importante señalar que

las condiciones de frontera (2.5)-(2.6) toman en cuenta la rugosidad del fondo y la

superficie (no necesariamente planos).

De la figura 2.1, se ve que los vectores ~k y ~U son perpendiculares a la normal de

las caras S+, S− y ST , SB respectivamente, por consiguiente, se debe cumplir,

~k · ~n = 0 en S+ ∪ S− y ~U · ~n = 0 sobre ST ∪ SB. (2.9)

1La simboloǵıa empleada en todo este trabajo, se puede consultar en el apéndice A.
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MODELO DE DISPERSION
2.2 Ecuación de balance de masa

Figura 2.1: Representación esquemática de los procesos f́ısicos que ocurren en la región

D, vista en un corte del plano xz.

2.2. Ecuación de balance de masa

Integrando la ecuación de advección-difusión (2.3) sobre el dominio D, se tiene,

∂

∂t

∫
D
φdr+

∫
D

~U ·Oφdr−
∫
D
O ·µOφdr+

∫
D
σφdr+

∫
D
O ·~φsdr=

∫
D
Q(t)δ(r− r0)dr (2.10)

De acuerdo con el teorema de la divergencia de Gauss [7], se puede escribir,

∫
D

~U · Oφdr =

∫
D

O · ~Uφdr =

∫
∂D

~U · ~nφdS (2.11)

∫
D

O · µOφdr =

∫
∂D

µOφ · ~ndS =

∫
∂D

µ
∂φ

∂~n
dS (2.12)

∫
D

O · ~φsdr =

∫
∂D

~φs · ~ndS (2.13)

9
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MODELO DE DISPERSION
2.2 Ecuación de balance de masa

De manera más concisa (2.11), se escribe como∫
∂D

~U · ~nφdS=

∫
ST

~U ·~nφdS+

∫
S+

~U ·~nφdS+

∫
S−

~U ·~nφdS+

∫
SB

~U ·~nφdS (2.14)

Empleando la condicion (2.9) y recordando que Un = ~U · ~n, la integral (2.14), se

simplifica a ∫
∂D

~U · ~nφdS =

∫
S+

UnφdS +

∫
S+

UnφdS (2.15)

Análogamente se aplican las condiciones de frontera (2.5)−(2.6) en (2.12), para

obtener,∫
∂D

µ
∂φ

∂~n
dS =

∫
ST

~φs · ~ndS −
∫
ST

ζφ~k · ~ndS +

∫
S−

UnφdS +

∫
SB

~φs · ~ndS (2.16)

De igual manera, las relaciones (2.4) y (2.9) en (2.13) conducen a,

∫
∂D

~φs · ~ndS =

∫
ST

~φs · ~ndS +

∫
SB

~φs · ~ndS (2.17)

Luego de sustituir y reacomodar términos en la ecuación (2.10),

∂

∂t

∫
D
φdr = Q(t)−

∫
D
σφdr −

∫
S+

UnφdS −
∫
ST
ζφ~k · ~ndS (2.18)

El resultado (2.18), se conoce como ecuación de balance de masa y establece

que la razón de cambio de la masa total en la región D, depende de la tasa de

suministro Q(t), menos las pérdidas por transformación qúımica σ, flujo de salida Un

y evaporación ζ. Nótese en la ecuación (2.18), que la componente de sedimentación,

no interviene en el flujo de la frontera ∂D, lo que indica que el proceso sólo ocurre

en el interior de D.
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MODELO DE DISPERSION
2.3 Existencia y unicidad de la solución

El modelo (2.3)-(2.8) es f́ısicamente aceptable por que cumple, como se acaba de

verificar, con el principio de conservación de la masa.

2.3. Existencia y unicidad de la solución

Consideremos un operador A sobre la función φ, de modo que,

Aφ =
−→
U · Oφ− O · µOφ+ σφ+ O ·

−→
φ s (2.19)

Entonces, por definición de producto interno de Aφ con φ en L2 (D),

(Aφ, φ)=

∫
D

φAφdr=

∫
D

φ~U·Oφdr+
∫
D

σφ2dr−
∫
D

φO·µOφdr+
∫
D

φO·~φsdr (2.20)

Siguiendo el mismo procedimiento como en la sección 2.2, para las integrales que

involucran divergencia, es fácil comprobar que

(Aφ, φ) =
1

2


∫
S+

Unφ
2dS −

∫
S−

Unφ
2dS +

∫
ST

vsφ
2~k · ~ndS


+

∫
D

σφ2dr +

∫
D

µ |Oφ|2 dr +

∫
ST

ζφ2~k · ~ndS

(2.21)

Teniendo presente las condiciones Un < 0 en S− y ~k · ~n > 0 en ST , claramente

(Aφ, φ) ≥ 0, de dondes se deduce que el operador A, siempre es positivo semidefinido.

En otro orden de ideas, calculando el producto interno en L2 (D) respecto de φ

en ambos lados de la ecuación (2.3), se llega a

(
∂φ

∂t
, φ

)
= (f, φ)− (Aφ, φ) , f(r, t) = Q(t)δ(r − r0) (2.22)
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MODELO DE DISPERSION
2.3 Existencia y unicidad de la solución

Aplicando la desigualdad de Schwarz [18],∣∣∣∣(φ, ∂φ∂t
)∣∣∣∣ ≤ ||φ|| ∣∣∣∣∣∣∣∣∂φ∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣ y |(f, φ)| ≤ ||f ||||φ|| (2.23)

Como (φ,Aφ) ≥ 0, entonces de (2.22), se sigue

∣∣∣∣(φ, ∂φ∂t
)∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖ ‖f‖ , donde ‖φ‖ =

√
(φ, φ) (2.24)

Por otro lado,

(
φ,
∂φ

∂t

)
=

1

2

∂

∂t
‖φ‖2 = ‖φ‖ ∂

∂t
‖φ‖ , (2.25)

combinando (2.24) y (2.25),
∂

∂t
‖φ‖ ≤ ‖f‖ (2.26)

Después de integrar sobre un intervalo de tiempo (0, T ), se concluye

‖φ‖ ≤ T máx
0≤t≤T

‖Q(t)δ(r − r0)‖+
∥∥φ0(r)

∥∥ (2.27)

La linealidad del modelo (2.3)−(2.8) respecto de φ y la desigualdad (2.27) garan-

tizan la unicidad y la continuidad de la solución respecto de la condición inicial y

del forzamiento. Por lo tanto, el modelo de dispersión (2.3)−(2.8), es un problema

matemáticamente bien planteado en el sentido de Hadamard [6]. Como A es un

operador positivo semidefinido, se puede implementar un algoritmo numérico de solu-

ción [9], basado en un esquema incondicionalmente estable como Crank-Nicholson

[3] a segundo orden de aproximación en la variable temporal y la separación de op-

eradores por componentes en el espacio [22].
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Caṕıtulo 3

MODELO ADJUNTO

En este caṕıtulo se incorpora el modelo adjunto de dispersión y se encuentra la

relación entre la concentración promedio y la tasa de suministro del agente limpiador

(principio de dualidad).

3.1. Identidad de Lagrange

El problema variacional 1.2 es dif́ıcil de analizar y resolver, debido a que las

restricciones Ji(φ) = ci, i = 1, 2, 3, . . . , N contienen la variable de control Q(t) en

forma impĺıcita, es decir, Q(t) está ligada con la variable de estado φ a través de

(2.3−2.8). El siguiente objetivo es conocer la influencia expĺıcita de Q(t) en dichas

restricciones, para lograrlo, es necesario introducir un modelo adjunto de dispersión,

esto es posible a través de la identidad de Lagrange,

(Aφ, g) = (φ,A∗g) (3.1)

En la ecuación (3.1), A∗ es un operador, g es una función de peso y (·, ·) es el producto

interno definido en L2(D) [18, 9, 20, 14, 15, 19]. Desarrollando el lado izquierdo de

(3.1),
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MODELO ADJUNTO
3.1 Identidad de Lagrange

(Aφ, g) =

∫
D

g~U · Oφdr +

∫
D

σgφdr −
∫
D

gO · µOφdr +

∫
D

gO · ~φsdr (3.2)

Siguiendo un razonamiento análogo al de la sección 2.3, entonces,∫
D

g
−→
U · Oφdr =

∫
∂D

gφ
−→
U · −→n dS −

∫
D

φ
−→
U · Ogdr (3.3)

∫
D

gO · µOφdr =

∫
∂D

gµ
∂φ

∂−→n
dS −

∫
∂D

φµ
∂g

∂−→n
dS +

∫
D

φO · µOgdr (3.4)

∫
D

gO ·
−→
φ sdr =

∫
∂D

g
−→
φ s · −→n dS −

∫
D

φO · −→g sdr (3.5)

donde −→g s = −vsg
−→
k en la ecuación (3.5). Es decir,

(Aφ, g) =

∫
D

φ
(
−
−→
U · Og − O · µOg + σg − O · −→g s

)
dr (3.6)

+

∫
∂D

gφ
−→
U · −→n dS +

∫
∂D

φµ
∂g

∂−→n
dS −

∫
∂D

gµ
∂φ

∂−→n
dS +

∫
∂D

g
−→
φ s · −→n dS.

Nuevamente, utilizando el hecho de que la frontera del sistema ∂D, se compone de

cuatro partes (ST , S+, S− y SB), y de las condiciones (2.5)− (2.6) y (2.8) aplicadas

a (3.1), el producto interno ahora se expresa como

(Aφ, g) =

∫
D

φ
(
−
−→
U · Og − O · µOg + σg − O · −→g s

)
dr (3.7)

donde la función g satisface las condiciones de frontera equivalentes a (2.5)− (2.6).

Por consiguiente, la identidad de Lagrange se satisface si

A∗g = −
−→
U · Og − O · µOg + σg − O · −→g s (3.8)
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MODELO ADJUNTO
3.1 Identidad de Lagrange

Por otro lado, multiplicando la ecuación (2.3) por g e integrando sobre el dominio

espacial y temporal D × (0, T ), resulta

T∫
0

∫
D

g
∂φ

∂t
drdt+

T∫
0

∫
D

gAφdrdt =

T∫
0

∫
D

gQ(t)δ(r − r0)drdt (3.9)

Haciendo el cambio de variable u = g(r, t) y dv = ∂φ
∂t drdt, se integra por partes

la primera integral del lado izquierdo, donde se impone la condición de restricción

g(r, T ) = 0 en D. Luego de aplicar la condición de lagrange (3.1) a la segunda integral

del mismo lado y reacomodar términos, (3.9) se convierte en

T∫
0

∫
D

φ

{
−∂g
∂t

+ A∗g

}
drdt =

T∫
0

Q(t)g(r0, t)dt+

∫
D

g(r, 0)φ0(r)dr (3.10)

La ventaja de la ecuación (3.10), es que relaciona explićıtamente la taza de descar-

ga Q(t) con la concentración φ(r, t), a través de la función g. Entonces, es factible el

modelo de dispersión adjunto,

−∂g
∂t
−
−→
U · Og − O · µOg + σg − O · −→g s = p(r, t) (3.11)

−→g s = −vsg
−→
k en D (3.12)

µ
∂g

∂−→n
+ ζg
−→
k · −→n = 0 sobre ST (3.13)

µ
∂g

∂−→n
+ Ung = 0 sobre S+ (3.14)

µ
∂g

∂−→n
= 0 sobre S− (3.15)

µ
∂g

∂−→n
= 0 sobre SB (3.16)

g(r, T ) = 0 en D (3.17)
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MODELO ADJUNTO
3.2 Principio de dualidad

Las condiciones (3.12)-(3.17) impuestas a g son tales, que la identidad de La-

grange (3.1) se satisface. También el forzamiento p(r, t) en la ecuación (3.11), debe

ser tal que la concentración promedio del limpiador Ji(φ) en una zona Ω ⊂ D, se

relacione expĺıcitamente con Q(t) y φ0(r) mediante la solución adjunta g. Esto se

logra, si

p(r, t) =


1

τ |Ω|
, r ∈ Ω y t ∈ (T − τ, T )

0, en otro lado
(3.18)

donde |Ω| es el volúmen y τ es el tiempo requerido para que el limpiador alcanze su

concentración cŕıtica en la zona Ω.

3.2. Principio de dualidad

Reemplazando el forzamiento (3.18) en la ecuación (3.10), podemos encontrar

la relación de la concentración promedio Ji(φ), en función de la tasa Q(t) y de las

soluciones adjuntas gi(r0, t), a saber,

Ji(φ) =

T∫
0

Q(t)gi(r0, t)dt+

∫
D

gi(r, 0)φ0(r)dr; (3.19)

γi =

T∫
0

Q(t)gi(r0, t)dt = Ji(φ)−
∫
D

gi(r, 0)φ0(r)dr (3.20)

La ecuación (3.19) suele llamarse principio de dualidad y para el caso especial en

que φ0(r) = 0, se reduce a,
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MODELO ADJUNTO
3.2 Principio de dualidad

Ji(φ) =

T∫
0

Q(t)gi(r0, t)dt (3.21)

La relación integral (3.21), aplicada en cada zona Ωi, i = 1, ..., N , conduce al

problema variacional,

m(Q) =

√
T∫
0

Q2(t)dt

sujeto a Q(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T , y
T∫
0

gi(r0, t)Q(t)dt = ci , i = 1, ..., N

(3.22)

La formulación (3.22) es equivalente a (1.1), sólo que ahora las soluciones adjuntas

gi(r0, t) en la i ésima restricción son independientes de la taza de suministro Q(t).

Estas soluciones no negativas se determinan de acuerdo a la dinámica de fluidos en

D, actúan como funciones de peso y representan la influencia del punto de descarga

r0 en la concentración del limpiador para cada zona Ωi. En teoŕıa de control, se les

denomina funciones de información o influencia y tienen aplicación en el análisis de

la sensibilidad de variables en modelos meteorológicos, oceanográficos y de dispersión

de contaminantes respecto de perturbaciones en los parámetros, en asimilación de

datos geof́ısicos, identificación de fuentes contaminantes (ubicación e intensidad de

explosiones nucleares o emisiones accidentales), y en control óptimo de emisiones

industriales [9, 14, 15, 20].
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Caṕıtulo 4

RESULTADOS ANALITICOS

En el presente caṕıtulo, se analiza con base en algunas propiedades del conjunto

de factibilidad Θ y de la funcional m(Q), la existencia y unicidad de la solución

del problema variacional (3.22). Se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange

para hallar la expresión anaĺıtica de la tasa de suministro óptimo Q∗(t).

4.1. Lema 1

Lema 1. Conjunto de factibilidad

Θ =

 Q(t) ∈ L2(0, T )

Q(t) ≥ 0, t ∈ (0, T )
y

T∫
0

Q(t)gi(r0, t)dt = ci

(i = 1, ..., N)

 (4.1)

es un conjunto convexo en L2(0, T ).

Demostración 1. Supóngase que Q1, Q2 ∈ Θ y λ ∈ (0, 1). Entonces, λQ1 + (1 −

λ), Q2 ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T . Además,

T∫
0

(λQ1 + (1− λ)Q2) gi(r0, t)dt = λci + (1− λ) ci = ci , (i = 1, ..., N) (4.2)

por lo tanto, Θ es convexo.
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4.2 Lema 2

4.2. Lema 2

Lema 2. El conjunto de factibilidad Θ es un conjunto cerrado en L2(0, T ).

Demostración 2. P.d que Θ = Θ. Sea Q0 un elemento de Θ. Entonces existe una

secuencia {Qk}∞k=1 en Θ tal que

‖Qk −Q0‖ → 0 śı k →∞ (4.3)

Asumiendo que Q0(t) < 0 en algún intervalo I ⊂ (0, T ) de medida positiva

|I| > 0. Entonces

‖Qk −Q0‖2 =

T∫
0

(Qk −Q0)2 dt ≥
∫
I

(Qk −Q0)2 dt ≥
∫
I

Q2
0dt = l > 0 (4.4)

Esta última desigualdad contradice la convergencia de {Qk}∞k=1 en L2(0, T ), por

lo tanto, Q0 es una función positiva en (0, T ).

Por otra parte, la desigualdad de Schwarz conduce a

∣∣∣∣∣∣ci −
T∫

0

Q0gi(r0, t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

(Qk −Q0) gi(r0, t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖Qk −Q0‖ ‖gi‖ → 0 (4.5)

y en el caso limite cuando k →∞, se obtiene
T∫
0

Q0gi(r0, t)dt = ci, (i = 1, ..., N), lo

cual implica que, Q0 ∈ Θ.

4.3. Lema 3

Lema 3. La funcional m(Q) del problema (3.22) es estrictamente convexa sobre el

conjunto de factibilidad Θ.
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RESULTADOS ANALITICOS
4.4 Lema 4

Demostración 3. Si Q1, Q2 ∈ Θ (Q1 6= Q2) y λ ∈ (0, 1) entonces

m(λQ1 + (1− λ)Q2) =

T∫
0

Q2
2dt+ 2λ

T∫
0

Q2 (Q1 −Q2) dt+ λ2

T∫
0

(Q1 −Q2)2 dt (4.6)

Como λ2 < λ se tiene

λ2

T∫
0

(Q1 −Q2)2 dt < λ

T∫
0

(Q1 −Q2)2 dt (4.7)

Una transformación directa muestra que

m(λQ1 + (1− λ)Q2) < λm(Q1) + (1− λ)m(Q2). (4.8)

4.4. Lema 4

Lema 4. [2]. Un conjunto cerrado convexo y no vaćıo en un espacio de Banach

uniformemente convexo posee un único punto en una vecindad.

Nótese que los lemas 1-3 se probaron bajo la condición de que Θ es un conjunto

no vaćıo. Ésta es una propiedad no trivial del conjunto de factibilidad (4.1) y una

condición necesaria para satisfacerla, es que gi(r0, t) > 0 en un intervalo abierto

Ii ⊂ (0, T ), 1 ≤ i ≤ N . Esto sugiere que el punto r0 no es arbitrario, por tanto

debe elegirse de modo que durante el intervalo de tiempo (0, T ), el limpiador alcance

cada zona contaminada Ωi por medio de los procesos del modelo de dispersión. Sin

embargo, tal condición no es suficiente (salvo en el caso N = 1). Ya que, si

0 < gj(r0, t) < gk(r0, t), 0 ≤ t ≤ T,
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4.5 Teorema 1

y cj ≥ ck , entonces el conjunto de factibilidad Θ es vaćıo, y el problema (3.22) no

tiene solución. Lo mismo sucede cuando hay simetŕıa dinámica y geométrica para

dos zonas diferentes Ωj y Ωk, es decir, cuando

0 < gj(r0, t) = gk(r0, t) para t ∈ [0, T ], (4.9)

y cj 6= ck. En conclusión, para zonas distintas pero muy cercanas entre śı, no es

recomendable intentar alcanzar las concentraciones cŕıticas desde el mismo punto

de descarga r0. Suponiendo que r0 se elige de manera que se satisfaga la condición

necesaria anterior, y que el espacio de factibilidad es no vaćıo, entonces la solución

de (3.22) existe y es única.

4.5. Teorema 1

Teorema 1. Si el conjunto de factibilidad Θ es no vaćıo entonces el problema

variacional (3.22) tiene solución única.

Demostración. Dado que la funcional m(Q), es estrictamente convexa (lema

3) definida en el conjunto convexo Θ (lema 1), entonces si existe un mı́nimo, este

es global y único [2].

Por otra parte, dado que L2(0, T ) es un espacio de Hilbert, es un espacio de

Banach uniformemente convexo [2]. Además, por los lemas (1) y ( 2), el conjunto

de factibilidad Θ es un conjunto cerrado y convexo en L2(0, T ). Nótese que Q ≡

0 /∈ Θ, dadas las restriciciones del problema (4.1), las concentraciones cŕıticas ci

son positivas para cualquier i (i = 1, ..., N). Por lo tanto, (lema 4), este es un punto

Q∗ ∈ Θ que minimiza la distancia entre el conjunto Θ y el punto Q ≡ 0. Este punto

es la solución de (3.22).
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4.5 Teorema 1

La expresión anaĺıtica para la tasa óptima de suministro del limpiador Q(t)∗ se

encuentra por el método de los multiplicadores de Lagrange [23] aplicado al problema

variacional (3.22). Sea

F (Q) =
1

2

T∫
0

Q2(t)dt−
N∑
j=1

αj


T∫

0

Q(t)gj(r0, t)dt− cj

 (4.10)

la funcional Lagrangiana y αj los multiplicadores de Lagrange. Por consiguiente, la

primera variación de F (en el contexto de Gateaux [23]) viene dada por,

δF (Q; δQ) =
∂

∂ε
F (Q+ εδQ)ε=0 =

T∫
0

Q(t)−
N∑
j=1

αjgj(r0, t)

 δQdt (4.11)

donde δQ es la variación de Q. Una condición necesaria para que Q∗ sea un mı́nimo

es que δF (Q∗; δQ) = 0, ∀δQ [23]. Por lo tanto,

Q∗(t) =
N∑
j=1

αjgj(r0, t) (4.12)

donde los multiplicadores de Lagrange αj se encuentran resolviendo el sistema lineal

algebraico

N∑
j=1

αj


T∫

0

gi(r0, t)gj(r0, t)dt

 = ci, (i = 1, ..., N) (4.13)

formado por la restricción integral del problema (3.22). A continuación se demuestra

que (4.12) y (4.13) son condiciones suficientes para un mı́nimo.
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4.6. Teorema 2

Teorema 2. Si Q∗(t), por (4.12) y (4.13), es una función no negativa en (0, T )

entonces esta es la taza de descarga óptima.

Demostración. Dado que Q0 = Q∗+ δQ es una taza de descarga factible (Q0 ∈

Θ), entonces
T∫
0

δQgi(r0, t)dt = 0, donde δQ 6= 0 es una variación arbitraria de Q∗

(i = 1, ..., N). De esta manera,

m(Q0)−m(Q∗) = 2

T∫
0

Q∗(t)δQdt+

T∫
0

δ2Qdt (4.14)

y (4.12) llevan a

m(Q0)−m(Q∗) = 2
N∑
j=1

αj

T∫
0

δQgj(r0, t)dt+

T∫
0

δ2Qdt =

T∫
0

δ2Qdt > 0 (4.15)

Aśı, m(Q0) > m(Q∗), y por lo tanto, Q∗ es la solución de (3.22).

Después de emplear la regla de Cramer [26] para resolver el sistema lineal al-

gebraico (4.13) y sustituir dicha solución en la fórmula (4.12), se encuentra que la

expresión anaĺıtica para la taza de descarga óptima es,

Q∗(t) =
N∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ11 ... c1 ... ψ1N

ψ21 ... c2 ... ψ2N

...
...

...
...

ψN1 ... cN ... ψNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|Ψ|

gj(r0, t) (4.16)
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Donde Ψ = (ψij) es la matriz cuadrada de N ×N del sistema (4.13) cuyas entradas

son el producto interior de dos funciones en L2(0, T ), es decir,

ψij =

T∫
0

gi(r0, t)gj(r0, t)dt, 1 ≤ i, j ≤ N (4.17)

y el determinante del numerador es |Ψj |. La matriz Ψj se obtiene de Ψ intercam-

biando su iésima columna j con la correspondiente componente del vector de con-

centración cŕıtica ~c = (c1, . . . , cN )t, o sea,

Ψj =


ψ11 ... c1 ... ψ1N

ψ21 ... c2 ... ψ2N

...
...

...
...

ψN1 ... cN ... ψNN

 (4.18)

De la ecuación (4.17) se ve que la matriz Ψ es simétrica. Además,Ψ es también

una matriz positiva semidefinida, por consiguiente

~xtΨ~x =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

xigi(r0, t)

∥∥∥∥∥
2

≥ 0, (4.19)

para cualquier vector no nulo ~x ∈ RN . En esta última desigualdad, se usa la

norma en L2(0, T ). Cuando las funciones adjuntas {gi(r0, t)}Ni=1 son linealmente

independientes, la matriz Ψ es positiva definida y consecuentemente no singular,

esto implica que Q∗ en (4.16) está bien condicionada.

Del teorema 2, Q∗(t) es la taza de descarga óptima solamente si es una función

positiva en el intervalo (0, T ). Esta condición se satisface, cuando el vector de concen-

tración cŕıtica ~c = (c1, . . . , cN )t está en el cono convexo [8] formado por las columnas

de la matriz Ψ. En esta circunstancia, todos los coeficientes αj (j = 1, ..., N) en (4.12)
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son positivos. Este es el caso part́ıcular, en que las soluciones adjuntas {gi(r0, t)}Ni=1

son funciones ortogonales, esto es, ψij = 0, i 6= j, en consecuencia, la tasa de control

óptimo esta dada por,

Q∗(t) =
N∑
j=1

cj/
T∫

0

g2
j (r0, t)dt

 gj(r0, t) (4.20)

Cabe advertir que no siempre la tasa óptima de suministro Q∗(t) responde a

una interpretación f́ısica lógica. Esta falla sucede cuando el mı́nimo Q∗(t) de la

funcional m(Q) se encuentra en las fronteras o fuera del conjunto de factibilidad Θ.

Recuérdese que los métodos variacionales funcionan para Q∗ ∈ Θ. De esta manera,

si la hipótesis es correcta, una formulación discreta del problema variacional 1.1

(Caṕıtulo 6), tendrá que predecir los mismos resultados que la fórmula anaĺıtica

(4.16) para la tasa óptima.
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Caṕıtulo 5

SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR

En este caṕıtulo se presenta el método de separación de operadores, componente

por componente, absolutamente estable de orden dos y simétrico, basado en el es-

quema de Cranck-Nicholson, para aproximar la solución de la ecuación de advección-

difusión-reacción (ADR) en las direcciones x y y. Se muestra que el modelo discreto

en diferencias finitas es convergente y que satisface la ecuación de balance de masa.

5.1. Esquema de Crank-Nicholson

Supóngase que la ecuación de evolución general,

∂φ

∂t
+ Aφ = f con φ(0) = φ0, (5.1)

contiene como casos part́ıculares a los modelos de dispersión y su adjunto, donde se

pide que φ, φ0 y f sean funciones suficientemente suaves. Asimismo, se supone que

el operador diferencial A fue discretizado en espacio, de manera que se tiene una

matriz positiva-semidefinida (en la sección 2.3 del Caṕıtulo 2, se demostró que el

operador continuo A cumple esta propiedad).

Seleccionece una malla en el eje del tiempo con tamaño de paso τ > 0 y nodos

tk = kτ , para k = 0, 1 . . .M, (T = M · τ). Expandiendo la función φ en un polinomio
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de Taylor centrado en tk+ 1
2
, se tiene

φ(tk+1) = φ(tk+ 1
2
) +

τ

2
φ′(tk+ 1

2
) +

(τ
2

)2 φ′′(tk+ 1
2
)

2!
+
(τ

2

)3 φ′′′(ξ)

3!
+ · · · (5.2)

y

φ(tk) = φ(tk+ 1
2
)− τ

2
φ′(tk+ 1

2
) +

(τ
2

)2 φ′′(tk+ 1
2
)

2!
−
(τ

2

)3 φ′′′(η)

3!
+ · · · (5.3)

Combinando (5.2) y (5.3) se llega a las siguientes fórmulas discretas en diferencias

finitas a segundo orden de aproximación, para la función φ y su derivada φ′.

φ(tk+1)− φ(tk)

τ
= φ′(tk+ 1

2
) + o(τ2) (5.4)

φ(tk+1) + φ(tk)

2
= φ(tk+ 1

2
) + o(τ2) (5.5)

Despreciando los términos o(τ2) en las ecuaciones (5.4) y (5.5), la ecuación (5.1)

se escribe en su versión discreta como

φk+1 − φk

τ
+ Ak

φk+1 + φk

2
= fk+ 1

2 (5.6)

O bién,

(I + τ
2A

k)φk+1 = (I − τ
2A

k)φk + τ fk+ 1
2 , k = 0, . . . ,M − 1,

φ0 = φ(0)
(5.7)

El método para llegar a (5.7), se conoce como esquema de Crank-Nicholson

a segundo orden de aproximación. Donde I es la matriz identidad, φk denota

la aproximación en el tiempo de φ(tk), f
k+ 1

2 la correspondiente de f(tk+ 1
2
) y

Ak = A(tk+ 1
2
).
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Obsérvese de la última ecuación (5.7), que el esquema es impĺıcito. De igual

manera, es importante notar que para calcular la aproximación de φ en cada paso

de tiempo, es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas donde la

matriz del sistema (I + τ
2A

k) debe ser definida positiva (no singular), para asegurar

la unicidad y existencia de la solución. Esta caracteŕıstica es esencial, también en

los métodos de separación de operadores que se exponen más adelante.

Para probar la estabilidad de (5.7) respecto de pequeñas perturbaciones en la

condición inicial y el forzamiento, se utiliza el siguiente teorema sobre la estimación

de la norma.

Teorema 3. Sea A una matriz N ×N positiva-semidefinida y un parámetro σ ≥ 0,

entonces se tiene que

(i)
∥∥(I − σA)(I + σA)−1

∥∥
2
≤ 1, (Lema de Kellogg), y

(ii)
∥∥(I + σA)−1

∥∥
2
≤ 1.

Demostración. Para la primera parte, sea L = (I − σA)(I + σA)−1,

‖L‖22 = sup
φ 6=0

‖Lφ‖22
‖φ‖22

= sup
φ 6=0

((I − σA)(I + σA)−1φ, (I − σA)(I + σA)−1φ)

(φ, φ)
,

sea ψ = (I + σA)−1φ, entonces

‖L‖22 =sup
ψ 6=0

((I − σA)ψ, (I − σA)ψ)

((I + σA)ψ, (I + σA)ψ)
=sup
ψ 6=0

(ψ, ψ)−2σ(Aψ,ψ) +σ2(Aψ,Aψ)

(ψ, ψ) +2σ(Aψ,ψ) +σ2(Aψ,Aψ)
,

y ya que (Aψ,ψ) ≥ 0 se tiene que ‖L‖22 ≤ 1.
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Para la segunda parte del lema, debemos observar lo siguiente:

∥∥(I + σA)−1
∥∥2

2
=sup
ψ 6=0

(ψ, ψ)

((I +σA)ψ, (I +σA)ψ)
=

1

ψ 6= 0 ı́nf
((I +σA)ψ, (I +σA)ψ)

(ψ, ψ)

,

desarrollando términos se llega a

∥∥(I + σA)−1
∥∥2

2
=

1

ψ 6= 0 ı́nf

(
1 + 2σ

(ψ,Aψ)

(ψ, ψ)
+ σ2

(Aψ,Aψ)

(ψ, ψ)

) ≤ 1,

ya que (Aψ,ψ) ≥ 0.

Dividiendo la expresión (5.7) entre (I + τ
2A

k) y renombrando Sk = (I + τ
2A

k)−1

y T k = (I + τ
2A

k)−1(I − τ
2A

k) = (I − τ
2A

k)(I + τ
2A

k)−1, entonces

φk+1 = T kφk + τ Sk fk+ 1
2 (5.8)

En términos de su norma,∥∥∥φk+1
∥∥∥

2
≤
∥∥∥T k∥∥∥

2

∥∥∥φk∥∥∥
2

+ τ
∥∥∥Sk∥∥∥

2

∥∥∥fk+ 1
2

∥∥∥
2

(5.9)

Por el teorema 3 y definiendo ‖f‖ = máxj
∥∥f j∥∥

2
, (5.9) toma la forma,

∥∥∥φk+1
∥∥∥

2
≤
∥∥∥φk∥∥∥

2
+ τ ‖f‖ (5.10)

Finalmente, ∥∥∥φk∥∥∥
2
≤
∥∥φ0
∥∥

2
+ kτ ‖f‖ , con kj ≤ T. (5.11)

De la desigualdad (5.11) y por ser (5.8) un proceso lineal, la estabilidad

incondicional de (5.7) se garantiza.
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Según el Teorema de Convergencia de Lax, para un esquema de aproximación

numérica que presenta estabilidad, y orden de aproximación mayor o igual que uno

(consistencia), se concluye también que dicho esquema es converge, es decir, cuando

∆x, ∆y, y τ → 0 se cumple

| φki j − φ(ri j , tk) |→ 0, (5.12)

lo que implica la convergencia del esquema Crank-Nicholson.

La consistencia, estabilidad y convergencia del esquema asociado a (5.1), indican

que sirve para resolver los modelos de dispersión y su adjunto. Sin embargo, este

método requiere de un gran esfuerzo computacional para realizar (5.7). Como se

sabe, siempre que se aplican diferencias finitas centradas de segundo orden en la

discretización del operador diferencial sobre el dominio, en este caso D, se obtiene

un sistema lineal de ecuaciones que tiene una matriz A tridiagonal por bloques, y

donde cada bloque es a su vez otra matriz tridiagonal. La estructura de A, además

de su dimensión igual al número de nodos considerados (que en general es un número

grande), implican un alto tiempo de cómputo para resolver el sistema algebraico en

(5.7). Para evitar esta dificultad computacional, se propone trabajar con un esquema

de separación de operadores.

5.2. Separación de operadores componente por

componente

Entre los métodos numéricos para tratar la ecuación (2.3) destacan aquellos que

generan esquemas discretos que satisfacen el principio de conservación de la masa

similar a la del caso continuo, y cuya implementación computacional es eficiente y
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sencilla. La primera caracteŕıstica es indispensable para mantener el sentido f́ısico

del modelo, las restantes juegan un papel importante en problemas de gran escala

(regiones en la atmósfera o el océano en donde se modelan procesos de dispersión

de sustancias) que requieren ser resueltos lo antes posible, condición que demanda

un esfuerzo computacional mı́nimo, con el fin de hacer predicciones en un tiempo

razonable.

Una técnica muy utilizada en estos casos, se le conoce como métodos de sepa-

ración de operadores, desarrollados por Godunov, Yanenko, Samarskii y Marchuk,

entre otros [10]. Douglas, Peaceman y Rachford [4] los utilizaron, para reducir

problemas computacionales de la f́ısica matemática a una cadena de problemas

más simples que una computadora resolveŕıa eficientemente. Originalmente fueron

formulados y teóricamente justificados para operadores positivos-semidefinidos que

conmutan.

Estos métodos, consisten en descomponer el operador que caracteriza al modelo

en una suma de operadores con estructura más sencilla. Otro punto fundamental,

es que permiten la discretización de la variable temporal en el modelo continuo,

mientras que la discretización de las variables espaciales se realiza con técnicas

de diferencias finitas o elemento finito. Es evidente por tanto, que una correcta

combinación de discretizacion en espacio y tiempo es determinante para que el

modelo discreto conserve las propiedades f́ısicas del modelo continuo.

Existen diferentes esquemas en la separación de operadores. En lo que sigue, se

describe el método de separación componente por componente, uno de los

más importantes y aplicable no sólo a operadores que conmutan.

31

Neevia docConverter 5.1



SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR
5.2 Separación de operadores componente por componente

Tómese f=0 en (5.1) y supóngase que el operador diferencial A fué aproximado

por diferencias finitas en espacio, de manera que se tenga una matriz positiva-

semidefinida.

Asumiendo que es posible descomponer A en dos matrices positivas-semidefinidas,

A1 y A2, tal que A = A1 +A2 y como en general éstas dependen del tiempo, entonces

su aproximación debe ser,

Λkα = Aα(tk+ 1
2
), en tk ≤ t ≤ tk+1, α = 1, 2 , (5.13)

para una malla en el tiempo como en la sección 5.1.

La aplicación sucesiva de Crank-Nicholson a los operadores A1 y A2, resulta en

el esquema,

φk+ 1
2 − φk

τ
+ Λk1

φk+ 1
2 + φk

2
= 0 y (5.14)

φk+1 − φk+ 1
2

τ
+ Λk2

φk+1 + φk+ 1
2

2
= 0 (5.15)

Luego de algunos pasos algebraicos, (5.14) y (5.15), se escriben en forma compacta

como

φk+1 = T kφk, (5.16)

donde

T k = (I +
τ

2
Λk2)−1(I − τ

2
Λk2)(I +

τ

2
Λk1)−1(I − τ

2
Λk1) (5.17)

Del teorema 3 se sigue
∥∥T k∥∥

2
≤ 1, esto implica que el esquema (5.14) y (5.15)

es absolutamente estable (obsérvese que (I + τ
2Λkα)−1(I − τ

2Λkα) = (I − τ
2Λkα)(I +
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τ
2Λkα)−1, α = 1, 2). Utilizemos el siguiente lema, para demostrar la consistencia de

este esquema.

Lema 5. Sea T una matriz real N ×N tal que ‖T‖ < 1, entonces

(i) I − T es no singular,

(ii) (I − T )−1 = I + T + T 2 + · · ·+ Tm + · · · , y

(iii)
∥∥(I − T )−1

∥∥ ≤ 1

1− ‖T‖
.

Demostración. Para la parte (i) se supone que existe x 6= 0 tal que (I − T )x = 0,

entonces

‖x‖ = ‖Tx‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ⇒ 1 ≤ ‖T‖ ,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (I − T )x = 0 tiene solamente la solu-

ción trivial x = 0, por lo que I−T es de rango máximo, es decir, I−T es no singular.

Para (ii) se observa que

(I − T )Sm = I − Tm+1, donde Sm = (I + T + T 2 + · ·+Tm)

Por otra parte,

∥∥Sm − (I − T )−1
∥∥ =

∥∥(I − T )−1 · Tm+1
∥∥ ≤ ∥∥(I − T )−1

∥∥ ‖T‖m+1 → 0,

cuando m→∞, por lo que se cumple la igualdad en (ii).

Para el inciso (iii) se tiene que para cualquier ε > 0 existe m tal que

∥∥(I − T )−1
∥∥ ≤ ∥∥(I − T )−1 − Sm

∥∥+ ‖Sm‖ < ε+ 1 + ‖T‖+ ‖T‖2 + · ·+ ‖T‖m ,
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usando la serie geométrica para ‖T‖ se obtiene,∥∥(I − T )−1
∥∥ < ε+

1

1− ‖T‖
.

Como ε es arbitrario se tiene el resultado.

Para τ suficientemente pequeño, se cumplen las desigualdades

τ

2

∥∥∥Λk1

∥∥∥
2
<

1

2
y

τ

2

∥∥∥Λk2

∥∥∥
2
<

1

2
, (5.18)

entonces, podemos escribir (Lema 5)

T k = I − τΛk +
τ2

2
[(Λk1)2 + 2Λk2Λk1 + (Λk2)2]− · · ·, (5.19)

o lo que es lo mismo, siempre que Λk1Λk2 = Λk2Λk1,

T k = I − τΛk +
τ2

2
(Λk)2 − · · · (5.20)

La ecuación (5.20) muestra que el esquema (5.14)-(5.15) coincide con (5.7) hasta

orden dos, de aqúı se concluye que (5.14)-(5.15) es consistente. La convergencia se

cumple por el Teorema de Lax.

La ventaja de utilizar separación de operadores es que la realización com-

putacional de (5.14)-(5.15) es más sencilla que la de (5.7), siempre y cuando

A1 y A2 representen la descomposición del operador A en las direcciones x y y

respectivamente. Esto se debe a que las fórmulas (5.14)-(5.15) implican la solución

sucesiva de problemas unidimensionales con una estructura simple, esto es, sistemas

algebraicos donde la matriz es tridiagonal de bajo orden, y por lo tanto de fácil

solución.
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La desventaja del esquema (5.14)-(5.15), esta en que los operadores Λk1 y Λk2

deben conmutar, cosa que no siempre sucede. Cuando los operadores no conmutan

la aproximación sólo es a primer orden. Por esta razón, se analiza otro esquema aún

más general.

Aproximando los operadores A1 y A2 en la variable temporal mediante

Λkα = Aα(tk), en tk−1 ≤ t ≤ tk+1, (5.21)

entonces se tiene el nuevo esquema simétrico:

φk−
1
2 − φk−1

τ
+ Λk1

φk−
1
2 + φk−1

2
= 0 (5.22)

φk − φk− 1
2

τ
+ Λk2

φk + φk−
1
2

2
= 0 (5.23)

φk+ 1
2 − φk

τ
+ Λk2

φk+ 1
2 + φk

2
= 0 (5.24)

φk+1 − φk+ 1
2

τ
+ Λk1

φk+1 + φk+ 1
2

2
= 0 (5.25)

Combinando este conjunto de ecuaciones (5.22)-(5.25) se consigue

φk+1 = T kφk−1, (5.26)

con

T k = (I +
τ

2
Λk1)−1(I − τ

2
Λk1)(I +

τ

2
Λk2)−1(I − τ

2
Λk2)× (5.27)

(I +
τ

2
Λk2)−1(I − τ

2
Λk2)(I +

τ

2
Λk1)−1(I − τ

2
Λk1) (5.28)

Desarrollando en serie de potencias la matriz T k (Lema 5),

35

Neevia docConverter 5.1



SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR
5.2 Separación de operadores componente por componente

T k = I − 2τAk +
(2τ)2

2
(Ak)2 − · · ·, (5.29)

donde Ak = A(tk). Como antes, esta última ecuación (5.29), implica que el esquema

(5.22)-(5.25) coincide hasta orden dos con el esquema de Crank-Nicholson aplicado

a (5.1) en el intervalo de tiempo tk−1 ≤ t ≤ tk+1,

φk+1 − φk−1

τ
+ Ak

φk+1 + φk−1

2
= 0 (5.30)

Por lo tanto (5.22)-(5.25) es absolutamente estable (Lema 5;
∥∥T k∥∥

2
≤ 1), con

aproximación a segundo orden, independientemente de la conmutabilidad de las

matrices Λk1 y Λk2. El Teorema de Lax garantiza la convergencia.

La generalización del esquema anterior (5.22)-(5.25), para el caso no-homogéneo

del problema (5.1), esta dado por

(I + τ
2Λk1)φk−

1
2 = (I − τ

2Λk1)φk−1

(I + τ
2Λk2)(φk − τfk) = (I − τ

2Λk2)φk−
1
2

(I + τ
2Λk2)φk+ 1

2 = (I − τ
2Λk2)(φk + τfk)

(I + τ
2Λk1)φk+1 = (I − τ

2Λk1)φk+ 1
2 ,

(5.31)

siendo fk = f(tk).

De manera análoga a la demostración anterior, se prueba que el esquema simétrico

(5.31) es un método de aproximación de orden dos (absolutamente estable) para la

ecuación (5.1). De esto se sigue que (5.31) es un esquema de solución numérica

convergente.
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5.3. Separación de operadores en la ecuación de

transporte

Para aplicar correctamente el esquema (5.31) en los modelos de dispersión y su

adjunto (modelos de transporte), definanse los operadores A1 y A2 que separan el

fenómeno de transporte en las direcciones x y y respectivamente,

A1φ =
1

2
σφ+

1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x
− ∂

∂x

(
µ
∂φ

∂x

)
y (5.32)

A2φ =
1

2
σφ+

1

2

∂

∂y
(vφ) +

1

2
v
∂φ

∂y
− ∂

∂y

(
µ
∂φ

∂y

)
(5.33)

Como ∇ · ~U = 0, entonces claramente se satisface

A = A1 + A2, (5.34)

donde A representa tanto al operador diferencial de (2.3) como de (3.11),

Aφ = ~U · ∇φ+ σφ−∇ · µ∇φ (5.35)

Para mostrar que cada uno de estos operadores es positivo-semidefinido y sin

pérdida de generalidad, supóngamos que el dominio D es el rectángulo [0, X]× [0, Y ].

De esta manera,

∫ X

0
φA1φdx=

1

2

∫ X

0
σφ2dx+

∫ X

0
µ

(
∂φ

∂x

)2

dx+

[
1

2
φ2u−µφ∂φ

∂x

]X
0

(5.36)

Aplicando las cuatro condiciones de frontera (2.5)−(2.6) en x = 0 y x = X , es

posible escribir el último término como,
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[
1

2
φ2u− µφ∂φ

∂x

]X
0

=
1

2

[
φ2(X) · |u(X)|+ φ2(0) · |u(0)|

]
≥ 0 (5.37)

Puesto que los parámetros σ y µ son positivos, entonces

(φ,A1φ)L2(D) =

∫ Y

0

∫ X

0
φA1φ dx dy ≥ 0, (5.38)

para toda función φ que satisfaga las condiciones (2.5)−(2.6). Un argumento similar

prueba que A2 también es un operador positivo-semidefinido.

El argumento anterior sigue siendo válido para cualquier región D (conexa y

simplemente conexa) que es, o se aproxima por, un número finito de rectángulos.

El esquema (5.31) requiere que la discretización de las variables espaciales de cada

operador diferencial preserven la propiedad anterior, esto significa que las matrices

A1 y A2 deben ser también positivas-semidefinidas. Para conseguirlo se discretiza

el dominio D usando diferencias finitas centradas de orden dos sobre una malla

doble (tipo c) de Arakawa [11]. Las fórmulas de aproximación para cada término del

operador A1 son,

(
1

2
σφ

)
ij

=
1

2
σijφij , (5.39)

(
1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x

)
ij

∼=
ui+ 1

2 jφi+1 j − ui− 1
2 jφi−1 j

2∆x
, (5.40)

(
∂

∂x

(
µ
∂φ

∂x

))
ij

∼= µ
φi+1 j − 2φi j + φi−1 j

∆x2
, (5.41)
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donde ∆x > 0 es el tamaño de paso para la discretización en la dirección x. La

discretización del operador A2 en la dirección y es similar.

Las ecuaciones (5.39) y (5.41) son aproximaciones bien conocidas de orden dos.

La fórmula (5.40) necesita una explicación;

1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x
= u

∂φ

∂x
+

1

2
φ
∂u

∂x
(5.42)

Cuando aproximamos cada factor del lado derecho en (5.42) con una diferencia

finita centrada de orden dos (o un promedio centrado de orden dos), tenemos

(
1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x

)
ij

=
ui+ 1

2 j + ui− 1
2 j

2
·
φi+1 j − φi−1 j

2∆x
+

φi+1 j + φi−1 j

2
·
ui+ 1

2 j − ui− 1
2 j

2∆x

(5.43)

Simplificando se obtiene (5.40).

A continuación se demuestra que los correspondientes operadores discretos son

positivos-semidefinidos. Partiendo de,

N∑
i=1

(A1φij)φij =
N∑
i=1

σi j
2
φ2
ij +

µ

∆x2

N−1∑
i=1

(φij − φi+1j)
2 +

µ

∆x2

(
φ2

1j + φ2
Nj

)
+

1

2∆x

(
uN+ 1

2 j
φN j φN+1 j − u 1

2 j
φ0 j φ1j

)
−

µ

∆x2

(
φN j φN+1 j + φ0j φ1 j

)
· · ·

(5.44)
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Luego de aplicar los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera

(2.5)−(2.6) en x = 0 y x = X ,

N∑
i=1

(A1φij)φij =
N∑
i=1

σi j
2
φ2
ij +

µ

∆x2

N−1∑
i=1

(φij − φi+1j)
2 +

1

2∆x

(∣∣∣uN+ 1
2 j

∣∣∣ φ2
N j +

∣∣∣u 1
2 j

∣∣∣ φ2
1j

) (5.45)

Como cada término en la última ecuación es positivo, sumamos sobre j, para

concluir

(A1φ, φ) =
M∑
j=1

N∑
i=1

(A1φij)φij ≥ 0, (5.46)

donde φ ∈ <N+M y satisface las condiciones de frontera discretas (2.5)−(2.6).

De manera análoga se prueba que la matriz A2 es positiva-semidefinida, y por lo

tanto, la matriz A cumple también con esta propiedad (A = A1 + A2).

Con la seguridad de que los operadores A1 y A2 son positivos semidefinidos,

se aplica el esquema de solución numérica (5.31) a los modelos de dispersión y

su adjunto. La realización de este esquema implica (con la discretización antes

formulada), la solución sucesiva de sistemas lineales tridiagonales; ésto se debe a que

hay que resolver problemas unidimensionales en las direcciones x y y (desacoplados),

que fueron discretizados con fórmulas de diferencias finitas centradas con tres puntos.

Existen varios métodos para resolver sistemas tridiagonales [14], entre los más

usados esta el de factorización, éste es computacionalmente económico (es rápido y

requiere poca memoria). Consúltese apéndice B.
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5.4. Ecuación discreta de balance de masa

Como se demuestra a continuación, los modelos discretos, son consistentes con

la ecuación continua de balance de masa hasta segundo orden de aproximación. En

el apéndice B, se pueden encontrar ejemplos de salida numéricos que ilustran esta

siuación. Obsévese que

1

2∆x

N∑
i=1

(
ui+ 1

2 jφi+1 j − ui− 1
2 jφi−1 j

)
=

1

∆x

(
uN+ 1

2 jφN+ 1
2 j − u 1

2 jφ 1
2 j

)
−1

2

N∑
i=1

φi j

(ui+ 1
2 j − ui− 1

2 j

∆x

) (5.47)

Partiendo de (5.47) y con base en las condiciones de frontera discretas (2.5)−(2.6),

probemos que para A1,

M∑
j=1

N∑
i=1

A1φij =
∑
i,j

σi j
2
φij +

1

∆x

M∑
j=1

(
δN+ 1

2 j

∣∣∣uN+ 1
2 j

∣∣∣ φN+ 1
2 j

+ δ 1
2 j

∣∣∣u 1
2 j

∣∣∣ φ 1
2 j

)
−

1

2

∑
i,j

φi j

(ui+ 1
2 j − ui− 1

2 j

∆x

)
,

(5.48)

donde

δN+ 1
2 j

=

 1, si uN+ 1
2 j
≥ 0,

0, si uN+ 1
2 j
< 0.

 y δ 1
2 j

=

 0, si u 1
2 j
≥ 0,

1, si u 1
2 j
< 0.

 (5.49)

De igual manera para A2,
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M∑
j=1

N∑
i=1

A2φij =
∑
i,j

σi j
2
φij +

1

∆y

N∑
i=1

(
δiM+ 1

2

∣∣∣viM+ 1
2

∣∣∣ φiM+ 1
2

+ δi 12

∣∣∣vi 12 ∣∣∣ φi 12)
− 1

2

∑
i,j

φi j

(vi j+ 1
2
− vi j− 1

2

∆y

)
(5.50)

Si

(∇ ·U)ij =
ui+ 1

2 j − ui− 1
2 j

∆x
+
vi j+ 1

2
− vi j− 1

2

∆y
= 0, (5.51)

entonces,

M∑
j=1

N∑
i=1

Aφij =
∑
i,j

σi jφij +
1

∆x

M∑
j=1

(
δN+ 1

2 j

∣∣∣uN+ 1
2 j

∣∣∣ φN+ 1
2 j

+ δ 1
2 j

∣∣∣u 1
2 j

∣∣∣ φ 1
2 j

)
+

1

∆y

N∑
i=1

(
δiM+ 1

2

∣∣∣viM+ 1
2

∣∣∣ φiM+ 1
2

+ δi 12

∣∣∣vi 12 ∣∣∣ φi 12) ,
(5.52)

donde los últimos términos determinan el flujo de masa a través de la frontera S, y

se denotan por Ψ.

Por otra parte, el esquema numérico (5.31) representa, a segundo orden de aproxi-

mación, la realización del método de Crank-Nicholson en el intervalo tk−1 ≤ t ≤ tk+1,

φk+1
ij − φk−1

ij

2τ
+ Ak

φk+1
ij + φk−1

ij

2
= fkij (5.53)

Sumando sobre los sub́ındices j e i, se tiene la ecuación de balance de masa discreta
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1

2τ

∑
i,j

φk+1
ij −

∑
i,j

φk−1
ij

 =
1

∆x∆y

∑
l

Qkl −
∑
i,j

σki jφ
k
ij −Ψk, (5.54)

ésta dice que la variación de la masa en un intervalo de longitud 2τ es igual a la masa

que ingresa a D por las fuentes puntuales, menos la pérdida de masa debido a los

fenómenos de transformación qúımica y flujo a través de la frontera. Esto confirma

que ambas ecuaciones de balance de masa, discreta (5.54) y continua (2.18) coinciden

hasta orden dos de aproximación.
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Caṕıtulo 6

SOLUCION NUMERICA Y UNA APLICACION

En este caṕıtulo, se discretiza el problema variacional 1.1 del Caṕıtulo 1 y se

reduce el modelo de dispersión adjunto tridimensional al caso bidimensional. También

se da un ejemplo de aplicación, en el cual se calcula la tasa de descarga óptima con

ambas formulaciones; anaĺıtica y discreta. En esta última se utilizó la rutina lsqlin

de MATLAB R©.

6.1. Discretización del modelo variacional

La fórmula del punto medio para integrales, aplicada a 1.1, conduce al problema

de optimización cuadrática en RL,

Minimizar m(Q1, ..., QL) = ∆t
L∑
l=1

Q2
l

sujeto a Ql ≥ 0, (l = 1, ..., L) y
L∑
l=1

Qlgil =
ci
∆t

, (i = 1, ..., N)

(6.1)

donde ∆t=T/L, tl=l ·∆t , Ql=Q
(
tl−1/2

)
y gil=gi(r0, tl−1/2) ; (l=0, ..., L).

La existencia de la solución en (6.1) se sigue de la continuidad de la funcional

m(
−→
Q);(
−→
Q = (Q1, ..., QL)) sobre el conjunto de factibilidad Φ que es un conjunto

compacto en RL [8].
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Φ =


−→
Q ∈ RL

Ql ≥ 0, (l = 1, ..., L)
y

L∑
l=1

Qlgil =
ci
∆t

(i = 1, ..., N)

 (6.2)

Por ser m(
−→
Q) y el conjunto Φ estrictamente convexos, la unicidad de la solución

queda garantizada [8]. Además, debido a que el conjunto de factibilidad Φ es no

vaćıo, el problema (6.1) tiene solución única
(−→
Q∗
)T

= (Q∗1, . . . , Q
∗
L).

Para calcular la solución óptima, se utiliza la rutina de optimización numérica

lsqlin de MATLAB R©. Los coeficientes gil se obtienen numéricamente (por el méto-

do de separación de operadores por componentes y el esquema de Crank-Nicholson

descrito en [3]) del modelo adjunto (3.11)-(3.18) para cada zona Ωi.

6.2. Modelo de dispersión adjunto en 2D

Como se mencionó al inicio, resolver la ecuación de advección - difusión (2.1) es

complicado, aún por técnicas de aproximación numéricas y se complica todav́ıa, si

se trabaja en tres direcciones espaciales x, y y z, además de la variable temporal

t. Por esta razón, se considera la concentración puntual ϕ del limpiador, como un

promedio que depende de la altura z = H, sobre cualquier columna paralela en la

dirección del eje z. De esta manera, el problema se restringe a considerar la variación

espacial de la concentración sólo en las coordenadas x y y.

Considérese un medio acuático de profundidad constante H y fondo plano, en

donde la velocidad del fluido en la componente w = 0 y el resto de los parámetros

constantes. Bajo estas suposiciones la ecuación de transporte (2.3), para este sistema

se escribe en la forma,
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∂φ

∂t
+u

∂φ

∂x
+v

∂φ

∂y
+σφ− ∂

∂x

(
µ
∂φ

∂x

)
− ∂

∂y

(
µ
∂φ

∂y

)
− ∂

∂z

(
µ
∂φ

∂z

)
−vs

∂φ

∂z
= f(r, t), (6.3)

Integrando (6.3) sobre la componente vertical H,

Q(t)δ(x− x0)δ(y − y0)

H∫
0

δ(z − z0)dz = I1 + I2 + I3; (6.4)

I1 =
∂

∂t

∫ H

0
φdz + u

∂

∂x

∫ H

0
φdz + v

∂

∂y

∫ H

0
φdz + σ

∫ H

0
φdz (6.5)

I2 = − ∂

∂x

(
µ
∂

∂x

∫ H

0
φdz

)
− ∂

∂y

(
µ
∂

∂y

∫ H

0
φdz

)
(6.6)

I3 = −
∫ H

0
φ
∂

∂z

(
µ
∂φ

∂z

)
dz −

∫ H

0

∂

∂z
(vsφ)dz (6.7)

Pero, ∫ H

0

∂

∂z

(
µ
∂φ

∂z

)
dz = µ

∂φ

∂z
|H0 = µ

∂φ

∂z
(H)− µ∂φ

∂z
(0) = µ

∂φ

∂z
(H) (6.8)

De la condición de frontera en SB,

µ
∂φ

∂n
|z=0 = 0⇒ µ∇φ · ~n = −µ∂φ

∂z
= 0|z=0 (6.9)

Si vs = 0 en z = 0, entonces,∫ H

0

∂

∂z
(vsφ) dz = vsφ|H0 = vsφ(H)− vsφ(0) = vsφ(H) (6.10)

Por otro lado de la condición de frontera en ST ,

−(−vsφ ˆk) · n̂+ µ∇φ · n̂ = −ζφ, (6.11)
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de donde,

vsφ+ µ
∂φ

∂z
|z=H = −ζφ(H)|z=H (6.12)

∴ −
∫ H

0

∂

∂z

(
µ
∂φ

∂z

)
dz −

∫ H

0

∂

∂z
(vsφ) dz = ζφ|z=H = 0 (6.13)

Si ζ = 0, la sedimentación no influye, pues queda sobre la columna.

Bidimensionalmente y sobre una columna de altura H, el forzamiento viene dado

por f(r, t) = Q(t)
H δ(x− x0)δ(y − y0), aśı, la ecuación (6.3) toma la forma,

∂ϕ

∂t
+u

∂ϕ

∂x
+v

∂ϕ

∂y
+σϕ− ∂

∂x

(
µ
∂ϕ

∂x

)
− ∂

∂y

(
µ
∂ϕ

∂y

)
=
Q(t)

H
δ(x−x0)δ(y−y0) (6.14)

Se define la concentración promedio ϕ en una columna de altura H como,

ϕ =
1

H

∫ H

0
φdz (6.15)

Las condiciones iniciales ϕ0 = 0, para un antibiótico, llevan a reescribir (6.15) de la

siguiente manera,

ϕ(r, 0) = ϕ0(r) =
1

H

H∫
0

φ0(r)dz en D (6.16)

Siendo las condiciones de frontera,

µ
∂ϕ

∂~n
− Unϕ = 0 en S− (6.17)

µ
∂ϕ

∂~n
= 0 en S+ (6.18)
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Calculemos el promedio en [T − τ, T ] sobre una zona Ω ∈ R2
i , entonces,

J =
1

|Ω|τ

T∫
T−τ

∫
Ω

ϕdxdydt =
1

|Ω|τ

T∫
T−τ

∫
Ω

1

H

H∫
0

φ(r, t)dzdxdydt

=
1

|Ω|τH

T∫
T−τ

∫
Ω

H∫
0

φ(r, t)dzdxdydt =
1

|v|τ

T∫
T−τ

∫
v

φd~rdt

(6.19)

Como antes J representa la concentración promedio en una zona V = Ω × [0, H],

para la tasa Q(t) del problema tridimensional.

El adjunto para el problema de dispersión bidimensional es,

−∂g
∂t
− ~U · ∇g + σg −∇ · (µ∇g) = p(r, t) (6.20)

g(r, T ) = 0 en D (6.21)

µ
∂ϕ

∂−→n
= 0 sobre S− (6.22)

µ
∂ϕ

∂−→n
+ Unϕ = 0 sobre S+ (6.23)

Donde

p(r, t) =


1

τ |Ω|
, r ∈ Ω y t ∈ (T − τ, T )

0, en otro lado
(6.24)

De acuerdo con esto, el principio de dualidad es ahora,

J =
1

|Ω|τ

∫
Ω

T∫
T−τ

ϕdtdxdy =

∫
D

g(r, 0)ϕ0(r)dr +

T∫
0

Q(t)

H
g(x0, y0, t)dt (6.25)

Recordando que ϕ0 = 0, entonces,
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J =
1

|Ω|τ

∫
Ω

T∫
T−τ

ϕdtdxdy =

T∫
0

Q(t)

H
g(x0, y0, t)dt (6.26)

Pero J es el promedio tridiminsional buscado,

J =
1

|v|τ

∫
v

T∫
T−τ

φdtd~r =
1

H

T∫
0

Q(t)g(x0, y0, t)dt (6.27)

De esta manera, la tasa de descarga que ajuste a concentraciones requeridas en

V = Ω× [0, H], debe ser,

J0 =
1

H

T∫
0

Q(t)g(x0, y0, t)dt (6.28)
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6.3. Remediación de un canal contaminado por

zonas

Considérese un canal de dimensiones, 120 m de largo, 10 m de ancho y

H =4 m de profundidad con N = 3 zonas contaminadas Ωi. Las zonas son:

Ω1 = [20, 30]× [9, 10]×H, Ω2 = [70, 80]× [9, 10]×H y Ω3 = [95, 100]× [0, 2]×H.

Véase la figura 6.1.

Figura 6.1: Canal de agua.

Los parámetros en el modelo adjunto de dispersión (3.11)-(3.17), toman los

siguientes valores: ~U = 30~imh−1, µ =6 m2h−1, σ = 1 h−1 y ζ = νs = 0. La descarga

se hace desde el punto r0 = (3, 2.2, 2), durante el intervalo de tiempo [0,4hr]. La

concentración promedio se controla para la última hora [3, 4]; (τ =1hr). Recuérdese

que τ es el tiempo que se mantendrá la concentración antes de desvanecerse. El

experimento se realiza para siete escenarios (k=Número de experimento=7), en los

que las concentraciones cŕıticas ci ( grm−3) varian según el cuadro 6.1.
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k 1 2 3 4 5 6 7

c1 0.8 1.0 0.5 1.2 0.6 0.6 1.5

c2 0.8 0.8 1.0 0.5 1.2 0.6 0.6

c3 0.8 0.5 1.5 1.2 0.6 1.5 0.6

Cuadro 6.1: Concentració cŕıtica de cloro ci gr/m3 en la i-ésima zona.

6.3.1. Resultados y discusión

Los resultados de las simulaciones que se presentan, corresponden al experimento

número siete. Las gráficas de la figura 6.2, son las funciones gi(r0, t) por zonas, que

se obtienen al resolver el modelo adjunto de dispersión. Estas funciones, f́ısicamente

no tienen sentido, pero son una herramienta matemática que dan un bosquejo de

la ”concentración” en función de las coodenadas de donde proviene. La misma

figura, muestra el intervalo de tiempo en horas en que cada zona alcanza su máxima

concentración. Para la zona Ω3 esto ocurre en la primera hora y media, seguida de

la zona Ω2 en las dos primeras horas y en la última hora y media lo hace la zona

Ω1. Este orden es lógico, tomando en cuenta que cuando el limpiador comienza

a fluir es llevado por la circulación del agua hacia la zonas más lejanas, antes

de concentrarse en las más cercanas al punto de suministro. En la figura 6.3, se

tienen las correspondientes isoĺıneas de concentración de la función adjunta en las

direcciones x y y durante las cuatro horas. Las verdaderas isoĺıneas de la función de

concentración φ, se muestran en la figura 6.4 a intervalos de una hora, en las cuales

se aprecia como se va dando el proceso de dispersión del limpiador en tiempo y

espacio. Nótese que transcurrida la segunda hora ya se tiene la concentración de 0.6

gr/m3. A partir de este momento, ésta se mantiene constante hasta las dos últimas
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horas que tarda en darse una concentración muy cercana (1.9 gr/m3) a 1.5 gr/m3.

Esto indica que las concentraciones se alcanzan prácticamente en las dos últimas

horas, ocurriendo primero (como se comentó anteriormente), para las zonas más

alejadas del punto de distribución.
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En la figura 6.5, se muestran las tasas óptimas de suministro Q∗k en gr/hr de

cada experimento, calculadas con la ecuación anaĺıtica (4.16). Adviértase que todas

son f́ısicamente aceptables por ser positivas en el intervalo de tiempo que va de

cero a cuatro horas. También se deduce de esta figura, que la última hora y media

es crucial para alcanzar las concentraciones cŕıticas por zona. Estos resultados se

verificaron resolviendo numéricamente (6.1), con L = 400, donde se utilizó la rutina

lsqlin de MATLAB R©. Es importante notar la ventaja de la ecuación (4.16), ya que

para calcular Q∗k (k = 1, 2, 3, . . . , 7), sólo se resolvieron sistemas lineales con la matriz

Ψ3×3 simétrica, positiva definida y bien condicionada (cond(Ψ) = 2.35), mientras que

la formulación (6.1) requirió resolver problemas de programación cuadrática con L =

400 variables. Sin embargo, no siempre es posible aplicar (4.16) para obtener la tasa

de descarga óptima y evitar el trabajo computacional requerido al tratar el problema

(6.1). Esta situación part́ıcular aparece con las concentraciones cŕıticas c1 = c3 = 0.8

grm−3 y c2 = 0.2 grm−3. Como se puede constatar en la figura 6.6, la fórmula

(4.16) proporcionó una función errónea qe que f́ısicamente no puede ser la tasa de

descarga óptima, pues toma valores negativos entre t = 1hr y t = 2hr. En cambio,

la solución del problema de programación cuadrática (6.1) determinó correctamente

la tasa óptima qopt a través de la rutina lsqlin con L = 400 variables.
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Caṕıtulo 7

CONCLUSIONES

En este trabajo, se analiza un problema de control óptimo (PC); el desarrollo

matemático basado en la teoŕıa del cálculo de variaciones es particularmente

adecuado para encontrar anaĺıticamente el mı́nimo de la funcional correspondiente

al PC. Este mı́nimo Q∗(t), representa la cantidad de masa por unidad de tiempo,

del limpiador que se suministra en un medio acuoso, para alcanzar ciertas concen-

traciones cŕıticas Ji(φ) en determinadas zonas de interés Ωi. Algunos resultados

reelevantes son los siguientes:

La solución Q∗ tiene sentido f́ısico sólo si es una función positiva para todo

tiempo t. La tasa óptima de suministro dada por Q∗(t) es una combinación lineal

de las funciones adjuntas gi.

Las N soluciones adjuntas gi forman un conjunto de funciones linealmente

independiente, lo que permite invertir el sistema lineal asociado para calcular los

multiplicadores de Lagrange en el PC, consecuentemente la matriz Ψ del sistema

siempre es positiva definida y no singular, por lo tanto Q∗ esta bien condicionada.

En cambio si los parámetros de control toman valores negativos (γj < 0 para

algún ı́ndice j), entonces no hay solución al PC y cuando γi = 0 la solución es Q∗ ≡ 0.
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El PC tiene solución y es única siempre y cuando el punto de descarga r0 se elija

evitando simetŕıas geométricas y dinámicas para dos o más zonas distintas Ωi y Ωk.

Lo mismo sucede cuando gi(r0, t) > 0 en algún intervalo abierto Ii ⊂ (0, T ). Este

último resultado indica que si desde el punto r0, es posible alcanzar las N zonas

contaminadas, entonces se puede construir una tasa de suministro Q∗(t) de mı́nimo

costo. En otras palabras, cuando existen simetŕıas o gi(r0, t) < 0, el conjunto de

factibilidad Θ es vaćıo y por lo tanto PC no tiene solución.

Cuando el mı́nimo Q∗ está fuera o en las fronteras del conjunto de factibilidad Θ,

los métodos variacionales fallan y Q∗ < 0. En este caso Q∗ se calcula numéricamente

con ayuda de la rutina lsqlin de MATLAB R©.

La ecuación de transporte tridimensional para modelar la dispersión del

limpiador es demasiado complicada, por esta razón, se reduce el problema a dos

dimensiones, para poder hacer una estimación de la concentración del limpiador φ en

la dirección z. El modelo adjunto de dispersión, resultó ser una buena herramienta

para desligar Q(t) de la variable de estado φ, a su vez, esto sirvió para calcular de

manera relativamente sencilla la funcional Ji(φ).

Los esquemas numéricos implementados, todos estables a segundo orden de

aproximación, mostraron ser eficientes desde el punto de vista computacional. El

método de factorización para resolver matrices tridiagonales, derivadas del esquema

de separación de operadores basado en Crank-Nicholson, es rápido en el tiempo de

proceso de los cálculos, requiere poca memoria y la programación del algoritmo, en

este caso en MATLAB R©, no fue complicado. En relación al número de nodos consid-

erados, la única limitante es la capacidad del equipo de cómputo con el que se cuente.
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Un ejemplo resuelto con la formulación anaĺıtica y por métodos numéricos,

muestra que la función Q∗ cumple con los objetivos para los que fue diseñada. Este

ejemplo también muestra la ventaja de la metodoloǵıa anaĺıtica, en donde sólo se

resolvieron sistemas lineales con la matriz Ψ3×3 simétrica, positiva definida y bien

condicionada (cond(Ψ) = 2.35), sobre la numérica que implicó resolver un problema

de programación cuadrática con L = 400 variables, que requiere en promedio un

tiempo de cómputo de Tc =5 minutos en equipos con un mı́nimo de 2GB en memoria

RAM y velocidad del procesador de 1.60GHz.

La teoŕıa va más allá del ejemplo ilustrativo dado, cuyos resultados permitieron

corroborar el marco teórico hasta ahora desarrollado. Otras simulaciones utilizando

diversos parámetros en el modelo adjunto, hubieran permitido hacer un análisis

comparativo entre las Q∗ resultantes. Desafortunadamente, por tiempos y plazos

que se deben cumplir administrativamente esto no fue posible. No obstante, se

espera que trabajos futuros continúen esta ĺınea de investigación y se concluyan

esta y otras tareas pendientes que destacan por su importancia: incluir en el modelo

las caracteŕısticas espećıficas del microorganismo contaminante, en part́ıcular se

esta interesado en los biofilm, aśı como introducir las propiedades de un qúımico

limpiador en part́ıcular, tomar en cuenta el tiempo de respuesta del limpiador sobre

éstos organismos sin sobrepasar las normas permitidas de concentración del qúımico,

considerar distintas geometŕıas de la región acuática y por último aplicar a una

situación real, entre otras.

Aunque existen varias formas de remover microorganismos biológicos contam-

inantes (un ejemplo son los biofilms), se opta en este trabajo por una qúımica,

tomando en cuenta que técnicas mecánicas, funcionan provocando fuertes turbu-
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lencias para arrancar placas enteras de la superficie y arrastarlas aguas abajo,

afectando de manera drástica el ecosistema.

Como una reflexión final, se debe estar concientes que estas tareas son muy d́ıfi-

ciles de llevar acabo y pueden resultar sumamente caras en el mejor de los casos y

poco realistas en algunos otros; la mejor técnica de eliminar biofilms y cualquier otro

agente que altere el medio ambiente, consiste en no insentivar su proliferación por

contaminación.
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Simboloǵıa

Śımbolo Significado

D Zona acuática (ŕıo, lago, zona costera, etc.)

Ωi Subregión contenida en D

r0 punto interior de D

t tiempo

T un tiempo fijo

Q(t) taza de suministro en función de t

ci concentración promedio cŕıtica

τ tiempo que persiste la concentración ci

m(Q) funcional de la masa total del limpiador suministrado en D

r = (x, y, z) un punto cualquiera r con coordenadas x, y, z

φ = φ(r, t) concentración puntual del limpiador en D

~U = U(~r, t) velocidad del campo advectivo en este caso agua

Ji(φ) funcional que estima la concentración φ en cada zona Ωi

µ(r, t) coeficiente de difusión turbulenta

σ(r, t) coeficiente de transformación qúımica del limpiador

~φs gradiente de sedimentación

νs velocidad constante

δ(r − r0) función delta de Dirac centrada en r0
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Śımbolo Significado

ζ(r, t) coeficiente de evaporación del limpiador

ST frontera superfical que delimita la región D

SB frontera de fondo que delimita la región D

S+ parte cerrada o de salida de flujo en D

S− parte de ingreso de flujo en D

f(r, t) forzamiento

gi(r0, t) funciones adjuntas o de peso

Q∗(t) taza de descarga óptima del limpiador qúımico en función de t

H profundidad

Cuadro A.1: Lista de simboloǵıa utilizada en este trabajo. i = 1, 2, 3, . . . , N .
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Apéndice B

Algoritmo

A continuación se describe de manera general y resumida la estructura del

algoritmo implementado para aproximar la solución de la ecuación de transporte 2.3

sin dar el listado del programa. Es importante mencionar, que de ningún modo se

intentó escribir software profesional de carácter general, por esta razón, el algoritmo

no esta escrito de forma que conduzca al programa más efectivo en términos

computacionales que busque cumplir necesariamente con requisitos mı́nimos de

tiempo o almacenamiento.

Discretización temporal

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 1

Comentario: Con base en un esquema Cranck Nicholson, esta rutina, aproxima la

concentración φ en una malla en el intervalo de tiempo tk ≤ t ≤ tk+1 con punto

intermedio tk+1/2.

ENTRADAS:T, M

SALIDA:τ = T
M
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Paso 1:Genera una malla

Para k = 0, 1 . . .M,

Tome tk = kτ

Paso 2:Para cada paso de tiempo τ calcula la concentración en el siguiente punto

SALIDA

φk+1 = T kφk + τ Skfk+ 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 2

Comentario: En esta rutina, se implementa el esquema Cranck Nicholson basado en

la separacion de operadores Λkα = Aα(tk+ 1
2
), en tk ≤ t ≤ tk+1, α = 1, 2, con el

propósito de mejorar la aproximación anterior.

ENTRADAS:T, M

SALIDA:τ = T
M

Paso 1:Genera una malla

Para k = 0, 1 . . .M,

Tome tk = kτ
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Paso 2:Para cada paso de tiempo τ calcula la concentración en el siguiente punto

SALIDA

φk+1 = T kφk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 3

Comentario: En esta rutina, se implementa el esquema Cranck Nicholson basado en

la separacion de operadores Λkα = Aα(tk), en tk−1 ≤ t ≤ tk+1, α = 1, 2, con el

propósito de mejorar aún más la aproximación anterior.

ENTRADAS:T, M

SALIDA:τ = T
M

Paso 1:Genera una malla

Para k = 0, 1 . . .M,

Tome tk = kτ

Paso 2:Para cada paso de tiempo τ calcula la concentración en el siguiente punto

SALIDA

φk+1 = T kφk−1
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 4

Comentario: En esta rutina, se hace un aplicación sucesiva del esquema Cranck

Nicholson, tomando tres puntos intermedios en el intervalo tk−1 ≤ t ≤ tk+1, basado

en la separacion de operadores Λkα = Aα(tk), α = 1, 2.

ENTRADAS:T, M

SALIDA:τ = T
M

Paso 1:Genera una malla

Para k = 0, 1 . . .M,

Tome tk = kτ

Paso 2:Para cada paso de tiempo τ calcula la concentración en el siguiente punto

SALIDA

φk+1 = T kφk−1 + 2τ Skfk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Discretización espacial

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 5

Comentario: En esta rutina, se utiliza una malla de Arakawa tipo c centrada en tres

puntos en el intervalo i − 1 ≤ i ≤ i + 1, para aproximar φ tomando una malla uni-

dimensional en la componente x consecuencia de la separación de operadores A1 y A2.

ENTRADAS:σ, u, µ, ∆x

Paso 1:Genera una malla en el eje x

Para i = 1 . . . N,

Paso 2:Sustituye la fórmula de diferencias finitas correspondientes a las

derivadas parciales evaluadas en cada punto de la malla

SALIDA

A1 = 1
2σiφi +

u
i+1

2
φi+1−ui− 1

2
φi−1

2∆x + µ
φi+1−2φi+φi−1

∆x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 6

Comentario: En esta rutina, se utiliza una malla de Arakawa tipo c centrada en tres

puntos en el intervalo j − 1 ≤ j ≤ j + 1, para aproximar φ tomando una malla uni-

dimensional en la componente y consecuencia de la separación de operadores A1 y A2.
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ENTRADAS:σ, v, µ, ∆y

Paso 1:Genera una malla en el eje y

Para j = 1 . . . N,

Paso 2:Sustituye la fórmula de diferencias finitas correspondientes a las

derivadas parciales evaluadas en cada punto de la malla

SALIDA

A2 = 1
2σjφj +

u
j+1

2
φj+1−uj− 1

2
φj−1

2∆y + µ
φj+1−2φj+φj−1

∆y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rutina 7

Comentario: Esta rutina ensambla las rutinas 4,5 y 6 y genera una matriz A de

N ×N que es tridiagonal por bloques.

A =


B I

I B I
...

...
...

...

I B
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Supóngase que se tiene el sistema tridiagonal de l+1 ecuaciones con l+1 incógni-

tas:

aiϕi−1 − biϕi + ciϕi+1 = fi , i = 1..l − 1,

ϕ0 = α0ϕ1 + β0 ,

ϕl = αlϕl−1 + βl ,

(B.1)

donde la matriz del sistema se supone definida positiva, para garantizar que la

solución del sistema sea única. La solución se obtiene con el siguiente esquema.

Paso 1:Sustitución hacia adelante

Calcular para k = 1, . . . , l − 1

αk =
ck

bk − akαk−1
y βk =

akβk−1 − fk
bk − akαk−1

(B.2)

Paso 2:Tomar

ϕl =
αlβl−1 + βl
1− αlαl−1

(B.3)

Paso 3:Sustitución hacia atrás

Calcular para k = l − 1, . . . , 0

ϕk = αkϕk+1 + βk (B.4)

Este algoritmo se aplica a (5.31) para aproximar las soluciones numéricas de los

modelos diferenciales (2.3)-(3.11). El código fué programado en MATLAB R©.
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Para verificar el correcto desempeño de los algoritmos implementados, se com-

paran las predicciones de los modelos numéricos de dispersión y su adjunto, con el

valor esperado de la concentración promedio que se debe obtener con las integrales

exactas de las tasas de emisión y la distribución inicial de la sustancia, según la

ecuación de balance,

∂

∂t

∫
D
φ dr =

N∑
i=1

Qi(t)−
∫
D
σφ dr−

∫
S+

φUn dS (B.5)

Sea σ = 0 y φ = 0 en S para 0 ≤ t ≤ T , al integrar (B.5),

JD,T (φ) =
1

| D | T

∫ T

0

∫
D
φ(r, ζ) dr dζ

=
1

| D | T

N∑
i=1

∫ T

0

∫ ζ

0
Qi(t) dt dζ +

1

|D|

∫
D
φ0(r) dr

(B.6)

Si φ0 = 0 y las tasas de emisión son constantes, la ecuación (B.6) es simplemente,

JD,T (φ) =
T

2 | D |

N∑
i=1

Qi, (B.7)

y en el caso Qi = ait,

JD,T (φ) =
T 2

6 | D |

N∑
i=1

ai (B.8)

Veamos tres ejemplos donde fueron aplicadas las dos últimas ecuaciones en la

siguiente forma: los lados izquierdos se evaluaron numéricamente y los lados derechos

(E) se calcularon en forma exacta. Los parámetros utilizados y el tiempo de cómputo

(Tc) en que se llevan acabo los cálculos, se dan en los cuadros B.1 y B.2.
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Ej. u v µ Q1 Q2 r1 r2 X Y

1 −0.75 0.75 0.04 3.8 0.0 (1.5, 0.5) (0.0, 0.0) 2 2

2 −0.5 0.5 0.04 3.8 1.5 (1.5, 0.5) (0.8, 0.8) 2 2

3 1 . 5 0.84 0.8 104t 5.103t (1.5, 1.6) (1.0, 1.6) 4 4

Cuadro B.1: Parámetros de prueba.

Ej. Nx My ∆t Nt T Tc(Seg.) |D| JD,T E

1 50 50 0.02 50 1.0 101 4.0 0.4749 0.4750

2 50 50 0.02 50 1.0 102 4.0 0.6624 0.6625

3 30 30 0.004 100 0.4 79 16.0 24.9998 25.0000

Cuadro B.2: Parámetros de discretización, con el tiempo de cómputo (Tc).

Los resultados de las últimas dos columnas en el cuadro B.2 corroboran que los

modelos discretos, y los programas correspondientes, son consistentes con la ecuación

de balance de masa (hasta segundo orden).
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