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0.1. INTRODUCCION

El agua es un componente esencial para mantener la vida en todos los ecosistemas
del planeta. Mientras en algunos sitios abunda en otros escasea, entre otros factores,
por la contaminaciéon de las fuentes de abastecimiento. No contaminar y al mismo
tiempo disenar e implementar estrategias para restaurar regiones acuaticas, son

medidas imprescindibles para preservar sus beneficios.

Entre los principales agentes de degradacion de los cuerpos de agua estan los
residuos industriales, agricolas y urbanos no tratados. De estos deshechos, que
por lo general contienen materia organica en descomposicién, nacen colonias mi-
croorganicas que generan focos de contaminacién potencialmente activos causantes

de infecciones crénicas y enfermedades entéricas (intestinales).

La presencia de estos microorganismos en lineas de suministro de agua potable,
rios, lagos, arroyos, zonas costeras y sistemas acudticos en general, es un riesgo
no solo para la flora y fauna, sino también en actividades de acuacultura, pesca
y turismo, etc, pues son altamente resistentes a ser eliminados con limpiadores
y antibidticos [24]. La buisqueda de una solucién a esta problemética, fue lo que
motivo estudiar su impacto en zonas acuaticas y su posible destruccién por medios

quimicos (remediacién de la zona infectada).

El objetivo de este trabajo, es proporcionar una expresion analitica de la funcién
Q*(t) que optimiza la tasa de suministro de un limpiador quimico, que tiene como

proposito eliminar contaminantes microorgénicos en un medio acuoso.
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El método propuesto para lograr dicho objetivo, consiste en aprovechar la
direccion de flujo de una corriente de agua dentro de la regién de importancia
ecolégica D, para distribuir desde un punto ro en D, un limpiador (cloro, yodo,
acido peracético, etc.). La descarga, se lleva a cabo durante el intervalo de tiempo
[0, 7], con una tasa Q(t). La finalidad es que este limpiador alcance concentraciones
promedio criticas ¢; en [T — 7, T|. Tales concentraciones persistentes durante el tiem-

po 7, deben ser suficientes para limpiar cada zona involucrada €;,7 = 1,2, ..., N [25].

Para ello, se presenta en esta tesis el andlisis de un problema de calculo
variacional cuya solucién representa la tasa Optima de suministro Q*(¢f) de un
limpiador quimico que se dispersa dentro del sistema acudtico. La dispersion se
modela a través de la ecuacién de adveccién-difusién con condiciones de frontera
para una regién tridimensional. La concentracién promedio del limpiador ¢, en
cada zona contaminada 2;, se calcula en forma integral a través de la solucion
del modelo adjunto de dispersién (estas integrales son las restricciones en el
problema variacional). Finalmente se realiza un algoritmo computacional para la
separacion de operadores basado en un esquema Crank-Nicholson de segundo orden

de aproximacion.

Se complementa la teoria desarrollada, con un ejemplo de aplicacion sobre un
canal de agua, en este caso, se obtienen tasas Optimas de suministro fisicamente
aceptables [12]. Cuando no es posible construir la tasa éptima de suministro a partir
de la formulacién analitica, se discretiza el problema y Q*(t) se determina por
aproximacion numérica. Cabe aclarar que por el momento, no se considera algun
tipo de microorganismo en particular. No obstante, a futuro y como una segunda
etapa de esta investigacion, se pretende consolidar el modelo introduciendo las

propiedades fisicas y quimicas que caracterizan al biofilm [24].

IT
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Estructura y organizacion: El capitulo 1, es introductorio y tiene como principal
objetivo familiarizarnos con palabras claves como agua y modelo de remediacion que
son la escencia y bases de este trabajo. Los capitulos 2 y 3 estan enfocados basica-
mente a hacer una descripcion fisica y matematica del fenémeno de dispersién. Los
calculos y argumentos matematicos para encontrar analiticamente la tasa éptima de
suministro se dan con detalle en el capitulo 4. En el capitulo 5, se presenta la imple-
mentacién de diferentes técnicas numéricas para resolver la ecuacion de transporte.
El contenido del capitulo 6, corresponde a la discretizacion del problema variacional
continuo y a un ejemplo de aplicacién. Finalmente se presentan las conclusiones en

el capitulo 7.

I1I



Capitulo 1
FUNDAMENTOS GENERALES

En este primer capitulo se trata el tema del agua resaltando los factores que
contribuyen a su contaminacién. También se describe en la parte final, el modelo de

remediacion.

1.1. Contaminacion del Agua

El total de agua en nuestro planeta es de 1.4x10'2 kilémetros ciibicos (km?).
Esta cantidad se encuentra distribuida de manera no uniforme y cubre entre el
70% y 75 % de la superficie del planeta. El agua, se clasifica en dos grandes grupos;
dulces y saladas. Las tltimas, se encuentran en los ocednos y representan el 97.5 %.
A las primeras, también se les conoce como aguas continentales, son bajas en
sales y comprenden un 2.5 %, del cual, aproximadamente el 1.7% esta almacenada
y congelada en los polos, glaciares y nieves permanentes; un poco mas de 0.7 %
en depdsitos subterrdneos, y apenas un 0.01 %, disponible para los ecosistemas
y actividades humanas en lugares accesibles ( lagos, presas, rios y arroyos), sin
embargo, este porcentaje varia considerablemente segun el lugar, el clima o la
época del ano, mas aun, esta disminuyendo por los efectos de la contaminacion

antropogénica principalmente [27].
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La descarga de aguas residuales urbanas e industriales no tratadas, el arrastre
pluvial de algunos residuos agricolas (abonos) y la lluvia dcida son fuentes comtines
de contaminacion. Los contaminantes mas frecuentes son materia organica, petro-
quimicos, metales y productos quimicos t6xicos ( plomo, cadmio, mercurio, arsénico,
uranio, torio, fosforo, pesticidas, herbicidas, insecticidas, solventes, nitratos, sustan-

cias acidas, etc.)[28].

El agua contaminada con materia organica contiene bacterias, virus y parasitos
intestinales son el elemento basico para la formaciéon de conglomeraciones mi-
croorganicas que mas tarde aparecen en rios, lagos, zonas costeras, etc. Ademas
de las enfermedades que inducen, los microorganismos que las forman (a través
de la degradacién biolégica de la materia orgdnica) consumen grandes cantidades
del oxigeno disuelto en el agua, alterando el equilibrio ecolégico en los sistemas
acuaticos. Algunos desinfectantes utilizados para su destruccion son yodo, cloro,

formaldehido, glutaraldehido, dcido peracético, entre otros [29].

Mas alla de la causa (natural o de procedencia humana) en cuanto a la contami-
nacién de este liquido, lo cierto es que se sobrepasa la capacidad de autodepuracion
de la naturaleza. Al ser un recurso imprescindible para la vida humana y para el
desarrollo socioeconémico, industrial y agricola, una situacion de escasez amenaza
tres aspectos fundamentales del bienestar humano: la produccién de alimentos, la
salud y la estabilidad politica y social. Es por esto que, su gestién debera tender a
evitar situaciones conflictivas debidas a escasez, sobreexplotacién y contaminacion,

mediante medidas preventivas que procuren un uso racional y de conservacion.
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1.2. Modelo de remediaciéon (modelo variacional)

La técnica (modelo de remediacién) que se propone y que pretende recuperar
ecosistemas acudticos contaminados, consiste en alcanzar por dispersién concentra-
ciones criticas de un agente quimico que elimine los microorganismos (originados
principalmente por materia organica en descomposicién) en zonas internas afectadas.

Formalmente, se plantea el problema como sigue.

Supongase que D representa una region acotada; un rio, un lago o una
costa con entradas y salidas de flujo que tiene N zonas internas contaminadas
Q1 = 1,2,--- N. Para remediar cada una de estas zonas, se descarga desde el
punto rg € D y durante el intervalo de tiempo 0 < ¢ < T, un limpiador quimico
cuya tasa de suministro es @Q(t). La eleccién del punto rg, se hace de acuerdo a
la direccién del campo de velocidades, para que el limpiador arrastrado por la
circulacién del agua llegue a cada €; C D [25], en donde transcurrido el tiempo
[T — 7,T], deber4 alcanzar concentraciones promedio criticas ¢; (medidas en gr/m3),
las cuales se mantendran un tiempo 7, suficiente para eliminar los microorganismos
en la zona correspondiente antes de su desvanecimiento. Por simplicidad, se suponen

zonas disjuntas, esto es {); N Q; = @, Vi # j. Véase la figura 1.1.

El planteamiento anterior, se traduce en un problema del calculo de las variaciones
[5]. De acuerdo con esto, el modelo para calcular la tasa de suministro Q(t), que
permite alcanzar las concentraciones criticas ¢; en las diferentes zonas contaminadas

Q;, se formula en los siguientes términos,
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Figura 1.1: Dispersion de un limpiador aprovechando la dindmica en la regién D.

sujeto a las restricciones

Qt)>0, 0<t<T, (1.1)

T
// (ryt)drdt =c¢;i=1,..., N.
-7 Q;

Aqui m(Q) representa la funcional que estima la masa total del limpiador

suministrado y J;(¢) es la funcional que calcula la concentracién promedio del
limpiador en cada zona ;. Donde ¢ = ¢(r,t) denota la concentraciéon puntual del
limpiador en r = (z,y, z) al tiempo ¢ y es una funcién que se determina mediante

un modelo de dispersién (Capitulo 2).

Debe apuntarse que el procedimiento no es ttil o practico cuando el punto rq

no esté correctamente ubicado respecto a la direccién del flujo y la posicion de las
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zonas §2;, si el tiempo T no es suficiente para la completa diseminacion del limpiador

6 si no se le da a éste el tiempo de accién T necesario.

Por otra parte, en caso de haber diferentes tasas de suministro (), conviene
aplicar la que introduce una cantidad de masa menor Q*(¢) (tasa éptima), y con ello
no sélo disminuir los costos de su aplicacién (control 6ptimo), si no también los danos
colaterales en el resto del ecosistema. Estas son las razones por las que se minimiza

la funcional m(Q)) y cuyo minimo es justamente Q(t).
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MODELO DE DISPERSION

En este capitulo se simula a partir de la ecuacién de transporte, el proceso de
dispersion del fluido que actiia como limpiador en la formulacién (1.1) de la seccién
(1.2). Se verifica que este modelo satisface la ecuacién de balance de masa y se

demuestra que es un problema matematico bien planteado en el sentido de Hadamard.

2.1. Ecuacion de adveccion difusion

La Ecuacién de Difusién-Adveccion-Reaccion (EDAR), aparece en el estudio de
la propagacion de sustancias contaminantes en el oceano o la atmosfera. La solu-
cién asociada a ésta, representa fisicamente la concentracién de la sustancia que se
dispersa. Esta informacién es 1util en diversas situaciones tales como estimacion del
impacto ambiental por derrames de petréleo [21], ubicacién de plantas industriales en
lugares estratégicos [9], localizacién del sitio de una explosién nuclear [17] y control
de emisiones industriales [15, 16]. Su forma més general, esta dada por la expresion,

d¢

o, TU Vo=V uNo+06+ V65 = f(71), (2.1)

donde f(7,t) es el forzamiento determinado por las fuentes de emisién del contami-

nante. Cuando las fuentes son puntuales el forzamiento toma la forma
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N
FEE) = Qi(t)s(F — ) (2.2)
1=0

Q); es la tasa de emisién no-estacionaria de la fuente ubicada en 7; € D y 6(7 — 75)

es la funcion delta de Dirac [1] centrada en 7.

Como cualquier ecuacién diferencial la obtencion de una soluciéon particular
exige imponer las condiciones de contorno propias del problema que se aborda.
La posibilidad de resolver (2.1) por medios analiticos es limitada, sin embargo los
métodos numéricos permiten su solucion, no obstante en casos complejos tampoco

son sencillos de implementar.

Para calcular la distribucién espacial y temporal de ¢(r,t) en un intervalo de
tiempo [0, 77, se utiliza (2.1), bajo las siguientes condiciones de frontera en la regién

D C R3:

99

E+ﬁ~V¢—V~uV¢+U¢+V-$S:Q(t)é(r—ro) (2.3)
by = —vsdk en D (2.4)
u%:@-ﬁ—@%-ﬁen&, M%:@ﬁen Sp (2.5)
u% =0,en ST, u% =Upp en S~ (2.6)

o(r,0) =¢°(r) en D (2.7)

V-U=0 en D (2.8)

Donde el vector U = U (r,t), denota la velocidad del campo advectivo en D, en este
caso del agua que es el medio de transporte de la sustancia, y para el cual se asume

cumple la ecuacién de continuidad o condicién de incompresibilidad (2.8), wu(r,t)
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es el coeficiente de difusion turbulenta, o(r,t) es el coeficiente de transformacién
quimica del limpiador, ggs es el gradiente de sedimentacion con velocidad constante
vs. Como se explico o(r — rg) es la funcién delta de Dirac centrada en rg y Q(t) la

tasa de emisién ubicada en este mismo punto’.

En relacién a las ecuaciones (2.5)-(2.6), se adopta la notacién S, para referirse
a las fronteras fisicas del sistema representado esquemaéaticamente en la figura 2.1.
En este contexto, las ecuaciones (2.5) establecen las condiciones de frontera en
la superficie St (con ((r,t) el coeficiente de evaporacién del limpiador) y en el
fondo de la regién Sp, asimismo (2.6) describe las condiciones de frontera laterales
(verticales), donde ST es la parte cerrada o de salida de flujo (U, = U-it > 0)y
S~ es la porcién de ingreso de flujo U, < 0. La condicién inicial (2.7) determina
la distribucién del limpiador al tiempo t = 0. En todas las ecuaciones 7 es el
vector normal unitario exterior a cada uno de los lados que conforman la frontera
0D = SpuUSTUS USRy k= (0,0,1)" es un vector unitario que apunta en la
direccion z en un sistema de coordenadas cartesiano. Es importante senalar que
las condiciones de frontera (2.5)-(2.6) toman en cuenta la rugosidad del fondo y la

superficie (no necesariamente planos).

De la figura 2.1, se ve que los vectores k y U son perpendiculares a la normal de

las caras ST, S~ y Sy, Sp respectivamente, por consiguiente, se debe cumplir,

k-i=0 en STUS™ y U-i=0 sobre SpUSp. (2.9)

1La simbologia empleada en todo este trabajo, se puede consultar en el apéndice A.



MODELO DE DISPERSION
2.2 Ecuacién de balance de masa

X

Figura 2.1: Representacién esquematica de los procesos fisicos que ocurren en la regién

D, vista en un corte del plano zz.

2.2. Ecuacion de balance de masa

Integrando la ecuacién de adveccién-difusion (2.3) sobre el dominio D, se tiene,

%/ngdr—l—/Dﬁ-ngdr—/Dv-uV¢dr+/Daqzﬁdr+/1)V -gEsdr:/DQ(t)a(r—ro)dr (2.10)

De acuerdo con el teorema de la divergencia de Gauss [7], se puede escribir,

/ﬁvasdr:/v.(?(pdr: /ﬁ-ﬁ¢ds (2.11)
D D oD
. d¢
/V-,qude: /,qub-ndS: /ua—ﬁds (2.12)
D oD oD
/v-&;dr = /q?s-ﬁds (2.13)
D oD
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De manera mas concisa (2.11), se escribe como
/17- ﬁ¢ds—/ﬁ-ﬁ¢ds+/z7-ﬁ¢ds+/ﬁ-ﬁ¢ds+/(7.ﬁ¢ds (2.14)
oD St S+ S— S

Empleando la condicion (2.9) y recordando que U, = U - i, la integral (2.14), se

simplifica a

/ U-iipdS = / UpnédsS + / UpédS (2.15)
oD S+ S+
Andlogamente se aplican las condiciones de frontera (2.5)—(2.6) en (2.12), para
obtener,
d¢ o > yo
/,u%dS = /gzﬁs-ndS— /(¢k-nd$+/Un¢dS+/¢s-ndS (2.16)
oD St St 5= SB

De igual manera, las relaciones (2.4) y (2.9) en (2.13) conducen a,

/gs-ﬁdsz/q‘s;-ﬁds+/5s-ﬁds (2.17)
oD St Sp

Luego de sustituir y reacomodar términos en la ecuacién (2.10),

5 || odr =0~ [ ooar— [ vias— [ cof-qas ()

El resultado (2.18), se conoce como ecuacion de balance de masa y establece
que la razén de cambio de la masa total en la region D, depende de la tasa de
suministro Q(t), menos las pérdidas por transformacion quimica o, flujo de salida Uy,
y evaporacién (. Notese en la ecuacion (2.18), que la componente de sedimentacién,
no interviene en el flujo de la frontera 0D, lo que indica que el proceso sélo ocurre

en el interior de D.

10
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El modelo (2.3)-(2.8) es fisicamente aceptable por que cumple, como se acaba de

verificar, con el principio de conservacién de la masa.

2.3. Existencia y unicidad de la solucién

Consideremos un operador A sobre la funcion ¢, de modo que,

A¢:ﬁ-v¢—v-uv¢+a¢+v-zs (2.19)

Entonces, por definicién de producto interno de A¢ con ¢ en Lg (D),

(A¢,¢):/¢A¢dr: ¢l7-v¢d7"—|—/a¢2dr— OV - uV pdr+ [ 9V - pdr (2.20)
D D D D D

Siguiendo el mismo procedimiento como en la seccién 2.2, para las integrales que

involucran divergencia, es facil comprobar que

1 -
(A9, ¢) = 5 / UnddS — / Un¢?dS + / v’k - tdS
5% 5- St (2.21)
+/a¢2dr+/u|v¢12dr+/g¢2l§.ﬁds
D D St
Teniendo presente las condiciones U, < 0 en S~ y k-7 >0en St, claramente

(Ao, ¢) > 0, de dondes se deduce que el operador A, siempre es positivo semidefinido.

En otro orden de ideas, calculando el producto interno en Lo (D) respecto de ¢

en ambos lados de la ecuacion (2.3), se llega a

(% ¢> = (£.6) — (46,8), f(r.t) = Q)3(r — ro) (2.29)
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MODELO DE DISPERSION
2.3 Existencia y unicidad de la solucién

Aplicando la desigualdad de Schwarz [18],

(05| < o1 |5 H &)1 < Iflll9l (223)

Como (¢, Ap) > 0, entonces de (2.22), se sigue

(0.5 <tenisn. - donde ol = Voo (224

Por otro lado,
26\ 10 B
(:57) = 337 101 = 11 5 el (2.25)

combinando (2.24) y (2.25),
0
— < .
2 8l < 11 (2.26)

Después de integrar sobre un intervalo de tiempo (0,7, se concluye

loll = T max [QE)(r —ro)l + 1¢°(r)| (2.27)

La linealidad del modelo (2.3)—(2.8) respecto de ¢ y la desigualdad (2.27) garan-
tizan la unicidad y la continuidad de la solucién respecto de la condiciéon inicial y
del forzamiento. Por lo tanto, el modelo de dispersién (2.3)—(2.8), es un problema
matemadticamente bien planteado en el sentido de Hadamard [6]. Como A es un
operador positivo semidefinido, se puede implementar un algoritmo numérico de solu-
cién [9], basado en un esquema incondicionalmente estable como Crank-Nicholson
[3] a segundo orden de aproximacién en la variable temporal y la separacién de op-

eradores por componentes en el espacio [22].
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Capitulo 3
MODELO ADJUNTO

En este capitulo se incorpora el modelo adjunto de dispersién y se encuentra la
relacién entre la concentracion promedio y la tasa de suministro del agente limpiador

(principio de dualidad).

3.1. Identidad de Lagrange

El problema variacional 1.2 es dificil de analizar y resolver, debido a que las
restricciones Jij(¢) = ¢;, i = 1,2,3,..., N contienen la variable de control Q(t) en
forma implicita, es decir, Q(t) estd ligada con la variable de estado ¢ a través de
(2.3—2.8). El siguiente objetivo es conocer la influencia explicita de Q(¢) en dichas
restricciones, para lograrlo, es necesario introducir un modelo adjunto de dispersion,

esto es posible a través de la identidad de Lagrange,

(Ag, g) = (¢, A%g) (3.1)

En la ecuacién (3.1), A* es un operador, g es una funcién de peso y (-, ) es el producto
interno definido en Lo(D) [18, 9, 20, 14, 15, 19]. Desarrollando el lado izquierdo de
(3.1),
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MODELO ADJUNTO
3.1 Identidad de Lagrange

(Ap,g) = gU -vodr + [ ogddr — [ gv - puvedr + | gv - ddr (3.2)
[ oo [ Joramea]

D D

Siguiendo un razonamiento andlogo al de la seccion 2.3, entonces,

/gU qudr—/gqu ndsS — /quU Vgdr (3.3)
D oD
99 9y
gV - uNodr = 8_dS ng dS + [ ¢V - uVgdr (3.4)
D oD D
/gv ¢sdr—/g¢s-nds /¢V G sdr (3.5)
D oD
donde §'s = —vsg & en la ecuacién (3.5). Es decir,
(Acb,g):/qb(—U-Vg—V-quJrag—V-?s)dr (3.6)
D
/g<bU ndSJr/qbuagdS / IHo— dS+/g¢s‘ndS
oD oD

Nuevamente, utilizando el hecho de que la frontera del sistema 9D, se compone de
cuatro partes (S, ST, S~ y Sp), y de las condiciones (2.5)— (2.6) y (2.8) aplicadas

a (3.1), el producto interno ahora se expresa como
77 —
(Ag, g) = ¢<—U-V9—V-Wg+ag—v-gs>dr (3.7)

donde la funcién ¢ satisface las condiciones de frontera equivalentes a (2.5)— (2.6).

Por consiguiente, la identidad de Lagrange se satisface si
* = —
A*g=—-U -Vg—V -uvg+o9g—V- g5 (3.8)
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MODELO ADJUNTO
3.1 Identidad de Lagrange

Por otro lado, multiplicando la ecuacién (2.3) por ¢ e integrando sobre el dominio

espacial y temporal D x (0,7, resulta

T

[ [ / ot~ / [t aa

0 D

Haciendo el cambio de variable v = g(r,t) y dv = %drdt, se integra por partes
la primera integral del lado izquierdo, donde se impone la condicién de restriccion
g(r,T) = 0en D. Luego de aplicar la condicién de lagrange (3.1) a la segunda integral

del mismo lado y reacomodar términos, (3.9) se convierte en

T

// {——+A* }drdt=/TQ(t>g(m,t)dt+/g(r,o>¢0(r)dr (3.10)

0 0 D

La ventaja de la ecuacién (3.10), es que relaciona explicitamente la taza de descar-
ga Q(t) con la concentracién ¢(r,t), a través de la funcién g. Entonces, es factible el

modelo de dispersién adjunto,

dg —

—a—U-Vg—V-qu—i—ag—V-?s:p(r,t) (3.11)
G = —v.sg?> en D (3.12)
Jdg
,ua_> + (g k-7 =0 sobre St (3.13)
0

Mai +Ung =0 sobre ST (3.14)

0 _
u% =0 sobre S (3.15)
uaa—% =0 sobre Sp (3.16)
g(r,7)=0 en D (3.17)
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MODELO ADJUNTO
3.2 Principio de dualidad

Las condiciones (3.12)-(3.17) impuestas a ¢ son tales, que la identidad de La-
grange (3.1) se satisface. También el forzamiento p(r,t) en la ecuacién (3.11), debe
ser tal que la concentracién promedio del limpiador J;(¢) en una zona Q C D, se

relacione explicitamente con Q(t) y ¢%(r) mediante la solucién adjunta g. Esto se

logra, si
= €eQyte(T T)
, T y -7,
plr,t)={ T (3.18)
0, en otro lado

donde || es el volimen y 7 es el tiempo requerido para que el limpiador alcanze su

concentracion critica en la zona 2.

3.2. Principio de dualidad

Reemplazando el forzamiento (3.18) en la ecuacién (3.10), podemos encontrar
la relacién de la concentracién promedio J;(¢), en funcién de la tasa Q(t) y de las

soluciones adjuntas g;(ro,t), a saber,

T
/@ %m,w+/%mmwmw; (3.19)
0

D

T
/@ gi(ro. —Lw—/@mmwmw (3.20)
0

D

La ecuacién (3.19) suele llamarse principio de dualidad y para el caso especial en

que ¢°(r) = 0, se reduce a,
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MODELO ADJUNTO
3.2 Principio de dualidad

T
Ji(6) = / Q(t)gi(ro, t)dt (3.21)
0

La relacién integral (3.21), aplicada en cada zona Q;, i = 1,..., N, conduce al

problema variacional,

sujetoa Q) >0, 0<t<T, vy (3.22)
T

La formulacion (3.22) es equivalente a (1.1), s6lo que ahora las soluciones adjuntas
gi(ro,t) en la i ésima restriccién son independientes de la taza de suministro Q(t).
Estas soluciones no negativas se determinan de acuerdo a la dindmica de fluidos en
D, actian como funciones de peso y representan la influencia del punto de descarga
ro en la concentracion del limpiador para cada zona ;. En teoria de control, se les
denomina funciones de informacién o influencia y tienen aplicacién en el andlisis de
la sensibilidad de variables en modelos meteoroldgicos, oceanogréficos y de dispersion
de contaminantes respecto de perturbaciones en los parametros, en asimilacion de
datos geofisicos, identificacién de fuentes contaminantes (ubicacién e intensidad de
explosiones nucleares o emisiones accidentales), y en control 6ptimo de emisiones

industriales [9, 14, 15, 20].
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Capitulo 4
RESULTADOS ANALITICOS

En el presente capitulo, se analiza con base en algunas propiedades del conjunto
de factibilidad © y de la funcional m(Q), la existencia y unicidad de la solucién
del problema variacional (3.22). Se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange

para hallar la expresién analitica de la tasa de suministro éptimo Q*(t).

4.1. Lema 1l

Lema 1. Conjunto de factibilidad

T
Q(t) € L2(0,T) {Q(t)gi(m,t)dt =g

o= y
Q(t) 20, t€(0,T) (i=1,..,N)

(4.1)

es un conjunto convexo en Lo(0,T).

Demostracién 1. Supdngase que Q1, Q2 € © y A € (0,1). Entonces, A\Q1 + (1 —
A),Q2 >0, 0<t<T. Ademds,

T
/()\Ql (L= NQ2) gilro,)dt = Aei+ (1= Nei—ci, (i=1,.,N)  (42)
0

por lo tanto, © es convexo.
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RESULTADOS ANALITICOS
4.2 Lema 2

4.2. Lema 2

Lema 2. El conjunto de factibilidad © es un conjunto cerrado en Ly(0,T).

Demostracién 2. P.d que © = 0. Sea Qg un elemento de ©. Entonces existe una

secuencia {Qk}rey en © tal que

|Qx — Qol| =0 si k— o0 (4.3)

Asumiendo que Qo(t) < 0 en algun intervalo I C (0,7) de medida positiva

|I] > 0. Entonces

T

1Qk — Qoll? I/(Qk—Qo)zth /(Qk—QO)2dt2 /Q%dt:l>0 (4.4)
1 1

0

Esta ultima desigualdad contradice la convergencia de {Qk}zozl en Lo(0,T), por
lo tanto, Qo es una funcion positiva en (0,T).

Por otra parte, la desigualdad de Schwarz conduce a

T T
ci — /QOQi(T07t)dt = /(Qk — Qo) gi(ro, t)dt| < [|Qr — Qol| [lgill = 0 (4.5)
0 0

T

y en el caso limite cuando k — oo, se obtiene [ Qogi(ro,t)dt =c¢;, (i =1,..,N), lo
0

cual implica que, Qg € O.

4.3. Lema 3

Lema 3. La funcional m(Q) del problema (3.22) es estrictamente convexa sobre el

conjunto de factibilidad ©.
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RESULTADOS ANALITICOS

4.4 Lema 4
Demostracién 3. Si Q1, Q2 € O (Q1 # Q2) y A € (0,1) entonces
T T T
m(AQ1+ (1 = N)Q2) = /Q%dt + 2\ / Q2 (Q1 — Q2) dt + )\2/ dt (4.6)
0 0 0
Como \?> < \ se tiene
T T
v/@h ﬁ<A/ (4.7)
0 0
Una transformacion directa muestra que
m(AQ1 + (1 — N)Q2) < Am(Q1) + (1 — A)m(Q2). (4.8)

4.4. Lema 4

Lema 4. [2]. Un conjunto cerrado convero y no vacio en un espacio de Banach

uniformemente convero posee un unico punto en una vecindad.

Nétese que los lemas 1-3 se probaron bajo la condicién de que © es un conjunto
no vacfo. Esta es una propiedad no trivial del conjunto de factibilidad (4.1) y una
condicién necesaria para satisfacerla, es que g;(rg,t) > 0 en un intervalo abierto
I; € (0,7), 1 <i < N. Esto sugiere que el punto ryp no es arbitrario, por tanto
debe elegirse de modo que durante el intervalo de tiempo (0,7'), el limpiador alcance
cada zona contaminada €2; por medio de los procesos del modelo de dispersién. Sin

embargo, tal condicién no es suficiente (salvo en el caso N = 1). Ya que, si

0 <gj(ro,t) <gr(ro,t), 0<t<T,
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RESULTADOS ANALITICOS
4.5 Teorema 1

y ¢j > ¢k , entonces el conjunto de factibilidad O es vacio, y el problema (3.22) no
tiene solucion. Lo mismo sucede cuando hay simetria dinamica y geométrica para

dos zonas diferentes €2; y €, es decir, cuando
0 < gj(ro,t) = gi(ro,t) parat e [0,T], (4.9)

y ¢j # ci. En conclusién, para zonas distintas pero muy cercanas entre si, no es
recomendable intentar alcanzar las concentraciones criticas desde el mismo punto
de descarga rg. Suponiendo que g se elige de manera que se satisfaga la condicién
necesaria anterior, y que el espacio de factibilidad es no vacio, entonces la solucion

de (3.22) existe y es tnica.

4.5. Teorema 1

Teorema 1. Si el conjunto de factibilidad © es no vacio entonces el problema

variacional (3.22) tiene solucidn tnica.

Demostracion. Dado que la funcional m(Q), es estrictamente convezra (lema
3) definida en el conjunto convero © (lema 1), entonces si existe un minimo, este

es global y inico [2].

Por otra parte, dado que L2(0,T) es un espacio de Hilbert, es un espacio de
Banach uniformemente convexo [2]. Ademds, por los lemas (1) y ( 2), el conjunto
de factibilidad © es un conjunto cerrado y convero en Lo(0,T). Ndtese que QQ =
0 ¢ O, dadas las restriciciones del problema (4.1), las concentraciones criticas c¢;
son positivas para cualquier i (i = 1,..., N). Por lo tanto, (lema 4), este es un punto

Q* € O que minimiza la distancia entre el conjunto © y el punto QQ = 0. Este punto

es la solucion de (5.22).
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RESULTADOS ANALITICOS
4.5 Teorema 1

La expresion analitica para la tasa 6ptima de suministro del limpiador Q(t)* se

encuentra por el método de los multiplicadores de Lagrange [23] aplicado al problema

variacional (3.22). Sea

T

T
1 al
F(Q) =5 [ @t - > Q(t)g;(ro, t)dt — ¢; (4.10)
0 j=1 0
la funcional Lagrangiana y «; los multiplicadores de Lagrange. Por consiguiente, la

primera variacién de F' (en el contexto de Gateaux [23]) viene dada por,

T

N
IF(Q:0Q) = 2-F(@+0Q)0 = [1Q(0 =Y ajasloo0) (oQdr (411
=1

0

donde 0@ es la variacion de (). Una condicién necesaria para que QQ* sea un minimo

es que 0F(Q*;0Q) =0, V6@ [23]. Por lo tanto,

N
Q*(t) = ajgj(ro.t) (4.12)
j=1
donde los multiplicadores de Lagrange «; se encuentran resolviendo el sistema lineal
algebraico
N T
Zaj /gi(ro,t)gj(ro,t)dt = ¢, (i: 1,...,N) (4.13)
=}

formado por la restriccién integral del problema (3.22). A continuacién se demuestra

que (4.12) y (4.13) son condiciones suficientes para un minimo.
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4.6 Teorema 2

4.6. Teorema 2

Teorema 2. Si Q*(t), por (4.12) y (4.13), es una funcion no negativa en (0,T")

entonces esta es la taza de descarga optima.

Demostracion. Dado que Qo = Q* 4 Q) es una taza de descarga factible (Qo €
T

0), entonces [0Qg;(ro,t)dt = 0, donde §Q # 0 es una variacidn arbitraria de Q*
0

(i=1,...,N). De esta manera,

T T
m(Qg) — m(Q*) =2 / Q*(1)6Qdt + / §2Qdt (4.14)
0 0
y (4.12) llevan a
N T T T
m(Qo) —m 22% 0Qg;(ro, t)dt + | 6*°Qdt = [ 6*°Qdt >0  (4.15)
o [santm [ o]

Ast, m(Qo) > m(Q*), y por lo tanto, Q* es la solucion de (3.22).

Después de emplear la regla de Cramer [26] para resolver el sistema lineal al-
gebraico (4.13) y sustituir dicha solucién en la férmula (4.12), se encuentra que la

expresion analitica para la taza de descarga éptima es,

Y11 ..c o YN
Po1  ...c2 .. Yan
N le ...CN ... QZJNN
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RESULTADOS ANALITICOS
4.6 Teorema 2

Donde ¥ = (¢;;) es la matriz cuadrada de N x N del sistema (4.13) cuyas entradas

son el producto interior de dos funciones en L2(0,T), es decir,

T

bij = /gi(roat)gj(ro,t)dt, 1<i,j<N (4.17)
0

y el determinante del numerador es |¥;|. La matriz ¥; se obtiene de ¥ intercam-
biando su iésima columna j con la correspondiente componente del vector de con-

centracién critica ¢ = (cy,...,cn)t, o sea,

Y11 ..c o YN
\Ilj: 1/}21 ....CQ ng (418)

le ...CN ... wNN

De la ecuacién (4.17) se ve que la matriz ¥ es simétrica. Ademés,¥ es también

una matriz positiva semidefinida, por consiguiente

2

Fr = > 0, (4.19)

N
> wigi(ro,t)
i=1

para cualquier vector no nulo # € RY. En esta tltima desigualdad, se usa la

norma en Ly(0,7). Cuando las funciones adjuntas {gi(m,t)}f\;l son linealmente
independientes, la matriz W es positiva definida y consecuentemente no singular,

esto implica que @Q* en (4.16) esta bien condicionada.

Del teorema 2, Q*(t) es la taza de descarga ptima solamente si es una funcién
positiva en el intervalo (0, 7). Esta condicién se satisface, cuando el vector de concen-
tracion critica @= (c1,...,cn)! estd en el cono convexo [8] formado por las columnas

de la matriz . En esta circunstancia, todos los coeficientes o; (7 = 1,..., N) en (4.12)
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4.6 Teorema 2

son positivos. Este es el caso particular, en que las soluciones adjuntas {g;(ro, t)}fil
son funciones ortogonales, esto es, 1;; = 0, @ # j, en consecuencia, la tasa de control
optimo esta dada por,
N T
't =% e/ / G (ro,t)dt $ g;(ro.t) (4.20)
' 0

J=1

Cabe advertir que no siempre la tasa 6ptima de suministro Q*(t) responde a
una interpretacién fisica légica. Esta falla sucede cuando el minimo Q*(¢) de la
funcional m(Q) se encuentra en las fronteras o fuera del conjunto de factibilidad O.
Recuérdese que los métodos variacionales funcionan para Q* € ©. De esta manera,
si la hipdtesis es correcta, una formulacion discreta del problema variacional 1.1
(Capitulo 6), tendrd que predecir los mismos resultados que la férmula analitica

(4.16) para la tasa éptima.
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Capitulo 5
SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR

En este capitulo se presenta el método de separacion de operadores, componente
por componente, absolutamente estable de orden dos y simétrico, basado en el es-
quema de Cranck-Nicholson, para aproximar la solucién de la ecuacién de adveccién-
difusién-reaccién (ADR) en las direcciones z y y. Se muestra que el modelo discreto

en diferencias finitas es convergente y que satisface la ecuacién de balance de masa.

5.1. Esquema de Crank-Nicholson

Supongase que la ecuacion de evolucion general,

% +Ap=f con ¢(0)=¢", (5.1)

contiene como casos particulares a los modelos de dispersién y su adjunto, donde se
pide que ¢, ¢" y f sean funciones suficientemente suaves. Asimismo, se supone que
el operador diferencial A fue discretizado en espacio, de manera que se tiene una
matriz positiva-semidefinida (en la seccién 2.3 del Capitulo 2, se demostr6 que el

operador continuo A cumple esta propiedad).

Seleccionece una malla en el eje del tiempo con tamano de paso 7 > 0 y nodos

ty = kr,parak =0,1... M, (T = M -7). Expandiendo la funcién ¢ en un polinomio
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SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR
5.1 Esquema de Crank-Nicholson

de Taylor centrado en ¢, 1, se tiene

T 2 9ty 1) T "
Bltrsr) = Bty 1) + 26 (b 1) + (5)2 % + (5)3 ¢3—<,5) L (5.2)
Yy
T 2 0" (1) 7\3 ¢"
Bt) = Bty 1) = 56 (thy) + <§>2 % - (5)3 ¢3—(,”) b (5.3)

Combinando (5.2) y (5.3) se llega a las siguientes férmulas discretas en diferencias

finitas a segundo orden de aproximacién, para la funcién ¢ y su derivada ¢'.

P(try1) — d(te)

T

— ¢’(tk+%) + o(1?) (5.4)

P(tri1) + o(tr)
2

= Bty 1) +o(r%) (5.5)

Despreciando los términos o(72) en las ecuaciones (5.4) y (5.5), la ecuacién (5.1)

se escribe en su versién discreta como

¢k+1 _ ¢k N Ak ¢k+1 + (bk B
T 2

O bién,
(I +ZARGRHL = (1 — ZAR)Qk 7 fh2 k=0, M —1,

5.7
¢" = ¢(0) o0

El método para llegar a (5.7), se conoce como esquema de Crank-Nicholson
a segundo orden de aproximacién. Donde I es la matriz identidad, ¢¥ denota
la aproximacién en el tiempo de ¢(tx), fk+% la. correspondiente de f(t, 11 )y
k _
AF = A(thr%).
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SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR
5.1 Esquema de Crank-Nicholson

Obsérvese de la tltima ecuacién (5.7), que el esquema es implicito. De igual
manera, es importante notar que para calcular la aproximacion de ¢ en cada paso
de tiempo, es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas donde la
matriz del sistema (I + ZAF) debe ser definida positiva (no singular), para asegurar
la unicidad y existencia de la solucién. Esta caracteristica es esencial, también en

los métodos de separacion de operadores que se exponen mas adelante.

Para probar la estabilidad de (5.7) respecto de pequenas perturbaciones en la
condicién inicial y el forzamiento, se utiliza el siguiente teorema sobre la estimacion

de la norma.

Teorema 3. Sea A una matriz N x N positiva-semidefinida y un parametro o > 0,
entonces se tiene que

(i) H —dA)(I +dA) 1H2 <1, (Lema de Kellogg), y

(ii) ||(I + o A) )|, <1

Demostracion. Para la primera parte, sea L = (I —ocA)(I +cA)~!

_ e 3ll5 _ (T —oA) I +0A) o, (I -0 A)I +0A)'9)
120z = sup "o~ .9) |
sea = (I + 0 A)"1¢, entonces
||L|| =sup ((I _ O'A)’QD7 (I _ UA)¢) =sup W,@b) _20(A¢a¢) +0 (A¢aA¢)
2 g0 (U0 A)), (I +0AW)  yio () +20 (A, ) +02(Ap, AY)

y ya que (A,4) > 0 se tiene que ||L|j3 < 1.
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SEPARACION DE OPERADORES EN EDAR
5.1 Esquema de Crank-Nicholson

Para la sequnda parte del lema, debemos observar lo siquiente:

1 2—Su (¢7¢) 1
(I +04) HQ_w;é% (I +0A)p, (I +0A))

desarrollando términos se llega a

_ 1
|+ 04y, = <1

LAY (A Ay S
v#0 f(”Q @0) 7 .9) )

ya que (A, ) > 0.

Dividiendo la expresién (5.7) entre (I + ZA¥) y renombrando S* = (I + ZAF)~!
y TF = (I + ZAF) 711 — TA*) = (I — ZA*)(I + TAF)™!, entonces

¢k+1 _ Tk¢k gk fk+% (5.8)

En términos de su norma,

P N e M &
o+l = ol =l 1+, ©9)
Por el teorema 3 y definiendo || f|| = méx; HfjHQ, (5.9) toma la forma,
o=+l = ]+ = (510
Finalmente,
qukH2§H¢0H2—|—kTHfH, con kj<T. (5.11)

De la desigualdad (5.11) y por ser (5.8) un proceso lineal, la estabilidad

incondicional de (5.7) se garantiza.
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Segun el Teorema de Convergencia de Lax, para un esquema de aproximacion
numérica que presenta estabilidad, y orden de aproximacién mayor o igual que uno
(consistencia), se concluye también que dicho esquema es converge, es decir, cuando

Az, Ay, y 7 — 0 se cumple

| 65 — d(rij.t) |[— 0, (5.12)

lo que implica la convergencia del esquema Crank-Nicholson.

La consistencia, estabilidad y convergencia del esquema asociado a (5.1), indican
que sirve para resolver los modelos de dispersién y su adjunto. Sin embargo, este
método requiere de un gran esfuerzo computacional para realizar (5.7). Como se
sabe, siempre que se aplican diferencias finitas centradas de segundo orden en la
discretizacion del operador diferencial sobre el dominio, en este caso D, se obtiene
un sistema lineal de ecuaciones que tiene una matriz A tridiagonal por bloques, y
donde cada bloque es a su vez otra matriz tridiagonal. La estructura de A, ademas
de su dimensién igual al nimero de nodos considerados (que en general es un niimero
grande), implican un alto tiempo de computo para resolver el sistema algebraico en
(5.7). Para evitar esta dificultad computacional, se propone trabajar con un esquema

de separacién de operadores.

5.2. Separacion de operadores componente por

componente

Entre los métodos numéricos para tratar la ecuacién (2.3) destacan aquellos que
generan esquemas discretos que satisfacen el principio de conservacion de la masa

similar a la del caso continuo, y cuya implementacién computacional es eficiente y
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sencilla. La primera caracteristica es indispensable para mantener el sentido fisico
del modelo, las restantes juegan un papel importante en problemas de gran escala
(regiones en la atmoésfera o el océano en donde se modelan procesos de dispersién
de sustancias) que requieren ser resueltos lo antes posible, condicién que demanda
un esfuerzo computacional minimo, con el fin de hacer predicciones en un tiempo

razonable.

Una técnica muy utilizada en estos casos, se le conoce como métodos de sepa-
racion de operadores, desarrollados por Godunov, Yanenko, Samarskii y Marchuk,
entre otros [10]. Douglas, Peaceman y Rachford [4] los utilizaron, para reducir
problemas computacionales de la fisica matematica a una cadena de problemas
mas simples que una computadora resolveria eficientemente. Originalmente fueron
formulados y tedricamente justificados para operadores positivos-semidefinidos que

conmutan.

Estos métodos, consisten en descomponer el operador que caracteriza al modelo
en una suma de operadores con estructura mas sencilla. Otro punto fundamental,
es que permiten la discretizacion de la variable temporal en el modelo continuo,
mientras que la discretizacién de las variables espaciales se realiza con técnicas
de diferencias finitas o elemento finito. Es evidente por tanto, que una correcta
combinacion de discretizacion en espacio y tiempo es determinante para que el

modelo discreto conserve las propiedades fisicas del modelo continuo.
Existen diferentes esquemas en la separacién de operadores. En lo que sigue, se

describe el método de separacion componente por componente, uno de los

mas importantes y aplicable no sélo a operadores que conmutan.
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Témese f=0 en (5.1) y supéngase que el operador diferencial A fué aproximado
por diferencias finitas en espacio, de manera que se tenga una matriz positiva-

semidefinida.

Asumiendo que es posible descomponer A en dos matrices positivas-semidefinidas,
Ajy As, tal que A = A1+ As y como en general éstas dependen del tiempo, entonces

su aproximacion debe ser,

AG = Aaltyy1), en tp St <ty a=1,2, (5.13)

(0%

para una malla en el tiempo como en la seccion 5.1.

La aplicaciéon sucesiva de Crank-Nicholson a los operadores A; y As, resulta en

el esquema,

k+% _ 4k kts 4 gk
¢ - ¢ +A’f¢ 5 o y (5.14)

1 1
¢k+1 _ ¢k+2 N Ak ¢k+1 + ¢k+2
R g—————

=0 5.15
T 2 ( )

Luego de algunos pasos algebraicos, (5.14) y (5.15), se escriben en forma compacta

como

PP = TP, (5.16)

donde
T _ T T _ T
T = (I+ A5 (1 = SA)(I + SAD NI — SAT) (5.17)

Del teorema 3 se sigue HT”“H2 < 1, esto implica que el esquema (5.14) y (5.15)
es absolutamente estable (obsérvese que (I + ZAR)™H(I — ZAR) = (I — ZAR)(I +
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%Ag)_l, a = 1,2). Utilizemos el siguiente lema, para demostrar la consistencia de

este esquema.

Lema 5. Sea T una matriz real N X N tal que |T|| < 1, entonces
(i) I—T es no singular,
(i5)) (I -T) ' =T+T+T*+-- 4+T" 4, y
1
(iii) [|(1 = T)7H| < —r-
” I= =

Demostracién. Para la parte (i) se supone que existe x # 0 tal que (I —T)x = 0,
entonces

x|l = [[Tx[ < ([T} Ix[l = 1< |71,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, (I —T)x = 0 tiene solamente la solu-

cion trivial x = 0, por lo que [ =T es de rango mdzimo, es decir, I =T es no singular.
Para (ii) se observa que
(I =T)Sy =1—-T"" donde Sp=I+T+T*+--+T™)
Por otra parte,

HSm — (I —T)—lH _ H(]_T)—l ,Tm+1H < H(I B T)_1|| ||T||m+1 0,

cuando m — oo, por lo que se cumple la igualdad en ().

Para el inciso (iii) se tiene que para cualquier € > 0 existe m tal que

[ =) < |[T=T)7 = S]] + 1Sl < e + 1+ T+ [T)7 + - + | T)™,
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usando la serie geométrica para ||T|| se obtiene,

1
I-T) Y <et+ — .
H( ) ” € 1—||T

Como € es arbitrario se tiene el resultado.

Para 7 suficientemente pequeno, se cumplen las desigualdades

T ||k 1 T H kH 1
2 HAle RCTEEREEEY e My (5.18)
entonces, podemos escribir (Lema 5)
k LTIV kak k\2
o lo que es lo mismo, siempre que A’fAk = AIQ“Ak ,
2
TF =T —7AF + —(AF)2 — ... (5.20)

2

La ecuacién (5.20) muestra que el esquema (5.14)-(5.15) coincide con (5.7) hasta
orden dos, de aqui se concluye que (5.14)-(5.15) es consistente. La convergencia se

cumple por el Teorema de Lax.

La ventaja de utilizar separaciéon de operadores es que la realizacién com-
putacional de (5.14)-(5.15) es mas sencilla que la de (5.7), siempre y cuando
Ay y Ag representen la descomposicion del operador A en las direcciones = y ¥y
respectivamente. Esto se debe a que las formulas (5.14)-(5.15) implican la solucién
sucesiva de problemas unidimensionales con una estructura simple, esto es, sistemas
algebraicos donde la matriz es tridiagonal de bajo orden, y por lo tanto de facil

solucidn.
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La desventaja del esquema (5.14)-(5.15), esta en que los operadores AY y A%

deben conmutar, cosa que no siempre sucede. Cuando los operadores no conmutan

la aproximacion soélo es a primer orden. Por esta razon, se analiza otro esquema atin

mas general.

Aproximando los operadores A y As en la variable temporal mediante

AE = Aa(ty), en ty_q <t <ty

entonces se tiene el nuevo esquema simétrico:

1 1
¢k—§ o ¢k‘—1 ¢k:—§ + ¢k—1
- ' 4 A’f— =

0
T 2
1
ek A Y Ll
T 2
k+i 4k k+i k
CAEEL NV L ALR L,
T
k+1 _ k43 k+1 k+3
G Y VL L
T

Combinando este conjunto de ecuaciones (5.22)-(5.25) se consigue

¢k+1 — Tk¢k_1

con

T v T T v
T = (I + §A]f) NI - EAIf)([JF §AI§) HI = 5A3)x
T e T T e T
(I + 51\]5) I - §Al2€)(1+ §Alf) I - §Alf)
Desarrollando en serie de potencias la matriz 7% (Lema 5),
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2
TF =1 —27AF + @(AW — (5.29)

donde A* = A(t;,). Como antes, esta tltima ecuacién (5.29), implica que el esquema
(5.22)-(5.25) coincide hasta orden dos con el esquema de Crank-Nicholson aplicado
a (5.1) en el intervalo de tiempo tp_1 <t < tj1,

k¢k+1 + gbk*l B

k+1 _ k-1
e AT 20

Por lo tanto (5.22)-(5.25) es absolutamente estable (Lema 5; HT"“'H2 < 1), con
aproximacién a segundo orden, independientemente de la conmutabilidad de las

matrices A’f y AS. El Teorema de Lax garantiza la convergencia.

La generalizacién del esquema anterior (5.22)-(5.25), para el caso no-homogéneo

del problema (5.1), esta dado por

o = (1 - FAb)e!

(OF — 7 /%) = (I — TAK)gh—>
(5.31)

siendo f* = f(t1.).

De manera andloga a la demostracién anterior, se prueba que el esquema simétrico
(5.31) es un método de aproximacién de orden dos (absolutamente estable) para la
ecuacion (5.1). De esto se sigue que (5.31) es un esquema de solucién numérica

convergente.
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5.3. Separacion de operadores en la ecuacién de

transporte

Para aplicar correctamente el esquema (5.31) en los modelos de dispersién y su
adjunto (modelos de transporte), definanse los operadores A; y Az que separan el

fenémeno de transporte en las direcciones x y y respectivamente,

1 10 1 9¢p 0 O¢
A¢= 20¢ - 20x (ug) + 2"0r ~ o (Max) Y (532)
1 10 1 0¢p O o¢
Asp = — —— —v— — — | p—=— .
20 = 00+ 53 (00) + 505 - 2 (w3t (5.33)
Como V- U = 0, entonces claramente se satisface
A=A+ Ao, (5.34)

donde A representa tanto al operador diferencial de (2.3) como de (3.11),

Ap=U -Vo+op—V-uVe (5.35)

Para mostrar que cada uno de estos operadores es positivo-semidefinido y sin
pérdida de generalidad, supéngamos que el dominio D es el rectdngulo [0, X] x [0, Y].

De esta manera,

X 1 x Xoroe\? (1,  0¢]"
/0¢A1¢dx:§/0 o da:+/0 u(%) dr+ {§¢ u—uqb%]o (5.36)

Aplicando las cuatro condiciones de frontera (2.5)—(2.6) en z =0y x = X | es

posible escribir el dltimo término como,
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quﬂu o

X
2 (%} =5 [0 (0 JuX)[+¢*(0) - [u(O)] =0 (5.37)

1
oz |, 2

Puesto que los parametros o y p son positivos, entonces

Y ;X
(¢ A19) L, (D) :/0 /0 pA1¢dx dy > 0, (5.38)

para toda funcién ¢ que satisfaga las condiciones (2.5)—(2.6). Un argumento similar

prueba que As también es un operador positivo-semidefinido.

El argumento anterior sigue siendo véalido para cualquier regién D (conexa y

simplemente conexa) que es, o se aproxima por, un nimero finito de rectangulos.

El esquema (5.31) requiere que la discretizacion de las variables espaciales de cada
operador diferencial preserven la propiedad anterior, esto significa que las matrices
Ay y Ao deben ser también positivas-semidefinidas. Para conseguirlo se discretiza
el dominio D usando diferencias finitas centradas de orden dos sobre una malla
doble (tipo c¢) de Arakawa [11]. Las férmulas de aproximacién para cada término del

operador A; son,

1 1

<§0¢> = 5%‘9251‘;'7 (5.39)
ij
10 1 9¢\ _ Yitd jOi1 UL 0ie1
<§£(U¢) + Eu%>ij = N , (5.40)
9 ( 09 ~ Qi1 =200 j+dic1
(% (u%)) e Li (5.41)
)
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donde Ax > 0 es el tamano de paso para la discretizacion en la direccién z. La

discretizacion del operador As en la direccion y es similar.

Las ecuaciones (5.39) y (5.41) son aproximaciones bien conocidas de orden dos.
La férmula (5.40) necesita una explicacion;
1 0¢ dp 1 0u

0
a—(uqb) +-u— =u— + = (5.42)

1
2 ox or ' 27 0x

Cuando aproximamos cada factor del lado derecho en (5.42) con una diferencia

finita centrada de orden dos (o un promedio centrado de orden dos), tenemos

( (u¢)+1u@>:“i+§j+“i—§j Dit1j—Pi1j

ox 7 2 2Ax (5.43)
Git1+di-1; Yt Yi-3
2 2Ax

Simplificando se obtiene (5.40).

A continuacién se demuestra que los correspondientes operadores discretos son

positivos-semidefinidos. Partiendo de,

N N N-—
Z(A1¢zy) ¢zg Z 7] 12 AL Z (bm ¢2+1J 2 + ﬁ ( %j + (b?V]) +
=1 = i=1

(5.44)
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Luego de aplicar los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera

(25)—(26)enz=0yx =X,

N

Z (A1¢Z] ¢z

i=1

7‘7¢” A ) Z ¢zy ¢Z+1j)

HMZ

(5.45)
N+ ‘“%j‘ qbi‘)

e u 1.
T N+§J

Como cada término en la ultima ecuacion es positivo, sumamos sobre j, para

concluir
M N

(A16,0) = D> > (A1dyg) dij > 0, (5.46)

7j=11=1

donde ¢ € RNHM y satisface las condiciones de frontera discretas (2.5)—(2.6).

De manera andloga se prueba que la matriz As es positiva-semidefinida, y por lo

tanto, la matriz A cumple también con esta propiedad (A = A; + Ag).

Con la seguridad de que los operadores A; y As son positivos semidefinidos,
se aplica el esquema de solucién numérica (5.31) a los modelos de dispersién y
su adjunto. La realizaciéon de este esquema implica (con la discretizacién antes
formulada), la solucién sucesiva de sistemas lineales tridiagonales; ésto se debe a que
hay que resolver problemas unidimensionales en las direcciones = y y (desacoplados),

que fueron discretizados con formulas de diferencias finitas centradas con tres puntos.
Existen varios métodos para resolver sistemas tridiagonales [14], entre los mas

usados esta el de factorizacion, éste es computacionalmente econémico (es rapido y

requiere poca memoria). Constltese apéndice B.
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5.4. Ecuacion discreta de balance de masa

Como se demuestra a continuacion, los modelos discretos, son consistentes con
la ecuacion continua de balance de masa hasta segundo orden de aproximacién. En
el apéndice B, se pueden encontrar ejemplos de salida numéricos que ilustran esta

siuacion. Obsévese que

| X
2Ax 2 (u”% jOi1 G T Uiy 0 j) <UN+2 0Ny 5T 0 J’)

1
. A
=1
N
1 _ul—%j
Sy (M

Partiendo de (5.47) y con base en las condiciones de frontera discretas (2.5)—(2.6),

(5.47)

probemos que para Ay,

)~

¢N+2]+51 ) ,]

M N
ZZA1¢Z] = Z UU¢U A Z <5N—|— J ‘UN—FZJ

7j=11=1 2,7

_Ul_l'
_Z¢ZJ( Azr 2J>’

(5.48)
donde
1, si w >0, 0, si w1, >0,
ONplj = N3 y o1, = 27 (5.49)
2 0, si uN+%j<O. 2 1, si u%j<0.

De igual manera para As,
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M N N
Oij 1
o3 Avny = 3o+ 1 3 (Baarey [tuars ] Saarsy + 0y [y 0y)
Jj=1l1i=1 2% i=1
- _Z¢1J < ok Fé)
Ay
(5.50)
Si
U: 1 . —UWU: 1 . V. . —V:, . 1
+3J i—3J i j+3 tj—3
V-U)y = —2 2 2 2 =0 5.51
( )Z] AJ} + Ay ) ( )
entonces,

M N
ZZA% = Z"w% Ax Z( N+1ij ‘“N+ j

. 4 51 ‘
j=1i=1

@%) ,

§j> *

N

1
A_y ; (@M%

¢iM+% +5i% Uil

viM—i—% iy
(5.52)

donde los tultimos términos determinan el flujo de masa a través de la frontera S, y

se denotan por V.

Por otra parte, el esquema numérico (5.31) representa, a segundo orden de aproxi-

macion, la realizacion del método de Crank-Nicholson en el intervalo tx_1 <t < 41,

k+1 k—1 k 1 k—1
ot ot ok e

— fk
5 5 = [ij (5.53)

Sumando sobre los subindices j e 7, se tiene la ecuacién de balance de masa discreta
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ol DIC AR B B v DR W L LT

0] ij ! i,j
ésta dice que la variacion de la masa en un intervalo de longitud 27 es igual a la masa
que ingresa a D por las fuentes puntuales, menos la pérdida de masa debido a los
fenémenos de transformacion quimica y flujo a través de la frontera. Esto confirma
que ambas ecuaciones de balance de masa, discreta (5.54) y continua (2.18) coinciden

hasta orden dos de aproximacion.
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Capitulo 6
SOLUCION NUMERICA Y UNA APLICACION

En este capitulo, se discretiza el problema variacional 1.1 del Capitulo 1 y se
reduce el modelo de dispersién adjunto tridimensional al caso bidimensional. También
se da un ejemplo de aplicacion, en el cual se calcula la tasa de descarga éptima con

ambas formulaciones; analitica y discreta. En esta tltima se utilizé la rutina lsqlin

de MATLAB®.

6.1. Discretizacion del modelo variacional

La féormula del punto medio para integrales, aplicada a 1.1, conduce al problema

de optimizacién cuadratica en RZ,

L
Minimizar  m(Q1,...,Qr) = At > Ql2
=1

sujeto a Q>0 (I=1,..,L) y (6.1)
L o
1=—, (i=1,..,N
l;ngZl At 5 (2 PIEEES )

donde At=T/L, t;=l-At , Q=Q (t;_1/2) ¥ ga=9i(ro,ti—12) ; (1=0,..,L).
La existencia de la solucién en (6.1) se sigue de la continuidad de la funcional

m(@)),(a = (Q1,...,Qr)) sobre el conjunto de factibilidad ® que es un conjunto

compacto en R” [g].
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- L Ci
c RE Qu9il = >

o Q v l; YA (6.2)
Q>0 (I=1,..,L) (i=1,..,N)

Por ser m(a) y el conjunto @ estrictamente convexos, la unicidad de la solucién
queda garantizada [8]. Ademds, debido a que el conjunto de factibilidad ® es no

T
vacio, el problema (6.1) tiene solucién tinica <C?> = (Q7,...,Q1).

Para calcular la soluciéon éptima, se utiliza la rutina de optimizacion numérica
Isqlin de MATLAB®). Los coeficientes g;; se obtienen numéricamente (por el méto-
do de separacion de operadores por componentes y el esquema de Crank-Nicholson

descrito en [3]) del modelo adjunto (3.11)-(3.18) para cada zona ;.

6.2. Modelo de dispersiéon adjunto en 2D

Como se menciond al inicio, resolver la ecuacién de adveccion - difusién (2.1) es
complicado, ain por técnicas de aproximacién numéricas y se complica todavia, si
se trabaja en tres direcciones espaciales z, y y z, ademas de la variable temporal
t. Por esta razon, se considera la concentracién puntual ¢ del limpiador, como un
promedio que depende de la altura z = H, sobre cualquier columna paralela en la
direccion del eje z. De esta manera, el problema se restringe a considerar la variacion

espacial de la concentracion sélo en las coordenadas = y y.

Considérese un medio acuatico de profundidad constante H y fondo plano, en
donde la velocidad del fluido en la componente w = 0 y el resto de los parametros
constantes. Bajo estas suposiciones la ecuacién de transporte (2.3), para este sistema

se escribe en la forma,
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06 06 00 96\ 0 [ 06\ O [ 96\ 06
ot 4 8_y+ ¢—— (uﬁ_x) oy <’u8_y>_& (M@)—Usg—f(ﬂt% (6.3)

Integrando (6.3) sobre la componente vertical H,

H
Qt)o(x — x0)d(y — yo /5 z—z0)dz =11 + Iy + I; (6.4)

0
/¢dz+u—/ qbdz+v—/ gbdz—l—a/ odz (6.5)
b (g [100) = 3 (g o) (66)
—A¢%Q§@¢F»Ha@@ (6.7

H 0 ) ) 0 )
/0 g (ua¢>dz—ua—f!51=ua—(§(H) p200) = u22m) (68)

Pero,

De la condicion de frontera en Sp,

0¢ B _— dp
pgole=0= 0= pVe il = —pz= = 0= (6.9)

Sivs = 0 en z = 0, entonces,

9
| 35 ws0) = = vl = vsoD) = 00(0) = vioir) (610

Por otro lado de la condicion de frontera en St,

~

—(—vsk) -+ uVe - i = —(o, (6.11)
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de donde,
)
a6+ 15t = ~COUH) i (612)

_ H o ( 06 H 9 B B
- 2 (%) o= [ oz =coln=0 (613

Si ¢ =0, la sedimentacién no influye, pues queda sobre la columna.

Bidimensionalmente y sobre una columna de altura H, el forzamiento viene dado

por f(r,t) = %5@ —20)0(y — yo), asi, la ecuacién (6.3) toma la forma,

dp  Jdp  dy 0 dp\ 0 I\ QW) B
5 +uax+vay+dg0 e <'u8x o ,uay =7 d(x—x0)0(y—yo) (6.14)

Se define la concentracién promedio ¢ en una columna de altura H como,

1 H
o= E/o ¢dz (6.15)

Las condiciones iniciales ¢” = 0, para un antibidtico, llevan a reescribir (6.15) de la

siguiente manera,

H
o(r,0) = °(r) = %/gbﬂ(r)dz en D (6.16)
0
Siendo las condiciones de frontera,
u%— =0 enS™ (6.17)
ME)_@ =0 en ST (6.18)
on
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Calculemos el promedio en [T' — 7, T sobre una zona §2 € R?, entonces,

1 ’ 1 ’ 1 7
= Q_ / /(pd:cdydt— W / /Efqﬁ(r, t)dzdxdydt

T Q T—7 Q 0
H

= ’Q’TH/T//cﬁ(T,t)dzdxdydt % / /(bdrdt

T-7Q 0

(6.19)

Como antes J representa la concentracién promedio en una zona V = Q x [0, H],

para la tasa Q(t) del problema tridimensional.

El adjunto para el problema de dispersién bidimensional es,

Jg

—, —U-Vg+og= V- (uVg) =p(r1) (6.20)
g(r,7)=0 en D (6.21)
ug—% =0 sobre S™ (6.22)
" gﬁ Y Upp=0 sobre S* (6.23)
Donde
1

, T€Q y te(T—-11T)
p(rt) =< T (6.24)

0, en otro lado

De acuerdo con esto, el principio de dualidad es ahora,

:QL/ /T dtdxdy—/ (r, 0 dr+0f%g (20, Yo, t)dt (6.25)

Recordando que ¢? = 0, entonces,
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T T
1 t)
J = W/ / gpdtdxdy:/%g $0790>t)dt (6'26>
0

Q T—1

Pero J es el promedio tridiminsional buscado,

T
J = dtdr = — t)dt 6.27
|U|T/ / ¢ r= H/ i[f(),y(), ) ( )
0

T

De esta manera, la tasa de descarga que ajuste a concentraciones requeridas en

V =Q x [0, H], debe ser,

T
= %/Q(t)g(flfo,yo,t)dt (6.28)
0
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6.3. Remediacién de un canal contaminado por

zonas

Considérese un canal de dimensiones, 120 m de largo, 10 m de ancho y
H =4 m de profundidad con N = 3 zonas contaminadas €2;. Las zonas son:
Q; =1[20,30] x [9,10] x H, Q9 =1[70,80] x [9,10] x H y Q3 = [95,100] x [0,2] x H.
Véase la figura 6.1.

Z(m)

X(m)

Y(m 0

Figura 6.1: Canal de agua.

Los parametros en el modelo adjunto de dispersién (3.11)-(3.17), toman los
siguientes valores: U= 30mh 1, p=6m?h~! o =1h"!y (¢ =wv,=0.La descarga
se hace desde el punto rg = (3,2.2,2), durante el intervalo de tiempo [0,4hr]. La
concentraciéon promedio se controla para la ultima hora [3,4]; (7 =1hr). Recuérdese
que 7 es el tiempo que se mantendra la concentracion antes de desvanecerse. El
experimento se realiza para siete escenarios (k=Numero de experimento=7), en los

que las concentraciones criticas ¢; ( grm~3) varian segtin el cuadro 6.1.
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k| 1 2 3 4 ) 6 7
cp |0.811.0]05112{061(0.6]| 15
c2 10810810051 12]06]|0.6
c3 10810515 12)06|151]0.6

Cuadro 6.1: Concentraci6 critica de cloro ¢; gr/m3 en la i-ésima zona.

6.3.1. Resultados y discusién

Los resultados de las simulaciones que se presentan, corresponden al experimento
numero siete. Las graficas de la figura 6.2, son las funciones g;(ro,t) por zonas, que
se obtienen al resolver el modelo adjunto de dispersién. Estas funciones, fisicamente
no tienen sentido, pero son una herramienta matematica que dan un bosquejo de
la ”concentracion” en funciéon de las coodenadas de donde proviene. La misma
figura, muestra el intervalo de tiempo en horas en que cada zona alcanza su maxima
concentracion. Para la zona (23 esto ocurre en la primera hora y media, seguida de
la zona {29 en las dos primeras horas y en la ultima hora y media lo hace la zona
Q1. Este orden es légico, tomando en cuenta que cuando el limpiador comienza
a fluir es llevado por la circulacién del agua hacia la zonas mas lejanas, antes
de concentrarse en las mas cercanas al punto de suministro. En la figura 6.3, se
tienen las correspondientes isolineas de concentracion de la funciéon adjunta en las
direcciones x y y durante las cuatro horas. Las verdaderas isolineas de la funcién de
concentracion ¢, se muestran en la figura 6.4 a intervalos de una hora, en las cuales
se aprecia como se va dando el proceso de dispersion del limpiador en tiempo y
espacio. Notese que transcurrida la segunda hora ya se tiene la concentracion de 0.6

gr/m3. A partir de este momento, ésta se mantiene constante hasta las dos tltimas
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horas que tarda en darse una concentracién muy cercana (1.9 gr/m3) a 1.5 gr/m?.
Esto indica que las concentraciones se alcanzan practicamente en las dos tultimas
horas, ocurriendo primero (como se comentd anteriormente), para las zonas mas

alejadas del punto de distribucion.
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En la figura 6.5, se muestran las tasas optimas de suministro @} en gr/hr de
cada experimento, calculadas con la ecuacién analitica (4.16). Adviértase que todas
son fisicamente aceptables por ser positivas en el intervalo de tiempo que va de
cero a cuatro horas. También se deduce de esta figura, que la iltima hora y media
es crucial para alcanzar las concentraciones criticas por zona. Estos resultados se
verificaron resolviendo numéricamente (6.1), con L = 400, donde se utiliz6 la rutina
Isqlin de MATLAB®). Es importante notar la ventaja de la ecuacién (4.16), ya que
para calcular QF (k =1,2,3,...,7), sélo se resolvieron sistemas lineales con la matriz
U3 3 simétrica, positiva definida y bien condicionada (cond (V) = 2.35), mientras que
la formulacion (6.1) requirié resolver problemas de programacién cuadrética con L =
400 variables. Sin embargo, no siempre es posible aplicar (4.16) para obtener la tasa
de descarga 6ptima y evitar el trabajo computacional requerido al tratar el problema
(6.1). Esta situacién particular aparece con las concentraciones criticas ¢; = ¢3 = 0.8
grm™3 y ¢ = 0.2 grm 3. Como se puede constatar en la figura 6.6, la férmula
(4.16) proporcioné una funcién errénea g. que fisicamente no puede ser la tasa de
descarga Optima, pues toma valores negativos entre ¢ = 1hr y t = 2hr. En cambio,
la solucién del problema de programacién cuadratica (6.1) determiné correctamente

la tasa Optima qop¢ a través de la rutina lsqlin con L = 400 variables.
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Capitulo 7
CONCLUSIONES

En este trabajo, se analiza un problema de control 6ptimo (PC); el desarrollo
matematico basado en la teoria del cdlculo de variaciones es particularmente
adecuado para encontrar analiticamente el minimo de la funcional correspondiente
al PC. Este minimo @Q*(t), representa la cantidad de masa por unidad de tiempo,
del limpiador que se suministra en un medio acuoso, para alcanzar ciertas concen-
traciones criticas J;j(¢) en determinadas zonas de interés 2;. Algunos resultados

reelevantes son los siguientes:

La solucién Q* tiene sentido fisico sélo si es una funcién positiva para todo
tiempo t. La tasa éptima de suministro dada por Q*(¢) es una combinacién lineal

de las funciones adjuntas g;.

Las N soluciones adjuntas g; forman un conjunto de funciones linealmente
independiente, lo que permite invertir el sistema lineal asociado para calcular los
multiplicadores de Lagrange en el PC, consecuentemente la matriz ¥ del sistema

siempre es positiva definida y no singular, por lo tanto Q* esta bien condicionada.

En cambio si los pardmetros de control toman valores negativos (y; < 0 para

algtn indice j), entonces no hay solucién al PC y cuando 7; = 0 la solucién es Q* = 0.
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El PC tiene solucién y es unica siempre y cuando el punto de descarga rq se elija
evitando simetrias geométricas y dinamicas para dos o més zonas distintas €2; y (2.
Lo mismo sucede cuando g¢;(rp,t) > 0 en algin intervalo abierto I; C (0,7). Este
ultimo resultado indica que si desde el punto rg, es posible alcanzar las N zonas
contaminadas, entonces se puede construir una tasa de suministro Q*(¢) de minimo
costo. En otras palabras, cuando existen simetrias o g;(ro,t) < 0, el conjunto de

factibilidad © es vacio y por lo tanto PC no tiene solucién.

Cuando el minimo Q* esta fuera o en las fronteras del conjunto de factibilidad ©,

los métodos variacionales fallan y Q* < 0. En este caso Q* se calcula numéricamente

con ayuda de la rutina [sqlin de MATLAB®).

La ecuacién de transporte tridimensional para modelar la dispersion del
limpiador es demasiado complicada, por esta razon, se reduce el problema a dos
dimensiones, para poder hacer una estimacién de la concentracion del limpiador ¢ en
la direccion z. El modelo adjunto de dispersion, resulté ser una buena herramienta
para desligar Q)(t) de la variable de estado ¢, a su vez, esto sirvié para calcular de

manera relativamente sencilla la funcional J;(¢).

Los esquemas numéricos implementados, todos estables a segundo orden de
aproximacion, mostraron ser eficientes desde el punto de vista computacional. El
método de factorizacién para resolver matrices tridiagonales, derivadas del esquema
de separacién de operadores basado en Crank-Nicholson, es rdpido en el tiempo de
proceso de los calculos, requiere poca memoria y la programacion del algoritmo, en
este caso en MATLABQ®), no fue complicado. En relacién al nimero de nodos consid-

erados, la unica limitante es la capacidad del equipo de computo con el que se cuente.
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Un ejemplo resuelto con la formulacién analitica y por métodos numéricos,
muestra que la funcién Q* cumple con los objetivos para los que fue disenada. Este
ejemplo también muestra la ventaja de la metodologia analitica, en donde sélo se
resolvieron sistemas lineales con la matriz U343 simétrica, positiva definida y bien
condicionada (cond(W¥) = 2.35), sobre la numérica que implicé resolver un problema
de programacion cuadratica con L = 400 variables, que requiere en promedio un
tiempo de cémputo de T, =5 minutos en equipos con un minimo de 2GB en memoria

RAM vy velocidad del procesador de 1.60GHz.

La teoria va mas alla del ejemplo ilustrativo dado, cuyos resultados permitieron
corroborar el marco tedrico hasta ahora desarrollado. Otras simulaciones utilizando
diversos parametros en el modelo adjunto, hubieran permitido hacer un anélisis
comparativo entre las Q* resultantes. Desafortunadamente, por tiempos y plazos
que se deben cumplir administrativamente esto no fue posible. No obstante, se
espera que trabajos futuros continien esta linea de investigacion y se concluyan
esta y otras tareas pendientes que destacan por su importancia: incluir en el modelo
las caracteristicas especificas del microorganismo contaminante, en particular se
esta interesado en los biofilm, asi como introducir las propiedades de un quimico
limpiador en particular, tomar en cuenta el tiempo de respuesta del limpiador sobre
éstos organismos sin sobrepasar las normas permitidas de concentracion del quimico,
considerar distintas geometrias de la regién acudtica y por ultimo aplicar a una

situacion real, entre otras.
Aunque existen varias formas de remover microorganismos bioldgicos contam-

inantes (un ejemplo son los biofilms), se opta en este trabajo por una quimica,

tomando en cuenta que técnicas mecdanicas, funcionan provocando fuertes turbu-
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lencias para arrancar placas enteras de la superficie y arrastarlas aguas abajo,

afectando de manera dréastica el ecosistema.

Como una reflexién final, se debe estar concientes que estas tareas son muy difi-
ciles de llevar acabo y pueden resultar sumamente caras en el mejor de los casos y
poco realistas en algunos otros; la mejor técnica de eliminar biofilms y cualquier otro
agente que altere el medio ambiente, consiste en no insentivar su proliferacion por

contaminacion.
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Simbologia

Simbolo Significado

D Zona acuatica (rio, lago, zona costera, etc.)

Q; Subregion contenida en D

To punto interior de D

t tiempo

T un tiempo fijo

Q(t) taza de suministro en funcién de ¢

G concentracion promedio critica

T tiempo que persiste la concentracién ¢;

m(Q) funcional de la masa total del limpiador suministrado en D

r = (x,y,z) | un punto cualquiera r con coordenadas x,y, z

¢ = ¢(r,t) | concentracién puntual del limpiador en D

U=U (7,t) | velocidad del campo advectivo en este caso agua

Ji(0) funcional que estima la concentracién ¢ en cada zona §2;
p(r,t) coeficiente de difusién turbulenta

o(r,t) coeficiente de transformaciéon quimica del limpiador

ggs gradiente de sedimentacion

Vs velocidad constante

d(r —ro) funcién delta de Dirac centrada en 7
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Simbologia

Simbolo | Significado

¢(r,t) coeficiente de evaporacién del limpiador

St frontera superfical que delimita la regiéon D

Sp frontera de fondo que delimita la regiéon D

S+ parte cerrada o de salida de flujo en D

ST parte de ingreso de flujo en D

f(r,t) forzamiento

gi(ro, 1) funciones adjuntas o de peso

Q*(t) taza de descarga 6ptima del limpiador quimico en funcion de ¢
H profundidad

Cuadro A.1: Lista de simbologia utilizada en este trabajo. i =1,2,3,..., N.
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Apéndice B
Algoritmo

A continuacién se describe de manera general y resumida la estructura del
algoritmo implementado para aproximar la solucion de la ecuacion de transporte 2.3
sin dar el listado del programa. Es importante mencionar, que de ningin modo se
intento escribir software profesional de cardcter general, por esta razon, el algoritmo
no esta escrito de forma que conduzca al programa mas efectivo en términos
computacionales que busque cumplir necesariamente con requisitos minimos de

tiempo o almacenamiento.

Discretizacion temporal

Rutina 1
Comentario: Con base en un esquema Cranck Nicholson, esta rutina, aproxima la
concentracion ¢ en una malla en el intervalo de tiempo t; < ¢t < ;41 con punto

intermedio 51 /2.

ENTRADAS:T, M
SALIDA:T = £,
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Algoritmo

Paso 1:Genera una malla

Para k=0,1... M,

Tome t;. = k71

Paso 2:Para cada paso de tiempo 7 calcula la concentracion en el siguiente punto
SALIDA

PR+l = Thgk | 7 Skfk+%

Rutina 2

Comentario: En esta rutina, se implementa el esquema Cranck Nicholson basado en

la separacion de operadores Ag = Aa(thr;), en tr <t <tgpe1, a =1,2, con el
2

proposito de mejorar la aproximacion anterior.

ENTRADAS:T, M
SALIDA:7 = L

Paso 1:Genera una malla
Para k=0,1... M,

Tome t;. = k71
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Algoritmo

Paso 2:Para cada paso de tiempo 7 calcula la concentracion en el siguiente punto
SALIDA
¢k+1 — Tk: ¢k‘

Rutina 3
Comentario: En esta rutina, se implementa el esquema Cranck Nicholson basado en
la separacion de operadores Ag = Au(ty), en tr_1 <t <tgy1, a =1,2, con el

proposito de mejorar aun mas la aproximacion anterior.

ENTRADAS:T, M
T
SALIDA:7 = L

Paso 1:Genera una malla
Para k=0,1... M,
Tome t, = k7

Paso 2:Para cada paso de tiempo 7 calcula la concentracion en el siguiente punto
SALIDA

¢k+1 — Tkgbk_l
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Rutina 4
Comentario: En esta rutina, se hace un aplicacién sucesiva del esquema Cranck
Nicholson, tomando tres puntos intermedios en el intervalo ;1 <t < 541, basado

en la separacion de operadores Ak = A, (t), o =1,2.

ENTRADAS:T, M
SALIDA:7 = L

Paso 1:Genera una malla
Para k=0,1... M,
Tome t;. = kT

Paso 2:Para cada paso de tiempo 7 calcula la concentracion en el siguiente punto
SALIDA

¢k+1 — Tk¢l€—1 + o7 Skfk

........................................................................
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Discretizacion espacial

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Rutina 5
Comentario: En esta rutina, se utiliza una malla de Arakawa tipo ¢ centrada en tres
puntos en el intervalo : — 1 <1 <1+ 1, para aproximar ¢ tomando una malla uni-

dimensional en la componente x consecuencia de la separacién de operadores Aj y As.
ENTRADAS:o, u, u, Az
Paso 1:Genera una malla en el eje x
Parat=1... N,

Paso 2:Sustituye la férmula de diferencias finitas correspondientes a las

derivadas parciales evaluadas en cada punto de la malla

SALIDA
U 11U, 101
N ity -3 Pit1—2¢i+di—1
Ay = 50i0i + Y T A
Rutina 6

Comentario: En esta rutina, se utiliza una malla de Arakawa tipo ¢ centrada en tres
puntos en el intervalo 7 — 1 < 7 < 75+ 1, para aproximar ¢ tomando una malla uni-

dimensional en la componente y consecuencia de la separacién de operadores Aj y As.
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ENTRADAS:o, v, u, Ay

Paso 1:Genera una malla en el eje y

Para j =1...N,

Paso 2:Sustituye la férmula de diferencias finitas correspondientes a las

derivadas parciales evaluadas en cada punto de la malla

SALIDA

U, 1Pj41—u,_1Pj-1 N VO
Ay = J00) + 25t + plrtt A(ij 2
Rutina 7

Comentario: Esta rutina ensambla las rutinas 4,5 y 6 y genera una matriz A de

N x N que es tridiagonal por bloques.

B I
I B I
A=
I B
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Supongase que se tiene el sistema tridiagonal de [+ 1 ecuaciones con [+ 1 incogni-
tas:
aipi—1 — bipi + cipiv1 = fi, 1 =1..0-1,
w0 = aop1 + Po (B.1)
Y1 =opr-1+ 0,
donde la matriz del sistema se supone definida positiva, para garantizar que la

solucion del sistema sea tnica. La solucién se obtiene con el siguiente esquema.

Paso 1:Sustitucién hacia adelante

Calcular para k=1,...,1 —1

Ck agfr—1 — fx
g =71y [fp=—"772" (B.2)
b — arag—1 b — arag—1
Paso 2:Tomar
_ af1+ B (B.3)
I =g '

Paso 3:Sustitucién hacia atras

Calcular para k=1-1,...,0

Ok = kPk+1 + Ok (B.4)

Este algoritmo se aplica a (5.31) para aproximar las soluciones numéricas de los

modelos diferenciales (2.3)-(3.11). El cédigo fué programado en MATLAB®).
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Algoritmo

Para verificar el correcto desempeno de los algoritmos implementados, se com-
paran las predicciones de los modelos numéricos de dispersién y su adjunto, con el
valor esperado de la concentracién promedio que se debe obtener con las integrales
exactas de las tasas de emision y la distribucién inicial de la sustancia, segin la

ecuacion de balance,

9 N
a/ngdr:;Qi(t)—/l)0¢dr—[9+¢UndS (B.5)

Seac =0y ¢=0en S para 0 <t <T, al integrar (B.5),

T
Iorlo) = g [ [ etrcarac
R W AP 0(
_\D’T;/o |, @i o [ S

Si ¢° = 0 y las tasas de emision son constantes, la ecuacién (B.6) es simplemente,

(B.6)

N
Jpr(¢ Z (B.7)

y en el caso Q); = a;t,

T2

N
Jp,r(9 Z (B.8)
Veamos tres ejemplos donde fueron aplicadas las dos tltimas ecuaciones en la
siguiente forma: los lados izquierdos se evaluaron numéricamente y los lados derechos
(E) se calcularon en forma exacta. Los pardmetros utilizados y el tiempo de cémputo

(T,) en que se llevan acabo los célculos, se dan en los cuadros B.1 y B.2.



Algoritmo

EJ u v M Ql Qg I Iy XY
1 | =0.75]0.75]0.04 | 3.8 0.0 |(1.5,0.5) | (0.0,0.0) | 2 | 2
2 | =05 ] 0.5 [0.04| 3.8 1.5 ](1.5,0.5) | (0.8,0.8) | 2 | 2
3 1.5 [0.84| 0.8 | 10* | 5.10% | (1.5,1.6) | (1.0,1.6) | 4 | 4

Cuadro B.1: Pardmetros de prueba.

Ej. | N, | M, | At N, | T |T.(Seg.) | |D| |JIpr E
1 50 | 50 [ 0.02 |50 | 1.0 101 4.0 |0.4749 | 0.4750

2 50 | 50 [ 0.02 |50 | 1.0 102 4.0 ]0.6624 | 0.6625

3 30 | 30 | 0.004 | 100 | 0.4 79 16.0 | 24.9998 | 25.0000

Cuadro B.2: Pardmetros de discretizacién, con el tiempo de cémputo (7).

Los resultados de las ultimas dos columnas en el cuadro B.2 corroboran que los
modelos discretos, y los programas correspondientes, son consistentes con la ecuacion

de balance de masa (hasta segundo orden).
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