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Prologo

En esta tesis se abordara el problema de segregacién en medios granulares, es
decir, la tendencia de las particulas que forman un medio granular a separarse
de acuerdo a diversas propiedades fisicas tales como: la masa, el volumen, la
forma, etc.

El fenémeno de segregacion tiene una gran importancia desde el punto de
vista industrial, ya que industrias tales como la alimenticia, la farmacéutica y la
de construccién desean evitarla, mientras que las industrias mineras la utilizan
como un método se separacién de ciertos tipos de materiales.

Parte de la comprensiéon del problema incluye que se tengan conocimiento
de algunos conceptos fundamentales de la dinamica de medios granulares, algu-
nos métodos analiticos y algunos métodos numéricos para atacar el problema,
todos estos aspectos son tomados en cuenta en esta tesis como se describe a
continuacion.

En el capitulo uno se presentan los conceptos bésicos referentes a los medios
formados por granos, se da una clasificacién de los medios de acuerdo a su ta-
maro, luego se define el problema a tratar, es decir, se plantea el problema de la
“nuez de Brasil”, asi denominado porque es claramente observado en los medios
granulares de nueces de Brasil, el cual consiste en la elevacion de las nueces més
grandes cuando estas son transportadas; ademas se describe brevemente el pro-
blema inverso de la nuez de Brasil, el cual consiste en el desplazamiento de las
mas grandes hacia el fondo del contenedor. Lo siguiente es describir brevemente
los diferentes mecanismos que se han propuesto para explicar el fenémeno de
segregacién. El capitulo concluye con una descripcién de las interacciones entre
diversos conjuntos de particulas.

El capitulo dos se divide basicamente en dos partes, la primera tiene con
objetivo principal escribir la ecuacién de estado de un medio granular partiendo
de los conceptos de la mecdnica estadistica y considerando que el medio granular
se puede tomar como un gas real. La segunda parte inicia con la ecuacién de
Boltzmann y con el uso la expansién de Chapman-Enskog se llega a un modelo
hidrodindmico para el medio granular.

En el capitulo tres primero se obtienen las relaciones constitutivas para el
medio, asi como las leyes de balance que se requieren de acuerdo con el modelo
hidrodindmico. Una vez que se tienen tanto las leyes de balance como las leyes
constitutivas se aplican a la ecuaciéon de balance de momento en el modelo hi-
drodindmico. Asi, siguiendo los cdlculos que se mencionan en ([37]) se encuentra
la condicién para la transicién entre el efecto directo y el efecto inverso de la
nuez de Brasil para el caso estacionario en la aproximacién de un solo intruso.

La dificultad del problema hace necesario el uso de simulaciones numéricas,
que son de las herramientas mdas importantes en la investigacién de medios
granulares; es de lo trata basicamente el capitulo cuatro. Primero se describen
las ventajas de las simulaciones numéricas; luego se describen algunos de los
métodos més importantes de simulacién, como lo son la dindmica molecular, la
dindmica molecular guiada por eventos, la simulacion directa de Monte Carlo, la
dindmica de cuerpo rigido, los autématas celulares, etc. y finalmente se describen



algunos resultados numéricos que se obtuvieron usando simulaciéon de elementos
discretos, mediante un programa escrito por Carl Wassgren de la Universidad
de Purdue.

El uso de los métodos numéricos hace posible tener acceso a informacion
acerca de diversos parametros, los cuales no pueden ser controlados en la expe-
rimentacién, lo cual permite obtener informacién adicional acerca del problema.



Capitulo 1

Mecanismos de segregacion
en medios granulares

1.1. Introduccién

La fisica de medios granulares trata basicamente con objetos macroscépicos;
aqui el término macroscépico significa que al menos, es visible al 0jo humano. El
comportamiento colectivo de los medios granulares no se describe en términos
del tradicional movimiento Browniano. Esto se debe a que el comportamiento
colectivo genera temperaturas desde el punto de vista térmico tradicional del
orden de 10*! grados Kelvin. Esto lo podemos comprobar si calculamos la energia
cinética Fx de una pequena particula de silicato de vidrio cuyo radio tipico es
de 100um, y recordando que las velocidades tipicas (durante la agitacién ) son
del orden de 1<, se tiene que

1
Ep = gmv2 =

1
5(100 x 107%)(107%)%J =50 x 107 2] ~ 10712 (1.1)
Si esta temperatura se debe sélo a la agitaciéon térmica, entonces

1
KT = Exc (1.2)

donde, Kp = 1.3 x 1072 J/Kelvin es la constante de Boltzmann, entonces

2Fr  2(5 x 10712)

T = =
Kp 1.3 x 10—23

~ 10" K. (1.3)

Lo cual resulta fisicamente imposible. En este sentido se le suele llamar sistemas
atérmicos a un medio formado por granos. Ademsds la energia potencial perdida,
AFEp, para una altura aproximadamente del didmetro del grano d estd dada por
AEp = mgd, por lo que tendria que suceder que AEp ~ Ef.

Las leyes fisicas que gobiernan el comportamiento de los medios granulares
se aplican a objetos cuyos 6rdenes de magnitud van desde granos de unos pocos

7



8 MECANISMOS DE SEGREGACION

Figura 1.1: Anillos de Saturno, uno de los ejemplos més sorprendentes de un
medio granular

cientos de micrémetros a bloques de hielo flotando en las regiones polares (apro-
ximadamente 1000 K'm), incluso se ha descubierto que los anillos de Saturno,
(véase la Fig. 1.1) estdn hechos de particulas cuyos radios son aproximadamente
de 1 c¢m distribuidas en una banda de un ancho préximo al kilémetro. La ciencia
de granos cubre al menos doce 6rdenes de magnitud.

Asi pues, para su estudio es cémodo clasificar a los medios granulares en la
siguiente forma:

a)Un material granular estd compuesto de sélidos discretos, los cuales estdn
en contacto la mayor parte del tiempo. Este tipo de medios granulares exclu-
ye especificamente objetos tales como medios fluidizados y suspensiones. Un
parametro importante es el denominado contenido fraccional sélido de un me-
dio granular y definido como la razén de la densidad volumétrica del medio
granular total a la densidad de los sélidos constituyentes.

b)Un polvo es un medio granular constituido de particulas cuyo didmetro
es menor que 100 pm. Ademés se hace una distincién adicional entre polvos
granulares (10 a 100 pm), polvos superfinos (1 a 10 um), y polvos hiperfinos
(0.1 a1l pum).

¢)Un sdlido granular es un medio formado por granos cuyos tamanos estin
entre los 100 y 3000 pm.

d) Un sdlido roto es un medio formado por particulas cuyos tamanos son
mayores que 3 mm.

La importancia del estudio de la dindmica de medios granulares reside en
el hecho de que las industrias procesan enormes cantidades de materiales gra-
nulares cada ano; de hecho, el costo econémico del procesamiento de medios
granulares sélo se ve superado por el costo del manejo del agua. En cualquier
proceso de operacién donde se trabaja con medios granulares se estd a merced
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de la segregacion, es decir, de la separacion de las diferentes particulas que for-
man el medio granular de acuerdo con sus propiedades mecdnicas, tales como
son la densidad, el didmetro de los granos, etc.

Las mezclas de medios granulares exhiben una variedad de comportamientos
intrigantes, algunos de los cuales no tienen paralelo en la mecédnica de fluidos.
Dichos comportamientos tales como la segregacion, el bloqueo por arcos, el flujo
del medio, etc; los cuales se observan cuando el medio estd sometido a algunos
de los siguientes procesos
a) Vaciado de granos: en este proceso se observa la formacién de ciertos pa-
trones regulares debido a que las particulas pueden presentar el fenémeno de
segregaciéon de acuerdo a su tamano.

b) Agitacién de granos: la agitacién del medio granular puede producir segre-
gacién o mezclado, dependiendo de ciertos parametros.

c¢) Granos en un recipiente girando: pueden generar patrones dindmicos de se-
gregacion tanto axiales como radiales.

Debido a este clase de comportamientos es que los medios granulares no se
consideran como fluidos, en el sentido estricto, a pesar de la tendencia a fluir
bajo la accién de fuerzas cortantes.

1.2. El efecto de la nuez de Brasil y el efecto
inverso

Uno de los ejemplos mas claros que distinguen a los medios granulares de
los fluidos, es el denominado “efecto de la nuez de Brasil”. El efecto de la nuez
de Brasil consiste en que al agitar un recipiente con una mezcla de particulas
de diferentes tamanos, las mds grandes generalmente suben hacia la superficie.
En particular, en un contenedor de nueces mezcladas, las nueces de Brasil, que
son las mas grandes, parecen siempre subir a la superficie libre.

Hay que decir que, bajo condiciones apropiadas, se puede dar el efecto in-
verso, es decir, que cuando se agita una mezcla granular, los intrusos de tamano
méas grande tienden a irse al fondo del recipiente que los contiene.

Entonces cabe hacernos las preguntas: ;jBajo qué condiciones se da el efecto
de la nuez de Brasil?, jBajo qué condiciones se da el efecto inverso?, ;Cuédles
son los mecanismos que intervienen en ambos efectos?

Los procesos de segregacion en medios granulares se pueden ver como ge-
nerados por dos procesos, en la agitacion vertical del recipiente que contiene
la mezcla granular, debido a la fluidizacién del medio granular; o debida a los
esfuerzos de corte que pueda sufrir el medio, ejemplos de este ultimo se dan en
la rotacion del contenedor y en el vaciado.

El efecto es de gran interés para algunas operaciones de manufactura; una
vez que una mezcla heterogénea de material granular se produce, usualmente
es indeseable que se produzca el fenémeno de segregacién para los diferentes
tipos de particulas. Varios factores determinan la severidad del efecto de la nuez
de Brasil, incluyendo los tamanos y densidades de la particulas, la presion de
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cualquier gas entre las particulas y la forma del contenedor.

El efecto puede también ser de interés en geofisica o geologia cuando se
estudian los efectos de la vibracion sobre arena u otros materiales que tienden
a perder contactos.

1.3. Mecanismos mas importantes en la segre-
gacion de medios granulares

Una variedad de mecanismos se han propuesto para describir la separacion
de particulas de dos tamanos diferentes en una mezcla en un contenedor sujeto
a vibraciones verticales.

El objetivo de esta Seccion es revisar los diferentes mecanismos propuestos
para el fenémeno de segregacién. La Tabla 1.1 muestra como influyen los incre-
mentos de algunas razones de las diversas propiedades mecanicas de los granos
que forman el medio.

1.3.1. Percolacion

Cuando un recipiente que contiene granos estd sujeto a vibraciones vertica-
les, las capas granulares se expanden, permitiendo que las particulas pequenas
caigan bajo las particulas grandes, denominadas intrusos. Cuando la capa se
relaja a su estado de equilibrio, el intruso aparece por encima de las particulas
pequenas que quedaron debajo.

Los efectos de arco, permiten que las particulas mas grandes sean soportadas
por arcos, los cuales estdn constituidos por las particulas mas pequenas, las
cuales ayudando asi al proceso de percolacién ([15]).

Hay que decir, que el proceso de percolacién es més patente cuando la razén
de los didmetros de las particulas d;/ds se incrementa([35]).

La percolacién funciona sélo para excitaciones débiles; ya que para excita-
ciones fuertes los huecos que se forman en el medio son bastante grandes, lo que
implica que la probabilidad de que los intrusos se acomoden en dichos huecos
llegue a ser comparable a la de las particulas pequenas.

1.3.2. Conveccion

En este mecanismo, el medio granular ejecuta ciclos de conveccién, con am-
plias regiones de flujo hacia arriba en el centro del contenedor y regiones estre-
chas de flujo hacia abajo cerca de las paredes del mismo (véase la Figura 4.3) y
entonces la segregacion se da debido a que las particulas mas grandes no pueden
penetrar en las regiones de flujo hacia abajo y por lo tanto tienden a quedarse
sobre la superficie.

Los dos mecanismos descritos anteriormente generalmente segregan las particu-
las méas grandes sobre las pequenas, es decir, producen el efecto de la nuez de
Brasil, independientemente de las caracteristicas tales como la masa y forma del
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Figura 1.2: Flujo convectivo, la regiéon de conveccion en el centro es més amplia
que cerca de las paredes. Las velocidades son més altas para las particulas
alejadas del centro convectivo.

intruso. Sin embargo, Schroter, et all en ([35]) afirma, que en algunas condicio-
nes, una particula grande y pesada migra a la superficie del recipiente agitado
verticalmente, mientras que una particula igualmente grande pero ligera migra
al fondo.

Los intrusos con densidades comparables a sus alrededores, ejecutan cir-
cuitos convectivos, denominados rollos. Se encuentra que los intrusos pesados
ejecutan circuitos rapidos y superficiales, mientras que los intrusos ligeros se
sumergen profundamente en el contenedor, regresando a la superficie de forma
poco frecuente.

1.3.3. Fuerza estatica compresiva

Trujillo, et all en ([37]) encontraro que en prescencia del campo gravitacional,
cualquier diferencia de tamno da origen a otro término (vedse la seccién 3.4)el
cau tiene el nombre de fuerza estatica compresiva. Esta fuerza siempre nos lleva

3
al efecto inverso cuando el nimero de intrusos es proporcional a (%) —1.

1.3.4. Temperatura granular

Antes de discutir los siguientes dos mecanismos, es necesario definir la tem-
peratura granular. Para un medio granular uno puede definir la temperatura T'
que corresponde a la energia cinética del movimiento aleatorio de las particulas
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Ccomao:

T=2(w- o)) (149)

donde m es la masa de la particula y v es su velocidad; T" en una mezcla granular
agitada no sélo depende de la posicién en la mezcla y la fase de la agitacién,
sino también de la aceleracion de agitaciéon I' y del niimero de particulas en el
contenedor. Como se puede ver, en una mezcla granular agitada uniformemente
(es decir todas las particulas tienen aproximadamente la misma velocidad) los
intrusos mas pesados tendran mayor temperatura granular que sus alrededores,
mientras que los granos cuya masa sea menor que los alrededores, tendran menor
temperatura granular.

Dos diferentes mecanismos de segregacion se presentan debido a la tempe-
ratura granular basados en analogias con las transiciones de fase sdlido-liquido.

Condensacién

Hong ([13]) sugiere, basado en la observacién, que cuando se incrementa
la aceleracién de agitacién de un conjunto monodisperso (medio formado por
particulas de la misma especie) de particulas llegard a ser vibro-fluidizado. Su-
poniendo que la temperatura granular es espacialmente homogénea a través del
conjunto, postula la existencia de una temperatura critica T arriba de la cual
todas las particulas estan fluidizadas. Para T' més pequena que T¢ una fraccién
de particulas podria condensarse en el fondo del contenedor.

Al igualar la energia cinética promedio de las particulas con la energia po-
tencial de una particula con didmetro d en la capa superior se encuentra que 7°¢
es proporcional a pd®h, donde p es la densidad del material y h es la altura de
la capa particular.

Difusion térmica

Hsiau y Hunt en ([14]) encontraron que en presencia de un gradiente de
temperatura granular las particulas mas pesadas se mueven a lugares con T
mas baja y asi caen las particulas mas ligeras, debido a que dentro de la mezcla
la temperatura granular es menor que en la superficie libre.

1.3.5. Flotacion Arquimediana

La disipacién de energia durante las colisiones en el medio granular genera
una diferencia de temperatura granular entre la regién cercana al intruso y
las regiones alejadas de él. Dicha diferencia de temperatura es debida a que el
numero de colisiones sobre la superficie se incrementa cuando el tamano del
intruso crece, mientras que la densidad local de energia decrece. Asi, la regién
mas cercana del intruso estd mas caliente que las regiones alejadas de él. De
esta diferencia de temperatura se puede concluir que se tiene una diferencia en
la densidad del fluido granular. Esto nos lleva a una fuerza de flotaciéon que es
la responsable del movimiento hacia arriba del intruso ([38]).
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1.3.6. Rompimiento de la equiparticion de la energia

En la mayoria de los trabajos sobre segregaciéon en medios granulares se
supone al derivar las ecuaciones que describen el proceso, que se cumple la
equiparticién de la energia en el sistema. Sin embargo, debido a que las colisiones
en el medio no son elasticas, es necesario considerar que esta hipétesis no se
cumple. Esto nos lleva a encontrar fuerzas de segregacién que son comparables
a las fuerzas que aparecen en los cédlculos donde se supone la equiparticién de
la energfa ([10]).

El término que aparece debido al rompimiento de la equiparticiéon de la
energia se llama flotacion Pseudo-térmica.

1.3.7. Forzamiento del gas intersticial

En el estudio hecho en ([32])se encontro que cuando se trabaja con particulas
esféricas. La elevacién del intruso se encuentra influenciada por la humedad y el
aire dentro de los intersticios de la capa de particulas. Como consecuencia de la
interaccion entre el gas intersticial y las particulas que forman el medio granular
se genera una carga electrostatica la cual disminuye la razén de elevacién del
intruso.

1.3.8. Friccion

Se ha demostrado experimentalmente ([20]) que la friccién de corte entre dos
particulas durante las colisiones puede llevar al fenémeno de convecciéon. Como
yva se ha dicho, en la conveccion se tiene un movimiento hacia arriba por parte
de las particulas en el centro del contenedor, y hacia abajo en las paredes. Esto
se puede explicar en términos de diferencias de friccién de corte encontrada por
las particulas durante el movimiento hacia arriba y hacia abajo. La hipdtesis es
que la friccién deberia ser més fuerte en la parte superior del ciclo de vibracion,
ya que las particulas estdn més comprimidas unas contra otras y con la pared.
Por otro lado, la friccién puede ser mas pequena en la parte baja del ciclo, ya
que las particulas estdn mucho menos empaquetadas, y asi la friccién es mucho
menor.

El cuadro 1.1 ([35]) muestra cémo las variaciones de algunos de los pa-
ramétros afectan el tipo de fenémeno que se da cuando el medio granular esta su-
jeto vibraciones verticales

1.4. Colisiones y deformaciones de esferas elasti-
cas

1.4.1. Colisién frontal elastica

Las colisiones frontales eldsticas entre dos particulas esféricas son el caso
mas sencillo de analizar, por ello se empezara por revisar este tipo de colisiones.
En este caso en particular, el choque ocurre sobre el eje que pasa a través del
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Mecanismo Efecto Z—L % hiotal
Percolacion BNE + — 0
Fuerza estatica compresiva RBNE + ? ?
Conveccién BNE + — —
Conveccién Mezclado | — + —
Condensacién BNE — — 0
Condensacién RBNE + | + 0
Difusion térmica ? ? ? ?
R. en la equiparticién RBNE + ? 0
R. en la equiparticién BNE + | - 0

Cuadro 1.1: Efecto de un incremento de la razén de los didmetros, razén del
volumen de los intrusos alvolumen total del medio y el ancho total de la capa
sobre los diversos mecanismos de segregacion propuestos. Los simbolos 4+, 0 y —
corresponden a un incremento, constancia o decremento del efecto en la segunda
linea. BNE se refiere a el efecto de la nuez de Brasil, mientras que RBNE se
refiere a el efecto inverso.

centro de cada esfera, lo cual significa que las velocidades son colineales. Esto
es, por supuesto, un evento altamente improbable con sélidos granulares reales,
los cuales la mayoria de veces se comportan como objetos ineldsticos, sujetos
a la friccién y experimentado colisiones a diferentes angulos. No obstante, el
caso ideal es 1til ya que involucra dos principios fundamentales: conservacién
de energia y momento.

Consideremos dos particulas de masas m; y me con velocidades v y ve
respectivamente; la velocidad después del impacto estd dada por

mi1 — My 2Wm
Uy = v + V2
n@5—k7n2 m1 + mo
my
Uy = ——V1 + Movs. (15)
mi + mo

De hecho, las colisiones entre granos reales siempre estan asociadas a pérdidas
de momento y de energia. Alguna fraccién del momento incidente es cedido por
las particulas que colisionan para formar ondas de sonido que se propagan en el
interior del medio. Una pérdida de energia puede resultar de una deformacion
permanente durante la colision. Se observa experimentalmente que una bola
chocando contra una pared vertical de masa infinita con una velocidad v rebota
con una menor velocidad —¢,v (con €, < 1). Como primera aproximacién, y en
el caso de colisiones frontales entre dos esferas con propiedades fisicas iguales, es
conveniente describir el déficit de velocidad en el marco de referencia del centro
de gravedad del sistema por una ecuaciéon matricial de la forma

1—e 14+¢
u v - 5 v
Ll} =Cio Ll] — {118 135} Ll}, (1.6)
2 2 -5 112



COLISIONES Y DEFORMACIONES 15

donde ¢ es llamado el coeficiente elastico de restitucion. Por supuesto, e = 0
para un colision completamente inelastica y € = 1 para una completamente
elastica.

La colisién de una pelota con un plano de masa infinita se puede ser describir
en un formalismo similar por la ecuaciéon matricial

m ~ o L?] - L +lsp " g] m (17)

Sean P y P’ el momento del sistema total antes e inmediatamente después
del impacto, en el marco de referencia del centro de masa se puede escribir

P miz(v1 — v2),
P/ = mlg(ul - UQ), (18)

donde mi2 = nTlJ:Zi es a masa reducida del sistema de dos objetos chocando.
Es sencillo probar que (1.6) y (1.7) son consistentes con la definicién de ¢ en la

forma

P’ U —u
N el Y (19)

P V1 — Vg
donde el signo menos enfrente de las razones toma en cuenta el hecho de que
las velocidades tienen direccion invertida después de la colisién. El cambio en la

energia cinética del sistema A FEy;, después del choque estd dado por

1
AEkin = —§m12(1 - 62)(1}1 - 1)2)2. (110)

1.4.2. Colisiones elasticas no frontales y rotacién de particu-
las

Como ya se hizo notar, una colisién elastica frontal en el seno del medio
granular, es un evento extremadamente improbable; en una primera aproxima-
cién. En un medio granular la realidad es mucho mas compleja . Esta incluye
colisiones no frontales y efectos de friccion los cuales llevan a desplazamien-
tos angulares entre las particulas que chocan y entonces debe considerarse el
momento angular entre las particulas vecinas.

Una bola lanzada contra una pared

Considérese el simple problema de la colision entre una bola esférica y una
pared vertical. Sean v, y v, las componentes de la velocidad del centro de ma-
sa de la bola en el instante ¢y de impacto en el plano de colisién. Sea wy su
momento angular justo antes del impacto perpendicular al plano de colision.
Supongamos que el vector de rotacién es perpendicular al plano formado por
el vector de desplazamiento y un corte vertical de la pared. El objetivo es de-
terminar las componentes u,, y u, de la velocidad inmediatamente después del
choque, asi como el momento angular final w;. Sean X y Y las componentes
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del momento lineal en el impacto, sin pérdida de generalidad se puede tomar
vy > 0, up > 0y X > 0. Despreciando la friccién en este simple experimen-
to, entonces la solucién coincide con la encontrada en la subseccién anterior.
Simplemente se escribe u, = —ev,. la componente tangencial Y del momento
(X,Y) es cero y los teoremas fundamentales de la mecénica cldsica producen:

m(uy —vgy) = 0
Uy = Uy
w1 = wa2. (111)

Si por otro lado, suponemos que la friccién no es nula entre la bola y la pared
en el sentido que existe un coeficiente de friccién u, se pueden distinguir dos
casos.

1.-La particula se derrapa sobre la pared, en este caso la velocidad de derra-
pamiento amiento seguird siendo positiva durante toda la colisién

En este caso, el sistema de ecuaciones que describen el intercambio de mo-
mento, tanto lineal como angular, se escribe en la forma:

( - vz) = X,
m(uy —vy) = —pX,
gmaz(wl —wo) = apX,
Uy = —€U, (1.12)

donde m es la masa de la bola y a es su radio. Como se puede ver, éste es
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas (X, ug, uy,w1), €l cual
aparentemente se puede resolver si todas las cantidades importantes antes de la
colision son dadas y si los coeficientes de friccion p y restitucién eléstica e son
conocidos.

2. No hay derrapamiento, la velocidad de la bola es cero en cualquier tiempo
t1 durante la colisién. En este caso las relaciones generales se escriben en la
forma:

m(uy —vy) = X,
m(uy —vy) =Y,
%ma2 (w1 —wp) = -—dYy,
Uy = —EUg,
uy —awy = 0. (1.13)

Es decir, se tiene un sistema de cinco ecuaciones en cinco incognitas.

Considerando un instante ¢ € [to, ¢1], y llamando n y ¢ las componentes de
la fuerza de reaccién durante el impacto, las ecuaciones de movimiento en ese
instante particular son

dvy,

ddt - ,
V.

—L = Cu
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2 d
gmcLQd—L: = —(a. (1.14)

Estas dan la siguiente condicién concerniente a la velocidad de desplazamiento

d 7

m—(vy, —aw) = =(, 1.15
0y = aw) = £ (115)
de la cual se puede ver que (, la componente tangencial de la fuerza de reacciéon
durante el contacto, tiene signo opuesto a (v, — aw), es decir, esta sélo puede
decrecer en magnitud y llegar finalmente a cero durante la colisién. Para mas
detalles vedse ([6])

Colision no frontal entre dos esferas elasticas con friccion

Antes de ir sobre el problema planteado en este apartado es necesario conocer
las leyes que rigen la friccién. Dichas leyes son empiricas y son tres:

a)La fuerza de traccién requerida al poner un sistema en movimiento es
proporcional al peso de las componentes individuales del sistema.

b)La fuerza de traccién es independiente del drea de los sélidos que estdn en
contacto.

c)Debe hacerse una distincién entre la friccién estética cuando los sélidos
estan inicialmente en reposo, y la friccién dindmica, cuando los sélidos estan
ya en movimiento y deben mantenerse en movimiento a una rapidez constante.
Cada caso es caracterizado por su propio coeficiente pg para la friccion estatica
v g para la friccién dindmica. Ademads, se tiene que la gran mayoria de de
materiales tienen coeficientes de friccién tales que

Js > [hd- (1.16)

Estas tres leyes son conocidas como las leyes de friccién seca de Coulomb.

Una vez que hemos introducido los dos parametros fundamentales ps y g
para caracterizar las interacciones en el caso de la friccién seca , asi como el
coeficiente £ como medida de la pérdida de momento, es necesario invocar un
nuevo parametro, el cual llamaremos el coeficiente de restitucién , denotado por
[. Su efecto es el de amortiguar la velocidad tangencial en el punto de contacto
cuando las particulas retroceden después de la colision.

Consideremos dos particulas de didmetro d; y do y masas mj; y mso res-
pectivamente. Las posiciones de los centros de las esferas son descritas por los
vectores ry y ra. El vector unitario asociado con la normal al plano de contacto
es denotado por n. Este puede ser escrito en la forma:

ry —rg

n (1.17)

o lri—ra |

La velocidad relativa de las dos particulas en el punto de contacto estd dada

por
dy ds

Ve = V1 — Vg — (3&}1 + ?QJz), (118)
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donde v; y w; son las velocidades de traslacién y rotacién, respectivamente, de
la particula ¢ antes de la colisién. Hay que notar que la magnitud de la veloci-
dad relativa | v¢ | se incrementa cuando las velocidades individuales apuntan
en direcciones opuestas y cuando los vectores de rotaciéon de estas particulas
apuntan en la misma direccién. La velocidad v, tiene una componente normal

v&“’ = (vc . n)n7 mientras que su componente tangencial es v,(;t) = V¢ — v&“’.

El vector vff) define un vector tangencial unitario tal que

s
v |
El dngulo de impacto v estd definido como el dngulo entre la normal n y la
velocidad relativa ve, y es tal que v € [§, 7).
Ahora consideremos lo que pasa con el momento durante la colisién. Usando
la misma convencién que antes, sea u; la velocidad inmediatamente después de
la colisién. Tenemos

AP = ml(ul — Vl) = —mg(uz — V2). (119)

La componente normal de AP no tiene efecto sobre la velocidad angular de
rotacion. Pero la componente tangencial si, creando una torca sobre el brazo
d1

definido por el vector —(3)n, el cambio en el momento AP causa un cambio

en el momento angular tal que
21

donde I es el momento de inercia con respecto al centro de la particula y w’ es
la rapidez angular de rotacién después de la colisién.

Si se conoce AP, es posible conocer todas la velocidades importantes después
de la colisién usando las ecuaciones (1.19) y (1.20), de las cuales se obtienen

AP
u = Vi+_—,
m;
AP
V2 = V2 — —,
my
W = wy — ﬂn x AP
! YA ’
wh = wy— ﬁn x AP (1.21)
2 279, . )

Ahora, recordando la definicién de ¢, dada por
ul® = —ev®, (1.22)

la cual relaciona las velocidades de traslacién antes y después de la colision,

aplicando la ecuacién (1.22) a la componente normal de la suma 22 4 AP g0
mi ma
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puede calcular la componente normal del cambio en el momento lineal, dando
como resultado
AP™ = —myp(1 +e)v™, (1.23)

donde, como antes, m12 es la masa reducida del sistema compuesto de m; y ms.
La ley de Coulomb establece una relaciéon entre las componentes normal y
tangencial de AP, por medio de |[AP®)| = u|AP®™)|. Ya que las colisiones son
siempre disipativas, el vector AP®) debe estar alineado sobre t. Asi, se puede

escribir
AP® = pmys(1 + &), cos()t, (1.24)

donde v = —v.cos(7y), ya que cos(7y) es siempre negativa. Se tiene ademds la

relacién t = m Combinando las ecuaciones (1.23) y (1.24) se obtiene una

expresion para el cambio en el momento angular AP

AP = mys(1 4 &) [uv® cot(y) — viV]. (1.25)

c

El coeficiente tangencial de restitucion

Es interesante considerar lo que sucede en el caso de una colisiéon central,
la cual corresponde a v — 7. Ya que cot(y) — —oo, el cambio en el momento
AP tiende a infinito, lo cual es fisicamente imposible. Las ecuaciones han sido
derivadas en un sentido general, es decir, que contengan la fisica del problema,
sin embargo, como se puede notar no describen las colisiones tangenciales. Esto
es porque a pesar de todo lo anterior, hay que considerar otro mecanismo , el
cual ha sido ignorado hasta ahora en esta descripcién. Especificamente, en el
momento del impacto, las dos particulas que interactiian pueden rodar sobre si
mismas sin deslizarse . La posibilidad de un movimiento de pivoteo de un objeto
sobre otro no fue incluido en el modelo anterior. Tales movimientos involucran
momentos de inercia a través del centro o del eje de rotacion de las particulas
en interaccién.

En lugar de desarrollar un modelo méas complejo que tome en cuenta el ro-
damiento sin deslizamiento (o viceversa), es mucho mejor generalizar de forma
heuristica el modelo existente por medio de la introduccién de un parametro
adicional, el cual sera llamado el coeficiente tangencial de restitucion, y se de-
notard por 3. Entonces bajo estas condiciones, la ecuacién (1.24) se modifica
tomando la forma

2
AP = —mp(1 +e)vi® — —mia(1+ v, (1.26)

El segundo término en (1.26) tiene la misma forma que el primero, excepto
por el factor %, el cual aparece debido al momento de inercia de una esfera
solida llena. En vista de las observaciones previas, el coeficiente tangencial de
restitucién debe ser igual al méas pequeno de los dos valores Gy o (31, los cuales
corresponden a uno de dos posibles regimenes:

a)Grandes valores del dngulo y(y > 79) corresponden al deslizamiento de

contacto y en este caso, la eleccién correcta para 3 es = By con By € [—1,+1].
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b)Pequerios valores de y(y < ~g) corresponden a una colisién para la cual
la interacciéon puede ser descrita en términos de la friccidn seca y restitucion
elastica. En este caso, la eleccién correcta es 8 = (1, con § = —1 — %u(l +
g) cot (7).

El angulo 79 marca una linea de divisién entre los dos regimenes, lo que
ocurre cuando By = (1. El valor de ~ esta dado por la ecuaciéon

1+¢

Deformacién durante una colisién frontal: Problema de Hertz

Considérense dos esferas idénticas de radio R y masa M, aproximéndose una
a la otra con una velocidad relativa v. Hertz mostré que la energia eldstica F,
acumulada por dos esferas deformadas una profundidad h, estd dada por ([6]):

1
E.= §kh5/2. (1.28)

Esta ecuaciéon muestra como la energia que se ve involucrada en la colision
depende de la distancia de penetracién, es decir de la deformacién que sufren
las superficies en contacto. En (1.28)

42 E
k=———=VR 1.29
15 1—02 VR ( )
Las cantidades E' y o se conocen como el médulo de Young y de Poisson res-
pectivamente.

1.5. Una columna de esferas sujeta a vibraciones
verticales

El problema de una columna de esferas sujetas a vibraciones verticales es
de suma importancia, ya que como se habra notado anteriormente, este tipo de
movimientos lleva a generar el fenomeno de segregacion. En particular a lo largo
de este trabajo se supondra que las particulas estdn en un contenedor sometido
a vibraciones verticales, (vedse Fig 1.3)

1.5.1. Parametros involucrados en la segregacion

Si suponemos que las vibraciones a las que estd sometido el recipiente que
contiene al medio granular son cosenoidal, es decir, la perturbacion es de la
forma:

y = Acos(wt), (1.30)

entonces los pardmetros sobre los cuales se puede tener control al realizar un
experimento son:
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Figura 1.3: Columna de granos sujeta a vibraciones verticales

a) La frecuencia f de vibracién, esta relacionada con w por medio de la
relacién w = 27 f.

b) La amplitud A de la vibracién.

c¢) La razén de los didmetros (j—i), aqui hemos utilizado los subindices [ y s,
para denotar los diametros de las particulas grandes y las particulas pequenas
respectivamente. A las particulas grandes se les suele designar mediante el nom-
bre de intrusos.

d) La razén del volumen total de los intrusos en el contenedor al volumen
del contenedor

> (V)
V 3
donde V es el volumen total del contenedor. El cual se denomina fraccién vo-
lumétrica de los intrusos.
No es necesario tomar las razones de volimenes del intruso con respecto al
volumen de una particula pequena como lo demuestra el siguiente célculo:

4 3 3
Vi _ Fmm (ﬂ) _ (ﬂ)
‘/s 37:7%33 Ts ds
y por lo tanto, tomar las razones de los volimenes es equivalente a tomar las

razones de los didmetros de las particulas.
e)La aceleracién maxima
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_ArAf?
y

Ademds de estos pardmetros existen otros como el tiempo que duran las
colisiones entre particulas y la distancia de penetracién, que son importantes
para la simulacién numérica.

r

Analisis matematico del problema

La forma més simple de modelar el problema es resolver, sobre una base
de evento por evento (dindmica molecular basada en fuerzas, vedse la seccién
4.2.1), aplicado a las ecuaciones de Newton. Se puede trabajar en una descrip-
cién iterativa involucrando ecuaciones de movimientos balisticos, junto con las
ecuaciones que gobiernan las colisiones entre ellas mismas, ec. (1.6) para colisio-
nes entre particulas y ec. (1.7) para colisiones entre una particula y una placa
vibrando. La ecuacién balistica se escribe de la forma

1
2 = 2io(T) + vioT — 59T2 (1.31)

donde z;9 y v;0 son medidas inmediatamente antes de la colisién. Las colisiones
son descritas por ecuaciones lineales de la forma

[“H] = Oy [Zj (1.32)

Uj

donde u; y w; son las velocidades de la particula ¢ inmediatamente antes y
después de la colision medida en el marco de referencia del centro de masa. Por
convencion, ug y vg se referirdn a la placa vibrante.

Cémo llevar a cabo tales cédlculos constituye un importante problema en
fisica. Esto involucra tomar algunas decisiones acerca de la sucesion de eventos,
en este caso los vuelos balisticos y las colisiones entre las N particulas y las
placas vibrantes, sin ir a los detalles de la simulacién numérica lo que es el
principal tema en el capitulo 4. En lugar de intentar resolver aqui las ecuaciones
de movimiento se discutiran algunos aspectos relativos al comportamiento del
medio como funcién de algunos de los parametros.

Cuando el coeficiente de restitucién es alto, como es el caso para bolas de
acero (¢ = 0.9), el pardmetro clave es la aceleraciéon normalizada (vedse [6]), ya
que cuando una columna de bolas estd sujeta a vibraciones fuertes se observa
un estado fluidizado. Por el contrario, cuando la aceleracion es baja, la columna
sigue formando un cimulo continuo; es decir, el conjunto se moverd colectiva-
mente en fase con la placa vibrante. Se dice entonces que el sistema esta acoplado
a la excitacién. Este comportamiento se mantiene estable sobre un amplio rango
de pardametros de la perturbacién. Al menos intuitivamente, se puede entender
con la ayuda del siguiente argumento. Considérese la trayectoria balistica de
un grupo de esferas moviéndose como una sola. Ya que las esferas forman un
cumulo, la mayor parte de la energia que ellas reciben de la vibracién de la placa
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es disipada en colisiones multiples y repetidas. Bajo tales condiciones, el coefi-
ciente elastico de restitucién de la columna es muy pequeno y el problema es
idéntico al de una bola inelastica, cuyo caso fue estudiado en la seccién anterior.

En cambio, para un objeto ineldstico sobre una placa vibrante cuyo movi-
miento vertical es sinusoidal con amplitud A y frecuencia f, el objeto despega
cuando la aceleracién impartida por la placa es tal que Aw? > g. Entonces la
particula deja la placa y sigue una trayectoria balistica, cayendo hacia la placa.

Realicemos el siguiente calculo informativo. Sea t* el tiempo para el cual la
aceleracién normalizada I" llega a ser igual a 1; éste estd dado por

* 1 —1 g
t* = —cos (AwQ)' (1.33)
En aquel momento, el objeto es lanzado hacia arriba con velocidad inicial
igual a la de la placa vibrante; todos los deméas paramétros del movimiento
son calculados directamente. Se puede notar que, a pesar de que el coeficiente
de restitucién no es cero, la sincronizaciéon con segundo arménico es bastante
estable. Esto es porque el movimiento del objeto y de la placa vibrante entonces
toman lugar en la misma direcciéon, minimizando la diferencia de velocidades
y reduciendo la probabilidad de rebote. Puede haber sincronizaciéon con otras
frecuencias (véase la figura (1.4).

,U*

columna

(@ /r\g\

& _/\
A0/ ‘xv’

base de la placa

=
columna /

Base dela placa

Figura 1.4: Sincronizacién

Como se habra notado en la discusién anterior de una columna de un nime-
ro suficientemente grande de particulas, la energia en la colisién se disipa por
que las colisiones propagan diha energia sobre la red de particulas cuando las
interacciones no son puramente eldsticas. Si esto es asi, puede suceder que sea
imposible llegar a un estado de fluidizacién y entonces el sistema se seguird com-
portando como un bloque.

El paramétro que controla este efecto es reducido a una variable definida por

X =N(1-¢). (1.34)
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Existe un valor critico X, para X de forma que X. = ¢. Los célculos en ([6])
muestran de una forma un poco mas clara el orden de magnitud de la variable
reducida X . El coeficiente de restitucion ¢ para el aluminio es 0.6 para el acero
endurecido 0.92. Se encuentra que el niimero critico de particulas es de 8 para
el aluminio y 39 para el acero, con unas pocas excepciones, los materiales que se
manejan en la industria alimenticia y farmacéutica tienen coeficientes de resti-
tucién mucho menores. Por lo tanto, en la mayoria de las situaciones practicas,
la variable X es tal que X > 3, y los materiales estdn més a menudo en un
régimen condensado.

1. Caso X < 3: existe una posible transicién de un estado condensado pre-
valeciendo durante aceleraciones débiles a un estado fluidizado cuando la
aceleracién se incrementa.

2. Caso X > 3 En este caso se tiene una columna alta del material en la cual
la disipacién de energia es bastante sustancial. La columna actia como un
bloque uniforme y la duracion de los choques entre las particulas puede
llegar a ser muy grande comparado con el periodo de vibracién. Hablando
estrictamente tampoco se esta en un estado condensado ya que el nimero
de colisiones tiende a cero.

Resumiendo lo que se conoce en este punto, una columna de particulas excitadas
por una vibracién vertical puede mantener al medio en un estado condensado por
tres diferentes razones las cuales pueden ser indicio de una cantidad insuficiente
de energia impartida a la columna. Las tres causas que han sido identificadas
son:

1. El coeficiente efectivo de restitucion elastico es muy bajo. Esto sucede
cuando las particulas estan agrupadas y la mayor parte de la energia coli-
sional es disipada en un gran ntimero de impactos.

2. La energia colisional es disipada en la columna como resultado de que los
procesos de colisién son inherentemente disipativos, o la columna es alta.
En ambos casos, la excitaciéon no puede ser trasmitida a la parte alta de
la columna.

3. El vuelo balistico de una columna completa sobre uno de los armoénicos
del periodo de excitacion, en forma tal que las velocidades de la colum-
na y de la placa vibrante estdn aproximadamente sincronizadas. En este
caso, las colisiones son virtualmente eliminadas y la energia eldstica no es
trasmitida.

El fenémeno de la condensacion de las particulas no es exclusivo de sistemas
unidimensionales o bidimensionales. Este puede ser observado generalmente en
una coleccién de particulas experimentando colisiones multiples. La tendencia
hacia la condensaciéon se puede entender sobre la base de la siguiente cadena
de eventos simples: cuando dos particulas se unen, el bloque resultante tiene
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un coeficiente de restitucién elastico mas bajo que la particula tomada indivi-
dualmente. Como resultado, es mas probable que el bloque capture una tercera
particula durante una colisién, creando un bloque mas grande con un coeficien-
te de restitucién mas pequeno, y asi en adelante. La probabilidad de que una
particula sea capturada por un bloque preexistente es aproximadamente pro-
porcional al drea de la superficie del bloque. Por lo tanto, los bloques grandes
tienen mayor probabilidad de crecer que los bloques pequenos. Este fenémeno
es similar a lo que pasa durante la nucleacién de gotitas liquidas sobre una
superficie.

1.6. Una sola particula sobre la superficie de un
medio granular

Hasta ahora se han considerado primero la interaccién entre dos particulas,
luego una cadena de particulas de la misma especie, el siguiente paso es con-
siderar un medio formado por particulas de distintas especies; esto con el fin
de introducir las leyes que a menudo son derivadas de la mecanica de medios
continuos, de la misma forma que en la teoria cinética para los fluidos se llega a
las ecuaciones de Navier-Stokes. Asi pues el siguiente paso 16gico es considerar
el caso de una sola particula interactuando con un medio granular, el cual se

supondra rigido.

o

Figura 1.5: Un solo intruso en la superficie de un medio granular

Consideremos un sistema como el representado en la figura (1.5), podemos
esperar que tal particula caiga hacia abajo como consecuencia de una pendiente
desigual, cuyas prominencias son aproximadamente del mismo tamano que la
particula misma, siguiendo un camino irregular y complejo el cual depende de
los contactos a los que la particula este sometida. Se puede predecir que este
camino esta formado de parabolas y secciones de curvas siguiendo el contorno



26 MECANISMOS DE SEGREGACION

del soporte, dependiendo de las condiciones mecéanicas de los materiales en con-
tacto. Ademas se puede predecir que la trayectoria dependera de alguna forma
compleja de la rapidez de la particula. Bajo tales condiciones jes posible escribir
una ecuacién global que describa, cuando menos de forma aproximada, todos
estos posibles comportamientos?

En este punto, es 1til revisar la Segunda ley de Newton, la cual describe la
caida de la particula de masa m y didmetro D hacia abajo de una pendiente que
hace un angulo 6 con el plano horizontal. La particula interactia con su medio
ambiente (las particulas debajo de ella y el aire sobre de ella) a través de la fuerza
de arrastre F' analoga a la fuerza de fricciéon. En este punto podemos introducir
la aceleracién normalizada I'. Este nimero adimensional es igual a A/g, donde
A es la aceleracén experimentada por la particula y g es la aceleracién debida
a la gravedad. Entonces la ley de Newton se puede escribir en la forma:

I = sin(f) — mig (1.35)

Un movimiento uniforme resulta cuando I' = 0, es decir, cuando la friccién
equilibra la atracciéon gravitacional. El caso idealizado anterior ayuda a com-
prender que la fuerza de friccién corresponde a la pérdida de la energia cuando
la particula baja por la pendiente. Esto permite escribir F' = %—f, donde z
corresponde a la distancia cubierta. La energia de la particula de masa m tiene
dos componentes:

Su energia cinética E}, la cual es disipada sobre una distancia caracteristica
A como un resultado de las colisiones sucesivas y la friccién con el soporte.

Su energia potencial E,, la cual también decrece cuando la particula cae
hacia abajo en una sucesion de alturas D.

Asi se puede escribir

Ey = %mv2 (1.36)
y
E, = mgh cos(6), (1.37)

donde h es la altura de la particula. Si se considera que la pérdida de la energia
cinética ocurre sobre la longitud caracteristica A, se obtiene la primera compo-
nente de la fuerza de friccién Fy, = %va. Para derivar una expresién aceptable
para la segunda componente F},, correspondiente a la pérdida de energia poten-
cial, se usara el siguiente argumento:

A altas velocidades, la particula moviéndose libremente ejecuta vuelos balisti-
cos cuyos rangos tipicos son del orden de d (didmetro de las particulas). Este
rango puede ser estimado independientemente considerando los vuelos balisti-
cos de altura Ah =~ (%gT2) , donde T es el tiempo tipico de vuelo libre de
la particula moviéndose a una velocidad v. En esta aproximacién, la cantidad
vT' corresponde a una distancia tipica del orden de d. Bajo estas condiciones,
tenemos T ~ d/v, y la fuerza de friccién equivalente a la pérdida de energia
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potencial se puede escribir en la forma

Ah 1 d
mysh —mg*—. (1.38)

F =
P d 2 v2

Esta ecuacion sugiere que la fuerza disipativa correspondiente llega a ser
menos y menos efectiva cuando la rapidez de la particula se incrementa.

A baja velocidad, la trayectoria de la particula sigue el perfil de la superfi-
cie del soporte granular. La pérdida resultante de energia potencial no depende
fuertemente de la velocidad. Esta corresponde sélo a la friccidén seca experimen-
tada por la particula cuando ésta se mueve sobre la superficie, en este caso se
tiene

F, = mg. (1.39)

A una velocidad intermedia, simplemente se interpola entre los dos extremos
con una ecuacién de la forma

1

F~m——

(1.40)
donde [ es tratado como un parametro ajustable. Esta expresion heuristica
converge hacia los limites correspondientes cuando v — 0 y v — oo

Como paso final se escriben ambas componentes juntas en una sola expresién

de la forma
F=F,+F “ s (1.41)
= c=m _— C| — 5 .
p I+ b(v2/gd) gd

donde a,b y ¢ son constantes adimensionales.

1.7. Competencia entre percolacién y condensa-
cién

Antes de terminar este capitulo y ya que existe cierta familiaridad con el
fenémeno de condensacion en un medio granular, es factible revisar cémo influye
ésta en el fendmeno de segregacion.

Como ya se dijo, existe una temperatura critica, T, abajo de la cual un
sistema monodisperso de esferas duras sufre una transicién a la condensacién en
la prescencia del campo gravitacional. Considere un sistema de esferas duras con
masa m y diamétro d en un contenedor. Sea p el ancho inicial de la capa medida
en unidades de d. Si el sistema esta en contacto con un reservorio térmico a una
temperatura 7', uno puede calcular el ancho adimensional de la capa fluidizada
, Ah, en un espacio de dimensién D, se tiene la ecuacion m{v?)/2 = DT /2 ~
mgdAh, la cual produce Ah ~ DT /(2mgd). Uno puede estimar el punto 7, en
el cual el sistema estd completamente fluidizado, haciendo Ah & . Se obtiene

d
T, = mg M, (1.42)
Ho
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donde g es una constante que depende de la dimensién espacial y la estructura
fundamental de empacamiento, ug es determinada con el uso de la presién de
Enskog ([18]).

Cuando T > T, el sistema estd completamente fluidizado y el ancho adi-
mensional del sélido granular, definido como hge;q = 1 — Ah(T'), se anula. Por
otro lado, para T" < T, se encuentra que hgo;q # 0, ya que una fracciéon de
particulas se condensa en el fondo. Aqui la fase sélida se refiere a un estado
de esferas duras donde cada particula fluctia alrededor de un punto fijo, pero
estd confinada en una regién por lo que no puede intercambiar la posicién de su
centro de masa con particulas vecinas.

Considérese ahora una mezcla binaria de esferas duras con especies A y B
que tienen masa my y mp y radios r4 y rp respectivamente, y el ancho inicial
de las capas son py y g respectivamente. De la ecuacién (1.42), se encuentra
que la razén critica de temperaturas estd dada por

Te(A)  mada
T.(B)  mpdp’ (1.43)

donde se ha supuesto pu4 = up. Supéngase que el sistema se encuentra a una
temperatura T’ entre las dos temperaturas criticas T.(A) y T.(B), es decir,
T.(B) < T < T.(A). Entonces, las esferas duras del tipo B estan por abajo de
la temperatura de condensacién, mientras que las del tipo A estan por debajo
de ésta. Asi a temperatura T', las particulas de la clase A mantendran un estado
condensado, mientras que las del tipo B permanecerdan en un estado fluidizado.
Por lo tanto las particulas del tipo A se segregan hacia el fondo del contenedor.
La suposicién importante de este escenario es que las particulas del tipo A
interactuan sélo con particulas de su misma especie mientras que las particulas
del tipo B son vistas como fantasmas. Aun cuando esta suposicién es poco
comun, se encuentra que la prediccién basada sobre esta suposicién funciona
bien para la segregaciéon de mezclas binarias bajo la influencia de la gravedad.

Como la temperatura critica depende de m y d , una inversién de la segre-
gacién puede ser alcanzada alterando simplemente los valores de los pardmetros
my d.

La simulacién hecha en ([13] ) sugiere que durante el proceso de segrega-
cién, tanto el proceso de condensacién como el de percolaciéon compiten. Asi la
condicién para pasar de efecto de la nuez de Brasil al efecto inverso puede ser
determinada haciendo los pardmetros de control para ambos casos del mismo
orden de magnitud.

El parametro de control importante para el mecanismo de percolacién es la
razén de los didmetros de los dos tipos de particulas, mientras que, como ya se
ha establecido, para el mecanismo de condensacién es la razon de las dos tem-
peraturas criticas, entonces si se quiere determinar la condicién de transicion,
se tiene que:

da\" _To(A)  mada
dB - TC(B) - de37

(1.44)
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o equivalentemente,

’ITLB7

A\’ m
(_A> ~ 2 (1.45)
dp

donde D es la dimension espacial. En particular para un sistema bidimensional

da ma
=)~ —=. 1.4
(dB) s (1.46)

Esto da un criterio,que serd ttil en el capitulo 4 para la transicién entre el efecto
de la nuez de Brasil y el efecto inverso.
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Capitulo 2

Modelos de medios
granulares

Existen basicamente dos enfoques cuando se desean modelar problemas refe-
rentes a los medios granulares, por un lado se puede cosiderar al medio granular
como un medio continuo, en cuyo caso se utiliza la descripciéon hidrodinamica,
y por otro lado se puede considerar al medio granular como un conjunto de
particulas, en el cual se utiliza la teoria de ensambles de la mecanica estadistica
clasica. En este capitulo se revisardn algunos aspectos de ambos enfoques.

2.1. Un enfoque estadistico del problema

En principio se pueden escribir las ecuaciones de movimiento para cada una
de las particulas. Sin embargo, en la mayoria de los casos es muy dificil resol-
ver el sistema de ecuaciones resultante y lo que se hace es utilizar un enfoque
estadistico.

Dentro de una mezcla granular agitada, todas las particulas estan sometidas
a un potencial de interaccion, debido a los choques entre ellas. Las propiedades
de transporte de una mezcla, tales como la viscosidad, dependen directamente
de las colisiones entre las particulas, es decir, la ley de fuerza que gobierna a
estas colisiones. Por ejemplo, en los tratamientos elementales de las propiedades
de transporte, se emplea la trayectoria libre media, la cual depende de la secciéon
transversal de la colisién ([22]).

La segunda forma de estudiar lo referente al potencial de interaccién entre
las particulas es a partir de la ecuacién de estado, estudiando las desviaciones
respecto a la ecuacién de estado del gas ideal, PV = NET. Se puede utilizar
este método, ya que se puede considerar a las mezclas granulares como un gas
imperfecto, es decir, generalizaremos el tratamiento del gas perfecto, antes de ir
sobre el modelo hidrodindmico. Como se puede inferir de este tratamiento, no
es posible asignarle una energia a cada particula de forma individual, debido a
que, cada una de ellas interactiia con las demas.

31
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Partiendo del modelo estadistico, para ello es necesario obtener la funcion de
particién para la mezcla granular. Recordando que el gas real se puede escribir
como un gas sujeto a interacciones, entonces la funcién de particién Z, para el
gas real tiene la forma:

1 ATV pom o \ N

Zy=2,(T,V,N) = — —e P dp | (Zint(T))", (2.1)
NI\ Jo h3

donde h representa un constante cuyas dimensiones son de accién, Z;,; repre-

senta el término debido a las interacciones entre las particulas que forman el
. _ 1
medio, 8 = ;7 y p representa el momento.

Escribiendo
V= / dr (2.2)

p+dp
Arp?dp = / d*p, (2.3)
P

y sustituyendo en (2.1) se obtiene

1 *© Brd’p s N
Zy= 1 ([ Rzl (2.)

Esto tultimo encuentra justificacién en el hecho de que estamos hablando del
volumen que corresponde al espacio fase

p+dp p+dp
dl' = / / dp = V/ dp = 4np*Vdp. (2.5)
\4 p p

Como se puede ver de la ecuacién (2.1) se tienen que calcular 2N integrales.
Ademsds se puede ver que la funcién de particién se divide en dos partes

1 4 Vpidp -sp? tr
tr __ optr _ —m — —Bey
Zir =2"(T.V,1) = (/0 e za:e (2.6)
que es la funcién de particién debida al movimiento traslacional de las particulas,
aqui ) denota la suma sobre todos los estados traslacionales de los granos, y

Zigy = e P (2.7)
(o7
es la funcién de particién interna de un grano, donde ) denota la suma sobre
todos los estados de movimiento interno, rotaciones y vibraciones del grano.
Las variables de integracion en cada uno de los N factores de la ecuacién
(2.1) se denominan de manera diferente, r1,...,7nN,p1, ..., py vy recordando que

A+B A_B (2.8)
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Podemos escribir (2.1) en la forma

1 1 _
Z, = m/hg—Nd3r1...d?’mdSpl...dSpNe BE( Zins (T))N (2.9)
donde
k= = (p1? +p2°+ ... + pn?) (2.10)
2m

es la energia traslacional del gas, cuando los granos poseen los momentos p1, ps,
«ees PN -

Hasta aqui s6lo hemos considerado al medio como un gas ideal, ya que no
hemos ain trabajado con Z;,:, es decir, cuando los granos no interaccionan
entre ellos. Intentemos generalizar al caso donde existen interacciones entre los
granos. Para ello consideremos los siguientes puntos:

(i) Interpretemos

1

hg—Nd3r1...d3rNd3p1...d3pN (2.11)

como el niimero de estados que puede tomar el grano 1, en un elemento de volu-
men d3r; en r, y con momento d>p; en p1, de modo semejante para los granos
2,3, ..., N, el volumen aqui considerado debe sr de tal tamano que contenga al
menos un par de granos interactuando.

(ii) El factor % , denota el hecho de que los granos que componen el gas,
en realidad no pueden marcarse como 1,2,..., N.

(iii) La funcién de particién interna sélo depende de las propiedades internas
de cada grano.

(iv)La exponencial e=P* es el factor de Boltzman asociado con la energia
cinética traslacional total K del gas.

Para el medio granular, al cual podemos considerar como un gas real, las
caracteristicas (i) a (iii) no se alteran. Las caracteristicas (ii) y (iii), se siguen
directamente del hecho de que en esta formulacién, es independiente de las
interacciones entre las particulas, debido a que el (ii) es un hecho puramente

estadistico. Para (i), hay que demostrar que la densidad de estados,
L o3 3
ﬁd rd°p (2.12)

para particulas independientes, también es vélida para particulas que interac-
tudn. Por otra, (iv) debe modificarse; debido a que el factor de Boltzmann en
la funcién de particién para el gas ideal es

e PK (2.13)

pero eso se debe al hecho de que en el gas real no existen potenciales de in-
teraccion, si consideramos que tales potenciales existen, entonces la funcién de
particién tiene la forma

e~ BH(r1,r2,...,rn,p1,P2, - ,PN) (2.14)
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donde
H(I‘l,rz, ....,I'N, P1, P2, ...,pN) =K+ U(I‘l,rz, ...,I‘N) (215)

es la suma de la energia cinética traslacional y de la energia potencial U debida
a las particulas que interactian entre si. U sélo depende de las coordenadas de
posicién de las particulas rq,rs,...,rNn , mientras que K sélo de sus momentos
P1,P2, ..., PN-

Luego entonces, podemos ver que la funcién de particiéon Z(T, V, N) se puede
obtener a partir de la del gas perfecto, reemplazando el factor de Boltzmann
dado en (2.13) por el dado en (2.14), y asi la ecuacién (2.1) queda expresada en
la forma

1
Z=Z(T,V,N) = N /d3r1...d3rNd3p1...d3pNe_BH(th(T))N. (2.16)

Ahora bien H es la suma de dos términos: K, que sélo depende de los momentos,
v U que s6lo depende de las coordenadas de posicién. De aqui podemos factorizar
esta integral de la siguiente forma:

1 - p—
Z = ﬁ/d3r1...d3rNe BK(ZZ-M(T))N X /e BUd3p1...d3pN
1
= ZpV—N d3r1...d3rNefﬁU
= ZQn(TY) (2.17)

donde Z,es la funcién de particién de un gas perfecto y

1
Qn =0Qn(T,\V) = VN /dgrl--'dnge_BU (2.18)

se conoce como la funcién de particién configuracional del gas.

Supongamos que la energia potencial U del gas es el resultado de los po-
tenciales entre los pares de particulas. Si se denota esta energia potencial entre
la particula ¢ y la particula j, cuando se encuentran separadas una distancia
ri; = |r; —rj| por u;; = u(r;) entonces se puede escribir la energia potencial U
del gas de N particulas como:

U=> u (2.19)

donde la suma es sobre todas las parejas de particulas. Sustituyendo la ecuacion
(2.19) en la ecuacién (2.18), se obtiene

1
Qn dBry..d>rye PPN = TN / d3ry..dPrNTlePui (2.20)

:W

donde el producto es sobre todas las parejas de particulas (con i < j).
Con el fin de calcular la integral (2.20) es necesario introducir en lugar de
las exponenciales que contienen );;, las nuevas cantidades

Xij = Alryy) = e 79 —1 (2.21)
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de modo que la ecuacién (2.20) queda

1
Qn = W d3r1...d3rNH(1 + )\”))
1
= ¥ dry..dPen[1+ SN + SNij A + ] (2.22)

donde los términos sucesivos entre corchetes surgen de la siguiente manera,
eligiendo términos de

H(l-f—)\ij) = (1+ A2)(1 +)\13)---(1+)\N—1,N) (2.23)

el primer témino (2.19) resulta de tomar el 1 de cada factor (14 A;;). El segundo
término (X)\;;) resulta de tomar, en todas las formas posibles, un factor \;; y
unos de todos los demds factores (1 + A;j), el tercer término (XA;;Ak;) resulta
de tomar en todas las formas posibles, dos factores A;;, Ay y unos de todos
los demds factores (1 4+ As); y asi sucesivamente. As{ la sustitucién (2.21) re-
emplaza la integral multiple (2.20), cuyo integrando es un producto de muchos
factores, por una suma de integrales multiples. Excepto las dos primeras, estas
integrales atin son muy dificiles de calcular. Sin embargo, la ec. (2.22) permi-
te un considerable tratamiento analitico. En ella los términos sucesivos poseen
una interpretacién fisica sencilla la cual se refiere a las desviaciones respecto al
comportamiento de un gas ideal, a medida que se incrementa la densidad del
gas.

Ahora estudiemos esta interpretacién y luego consideraremos en detalle los
dos primeros términos de dicha integral.

El significado de los diversos términos que aparecen en la ec. (2.22) se deduce
de manera que

Ar) = e Pum 1 (2.24)

depende de r. Para el potencial entre particulas u(r), A(r) difieren notablemente
de cero Unicamente para valores pequenos de la separacién entre particulas, por
ejemplo r < 2rg, donde rg es del orden del radio de la particula. Por tanto, A1
es esencialmente cero, a menos que las particulas 1 y 2 estén muy préximas,
esto es, estén chocando. De modo semejante, A12A34 Unicamente es diferente
de cero en colisiones simultaneas de 1 con 2 y de 3 con 4. Pero un término
tal como Aj2Ao3 es diferente de cero si las particulas 1, 2 y 3 estan préximas
simultaneamente; es decir que este término representa una triple colisién entre
las tres particulas. Intepretaciones semejantes se dan a los triples productos,
etc. Por lo tanto los diversos términos de la ec. (2.22) representan cimulos de
particulas que interactuan. Las diversas integrales miltiples se cononcen como
integrales de cimulo y la serie (2.22) se llama desarrollo en cimulos. Sélo se
consideraran los dos primeros términos de este desarrollo.

Si en el desarrollo (2.22) se desprecian todos, excepto el primer término (1)
o sea si se desprecian todas las colisiones, entonces la ec. (2.22) se reduce a
QN =1, que como se puede ver es la aproximacién del gas perfecto.

Consideremos ahora el segundo término (X);;) de la ec. (2.22). En total,

se tienen N(N — 1) de tales términos en la suma X);; correspondientes al
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nimero de maneras de seleccionar parejas de particulas. Por supuesto todos
estos términos son iguales, ya que sélo difieren en la manera en que se denominan
las variables de integracién. Por consiguiente, este término de la ec. (2.22) se
puede escribir en la forma:

1 NV -1)

TR / Pry...dPryle Pz 1] (2.25)

Integrando con respecto a rs, ..., rn, sobre un volumen de gas, da un factor
VN_Q.

Para las integraciones restantes sobre ry y rz, se introducen las nuevas va-
riables de integracién:

1
r=r; —rg,R= §(r1+r2)' (2.26)

La integracién respecto a R da un factor V mds y la expresion (2.25) queda:

N2 N2
W/[e*ﬁ““) —1]d°r = T (2.27)

donde también se reemplazé N (N —1) por N2, puesto que N >> 1y se introdujo
la abreviatura I para la integral dada en (2.27).

Empleando estos resultados, puede escribirse la funcién de particién confi-
guracional del gas (2.22) como:

Qn = {1+N(%12)+...}. (2.28)

La integral de I, es del orden de magnitud del volumen 1y de un grano, ya
que el integrando difiere apreciablemente de cero solo dentro de ese volumen y,
alli, es del orden de la unidad, de aqui, que el factor %IQ que aparece en la ec.
(2.28) es independiente de N, esto es, del tamafo del sistema; es una cantidad
intensiva.

Ahora bien, se sabe que la energia libre de Helmholtz es una cantidad ex-
tensiva. De su relacién logaritmica con la funcién de particién, se deduce que
esta ultima debe depender de N, como la N-ésima potencia de alguna cantidad
intensiva. Puesto que Z = ZpQy, se concluye que por si misma , Q5 debe ser
la N-ésima potencia de alguna cantidad intensiva. Si esta tltima expresion para
Qn debe ser idéntica a la ec. (2.28), entonces debe tener la forma:

N N
=14+ —=0L+.. 2.29
QN ( + oyl t ) (2.29)
donde los ultimos términos, indicados por medio de ..., también deben ser in-

tensivos.
Para un gas a baja densidad, puede aproximarse la ec. (2.29) por

N
QN = (1 + %b) : (2.30)
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Esta es la expresién final para la funcién de particiéon configuracional. A
partir de ella, se deduce el principio de las desviaciones respecto del comporta-
miento del gas sin interacciones, a bajas densidades. Para verlo se introduce la
energia libre de Helmholtz F = —kTInZ. De Z = ZpQy y de la ec. (2.30), se
obtiene:

F =F, - kTNI NI =F kTN2I
=F, - n(1+W2)_ p— WQ (2.31)
donde se aproximé In(1 + %12) por %12, lo cual se puede hacer, ya que la
ultima razén es pequena, y se introdujo la energia libre de Helmholtz del gas
perfecto Fp = —kT In Z,,.
La ecuacién de estado para el gas se calcula mediante:

P= EYa (2.32)
El primer término de (Fp) en la ec. (2.30) conduce a la ecuacién del gas ideal.
El segundo término da las desviaciones para un gas real a baja densidad. Direc-
tamente se obtiene:

NET Iy
P= v [1 N2V} . (2.33)
El término de correccién es del orden de N 5%; cuando este término es pequefo,
el gas se comporta como un gas perfecto.

La ec. (2.33) es el principio del desarrollo virial, el cual es una representacién
de la ecuacién de estado, como una serie de potencias en N‘j"’. Los términos de
orden superior del desarrollo virial son resultados de los términos en @y, ec.
(2.28). Escribiendo el desarrollo virial como:

NET[ N N\?
P=——|14+—=B(T — )+ ... 2.34

o1y () e+ (2.3)
se ve que el segundo coeficiente virial B(T') estd relacionado con la integral de

cimulo I3 por las ecuaciones (2.33) y (2.27), a través de:

2 2

Ahora pues, hay que encontrar al menos el segundo coeficiente del virial para
poder caracterizar nuestra mezcla granular.

Para calcular el segundo coeficiente virial, suponemos que el potencial de
interaccion solo depende de la distancia entre las particulas, luego entonces se
calculan las integrales angulares que aparecen en la ec. (2.35), puesto que el
integrando so6lo depende de 7. Se obtiene:

B(T) = L 1/(1 — e AUy (2.35)

B(T) =2n /OOO r2(1 — e PM)dr (2.36)

Entonces



38 CAPITULO 2. MODELOS DE MEDIOS GRANULARES

2T 2 [ a
B(T) = —(2r0)* + — 2u(r)dr =b— — 2.37
1) =)+ 1 [ = (237)
donde la constante positiva a se define por:
a= —27T/ r2u(r)dr (2.38)
27‘0
y la constante b se define por
47TT8
b=4( 3 ) = 4duyg. (2.39)

Se sustituye la ec. (2.37) para B(T') en el desarrollo virial (2.34), eliminando
los coeficientes viriales tercero y superiores, C(T),.... La ecuacién de estado

resultante es:
NET N a
P ML N (Y] o

Dicha ecuacién sera utilizada como una primera aproximacion para la ecua-
cién de estado para un medio granular cuyas deformaciones son pequenas.

2.2. Modelo hidrodinamico del medio granular

En estd seccién partiremos de la ecucién de Boltzmann con el fin de obtener
las ecuaciones que describen el comportamiento del medio granular,si este se
considera como un fluido, es decir, se supondrd que un material granular es
un medio continuo. La mayor parte del tratamiento aqui presentado puede ser
encontrado en ([2])

La ecuacién de Boltzmann es

of /g

E(r,v,t) +vVi(r,v,t) = // go[fif’ — f1f]dv dQ (2.41)
donde: f es la funcién de distribucién de una sola particula, V es un gradiente
con respecto a la coordenada r y a la integral del segundo miembro se le conoce
como el operador de colisién, el cual describe las colisiones del sistema.

La funcién de distribucién de una sola particula en el punto r y tiempo
t, f(v,r,t) se define como la densidad de ntimero de particulas que tienen la
velocidad v en (r,t). En otras palabras, % es la densidad de probabilidad para
que una particula en (r, t) tenga una velocidad v. Similarmente uno puede definir
la funcién de distribucién de dos particulas fa(vi,va,r1,r2,t).

La densidad de ntimero, el campo de velocidades V, y la temperatura T,
puden ser expresados como promedios con respecto a la funcién de distribucion:

n(r,t)z/f(v,r,t) dv, (2.42)
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Vir,t) = n(%)/vf(v,r,t) dv, (2.43)
T(r,t) = ﬁ / (v = V)2f(v,r,t)dv. (2.44)

Por qué podemos esperar que una aproximacion hidrodindmica sea correc-
ta?

Primero hay que decir que una fase fluidizada del grano es conocida como un
”gas granular”, debido a que en todos los procesos de fluidizacién (por vibracion,
vaciado, rotacion,...) los granos interactuan por medio de colisiones aproximada-
mente instantdneas, en una forma que nos recuerda a la imagen clasica del gas
molecular. [12] Como los gases granulares exhiben propiedades de la mecdnica
de fluidos, uno esperaria que ellos obedecieran las ecuaciones hidrodinamicas.

En el mundo de los fluidos moleculares los campos hidrodindmicos son den-
sidades de cantidades conservadas, tales como, masa, momento y energia.

Ahora consideremos la funcién de distribucién sin considerar cémo podemos
obtener cantidades macroscépicas de ésta.

La ec. (2.43) también puede escribirse como

nV = /vf dv, (2.45)

0, usando componentes
nV; = /vif dv. (2.46)

Aqui y en lo que sigue, a menos que se establezca otra cosa, los subindices latinos
tomaran los valores 1,2,3.

La velocidad de masa V es lo que podemos percibir macroscépicamente del
movimiento de las particulas; ésta es cero para un gas granular en equilibrio en
un contenedor en reposo. Cada una de las particulas tiene su propia velocidad
v la cual puede ser descompuesta en la suma de V y otra velocidad:

c=v-V (2.47)

la cual describe la desviacién aleatoria de la velocidad de cada particula del
movimiento del conjunto con velocidad V. La velocidad c es usualmente llamada
la velocidad peculiar o la velocidad aleatoria; esta coincide con v cuando el gas
estd macroscépicamente en equilibrio. Notemos que de las ecuaciones (2.47),
(2.46) y (2.42) tenemos

/cifdv:/vifdv—vi/fdv:nvi—vmzo. (2.48)

La cantidad nv; que aparece en la ecuacién (2.46) puede ser interpretada
como la densidad de momento o, alternativamente, como el flujo de masa (en la
direccién ). Otras cantidades que serdn necesarias més adelante son el flujo de
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momento, la densidad de energia, y el flujo de energia. Ya que el momento es
una cantidad vectorial, tenemos que considerar el flujo de la componente j de
momento en la direccion i; esto esta dado por

/ vi(v; f) dv = / viv; fdv, (2.49)

donde v; f es la densidad de momento en el espacio fase. La ecuacién (2.49)
muestra que el flujo de momento esta descrito por un tensor simétrico de segundo
orden. Entonces es de esperar que en la descripcién macroscépica sélo parte del
flujo de momento evaluado macroscépicamente serd identificado como tal, a
causa de que la integral en la ec. (2.49) es en general diferente de cero atin si el
gas estd macroscdpicamente en reposo. Para encontrar como el flujo de momento
aparece en la descripcién macroscépica, se usara el hecho de que la velocidad v
puede dividirse en dos partes de acuerdo con la ec. (2.47), entonces de acuerdo
con las ecuaciones (2.43) y (2.48) se tiene que:

/vivjdv = /(Vi—i-ci)(Vj—l—cj)fdv
= ViVj/fdv—I—Vi/cjfdv—l—Vj/cifdv—i—/cicjfdv)

= n’Ui’Uj—I—/CiijdV. (250)

Por consiguiente, el flujo de momento se descompone en dos partes, una
de las cuales es reconocida como el flujo macroscépico de momento, mientras
que la segunda parte es un flujo de momento debido al movimiento aleatorio
del medio granular ;Cémo se manifestara esta segunda parte en una descripcion
macroscopica 7 Si tomamos una region fija del gas granular y observamos el cam-
bio en el momento dentro de éste, encontraremos que, en la ausencia de fuerzas
externas, los cambios pueden ser sélo atribuidos a la materia que entra y deja la
regién, dejando una segunda parte que no tiene explicacién macroscépica a me-
nos que admitamos que las regiones contiguas del gas ejercen una fuerza sobre la
region de intéres, la cual estd sujeta a tension. Por consiguiente identificaremos
la segunda parte del flujo de momento con el tensor de tensiones

Dij = /Cicjf dv. (2.51)

Aplicamos una descomposicién andloga en la densidad y flujo de energia, nos
da la densidad de energia como:

%/vzfdv (2.52)

y tomamos s6lo j = ¢ sumando desde ¢ = 1 hasta i = 3 en la ecuacién (2.50), se
obtiene

1 2 LS B
2/v fdv-2nv +2/c fav. (2.53)
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Una vez mas el primer término en el lado derecho es identificado macroscépi-
camente como la densidad de energia cinética, mientras que el segundo término
serd identificado como la energia interna del gas. Por lo tanto, si se introduce la
energia interna por unidad de masa e, tenemos

2

yva que la densidad de energia interna es obviamente el producto de la energia
interna por unidad de masa multiplicada por la densidad de masa. Se nota que
existe una relacion entre la densidad de energia interna y la traza del tensor de
tensiones. De hecho, la ecuaciones (2.51) y (2.54) dan

pe = 1/02f dv (2.54)

Dii = /CQde = 2ne. (2.55)

Aqui se estd usando la convencién de suma sobre los indices repetidos desde 1
hasta 3. La traza dividida por tres da la parte isotrépica del tensor de tensiones,
por lo cual es conveniente identificar p = % con la presién del gas, de la cual
se sabe es isotrdpica, al menos en el caso de equilibrio. Por lo tanto

2
p = —ne. (2.56)
3
La ecuacién (2.56) es llamada la ecuacién de estado del gas y permite expresar
cualquiera de las tres cantidades p,n, e en términos de las otras dos. Ya que la
ecuacion de estado macroscépico para un gas ideal es:

p = RnT (2.57)

donde R es una constante y 7" es la temperatura del gas, de lo cual obtenemos

que
3

e= §RT' (2.58)
Ahora se investigard el flujo de energia; el flujo total de energia estd dado por
Lo 1 2
vi(§U )fdv = 5 [ viv fdv. (2.59)
Usando la ecuacién (2.47) se tiene que

(Vi + i) (VZ +2Vje; + ) fdv

1
i/vivzfdv =

1
— 2ViV2/fdv+ViVj/cJ-fdv+EVi/czfdv—l—

1 1
+ §V2/Cide+Vj/Ciijd.V+ E/ciczfdv (2.60)

| =] =

y usando las ecs. (2.42),(2.48),(2.51) y (2.54),

1 1 1
B /viUQfdv = Vi(gmﬂ +ne) + Vjpi; + 3 /ciCQfdv. (2.61)
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Ahora se tienen tres términos, el primero se debe al flujo de energia debido a
la conveccién macroscépica, el segundo término es interpretado macroscépica-
mente como debido al trabajo hecho por las tensiones por unidad de tiempo. El
tercer término es usualmente llamado el vector de flujo de calor, y es denotado

por qg;:

2

Como para el caso del tensor de tensiones, la identificacién es justificada, por el
hecho que g; juega el mismo papel que el vector de flujo de calor en las ecuaciones
macroscopicas. Sin embargo, el nombre ”flujo de calor” es algo engandso, ya que
existen situaciones cuando ¢; # 0 y la temperatura es constante en cualquier
zona; en este caso uno habla de un vector de flujo de calor constante lo cual
suena un poco paraddjico.

La discucién anterior conecta la funcién de distribucién con las cantidades
usadas en la descripcién macroscépica; en particular, por ejemplo, p;; puede
usarse para calcular el arrastre sobre un cuerpo moviendose dentro del gas,
vy ¢; calcular la transferencia de calor de un cuerpo caliente a un cuerp frio
cuando dichos cuerpos estan separados por una regiéon ocupada por un gas.
Para completar la conexién ahora se derivaran las cinco ecuaciones diferenciales,
satisfechas por las cantidades macroscépicas consideradas anteriormente, como
una consecuencia matematica de la ecuacion de Boltzmann; estas ecuaciones
son usualmente llamadas las ecuaciones de conservacion, ya que ellas pueden
ser interpretadas como expresiones para la conservacién de la energia, momento

4 = l/ciczfdv. (2.62)

y masa.
Para obtener estas ecuaciones, consideremos la ecuacién de Boltzmann en la
forma of of of
— too—Fain— =Q(f. f) (2.63)

ot 6:51- ! (9’Ui
donde para mayor generalidad se ha introducido la fuerza de cuerpo, la cual
es usualmente despreciada. Multiplicando ambos miembros de la ec. (2.63) por
las cinco invariantes de colisién ¥, (a = 1,2,3,4,5), las corresponden a las
magnitudes que se conservan en la colision, e integrando con respecto a v, y
recordando que :

[ as priv =0 (2.64)
para cualquier f. Por lo tanto, para cualquier f

0 0 of
E/djafdv_'_a_Xi/Vi1/}afdv+Xi/¢aa_\fidv_O. (2.65)

Si tomamos sucesivamente « = 1,2, 3, 4,5 y se usan las ecuaciones (2.42), (2.46),
(2.50), (2.54), (2.61), y (2.62), se obtiene

o omv)
ot 8:51
onvy) 0
%) 0 (v apy) = nX;
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0. 1

0 1
&[n(§v2 +e)| + —[n%(§V2 +e)+piiV;+a] = nX;V; (2.66)

8:@»

donde también se han usado las relaciones:

[0 = o
v
of
1/vj%Tf]dv = —/5ijfv= —nd;
— 2_ — _ . — .
5 /’U 8dev /’Ujde nV; (2.67)

lo cual se sigue de integrar por partes y del uso de las condiciones lim, o (¢o f) =
0 la cual es requerida para que todas las integrales consideradas existan. En to-
das las integrales d;; es la delta de Kronecker, la cual es igual a 1 para i = j
y 0 para i # j. Las ecs. (2.66) son las ecuaciones bésicas de la dindmica ma-
croscépica del gas; sin embargo, constituyen en esquema vacio, ya que tenemos
cinco ecuaciones para trece incognitas. Para que las ecuaciones resulten ttiles,
se deben encontrar las expresiones para p;; ¥ ¢; en términos de n, V; y e. En
otro caso se tendria que resolver directamente la ecuacién de Boltzmann, lo cual
es bastante dificil.

Si el problema aqui planteado fuera el de un fluido comin (recordando que
se quiere atacar el problema de un gas granular) se han encontrado dos posibi-
lidades:

(A) El modelo de Euler o del fluido perfecto

pij = p5ijq1- = O (268)
(B)EI fluido viscoso de Navier-Stokes

v, v, Vi
8$j + 8{EZ B Aa—.fbk

pij = Doij — i i
oT
8$i

¢ = -k (2.69)
donde p y A son los coeficientes de viscocidad y k es el coeficiente de conduccion
de calor.

Ahora bien, el propdsito del siguiente capitulo es encontrar expresiones analo-
gas a las presentadas en (A) y (B) para un medio granular, es decir, mostrar
que las ecuaciones de conservacion se cumplen en el medio y hallar las relaciones
constitutivas del medio.
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Capitulo 3

Segregacion en una mezcla
binaria

En este capitulo se obtendran las leyes de balance y las relaciones constituti-
vas para una mezcla granular. Se iniciara demostrando la naturaleza disipativa
de los choques en el interior de una mezcla granular([18]), luego se obtendran
las ecuaciones de balance y relaciones constitutivas para una mezcla granular
binaria([17]), primero para discos (caso bidimensional) y luego para una mezcla
de esferas (caso tridimensional), como una generalizacién del caso bidimensional.

Para derivar las leyes de balance y relaciones constitutivas para flujos planos
de una mezcla binaria densa de discos planos lisos y aproximadamente eldsticos,
se utilizardn métodos de la teorfa cinética ([2]) vy ([21]). Supondremos que los
discos tienen diferentes masas y radios y coeficientes de restitucién que carac-
terizan los choques en el interior del medio granular.

Después se conjuntaran las ecuaciones de balance y las relaciones consti-
tutivas a las ecuaciones hidrodindmicas, de lo que finalmente se obtendrda un
conjunto de ecuaciones diferenciales. Se verdn algunos casos particulares como
el presentado en ([37]).

3.1. Naturaleza disipativa de las colisiones bina-
rias en un medio granular

Se trabajard con particulas de dos especies diferentes, A y B, con forma de
discos circulares lisos y homogéneos. Las particulas de la especie A tienen radio
o4 y masa my, y las de la variedad B tienen un radio op y masa mp.

Considérese una colisién entre la particula 1 de la especie ¢ y la particula 2 de
la especie k, donde i y k pueden ser tanto A como B. Sean ¢y y ¢}, la velocidad
antes y después de la colision de la particula 1 respectivamente, y definamos co
y ¢4 de la misma forma para la particula 2, entonces las velocidades relativas,

45
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C21 ¥ Chq, antes y después de la colisién son

C21 =C2 —C1
o /
Cyp =Co —C7. (3.1)

Sea k el vector unitario dirigido del centro de la particula 2 al centro de la
particula 1. Se tiene que las velocidades cumplen la ecuacién

k- ¢y = ei(k - c21) (3.2)

donde e;, es el coeficiente de restitucién para la colisién entre una particula de
la especie ¢ y una de la especie k (0 < ejx < 1).

Sea myp, = m;+myy M; = n’ZTk , note que para las colisiones entre particulas
de la misma especie:

mg mg

1
— = M. 3.3
Mi; m; + m; 2 k ( )

Sea Gy, la velocidad del centro de masa, recuerde que si se tienen dos particulas
con velocidades v1 y va la velocidad del centro de masa se define como:

miVvy + mave

V = 3.4
cm p—— (3.4)
Entonces, se tiene que
Gix = Myca + Micy = Mycy + Mich, (3.5)
es decir,
mgCa + my;c myChy + Mm;ch
Gik: kC2 + 11: k2+ 11’ (36)
Mk Mik
la cual se puede escribir como:
Gikmi, = mycz + m;c1. (3.7)

Restando Mjc21 de ambos miembros en la ec. (3.6) y desarrollando se obtiene:

my

Gik — Mipca1 = G — ——(c2 —c1)
m; + mg
mg mg
= Gk — c2 + c1
m; + myg mi + mg
= Ci1, (38)
entonces se tiene
mg mg
Gix — c2 = ci(1- )
m; + myg m; + myg
mg —my +m;
= Cl
m; + mg
m
= Ly (3.9)
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entonces, al despejar ¢; de la ec. (3.9) se tiene que

m; m
“Gik — —ca1. (3.10)

7 0

C1 =

Anélogamente para ¢} se encuentra

mr ,

’ mik
= Gik — 3.11
C1 m k i°21 ( )
asi, restando (3.10) de (3.11) se tiene que:
¢} —c1 = Mg(ca1 — c5q) (3.12)

y como se esta suponiendo que las particulas son suaves
c) —c1 = Mp(1+eir) (k- c21)k. (3.13)
Andlogamente para la segunda especie de particulas
cyp —c2 = —M;(1+4 e;)(k - ca1)k. (3.14)
Igualando las ecs. (3.13) y (3.14) se tiene que
Ch —Cz = —cj —cq. (3.15)

Sea 1 = 1(c) una propiedad de la especie i de las particulas, ¢’ — ¢ puede ser
calculada durante una colisiéon. Por ejemplo, sea dicha propiedad la energia
2

m;c m;Cj - Ci

= /L = .1
v="2 : (3.16)
entonces
m;c?  m;c? 1
2l — 21 = §ml[2Mk(1+61k(kC21)(kGzl)]
- MP(1—ef) (k- c21)? (3.17)

lo cual lleva a que la energia no se conserva

Sm((E)? = ) # gmil(e)? — &) (315)

Esta condicion sera importante cuando se desee atacar la solucién de las ecuacio-

nes hidrodinamicas para el medio granular, ya que permite despreciar la ecuaciéon
de balance de energia, ya que tal balance no existe en el medio granular.

3.2. Leyes de balance

Considérese la propiedad ¥ = (c) de la particula. La razén de cambio en el
tiempo de la cantidad total (n;1;)dr en un elemento fijo de drea dr es la suma
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de los promedios de los flujos netos en los elementos de particulas relacionando
;. Sea Cy la razén de produccién de 1p; por unidad de area en las colisiones
con particulas de la especie k y F; la fuerza externa experimentada por una
particula de la especie 7, entonces la ley de balance para la propiedad ; de la
particula de la especie ¢ tiene la forma:

0 dCi (9’(/11 -

g i)+ V(i) = (gt 5t = D Caw) (3.19)
k=A,B

donde la aceleracion de la i-ésima particula de acuerdo con la segunda ley de

Newton es

aj = —. 3.20
= (3.20)
Para un par de particulas, sin importar la especie, la funciéon de distribucion
estd dada como

fz/f) = f (Cl,rl,Cz,rg,t) (321)

y Cii estd dada en términos de dicha funcién de distribucién. Al tiempo t
£ (e1, 71, €2,12, 1) dey doy dry dry (3.22)

es el numero de particulas tal que la particula i estd en el elemento diferencial
dry cuyo centro es ry y con velocidad ¢, mientras que la particula k estd en el
elemento diferencial drs cuyo centro es ro y velocidad ca.

Supongase que al tiempo ¢ la particula ¢ esta localizada entre r y r + dr con
centro en r con su velocidad en el elemento diferencial dcy y centro c;; entonces
en un incremento de tiempo dt , el namero de particulas con velocidades dcg
en cz que colisionaran con esta sobre aquella parte de su frontera dentro del
angulo dk en k es

P (c1,r,c2,1 — ok, o (K - cir,) dk dey dey dr (3.23)

donde o, = 0; + 0y, y el factor (k - ¢;x) son positivos. El factor o (k - o1 ) dk dt
es el area del paralelepipedo en el cual el centro de las particulas de la especie k
debe estar para que ocurra la colision. Entonces la razén de produccién colisional
Cik(1);) por unidad de drea en r estd dada por

Cir (Vi) = o // (Yi(cy) — ¢i(C1))fi(;3) (c1,1,c2,r — oik)(k - ¢ir) dk dey desg

(3.24)
donde las integraciones son llevadas sobre todos los valores de las variables para
los cuales (k- ¢;) > 0.

Siguiendo la idea en ([4]), esta cantidad se puede descomponer en la siguiente
forma

Cir (Vi) = nir (Vi) + Dir(13) (3.25)

con

ik (Yi) = /// (W) — ) (& - can)[fi7 (e1. 1, €2,7 — 0igk)+
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+fi(,?)(c1 , Ty C2, 7 + oipk)] dk deq deg (3.26)

N[

Aix (i) = // (¥ — i) (k- Czk)[fzk (c1,r,c2,r — oik)

— (cl, r,ca,r + oik)] dk dcq deo (3.27)
para (k-cj) > 0, es decir, como la suma de una parte simétrica y una an-

tisimétrica. Si se supone que la propiedad 1 se conserva en la colisién, esto
es

Ui+ ¥ =i+ Yk (3.28)
entonces

ik (Y1) = —nwi (V) (3.29)
y

A (i) = Agi(ti). (3.30)

Aqui es necesario recordar la teorfa acerca de la expansién en series de Taylor
para funciones de varias variables. Se escribird para dimensién dos y de ahi se
deducira la relacién general. Sea F'(x,y) una funcién de dos variables x e y cuyas
derivadas parciales de todos los érdenes existen en un punto (zo, yo) del dominio
de la funcién, entonces dicha funcién se puede expresar en la forma

oF oF
F(z,y) = F(xo,y0)+ [%(iﬁ —x0) + 8_y(y — o)
1 9°F ,  OPF 9°F ,
+ 5[@(3@ —x0)” + (%ay(w —20)(y — o) + 8—y2(y —40)7]
1. 0"F O"F

ol @) m(z —20)" "M (y — o) +...] (3.31)

Empleando series de Taylor en (3.26) y (3.27) para fi(lf)(cl,r,cz,r — oirk) en

r+ %oik y f,gf)(cz, r,ci,r —oipk) enr — %oik y simplificando se obtiene

Nik(Yi) = Uzk// (i — i) (k - c21)

x 1+ 2'22 —oi(k-V)*+..]
X fi(s)(cl,r—l—O'ikk,Cz,I'—O'ikk) dk dC1 C2, (332)
y
A (i) = =V - [Our ()], (3.33)

cuando ¥; = 1;(c;), donde

Oultn) = k// k(] — i) (k - can)

< [+ Gt ]
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1 1
x f(z)(cl,r+§aikk,cz,r—§Jikk)dkdcldcz, (3.34)

para k - co1 > 0.
Sin embargo si, 1; = ¥;(C;), entonces, como u depende de r, hay un término
adicional en la expresién para Ak (1;),

O

A (i) = =V - [Oir(vhs)] — tr[Ouk (801

)Vu]. (3.35)

Aqui, tr denota la traza de la matriz.
La ley de balance (3.19) para la propiedad v; = v;(c;) de la particula i
puede ser escrita ahora como

%(nﬂ/h>+v nzcdjz Z elk 1/% n;— Fi : <%

m;  Oc;
k=A,B g !

)= Z Xik(¥i) (3.36)

k=A,B

donde i es A o B.
Por ejemplo cuando 1; = m;, se obtiene la ecuacién de balance para la masa
de la especie i, es decir, se obtiene la ecuacién de continuidad de (3.36),

dpi
ot

Si por otro lado, 1; = m;c;, la ecuacién que resulta de (3.36) es la ley de
balance para el momento lineal,

+ V- (piu;) =0 (3.37)

0
g(piui) + V- (piuyu; + m;) — n;Fy = ¢;. (3.38)

En este caso, el tensor de presiones, ; para la especie i es la suma del transporte
difusional y las contribuciones colisionales:

m = —pivivi + (0.CiCi) + > Pu, (3.39)
k=A,B
donde
Pix = Oir(mici); (3.40)
y
¢i = xir(mici), para i # k. (3.41)

Como una consecuencia de la ecuacién (3.13), el tensor de presién colisional
Pjx es simétrico y por lo tanto el momento lineal se conserva, la fuente de
momento ¢; resulta sélo de colisiones entre particulas diferentes.

Sumando los balances individuales de los momentos individuales, recordan-
do las definiciones y propiedades de las diferentes velocidades y empleando la
ecuacién de balance de masa (3.37), se puede escribir el balance de momento
lineal para la mezcla como:

du

P = -V .-P +nF, (3.42)
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donde el tensor de presion total P es la suma del tensor de presién conductiva
P; de cada especie.

P; = m+pivivi = (pCiC;) Z Piy,
k=A,B
ng = naFa+npFgy, (3.43)
y se ha usado
$a = xapmaca = —xpa(mpc) = —¢B. (3.44)

Cuando la propiedad 1; de la particula es una funcién de C; en lugar de c;, las
leyes de balance son mdas complicadas, ya que en este caso, el cambio intrinseco
en 1; es debido tanto al cambio en ¢; como a la variacién de u, y un término
adicional en la descomposicién de la produccion colisional debe ser empleado

%<nlwl> +V. |: nzclwl Z @zk 1/11 :|

k=A,B
0v; dG; 31/%
+ 0y [@ik(aci)Vu] — (ni—y Z ),  (3.45)
k=A,B =A,B
donde ic F 9
i i u

Soi T T (g V), 4

o ot (ci-V)u (3.46)
o, con la ecuacién (3.42),

dC; Fj 1

Entonces, por ejemplo, si 9; =
energia para la especie ¢ resulta:

5+, el balance de las fluctuaciones de

0
E(TLZTZ) + V(T + Qi)
+ tr(PiVu) — n;Fi - vi — &vi (V-P—nF)=1; (348)
p

Aqui Q; es el flujo de energia de las especies,

Qi = —niviTi + = plc CH+ > aud (3.49)
k=A,B
donde o
my; i
gik = Oji( ) ), (3.50)

v ; es la fuente de energia colisional,

Yi = Z Xi( ) )- (3.51)
k=A,B
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Si sumamos los balances de energia, se obtiene la ecuacién de balance de
fluctuacién de energia para la mezcla

dT
no- =TV j=-V-q-tr(PVu) Z;BF S (3.52)

Aqui, j es el flujo de particulas,
j=nava +npvs, (3.53)

el flujo de energia de la mezcla q es la suma de los flujos conductivos de energia
qi

—_

a4 = Qi+ niviTi = = (:CiCH + > aue (3.54)
k=A,B

l\D

y la razon de disipacién v es el negativo de la suma de las fuentes de enegia
colisional ;.

Finalmente, si se toma 1; = m;C;j en la ecuacién (3.38), se obtiene la ley de
balance para la velocidad de difusién v; la cual después de ciertas manipulacio-
nes algebraicas, puede escribirse en la forma:

(9Vi 1
5 (ul-V)v,——(vl-V)u—i—;(V-P—nF)
1 1
— —V m+ —Fi+ — ;. (3.55)
Pi mg Pi

3.3. Relaciones constitutivas

En esta seccién el propésito es encontrar expresiones para los flujos colisio-
nales Pijx v qik y las fuentes colisionales ¢; y ;. Para lograr este objetivo , es
necesario definir la forma completa para las funciones de distribuciéon para el
par de particulas fi(kz)(cl, r—+ %Uikk, Co,T — %Uikk) durante el contacto.

Suponiendo que no existe correlacién alguna en las velocidades de un par de
discos justo antes de que choquen, y empleando el método de Enskog de tomar
en cuenta las correlaciones en las posiciones del par, entonces la funciéon de
distribucién completa del par en la colisién puede ser escrita como el producto de
la distribucién de velocidades de una sola particula de cada disco y un factor que
toma en cuenta el hecho de que el drea de los discos es una fraccién significativa
del area ocupada por el material granular

1 1
fi(lf)(C:h r+ gUikk, C2,I — Eaikk)
1 1
= gV (.t + souk) i (ca,r — Souk) (3.56)

2 2
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donde el factor g;; incorpora los efectos del drea excluida y las particulas que
son excluidas durante los choques y corresponde al valor de equilibrio local de
la funcién de distribucién radial. Se supone aqui que esta evaluada en el punto
medio de las lineas de los centros de un par en colisiéon. Dicha cantidad es funcién
del radio y las densidades de ntimero y estd dada como([18]):

1 9 o0k ¢

ik = - 3.57
Jik 1—V+80'i+0'k(1—1/)2 (3:57)

donde v es la fraccién de area total, dada como la suma de las fracciones de
area de las especies
Vi = nymo? (3.58)

(=m(naca +npogp) (3.59)

Ahora se especificard la forma de la funcién de distribucién de una sola particula
fi(l)(c, r,t). Aqui en lugar de intentar obtenerla directamente como solucién de
la ecuacion de Bolztmann, simplemente se supondrd que dicha funcién tiene la

forma de una Maxwelliana

Ve, t) = we;mi%ui)z (3.60)

‘ T 2n'T; '

donde (c—u;)? = (c— ;) - (c —u;), los campos medios n;, T; y u; son evaluados
en la posicién r del centro del disco de la especie i en el tiempo ¢. Distinguiendo
entre las posiciones de los centros de un par de discos colisionando en la ecua-
cién (3.56), se conserva la posibilidad de calcular flujos de las propiedades de
la particula para la funcién de distribucién Maxwelliana. Esto puede ser proba-
do al determinar las perturbaciones a la Maxwelliana usando la expansion de
Chapman y Enskog ([21]).

La distribucion de velocidades es aproximadamente Maxwelliana si los gra-
dientes espaciales de los campos medios son pequenos y los discos aproxima-
damente eldsticos. Por lo tanto se restringird la atenciéon a tales situaciones.
Ademas se supone que las velocidades de difusién vi son pequenas y que la tem-
peratura T; de las especies difiere por cantidades pequenas 6; de la temperatura
de la mezcla T

T,=T+6; (3.61)

con
nabas+nglp =0. (362)

En este caso la funcién de distribucién (3.56) se puede expandir en serie de
Taylor en el punto r y se puede expresar en términos de v; y ; con un error
que es cuadratico en pequenas cantidades:

1 1
fi(:) ( ci,r+ 50ikC2, T = §Uikk)
NN MM 1 n;
ik— a5 1+ zoie(k In—
Jik (27T)? { +20/€( v)<nnk)
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1 m; m

+ S0k [ﬁ(vik + Migca1)? — Q—TkQ(Vik - Mic21)2] (k-V)T
1 m; m

+ 5o [?(Vik — Mycal) — ?’“(Vik - Miczl)] (k- V)ul

m
+ ?(Vik + Myc21) - vi + Tk(vik — Mica1) - vk

m; 2 mg 2
+ W(Vik + Mic21)0; + W(Vik + Mica1)"0k
1 "21%’“‘@2}@;?;”%030
= Loy Hk)}e (3.63)
T
Aqui es necesario recordar que M; = 7;”,6 ,
Vik = Gik —u = M;c; + Mpcz —u (3.64)

y los campos medios y sus derivadas espaciales son evaluadas en el punto medio
r de la linea de los centros.

En la expresién general para la fuente colisional (3.32) y el flujo colisional
(3.34), reteniendo sélo los primeros términos en las expansiones en serie de
Taylor. Entonces, empleando las definiciones (3.39), (3.40), (3.50) y (3.51) y
usando la tabla de integrales que aparecen en el articulo de Jenkins y Richman
([19]) se pueden llevar a cabo las integraciones para Pik, ¢i, ik y i, obteniendo
los siguientes resultados:

i0 0;
Py, = zgiwfknmk(l + eik){ (T + w)I
4 Mk
2mika 1 1
— o (g~ | 3.65
7k < ’ { + 2(trD I)}} ( )

donde I es el tensor unitario y D es la parte simétrica del gradiente de veloci-
dades,

2D = Vu + (Vu)7, (3.66)

aqui el superindice T indica la transpuesta;

o; = Egikafknink(l +ex)T [(M)VMT +Vin i)
4 Mk Nk
4 2mim;€ 1
_— — Vi 3.67
* Oik WmikT)z(Vk Vl)}, ( )
para i # k;
n;n 1 2amymiT 1 T
qik — gikUiQ]g mi: (1 + eik)T{ |:_§Uik(Tkk)éVInT + [Z(mivi + mkvk)
myg 3 27TmikT 1
- 1—ew)|7z0: —my ) (——— InT
mi( ek){mak(mk m;)( pop— )2V In
1 2rm3. T .1 n; 37
+ gaik(Tnlfk)éVIH - + gmik(vk - vi)} } (3.68)
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s m; —m
Yi = Z 2gikaiknink(1 + eik)T{gaik (7}%> (tI‘D)

m
k=A,B ik

_ 27rmim;€T 1/2 91' — 9k

Mk, m T’

1 /2emaT\Y?  3r
mik( ek)[2(mimk> 80k(r )

3 [ 2mmy T 1/2 m;0; + mp0
2 3.69
+ 4( m;my > mip ( )

Para discos casi elasticos las relaciones constitutivas pueden ser simplifica-
das un poco més. En este caso (1 — e;x) es pequena, as{ que, en el orden de
aproximacién, podemos reemplazar (1 4 e;) por dos e ignorar los productos de
(1 — e;) con los gradientes espaciales o las perturbaciones 6; y v;.

mg

3.4. Segregacion en una mezcla binaria

Ahora ya se esta en condiciones de ver algunos casos particulares. Se inicia
suponiendo que el modelo hidrodindmico es vélido, esto resulta de lo estudiado
en la secciones 3.1, 3.2 y 3.3, en particular, se hara amplio uso de los resultados
obtenidos en la seccién anterior.

Considérese una mezcla binaria de particulas lisas y ligeramente inelasticas
(pueden ser esferas o discos) con radio r; (i = I, s), masa m; y la densidad de
namero n;. La densidad de masa de las especies es

0i(r,t) = myn; = p;psi; (3.70)

donde p; es la densidad material de la especie i y ¢; es su fraccién de volumen.
La densidad total de masa, p(r,t) , y el nimero total de densidad, n(r,t), se
define justamente como en ([17]).

La naturaleza disipativa de las colisiones entre las particulas es tomado en
cuenta a través del coeficiente de restitucién e;; con 0 < e;; < 1.

Por simplicidad en una primera aproximacién se supone que el flujo es uni-
direccional, es decir,

mo= (0, vi(y,1),0)

a_ax = 0

% = 0

7 £ 0 (3.71)

y despreciando los efectos viscosos, las ecuaciones del modelo hidrodinamico, las
cuales corresponden a las ecuaciones de Navier-Stokes, se pueden escribir en la
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forma:
aVi 8Pi

gy T Ty U8 + ¢ (3.72)

Aqui, Pj es la presion parcial de la especie i, g es la aceleracién gravitacional
actuando en la direccién negativa del eje y, y ¢; corresponde al término de in-
teraccién entre diferentes particulas, el cual fue calculado en la seccion anterior,
y cumple con la condicién:

> =0 (3.73)

i=l,s

Recordando del capitulo dos que la ecuacion de estado tiene la forma:

Pi=niZT;, conZi=1+ Y K (3.74)

Jj=l,s

o = Yixig(L+ rij)?
ij — f

donde Z; es el factor de compresibilidad para la especie 7, x;; es la funcién de
distribucién radial en el contacto y R;; = :—j la razén de tamanos.

(3.75)

Como se puede haber notado se tiene una ecuacién de momento (3.72) para
cada especie que forma la mezcla granular, una para la especie [

(9V1 (9P1

92 3.76
e 3y og + o1, (3.76)
y otra para la especie s
Ovg OPg
AL B 3.77
055, oy ° g+ ¢ (3.77)

Sustrayendo la ecuacién (3.77) de la ecuacién (3.76) obtiene el siguiente resul-
tado:

ovi Ovs 0

o ~ o~ g, F17 P~ (e eo)gt (91— ). (3.78)

Introduciendo la velocidad relativa entre las particulas, vi = vi — vs y realizan-
do algunas manipulaciones algebraicas la expresién (3.78) toma la forma :

o5 o[ (BBl ) 2-E)%

(3.79)
De lo visto en la secciéon anterior, el término de fuente de momento se puede
escribir en la forma:

B ms—my\ O 0 n; 4 (2mymg /2
o =mior| (e oy () o i) )]

(3.80)
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donde T = n~! Zi:l,s n;T; = Zi:l,s &T; es la energia de la mezcla granu-
lar. Con suposiciones adicionales, como que los gradientes de los nimeros de
densidad y de la energia granular sean pequetios y conservando los términos del
mismo orden en el limite de un solo intruso (n; K<< ng), se obtiene la siguiente
ecuacién de evolucién para el problemas:

2mimsg

(

Tls Tmys I

d’l)lT B ZlT‘l 4KlsT
my = |mg( ) —my|g—

1, ZiT, dvs
@~ "7 i+ [ =

ZT dt
(3.81)
Esta es la ecuacién de evolucion para la velocidad de un solo intruso: el primer
término del lado derecho corresponde a la fuerza gravitacional actuando sobre el
intruso, el segundo término representa la fuerza de arrastre y el tercer término
representa un acoplamiento con la inercia de las particulas pequenas.
Por el momento sélo se trabajard con la solucién en el estado estacionario,
es decir, no hay dependencia temporal de las velocidades, entonces se tiene que

1
r_ Tisg Tmys 2 Z1'T
v = 1K, (2mlmsT) [mS(ZSTS) ml} (3.82)

Cuando la velocidad relativa tiende a cero, se obtiene el criterio para la
transicion del efecto de la nuez de Brasil al efecto inverso:

T
ZTs

Como ya se habrd notado, resolver las ecuaciones (3.72) a las que se ha lle-
gado después de bastante trabajo, es una tarea bastante dificil, asi que no se
intentard dar solucién al problema de forma analitica, sino que se llevara acabo
un anglisis cualitativo de la ecuacién (3.81). En dicha ecuacién, en la busque-
da de comprender el fendmeno de segregacion, se descompone la fuerza neta
gravitacional para un solo intruso de la siguiente forma:

B T Z Vi Z
F=g|(ps pl)Vl—i—ms(TS 1)Zs+ms(1 ‘/S)—i—mS(ZS 1)] (3.84)

donde V; es el volumen de la particula de la especie i. El primer término

) —my = 0. (3.83)

s (

F} =glps — p)Vi, (3.85)

es la fuerza de floracién Arquimideana efectiva, la cual aparece debido al peso
del volumen desplazado por el intruso V;. El segundo término,

Fg o (Ti = Ty), (3.86)

representa la fuerza de flotacién debida a la diferencia de energia entre las dos
especies granulares, es decir, debido al rompimiento de la equiparticién de la
energia, recordando que la energia de un medio granular depende de la tempe-
ratura, este tipo de flotacién puede ser denominada fuerza de flotacién pseudo-
térmica.
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Como ya se habrd notado, hay dos términos en la ec. (3.84), los cuales al
parecer no estan relacionados con los efectos de flotacion, el tercer término es
negativo y se anula cuando el intruso es del mismo tamano que las particulas que
forman el medio. Hay que notar que €5' = (% — 1) es el esfuerzo volumétrico.
Asi, €5 es una fuerza estatica compresiva, la cual depende de la diferencia en
los tamanos entre el intruso y las particulas pequenas.

El cuarto término Fy,, o (% —1) se anula cuando la fraccién de volimenes
tiende a cero, es decir es un término que se debe también a la diferencia de
volimenes, como Z; estd relacionada con la presion parcial de la componente
colisional del medio, entonces Fy,,, es una propiedad dindmica del medio.

Asi, los efectos geométricos debidos a la diferencia de tamafnio contribuyen
en dos nuevos tipos de fuerzas de segregacion:

qu = F;; + F;eyn = _ms(ef;t - Egyn)g, (387)
de donde se puede observar un término estatico y uno dindmico. Dichos términos
aparecen debido a la naturaleza inelastica de los choques en el medio durante
la vibraciéon. Como se puede ver también, las fuerzas de segregacion tienen una
dependencia del radio de las especies.



Capitulo 4

Simulaciones numeéricas en
mecanica del medio
granular

Este capitulo final tiene como objetivo presentar un conjunto de simulaciones
numéricas para el fenémeno de la nuez de Brasil. Las simulaciones se hacen
con el método de elementos discretos, que se describe en la seccién (4.3.1); sin
embargo, para poner en contexto este método, en la seccién (4.2) se describen
brevemente algunos de los otros métodos que suelen usarse en el estudio de los
medios granulares.

4.1. Introducciéon

Como se sabe, las ecuaciones de Navier-Stokes sélo tienen soluciones analiti-
cas para algunos casos especiales. Cuando se trabaja el medio granular, bajo
ciertas suposiciones a partir de la teoria cinética se llega a dichas ecuaciones,
en un modelo que se denomina el modelo hidrodindmico, entonces es natural
que dichas ecuaciones conserven las dificultades encontradas en la mecanica de
fluidos. Es decir, la tarea de resolver las ecuaciones encontradas en el capitu-
lo anterior es un trabajo realmente dificil, ademés que se habra notado en el
capitulo dos que la mecdnica estadistica sélo se utiliza para encontrar la ecua-
cién de estado del medio granular, por todo lo anterior, es necesario acudir a
las simulaciones numéricas.

De por si, las simulaciones numéricas son importantes desde el punto de vista
tedrico, ya que ofrecen la posibilidad de explorar los efectos de una gran cantidad
de pardmetros importantes que no son accesibles en la experimentacién o en la
solucién analitica del problema. En este sentido, las simulaciones numéricas han
llegado a ser parte integral de la investigacién en medios granulares([6]).

Ademas, las simulaciones numéricas junto con los experimentos constituyen

59
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una prueba de validez de los modelos propuestos.

En particular, la simulaciéon en medios granulares es ambiciosa, ya que par-
tiendo de las propiedades elementales de los granos que forman el medio en el
cual se esta interesado, e incorporando algunas suposiciones tedricas se pretende
predecir el comportamiento del medio.

4.1.1. Los retos de la simulacién numérica

Realmente el medio granular no constituye un medio continuo. El medio es
un sistema formado por muchos cuerpos sujetos a potenciales de interaccién,
lo cual significa que resolver el problema del comportamiento individual de las
particulas que forman el medio granular es equivalente a resolver un problema
de N cuerpos con pérdida de energia. Los modernos sistemas de computadoras
pueden resolver el problema de N cuerpos, pero dichas simulaciones suelen no
considerar el hecho de que debido a los choques en el interior del medio, hay
disipacién de energia.

El principal reto es entonces incorporar en la formulacién de estos problemas
las propiedades micromecanicas béasicas que describen las interacciones impor-
tantes, de forma tan exacta como sea posible. Algunas otras decisiones impor-
tantes en la simulacién de medios granulares son:

1.-;Cual es el intervalo de tiempo que debe considerarse como duracién de
las interacciones ?

2.-{Cuél es la distancia de penetracién ?

3.-;Como se puede elegir el paso del tiempo propio en relacién al intervalo
de tiempo entre dos eventos sucesivos y la duracién de la colision ?

4.-;Cudl es la mejor forma de modelar las leyes de friccién seca de Coulomb?

Todas estas cuestiones deben ser respondidas antes de intentar considerar
una simulacién realista.

4.2. Diferentes métodos de simulacién

4.2.1. Dinamica molecular

Los materiales granulares consisten en un gran nimero de particulas que
interactian mediante fuerzas de corto alcance ([31]), es decir, sélo via el contacto
mecédnico. La dindmica de medios granulares es gobernada por la ecuaciéon de
movimiento de Newton en el sistema de referencia del centro de masa de las
particulas y los dngulos de Euler de sus particulas, i (i = 1,2,...,N).

%r; 1
8t21 = EFi("“ja”jaQoiawi)a
0%p; 1 .
8:21 = 7Mi("“javja§0iawi)a (j = 1,2, ...,N), (4.1)

la fuerza F; y la torca Mj, los cuales actudn sobre el grano i de masa m; y
momento tensorial de inercia J; son en general funciones de las posiciones de las
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particulas rj, su orientacién angular ¢j y sus velocidades tanto angular como
translacional w; y vj.

Si consideramos sistemas bidimensionales, la orientacion angular de la particu-
la queda completamente descrita por la cantidad escalar ¢; y el momento de
inercia se reduce a un escalar J;. Entonces las ecuaciones de movimiento tienen
la forma:

82ri

W = EFi(rjavjvwivwi)a

(92901‘ 1

a2 jMi(rj,Vj,%,wi)v (4.2)

La parte central de la dindmica molecular es calcular las fuerzas y los mo-
mentos que actiian sobre la particula, y a partir de ello resolver numericamente
las ecuaciones de movimiento simultaneas.

En general, el sistema de ecuaciones diferenciales nolineales acopladas (4.1)
no puede ser resuelto analiticamente. La solucién nimerica aproximada de las
ecuaciones, es decir, el cdlculo de todas las trayectorias de las particulas del
sistema, es llamada dindmica molecular.

Para particulas formando el medio granular en ausencia de campos de fuerza
de largo alcance, la fuerza F; y el momento M; actuando sobre la particula 4
estd dada por la suma de los pares en interaccién, es decir, de la particula ¢ con
todas las demas particulas del sistema:

N
F, = Y Fy
=1
N

M; = > My, (4.3)
J=1j#i

La limitacién a considerar la interaccién entre pares es una abstraccion justi-
ficada en el hecho de que las particulas sufren pequenas deformaciones. Si la in-
teraccién produce deformaciones grandes es necesario tomar multi-interacciones
(131)):

Luego en la dindmica molecular se tiene que tratar con tres problemas en el
calculo de Fi; y Mj;:

i) Suma de momentos y fuerzas de acuerdo con la ecuacién (4.3),
ii) Integracion de las ecuaciones de movimiento (4.1),
iii) extraccién de los datos para las trayectorias de las particulas.

Condiciones de frontera

Las propiedades estaticas y dinamicas son afectadas por la interacciéon del
medio granular con las fronteras del sistema, es decir, por las propiedades del
contenedor o la superficie sobre la cual el medio esta localizado.

En las simulaciones de dindmica molecular, las fronteras se incorporan cons-
truyendo paredes formadas por particulas que obedecen las mismas reglas de in-
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teraccién que el medio. Se eligen tamanos y posiciones adecuadas de las particu-
las que forman las paredes. En algunos casos el contenedor estda en movimiento,
como por ejemplo, cuando se pone a vibrar el contenedor de forma sinusoidal
en la direccion vertical

y = Acos(wt). (4.4)

Otras condiciones de frontera importantes son las condiciones de frontera pe-
riddicas, es decir, la extensiéon periddica del drea de la simulacién en una o més
dimensiones.

Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales definen los valores de las coordenadas r;(t = 0), las
velocidades vi(t = 0), los dngulos de Euler ¢;(t = 0) y las velocidades angulares
wi(t =0) para ¢ = 1,..., N. Para el caso de particulas esféricas, las fuerzas de
interaccion son independientes de la orientacién de la particula, por lo que las
condiciones iniciales para w; no son necesarias.

Como las condiciones iniciales sélo se utilizan al principio de la simulacién
no es necesario desarrollar algoritmos sofisticados para su generacion.

Para la integracién numérica de las ecuaciones de Newton, se aplica un es-
quema predictor-corrector el cual requiere condiciones iniciales para derivadas
temporales de orden mas alto, ri(n) y ¢, donde n = 2,3, ... Para n > 2 estas
cantidades no tienen significado fisico directo.

Un ejemplo de la generacion de condiciones iniciales puede ser la del perfil de
velocidades de un flujo granular en una tuberia; las condiciones iniciales pueden
ser generadas colocando las particulas una por una aleatoriamente.

Modelos para particulas esféricas

El modelo mas simple en tres dimensiones para un medio granular es una es-
fera; en dos dimensiones es un disco. Las simulaciones usando particulas esféricas
son muy eficientes ya que las colisiones entre las particulas pueden ser identi-
ficadas en una forma muy simple: dos particulas estdn en contacto mecanico
si

gij =R, +R; — |I‘i — I'j| >0, (4.5)

es decir, si la suma de sus radios excede la distancia entre sus centros. La canti-
dad &;; es llamada la compresién mutua de las particulas i y j. Para cualquier
otra forma de la particula la deteccion de los contactos es mas dificil que para
las esferas. La fuerza entre las particulas en contacto estd descrita por

p..o—d Fy'+ Fy' si&>0;
Y10 en otro caso

Para un sistema bidimensional, las componentes normal y tangencial de la
fuerza pueden ser escritas en la forma:

n . n_ n
i = Fjeys
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Fijt = ‘thge:]v (46)
donde
on_ Mot (0 1Y
e = Pl ejj = <1 0 >elJ , (4.7)

La fuerza normal F™ produce cambios en el movimiento translacional de las
particulas; mientras que la fuerza tangencial F* produce cambios en el mo-
vimiento rotacional. Ambas fuerzas son funciones de la posicién y velocidad
relativa ri — rj y vi — vj.

Bosquejo del algoritmo para la dinamica molecular

La simulacién de dindmica molecular se hace de acuerdo al siguiente algo-
ritmo:

1. Inicializacion: Las coordenadas y orientaciones angulares de las particulas
(ri, ) y sus derivadas con respecto al tiempo ¢ son dadas.

2. Predictor: Se calculan las coordenadas y sus derivadas con respecto al
tiempo de las particulas en el tiempo ¢t + A¢ como una expansién en serie
de Taylor de los valores en el tiempo t utilizando un esquema de integracién
predictor-corrector.

3. Fuerzas: a) Seleccién de la interaccién entre pares. b) Célculo de la fuerza
de interaccién entre un par de particulas y entre las paredes y las particulas,
basadas sobre las coordenadas y velocidades predichas. El célculo de las fuerzas
es Unico en el modelo utilizado.

4. Corrector : El segundo paso del esquema de integraciéon es el corrector,
en el cual se corrigen las coordenadas y sus derivadas temporales usando las
fuerzas calculadas en el tercer paso de la simulacién ([24]).

5. Extraccion de datos: Los datos deseados se graban.

6. Finalizacion del programa: El programa termina después de un cierto
tiempo predeterminado, o cuando un evento en el que se tiene especial interés
ocurre, como por ejemplo, cuando el intruso alcanza la superficie del medio.

Para sistemas donde la duracion tipica de una colisiéon es mucho mas corta
que el tiempo medio entre dos colisiones sucesivas de una particula, las particulas
muy raramente estan en contacto con mas de una particula. Asi, la mayor parte
del tiempo cada una de las particulas se mueve sobre una trayectoria balistica,
interrumpida por las colisiones con otras particulas por un tiempo breve. Lo que
implica que las colisiones entre los pares de particulas puede ser consideradas
como eventos instantaneos y cada uno de ellos puede ser tratado por separado.

En algunos casos los detalles de la fuerza de interaccion entre las particulas
granulares no se conoce como funcién de la posicién relativa |ry — ra|, la velo-
cidad relativa |vq1 — va| y la orientacién, ya que al derivar una funcién de este
tipo se requiere una descripciéon microscépica de la particula material, es decir,
una descripcion utilizando los conceptos de la mecénica del medio continuo, la
cual podria ser muy complicada.
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4.2.2. Dinamica molecular guiada por los eventos
Idea general

Al método de simulaciéon de dindmica molecular discutido en la subseccién
anterior se le suele llamar dindmica molecular basada en fuerzas; este esquema se
ha aplicado en la simulacion de varias situaciones en medios granulares; Hay una
variante concocida como método de simulacién guiada por los eventos (Event-
Driven Molecular Dynamics).

La principal suposicion de este tipo de dindmica molecular es que en cual-
quier instante en el sistema entero, ocurre al menos una colisién de duracion
infinitesimal ([31]). Esta colisién altera las velocidades de las particulas involu-
cradas en la colision, la cual estéd caracterizada por los coeficientes de restitucion.
Con la hipétesis de una duracion infinitesimal, dichos coeficientes describen la
mecanica del par de particulas de forma completa, y por lo tanto es innecesario
gastar tiempo en el cdlculo de las trayectorias. Durante los intervalos de tiempo
entre las colisiones, las particulas se mueven en trayectorias balisticas, por lo que
las posiciones de las particulas en el tiempo posterior a la colisién pueden ser
calculadas en un paso. Este algoritmo es mas eficiente que el basado en fuerzas,
ya que evita la integracién numérica de la ecuaciones de movimiento.

Colisién de particulas.

La velocidad relativa de las particulas en colisién ¢ y j en el punto de con-
tacto, gij, estd determinada por las velocidades rotacional y translacional de las
particulas:

gj = (vi—wix Rej)— (vj+uw;x Rejj)
= vij — R(wi +wj) X ejj, (4.8)
con vi; = vi—Vj, R el radio de la particula, y ej;;” el vector unitario de la
particula ¢ a la particula j. Las velocidades normales y tangenciales en la colision
estan dadas por las proyecciones:

g = (- ejel
gl = —ef} x (e} x gj). (4.9)

Los coeficientes de restitucion en la direccién normal y tangencial, €™ y ¢, estan
definidos como:

(g!“.)’ = —a"g{}, con0<eg" <1
ghy = &lgh con —1<e"<1 4.10
ij 1)

donde los simbolos primados denotan los valores de las funciones después de las
colisiones. Como recordamos del capitulo 1, las velocidades después de las coli-
siones se pueden escribir como funciones de las velocidades antes de la colisiéon y
los coeficientes de restitucién. A este conjunto de funciones se les conoce como
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regla de la colisién y tienen la forma

1+em J(et —1)
. = s — n — ?.
Vi Vi 2 gij + 2~(J i 1) gij»
vi = wvi+ 14&" n_ J(Ef_ 1)gt
. o2 Y g4yt
gt —1
wi/ = Wwi— = § X ¢ 3
2R(J + 1)( i)
I et -1 n t
wi' = wj— 72R(j+ ) (eij X gij), (4.11)
donde J = J /mR2. Este conjunto de ecuaciones como se puede ver, es un

sistema que contiene 12 variables desconocidas, 6 para las componentes de las
velocidades y 6 para las componentes del momento angular.

Bosquejo del algoritmo

Usando la regla de colisién (4.11), el algoritmo para la simulacién de un
sistema de muchas particulas tiene la siguiente estructura:

1. Inicializar las posiciones rj, velocidades v; y velocidades angulares w; de
las N particulas que forman el sistema en el instante ¢ = 0.

2. Determinar el tiempo t* > 0 cuando la siguiente colisién en el sistema
ocurre, es decir, el tiempo:

t* = min(tij >0: |I‘i(tij) — I‘j(fij)| =2R, 1,5 =11, ,N) (412)

3. Determinar las posiciones de todas las particulas en el instante t*. En la
ausencia de campos externos estas posiciones estan dadas por

ri=r;+ (t* —t)vi, (4.13)
o para campo externo constante, por ejemplo, el campo gravitacional G, por
1
ri=ri+ (" —t)vi + 5G(t* —1)% (4.14)

4. Calcular las nuevas velocidades transaccionales y rotacionales de las particu-
las que chocan I y J por medio de la regla de la colisién (4.11):

vi: = vi(vi, vy, wi,wy)
vy: = vi(vi,vy,wi,wg)
wr: = wi(vi, vy, wi,wy)
wy: = wi(vi,vy,wr,wy). (4.15)
5. Adaptar el sistema al tiempo
to= . (4.16)

6. Proceder con el paso dos del algoritmo.
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Ventajas y deventajas del método de simulacién

Antes de mencionar las desventajas que presenta la dindmica molecular lle-
vada por los eventos, es necesario hacer notar que este presenta, al menos, dos
ventajas con respecto a la dindmica molecular basada en fuerza:

a) No es necesario conocer la fuerza de interaccién como una funcién de las
posiciones de las velocidades y las posiciones de las particulas. Los coeficientes de
restitucion " y €' se pueden determinar de forma experimental como funciones
de la velocidad relativa gi; y usar directamente.

b) El esfuerzo computacional es determinado por el nimero de colisiones.
No es necesario gastar tiempo en la simulacién en el cdlculo de las trayectorias
y velocidades de las particulas entre las colisiones.

La desventaja que aparece en la simulacién usando dindmica molecular guia-
da por eventos es que para sistemas tridimensionales, el tiempo de simulacién
puede llegar a ser muy grande.

4.2.3. Simulacién directa de Monte Carlo
Idea general

A diferencia de la dindmica molecular basada en fuerza o la dindmica molecu-
lar guiada por los eventos, los cuales se basan en el cdlculo de las trayectorias que
siguen las particulas, el método de simulacién directa de Monte Carlo(DSMC)
es un método no determinista. Aunque las trayectorias de las particulas no se
calculan, el DSMC describe muchas observaciones experimentales para siste-
mas que estan en estados de equilibrio, asi como para sistemas que estan fuera
de equilibrio. Para establecer el algoritmo del DSMC sera necesario recordar un
poco de la terminologia introducida en el capitulo 2, relativo a la teoria cinética.

El estado de un gas granular esté descrito por una funcién de distribucién de
una particula (que se considera puntual), f(r,v,t), la cual cuantifica el nimero
infinitesimal de particulas, f(r,v,t)drdv, las cuales estdn localizadas en un vo-
lumen infinitesimal dr en la posicién r y cuyas velocidades estédn en el intervalo
infinitesimal dv cercanas a v, asi, la integracién sobre el espacio fase completo
da como resultado el niimero total de particulas:

/f(r,v, t)drdv = N. (4.17)

La funcién de distribucién describe el sistema completamente al nivel de gra-
nos. Los campos hidrodindmicos del flujo de densidad del niimero de particulas,
la velocidad de flujo u(r,t), y la temperatura granular se escriben simplemente
como los momentos de la funcién de distribucién:

/f(r,v,t)dv7
/uf r,v,t)dv,

—n(r,t)kpT(r,t) = m/v—u 2 f(r,v,t)dv. (4.18)

n(r,t)

n(r,t)u(r,t)
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Este conjunto de integrales es el punto de partida para el modelo hidrodinamico
de la teoria de gases granulares. Toda la hidrodindmica basada sobre la funcién
de distribucién f(r,v,t), depende de las propiedades de las particulas y de su
interaccion.

La idea de DSMC es determinar la funcién de distribucién dependiente del
tiempo f(r,v,t) por medio de una simulacién de cuasi-particula. La dindmica
de la funcién de distribucién estda gobernada por la ecuacién de Boltzmann
([31]). Naturalmente, esta ecuacién no describe el movimiento de las particulas,
como lo hace la ecuacién de Newton, sino un flujo de probabilidad que depende
del tiempo. Asi, las cuasi-particulas en DSMC son probabilidades en lugar de
particulas reales.

Cada particula de un sistema contribuye a la funcién de probabilidad f(r, v, ),
de acuerdo a sus coordenadas y sus velocidades. Asi, la ecuacién de Boltzmann
puede, por un lado, ser derivada de la dindmica de las particulas ([21]). Por otro
lado, la ecuacién de Boltzmann puede ser transformada dentro de una dindmica
de cuasi-particulas ([6]). Esta es la idea de la simulacién directa de Monte Carlo.

Bosquejo del algoritmo

Para la simulacién de un sistema dado, se deben definir dos constantes, el
tamafio del paso de tiempo AT y el tamano de la caja Lpor = L/Npos, donde L
es el tamano del area del cubo de simulacién y Ny, es el niimero de cajas en cada
dimension espacial. Para un sistema en equilibrio, Ly, vy AT se pueden elegir
como constantes de la simulaciéon. En general AT y Ly, pueden ser funciones
del tiempo.

Para sistemas donde la velocidad térmica decae varios 6rdenes de magnitud,
se llega rdpidamente a un estado de equilibrio y esto lleva a la formacién de
estructuras.

Cada ciclo de iteracién del algoritmo DSMC consiste de seis pasos:

1. El paso de tiempo At es elegido, de tal forma que Ly, /At es varias veces
mas grande que la velocidad promedio de la particula. Este valor es estimado
por medio de la temperatura actual del gas granular.

2. Las particulas son propagadas a la velocidad actual, despreciando las
colisiones:

r;=r; +v;At, i=0,...,.N —1. (419)

3. Las posiciones y velocidades de las particulas son modificadas de acuerdo
a las condiciones de frontera, una vez mas despreciando las colisiones entre
particulas.

4. Las particulas son asignadas a sus cajas de acuerdo a sus posiciones r;j.

5.- Las velocidades de las particulas son modificadas debido a las colisiones.
Las colisiones son determinadas aleatoriamente, dependiendo de las caracteristi-
cas termodindmicas locales.

6. El tiempo del sistema es avanzado, t =t + At.

La iteracién es repetida hasta que ¢t > tfinai
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4.2.4. Dinamica de cuerpo rigido
Idea general

Mientras la dindamica molecular estd siempre basada en la evaluacion de
las fuerzas de interaccién, la dindmica de cuerpo rigido (algunas veces llamada
dindmica de contacto) estd basada en la idea opuesta. Las fuerzas de interac-
cién son determinadas de los requerimientos de consistencia del comportamiento
de las particulas. Este método supone particulas perfectamente rigidas. Como
ejemplo, considérese una esfera rigida en reposo sobre una superficie rigida pla-
na. Sobre ella actudn dos fuerzas, la gravitacional, (—mg) y la fuerza de contacto
vertical (F™), para que se pueda hacer F™ = 0, la esfera se deberia mover hacia
abajo con una aceleracion g, es decir, deberia penetrar la superficie. Este es un
comportamiento imposible desde el punto de vista fisico por la propia eleccion
de la fuerza F". El comportamiento correcto de la esfera es asegurado por un
conjunto simple de condiciones:

Condicién 1: Las fuerzas de contacto han de ser elegidas de tal forma que
se evitan las deformaciones mutuas de las particulas en contacto.

Condicién 2: Las fuerzas de contacto se anulan cuando el contacto se rom-
pe.

Condicién 3: No hay fuerzas normales atractivas.

Condicién 4: Las fuerzas de friccién actuan de forma paralela al plano
de contacto, es decir, perpendiculares a F™. Sea F™* la fuerza tangencial que es
necesaria para evitar que dos particulas se deslicen. Entonces la fuerza tangencial
es |F| = man(|F*|, |uF™|). Si la particula se desliza, la fuerza de friccién adopta
su valor maximo |F| = |uF"|, de acuerdo con las leyes de friccién seca de
Coulomb. Su direccién es opuesta a la aceleracidon tangencial relativa.

Bosquejo del algoritmo

El estado de un sistema granular estd descrito por las posiciones y orienta-
ciones de sus particulas y por sus derivadas temporales correspondientes. Los
contactos entre las particulas se pueden clasificar como de deslizamiento y ad-
herencia. La red de contactos es modificada eventualmente por la creacién y
rompimiento de contactos, asi como por la transformacién de contactos de pe-
gado en contactos de deslizamiento y viceversa. Cuando la red de contactos es
modificada, el estado del sistema cambia cualitativamente. La simulacién pro-
cede en pasos de tiempo discretos. Cada uno de ellos consiste en:

1. Deteccién del contacto: Todos los contactos existentes son registrados.

2. Tratamiento de las colisiones: Una colisién tiene lugar si dos particulas
en contacto se mueven a velocidad relativa negativa. En este caso ninguna fuerza
finita de contacto puede evitar la deformacion de las particulas, ya que cualquier
fuerza por muy grande que sea, necesita un tiempo corto pero finito. Asi las
deformaciones mutuas no deben ser omitidas. Por lo tanto, las colisiones deben
ser tratadas separadamente.

3. Pérdida de los contactos: Después de la colisién, un nimero de particu-
las en contacto tienen una velocidad normal relativa positiva, es decir, estas
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particulas pierden el contacto, y asi, se quita de la lista de contactos.

4. Formulaciéon de ecuacion de geometria: Las componentes normales
de las velocidades relativas en todos los contactos tendera a cero. La ecuacion
de la geometria contiene toda la informacioén acerca de las redes de contacto del
sistema.

5. Célculo de las fuerzas: Por medio de la ecuacién de la geometria se
calculan las fuerzas y aceleraciones relativas.

6. Integracién de las ecuaciones de movimiento: Finalmente, la ecua-
cién de movimiento es integrada para todas las particulas. Cuando se hace esta
operacion, puede ser necesario adaptar la ecuacién de la geometria y recalcular
las fuerzas.

4.2.5. Autdédmatas celulares

Este modelo fue propuesto por Bak, Tang y Wiesenfeld (BTW) ([6]) con
el propédsito de estudiar sistemas en estado de auto-organizacién critica. Sin
embargo el modelo de autématas celulares estd directamente relacionado con
los procesos de avalancha, aunque se deben tener ciertas precauciones al hacerse
esta generalizacién.

La idea general es la de apilar cuadrados para formar columnas contiguas de
acuerdo al siguiente conjunto de reglas:

1) La diferencia de alturas entre dos columnas adyacentes no puede ser més
grande que dos unidades. Esto simula efectivamente el dngulo de reposo, el cual
no puede exceder un valor critico sin que el sistema se colapse.

2) Cuando una columna se rearregla a s{ misma como consecuencia de la
excesiva altura relativa a sus vecinas se involucra el movimiento de un conjunto
de dos celdas unitarias. Esto es parecido al efecto dominé en una avalancha.

Cualquier configuracién inicial es permitida para alcanzar el estado de equi-
librio de acuerdo con estas reglas. El resultado final es un sistema estable, el
cual se toma como configuracion inicial para los subsecuentes experimentos. En-
tonces se agregan cuadrados individuales de forma aleatoria al edifico en cada
unidad de tiempo. Cada uno de estos eventos inicia un proceso de relajacion del
sistema, sujeto a las mismas reglas. Como se supone que la superficie del fondo
es de tamano finito, los cuadrados no se pueden acumular en esta regién.

4.2.6. Reconstruccién del fondo a la superficie

Mientras que en las simulaciones de dinamica molecular el sistema acoplado
de las ecuaciones de Newton es resuelto para todas las particulas, la idea funda-
mental de la reconstruccién del fondo a la superficie, es la de considerar el movi-
miento de las particulas secuencialemente. La deposicién de las particulas de un
empacamiento granular, por ejemplo, un montén sobre el plano (z,y,0), procede
como sigue: La primera particula es insertada en la posicién (2t yinit yinit),
La coordenada zi" debe ser més grande que la altura final esperada del montén,
las coordenadas z¢" y xi" pueden ser elegidas de forma aleatoria o fija. La
particula entonces cae hasta el fondo en la posicién (z{", yi" R;). En esta
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posicion la particula permanecerd fija, entonces la segunda particula es inser-
tada en la posicion (2% yinit zinit) vy cae a la posicién (i yint Ry), y
asi sucesivamente.

En general el movimiento de cada particula i es calculada con las paredes y
las otras particulas ya depositadas j = 0, 1, ..., i—1 consideradas como obstaculos
fijos. Las posiciones de las particulas no son influenciadas por el movimiento de
una nueva particula. Asi, la trayectoria de cada particula es calculada mientras
la fuerza de gravedad se toma en cuenta en la fuerza de arrastre. Las otras
particulas y las paredes establecen las condiciones de frontera del movimiento.
En esta forma, el sistema de ecuaciones de Newton para el problema de N
cuerpos es desacoplado y se tienen ecuaciones de particula independiente([31]).

A pesar de ello, el método no es aplicable para muchas situaciones. Como sélo
una particula se mueve en el tiempo, las trayectorias obtenidas son diferentes
de aquellas obtenidas al resolver las ecuaciones de Newton.

4.2.7. Dinamica Browniana para la simulacion de flujos
granulares

La dindmica de Langevin se ha utilizado para modelar varios sistemas gra-
nulares, en particular, las propiedades del tamano en los mecanismos de segre-
gacion. Los experimentos muestran que los flujos granulares no son homoégeneos
sino que tienden a formar ciimulos. Ciertamente la presencia de aire tiene mucho
efecto en la formacién de éstos.

Para derivar la ecuaciéon de Langevin de particulas interactuantes en una
tuberia es necesario primero obtener la ecuacién de Boltzmann. Considerése
primero el movimiento de una sola particula ¢ moviéndose en una tuberia vertical
bajo la accién de la gravedad mg. La direcciéon positiva x apunta hacia abajo,
es decir, en la direccién de la gravedad. La ecuaciéon de Langevin se escribe

i‘i = V;
mo; —mg — yv; + /2E7&(t). (4.20)
La fuerza friccional vyv; y la fuerza aleatoria de Langevin /2E~¢;(t) descri-
ben la interaccién de la particula con las paredes. Para la fuerza aleatoria, la
interferencia blanca se supone de la forma

&@) = 0
(&g ) = dijot—t') (4.21)

La energia térmica F = kpT esta determinada por la temperatura granular
T la cual caracteriza el movimiento aleatorio de las particulas granulares. La
expresién para la intensidad del ruido +/2E7 es exacta sélo en el equilibrio
térmico. Es decir, no toma en consideracién la interaccién de particulas. En el
estado estacionario se espera una distribucion de Maxwell para la velocidad de

la particula de valor medio v° = L.
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La distribucién de la probabilidad p(z,v,t) de encontrar particulas en el
tiempo ¢, en la posicién x, y con una velocidad v estd gobernada por la ecuacién
de Fokker-Planck sin colisiones

op 0 B) v Eyd°p
E+%(vp)+%{<g—g>p]—ww—o (4.22)

Para incorporar el efecto de las colisiones en el modelo considérese primero
el problema relacionado siguiente: En 1971 Prigogine y Herman estudiaron el
trafico vehicular sobre un camino e investigaron la formacion espontdnea de
atascos de trafico. Para la interaccion de los automoéviles supusieron que los
mas rapidos 7 en la parte trasera adoptan la velocidad de los més lentos j en
frente cuando los alcanzan. Después de la interacciéon ambos carros se mueven
a la misma velocidad v;.

Aunque hay una estrecha relacién entre el flujo de trafico y el flujo de me-
dios granulares, la aplicacion directa de la ley de interaccién entre vehiculos a
particulas granulares es problematica ya que éste viola la conservacién de mo-
mento para las colisiones entre particulas. Esta restriccién puede ser evitada si
se supone que inmediatamente después del choque entre particulas sucede un
choque entre las particulas y las paredes, por lo que el momento de la particula
estd principalmente determinado por sus interacciones con las paredes y la vio-
lacién del principio de conservacién de momento para colisiones entre particulas
es insignificante. El tubo en si mismo no pertenece al sistema descrito por (4.20),
es decir, no cambia su momento por medio de las colisiones con las particulas.
Por lo tanto, para el flujo estacionario se puede suponer que el incremento de
momento es debido a la gravedad y es absorbido por las paredes via choques
inelasticos.

Para derivar la ecuacion de Boltzmann se necesita la integral de colisién. La
densidad de probabilidad p(x,v,t) de particulas en la posicién = moviéndose a
velocidad v es incrementada por las colisiones con las particulas viajando més
rapido a velocidad v' > v:

200

ya que las particulas més rapidas adoptan la velocidad v de las méas lentas. La
razén del cambio de la densidad de probabilidad causada por una colisién con
una particula a velocidad v’ es proporcional a las densidades de probabilidad
en vy v y ademds a la velocidad relativa de las particulas en colisién v/ — v.
La integracién se hace sobre el intervalo [v,00) ya que una colisién ocurre sélo
si v/ > v, en otro caso la distancia entre ambas particulas se incrementa y la
colisién no puede ocurrir. Por otro lado, la probabilidad p(x, v, t) decrece debido
a las colisiones con las particulas méas lentas, es decir, v/ < v:

2

o /00 p(x,v,t)p(z, v t) (v —v)dv' (4.23)

ganado

x — /OO p(x,v,t)p(z, v, t) (v —v")dv (4.24)

perdido
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Combinando las ecuaciones (4.23) y (4.24) la ecuacién de Boltzmann para
la densidad de probabilidad para una particula p(z,v,t) tiene la forma:

0 0 0 Ev 9?2
=L+ —(vp)+—[<g—%>p}— 120 =

ot O v m2 92
C / plx,v,t)p(z, v t) (v —v")dv' =
C p(O;:, v, t)n(z, t)(u —v) (4.25)

donde u es la velocidad material. La seccién efectiva C' es una constante compli-
cada cuyo valor estd determinado por la geometria de la tuberia y las propieda-
des de las particulas granulares, las cuales deben ser determinadas experimental-
mente. La ecuacién de Boltzmann (4.25) describe la dindmica de la densidad de
probabilidad de las particulas granulares en en la tuberia cuando las colisiones
son consideradas. Esta tiene una solucién estacionaria

0 - ™ 0 M~ u0)2
P = " exp[ 2y V")

L (mg—ChpTon?)
B 0

™ - £ (4.26)
kp

Suponiendo el equilibrio termodindmico local, las ecs. (4.26) se pueden sus-
tituir en (4.25), para obtener una vez més la ecuacién de Fokker-Planck

dp 0 o F(n,T) v Ev 0%p B

m m

Esta ecuacién tiene la misma forma que la ecuacién (4.22) si la gravedad es
reemplazada por una fuerza local autoconsistente F'(n,T')

F(n,T)=mg— CkpT(z,t)n(z,T). (4.28)

Al comparar con (4.20), se obtiene finalmente la ecuacién de Langevin para
una particula granular fluyendo a través de una tuberia bajo la accién de la
gravedad y considerando las colisiones de las particulas:

I.l' = U;

my; = F(n(x,t),T(zi,t)) — yvi + /2Ev&(t). (4.29)

Estas ecuaciones han sido derivadas para simular flujos granulares usando
dinamica de Langevin. La discretizacion de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas tales como (4.29) difiere de la discretizacién de las ecuaciones diferenciales
ordinarias: la accion de la parte determinista es proporcional al paso del tiem-
po At, mientras que la accién de la parte estocdstica es proporcional a vAt,
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reflejando el hecho de que la solucién de una ecuacién diferencial estocastica no
tiene derivada en el tiempo. Asi, al discretizar la ecuacién de Langevin se tiene

zi(t+ At) = x;(t) + vi(t) At
vit+A) = vit)+ =[F(n(zi,t), T(x:,t) —yv)At + — \/2E7A {4.30)

SIH

con z un nimero aleatorio. Este conjunto de ecuaciones se pueden usar directa-
mente como una regla de iteracién para la simulacién nimerica.

4.3. Resultados numéricos

En esta seccion se explicard la elecciéon del método numérico utilizado, se
describira el programa utilizado y se mostraran los resultados obtenidos.

Como se habra notado, al estudiar el fenémeno de segregacién dentro del
modelo hidrodindmico se llega a un conjunto de ecuaciones andlogas a las de
Navier Stokes en mecédnica de fluidos; evidentemente intentar resolverlas nume-
ricamente hubiera sido una tarea dificil.

En la seccién anterior se han presentado todo un conjunto de métodos de
simulacion en medios granulares que se pueden agrupar en dos grandes clases, los
métodos deterministas, que tienen por objetivo calcular las trayectorias de las
particulas que forman el medio; a tal grupo pertenecen la dindmica molecular,
la dindmica molecular guiada por los eventos, la dindmica de cuerpo rigido,
la reconstruccién del fondo a la superficie y los autéomatas celulares; por otro
lado, estan los métodos probabilisticos, los cuales sélo calculan los promedios de
ciertas propiedades del medio tales como la velocidad; a este grupo pertenecen
la simulacién directa de Monte Carlo y la dindmica Browniana.

La reconstruccion del fondo a la superficie y los autématas celulares son muy
apropiados en el estudio de la formacién de pilas y avalanchas, mientras que la
dindmica Browmiana y la simulacién directa de Monte Carlo se utilizan en el
estudio de los flujos granulares.

Para el estudio del efecto de la nuez de Brasil resultaba mas adecuado usar
un método de tipo dinamica molecular, la dindmica molecular guiada por los
eventos, la dindmica de cuerpo rigido o el el elementos discretos que se esboza
a continuacion y es en el que estd basado el programa usado en esta tesis.

El método de elementos discretos es una variacién de la dindmica molecular,
es decir, las ideas fisicas tras la simulacion son las mismas: resolver las ecuaciones
de Newton para las particulas. La diferencia esta en el método de integracion
de dichas ecuaciones, ya que mientras que la dindmica molecular usa predictor-
corrector, el método de elementos discretos usa diferencias centrales, que son las
adecuadas para el tipo de trayectorias que aparecen en nuestro problema.
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4.3.1. Descripcion del Programa Utilizado para las simu-
laciones

Para las simulaciones de este trabajo se utilizé un programa escrito por Carl
Wassgren y que fue proporcionado por Roberto Zenit del Instituto de Investi-
gaciones en Materiales de la UNAM. El programa utiliza elementos discretos.
Es un modelo bidimensional. La condicién inicial se crea en forma aleatoria. Se
permite variar con facilidad los parametros involucrados en la simulacion, tales
como la amplitud de la perturbacion, la frecuencia de la oscilacion, etc. Tam-
bién se permite generar medios granulares con cualquier niimero de particulas
de diferentes propiedades.

El método de elementos discretos simula el comportamiento mecanico de un
medio formado por un conjunto de particulas que interaccionan entre si a través
de sus puntos de contacto. La disposicién de las particulas dentro del conjunto
global del sistema o medio es aleatoria, por lo que se puede formar medios con
diferentes tamanos de particulas distribuidos a lo largo del conjunto, idealizando
de este modo la naturaleza granular de los medios que usualmente se analizan y
se simulan mediante esta técnica numérica. Principalmente se pueden distinguir
las diferentes propiedades bésicas que definen de forma global y a grandes rasgos
este método de andlisis numérico:

a) las particulas como elementos discretos conforman el sistema complejo de
pariculas.

b) Estos elementos distintos se desplazan independientemente unos de otros
e interaccionan entre si en las zonas de contacto.

¢) En este método a nivel de cada particula se hace uso de la mecdnica del
cuerpo rigido y los elementos discretos se consideran elementos rigidos.

El modelo constitutivo que define el comportamiento global del material es
establecido en las zonas de contactos entre particulas. La caracterizacion de los
contactos en el modelo se describe por los siguientes elementos mecanicos:

1. Resortes: Los elementos muelles describen la fase de comportamiento
elastico del medio en la zona de contacto entre particulas. Este comportamiento
elastico queda caracterizado por dos muelles, uno en la direccién de contacto
normal y otro en la direccién tangencial, los cuales corresponden con la descom-
posicién de fuerzas de contacto que se usan en la formulacién del método.

2. Pistones: Por su parte los pistones son elementos que toman en cuenta
la viscosidad del medio que se simula. En la formulacién establecida indistin-
tamente pueden emplearse varios modelos de contacto viscoso y no viscoso, lo
que permite aplicar el modelo a un gran niimero de problemas mecéanicos, tanto
elasticos como viscoelasticos.

3. Elementos de friccion : Los elementos de friccion describen la pérdida
de contactos y el fallo del material en la zona de contacto entre particulas.
Cuando en el contacto se produce un rompimiento, esta particula se desprende
del medio.

Como el medio es descrito por un sistema de particulas es necesario emplear
la ecuacién de balance de la cantidad de movimiento. Supéngase para ello un
sistema discreto formado por n elementos distintos tal que para cada particula
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1 tiene una masa m;, que se mueve con una aceleracién a; y estd sometida a
una fuerza f;. En este caso la segunda ley de Newton establece que la fuerza
que actia sobre las particulas es igual a la masa de cada elemento discreto por
su aceleracién. Utilizando la definicién de aceleracién como la derivada de la
velocidad y teniendo en cuenta el principio de conservacion de la masa se tiene
fi = m;a; = mMm; (Z; = d(#;vl) (431)
Definiendo la cantidad de movimiento de la particula como el producto de su
masa por su velocidad m;v;, la ecuacién (4.31) expresa el hecho de que la fuerza
que actia sobre el elemento discreto es igual a la variaciéon de la cantidad de
movimiento de la misma. Aplicando este concepto y la segunda ley de Newton
al sistema de n particulas discretas se tiene:

R(t):Zfi:Zmiai:Zmi@ :M (4.32)

dt dt

2

partiendo del hecho que se cumple el principio de conservacién de la masa.

La ecuacién anterior expresa el hecho de que la resultante de todas las fuerzas
que acttiian sobre el sistema discreto de particulas es igual a la variacién por
unidad de tiempo de la cantiadad de movimiento del mismo.

La ley de Newton proporciona una relacion fundamental entre el movimiento
del sistema de particulas y las fuerzas que causan dicho movimiento. El sistema
de fuerzas puede estar en equilibrio estatico cuando las particulas no estdn en
movimiento, es decir, no actiian fuerzas sobre los diferentes elementos o el medio
en cueston.

Las fuerzas, los desplazamientos, tensiones y deformaciones son determina-
dos a nivel de cada contacto entre los diferentes elementos. En correspondencia
con el modelo constitutivo empleado, estos elementos mecénicos son descom-
puestos en sus componentes normales y desviadoras.

La formulacion establecida para el desarrollo del modelo mediante elementos
discretos, adopta las siguientes hipétesis:

1. Las particulas o elementos son considerados como cuerpos rigidos.

2. El contacto ocurre en un punto o una area muy pequena entre cada par
de particulas.

3. En las uniones entre particulas se considera que existen contactos entre
los elementos discretos.

4. Todas las particulas son circulares.

5. La generacién del medio empleando elementos discretos es aleatoria.

6. Se trabaja en el campo de las pequenas deformaciones.

7. El comportamiento constitutivo en la zona de contacto emplea una to-
lerancia (separacién / penetracién) donde las particulas se les permite cierta
penetracion (separacién) en el punto de contacto, lo que implica desde el punto
de vista numérico un contacto aproximado.

8. La distancia de penetracion y la separacion estédn relacionadas con la fuerza
de contacto, la ley de fuerza-desplazamiento (modelo constitutivo de contacto);
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y la magnitud de estos es pequena con relacién al tamano de los elementos
discretos o particulas.

En la formulacién del modelo se pueden incluir elementos rigidos o paredes
a los cuales se les pueden imponer condiciones de contorno como velocidades,
desplazamientos, etc.

Bosquejo del algoritmo

La simulacién del método de elementos discretos se hace de acuerdo al si-
guiente algoritmo:

1. Se Inicializa Is simulacién del medio ambiente y los estados de las particu-
las.

2. Se deteminan las fuerzas actuando sobre cada particula.

Fi=> (bi+cij)

3. Se integran las ecuaciones de movimiento.

4. Se extraen los datos y se hacen mediciones.

5. El programa termina después de un cierto tiempo predeterminado, o cuan-
do un evento en el que se tiene especial interés ocurre, como por ejemplo, cuando
el intruso alcanza la superficie del medio.

4.3.2. Resultados numéricos

A continuacién se presenta un conjunto de ilustraciones de las simulaciones
numéricas més representativas. Se utiliza la siguiente notacion: d; para el didme-
tro de las particulas grandes, ds para el de las pequenas, w para la frecuencia
de oscilacién, I' para la aceleracion adimensional, p; para la densidad de los
intrusos y ps para la densidad de las particulas pequenas.

Figura 4.1: Simulacién inicial y final con d; = 4ds, ds = 1,p5 = 500, p; = 100,
150 particulas pequenias y un solo intruso,I' = 12, w = 6.( Vedse el video Cl.avi
anexo )
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Figura 4.2: Simulacién inicial y final con d; = 3d,, ds = 1,p5 = 2500, p; = 500,
150 particulas pequenas y un solo intruso,I’ = 30, w = 10

Figura 4.3: Simulacién inicial y final con d; = 3d,, ds = 1,p5 = 2500, p; = 278,
150 particulas pequenias y un solo intruso,I' = 30, w = 10. (Vedse el video C2.avi
anexo.)

Las primeras cinco figuras muestran el fenémeno de la nuez de Brasil, en
dichas simulaciones se consideraron variaciones de masa y se mantuvieron cons-
tantes la razon de los didmetros, al aceleracién adimensional y la frecuencia de
oscilacion. Se pudo observar que entre mayor masa tenga el grano tarda méas
tiempo en elevarse. La figura (4.6) muestra el efecto inverso; en este caso la
aceleracién adimensional se tomé muy grande comparada con la frecuencia.
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Figura 4.4: Simulacién inicial y final con d; = 3ds, ds = 1,p5 = 2500, p; = 278,
150 particulas pequetias y un solo intruso,I’ = 30, w = 10. (Vedse el video C3.avi
anexo )
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Figura 4.5: Simulacién inicial y final con d; = 3ds, ds = 1,p5 = 2500, p; = 750,
150 particulas pequetias y un solo intruso,I’ = 30, w = 10. (Vedse el video C4.avi
anexo)
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Figura 4.6: Simulacién inicial y final con d; = 2ds, ds = 7,ps = 500, p; = 500,

300 particulas pequenas y un solo intruso,I' =6, w =1
(Véase la pelicula C5.avi anexa)
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Figura 4.7: Simulacién inicial y final con d; = 2ds, d; = 7,ps = 500, p; = 500,
300 particulas pequenas y 4 intrusos,I' =6, w =1
. (Véase la pelicula C6.avi anexa)
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4.4. Conclusiones

En la tesis se estudiaron algunos aspectos sobre el fenémeno de la nuez de
Brasil y su efecto inverso para un medio sujeto a vibraciones verticales sinu-
soidales, en particular las condiciones para que se puedan observar cada uno de
los diferentes procesos.

Usando el modelo hidrodindmico basado en la aproximacién de un intruso se
llega a la condicién de transicion entre el efecto de la Nuez de Brasil y el efecto
inverso, el cual muestra una dependencia en la temperatura granular, el factor
de compresibilidad y la masa de las particulas. Algunos de estos factores no se
consideran en los experimentos numéricos.

Utilizando simulaciones de elemento discreto, se llevaron acabo experimentos
numeéricos para el caso de un intruso inmerso en un medio formado por particulas
mas pequenas, se encontrd para varios de los experimentos el efecto de la nuez
de Brasil, mientras que encontrar las condiciones del efecto inverso fue un poco
méas complicado.

Uno de los problemas que presenté la simulacién, fue el hecho de que no se
puede tener un control sobre las condiciones iniciales. Es decir, a pesar de que
se pueden especificar el nimero de particulas y sus propiedades fisicas, no se
pueden especificar sus posiciones iniciales.

Los mecanismos que tienen mayor impacto en el efecto de la nuez de Brasil
son: el de percolacién y el de conveccion, como se puede ver de los resultados
numéricos. Mientras que para que se de el efecto inverso es necesario que la
probabilidad de que caigan las particulas grandes sea aproximadamente igual a
la probabilidad de que caigan las particulas pequenas, lo cual se logra al romper
con el estado de condensacién por parte de las particulas pequenas y que las
particulas grandes se condensen en el fondo del contenedor.

Las condiciones bajo las cuales se da el efecto inverso de la nuez de Brasil son
mucho mas especiales que las condiciones para que se de el efecto directo, ya que
se necesitan amplitudes grandes de oscilacién, y como las amplitud es directa-
mente proporcional a la aceleracién adimensional, e inversamente proporcional
al cuadrado de la frecuencia de oscilacién, se tienen que utilizar frecuencias
suficientemente bajas.
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