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Resumen

FEn la presente tesis se trabaja con el tema de la acreciéon de una nube de gas en rotacién
hacia un objeto compacto. En este tipo de fenémenos es comun encontrarse con que el gas
en acrecion forma una estructura de disco alrededor del cuerpo central. El estudio de los
discos de acrecién es un tema relevante en astrofisica que se presenta en distintos escenarios
a través de un amplio espectro de escalas de tiempo, longitud y energia. Entre las distintas
aplicaciones tenemos: formacién estelar al interior de nubes de gas y polvo, fuentes de
rayos X, destellos de rayos v y nucleos activos de galaxias. Los tltimos tres fenémenos
se encuentran entre los mas energéticos conocidos en el universo y se piensa que son el
resultado de la acreciéon de grandes cantidades de materia hacia agujeros negros. En el
capitulo 1 de esta tesis se discute la relevancia de los procesos de acrecién.

El primer modelo de un flujo de acrecién con rotacién fue propuesto por Ulrich en
1976. Ulrich consideré una nube de extension infinita en rotacién que es acretada hacia el
potencial newtoniano producido por un cuerpo masivo. Este resultado constituye la base
de un nimero importante de trabajos posteriores que estudian la formacion, desarrollo y
propiedades de los discos de acrecion. En el capitulo 2 se hace una descripcion detallada
de este modelo, discutiendo sus principales caracteristicas y deficiencias.

En el capitulo 3 se propone una extensién del modelo de Ulrich en la que se trabaja con
una nube de tamano finito. Como resultado se obtiene un modelo analitico con pardmetros
facilmente ajustables para la descripcién de una amplia variedad de fenémenos astrofisicos.
Para algunos valores de estos parametros se encuentra que, tanto las lineas de corriente
como el campo de densidad obtenidos, varian sensiblemente de los resultados que surgen
de aplicar el modelo tradicional de Ulrich.

Con el fin de generalizar el modelo propuesto en el capitulo 3 al caso relativista, en el
capitulo 4 se estudia el movimiento de particulas de prueba bajo la influencia del potencial
correspondiente a un espacio-tiempo de Schwarzschild. Finalmente, en el capitulo 5 se
construye dicha generalizacion y se discuten sus propiedades. Como campos de aplicacién

para este modelo se tiene la acrecién hacia estrellas de neutrones y agujeros negros.



Capitulo 1

Fenomenos de acrecion

En astrofisica se le llama acrecién al fenémeno en el cual una nube de gas y polvo es
capturada dentro del pozo de potencial generado por alguna fuente compacta. Podemos
hablar de flujos de acrecién hacia estrellas, enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros

negros.

Hoy en dia se cree que la acrecién es el mecanismo detras de los fenémenos mas ener-
géticos conocidos en el universo, tales como fuentes de rayos X, explosiones de supernova

(tipo Ia), nicleos activos de galaxias, colapsares y destellos de rayos .

Para hacernos una idea del orden de magnitud de la energia liberada en un proceso
de acrecion, pensemos en una particula de prueba de masa m que es atraida hacia un
potencial central newtoniano. Digamos que esta particula parte de infinito en un estado
de reposo con lo que su energia total (energia potencial més cinética) es igual a cero. De
acuerdo a la mecénica clasica, cuando esta particula de prueba llega a una distancia r del

cuerpo masivo su energia potencial estd dada por

V(r) = —G]\fm (1.1)

donde M es la masa del objeto central y G la constante de la gravitaciéon universal. Dado
que la energia total es constante a lo largo del movimiento de la particula, necesariamente
ésta ha ganado una energia cinética K(r) = —V/(r) de forma que la energia total siga
sumando cero. En otras palabras, si v es la velocidad con la que se mueve la particula a

una distancia r del cuerpo central, entonces
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K(r) = %mzﬂ - G]‘fm. (1.2)

Supongamos ahora que un mecanismo externo es capaz de frenar por completo a la

particula a una distancia R de la fuente de potencial. Este mecanismo puede consistir en el
encuentro con alguna nube de gas o incluso en la colisién con la propia superficie del cuerpo
central. Si el mecanismo de frenado es totalmente eficiente tendremos que una fraccién
importante de la energia cinética que ha ganado la particula en cuestiéon es convertida
directamente en energia térmica. Esta energia contribuye a elevar la temperatura de los
alrededores y, eventualmente, saldra emitida en forma de radiacién electromagnética.

En un escenario ideal, donde se esté alimentando con gas a una tasa de acrecién rm (masa
total inyectada por unidad de tiempo) directamente sobre la superficie de una estrella de
radio R, tendremos que la luminosidad generada al frenar sibita y eficientemente a las
particulas del mismo esta dada por

1. o GMm ry . o

L _ _Ts ey 2
L= 5W" = —p— = g hc Eme (1.3)

donde 74 := 2GM/c? es el radio gravitacional del objeto central y ¢ es la velocidad de la
luz en el vacio. El pardmetro £ := rs/2R es el factor que mide la eficiencia de convertir
masa en reposo a luminosidad.

Fendémenos como la fusién y la fisién nuclear son procesos donde la masa en reposo se
transforma en radiacién electromagnética y en energia térmica. Por ejemplo, en la cadena
p-p (la principal via de generacion de energia nuclear para estrellas como nuestro sol) el
valor del factor de eficiencia es ¢ ~ 7 x 1073 (Mendoza, 2003). En contraste, para un
proceso de acrecién hacia una estrella de neutrones este factor puede alcanzar un valor de
£ ~ 0.1; si en lugar de una estrella de neutrones tratamos con un agujero negro es posible
alcanzar valores cercanos a £ = 0.4 (Glendenning, 2000). A partir de aqui podemos ver
que, a excepcién de la aniquilacién particula antiparticula (donde £ = 1), el fenémeno de
acrecién es el mecanismo de conversién de masa en reposo a energia luminosa maés eficiente
en el universo.

En una situacién mas realista el gas que es atraido hacia un objeto compacto poseera cier-
to grado de momento angular. El resultado de la acreciéon de una nube de gas en rotacién
es la formacién de una estructura de disco alrededor del cuerpo central (cf. Shapiro &
Teukolsky (1983)). Sobre este disco se acumula material que adopta érbitas més o menos

circulares, cada una con la velocidad kepleriana correspondiente. La diferencia de velocidad



entre anillos contiguos promueve la apariciéon de efectos viscosos, a partir de lo cual, las
particulas del gas dentro del disco ceden momento angular hacia los anillos exteriores y
se desplazan en espiral hacia el centro. De esta forma, en el disco se establece un flujo de
material hacia el objeto central a expensas del transporte de momento angular hacia el ex-
tremo del disco. Como resultado de la migracion de los elementos del gas hacia las regiones
interiores del disco se producen esfuerzos viscosos entre las distintas capas del mismo. Esta
friccién se traduce en energia térmica que sale finalmente como radiacién proveniente de

la cara superior e inferior del disco de acrecién.

De lo dicho anteriormente, tenemos que el gas en un disco de acrecién alrededor de una
estrella de neutrones o de un agujero negro de masa estelar alcanza temperaturas tales
(~ 107K) que es capaz de radiar en la frecuencia de los rayos X. Por su parte, la acrecién

I es el mecanismo responsable de la alta luminosidad

hacia un agujero negro supermasivo
de los nucleos activos de galaxias (Shapiro & Teukolsky, 1983; Glendenning, 2000; Hubeny

et al., 2000).

En general, la descripcién del flujo de acrecién hacia un objeto compacto y del patrén
de radiacién emitido conlleva calculos complejos. Esto se debe al gran niimero de elementos
que intervienen en el estudio. Lo primero que debe de hacerse es determinar el grado de
simetria que posee el flujo; por lo general, se tendra un flujo tridimensional que varia con
el tiempo. En algunos casos ideales se podra simplificar el andlisis tras suponer simetria
esférica (unidimensional), cilindrica (bidimensional) o bien una situacién estacionaria. En
relacion a la geometria del flujo se tienen que determinar las condiciones de frontera tanto

en la superficie de la estrella como lejos de ella, donde el gas se une con el medio interestelar.

A continuacién nos encontramos con los factores que intervienen en el estudio hidrodi-
namico del gas en acrecién. Entre ellos se tiene los detalles del transporte radiativo, esto
es, la informacién acerca de cémo se calienta y enfria el gas. Este calculo debe hacerse
de forma autoconsistente puesto que la distribucién de temperatura del gas depende del
campo de radiacién pero al mismo tiempo contribuye a éste.

Otro factor importante es la dependencia de la dinamica del gas en el campo magnético
que surge de la interaccién de las particulas del gas ionizado con los campos magnéticos
producidos por algtin agente externo, por el mismo gas en rotacién y por el objeto central.
Adicionalmente tenemos el papel de la presién de radiacién (viento generado en la estrella)

como un agente que se opone a la caida del gas. Por ltimo esta la contribucion del campo

M > 105 — 109 Mg, donde Mg = 1.989 x 1033 g es la masa del sol.



6 1. FENOMENOS DE ACRECION

gravitacional del gas en acrecién a su propia dindmica, esto es, la naturaleza autogravitante
del gas.

Después de haber enumerado los distintos factores que deben tomarse en cuenta al hacer
el andlisis completo de un flujo de acrecién, no es de sorprenderse que este problema haya
sido resuelto de forma analitica para muy pocos casos y unicamente tras haber supuesto
un buen numero de simplificaciones. En el siguiente capitulo vamos a describir en detalle
una de estas soluciones: el modelo de Ulrich (1976) que describe un flujo ideal de acrecién

con rotacién.



Capitulo 2

Modelo de acrecion de Ulrich

62.1. Introduccién

En 1952 Herman Bondi introdujo el primer modelo con simetria esférica del flujo de
acrecion hacia un objeto central. Bondi considerd una nube de gas infinita dentro de la cual
se encuentra un objeto masivo y compacto cuyo campo gravitacional newtoniano domina
sobre la autogravedad de la nube. Tras asumir un régimen estacionario, Bondi fue capaz de
integrar las ecuaciones hidrodindmicas para obtener una descripcién analitica del flujo. Con
el tiempo este modelo se ha convertido en una pieza importante para entender diferentes
procesos de acrecion en el universo; usandose, por ejemplo, para estimar la tasa de acrecion
en sistemas dentro de un amplio rango de escalas, desde acrecién estelar hasta acreciéon en
cimulos de galaxias (cf. Frank et al., 2002).

En 1976 Roger Ulrich modificé el modelo de acrecién de Bondi al considerar una
situacién mas realista donde la nube posee cierto grado de rotacién; en su modelo la nube
rota como un cuerpo rigido alrededor de un eje sobre el que se encuentra el objeto central.
Las variables que describen el proceso de acrecion tienen simetria cilindrica.

El modelo de Ulrich considera un objeto central de masa M que se encuentra dentro
de una nube de gas de extensién infinita. Lejos de la estrella la presiéon pg y la densidad
po del gas son constantes. El momento angular especifico h de los elementos del gas en
el ecuador de la nube tiene un valor de hg. El gas es inyectado con una tasa de acrecién
constante M. Se asume un proceso de acrecién estacionario lo suficientemente lento como
para que la masa M del objeto central pueda considerarse constante. En lo que respecta

al campo gravitatorio, se asume que la atraccién generada por el cuerpo central es mucho
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mayor que la autogravedad del gas y, en consecuencia, se desprecia el efecto de esta ltima
sobre la trayectoria que siguen los elementos del gas en acrecion.

La siguiente aproximacion importante que hace el modelo es despreciar el efecto de
los gradientes de presién y del cambio de la energia interna del gas conforme éste cae
hacia el cuerpo central. Lejos del objeto central, siempre que la densidad y temperatura
de la nube de gas sean suficientemente bajas, es de esperar que esta aproximacién sea
valida. Para las regiones proximas al origen, esta suposicion serd valida una vez que el
flujo haya alcanzado una velocidad supersénica y que tanto el calentamiento debido a
radiacién como los efectos viscosos sean despreciables (Cassen & Moosman, 1981). Esta
aproximacion, donde el gas es considerado como un conjunto de particulas no interactuantes
y cuyo movimiento es determinado por el campo gravitatorio de un objeto central, recibe
el nombre de aproximacién balistica.

El modelo de Ulrich es el primer modelo de acrecion que predice de manera natural la
formacién de un disco ecuatorial donde se acumula material de la nube. Cualitativamente
podemos entender la formacién de un disco de la siguiente manera. Dada la geometria del
problema el flujo de acrecién es simétrico respecto a la reflexion en el plano ecuatorial.
Cuando las lineas de flujo provenientes del hemisferio norte se encuentran en dicho plano
con aquellas provenientes del hemisferio sur, se genera un frente de ondas de choque. Es
claro que el resultado de este encuentro involucra procesos turbulentos donde debe hacerse
un anélisis hidrodindmico completo y donde la aproximacion balistica ya no es valida. Sin
embargo, por mas complicado que sea este choque, a través de determinados procesos de
transporte radiativo (que el modelo no toma en cuenta), la energfa cinética asociada a la
componente de la velocidad del flujo normal al plano ecuatorial sale del sistema en forma
de radiaciéon. En consecuencia, una particula del gas que llega al plano ecuatorial pierde
subitamente la componente de su velocidad normal al plano y se ve obligada a seguir una
nueva trayectoria dentro del mismo. Es entonces que surge en el ecuador una estructura
de disco.

La forma en la que el modelo de Ulrich toma en cuenta el proceso antes descrito
es seguir las lineas de corriente sélo hasta que se alcanza el plano ecuatorial. A partir
de ahi los elementos de gas acretado salen del problema analizado y se incorporan a un
disco infinitamente delgado. El modelo asume que la presencia de este disco no modifica
el curso de los elementos de gas que siguen cayendo. A partir de esta observacién queda
claro el porqué el modelo de Ulrich se ha usado para obtener las condiciones iniciales en

simulaciones numéricas que tratan con la formacién y posterior evolucién del disco de
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acrecion (cf. Lin & Pringle, 1990; Stahler et al., 1994; Nagel, 2007).

El modelo de Ulrich fue originalmente propuesto para dar cuenta de las observaciones
de un tipo de estrellas que reciben el nombre genérico de T Tauri. Estas son estrellas de
formacién reciente que apenas comienzan a disipar el gas de la nube que las originé. Parte
de este gas forma un disco de acrecién alrededor de la nueva estrella. El material que es
acretado dentro del disco es responsable en gran medida de la luminosidad y del espectro
de emisién de estas fuentes.

Para hacernos una idea de la escala sobre la cual esperamos encontrar un disco de
acrecién consideremos lo siguiente. Debido a que el momento angular del flujo de acrecién
se conserva, entonces debe cumplirse que a partir de cierto momento la fuerza centrifuga
(h?/73) se equilibra con la fuerza gravitacional (GM/r?). Este equilibrio se alcanza en el

punto 7, = h?/GM, en el cual un disco con este radio se forma en el plano ecuatorial.

§2.2. Construccion del modelo de Ulrich

Consideremos un elemento de fluido que forma parte de la nube y que comienza a
ser acretado desde infinito. Llamemos 6y al dngulo polar que marca su posicién inicial. A
partir de la distribucién de momento angular que describe la rotacion de la superficie de
una esfera rigida, tenemos que el momento angular especifico h de este elemento de fluido

estd dado por

h = ho Sineo. (2.1)

Dentro de la aproximacién balistica tanto el momento angular como la energia total de
cada particula del gas son constantes de movimiento. La energia total por unidad de masa

estd dada por

=5 t503 = cte. (2.2)

Ahora bien, en el modelo de Ulrich se considera que las particulas comienzan su viaje
desde infinito con velocidad radial nula. De esta manera, y como hg es una cantidad finita,
la energia especifica es exactamente cero para todos los elementos del gas.

Del problema de Kepler de la mecénica no-relativista (Landau & Lifshitz, 1989), sabe-
mos que la orbita de la particula esta restringida a un plano. En el caso de energia total

igual a cero la érbita corresponde a una parabola. Ademaés, si ¢ es el dngulo medido sobre



10 2. MODELO DE ACRECION DE ULRICH

dicho plano respecto al origen entre la posicién inicial de la particula y su posicién en r,

la ecuacion de la érbita es

p

EE S 2.3
" 1 cosy’ (2.3)
donde,
h2
= 2.4
P=anm (24)

es el lado recto de una parabola cuyo foco coincide con la posicién del cuerpo central.

Sustituyendo la ec. (2.1) en la ec. (2.4) llegamos a

p = 7y sin’ by, (2.5)

donde r, := h% /GM que, como veremos més adelante, corresponde al radio del disco de
acrecién que se forma en el ecuador.

Hasta el momento hemos visto como escribir a r como una funcién del dngulo azimutal
@ en el plano de la érbita. Fijémonos en una trayectoria particular con posicién angular
inicial en (fy, ¢g). Llamemos S al sistema de referencia cuyo ecuador coincide con el plano
de la trayectoria en cuestién, esto es, con coordenadas (r, ¥ = 7/2, ). Ahora procederemos
a efectuar un par de rotaciones con el propésito de obtener una descripcién en términos
del marco de referencia general R con coordenadas (r, 6, ¢) y cuyo eje polar coincide con
el eje de rotacién de la nube.

Para relacionar a R con S primero hacemos una rotacién en ¢g sobre el eje zr. Con esto
permitimos que la particula provenga de cualquier direccion inicial. Después hacemos una
segunda rotacién sobre el eje yg resultante en un dngulo de m/2 — 6y con lo que llegamos
al marco de referencia orbital S. Estas dos operaciones conducen a las siguientes relaciones

entre angulos

cosf tan 6g

cos(¢ — ¢o) = —— (2.6)

tanf’

cos(p = 0) = o

donde el dngulo ¢g es aquel para el cual 7(pg) = 9. Como en el presente caso tenemos
ro = 00, obtenemos g = 0. La primera de estas relaciones permite encontrar una expresion
para las lineas de corriente en la que la simetria cilindrica del problema se hace evidente

puesto que no intervienen los dngulos ¢ y .
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Antes de dar la solucién de Ulrich, reescribamos al problema en un lenguaje adimen-

sional mediante las siguientes sustituciones

r (Y

P

— — T, — U (i:’f‘, 95 ¢)’ — P, (27)
T Uy Pu
donde la velocidad v, y la densidad p,, estan definidas como
GM\ 2 M
— - 2.8
G = (2.9

la velocidad v, corresponde a la de una particula que sigue una trayectoria circular de
radio 7, bajo la influencia de un campo central newtoniano.

Las soluciones analiticas para las lineas de corriente, el campo de velocidad v; (i =
r,0,¢) y la densidad p para un flujo de acrecién con rotacién estan dadas por (Ulrich,
1976)

. 9
0
r=—m 0 (2.9)
1 — <cos
cos Oy
.2
sin® 0y
= 2.10
YT sing’ ( )
vg = sin fo (cos? By — cos® §) 12 (2.11)
rsind ’ '
. 1/2
v — _sin 0y (cosby+ cosb 7 (2.12)
r cos gy — cos b
sin 0 cos26\ 2 3cos?hy — 1 -1
= 1—— 14— . 2.13
P 72 ( cos? 90> * r (2.13)

La ec. (2.9) se encuentra al sustituir la primera relacién entre dngulos dada en la ec. (2.6)
dentro de la ec. (2.3). La ec. (2.10) se sigue directamente de la conservacién del momento
angular. Para obtener la ec. (2.11) se deriva la segunda relacién dada en la ec. (2.6). Para la
ec. (2.12) se usa la ecuacién de conservacion de energia. Por 1ltimo, la ec. (2.13) se obtiene
a partir de la ecuacién de continuidad.

Cada linea de corriente queda determinada univocamente por el par de coordenadas

angulares 6y, ¢g9. No obstante, también pueden utilizarse a r y 6y como variables inde-
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pendientes para encontrar los campos de velocidades y de densidad. Al fijar 6y nos colo-
camos sobre una linea de corriente representativa de todos aquellos elementos de fluido que
comienzan su viaje desde el paralelo que resulta de la interseccién del cono 6 = 6y con la
superficie de la esfera de radio infinito. Después, al ir disminuyendo en r desde co vamos
descendiendo a lo largo de dicha linea de flujo hasta llegar al plano ecuatorial. En cada
punto (r,6p) se encuentra 6 a través de la ec. (2.9) y de esta manera es posible evaluar el

resto de las cantidades descritas por las ecs. (2.12) - (2.13).

§2.3. Lineas de corriente y campo de densidad

En la Figura 2.1 se muestra una proyeccion de las lineas de corriente provenientes de un
meridiano fijo sobre el cascardn esférico inicial situado en infinito. En otras palabras, estas
lineas de flujo comparten el dngulo ¢q inicial. La proyeccién en esta figura estd hecha sobre
el plano perpendicular a la direccién original, esto es, sobre el plano dado en coordenadas
esféricas por ¢ = ¢g + /2.

En la Figura 2.2 se presentan las mismas lineas de corriente pero bajo una construccién
diferente. En este caso se toma la misma familia de lineas de flujo pero ahora la gréafica se
construye al barrer el plano ¢ = cte desde la posicién ¢y hasta ¢g + 7/2. En este momento
la diferencia entre estas dos figuras parece irrelevante, sin embargo, en la siguiente seccion
veremos que el segundo método descrito para presentar las lineas de corriente es mas
adecuado que el primero ya que, en ciertos casos, éste presenta intersecciones falsas entre
las distintas lineas de corriente producto sélo de la proyeccién realizada.

Tanto la Figura 2.1 como la Figura 2.2 son independientes del angulo ¢g escogido,
poniéndose asi de manifiesto la simetria cilindrica del problema con el que tratamos.

En estas figuras también podemos ver que cuando g — 0 las componentes polar y
azimutal de la velocidad se anulan, con lo cual las lineas de corriente tienden a hacerse
paralelas al eje de rotacién.

De sustituir # = /2 en la ec. (2.9) obtenemos la distancia r = sin?fy a la cual llega
cada linea de corriente al plano ecuatorial. Luego, al sustituir este resultado dentro de la
ec. (2.13) encontramos la siguiente expresién para el perfil de densidad sobre el disco de

acrecion

1

= 2.14
P 5o 0o sin By ( )
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A partir de esta ultima expresién vemos que la densidad es singular en dos puntos: 6y = 0y
6y = /2 que corresponden al origen y al borde del disco (g = 7/2, r = 1) respectivamente.
Este ultimo comportamiento se debe a haber considerado un disco infinitamente delgado.

En la Figuras 2.3 y 2.4 se muestra el logaritmo de la densidad. En ambas figuras
podemos observar la divergencia de la densidad en los puntos antes senalados.

1

0.5 |
N S —— = |
-0.5
1 . . L . . ,
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.1: Lineas de corriente para el flujo de acrecién del modelo de Ulrich. Se presenta
una proyeccion de las trayectorias de los elementos de fluido provenientes de un mismo
meridiano (mismo ¢g) sobre el plano normal a esta direccién. En el modelo las lineas de
corriente colisionan con su contraparte simétrica al llegar al plano ecuatorial de manera
tal que la componente de la velocidad en direccién ortogonal a dicho plano se termaliza.
Las particulas quedan rotando alrededor del eje z por conservacién de momento angular
formandose asi un disco. Las longitudes estdn medidas en unidades de r,.

0.5
-0.5
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
R

Figura 2.2: Se presenta el mismo flujo que en la figura anterior sélo que en este caso
el gréfico se genera no mediante una proyeccién sino a través del barrido de un plano
ortogonal al ecuador que, fijado en el eje polar, barre desde ¢ = ¢ hasta ¢ = ¢pg + 7/2 a
la familia de lineas de corriente provenientes de ¢ = ¢¢. Las longitudes estdn medidas en
unidades de 7.
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-2 -15 -1 -05

Figura 2.3: Se grafican isocontornos del logaritmo de la densidad para el modelo de Ulrich
(ver ec. (2.13)) para los valores p = —0.55, —0.47, —0.35, —0.2, 0.0, 0.5, 1.0. Obsérvese
que la densidad crece conforme nos acercamos al ecuador de manera que podemos iden-
tificar una estructura con forma de disco. Las longitudes estdn medidas en unidades del
radio del disco 7, y la densidad en unidades de py,.

2.5

log(p)

Figura 2.4: Se grafican cortes del logaritmo de la densidad (ver ec. (2.13)) para los valores
de z =0, 0.15, 0.3, 0.5. Los tres puntos de divergencia en el corte z = 0 son evidentes.
Las longitudes estdn medidas en unidades de r, y la densidad en unidades de p,,.



Capitulo 3

Acrecion de una nube finita

En el capitulo anterior se introdujo el modelo de Ulrich (1976), se detallaron las hip6tesis
sobre las cuales se sustenta y se discutieron algunas de sus limitaciones. Entre sus desven-

tajas se encuentra que:

Se hace un estudio balistico y no hidrodinamico del flujo de acrecién.
e Se asume un alto grado de simetria en las condiciones iniciales.
e Supone una nube inicial de radio infinito.

e Asume una velocidad radial inicial nula.!

De estas cuatro desventajas sélo las dos ultimas pueden ser sobrellevadas facilmente
sin perder la posibilidad de obtener una solucién analitica al problema. El modelo que se
propone en este capitulo representa una generalizacion del modelo de Ulrich en la que se
extiende el estudio a un flujo de acreciéon desde una nube de gas de extension finita con una
velocidad inicial no necesariamente nula. No obstante, se mantendran como suposiciones
que el flujo ha alcanzado un régimen estacionario y que la masa del objeto central se
mantiene constante. Trabajaremos ademas dentro de la aproximacién balistica.

Partiendo de estas suposiciones se construye la solucién analitica de un flujo cilindri-

camente simétrico que predice la existencia de un disco de acrecién alrededor del objeto

!Esta caracterfstica junto con un tamaifio finito de la nube original implican una densidad inicial po
infinita pues, de acuerdo a la ec. (3.1), si la tasa de acrecién M es una constante, entonces v,, — 0 implica
que la densidad diverge en el borde de la nube.
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central. Tanto el campo de velocidades como de densidad varian sensiblemente de la solu-
cién dada por Ulrich para valores de los parametros con aplicacién a sistemas astrofisicos.
También se muestra que las trayectorias no son todas parabdlicas sino que pueden ser
cualquier seccion cénica y, una vez que las condiciones de frontera han sido seleccionadas,
pueden ser de diferente tipo para cada elemento de fluido.

Como justificacion a esta extension del modelo de Ulrich podemos resaltar que en
muchas de las situaciones astrofisicas en las que este modelo ha sido utilizado (cf. Cassen
& Moosman (1981); Mendoza et al. (2004)) se ha dado por hecho que éste es vilido a
pesar de que el analisis sea aplicado a una nube de gas finita y no infinita. La modificacién
de las condiciones de frontera conduce a un modelo més realista con aplicaciones a una
amplia variedad de problemas de acrecién. En principio, esta extensién del modelo puede
modificar los resultados de un buen nimero de trabajos que tratan con distintas situaciones
astrofisicas (cf. Ulrich (1976); Lin & Pringle (1990); Stahler et al. (1994); Mendoza et al.
(2004); Nagel (2007)).

Este modelo tiene como principal campo de aplicacién el estudio de la formacién estelar
en regiones donde una nube de gas colapsa bajo la accién de distintos tipos de mecanismos
externos. Ejemplos de agentes externos son la eyeccion de material estelar en la forma
de vientos o de explosiones de supernova asi como el frente de radiacién ionizante prove-
niente de una estrella. Cada uno de estos mecanismos establecerd condiciones de frontera

particulares para el colapso de la nube de gas que forma a la estrella.

§3.1. El modelo y el campo de velocidades

Consideremos una nube de gas esféricamente simétrica y un radio caracteristico rg a
partir del cual el material de la nube es acretado de forma estacionaria hacia un objeto
masivo. Por comodidad tomemos la posicién de este objeto como el origen de un sistema de
coordenadas esféricas donde r, 0, ¢ son la coordenada radial, el &ngulo polar y el azimu-
tal respectivamente. Supongamos que los elementos de fluido que componen al cascarén
esférico situado en 7y siguen un movimiento de cuerpo rigido en la direccion del angulo
azimutal, de forma tal que el momento angular total de la nube de gas apunta en la direc-
cién del eje polar. Adicionalmente, los elementos de fluido sobre la superficie de la esfera
de gas tienen una componente de velocidad radial constante v,, asi como una densidad pg
también constante.

Puesto que el gas esté siendo acretado desde r en forma estacionaria, la tasa de acrecién
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M evaluada sobre cualquier esfera de radio r < r es constante y estd dada por

M = 4772 pouy, .- (3.1)

Una particula del gas situada en (rg, 6p, ¢p) posee un momento angular especifico h

dado por

h = ho sin90. (32)

Tal como en el capitulo anterior tenemos que tanto la energia total como el momento
angular son constantes de movimiento a lo largo de cada trayectoria. La energia total

especifica E esta dada por

1 1r? GM 1 1h2sin?0y GM
ot T AR i L U i) (3.3)
2 2 72 r 2702 g o
Introduzcamos ahora dos pardametros adimensionales u y v definidos como
h2 T2 ’U2
2 0 u 2 To
— = -2 = , 3.4
. T‘%Eu 7“(2) g E, (3.4)

con r, = hg /GM, el radio del disco en el modelo de Ulrich y E, = GM/r, la energia
potencial especifica de una particula de fluido situada en r,. El pardmetro g incorpora
la hipétesis de una nube finita de forma que al considerar u — 0 se tiene rg — o0o0. Por
su parte, con el pardmetro v se introduce la posibilidad de una velocidad radial inicial
diferente de cero. Al tomar =0y v = 0 debe de recuperarse el modelo de Ulrich.

Usando estos parametros, la ec. (3.3) se reescribe en forma adimensional como

e =1+ p?sin? O — 24, (3.5)

donde la energia adimensional ¢ estd dada por ¢ := 2E/E,,.

De la solucién al problema de Kepler sabemos que la trayectoria de cada particula
de fluido esta contenida en un plano y es descrita por una seccién cénica; el origen de
coordenadas, donde se encuentra el cuerpo central, representa uno de los focos de dicha
curva. Definamos la posicién de la particula sobre el plano de la érbita por medio del angulo
azimutal ¢, el cual en la posicién inicial tiene el valor ¢, es decir, r(pg) = rg. La ecuacién

para la trayectoria de cada elemento de fluido es (Landau & Lifshitz, 1989)
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2
po S0 b (3.6)
1 —ecosyp

donde la distancia estd escalada en unidades de 7, y e es la excentricidad de la érbita

definida por

e =11+ esin? 6. (3.7)

Efectuando las mismas rotaciones descritas en la seccién §2.2 se obtienen las siguientes

expresiones que relacionan a los angulos ¢, ¢q, 0, 09, ¢ v ¢o:

cos 6 tan 6y
cos(y — o) = B’ cos(¢ — do) = (3.8)
Usando la ec. (3.8) para reescribir a la ec. (3.6) se obtiene que
sin2 00
= 7 3.9
1—ecos(’ (3:9)
donde
_1 [ cosfO
¢ = cos + ®o- (3.10)
cos 6y

Por otra parte, usando las condiciones de frontera se encuentra la siguiente relaciéon para

el angulo ¢q

esin g = vsin . (3.11)

La ec. (3.9) es la expresion para las lineas de corriente. En lo que respecta al campo de
velocidades empezamos con vg. Usando la conservacion del momento angular se tiene
d¢  hsinfy

vy =rsinfd— =
¢ dt rsing’

(3.12)

o bien, en forma adimensional usando a v, = GM /hy como unidad para medir la velocidad,

SiIl2 90
U¢ =

(3.13)

rsiné’

Una vez que encontramos vy, las componentes vg y v, se obtienen de las siguientes relaciones
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dg  df vy dr drog
_ 40 _de L= 3.14
YT T dpsme’ T at dd - (3.14)
Usando estas identidades junto con la ecs. (3.2), (3.8) y (3.9) se llega a
vg = sin 0 (cos? By — cos® 9)1/2 (3.15)
o7 rsing 0 ’ '
o = _esin 0g sin ¢ (3.16)

rl—ecosC

§3.2. Campo de densidad

Para encontrar una expresién del campo de densidad, partimos de la ecuacién de con-

tinuidad en una situacién estacionaria

V- (pv) = 0. (3.17)

Tomemos un volumen de integracién consistente en un “tubo” construido de manera tal
que su superficie lateral esté limitada por lineas de corriente mientras que sus tapas por
secciones esféricas, la superior a r = 1/u = ro/ry y la inferior a cualquier distancia r tal

que 0 < r < 1/p. Integrar a la ec. (3.17) sobre el volumen descrito resulta en

pv -da = pv -da (3.18)
r=1/p r
Tomando en cuenta que el elemento de area diferencial estd dado por
da =r*sinfdfdpe, +rsinddrdpey +rdrdfey, (3.19)
la ec.(3.18) se transforma en
sin 0 dfy dgg = —p v, > sin 6 d do, (3.20)

donde la densidad se ha medido en unidades de p, de forma tal que (po/p.)v/p? = 1.
Recurriendo a la simetria de las cantidades involucradas en esta ecuacion respecto al angulo

azimutal podemos integrar a la ec. (3.20) sobre ¢ desde 0 hasta 27 y al fin obtener



20 3. ACRECION DE UNA NUBE FINITA

~ 1sinfp o6 -t

Por otro lado, a partir de la ec. (3.9), se sigue que

sinf (06 1 3cos?y — 1 cos? 0\ /2
2 (27 2 14+ 222 07 9)cosfpcosf ) (1 — ——
r'Sin 6 <890>T sin90{< + r pEOST0 €08 ) < cos? (90> *

(1 + cos? 0 — 2 cos® 90) }

sin 0
(3.22)

Al substituir a las ec. (3.22) y (3.16) dentro de ec. (3.21) llegamos al campo de densidad de

particulas requerido

in 6 3cos?fy — 1 29\ 1/
p281n20{<1+c080—2ucos«9()cos«9> <1_(mz> +
r T cos? 0y

(3.23)

v

—1
- (1—1—00529—2005290)} .
sin 6y

En este caso tenemos que el perfil de densidad sobre el plano ecuatorial esta descrito
por
(14 vsinfy)?

= .24
sin 0y cos? 0p(2 + vsinbp)’ (3:24)

de donde vemos que el origen y el borde del disco son puntos singulares del campo de

densidad, tal como ocurre en el modelo de Ulrich.

63.3. Disco de acrecion

Por los mismos argumentos que se usaron en la seccién §2.2, las lineas de corriente del
flujo de acrecion se cortan abruptamente al llegar al plano ecuatorial donde contribuyen a
la formacién de un disco.

Para obtener la expresién del radio del disco rg, tomemos 6§ = 7/2 en la ec.(3.9),

i.e. consideremos particulas sobre el plano ecuatorial. A continuacién tomamos el limite



§3.4. CONVERGENCIA AL MODELO DE ULRICH 21

0y — /2 para llegar al borde del disco con lo cual

_ 1
C14v

Td (3.25)

Claramente si v = 0, el radio del disco del presente modelo es igual al radio del disco en el
modelo de Ulrich.
A partir de la ec. (3.25) se obtiene que la condicién para que el disco de acrecién sea

menor que la nube que lo origina

<1+ (3.26)

De esta manera, podemos tener nubes de gas con radios menores que el radio del disco en el
modelo de Ulrich (¢ > 1) siempre y cuando la velocidad radial inicial sea lo suficientemente

grande.

63.4. Convergencia al modelo de Ulrich

Como se vid en la seccion §3.1 para recuperar el modelo original de Ulrich a partir del
presente desarrollo debemos tomar =0y v = 0.

Al sustituir estos valores de los parametros del modelo obtenemos que:

e=0, =0, e=1, (3.27)

con lo cual recuperamos las trayectorias parabdlicas del modelo de Ulrich. Por su parte el
campo de velocidades y densidad dados en las ecs. (3.13), (3.15), (3.16) y (3.23) convergen

a aquellos de las ecs. (2.12)-(2.13) respectivamente.

63.5. Lineas de flujo

En la Figura 3.1 se muestran las lineas de corriente del flujo descrito por la ec. (3.9)
para un valor fijo de p y diferentes valores de v. Esto es, estamos comparando diferentes
escenarios de acrecién que parten de una nube del mismo tamafio y con el mismo momento
angular pero con distintos valores de velocidad radial inicial. En la figura observamos cémo
conforme aumenta el valor del parametro v, el radio del disco de acrecién que se forma en

el ecuador va disminuyendo.
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Figura 3.1: La figura muestra ejemplos de las lineas de corriente del flujo de acrecion
para el valor fijo de p = 1.28 y para diferentes valores del pardmetro v. De izquierda a
derecha y de arriba a abajo estos son v = 0.28, 0.80, 3.20, 12.80. Cada punto sobre una
linea de las graficas corresponde a la interseccion de la linea de corriente real con un plano
¢ = const conforme este ultimo es barrido desde ¢ = 0 hasta ¢ = 7/2. La razén por
la cual se ha graficado de esta manera y no con una proyeccién directa de las lineas de
corriente sobre el plano ¢ = cte es porque con este ultimo método surgen intersecciones
falsas de las lineas de corriente. En estas graficas se ha escalado la distancia en unidades
del radio inicial 79 a fin de poder hacer una comparacién entre los diferentes casos. En el
primer cuadro el radio del disco es igual al radio de la nube inicial.

En la Figura 3.2 se muestran cuatro ejemplos de las lineas de corriente para un valor
del radio del disco 74 igual a un medio del radio de la nube inicial (rqy = 1/2u). Los paneles

inferiores de la Figura 3.2 tienen “tridngulos” trazados encima que representan zonas fuera
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del alcance del presente modelo debido a que su frontera consiste en intersecciones reales
entre lineas de corriente que se traducen en singularidades del campo de densidad. Clara-
mente ésta es un caracteristica irreal que surge de haber hecho un andlisis balistico. En
este caso resulta que las lineas de corriente muestran intersecciones para v 2 1. Conforme
v aumenta estos tridngulos crecen hasta alcanzar una extension méas o menos fija a partir
de v 2 50.

Figura 3.2: La figura muestra las lineas de corriente que se obtienen a partir de valores de
los parametros p y v tales que el radio del disco sea la mitad del radio de la nube original,
esto es, rq = 1/2u. De izquierda a derecha y de arriba a abajo estos valores son p =
0.5, 0.81, 1.31, 51.01, » = 0.0, 0.64, 1.62, 101.0. Las regiones “triangulares” sombreadas
en los graficos inferiores representan zonas fuera del alcance del modelo delimitadas por
intersecciones de las lineas de corriente.
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La Figura 3.3 muestra isocontornos del logaritmo de la densidad para los mismos casos
de la Figura 3.2.

1

N - / \
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- - 0 1
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Figura 3.3: Se muestran isocontornos del logaritmo de la  densidad

en unidades de p,. De izquierda a derecha y de arriba hacia aba-
jo los wvalores de los isocontornos son {0.32, 0.4, 0.6, 0.75, 1.5, 1.75},
{0.3, 0.34, 0.4, 0.5, 0.65, 0.9, 1.3, 2.0}, {0.0, 0.13, 0.33, 0.45, 0.6, 1.0, 1.5, 2.0} y
{-1.0, —0.85, —0.65, —0.45, —0.32, —0.2, 0.0, 0.5}. Las regiones sombreadas en los
péaneles inferiores representan las zonas fuera del alcance del modelo.

En la Figura 3.4 se considera el caso v = 0 en el cual se cumple g = 0y rg = 1.
En la misma grafica se han sobrepuesto las lineas de flujo para tres valores distintos del

parametro pu, lo cual corresponde a tres valores del radio de la nube inicial.
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Figura 3.4: La grafica muestra una comparacién entre las lineas de flujo para tres valores
distintos del radio de la nube inicial pero para el valor comin v = 0. Estos valores son
ro/Ty = 00,2.46,1.38. La distancia estd medida en unidades de r,.

FEn la Figura 3.5 se presentan lineas de corriente, isocontornos y cortes de densidad
para tres casos donde u = 0, esto es, con un radio de nube inicial infinito. En este caso no
se presentan las intersecciones de lineas de corriente que se observaron en la Figura 3.2.

Esto nos indica que a partir de un valor de ry/r, estas intersecciones desaparecen.
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Figura 3.5: Se muestran tres ejemplos de flujos de acrecién para una nube infinita (1 = 0) con los valores del
parametro v = 0, 2, 100. Los paneles superiores corresponden al modelo de Ulrich. La distancia estd medida en
unidades del radio disco r4. En la primer columna se muestran las lineas del flujo; en la segunda aparecen isocontornos
del logaritmo de la densidad (en unidades de p,). De arriba hacia abajo los conjuntos de valores de isocontornos son
{—0.55, —0.47, —0.35, —0.2, 0.0, 0.5, 1.0}, {0.25, 0.4, 0.6, 0.8, 1.1, 1.5, 2}, vy {1.7, 1.8, 1.95, 2.1, 2.25, 2.5, 3, 3.5}.
En la tercer columna se muestran cortes del logaritmo de la densidad como funcién de la distancia ecuatorial R = rsin
a las alturas z = 0, 0.15, 0.3, 0.5. Nétese que en los tres casos el perfil para z = 0 diverge en R = 0, 1.
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§3.6. Relacion con las observaciones

Como ejemplo de aplicaciéon del modelo desarrollado en este capitulo, consideremos
el estudio del espectro de emisién proveniente de un niicleo protoestelar que tiene que
atravesar la nube de gas que lo originé antes de llegar al observador. En este tipo de estudios
se hace un calculo de transporte radiativo donde se toman en cuenta varios factores como:
luminosidad y composicion de la estrella, abundancia y propiedades épticas del material en
el nicleo, etc. No obstante, un ingrediente principal es la determinacién del espesor éptico
que presenta el gas de la nube progenitora. A grandes rasgos, el espesor dptico se calcula
al integrar la densidad del gas sobre una linea de visiéon (aunque al hacer esta integracion
hay que tomar en cuenta diferentes procesos de transporte radiativo). Muchos autores usan
para este célculo al campo de densidad dado por el modelo de Ulrich ( cf. Kenyon et al.,
1993; Butner et al., 1991; Adams & Shu, 1986; Whitney et al., 2003).

A continuacién se presenta una serie de figuras con la densidad superficial que se obtiene
de usar el modelo de Ulrich o bien la presente generalizaciéon. Con estas figuras se pretende
dar una idea cualitativa de la diferencia en el espesor 6ptico que encontrariamos en cada
€aso.

Para un disco de acrecion visto desde arriba, en la Figura 3.6 se presenta la densidad
superficial ¥ como funcién de la coordenada radial, tanto para el modelo de Ulrich (3,,)
como para su generalizacion (X, para el caso v,, = 0y X} para vy, = 5 X 10* cm/s).2
Esta comparacion se hace para tres casos representativos de 7o y € = hg/ro, tales que
7y = 20.4 AU es el mismo en todos. En los tres casos se ha tomado una masa de la estrella
central de M = 1 Mg, y una tasa de acrecién de M = 10~6 Mg /ano. De acuerdo con las
observaciones, el caso de mayor relevancia astronémica es (b) (Benson & Myers, 1989;
Jijina et al., 1999).

Como se discutié anteriormente, con el fin de tener una tasa de acreciéon constante,
si vp, = 0y 70 < 00, necesariamente pg = oco. Esta es una condicién irreal, por lo que,
de los casos mostrados en la Figura 3.6, 3 representa la situacién mas realista. En esta
misma figura vemos también que ¥, es menor que X, y ¥ en las regiones interiores de la
nube de gas. En consecuencia, entre los dos modelos el de Ulrich predice un mayor flujo
de radiacién. A partir de estas graficas vemos que los resultados obtenidos con el presente
modelo muestran importantes variaciones con aquellos obtenidos a partir del tradicional
modelo de Ulrich.

2Se propone este valor de vy, como un valor tipico de acuerdo a los resultados de Hennebelle et al. (2004)
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Figura 3.6: Se grafica la densidad superficial ¥ como funcién de la coordenada radial R
para un disco visto desde arriba. La integracién se ha hecho a partir del campo de densidad
dado por el modelo de Ulrich (¥,) y para el campo dado por la ec.(3.23) en el caso
vy =0 (v =0) (X4) y para v,, = 5x 10* cm/s (v = 0.075) (). En los tres casos se tiene
rw = 20.4AU, M =1 Mg y M = 10~% M, /afio. De arriba a abajo el valor de los restantes
pardmetros es: (a) 79 = 300AU, © = 10~s™! (u = 6.8 x 1072), (b) o = 3000 AU,
Q=10"8s"! (1=6.8x10"3) y (c) 70 = 30000 AU, Q =10"°s7! (1= 6.8 x 107%). La
distancia estd medida en unidades astronémicas y la densidad superficial en g/cm?.



Capitulo 4

Mecanica celeste alrededor de un

agujero negro de Schwarzschild

En el capitulo anterior se construyé un modelo de acrecién con dos parametros ajusta-
bles que cubren una amplia variedad de condiciones de frontera. El campo de aplicacion
de este modelo se encuentra en el estudio de la formacién estelar en regiones donde los
distintos mecanismos que disparan el proceso de acrecién imponen un gran espectro de
condiciones iniciales.

Como vimos en el capitulo 1, la acreciéon hacia objetos compactos, tales como estrellas
de neutrones y agujeros negros, es el proceso que da lugar a las fuentes luminosas méds
potentes y energéticas que existen en el universo. Sin embargo, el estudio de este tipo de
fenémenos exige llevar a cabo un andlisis dentro del contexto de la relatividad general.
Con el objetivo de extender el modelo del capitulo anterior a un régimen relativista, en
este capitulo vamos a hacer una revisién del problema de Kepler para un espacio-tiempo
de Schwarzschild, esto es, vamos a buscar y a describir el tipo de trayectorias que siguen
las particulas de prueba en este espacio.

En contraste con la mecanica newtoniana donde la gravitacion es considerada una inter-
accién entre particulas, en relatividad general se aborda como una propiedad intrinseca del
espacio-tiempo que se manifiesta en la geometria de éste. Dentro de este marco, el espacio-
tiempo se reconoce como una entidad dindmica de cuatro dimensiones cuya curvatura dicta
el movimiento de las particulas y la evolucién de los campos fisicos. Al mismo tiempo, el
contenido de materia-energia en el universo determina la curvatura del espacio-tiempo.

De esta forma, la pieza clave para estudiar el movimiento de las particulas en mecanica
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relativista es el llamado tensor métrico g;; (o simplemente métrica), el cual contiene la
informacién sobre la geometria del espacio-tiempo.

La métrica de Schwarzschild es la solucion a las ecuaciones de campo de la relatividad
general para el exterior de un cuerpo central esféricamente simétrico de masa M en condi-
ciones estacionarias. Los resultados que se obtienen a partir de esta solucién representan,
en la mayoria de los casos, una pequena correccién a los que se obtienen con una descrip-
cién newtoniana. Sin embargo, en el caso de campos gravitacionales intensos, como los
que se encuentran en la regién proxima a objetos compactos como estrellas de neutrones y

agujeros negros, cualquier andlisis debe hacerse necesariamente a partir de esta solucion.

84.1. Ecuacién geodésica y constantes de movimiento

Un elemento de distancia en el marco de la solucién de Schwarzschild estd dado por!
(Landau & Lifshitz, 1994)

-1
ds* = g;jdz'da’ = — <1 - 25;?) chtz—i-(l - 2?;?) dr?+r2d6?+r? sin® 0de?, (4.1)
donde c es la velocidad de la luz en el vacio y G la constante de la gravitacién universal.
Antes de seguir con la busqueda del tipo de érbitas que se presentan en un espacio como
éste, es conveniente hacer algunos comentarios sobre el sistema de coordenadas en el cual
estd escrita la ec. (4.1).

A diferencia de la mecanica newtoniana, en relatividad general no existen marcos de
referencia privilegiados y, por tanto, hay cierta arbitrariedad a la hora de escoger el sistema
de coordenadas con el que se va a trabajar. Las coordenadas en las que se ha escrito la
ec. (4.1) nos recuerdan a las coordenadas esféricas ordinarias, sin embargo, una inspeccién
cuidadosa a esta ecuacién nos indica que efectos inusuales se presentan cuando r = rg :=
2G M /c?. Por ejemplo, el papel de las coordenadas r y t se intercambia al atravesar este
radio en el sentido que r deja de ser una coordenada tipo espacio y se convierte a tipo

tiempo y lo contrario pasa con t.

'Hemos escogido una signatura (=, +,+,+) para la métrica. Convengamos ademds en usar indices
latinos para denotar las componentes de los cuadrivectores y cuadritensores. Especificamente tomaremos
los valores 0 para t, 1 para r, 2 para 0 y 3 para ¢. En las siguientes ecuaciones se ha utilizado la convensién
de suma implicita sobre indices repetidos.
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El radio r4 recibe el nombre de radio de Schwarzschild o radio gravitacional y encierra
a un conjunto de eventos causalmente desconectados del exterior. Una vez que cualquier
particula o un rayo de luz cruza este radio se ve obligada a seguir una trayectoria que la
lleve hacia el origen de coordenadas. El valor de 75 es extremadamente chico incluso para
objetos celestes. Para el caso de la tierra tenemos rs ~ 0.9 cm mientras que para el sol
rs = 3km.

Ahora examinemos la diferencia entre las mediciones que hace un observador sobre
los eventos que transcurren a su alrededor y aquellas que hace otro sobre los mismos
eventos pero usando las coordenadas de la ec.(4.1). En un marco de referencia local, la
distancia fisica entre dos puntos vecinos se determina a partir del vector de desplazamiento
or = dxe, +0yeg+odzey. Las componentes de este vector se relacionan con las coordenadas

del marco de referencia de Schwarzschild mediante (Frolov & Novikov, 1998)

T\ —1/2
Jr = (1 - 7) dr, (4.2)
oy = rdd, (4.3)
0z = rsinOde. (4.4)

A partir de estas relaciones vemos que el papel de las coordenadas 6 y ¢ es el usual en un
sistema esférico. Sin embargo, la coordenada r no mide directamente ninguna distancia y
el factor (1 —75/r)~1/? que aparece en la ec. (4.2) es indicativo de la curvatura del espacio
tridimensional.

Por su parte, el intervalo de tiempo propio d7 que mide un observador en reposo en su

propio sistema de referencia, se relaciona con la coordenada t mediante

dr = (1 - 7;5)1/2 dt. (4.5)

Para radios cercanos a rg tanto los intervalos de tiempo como los de espacio medidos
desde el marco de Schwarzschild difieren cada vez méas de aquellos medidos por un obser-
vador local. Conforme r — r, el tiempo 7 transcurre cada vez méas lento en comparacién
con el tiempo t.

Podemos ver que para una distancia suficientemente alejada del agujero (r > r,) la
distancia fisica converge a la distancia coordenada lo mismo que el intervalo de tiempo co-

ordenado converge al de tiempo propio. Es por esto que decimos que el marco de referencia
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de Schwarzschild corresponde a un sistema de coordenadas de un observador situado en

infinito.

Si un observador cayera hacia el agujero negro cruzando el horizonte de sucesos, al
momento de hacer el cruce este observador no notaria ningiin efecto extrano mientras que,
de acuerdo a otro observador que siguiera la caida desde afuera del agujero, el tiempo

invertido en caer crece sin limite conforme se acerca a 75 sin nunca llegar a hacer el cruce.

Después de estas consideraciones vemos que el marco de referencia de Schwarzschild
es adecuado para hacer una descripcién de los fenémenos que transcurren al exterior del
agujero negro no obstante las coordenadas r y ¢ no corresponden directamente a medidas

fisicas de distancia y tiempo.

Consideremos el movimiento de una particula de prueba que cae libremente dentro
de un espacio descrito por la ec. (4.1). La trayectoria que sigue corresponde a una linea
geodésica del espacio-tiempo en cuestiéon y satisface las ecuaciones diferenciales (Shapiro
& Teukolsky, 1983)

diT(rQG') = r2sin 6 cos g132, (4.6)
d 2 .. 2 ]
E(r sin“ 6 ¢) =0, (4.7)
d Ts\ ;
Ll0-2)] )

para 6, ¢ y t respectivamente. La ecuacion diferencial para r se obtiene directamente del

hecho de que la norma de la cuadrivelocidad es constante e igual a —c?, esto es

uut = —c2. (4.9)

Tomemos la ec. (4.6) y notemos que, sin pérdida de generalidad, podemos elegir un
sistema de referencia tal que inicialmente la particula se mueva en el plano ecuatorial (i.e.,
0 =m/2, 6 = 0). A partir de esta ecuacién tendremos entonces que el movimiento de
la particula quedard restringido a este plano para siempre. Este resultado se sigue de la
unicidad en la solucién para este tipo de ecuaciones diferenciales junto con que la solucién
0 = cte satisface a la ec. (4.6) para todo tiempo 7. Tomando entonces § = 7/2 tenemos

que las ecs. (4.7) y (4.8) se transforman respectivamente en
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r2¢ = cte := h, (4.10)
2GM .
= 2GMN 2 e = B (4.11)
rc?

A la primera de estas constantes de movimiento la reconocemos como el momento an-
gular especifico h mientras que a la segunda la definimos como la energia especifica F.
Sustituyendo las ecs. (4.10) y (4.11) dentro de la ec. (4.9), obtenemos

dr\? 2GMY ([, h*\ E?
() = (=5 (o) - 2

dr [E2 , 2GM B2 2GMA2]"?
ar - T et Tas ]

o bien,

5 (4.13)

c? r r
que constituye la ecuacion diferencial que gobierna la evolucién de r como funcién de 7.
Podemos ademas definir un potencial efectivo dado por
2GM h* 2GMh?
V(r)=— e e (4.14)

r r2 c2r3

que es idéntico al potencial efectivo que se define para el problema de Kepler en mecanica
newtoniana excepto que aqui aparece un término extra que escala con el inverso de la
tercera potencia de la coordenada radial y que constituye la generalizacién relativista a

dicho problema.

§4.2. Potencial relativista

En la seccién anterior se identificaron dos constantes de movimiento que, junto con la
ec. (4.13), nos permiten resolver por completo el problema de Kepler en un espacio-tiempo
de Schwarzschild.

Los resultados obtenidos dentro de este capitulo son independientes del escenario as-
trofisico que haya decidido abordarse, sin embargo, con la idea de simplificar el desarrollo
del siguiente capitulo supongamos que estamos interesados en estudiar el movimiento de

una coleccién de particulas dentro de un problema caracterizado por la distancia rg y por el
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momento angular especifico hg. La distribuciéon del momento angular especifico estd dada

por

h = hof (i), (4.15)

donde f(i) es una funcién del indice i que etiqueta a cada una de las particulas.
Para estrechar la comparacién con el problema newtoniano definamos
En =

1 /E* 1, 1h* GM GMR?
- = 2 g TR T 4.16
2 < > 2 "o + 27} T0 c2rd ( )

2
que es una energia que en el limite no relativista converge a la energia especifica de la
mecanica clasica, donde la energia asociada a la masa en reposo no es tomada en cuenta.

Tal como se hizo en el capitulo anterior, introduzcamos los siguientes pardmetros adi-

mensionales
h? r2 v2 T
2 0 u 2 ro s
,LL = = 5 % = —_, ")/ = -, (417)
r% E, T‘g E, Tw

donde 7, = h3/GM es el radio del disco en el modelo de Ulrich, E, = GM/r, y rs =
2GM/c? es el radio de Schwarzschild. Los pardmetros p y v son exactamente los mismos
que definimos en la ec. (3.3). El pardmetro nuevo ~ contiene la correccién relativista al
problema newtoniano antes tratado. Nétese que en el limite no relativista donde el radio
de Schwarzschild de cualquier objeto se considera nulo, tenemos que v = 0.

Sustituyendo estos pardmetros dentro de la ec.(4.12), usando r, como unidad para

medir distancias y a v, = GM/hy como unidad de medida para la velocidad, llegamos a

(Oh"):ﬁf— JOR L 216 g, (418)

dr

donde ¢ := 2EN/E,, es la energia adimensional y ® := 2V/E,, es el potencial efectivo de la

ec. (4.14) en forma adimensional. La ec. (4.16) se reescribe como

e=v + 12 f(0)*(1 = ) — 24 (4.19)

Formas tipicas del potencial efectivo ® se han graficado en las Figuras 4.1 y 4.2. Puesto
que el lado izquierdo de la ec. (4.18) es mayor o igual que cero, la energia e de una trayectoria

particular debe ser siempre mayor o igual que el potencial ®. En consecuencia, para una
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orbita con una energia € dada, el rango dentro del cual puede variar la coordenada radial
estd restringido a aquellos valores para los cuales la grifica de ® esté por debajo del valor
E.

Por ejemplo, considérese la trayectoria etiquetada con € = e3 en la Figura 4.1. La
particula que sigue esta trayectoria puede provenir desde r = oo pero no puede alcanzar
valores de r mas pequenos que aquel valor donde la linea punteada intersecta a la grafica
de ®. Este punto, etiquetado con la letra F, recibe el nombre de punto de retorno donde,
puesto que ¢ = P, necesariamente dr/dr = 0. Esto es, la coordenada radial alcanza su
valor minimo, la velocidad radial cambia de signo y la particula regresa a infinito.

Sobre la forma de la gréifica de ® en la Figura 4.1 podemos decir, a grandes rasgos,
que para r > 1 el término dominante es el proporcional al inverso de la distancia y por
tanto el potencial se comporta como el potencial newtoniano. Conforme nos acercamos
al origen el término de repulsiéon centrifuga comienza a cobrar importancia, provoca que
el potencial pase por un minimo (punto A) y después vuelva a incrementar su valor. En
mecéanica newtoniana este término es crucial a distancias préximas del origen al hacer que
el potencial crezca sin limite en una pared repulsiva. En consecuencia evitaba que, siempre
que hubiera una velocidad angular no nula, la particula de prueba alcanzara el origen. La
aportacion de la solucion de Schwarzschild, el término proporcional al inverso de la tercera
potencia, constituye una pequena correccién a los resultados newtonianos para r > 1. Sin
embargo, este término atractivo cobra una importancia creciente conforme nos acercamos
al origen y provoca que la pared de repulsion centrifuga sea finita. Es asi que existen
trayectorias con energias tales que, a pesar de la repulsion centrifuga llegan al origen de
coordenadas, por ejemplo la trayectoria con energia €5 en la Figura 4.1.

A partir de la ec. (4.18) vemos que es posible tener érbitas circulares (r = cte) en el
minimo y en el médximo de ®. En la Figura 4.1 estos puntos corresponden a A y a F
respectivamente. De estas dos trayectorias sélo la primera constituye una orbita estable ya
que en la segunda, al tratarse de un maximo, cualquier pequena perturbacién en r resultaria
en un movimiento acelerado que se aleja del maximo. Cualitativamente encontramos 6rbitas

circulares para

_ f20) 0
r= <1i 1 6f2(i)>, (4.20)

de donde vemos que este tipo de érbitas existen sélo para f2(i) > 67. Al valor de 7y, =

f2(4)/6 lo identificamos como el valor critico por arriba del cual no existen érbitas cerradas.
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Figura 4.1: Se grafica el potencial efectivo relativista definido en la ec. (4.18) con f(i) =
1, p=0.8, v =0.1y~ =0.11. Lejos del origen el factor dominante es el término atractivo
proporcional al inverso de la distancia. El potencial comienza a crecer después del minimo
en A gracias al término repulsivo del potencial centrifugo. La caida de ®(r) cerca del
origen se debe al término relativista proporcional al inverso de la tercera potencia de la
distancia.

En la Figura 4.2 se han graficado ejemplos del potencial ® para distintos valores de .

§4.3. Tipos de oOrbitas

Ahora buscamos una expresién analitica para las trayectorias. Primero reescribamos a
la ec. (4.10) en forma adimensional
do _ f(i)

—. 4.21
dr 72 ( )

Usando esta expresién junto con la ec. (4.18) podemos expresar a r como una funcién de

¢ en lugar de 7, de forma que
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Figura 4.2: Se grafica ® en el caso f(i) =1, p = 0.8 y v = 0.1. La gréfica con v = 7,
corresponde al caso critico; para 7 < 7. tenemos dos puntos extremos y ninguno para
Y > Ve
N dr ? 4 3 N2 (2
f(@) 19 =ert+2r° — f(i)* (r* — 7). (4.22)
La expresion anterior puede ser reescrita como
dr /el 1/2
— = L P(r)|'/?, (4.23)
do  f(i)
con
2
P(r)y=r|r*+ =02 1O (r=") (4.24)
€

Luego, de acuerdo a la ec. (4.23), buscar la solucién a nuestro problema se reduce a

resolver la siguiente integral
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Todu Ve
/a P 10 (4.25)

donde « es algin limite de integracién adecuado. Esta integral es soluble en términos de
funciones elipticas de Jacobi, que a su vez dependen de la forma de las raices de P(r). Con

el objetivo de encontrar estas raices definamos (Abramowitz & Stegun, 1970)

Q=14+3ef(i)?, R=8+49¢f(i)? <1+275>,

D*=R* - Q"

(4.26)

Entonces, siempre que D? < 0 tendremos que las raices de P(r) son reales y estdn dadas

por (aparte de cero)

1 1
re = —(2 Q cos(¥ + 5m/3) — 2), Ty = o (2 Q cos(V + 7/3) — 2) )
3¢ X 3¢ (4.27)
re =g (2 Q cos(¥ + ) —2) ,
donde ¥ se define a través de la siguiente relacion
cos(3V) = f . (4.28)

§4.3.1. Orbitas ligadas

Analicemos el caso de las trayectorias etiquetadas con €1 y €9 en la Figura 4.1. En cada
una de ellas tenemos dos posibilidades, por ejemplo, en €5 hay una 6rbita entre los puntos
C y D y otra entre el origen y el punto B. La primera corresponde a una érbita ligada
donde 7 se encuentra acotada entre dos valores extremos mientras que la segunda se trata
de una o6rbita donde la particula termina inevitablemente en el origen de coordenadas.

En cualquiera de estos casos tenemos que tanto D? como € son menores que cero y por

tanto, P(r) tiene tres raices reales y positivas, llamemos

™ ="e, T2=Tp T3=Tc (4'29)
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con lo cual se cumple 0 < 71 < 73 < 3. En el ejemplo de €5 en la Figura 4.1 tenemos que
r1 estd en el punto B, 7 en el C y r3 en el D, mientras que en la trayectoria con energia 1
dos de estas raices son iguales y estan en el punto A. Este caso corresponde a una orbita
circular.

Supongamos que 1o < r < r3. En términos de funciones elipticas, la soluciéon a la
ec. (4.25) estd dada por (Hancock, 1917)

/: v _ 2 )cn—1<(7“2—7“1)(r3—7")>1/2, (4.30)

2 [P\ /ra(rs = (r3 = r2)(r — 1)

donde cn~!(z) es la inversa de la funcién eliptica de Jacobi definida en la ec. (A.6) del

Apéndice y cuyo médulo estd dado por

T (TS - 7“2)

k2 = .
! 7"2(7"3 - 7"1)

(4.31)
A partir de la ec. (4.30) llegamos a la siguiente expresién para la ecuacién de la trayectoria

- T3 (TQ — Tl) + T1 (7‘3 — 7“2);112517 (4'32)
ro — 11 + (r3 — r2) cn?&;

donde

rolel(rs — 1)
2f(i)

Esta solucion constituye una oérbita ligada y acotada entre los valores ro < r < rs.

&=

. (4.33)

Ademsds es una solucién periédica en ¢ con periodo 2I1. No obstante, II en general no serd un
multiplo entero de 7 y por tanto la érbita que describe esta solucién no es necesariamente
una trayectoria cerrada.

De acuerdo al Apéndice, la funcién eliptica cn(x) es periédica con periodo 4K (donde
K (k) es la integral eliptica completa definida en la ec. (A.14)). Como en la ec. (4.32) tnica-
mente interviene el cuadrado de cn tendremos entonces que r tiene periodo 2K. Luego,

igualando la ec. (4.33) a 2K (k1) y resolviendo para ¢, llegamos a

41 (i)

r2lel(rs — 1)

211 = K (ky). (4.34)

En la Figura 4.3 se grafica un ejemplo de este tipo de érbita. Puede verse que los puntos

ro y T3 representan puntos de retorno donde la velocidad radial vale cero. En la gréafica
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se ha trazado una linea continua que corresponde a un periodo completo; en este caso, en
¢ = 0 la particula se encuentra en r = r3, cuando ¢ = II la particula estd en r = r9 y
cuando ¢ = 2II la particula se encuentra de vuelta en r = r3. Este tipo de dérbitas es el
analogo a las drbitas elipticas que se obtienen en mecanica newtoniana. De hecho, si v < 1
es posible aproximar a la ec.(4.32) como una elipse cuyo periastro prescesa lentamente.

Notese que en el limite v — 0 se tiene II — 7.

1.5 T T T T T

0.5

_15 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 4.3: Se muestra un ejemplo de érbita ligada. En este caso se tiene el valor de los
pardmetros p = 0.8, v = 0.1, v = 0.1 y f(i) = 1. La trayectoria estd acotada entre los
valores 73 = 0.59 y r3 = 1.28. El periodo (ver ec.(4.34)) es I' = 7.94. La linea continua
corresponde a un periodo completo de la érbita.

§4.3.2. Orbitas que llegan al origen de coordenadas I

Ahora fijémonos en la solucién que existe para r < r1 en la érbita etiquetada con € = &9
de la Figura 4.1. Este es un caso sin paralelo en mecdnica newtoniana donde una particula,
a pesar de tener velocidad angular no nula, termina cayendo al origen de coordenadas. La

solucién estd dada por (Hancock, 1917)
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r _ 1/2
/ du 2 -l <7’3(7’1 r)) , (4.35)
o P2 \/rafrs — ] ri(rs —r)
con el médulo ky definido igual que k; en la ec. (4.31).

A partir de la ec. (4.35) llegamos a que la ecuacién de la trayectoria es

p o T3 sn2£22 ’ (4.36)
r3 — r1cn<éy
con &, definido igual que & en la ec. (4.33).
Puesto que en este caso la trayectoria queda acotada entre los valores 0 < r < ry,
tenemos que, a su vez, ¢ esta acotado por 0 < ¢ < II. En términos de la integral eliptica

K (k2), en este caso tenemos

me 20 gy, (4.37)
roe(ry —r3)

§4.3.3. Orbitas abiertas
Centrémonos ahora en una trayectoria como la etiquetada con €3 en la Figura 4.1. En
este caso D? < 0 pero € > 0, lo cual se traduce nuevamente en tres raices reales, llamemos
rL="ry, To=Tq, T3=Tc (4.38)

En este caso r3 < 0 y se satisface 0 < r1 < rgy < |r3|.

La solucién a la integral es

/T’” du 2 ) en-! ((Tz —ri)(r — 7"3))1/2 , (4.39)

2 | P(u)|'/2 ra(ry — 13 (rg —r3)(r —r1)

con el mismo médulo que en la ec. (4.31). Si reescribimos a la ec. (4.33) como?

roe(ry —r3)
2f(i)

entonces la ec. (4.30) describe también a la trayectoria en este caso. La diferencia es que

ahora la dérbita ya no estd ligada de forma que la particula se aproxima a una distancia

2Nétese que si € < 0 entonces r1 < rs y cuando € > 0 se cumple r1 > r3.



42 4. MECANICA CELESTE ALREDEDOR DE UN AGUJERO NEGRO

Figura 4.4: Se grafican seis ejemplos de 6rbitas para los valores de p = 1.0, v = 0.11
y f(i) = 1. De izquierda a derecha tenemos v = 1.05, 1.54, v, — 4, v, + 9, 1.6, 5.0, con
Ve ~ 1.544307 y § = 1071, El valor de v, es aquel para el cual la energia ¢ = ¢4 en la
Figura 4.1, es decir, corresponde al valor maximo de ®. En todos los casos ¢ > 0. En
los primeros tres casos tenemos D? < 0 y en consecuencia las érbitas estdn dadas por
la ec. (4.32). Para los otros tres casos D? > 0 y por tanto las érbitas corresponden a la
ec. (4.47). El caso v = v, es una 6rbita circular inestable. Conforme v se aproxima a este
valor la trayectoria resultante puede dar un niimero de vueltas al origen tan grande como
se quiera. Por ejemplo, en la tercer grafica la particula da 4 vueltas antes de regresar
a infinito, mientras que en la cuarta la particula da més de 5 vueltas para finalmente
terminar en el origen de coordenadas.

minima 7o del objeto central y después se aleja sin limite. El equivalente newtoniano de
estas 6rbitas son la pardbola (si e = 0) e hipérbola (si € > 0).
Para encontrar el dngulo ¢, al cual la trayectoria tiende asintéticamente conforme

r — 00, buscamos el limite del argumento de la funcién eliptica inversa en la ec. (4.39), i.e.

lim (ro—r1)(r—7r3)  m2—11

= , 4.41
T—00 (Tg —7’3)(7’—7’1) To — T3 ( )

luego, tenemos que

T2€(7”1 -3

_ 2f(i) cos—1 (27T 2
Poo = —)F (kb ( ) > . (4.42)

Donde F'(k,u) es la integral eliptica incompleta de primer especie definida en la ec. (A.4).

Las primeras tres graficas de la Figura 4.4 ejemplifican a este tipo de trayectorias.

64.3.4. Orbitas que llegan al origen de coordenadas 11

Ahora consideremos el caso D? > 0. P(r) tendrd, aparte de cero, una raiz real y las

otras dos un par de complejos conjugados. Llamando
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S=vD-R, T=+vD+R, (4.43)

tenemos que las raices estan dadas por
. 1
r1,2 = a £ ib, rg = Q(S —-T-2), (4.44)

donde

Lr—s—4), b=—(5+7) (4.45)

a = — — — 5 = . .
6¢e 2v/3¢

Definamos ademas los siguientes parametros auxiliares

A% = (r3 —a)* + 12, B% = d? + b2 (4.46)

Siempre que € < 0 y en consecuencia 73 > 0, la solucién a la ec. (4.23) resulta (Byrd &
Friedman, 1954)

T dr 1 1 [(rs=7r)B - rA]
= cn , 4.47
/ P2 VAB [T 147)
con el médulo k3 dado por

7‘% — (A—B)2

k3 = 4.48
De esta manera llegamos a la siguiente ecuacién de la érbita
rsB(1 —cné&s)
= 4.49
"TA+B+(A-B)m& (449)
con &3 dado por
V |e|AB

§3= "9 4.50
70 (430

En este caso el angulo ¢ cumple nuevamente 0 < ¢ < II, ahora con

9 £ (i

m= 22O gy, (4.51)

Ve|AB

En el caso € > 0 se tiene r3 < 0 y la solucién es (Byrd & Friedman, 1954)
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Todr 1 en-! (r—mr3)B—rA
/0 |P(r)['? VAB [(7“ —7“3)B+TA} ’ (4.52)

con el médulo k4 dado por

A+ B)? —r?
o AT s 4.
1 1A (4.53)
A partir de la ec. (4.52) llegamos a la siguiente expresién para la trayectoria
B(1 -
raB(1 —cné) (4.54)

"TB-A-(A+B)m&
con &4 definido igual que &3 (ver ec. (4.50)). La trayectoria etiquetada con €5 en la Figura 4.1

corresponde a este tipo de 6rbita asi como también las iltimas tres graficas de la Figura 4.4.

En este caso el angulo ¢ cumple 0 < ¢ < ¢, con

P = \/QQ%F <k4, cos™ (;—Lj)) : (4.55)



Capitulo 5

Acrecion con rotacion hacia un

agujero negro de Schwarzschild

En este capitulo consideramos el problema de una nube de gas de radio finito que acreta
material hacia un objeto compacto y que gira alrededor de un eje que pasa a través de
éste. Trabajamos con las mismas hipdtesis descritas en el capitulo 3 excepto que en lugar
de suponer un potencial central newtoniano, tratamos con el problema relativista en un
espacio-tiempo descrito por la métrica de Schwarzschild tal como se describié en el capitulo
4.

En anos recientes se han propuesto varios modelos para estudiar los flujos de acrecién
hacia objetos compactos como estrellas de neutrones y agujeros negros. En el capitulo 1
vimos que estos procesos se asocian a potentes fuentes de rayos X, a nucleos activos de
galaxias asi como a destellos de rayos v. Como ejemplo de este tipo de modelos tenemos
el trabajo de Huerta & Mendoza (2007), las simulaciones numéricas de Beloborodov &
[larionov (2001) y de Lee & Ramirez-Ruiz (2006). En el primer caso se hace un desarrollo
parecido al que se sigue en este capitulo pero se llega a un resultado incorrecto. En el
segundo caso se hace una aproximacién de la ecuacion geodésica y se obtiene un resul-
tado que en el limite newtoniano no converge al modelo de Ulrich (1976). En el tercer
caso se considera un potencial de Paczynski-Witta (pseudonewtoniano) para modelar las
condiciones iniciales del proceso de acrecion.

El interés de la simulaciones numéricas de Lee & Ramirez-Ruiz (2006) es explicar a
los destellos de rayos v como resultado del colapso gravitacional de las capas exteriores

de una estrella. Durante este colapso, el gas de las capas exteriores es acretado hacia el
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remanente compacto. Gracias a la rotacién de las capas de gas de la estrella se forma una
estructura de disco dentro de escalas pequenas de longitud y tiempo (decenas de kilémetros
y segundos respectivamente). No obstante, en este tipo de simulaciones se ha planteado
la posibilidad de abordar el problema como un proceso cuasiestacionario y con simetria
cilindrica. En el caso de Beloborodov & Illarionov (2001) se tiene un escenario parecido
pero aplicado a la acrecién en nicleos de galaxias y su conexion con fuentes de rayos X.
El modelo que se presenta en este capitulo puede proveer condiciones iniciales adecuadas a
estas simulaciones; sobre todo si se tiene en cuenta que el radio de la nube de gas a partir
de la cual cae el material, no sélo es mucho menor que el radio de las nubes consideradas en
el contexto de formacién estelar, sino que es comparable al radio gravitacional del objeto

masivo en cuestion.

§5.1. El modelo y el campo de velocidad

La distribucién de momento angular especifico que corresponde al movimiento de un
cascarén esférico de radio rg estd dada por h = hgsin6y. En relacion al capitulo anterior,
si usamos a fy para etiquetar a las particulas que comienzan su viaje desde rg, tenemos
que f(0y) = sinbp.

En la seccién §4.2 se construyeron las distintas expresiones para las posibles trayectorias
que puede seguir una particula de prueba en este espacio. Sin embargo, esta descripcion fue
hecha con respecto al sistema, de referencia S en el cual el plano de la 6rbita coincide con
el plano ecuatorial. Ademads, en dicha seccién se tomé al periastro (rg o el origen segun el
caso) como referencia para medir al dngulo azimutal. Esto es, si al &ngulo azimutal medido
en este sistema de referencia le llamamos 1 entonces, r(¢p = 0) = ry;,. Por su parte,

llamémosle ¢ al angulo azimutal del sistema de referencia general R.

Con el propésito de obtener una correspondencia entre los marcos de referencia S y R,
debe de reconocerse que, para t y r fijas, la métrica de Schwarzschild se reduce a la de una

3-esfera ordinaria, esto es

ds® = r* (d6? + sin® 6d¢?) . (5.1)

En este espacio podemos efectuar libremente las operaciones bésicas de rotacion. Luego,

siguiendo el procedimiento descrito en la seccién §2.2 llegamos a las siguientes relaciones
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entre dngulos!

cos 6 tan 6y
cos( — o) = L.

cos(to — 1) = (5.2)

cos by’

Empleando las variables y parametros adimensionales introducidos en la seccion §4.2

las lineas del flujo de acrecién estdn dadas por

r3(re —r1) +r1(rs — 7“2)01&251

- siD*<0yry<r<rs, 5.3
ro — 11+ (r3 — ra)en’ty S ’ o
rarisnzé

= TSN & siD2<0y0<r<r, (5.4)

T3 — r1en“Ey

o TgB(l—Cngg) M2

T_A+B+(A—B)Cn§3, st D”>0yrs >0, (5.5)
7’33(1 — Cn§4) si D2 >0 yry < ()7 (5.6)

"TB-—A-(A+B)m&y’

con los médulos ky_4 definidos en dicha seccion y donde

_ Ven(n—ry) [ ((cost
$12= 2sin [1/101,2 o8 (cos b))’ (5:.7)
_ VIelAB _1 [ cosf
$34 = sin 6 V054 — CO8 cosby /|’ (58)
La condicion que debe satisfacer el angulo g es
r(to) = 1/p. (5.9)
A partir de las ecs. (5.3), (5.4), (5.5) y (5.7) encontramos
. _ . 1/2
do, = 2500y [(ra = r) (L= prs) 1 (5.10)
era(ry —r3) (r3 —ro)(pry — 1)

!Debido al cambio de sistema de referencia para medir al d4ngulo azimutal sobre el plano de la érbita
tenemos que, si ¢ es el dngulo azimutal medido en referencia al apastro, tal como se usa en la ec. (2.6),
entonces ¥ = Il — ¢ con lo que ¢ — o = Yo — Y.
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: 1/2
bo, = —25mb 1 [7”30”“11)] 7 (5.11)
57‘2(7“1 — 7’3) 1 (/““3 - 1)
sin 6 [(urs —1)B — A
Yos = 0yt | {pra =) (5.12)

cn ,
V]e|AB [(urs —1)B+ A

in g [(1— prs)B — A]
o, = b0 -1 [(L=prs) . (5.13)

\/ ‘E‘AB _(1 — ,U,’I”g)B + A_

Para evaluar numéricamente cualquiera de estas expresiones usamos el hecho de que

en H(z) = F (k,cos™!(2)), (5.14)

donde F'(k, ®) es la integral eliptica incompleta de primera especie definida en la ec. (A.6).

En lo que respecta al campo de velocidades tenemos que las componentes espaciales de

la 4-velocidad son

u" =

dr g do s _ do

- - — . Nl
dr’ Y dr’ Y dr (5.15)

A partir de la segunda relacién entre dngulos dada en la ec.(5.2) encontramos que las

componentes angulares, medidas en unidades de v, = GM/hg, estdn dadas por

-2
6 _ Sin 0o 516
r2sin® 6’ (5.16)
u = 7,281;11?39 (cos2 0o — cos® 9) 12 (5.17)

Para la componente radial usamos las ecs. (5.4)-(5.6), la regla de la cadena dr/dr =
(dr/d@)u’ junto con las expresiones para las derivadas de las funciones elipticas en la

ec. (A.31) de forma que llegamos a
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r_ _\/T‘Q|E|(1”377"1)(7“371”2)(7"377“1)(1”277"1)Cn§1 sné1 dn&; S D2 <0 yre <7< 7’3,(5.18)

r2[ro—r1+(rz—r2)cn£1]? ’

r = Vrelelramr) s —rrars on e n b dn siD*<0y0<r<r, (5.19)

r2[rg—ricn2£2)? )

u = - e SD2>0yrs>0, (520
wr =2 Liléjg_fj_g((f;;))xg]%n&, siD*>0yrs3<0.  (5.21)

En el caso relativista tenemos restricciones adicionales sobre los parametros p y v.
Puesto que ningin objeto fisico puede moverse con una velocidad mayor que ¢ entonces, si
Vg, €s la velocidad azimutal inicial, tenemos que hg = rovg, < roc lo mismo que v, < c.

Estas condiciones se reescriben en términos de los parametros del modelo como

yp? <2, vt <2, (5.22)

Cuando v < 1y vy,v¢, < ¢, el flujo de acrecién que se obtiene a partir del pre-
sente modelo es practicamente indistinguible de la contraparte newtoniana discutida en el
capitulo 3. En la figura Figura 5.1 se presentan 6 ejemplos de las lineas de flujo para el
valor de v = 0.1. A partir de la ec. (5.22), en los casos representados se tiene la restriccién
Wy, V< /2]y~ 447.
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Figura 5.1: Se grafican ejemplos de las lineas de flujo de acrecién que se obtienen con
el modelo relativista. En los 6 casos se tiene el valor comin v = 0.1. En los cuadros
superiores se tiene r5/rg = 0.1 (1 = 1.0), en los de en medio 75/rg = 0.3 (1 = 3.0) y en
los inferiores rs/rg = 0.447 (1 = 4.47). De arriba hacia abajo y de derecha a izquierda se
tiene v = 0.0, 4.47, 0.7, 3.0, 0.5, 2.5. En todos los casos la distancia se ha medido en
unidades del radio de la nube original.
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§5.2. Campo de densidad

Tal como se hizo en la seccidén §3.2, a partir de la ecuacién de continuidad es posible
derivar una expresiéon para el campo de densidad p. En el caso de la relatividad general, la

ecuacién de continuidad se escribe (Landau & Lifshitz, 1994)

(pu').; = 0. (5.23)

donde el punto y coma representa la derivada covariante. En la expresién anterior la densi-
dad se define a partir de la masa y del volumen que mide un observador en co-movimiento
con el elemento de fluido en cuestién, esto es, a partir de la masa en reposo y de un elemento
de volumen propio.

La 4-divergencia de un vector (A?) puede escribirse como

1 0
ﬂ'_\/jgari

donde g := det[g¥]. En el caso particular de la métrica de Schwarzschild (ec. (5.1)) tenemos

g = —r*sin? 6. Usando esta expresién y restringiéndonos al caso estacionario obtenemos

Ai

(vV—gA"), (5.24)

que la ec. (5.23) se transforma en

(;;(7“2 sinfpu') =0 (5.25)

con ¢ = 71,0, ¢. Si ahora integramos la ecuacién previa sobre un tubo cuya cara lateral se
forma con lineas de corriente, con una seccién de la esfera de radio r = 1/u como tapa

superior y otra seccién de esfera para su cara inferior a cualquier r arbitraria, llegamos a

= pu'da; (5.26)

r=1/p

pu'da;

r

Tomando en cuenta el hecho de que un elemento diferencial de area ortogonal a la direccion

radial estd dado por

da, = r%sinf df d¢, (5.27)

entonces, la ec. (5.26) se transforma en

sin @y dfy dgo = —pu” r?sinf db de. (5.28)
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En la expresién anterior la densidad se ha medido en unidades de p,. Integrando esta

ecuacion respecto a ¢ desde 0 hasta 2w obtenemos

1singg [ , (/00"

Este resultado tiene la misma forma que el que se encontré en la ec. (3.21), sin embargo
debe tenerse en cuenta que los significados de la coordenada radial y de la velocidad u”
no son los mismos. En la seccién §3.2 se encontré una expresion analitica de la derivada
en el lado derecho a través de la ecuacion de la érbita. Sin embargo, en este caso, la
diferenciacién directa de las ecs. (5.3)-(5.6) nos conduce a expresiones complejas donde
intervienen derivadas respecto al argumento, al médulo e incluso a los limites de la integral
eliptica. Este camino no parece clarificar en nada la busqueda de una expresién analitica
para el campo de densidad, sobre todo si se toma en cuenta que la ec. (5.29) constituye
en si misma una expresiéon formal y que la derivada del lado derecho puede evaluarse

facilmente de manera numérica.

65.3. Disco de acrecion

Tal como en el caso newtoniano el presente modelo predice la formacién de un disco
de acrecion en el plano ecuatorial. Para obtener una expresién del radio de este disco

evaluamos las ecs. (5.7) y (5.8) en = w/2 y después tomamos 0y = 7/2 de forma que

€12 = W (%1,2 - g) , (5.30)

34 = \/‘E‘TB <¢03,4 - %) . (5.31)

En la Figura 5.2 se presenta una grafica del radio del disco como funcién del pardmetro
v para cuatro valores distintos del pardametro . En los cuatro ejemplos representados el
parametro u tiene un valor fijo u = 0.2. Cada caso se ha dividido en dos secciones; el trazo
continuo corresponde a g > 7, mientras que el punteado a r4y < . Recordando que, en
unidades de r,, v es igual al radio gravitacional (la frontera del agujero negro), tenemos
que el trazo punteado representa a aquellos casos donde el disco se forma por completo
dentro del agujero negro. Puesto que ninguna senial enviada desde un radio menor que

puede alcanzar la regién exterior al agujero, reconocemos que estos casos estan fuera del
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estudio de nuestro modelo.

En la figura observamos también que 74 es una funcién decreciente tanto de v como de
v. En el caso 7 = 0 esta funcién es justamente rq4 = 1/(1 4+ v) como se habia encontrado
en la ec. (3.25).

1

0.9
0.8
0.7
0.6
rqg 0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

Figura 5.2: Se grafican cuatro ejemplos del radio del disco de acrecién como funcién del
pardmetro v para valores fijos de los otros dos pardmetros p y «. De arriba hacia abajo
tenemos v = 0, 0.2, 0.4, 0.7 mientras que el valor ;4 = 0.2 es comun en los cuatro casos.
Cada grafica se ha dividido en dos regiones, el trazo continuo corresponde a rg > v = rs /7y,
mientras que el trazo punteado a rq < . El radio del disco se ha medido en unidades de
Toy-

En la Figura 5.3 se grafica el radio del disco como funcién del pardametro ~ para valores
fijos de p y v. En esta figura se ha trazado con una linea continua aquellos casos en los que
v <1y <1/py con una linea punteada a los casos en los que alguna de estas condiciones
no se satisface. A partir de las Figuras 5.2 y 5.3 encontramos que el radio del disco es una
funcién decreciente de cualquiera de los tres parametros del modelo.

De la Figura 5.2 pareceria que existe un valor critico v, a partir del cual el disco de acre-
cién resultante se forma por completo al interior del agujero negro. Este es efectivamente

el caso y se encuentra numéricamente que el valor de este punto critico es . ~ 0.8788.
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05 ) T T T T 7
04} - R
03 v 1

rd ‘ . e T .
0.2 \ ////v'a_'- . .
01 b ’// i

0 4 I I I e oo

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Y

Figura 5.3: Se grafican cinco ejemplos del radio del disco de acrecién como funcién
del pardametro y para valores fijos de los otros dos parametros p y v. De arriba hacia
abajo tenemos p = 0, 1, 2, 3, 5 mientras que el valor ¥ = 1.0 es comtn en los cinco
casos. En cada gréfica el trazo continuo representa a aquellos valores del radio del disco
donde se satisface ry < rq < rg. Los casos en los que esto no se satisface corresponden
al trazo punteado. Nétese que los puntos sobre la recta identidad representan al radio de
Schwarzschild. El radio del disco se ha medido en unidades de r,,.

En todos los casos representados en la Figura 5.4 se satisface la condicién vu < 1 que,
de acuerdo a la ec. (4.17), implica rs < 1. Esto es, que el radio del agujero negro sea menor
que el de la nube de gas acretante.

En lo que se refiere a las condiciones sobre u y v dadas en la ec. (5.22) tenemos que
estas tienen efecto sélo sobre los dominios correspondientes a v = 0.1, 0.01 y se traducen
en un cuadrado de lado L = 4.47, 14.14 respectivamente. Este cuadro no se incluyo en la
Figura 5.4 para no saturarla con informacion.

En el caso newtoniano, gracias a la introduccién del parametro v, se obtuvieron sistemas
nube-disco dentro de escalas de distancia menores a los que permitia el modelo de Ulrich.
Esto es, era posible tener u > 1 siempre que v fuera lo suficientemente grande. En la

Figura 5.4 vemos que, para valores de 0 < v < 0.3, se puede tener y > 1 para valores de
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Figura 5.4: La grafica muestra el dominio de variacion de los parametros p y v como
funcién de . La frontera superior se forma de los valores u, v para los cuales rq = 7.
La frontera inferior, que en los casos representados existe sélo para v = 0, 0.1 y 0.2, se
construye a partir de los valores u, v para los cuales gy = 1/p, esto es, el radio del disco
es igual al de la nube que lo forma. En el caso v = 0.01 la regién superior no aparece
graficada ya que se encuentra por arriba de v = 70. Como puede observase, la extension
de este dominio se reduce conforme 7y crece. Para v > 7, ~ 0.8788 el disco de acrecion
resultante se forma por completo al interior del agujero negro sin importar el valor de los
otros parametros.

v menores que los que se necesitaban en el modelo newtoniano. Este comportamiento se

debe al papel atractivo que juega el término extra en el potencial relativista.

65.4. Modelo de Ulrich relativista

En esta seccién vamos a considerar el caso especial de una nube infinita con velocidad
radial inicial nula, es decir, retomaremos las hipdtesis del modelo de Ulrich (1976) pero
para el campo gravitacional de un agujero negro.

El trabajo de Huerta & Mendoza (2007) avanza en esta misma direccién pero obtiene

un resultado incorrecto como consecuencia de haber supuesto una relacién entre angulos
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artificial. La relacién entre angulos adecuada es la que se obtiene a través de las rotaciones

descritas en la seccién §2.2

El hecho de que la velocidad radial inicial sea nula implica que v =0y r3 = 1/u. Con
estas condiciones de frontera tenemos que la energia adimensional ¢ definida en la ec. (4.19)
se va a cero conforme p — 0. Al tomar este limite tenemos que distinguir entre dos casos:
8y < sin?fy y 8y > sin?fy. En el primero se tiene D?> — 0™, mientras que en el segundo
D? - 07,

Ahora bien, si 8y < sin?#fy la expresién adecuada para las lineas de corriente es la

ec. (5.3) y se cumple

r = lim ra(ra = r1) + ralrs 7“2)2011251] =20 —ZTICHZ&, (5.32)
n—0 ro — 11+ (’1"3 — TQ)CII &1 cn4éy
con
sin? 6 1 1 8y (5.33)
T = - ) .
12 4 + sin? 0o

& = V. {wol — cos™ ! (COSQ)] , o o, = MK(ML (5.34)

V/25sin Oy cos by VT2
g2 =L (5.35)
)

Por otra parte, cuando 8y > sin? fy tenemos que la ec. (5.5) es la expresién a considerar.

Dado que en el limite y — 0 se cumple

TgB A—-B

A+ B — gsineo, 118 — 1, €AB — +/2vsinfg; (5.36)
llegamos a
, r3B(1 —cné3) \/7 ., 1—cné3
=1 =4/= 0p————= .
T {A+B+(AB)cn§3 g o 0T+ enéy’ (5-37)

donde
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(2 _1 ( cosf _ /sinfp
§3 = NE [%3 — cos (COS 9())] s Yoy = WQKU%), (5.38)

1 sinfy
k2 == .
3=t 427

(5.39)

Usando la identidad de la ec. (A.12), las ecs. (5.32) y (5.37) pueden reescribirse como

r=—2 si 8y < sin? 6, (5.40)
snTx1
. Yo 1 + cnxo . . 9
r= \/g S1n 90 W, S1 8’}/ > sin 90, (541)

donde

NG _1 [ cosb 2+ | [ cosf

— = ) 42
2sin 6 cos 6g sin 0 cos Oy

X1 0cos o) X 0cos 0 (5.42)

Para el campo de velocidades tenemos que las componentes angulares siguen siendo las

mismas que en las ecs. (5.16) y (5.17). Para la componente radial obtenemos

u' = —4/ %2 %, si 8y < sin® y, (5.43)
W = —2(29)/4 /5 X2 i 8y > sin® 6. (5.44)

En la Figura 5.5 se han graficado las lineas del flujo de acrecion para tres valores
distintos del parametro . Los tres ejemplos representados corresponden al caso u = 0
y v = 0. Los segmentos de circunferencia trazados en la figura representan el radio de
Schwarzschild para cada caso. Recuérdese que rs = = cuando la distancia se mide en
unidades de r,. A partir de esta figura vemos que el radio del disco de acrecién decrece
conforme v aumenta. Para el valor v = ., el disco se halla por completo dentro del agujero

negro.
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Figura 5.5: Se representan las lineas de flujo en el caso del modelo de Ulrich relativista
(1t =0, v = 0) para tres valores del pardmetro v. Cuando v = 0 el modelo se reduce al
tradicional de Ulrich. Cuando v = 7, tenemos que el disco de acrecion se forma por comple-
to dentro del agujero negro. Los arcos de circunferencia trazados en la figura representan
el radio de Schwarzschild para cada valor del pardmetro +y.

§5.5. Convergencia al modelo newtoniano

Para recuperar el modelo del capitulo 3 debemos considerar el limite no-relativista en el
cual v — 0. En este caso, de acuerdo a la ec. (4.19), se cumple que £ > —1 y en consecuencia
D? < 0. Como consecuencia, los casos representados por las ecs. (5.5) y (5.6) dejan de ser
validos. Por otro lado, dentro de este mismo limite se encuentra que r; = 0 por lo que el
caso representado por la ec. (5.4) pierde sentido y resulta que la expresion para las lineas

de corriente se reduce a la ec. (5.3). Para ro y r3 tenemos

1 1
rag = - (<1 V1 +esin? ) = (-1=e), (5.45)

donde e es la excentricidad definida en la ec. (3.7).
De la definicién del modulo k; en la ec. (4.31) vemos que en este caso k1 = 0. De acuerdo

al apéndice §A cuando este médulo es cero se cumple
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cn(x) = cos(z), sn(z) = sin(x), dn(x) =1, (5.46)
luego, la ec. (5.3) se transforma en

r3Tr9 sin2 90

"= ro + (r3 — r2)Cn2& T 1_e+ 2ecos? &

(5.47)

Por su parte, tenemos que

£ = % {wo ~cos~! < cos )] . (5.48)

cos g

Como vimos en al inicio de este capitulo, la relacién entre los angulos ¥y @ es ¢ = I1 — ¢,

que en el limite no relativista se convierte en ¥ = m — ¢, de forma que tenemos

0
2c08?¢; = 14 cos [Tr — g —cos ( €08 >]
cos g

5 0
= 1-—cos {(:os1 (COb ) + goo] . (5.49)

cos O

Tomando esto en cuenta, finalmente llegamos a

.9

sin“ g
= - 5.50
1—ecos(’ (5:50)

con

0
¢ = cos™! < o8 > + 0. (5.51)

cos by

Las ecs. (5.50) y (5.51) son las mismas expresiones que se encontraron en las ecs. (3.9)
y (3.10).

Para el campo de velocidades tenemos que en el limite no relativista los intervalos de
tiempo propio son iguales a los intervalos medidos por un observador en infinito y, en
consecuencia, dr = dt, esto es,

%, vg =rud = r%, Vp = 7 sin Qu® = rsin&%. (5.52)

Usando esta tltima ecuacién encontramos que, en lo que respecta a la componentes angu-

Uy =
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lares, las ecs. (5.16) y (5.17) llevan directamente a las ecs. (3.13) y (3.15) que corresponden
al caso no relativista.

Por 1ltimo, de las distintas expresiones que se encontraron para la componente radial
vemos que la tnica que tiene sentido en el limite v — 0 es la ec. (5.18). Esta ecuacién puede

reescribirse como

\/—erars(rs — ro)rare cos &y sin &

T T 2+ (s — r2) cos? 6P

_ 2esinfpcosésinéy (5.53)
- r 1 — e+ 2ecos? & .

e sin 6y sin ¢
rl—ecos(’

que es la misma expresién que se encontré en la ec. (3.16).



Conclusiones

En el presente trabajo se generaliz6 el modelo de acrecién de Ulrich (1976) a dos niveles.
Primero, dentro del esquema newtoniano, se relajaron dos de sus hipétesis principales para
asi considerar la acrecion desde una nube de gas de tamano finito con una velocidad radial
inicial no necesariamente nula. Estas modificaciones dieron lugar a un modelo con dos
parametros libres que permiten considerar un mayor espectro de condiciones iniciales y,
con esto, un mayor campo de aplicacién a situaciones astrofisicas. Se tomé como ejemplo
el estudio de formacién estelar en regiones donde las condiciones exteriores imponen una
amplia gama de valores para el tamano de la nube progenitora y para la tasa de acrecion.

En segundo lugar se llevo este nuevo modelo a un régimen relativista al considerar un
espacio-tiempo de Schwarzschild. Esta extensién del modelo se propone para el estudio
de los flujos de acrecién hacia estrellas de neutrones y agujeros negros, asi como para
explosiones de colapsares y destellos de rayos ~.

Para algunos valores de los parametros del modelo propuesto se encuentran importantes
diferencias entre las lineas de flujo y el campo de densidad obtenidos con aquellos predichos
por el modelo tradicional de Ulrich. Se demostré que el modelo relativista se reduce al
newtoniano (al considerar el limite no relativista) asi como este ultimo se reduce al modelo
de Ulrich al tomar las condiciones iniciales de éste.

En el caso newtoniano, al considerar una velocidad radial inicial no nula, se encuen-
tro la posibilidad de tener sistemas nube-disco de acrecién dentro de escalas espaciales que
hubieran sido imposibles en el modelo de Ulrich.

En la extensién relativista se encontré una cota superior para las velocidades iniciales
asi como la existencia de sistemas nube-disco de dimensiones aiin mas pequenas que en el
caso newtoniano.

Las principales limitaciones de ambos modelos son el asumir una situacién estacionaria
y hacer un andlisis balistico de las trayectorias que siguen los elementos del gas. Por otro
lado, la extensiéon newtoniana conserva la simplicidad en las expresiones para los campos
de velocidades y densidad que es uno de los mayores atributos de la solucién de Ulrich.

Este no es el caso de los resultados obtenidos con el modelo relativista.






Apéndice

§A. Funciones elipticas de Jacobi

FEn este apéndice se definen las integrales y las funciones elipticas de Jacobi y se mencio-
nan algunas de sus propiedades bésicas. Los fundamentos matematicos pueden encontrase
en los libros de Abramowitz & Stegun (1970), Cayley (1961), Lawden (1989) y Hancock
(1917).

En muchas aplicaciones fisicas es comun encontrarse con integrales de la forma

T du
f(ﬂﬂ):/o P(u)] /2’ (A1)

con P(u) un polinomio en u. Cuando este polinomio es de segundo orden es posible proponer

2

un cambio de variable algebraico® v = v(u) que nos lleve a la integral elemental

Yoo do 1 1
———— =sin" y=-cos  1—1y2, A2
A\ﬁ—w y Vi-y (A.2)
donde y = v(x).
En el caso en el que P(u) sea un polinomio de tercer o cuarto grado existen cambios

de variable trigonométricos que nos llevan a la forma estdndar

¢ dt
Pk, (A.3)
0 1— k2sin*t

esta integral recibe el nombre de integral eliptica de Jacobi del primer tipo. La constante
k es el médulo de la integral y ¢ la amplitud de Jacobi. Por medio de cambios de variable

algebraicos, la integral anterior puede reescribirse como

1—02)(1 — k202)
= F(k,¢) = F(k,sin" 1), (A.4)

y
/ V( = = snly =cn /1 —y2 =dn /1 - k22
0

2En este caso, si P(u) = au® + bu + c el cambio de variable adecuado es v(u) = 2au + b
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donde sn (u, k), cn (u, k) y dn (u, k) son las funciones elipticas de Jacobi (Lawden, 1989).
Estas funciones se definen como inversas de la funcién F'(k, ¢) de la siguiente manera
sn (u, k) = sin ¢ = sin[F~(k, u)), (A.5)
cn (u, k) = cos ¢ = cos[F 1k, u)], (A.6)

dn (u, k) = /1 — k2sin? ¢. (A.7)

Estas funciones se relacionan con las funciones trigonométricas tanto circulares como

hiperbdlicas mediante

sn (u,0) = sinu, sn (u,1) = tanhu, (A.8)
cn (u,0) = cosu, cn (u, 1) = sechu, (A.9)
dn (u,0) =1, dn (u, 1) = sechu. (A.10)

Las funciones elipticas de Jacobi son periddicas en K(k) y K’(k) de acuerdo a

sn (u+2mK + 2niK' k) = (=1)™sn (u, k), (A.11)
cen (u+2mK + 2niK' k) = (—=1)™cn (u, k), (A.12)
dn (u +2mK + 2niK’, k) = (—1)"dn (u, k), (A.13)
donde
K(k) = F(k,7/2) (A.14)

es la integral eliptica completa del primer tipo, K'(k) = K(k') y ¥ = v/1 — k? es el médulo
complementario.

Por definicién, las funciones elipticas de Jacobi satisfacen las siguientes identidades
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sn 2y +cn?u = 1, (A.15)
dn 2y + k*sn’u = 1, (A.16)
dn 2y — k?en?u = k2. (A.17)
Los moédulos satisfacen la relacién
k2 4+ k% =1. (A.18)
Entre otras relaciones importantes tenemos
snucnvdnv +snvcnudnu 9 1—cn2u
sn (u+0) 1 — k2sn2usn?v ’ T 2w (4.19)
cnucnv —snusnvdnudnv 9 dn2u + cn2u

= =——— (A2

en (u+v) 1 — k2sn2usn?v ’ cn 1+dn2u ’ (A.20)
dnudnv — k?snusnvenucnov dn 2u + cn 2u
d = dn?u=—"—"—""" (A21
n(u+v) 1 — k2sn2usn?v ’ e 1+ cn2u ( )
Algunos valores especiales de estas funciones son

en(0) =1, sn(0) =0, dn(0) =1, (A.22)
en(K) =0, sn(K) =1, dn(K) = ¥/, (A.23)
cn(2K) = —1, sn(2K) =0, dn(2K) =1, (A.24)
en(u+ K) = —k'sd(u), sn(u+ K)=-cd(u), dn(u+ K)=k'nd(u), (A.25)
cn(u +2K) = —cn(u), sn(u+2K) = —sn(u), dn(u+2K)=dn(u). (A.26)

Nueve funciones elipticas mas se obtienen al tomar cocientes o reciprocos de las ya
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definidas tal como se muestra a continuacién

nsu = 1/snu, ncu = 1/cnu, ndu = 1/dnu,
scu = snu/cnu, cdu =cnu/dnu, dsu =dnu/snu,
csu = cnu/snu, dcu =dnu/cnu, sdu = snu/dnu.

Finalmente, las derivadas de las funciones elipticas de Jacobi estdn dadas por

—snu = cnudnu,
du
—cnu = —snudnu,
du
d
—dnu = —k?snucnu.

du

(A.27)
(A.28)
(A.29)

(A.30)
(A.31)

(A.32)
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