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Introduccion

En este trabajo estudiaremos las simetrias de soluciones de Ecuaciones Di-
ferenciales Parciales Elipticas (EDPE). Para ello nos valdremos primordial-
mente de tres herramientas muy interesantes: las Simetrizaciones, las Pola-
rizaciones y los Métodos Variacionales. Los tres son conceptos matematicos
antiguos, y han tenido una evoluciéon notable hasta nuestros dias, genera-
lizandose cada vez a espacios mas y mas abstractos.
Por ejemplo, en el problema modelo
—Au = f(’a:lau)a en Qa

()
u =0, en 0f2,

donde:

e A es el operador Laplaciano usual (Au =" ( 9.2),
e () es una bola abierta en RV,

e 0f) denota la frontera de la bola €2,

se sabe que cuando la funcién f es Lipschitz continua, decreciente en r = |z
y u es una solucién positiva y continua hasta la frontera, entonces el famoso

resultado de Gidas, Niy Nirenberg [18] dice que u es radial y % < 0 (para una

1



2 INTRODUCCION

visiéon mas panoramica de simetrias en soluciones de EDP puede consultarse
el articulo de Xavier Cabré [11], donde también se encuentra una versién del
resultado de Gidas, Niy Nirenberg). En este caso la existencia de una solucién
positiva automaticamente implica la existencia de una funcién radialmente
simétrica.

Las soluciones de (p) pueden obtenerse al encontrar los puntos criticos

del funcional de Euler-Lagrange ¢ definido en el espacio de Sobolev HJ ()

o) = [ (F4E = Pt )

donde F(r,t) fo f(r,s)ds.

por

La Simetrizacion de Schwarz mapea una funcién no negativa uwe Hy(Q)a
una funcién més simétrica u*. Se puede demostrar [26] que Sl < 0, entonces
e(u*) < p(u). Por lo tanto, si existe un minimizador de ¢, debe existir
un minimizador simétrico. En los problemas que se tratan en el presente
trabajo no sera posible encontrar minimizadores globales, sin embargo los
métodos variacionales nos permitiran hacer una aseveraciéon equivalente en
un minimo local. De esta manera, se demostrara en algunos casos la existencia
de una solucién positiva simétrica sin asumir que f es Lipschitz continua en
la variable u.

En este trabajo modificaremos el Teorema Minimax General de Willem
[33] para obtener sucesiones de Palais-Smale cuyos elementos sean cada vez
mas y mas simétricos, y de este modo demostrar que algunos valores criticos
son alcanzados por funciones simétricas. Sin embargo, esta modificacion de-
be hacerse con mucho cuidado, pues resulta que la funciéon que mapea una

funcién con su simetrizacion puede ser no continua en espacios de Sobolev



[2], por lo cual es necesario desarrollar un método de aproximacién de las
simetrizaciones, de tal manera que se conserve la continuidad en las cons-
trucciones del Teorema Minimax General. Este método es desarrollado por
Schaftingen [27] mediante el uso de Polarizaciones.

A continuacién se explicara brevemente el contenido, por capitulos, del
presente trabajo de tesis: En el capitulo 1 se desarrolla el concepto de Arreglo
de una funcion, y posteriormente de Simetrizacién, centrandose en la Sime-
trizacién de Schwarz, aunque es importante mencionar que estos resultados
se pueden extender a otras como la Simetrizacion de Steiner, la Simetrizacion
Esférica por Capas (Spherical Cap Symmetrization) y los arreglos crecientes.
En este mismo capitulo se enuncian sus propiedades principales, que bajo

algunas hipotesis técnicas, son las siguientes:

e Una simetrizacion * mapea cualquier funcién v :  — R a una funcién

mas simétrica u* : Q2 — R.
e u* es radialmente simétrica y decreciente.
e uy u* tienen la misma norma en L? y [, u(x)dzr = [,. u*(z)dz.
o |[ur —vr[lp < ju—wll

El el capitulo 2 se desarrolla el método de aproximacion de simetriza-
ciones. Se define primero el concepto de polarizacion y se demuestran sus
principales propiedades, para después demostrar que una sucesion de polari-
zadores puede aproximar a la Simetrizacion de Schwarz. Dada una funcion,
construir dicha sucesién es relativamente sencillo, sin embargo en el articulo

en el que se basé esta Tesis [26] se encontré un error en la construccién de
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la aproximacién uniforme. Esperamos dar una prueba consistente de este re-
sultado en un trabajo futuro. Finalmente, se demuestra la continuidad de la
funcién polarizadora en espacios de Sobolev, y se formula la generalizacién
de este método a espacios de Banach.

El capitulo 3 esta dedicado a demostrar el Teorema Minimax General de
Willem. Para ello se desarrolla primero un caso particular muy conocido: Kl
Teorema del Paso de Montana, y el lema sobre el cual se basa la demostracion:
el Lema Cuantitativo de Deformacion.

El capitulo 4 unifica los tres capitulos anteriores: enuncia y demuestra
el Principio Variacional Simétrico de Schaftingen utilizando la aproxima-
cién por polarizaciones, demostrando asi no sélo la existencia de una solu-
cion simétrica, sino también que esta vinculada a un valor minimax ¢ y sin
hipétesis de diferenciabilidad o de continuidad Lipschitz sobre la funcién f.
Finalmente, en el capitulo 5 se da una aplicaciéon formulada para un caso
general de este Principio a Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas no

Lineales cuando el dominio es una bola.

Alberto Saldana De Fuentes
Agosto 2008



Prodlogo

Antes de entrar en materia, me gustaria retomar un poco el contexto
que rodea algunos de los conceptos mas importantes en este trabajo. Para
ello, quiero agradecer primero a Marina Sosa, de la Universidad de Buenos
Aires, a quien no tengo el gusto de conocer, pero cuyo trabajo de tesis [30]

disfruté bastante y fue de mucha utilidad para escribir este Prélogo.

Simetrizaciones

Empecemos hablando de las simetrizaciones. Para ello, recordemos primero
el Problema de Dido, el cual establece que de todos los dominios en el plano
con un perimetro dado, el disco y sélo el disco es aquel que maximiza el area

encerrada. Esto se expresa con la desigualdad isoperimétrica cldsica
L? > 47 A,

donde L es el perimetro y A el area encerrada por éste. La igualdad sdlo se
alcanza con el disco. En tres dimensiones se obtiene algo equivalente, si S es

la superficie de un cuerpo y V' el volumen del mismo, entonces

S3 > 36wV,
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y la igualdad sélo se alcanza con la bola. Asi, uno se puede explicar por
qué las burbujas de jabdén son esféricas: la burbuja alcanzara una posicion de
equilibrio cuando la energia potencial debido a la tension de la superficie sea
minimal. Esta energia es proporcional al drea de la superficie de la burbuja.
Por lo tanto, dado un volumen de aire que forma la burbuja, ésta tomara una
forma esférica que minimiza el area de la superficie. Las dos desigualdades

anteriores pueden generalizarse a cualquier dimensién [21].

El estudio de desigualdades isoperimétricas conlleva una interrelacion
muy interesante de Anélisis, Geometria y Ecuaciones Diferenciales Parcia-
les. Se han hecho muchas conjeturas, algunas han sido ya resueltas, pero un
gran numero de ellas permanecen ain abiertas. Asi, se puede observar que
en la naturaleza, las simetrias (esféricas) aparecen al momento de optimizar
recursos y una de las principales herramientas en el estudio de problemas
isoperimétricos es la Simetrizacion de Schwarz. Esta simetrizacion actia de
manera similar al caso de la burbuja, pues uno puede partir de conjuntos
amorfos y extranos, pero después de pasar por el proceso de simetrizacion,
se obtiene un conjunto con simetria esférica (una bola). Esta idea puede
generalizarse a funciones mediante el concepto de conjunto de nivel, como
se explicard de manera formal en el primer capitulo. Esto da la pauta para
aplicar simetrizaciones a la teoria de Ecuaciones Diferenciales, y una forma
de hacer esta vinculacién es mediante los llamados Métodos Variacionales, y

justamente de esto se trata el capitulo 4.



Meétodos Variacionales

Los Métodos Variacionales son una evolucién moderna de lo que antes se
conocia como Cdlculo de Variaciones, que fue motivado por problemas como
el ya mencionado Problema de Dido. Sin embargo los primeros problemas del
Calculo de Variaciones fueron postulados a la par del nacimiento del Célculo,
a finales del siglo XVII, como el problema de Newton del s6lido de revolucién,
que ofrece la menor resistencia de un fluido, o el problema de encontrar la
trayectoria més corta que une dos puntos fijos en el plano, el espacio o sobre
una superficie (geodésica), sélo por citar algunos.

En la actualidad, después de anos de estudio y optimizacion, los problemas
del Calculo de Variaciones consisten en encontrar maximos o minimos de
funcionales reales definidas en espacios de funciones. El problema modelo,
como mostro Fuler a mediados del siglo XVII, consiste en encontrar el minimo

(0 el maximo) de una expresion de la forma

/ f(a,y(@), o (x))de (1)

sobre todas las funciones suaves y que vayan de (a,b) a RY.
Euler y después Lagrange mostraron que si tal funcion y existia, debia

ser solucion de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

d

200 f (@, y(2), Y (x) = 0yf(z,y(x),y (x)) =0 (2)

que recibié el nombre de Fcuacion de Fuler-Lagrange correspondiente al
problema de Célculo de Variaciones ([30]). Cuando y(z) es una funcién de
n variables y (1) corresponde a una integral multiple sobre un conjunto

n—dimensional €2, entonces la ecuacion de Euler-Lagrange asociada es una
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ecuacion diferencial parcial, y las condiciones en a y b se substituyen por

condiciones para y sobre la frontera 0f).

Los matematicos de la época concentraron sus esfuerzos en buscar solu-
ciones explicitas de la Ecuacién de Euler-Lagrange, y luego encontrar candi-
datos para minimo de (1) sobre una familia de funciones. Sin embargo, esto
no siempre era posible, por ejemplo cuando la ecuacién (2) es no lineal o no
es integrable. Esto cambié cuando a mediados del siglo XIX el trabajo de
Gauss en Teoremas de Existencia motivé un nuevo enfoque, que consistia en
mostrar la existencia de una solucién de (2), que satisfacia ciertas condiciones
en la frontera, y probar que (1) tiene un maximo o minimo sobre la clase de
funciones que satisfacen las condiciones de frontera. Este método recibié el
nombre de Método directo del Calculo de Variaciones. Primero surgié de for-
ma heurfstica en demostraciones incompletas de Gauss, Dirichlet, Kelvin y

Riemann sobre las soluciones del llamado Problema de Dirichlet

Au =0, en €,

u(x) = f(x), en 09,

donde A es el Laplaciano y f es una funcién con valores reales definida en

092.

La ecuaciéon (D) es la Ecuacién de Euler Lagrange asociada a la integral

de Dirichlet

/Q |Vu(x)|*dz.

La existencia de un minimo fue considerada una consecuencia trivial de su po-

sitividad ( Principio de Dirichlet), hasta que Weierstrafl dio un contraejemplo



en 1870, en dimension 1, mostrando que la integral

[ @t

1

no tiene minimos sobre el conjunto de funciones C? tales que y(—1) =
a, y(1) = b, cuando a # b. Sin embargo, este no fue un contraejemplo
del Principio de Dirichlet, y finalmente en 1900 Hilbert esboz6 una demos-
tracion rigurosa de este Principio cuando n=2, bajo ciertas condiciones sobre
f v Q. Fue el principio de una larga sucesion de articulos, que daban cuen-
ta de la profecia que Hilbert hizo en su famosa conferencia en el Congreso

Internacional de Matematicos en Paris:

“Estoy convencido de que serd posible probar teoremas de exis-
tencia usando un principio general, cuya naturaleza esta motivada

por el Principio de Dirichlet”.

La situacion en este momento es bien resumida por Volterra, quien en

1932 escribid:

“En lugar de estudiar los problemas de célculo de variaciones re-
duciéndolos a ecuaciones diferenciales, es conveniente reducir los
problemas que, a primera vista son de ecuaciones diferenciales, a
problemas de calculo de variaciones. Esto tiene una importancia,

que puede decirse filoséfica, y también una importancia practica.

Los nuevos métodos del Célculo de Variaciones no sélo son im-
portantes desde el punto de vista de esta ciencia, sino también
tienen gran interés para el estudio de ecuaciones diferenciales y
de muchos problemas que estan conectados. También le dan un

nuevo interés a la teoria de funcionales.”
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Recientemente, los Métodos Variacionales se constituyeron como una he-
rramienta muy importante en el tratamiento de Ecuaciones Diferenciales,
pues en algunos casos es posible trasladar el problema a uno Variacional,
donde se busca encontrar maximos o minimos, locales o globales, de un fun-
cional cuyo conjunto de puntos criticos son las soluciones de la Ecuacién
Diferencial en cuestién. Sin embargo, en algunos casos de interés, el fun-
cional ¢ no estd acotado inferiormente (o superiormente) por lo que no es
posible encontrar minimos (o maximos) globales y, en estos casos, los Méto-
dos Minimax, los cuales se centran en puntos silla, son de gran utilidad. El
Teorema Minimax mas conocido es el Teorema del Paso de Montana, el cual

tiene una geometria muy interesante. Se supone lo siguiente:

¢ € C*(X,R) (“El valle de montanas”),

e € X, r > 0tal que ||e|| > r, (un punto al otro lado de las montanas),

e inf ¢(u) > ¢(0) > ¢(e) (forma montanosa)

[lull=r

I'={yeC([0,1],X) | v(0) = 0,7(1) = e} (los caminos entre 0 y e),

c:= inf sup @(y(t)).
7€l 0,1
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Figura 1: La geometria del Paso de Montana

Entonces, el Teorema del Paso de Montana nos encuentra una altura maxima
méas pequena (el real ¢), y siempre podemos encontrar una sucesion (u,) C X

tal que

plun) — ¢

SOI(Un) — 0.

Es decir, una sucesiéon de puntos casi criticos. El Teorema General del
Paso de Montana en un espacio de Banach fue introducido por Ambrosetti
y Rabinowitz en 1973 y, junto con la Teoria del Grado Topoldgico, se han
convertido en las herramientas mas usadas y fructiferas del anélisis funcional
no lineal.

Este teorema y una generalizacion seran demostradas en el Capitulo 3. Su
demostracion usa una técnica de deformacion que fue introducida en 1934

por Lusternik y Schnirelmann. Esta consiste en deformar un funcional ®,
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afuera del conjunto de puntos criticos, a través de soluciones de su sistema
. . ;L . o .
gradiente asociado o' = —V (o) u otro sistema cualitativamente equiva-
lente. Finalmente, con el teorema del Paso de Montana, y condiciones de
compacidad introducidas por Palais y Smale en 1965, se puede garantizar
la existencia de soluciones de Ecuaciones Diferenciales, como se vera en el

capitulo 5.



Capitulo 1
Simetrizacion

La Simetrizacion de Schwarz es un tipo particular de arreglo de funciones,
definidas en un conjunto medible Q@ C RY. Dada una funcién real en este
conjunto, se construye una funcién asociada, que tiene como dominio la bola
centrada en el origen, con la misma medida que §2, esencialmente el mismo
rango de valores, y que cumple dos propiedades en particular: es radial, y
radialmente decreciente. Para llegar a este objetivo, se construye primero el

arreglo decreciente unidimensional de una funcion.

Notacion 1.1. A lo largo de este capitulo, a menos que se indique lo con-

trario, 1 C RY ser4 un conjunto medible con medida de Lebesgue positiva.

1.1 El Arreglo Decreciente

Sea u: @ — R := RU{+oo}J{—00} una funcién medible. Para t € R,

definimos el conjunto de nivel como
{u>t} ={reQu(z) >t}

13



14 CAPITULO 1. SIMETRIZACION

Los conjuntos {u < t}, {u > t}, {u = t} se definen de manera analoga.

Entonces definimos la funcién de distribucién de u como
pu(t) == {u > t}, t € R, (1.1)
donde | | representa la medida de Lebesgue en RY.

Nota 1.2. Sea Ay := {t € R | [{u > t}| = 0}. Entonces el supremo esencial
(sup.ess) se define sup. ess(u) := oo si Ag = ), sup.ess(u) := inf Ay en otro
caso. Andlogamente se define el infimo esencial (inf.ess). Ademds, se cumple

que sup.essu € Ay si Ay # 0

Enunciaremos ahora algunas de las propiedades mas importantes de la

funcién de distribucion.
Proposicién 1.3. Sea u: Q — R medible, entonces
1. p, es decreciente.

2.t >sup.essu => p,(t) =0,
t <inf.essu = pu,(t) =19 (i.e. p (RY) C[0,]9]]).

3. Ly es una funcion continua por la derecha.

Demostracion. 1y 2 son claros a partir de (1.1) y de la Nota 1.2. Para 3, sea

teRy (h,) C (0,00) tal que h,, — 0. El hecho de que
{u>t+h,} C{u>t+hp,}sih, <hy,

y que
U{u>t+hn} = {u >t}
n=1



1.1. EL ARREGLO DECRECIENTE 15

implican por el Teorema 1.19(d) en el libro de Rudin [25] que

g (t+hn) = M [{u > 14 ho}| = {u > 8} = p(t)

n—oo

]

Definicién 1.4. Sea u: Q — R medible. Se dice que u es simetrizable
si py(t) < oo para todo t > inf.essu y [{u = oo}| = [{u = —0}| = 0.
Llamaremos X al conjunto de las funciones simetrizables definidas en el

conjunto ).

Lema 1.5. Sea u € Xq. Entonces p,(t) < |Q| para todo t > inf.essu.

Ademds limy o0 1y, (t) = 0 y lHmy—, o 1y, () = |9

Demostracion. Si |Q| = oo, el resultado se sigue de la definicién 1.4. Si [Q] <
oo haremos una demostracién contraposicién. Supongamos que i, (t) > €],

entonces 1, (t) = || por la Proposicién 1.3, por lo tanto se tiene que
Hu <t} < {u <t} =10 = {u >t} = [Q = pu(t) =0

y entonces t < inf. essu.

Demostremos ahora el primer limite. Sea {t,} C R tal que ¢, — oo
mondétonamente y definamos A, := {u > t,}. Entonces A; D Ay D A3 O ...
y S.p.g. supongamos que t; > inf.essu entonces |A;| = p,(t1) < oco. Por lo
tanto en vista del Teorema 1.19(e) en [25] se tiene que
lim fu,(t) = 1im |A,| = | (1) Au| = {u = 00}| =0,

n—o0
n=1

pues u € Yq.
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Andalogamente para el segundo limite, sea {t,} C R tal que ¢, — —o0
mondtonamente y definamos A, := {u > t,}. Entonces A; C As C A3 C ...

y por lo tanto

lm (k) = lim || = | | Aul = 19\ = —o0} | = |2,
n=1

[
Ejemplo 1.6. Sea 2 C RY abierto, p € [1,00) y u € LP(Q). Si u > 0 o si

|2] < oo entonces u € Xq.

Definicién 1.7. Sea u € Xq. Entonces el arreglo decreciente (unidimen-

sional) de u, es una funcién u* : [0,]Q|) — R definida por
u(s) == inf{r | p,(r) < s}.

Nota 1.8. En esencia, u” puede verse como la inversa de la funcién de
distribucién pu, de w. Sin embargo, como p,(t) es sélo monotonamente de-
creciente, puede tener discontinuidades de salto. Si t es un punto de discon-
tinuidad, entonces la definicién precedente fija el valor de u* en el intervalo
[t (t+), pu(t—)] como t, donde t+ y t— denotan el limite por la derecha y
por la izquierda respectivamente. Y cuando p, tiene un intervalo constante,

entonces u# tiene una discontinuidad de salto.

Ejemplo 1.9 (Kawohl (1986)). Sea Q2 = (—2,2) C R. Definimos u :  — R

como sigue:
(

24y, —2<y<-—I,
1, —1<y <0,
I+y, 0<y<0)5
| 2-y, 05<y<2
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1.5

Figura 1.1: Funcién original.

Entonces se sigue facilmente que

4-2t 0<t<l,
392, 1<t<15

¥y que
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Figura 1.2: Comparacién entre pu, (izquierda) y u* (derecha)

Definicién 1.10. Se dice que dos funciones reales (que pueden tener distin-
to conjunto de definicién) son equimedibles si tiene la misma funcién de
distribucién. Se dice que las funciones equimedibles son arreglos una de la

otra.
Veamos ahora algunas de las propiedades del arreglo decreciente.
Proposicién 1.11. Sea u € X, entonces se cumple que:
i) u™ es no creciente.
ii) u¥ es continua por la derecha.
ii) t € R, s €10,|Q]). Entonces ju,(t) < s < u#(s) <t.
w) u#(0) = sup. essu, Um, o u# = inf.essu.
v) u* € Bgjap Y pu = pur (i.6. wy u? son funciones equimedibles).

Demostracion. i) Este resultado se sigue de la definicién de u?.
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ii) Seat € [0,[Q) y {tn}nen C [t,]9]) tal que t, — ty {t,} es no creciente.
Definamos:
ro = u¥(t) =f{r| p.(r) <t}
rn = u?(t,) =mf{r | p.(r) <t,}.
Como u € Xq, entonces para todo s > 0 se tiene que u#(s) < oo (de

lo contrario, se tendria que p,(r) > s > 0 Vr € R contradiciendo que

im0 1 (t) = 0, como fue demostrado en el Lema 1.5).

Supongamos primero que t > 0. Entonces ry, 7, < oo Vn € N. Demos-
traremos que r, — 19 cuando n — oo. Dado que {t,} es decreciente y

la definicién de r,, se tiene que
,uu(rn-‘,—l) S tn—‘rl S tn - Tn+1 Z Tn

pues 7, es el infimo con esa propiedad y u, es una funcién continua por

la derecha. Por lo tanto {r,} es creciente.

Ademas, se tiene que para toda n € N
pu(ro) <t <t, = ro>r, = {r,} es convergente.

Sea 1’ este limite, entonces se tiene por la implicaciéon anterior que
ro > r’. Por otro lado como p, es una funcién decreciente y por la

definicién de r, se tiene que para toda n € N

MU(T/) < Mu(rn> <t, = NU(T/> <t

al tomar el limite. Por lo tanto, por la definicién de 7y se sigue que

ro <7r'. Y por lo tanto v’ =r¢ y r, — 1.
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iii)

iv)
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Si t = 0 puede suceder que rg < 00 6 19 = 00. En el primer caso, como
u” es una funcién decreciente se tiene que r, < oo ¥n € N y la misma
demostracion del caso anterior funciona. Para el caso t =0y rg = oo

se infiere de esta tultima igualdad que
pu(r) >0 Vr e R. (1.2)

Ahora, supongamos que la sucesién {r,} definida del mismo modo que
en el primer caso, converge a 1’ < oo. Entonces se tendria que g, (r') <

t, y tomando limites p, (") = 0 lo cual es una contradiccién a (1.2).

Sean t € R, s € [0, |9]), supongamos que u,(t) < s entonces u (s) <t
por definicién de u#. Supongamos ahora que u*(s) < t, sean t, > t
tal que t,, — t cuando n — oo, entonces por definicién de u™ se tiene
que i, (t,) < s. Se toman limites y el resultado se sigue de que p, es

continua por la derecha.
u”(0) = inf{r | pu,(r) = 0} = sup.essu. Ahora sea

= U #(s).
a s-»l\rs%—u (s)

Se demostrard que o = inf.essu. Sea s € [0,|Q2]) y r € R tal que
() < s < |, entonces por la Proposicién 1.3 inciso 2, se tiene que
r > inf.essu y entonces por definicién de u# se sigue que u#(s) >
inf. essu, y por lo tanto a > inf. ess u. Para demostrar la otra desigual-
dad se procederd por contradiccion, supongamos que « > inf.essu,
entonces existe € R tal que a > 3 > inf.essu. Luego por la mono-

tonfa de u* se tiene que

wH(s)>a>p V s€[0,]Q)),
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pero por iii), se sigue que
pa(B) > s ¥V s €[0,]9),
entonces, haciendo tender s — |Q]
pa(B) = 1€2].
Pero por el Lema 1.5 se sigue que
6 < inf.essu,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto

lim u®(s) = inf. essu.
s—|Q—

v) La monotonia de u# implica que

pr (8) = [{u# > 8} = sup({s >0 u¥(s) >t} J{0}) (1.3)

= inf{s >0 |u®(s) <t}. (1.4)

Sea t € R, se demostrard que ji,(t) = p,#(t). Si u#(s) > t para toda

s € [0,]€]) entonces por definicién
pu (t) = [{u® > t}| = |Q.
Por otro lado, se tiene que
u#(s) >t = Wf{r | pu(r) < s} >t = p,(t) > s,

para toda s € [0,|Q?]), de donde se sigue que p,(t) > |2|. Dado que
oy (t) < €2 siempre se cumple, se tiene que fi, (t) = pr#(t).
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Ahora, si existe s > 0 tal que u”(s) < t. Entonces por #ii) se tiene que

py(t) < s,y de (1.4) se sigue que

fra(t) < gy ().

La otra desigualdad se demostrara por contradiccién. Supongamos que
() < 1y (t). Entonces existe § € R tal que p,«(t) < 5 < py(t), pero

por iii) se tiene que u¥(3) > t, entonces por (1.3) se sigue que

Moo (t) > 0> Hoy (t)?

lo cual es una contradiccion.

]

Proposicién 1.12. El mapeo u — u” es no decreciente, i.e. siu < v, donde

u y v son funciones reales en ), entonces u? < v#.
Demostracion. Como {u >t} C {v > t}, se tiene que
{t1{v>t}[ <sp C{t|[{u>1}| <s}

y el resultado se sigue de la definicion. n

1.2 Simetrizacion de Schwarz

Definicién 1.13. Dado un conjunto medible £ C RY de medida positiva,
se denota por E* (a menos que se especifique otra cosa) a la bola abierta de
dimensién N centrada en el origen, con la misma medida de Lebesgue que E,

i.e. |E*| = |E|. Se dice que E* es la Simetrizacién de Schwarz de F.
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Lema 1.14. Sean A, B C R medibles. Entonces
|A\B| = |[A"\B"| (1.5)
Demostracion. Supongamos que |A| > |B|, entonces
A*(\B* =B = |A*(B*| =|B"| = |B| > |A[)B|.
Anélogamente se tiene que
|B| > [A| = |A*(|B*| > |A[) Bl
Seguiremos la prueba por casos. Supongamos que |A| < oo, entonces
A\B| = |A] - [A() Bl > |4 - [4"() B'| = |A"B|
Ahora, si |A| = co entonces hay dos casos:
1. |[A\B| =00 = |A\B| > |A*\B*|.
2. |A\B| < 00 = |B| =00 = A* = B* =R y entonces

0= A"\B| < |A\B

]

Notacién 1.15. Dado un vector z € RY, denotamos su norma Euclidiana
por |z|. Finalmente, denotaremos por wy el volumen de la bola unitaria en

R¥. Recordemos que
™
WN = ——,
YOTE

donde I'(s) es la funcién gamma usual.
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Definicién 1.16. Sea u € Yq. Entonces, su Simetrizacion de Schwarz, o
su arreglo decreciente y esféricamente simétrico, es la funcién u*: Q* —

R definida como

u(z) = v (wylz|Y), © € Q.

Ejemplo 1.17. Sea 2 = (—2,2) C R. Definimos u : 2 — R como en el

ejemplo 1.9:
.
17 —1xyxU,
u(y) ==
I+y, 0<y<0,5,
\ 2—y, 06<y<2
1.5
u
1
-2 -1 0 0.5 2

Figura 1.3: Funcién original.

Entonces 2 = Q* = (—2,2) y u* estd dada por

Sz, 0<z<05,
u'(—z) =u'(z) =9 1, 05<z<1,

2—, 1 <x<2.
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1.5 n*

-2 -1 9] 0.3 1 2

Figura 1.4: Funcién simetrizada.

A continuacion demostraremos que la Simetrizacion de Schwarz u* es un
arreglo del Arreglo Decreciente u# (y por lo tanto también de la funcién

simetrizada u).

Proposicién 1.18. Sean u € X yt € R. Entonces

Hu* >t} = [{u® > t}]. (1.6)
Demostracion.
{u" >t} = {oeQ |u'(z)=u"(wnleV) > t}] (1.7)
= (sup{s € [0,]9]) | v (wns") > tHVwy (1.8)
= sup{r € [0,|Q) | u¥(r) > t} (1.9)
= [{re[0,1Q) | ¥ (r) > t}] (1.10)
= |{u* >t} (1.11)
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Del resultado anterior se sigue la siguiente proposicién, que nos da otras
caracterizaciones utiles de la Simetrizacién de Schwarz. Algunos autores de-
finen desde un inicio a la Simetrizaciéon de Schwarz con alguna de estas ca-

racterizaciones, de modo que son también definiciones equivalentes.
Proposicion 1.19. Sean u € ¥ yt € R, entonces se cumplen:
1 A{u* >t} = {u >t}
2. u*(y) =sup{c e R |y € {u>c}*}.
Demostracion. De (1.6) y por la Proposicién 1.11 inciso v) se sigue que
{u" >t} = {u? > t}] = [{u>t}| = {u > t}]. (1.12)

Por la continuidad por la derecha de u# se tiene que {u* > t} son bolas
abiertas centradas en el origen, al igual que {u > t}*, por definicién. Entonces

de (1.12) se sigue la afirmacién 1, es decir:
{u* >t} ={u>t}" (1.13)
Ahora veremos que 1 implica 2.

u'(y) = sup{c e R[u’(y) > c}
= sup{ceR|ye{u" >c}}

= sup{ceR|ye {u>c}}
[

Para terminar esta seccién, demostraremos una propiedad muy impor-

tante de las simetrizaciones de funciones, llamada la “no expansividad.”
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Proposicién 1.20 (No expansividad de los arreglos). Sea Q C RV, 1 < p <
00 Y g [—00,00] — [0,400| definida por g(t) := |t|P, entonces para todas

funciones u,v € g, u,v: 2 — R se cumple:

Agw—vn;LgWﬂwm. (1.14)

Demostracion. Empecemos por notar que u, v € Yq implica que las integrales
estan bien definidas, pues [{u = co}| = [{u = —o0}| = |{v = 0} = [{v =
—oo}| = 0.

Para 1 < p < oo se tiene que g(0) = ¢(0) = 0, y para cada s,s" € R es

facil verificar que:

(s — s) // t)dt'dt. (1.15)

Denotaremos a la funcién indicadora (o funcién caracteristica) del conjunto

A, como “I4”. Entonces de la identidad anterior se sigue que:

u(z)

o(u(z) — v(z)) = /( Dt dt

/ g(t — t)]I{u>t/}(£l?)dt/dt
(x) Jt

9t~ )1~ Ty (@) sy () Ly (@) de.

_ / (' — sy () Loy () dE'dt

Como t' > t entonces {u > t'} C {u > t}, este hecho junto con el Lema 1.14
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implican que:

/Q o(u(@) — v(z))dz = Ta — ) /Q (1 = Ly () Lpuory (&) daddt

88
8

gt =) {u>t'P\{v > t}|dt'dt

83

e}

Gt =) {u>t'}\{v > t}*|dt'dt

83

— S S —

) / (1= Tgyeony (2)) e sy () drdt'dt

g(t/ —t)(1 — H{v*>t} (l’))ﬂ{u*>t/} (JI)H{u*>t} (x)dt'dtdx

[e.9]

*J—00 Jt
*

u*(z)

— —

()
/ Gt — t)dt'dtdx
t

* v* (x)

g (x) — v (x))dx.

*

I
S— 5 o — T T T

]

Este resultado puede probarse para g cualquier funciéon convexa, y una
prueba de este hecho puede consultarse en el articulo de J.A. Crowe y J.A.
Zweibel [14].

El siguiente Corolario es una consecuencia de la Proposicion anterior junto
con el Apéndice A, en donde se desarrollan algunos resultados sobre la no
expansividad de mapeos que conservan la integral y preservan orden, como

es el caso de la Simetrizacion de Schwarz.

Corolario 1.21. Sean Q C RY¥ u,v € g, u,v : Q — R. Entonces para

cualquier 1 < p < oo, se cumple que

[|u* = o™l < [[u = o]l
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Demostracion. El resultado es claro para p = oo, pues la simetrizacién coloca
las normas ||-||oc de uw y v en 0. El caso 1 < p < 0o es dado por la Proposicién

anterior. Para p = 1 se sigue del Lema A.1. ]
Las siguientes definiciones seran ttiles en los siguientes capitulos.

Definicién 1.22. Definimos:

= {feLP(K)|VK CcRY compacto }.

= LERY):={f e P(RY)]| f(xr) >0enctp. xR}
= {fcCRY)| f(x) >0V zecR"}.

= {f€CRY) | f(z) 20V zeRY, lim f(z) = 0}.

= {f € C=(R") | supp(f) es compacto}.

= {f e CRY)| f(z) >0V z € RY, supp(f) es compacto}.

También sera necesario tener presente la definicién de los espacios de Sobolev,
que involucran el concepto de derivada débil. Esto se puede revisar con mas

detalle en [16] o en [19].

= {felP(Q)|VfelLl(Q)}.

(€2)

WP(Q) = {feWY(K)|VK CQ compacto }.
(Q) = Whe(Q) ﬂ C>(€) (con respecto a la norma de W'?).
(€2)

= {feWyP(Q)| fz) >0V xeqQl.
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Capitulo 2

Aproximacion de

Simetrizaciones

En este capitulo introduciremos el concepto de polarizacién, el cual es un tipo
de arreglo muy simple de funciones, y se demostrara que se puede aproxi-
mar la Simetrizacion de Schwarz con una sucesion de polarizadores. También
se demuestra que el mapeo que relaciona la funcién con su polarizacion es
continuo en los espacios de Sobolev.

A lo largo de este capitulo, ) denotara un subconjunto abierto no vacio

de RV,

2.1 Polarizaciones

Definicién 2.1. Un conjunto H C R¥ es un polarizador si es un semiespa-
cio cerrado afin de RY, i.e. H es el conjunto de todos los puntos que cumplen

que a -z < b para algin a € S¥ ' b € R. Ademés, denotaremos por H el

31
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conjunto de todos los polarizadores de esta forma.

Notacién 2.2. Para cualquier z € RV y cualquier polarizador H € H, =
denota la reflexion de x con respecto a 9H. Con la notacién de la Definicién

2.1 tenemos que 7 = x —2(a -z — b)a.

Definicién 2.3. Sea H € H. Definimos la polarizacion de un conjunto

A como el conjunto

AT = {2 | x € A}.

Definicién 2.4. La polarizacién de una funcién u: RY — R por el polari-

zador H € H es la funcién v : RY — R, definida como:

max{u(z),u(z")}, sixze H;
u (r) = (2.1)
min{u(z),u(z?)}, sizx ¢ H.
Nota 2.5. Se puede definir una métrica sobre el conjunto de polarizadores de
modo que ‘H sea homeomorfo a la esfera de dimensién N, SV := {z € RV :

||z|| = 1} sin los polos. Primero definamos la biyeccién ¢ : S¥71 x R —

SM\{PN, PS}, usando la notacién de la definicién 2.1, de la siguiente manera:
¥ (a,b) = ((cos(arctanb))a, sen(arctan b))

donde PN y PS denotan los polos norte y sur respectivamente en SV. En-
tonces para cada par (a,b) € SV~ x R, la primera coordenada de Psi nos
da un punto en B;(0,RY), y la segunda coordenada un real en (—1,1), de
modo que v (a, b) localiza un punto en la esfera SV para cada a y b.

Una vez mas apoyandonos en la Definicién 2.1 definimos la biyeccion

U H — SN\{PN,PS}, por
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Esta biyeccién induce la siguiente métrica sobre H:
d(Hy, Hp) = [V(H:) — U(H2)|
de tal manera que H y S™V\{PN, PS}, son homeomorfos por medio de V.

Definicién 2.6. Definimos el conjunto de polarizadores extendidos H

como el conjunto de polarizadores H unién “dos polarizadores al infinito”,

definidos por uff+= := u, := max{u,0} y uf’-~ := —u_ := min{u, 0}.

Nota 2.7. La métrica definida en la Nota 2.5 se puede generalizar al conjunto

H. Con la misma notacién, definimos la biyeccién ¥ : H — SV por

w(%b) si H g {H+oo> Hfoo}
V(H) = PN  siH =H,
PS si H=H__.

Anélogamente, esta biyeccién induce la siguiente métrica sobre H:
d(Hy, Hy) = |W(Hy) — W(Hy)]
de tal manera que H v SV son homeomorfos por medio de V.

Definicién 2.8. Si H € H v Q C RY, la polarizacién de u:  — R con
respecto a H se define como uff = @ |, donde @ es la extensién de u a RY

tomando el valor 0 fuera de 2.

Definicién 2.9. Se define el conjunto H, de la siguiente manera:

H.={HeH|0eH} J{Hi}
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Nota 2.10. Dado que las polarizaciones de conjuntos son simplemente re-
flexiones, se tiene que satisfacen las siguientes propiedades: sean H € H,

A, B C RY medibles y | - | la medida de Lebesgue en RY entonces

ACB = A" CBH,

|B\A"| = |B\A|.
A la primera propiedad se le llama monotonia.

A continuacion se demuestra, al igual que con la Simetrizacién de Schwarz
en el capitulo anterior, la no expansividad de las polarizaciones. Para ello se
utilizarédn dos resultados de Crandall y Tartar [13], y uno de Brezis y Strauss
[7], que se pueden encontrar junto con su demostracion en el Apéndice A, y
son los Lemas A.1,,A.2 y A.3. La prueba toma ventaja de dos propiedades

muy importantes de las polarizaciones: que preservan la integral, es decir
/ u (z)dw = / u(z)dr cuando Q= QF (2.2)
Q Q
y que preservan el orden, es decir
Vu, v medibles tales que u < v c.t.p. = ufl <o ctp. (2.3)

Ambas son faciles de demostrar a partir de la definicion de polarizacién de
una funcién (Definicién 2.4). Para la prueba de la no expansividad, haremos
uso de la continuidad de las polarizaciones en LP, hecho que se demuestra a

continuacion.

Proposicién 2.11. Sea H € H y Q = Q. La funcién polarizacion de LP()

a LP(Q) : u s ufl es continua con 1 < p < oco.
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Demostracion. Sean 1 < p < oo, u € LP(Q)y (u,) C LP(Q2) tales que u,, — u
en LP(Q2). Entonces de la demostracién de que los espacios LP son completos
(ver por ejemplo [25] Teorema 3.1.1 pégina 67) se puede obtener una funcién
U € LP(Q) tal que |u,], |[u| < U. Sea @ la extensién de u a todo RY por cero y
sea HU := U(z"), entonces |ii,|,|i| < U < U+HU =: V € LP(Q). Entonces

|a?|,|af| <V y por lo tanto |[uf|, |u?| <V |q€ LP(Q). Luego
g = u"” < (Jwg | + [u"])? < 2°VP € LY(Q).

Y por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que
Jo [ull = u"[Pdz — 0 cuando n — co.
Para p = oo el resultado se sigue de la definicién de u®?, pues |[uf||o =

[l loo- 0

Proposicién 2.12. Sean Q@ C R, 1 < p < oo, u,v € LP(Q), H € H.

Entonces se cumple que
[l = "], < fJu—vl],.

Demostracion. Demostraremos el resultado primero para funciones en C2°(£2).
Por las propiedades (2.2) y (2.3) se satisfacen las hipdtesis del Lema A.1 con
C = L'(Q), lo cual garantiza la no expansividad de las polarizaciones para

p = 1. Ademas, es facil verificar que
sir € RT u € L®(Q) entonces (u+ )T =u? 4+ 7,

a partir de la Definicion 2.4, por lo tanto también se satisfacen las hipdtesis
del Lema A.2 con C = L>(Q), lo cual garantiza la no expansividad de las

polarizaciones para p = oo. Entonces se satisfacen las hipotesis del Lema
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A3, con j(-) = |- |, donde 1 < p < o0, lo cual nos dice que para toda

u,v € CX(Q),y 1 <p< oo se tiene que
[Ju" = 0™l < Jlu—v]],. (2.4)

Ahora, sean u,v € LP(§2) entonces como C2°(€2) es un conjunto denso en

LP(Q) se tiene que existen sucesiones (U, )nen, (Un)neny C C2°(£2) tales que

u, — wen LP(Q) cuandon — ooy (2.5)

v, — wven LP(Q) cuando n — co.
Y entonces se sigue por la Proposicién 2.11 y por (2.4) y (2.5) que
= o)l — ul? = o]y < ltn — olly = [l — ol
[

Para terminar la seccion, demostraremos unas propiedades basicas de las

polarizaciones en los espacios de Sobolev.
Proposicién 2.13. Sea u € W2 (RY), H € H y definimos v(z) := u(z™).

Entonces uf € WEH(RN) y se cumple que

;

Vu(z), size{reQ|ulz)>v(z)}H,
v (z) = Vo(z), size{reQ|ulz)<v(z)}H,
Vu(z), size{reQ|ulz)<v(x)}HE
Vou(z), size{reQ|u(z)>uv(x)}H"

\
Ademds para 1 < p < oo, si Vu € LP(RY) entonces Vull € LP(RY) y
IVull, = [[Vu]],.
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Demostracion. Sea u € W (RY). Demostraremos que u € W2 (RY). De-

finamos para ¢ > 0 la funciéon f. : R — R como:

(2 + )2 —¢, sit>0,
fe(t) ==
0, sit<0.

Entonces las siguientes propiedades se deducen facilmente:
o f. € CR),

L fa(o) - 07

[f(O)] < [¢] VE € R,

[fi() <1VteR,

fe(t) — méx{t,0} cuando € — 0.

Para t > 0 se tiene que f/(t) — 1 cuando ¢ — 0.

Entonces gracias a la Notacién 2.2 no es dificil comprobar que para i €
{1,2,..., N},

() = Ou(z™)Ho (2.6)
donde Hy, usando la Definicién 2.1, es un polarizador que tiene como parame-

tros el mismo a del polarizador H y b = 0. Por lo tanto se tiene que

v € WoH(RYN). Definamos también los siguientes conjuntos:

C Q & =
——
8
m
2
<
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Entonces A|JBJC D = 2, ademds son ajenos y se cumple que
BY =Dy B=D". (2.7)
Recordemos que si x € H entonces

u(z) = méx{u(z),u(=")} = u(z) + (u@") —u(z))y,  (28)

z) = minfu(z), u(@")} = u(z) — (u(z) —u(z")),

donde wuy := max{u,0}. Por lo tanto, en vista de las propiedades limite de
f- resulta natural hacer la siguiente construccién: Sea w. : RY — R definida
por
u(@) + f.(0o(z) —u(@)), sizeH,
we(z) ==
u(z) — fo(u(x) —v(z)), sixze HC

Entonces w, € T/Vlloc1 (RM). Los detalles de la demostracién de este hecho

pueden revisarse en el Apéndice B Lema B.1.

H

cuando € — 0 en L} _(RY). Note-

Demostraremos primero que w, — loc

mos que
jwe () — u" ()] < [u()] + [v(z) — w(z)| + [u (2)]. (2.9)

Gracias a que las polarizaciones son no expansivas (Proposicién 2.12) se
tiene que
Jul + v — | + [u] € Lj,(RY).

Entonces, sea K C RY compacto, entonces |u| + [v — u| + |[u”| € L}, (K), y
por (2.9) se satisfacen las hipétesis del Teorema de Convergencia Dominada
de Lebesgue, y en vista de que f.(t) — (t); cuando ¢ — 0 y de (2.8) se tiene

que

/ |we(z) — v (z)|dz — 0 cuando € — 0 VK C R compacto.  (2.10)
K
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A continuacién veremos que Vw. — U cuando ¢ — 0 en L} (RY) donde
U :RY — RY se define como
( Vu(x), siz €A,
Ulx) = Vou(z), sizé€ B,
Vu(z), sizeC,
\ Vou(z), size€ D.
Por el Lema B.1 se tiene que para toda i € {1,2,..., N}
( Ou(x), siz e A,
oy = | )+ 00— ) Oi) (), v e B,
Oiu(z), sixzeC,
\ oiu(z) — fl(u(z) —v(x))(Qu(x) — dv(x)), sixze D.
Ademas

|8in - UZ’ S |aﬂ)| + |8Zu — 8ZU| + |81u| € LIIOC(RN),

donde U? denota la i—ésima coordenada de U. Sea K C RY compacto, en-
tonces |0;v| 4 |0;u — Oiv| + |O;u] € L(K), y por el Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue y el hecho de que f.(t) — 1 parat > 0 cuando € — 0

se sigue que
/K |Ojw.(z) — U'(x)|dz — 0 cuando ¢ — 0 YK C RY compacto.  (2.11)
Ahora, seai € {1,2,...,N} y ¢ € C*(RY), entonces
[ e@opis = = [ owlaps
/RN we(x)0sp(z)dr — /RN u (2)0;p(z)dx,

_/RNaiwe(x)gp(gj)dx — - U'(z)p(x)dz.

RN
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Y por lo tanto

| @optats =~ [ U@ptads,

es decir, uf € W2 (RY) y Vuf! = U. Finalmente, de (2.7), (2.6), del hecho

loc

de que
/ ]&u(xH)H‘)]pdx:/ |Osu(x™)|Pdr, VK C RY compacto
K K

y la forma de Vu® se sigue facilmente que ||Vuf?||, = ||Vu||, para 1 < p <
oo. Para el caso p = oo se usa el hecho de que la polarizacion no altera el

maximo de una funcién. O]

Corolario 2.14. Sea u € W P(R¥)(1 < p < o), y sea H € H. Entonces

ufl € WIP(RN) y se cumple que ||Vul||, = ||Vull,.

Demostracion. Sea 1 < p < oo, entonces como u € Wi’p(RN), por la de-
sigualdad de Holder se tiene que u € Wl’l(]RN ). Entonces por la Propo-

loc

sicién anterior uff € WLI(RY), v [|Vu||, = ||Vul||, que junto con la no

expansividad de las polarizaciones (Proposicién 2.12) implican que u €

WP (RN). O

Corolario 2.15. Sean H € H, Q= Q c RY, 9Q de clase C*, u: Q — R.
Siu € WyF(Q) entonces u € Wolj_f(ﬂ), y |Vl ||, = ||[Vull,.

Demostracion. Como u € Wy P(Q) entonces se puede extender u por cero
fuera de €2, es decir u € W&’f(RN ), luego por el corolario anterior se tiene
TN Wol,’_f(RN) y se cumple que ||[Vu”||, = [|Vul|,. Por lo tanto como

Q= Q y es suave se tiene que u! € W2 (Q). O
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2.2 Aproximacion de simetrizaciones por po-
larizaciones

Ahora el objetivo es aproximar las simetrizaciones del capitulo anterior por
polarizaciones. Esto es un paso necesario, pues bajo ciertas condiciones la
funcién simetrizadora de funciones * (ya sea de Schwarz o Steiner) puede
ser no continua, sin embargo esta dificultad puede solucionarse mediante las
polarizaciones. Para ello, necesitamos definir primero el concepto de modulo

de continuidad.

Definicién 2.16. Sea X un espacio métricoy u : X — R, entonces definimos

el médulo de continuidad de u como

wa(0) = sup{|u(z) —u(y)| | z,y € X, d(z,y) <5}

Proposicién 2.17. Sea H € H, A C RY tal que A = A% yu: A — RN

una funcion continua. Entonces w,n < w,.

Demostracion. Sea 6 > 0. Fijamos x,y € A tales que |z — y| < §, entonces

por definicién |2 — y| < 6. La prueba se sigue por casos:

1. z,ye H

iou(y) < u(y™)
ju(z) —u ()] = Ju(@™) —u(y™)|
i u(y) > u(y"”)
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A u(y) <u(zf):

[ (z) —uf(y)] = Ju(=") —u(y)]
= u(z") —u(y)
< u(z™) —u(y™)
< wy(9)

B. u(y) > u(z¥) :

Hz) —u

A
<
S
|
=
=

IN
(S
g
)

(b) u(x) > u(z™) : Andlogamente.
2. z,y € A\H: Andlogamente.
3. x € A\H, y € H: Andlogamente.

Los casos restantes se siguen utilizando la mismas propiedades de la de-

finicién y del valor absoluto. [

Nota 2.18. En uno de los articulos en el que se basé este trabajo de Tesis
[27] su autor Van Schaftingen enuncia y “demuestra” (ver [27]) un teorema
en el que afirma la existencia de una sucesion de polarizadores que aproxima
cualquier funcién en LP(RY). Sin embargo la construccién de dicha sucesién
no es justificada. De modo que a lo largo de esta tesis sera necesario asumir

la existencia de esta sucesién como hipotesis.
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Hipétesis 2.19. Existe una sucesion (H,,) C H. tal que

HHs...Hpm *

U — u"  cuando m — 00,

en LP(RY) para todo p € [1,00] y u € K.(RY).

Ahora, asumiendo la existencia de esta sucesién, se demuestran los resul-

tados que enuncia en su articulo.

Teorema 2.20. Asumiendo la Hipdtesis 2.19, 1 < p < +o0, y u € LP(RY),

Hy.

la sucesion U, == utlr-Hm converge a u* en LP(RY) cuando n — oo.

Demostracion. Se sabe que existe un conjunto contable N C K, (RY) denso
en LP(RY) y en C.(RY) (ver el libro de Willem [32]). Entonces la sucesién
dada por la Hipdtesis 2.19 aproxima la simetrizacion para todo u € N. Sea
u € LP(RN) y e > 0, y definamos u,, := uf*-#m_ Por densidad, existe v € N
tal que ||u —v[|, < 5. Y por la no expansividad de los arreglos se tiene que
[|lom — v*||, < /3, para m suficientemente grande. Por lo tanto usando la no
expansividad de la Simetrizacién de Schwarz y de las polarizaciones se sigue

que

fum —u*llp < lum = vmllp + [[vm = 0], + [[0" = w*[],
< 2w =vllp + [Jvm — "]
< e

]

Nota 2.21. Es importante mencionar que es posible encontrar sucesiones

densas en el conjunto de polarizadores que no cumplen la Hipdtesis 2.19.



44 CAPITULO 2. APROXIMACION DE SIMETRIZACIONES

El problema es interesante y esperamos encontrar una prueba explicita en
trabajos futuros. Algunos avances se han hecho en esta direccion, y agregamos

estos resultados en el Apéndice C.

2.3 Continuidad en Espacios de Sobolev

Ahora demostraremos que el mapeo que manda una funcién u a u? es con-

tinuo. Este es un resultado importante que sera la base de la continuidad de

dicho mapeo en los espacios de Sobolev.

Lema 2.22. Sea 1 < p < oo y el mapeo h: H x LP(RN) — LP(RY) definido

por h(H,u) := ufl. Entonces b es continuo en H x LP(RY).

Demostracién. Sean 1 < p < oo, (H,u) € H x LP(RY), y una sucesién

{(Hp,un)} CH x LP(RY), tal que con la métrica definida en la Nota 2.7

llu — unl|l, — 0 cuandon — oo

dn(H,H,) — 0 cuando n — oo.

Ademss es claro que para todo z € RV

Hn 5 2" Jocalmente unif. en RY, cuando n — oo.

(2.12)

H,—-—HenH — =z

Como u € LP(RY) entonces dado ¢ > 0 existen v,v, € C.(RY) tal que
llu—vl|l, < ey |lu, — vyl < € para cada n € N. Ademds por (2.12) y la

definicién de polarizacién de una funcién se tiene que

lim H’UH —UH"HOO = HUH — lim UH"HOO =0
n—0oo n—00
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y como el soporte de v es compacto se sigue la convergencia en LP(RY ).

Entonces existe N € N tal que para n > N

H _UHTLHP < g,

[|v
y por la desigualdad del triangulo

||U—Un||p < ||U_u||p+ ||u_un||p+ | _Uan < 3¢,

lun —vllp < fun = uflp + [lu =[], < 2,
o — [, < [l = v ||, + o™ =[],
lay! —w |y < g = 0™l + o™ = ™[, + [ — g,
" =l < ™ =gl + [y — g [l
uego por la no expansividad de las polarizaciones
||UHn_u7[z{n||p < o =vallp + [lon — uallp < 4e,

[ull —ufl|, < 2e+|[v" =], + 2e < Be,

[l =g [l, <l = ]y + [fug =g, < 6e,
lo cual demuestra que el mapeo b es continuo en el sentido de LP(RY). [

Definicién 2.23. Se dice que un conjunto 2 C R¥ es invariante con res-

pecto a la Simetrizacién de Schwarz * si Q* = ().

Nota 2.24. En el caso de la Simetrizacién de Schwarz, la invarianza nos
dice que si €2 es acotado no vacio entonces es una bola abierta centrada en el
origen, si no es acotado, entonces es todo RY. Para otras simetrizaciones la
definiciéon de invarianza es la misma, y la formulacién de los resultados que

sigue es analoga.
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Proposiciéon 2.25. Sea 1 < p < oo y 2 un conjunto abierto e invariante
respecto a *, entonces el mapeo b : H, x LE(2) — LP(Q) es continuo en

H. x LP(Q).

Demostracion. Sea 1 < p < oo, como u € LP(2) se tiene que u > 0, por lo
tanto y por la no expanisvidad de las polarizaciones para cualquier H € H,
se tiene que u!! € LP. Es decir, el mapeo b : H, x LP(2) — LP(9) estd bien
definido. La continuidad se sigue del Lema anterior, pues h es una restriccion

de una funcién continua al espacio H, x L2(£2). O

Para probar la continuidad en los espacios de Sobolev nos valdremos de
un concepto muy importante en la geometria de algunos espacios de Banach,

llamado “convexidad uniforme”.

Definicién 2.26. Se dice que un espacio de Banach (E, || - ||) es uniforme-
mente convexo si, para cada £ > 0, existe d(¢) > 0 tal que, para todo z,y
en F se cumple que
lzll = llyll = L ]lz —yl| 2 e = IIwTﬂll <1-4(e).

Nota 2.27. La convexidad uniforme implica un concepto mas débil llamado
convexidad estricta, el cual geométricamente quiere decir que ningin seg-
mento de linea estd contenido en la esfera unitaria. De la definicién es facil
ver esto, pues se toman dos puntos distintos en la esfera, y se demuestra
que el punto intermedio no esta contenido en ella. Es interesante notar que
la convexidad uniforme, y por ende la convexidad estricta, son propiedades
métricas, es decir, que si uno cambia la métrica por una equivalente, la pro-

piedad puede no conservarse. En nuestro caso trabajaremos con una norma
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en particular, de los espacios de Sobolev W1»:

n 1/p
[|ullwre == (HU||§ Y Haiqu) sip < oo.
i=1

47

Lema 2.28. El espacio W'P(RY) es uniformemente convezo si 1 < p < oo.

Demostracion. Sea 1 < p < oo,q:=p/(p—1) y u,v € LP(RY). Para demos-

trar el lema usaremos las siguientes desigualdades

[l +ollp+[lu—ollp < 227 ([l + vl sip>2,  (213)
[l +ollg +Nu—ollf < 2lullp+[PIR)" ™ sip<2,  (2.14)
ambas fueron probadas por Clarkson en [12].
ean u,v € Wh tales que ||u||w1r = ||v]||w1r = 1. Veamos primero
S WEP(RY) tal [Jul] [[ol] LV '

el caso p > 2. Entonces por (2.13)

[+ ol + llu = vl

N N
= Ju+ollE+> 10w+ 0|l + [lu— |2+ [|0u — o0,

i=1 i=1

N

22 (fully + Tolln) + 27 10l + [10:wl)
1=1

= 277 (lfullfprp + [l0I[,) =27

IN

Sea 0 < e <2,y |[u— |}, > €, entonces por lo anterior

EN\P
et olfn <2 = flu— ol < 2(1- (5))).

y por lo tanto

[, <2000
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con 0(e) :=1— (1 - (%)p)(l/p). Es facil comprobar que (¢) > 0 bajo las

hipétesis de este caso. Por lo tanto W1P(RY) es uniformemente convexo si
p>2.

Para el caso p < 2 usaremos la desigualdad (2.14) y el hecho de que
f@) =10+t >(1+t")=:9g(t) parar>1yt>0. (2.15)

Esto se demuestra féacilmente notando que f(0) = ¢(0) y f'(t) > ¢'(¢).

Entonces en vista de que ¢/p > 1y ¢ —1 > 1 se tiene que

[+ ol + llu = vl

N N
= (llu+ollh+ Y 110+ 00l[2)77 + ([lu = wllh + Y [|0u — 0ol [p)”

i=1 =1

<
i=1 =1
N
< 2(|Julp + [[ol[2) + 20105l |k + (|0 [B)T
=1
N
< 2(|[ulf+ vl B+ ) 105l |? + [[05v]2) !

1=1
= 2(|lulffyr, + lolff,)" " < 27,

Y analogamente al caso anterior, esto implica que

Hu+v 1—6(2),

2 HWLP -
con §(e) :=1— (1— (%)q)(l/q). Por lo tanto W1P(RY) es uniformemente

convexo para 1 < p < oQ. 0

La importancia de la convexidad uniforme en espacios de Banach radica

en la relacion que se puede establecer entre el espacio y su dual topoldgico.

N N
(a0l + > 1105w+ 0ol [P )P + (([Ju =l + Y 110w — ol )/ 1)
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Esta relacion se formaliza a través del concepto de reflexividad y de conver-

gencia débil.
Definicién 2.29. Sea E un espacio de Banach, y E’ su dual topoldgico.
E' :={L:FE — R| L es lineal y continua}.
Decimos que F es reflexivo si el mapeo
¢ : B — E" definido por ¢(z)(f) := f(z) Vf e E'
es sobreyectivo.

Definicién 2.30. Sea E un espacio de Banach, u € E y {u,}nen C E una
sucesién. Se dice que {u,} converge débilmente a u (que se denota con el

simbolo wu,, — u) si ¢(u,) — ¢(u) en R para todo ¢ € E'.

A continuacién se enunciaran tres resultados que relacionan estos concep-

tos, y se dan las referencias para consultar su demostracion.

Proposicion 2.31. Sean E un espacio de Banach uniformemente convexo,
u € E y {uptnen C E una sucesion tal que u, — u y ||up||lg — ||u||lp en R
cuando n — oo. Entonces la sucesion {u,} converge a u respecto a la norma

de E.

La demostracion de esta Proposicion puede verse en el libro de Beauzamy

[6] (Proposicién 7, Capitulo 2, Parte 3, pagina 198).

Proposicién 2.32. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es re-

flezivo.
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La demostracién de esta Proposicion puede revisarse en el libro de Beau-

zamy [6] (Proposicién 6, Capitulo 2, Parte 3, pagina 196).

Proposicion 2.33. En un espacio de Banach reflexivo, toda sucesion aco-

tada tiene una subsucesion débilmente convergente.

La demostraciéon de esta Proposicion también se encuentra libro de Beau-
zamy [6] (Corolario 2, Capitulo 3, Parte 1, pdgina 61).

En nuestro caso, se obtiene el siguiente lema:

Lema 2.34. Sea 1 < p < 00, (un)neny C WH(Q), u € WHP(Q). Entonces

u, — u en WH(Q) si y sélo si u, — u en LP(Q) y ||Vu,||, — ||[Vul|, en R.

Demostracidn. De la definicién de || ||y es claro que si u, — u en W'P(Q)
entonces u, — u en LP(Q) y ||Vuy,||, — ||Vul|, en R.

Supongamos ahora que u, — w en LP(Q) y ||Vu,|l, — ||Vul||, en R,
entonces {u,} es acotada en WP(Q), y por el Lema 2.28 y las Proposiciones
2.32 y 2.33 se tiene que existe una subsucesion débilmente convergente, que
denotaremos de nueva cuenta por {u,}, es decir u,, — u. Es claro que bajo
estas hip6tesis ||u,||wi» — ||ullwir en R. Por lo tanto por la Proposicién
2.31 se tiene que u, — u en W'?(Q) cuando n — oo. Hemos demostrado
que para cualquier subsucesién de (u,) existe una subsucesién que converge

a u en WP(Q), por lo tanto se tiene que la sucesién original converge. [

Proposicion 2.35. Sea Q un abierto invariante respecto a * y 1 < p < oo,

entonces el mapeo b : H, X Wolf(Q) — Wolf(Q) es continuo.

Demostracion. Sean 1 < p < oo, (H,u) € H, X Wolﬁ(Q), y {(Hp,un)} C
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H, x Wolﬁ(Q), una sucesién tal que

l|lu — up|lwrr — 0 cuando n — oo,

dn(H,H,) — 0 cuando n — oo.

Entonces por el Lema 2.34 se tiene que u,, — wen LP(Q) y ||Vu,|| — ||Vull,
en R. Y por la Proposicién 2.25 se tiene que uf» — ufl en LP(Q), cuando n —
00. Y como ||Vul"||, = ||Vu,|l, — [|[Vul|, = ||[Vu']|,, se sigue nuevamente

por el Lema 2.34 que uff* — uff en W, 7(Q). O

2.4 Generalizacién a Espacios de Banach

En esta seccion se hara una abstraccién de las propiedades mas importantes
de los elementos de esta aproximacion de simetrizaciones, y se presentard en

un marco axiomatico para cualquiesquiera espacios de Banach.

Hipétesis 2.36. Sean X,V espacios de Banach, S C X y una funcién x* :
S — V definida por u +— u*. Sea H, un espacio topoldgico arcoconexo y un

mapeo b : S x H, — S definido por (u, H) — u!?. Se asume que:
1. X esta continuamente encajado en V,
2. El mapeo b es continuo,
3. Paracadau € Sy H € H,, u*fl = u"* =u* y uflH = yH,

4. Existe una sucesion (H,,)m>1 C H. tal que para cada u € S, u--Hm —

u* en V cuando m — oo,

5. Para cada u,v € Sy H € H,, [[uf — v ||y < |Ju—v||y.
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Veamos ahora un ejemplo de condiciones bajo las cuales estas hipdtesis

se cumplen. Debido a la Nota 2.18 supondremos la Hipdtesis 4.

Ejemplo 2.37. (Simetrizacién de Schwarz para funciones no nega-
tivas.) Sea Q = B1(0,RY) 6 RN, X = W,*(Q), V = (L?( L"), donde
p* = Np/(N —p), S el conjunto de funciones no negativas de W,7(Q), *
denota la Simetrizacién de Schwarz, y sea H, como en la Definicién 2.8 y
h:S xH, — S definido por (u, H) — u'’. Entonces las Hipétesis 2.36 se
satisfacen por el Corolario 2.15 y las Proposiciones 2.12, 2.35 y el Teorema

2.20.

A continuacién se derivaran algunas propiedades a partir de la asuncién

de las Hipodtesis 2.36.
Proposicion 2.38. Para cualesquiera u,v € S,
lu”™ = v*lv < [lu—wvl]y.
Demostracion. Por las hipotesis 4 y 5, se tiene que para cualquier m > 1

Hu* . U*HV S Hu* _ qu...HmHV =+ Hqu.,.Hm . ,UHl...HmHV + HUHl...Hm . 'U*HV

<l = w Ty e = vlly 4 ot =y
La afirmacién se sigue de la propiedad (4) cuando m — oc. ]

Proposicidon 2.39. Supdngase que se cumplen las Hipotesis 2.36 y sea Hy €
H,. Entonces existe una extension continua RE{ — H,, t — H; del mapeo
n+— H, (n € Ny) tal que el mapeo T : S x RY — V, T(u,t) = yHot-Hy e
(donde |t| denota el mds grande entero menor o igual a t) es continuo y

limy oo T'(u,t) = u* en V para todo u € S.
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Demostracion. Sea t — H,; una extensién continua a Rf del mapeo n — H,
(la cual existe ya que H, es arcoconexo). Sean n € Ny, y (u,t) € S x[n,n+1],
definimos T}, (u, t) := yHoH-HnHe — f( [, oHoHr--Hn) con b dada por el Lema
2.22. Como los mapeos t — H; y h : H, x S — V son continuos, se sigue
que Ty, : S x [n,n+1] — V es continuo. Ademas, se tiene que yfof1-Hntn —
wflt+Hn e decir, T,,_; y T, coinciden en S x {n} para n > 1.

Sea (u,t) € S x Ry, definimos T'(u,t) := T}y (u, t). Como T,, es continuo
para todan € Ngy 7,1 =T, en S x {n} y S x [n — 1,n] son conjuntos
cerrados, se tiene que 7" es un mapeo continuo. Ademds T'(u, t) = Ti4(u,t) =
o HoH - H o Hy

Por simplicidad y para mantener la notaciéon estdandar, adoptaremos la

notaciéon u' := T'(u,t), que no debe causar confusién con potencia. Ademds

por las hipdtesis 3 y 5 se sigue que para cualquier v € V'

Ju! — u*||y < |[u —u*|ly — 0 cuando t — oo.
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Capitulo 3

El Teorema Minimax General

Para construir los teoremas de la Teoria Variacional en espacios de Banach
necesitamos primero una generalizacién apropiada del concepto de derivada.

La mas simple es la derivada de Gateaux.

Notacion 3.1. A lo largo del capitulo usaremos la siguiente notacion: Sea
X un espacio de Banach sobre R, denotaremos por X’ el espacio dual de X,

es decir:

X'={L:X — R| L es lineal y continua}

con la norma:

||L||x: := sup |Lzx|

||l||=1

y llamaremos (-, -) a la dualidad entre X' y X, es decir, siz € X y f € X’

entonces (f,z) := f(x). Ademds, U C X serd un abierto no vacio.

95
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3.1 Funciones Derivables en Espacios de Ba-
nach

Definicién 3.2. Sea ¢ : U — R, decimos que ¢ tiene una derivada de

Gateaux f € X' en u € U, si para todo h € X se tiene que

, 1
lim —[p(y +th) — ¢(y) — (f.th)] = 0.
La derivada de Gateaux en u se denota por ¢'(u).
Una condicién mas restrictiva es la derivabilidad de Fréchet:

Definicién 3.3. Sea ¢ : U — R, decimos que ¢ tiene una derivada de
Fréchet f(u) € X" enu € U si

1
pim et £ h) = lu) = {F (). )] = 0.

Ademds, el funcional ¢ pertenece a C'(U,R) si la derivada de Fréchet de ¢

existe y es continua en U (como aplicacién f: U — X').

Nota 3.4. Claramente la derivada de Fréchet en u es la misma que la deriva-
da de Gateaux en u, la cual denotaremos por ¢'(u)(h) = (¢'(u), h). De esta
manera se puede generalizar en espacios de Banach la condicién necesaria

para la existencia de maximos y minimos locales de ¢ en u € U,

#'(u) =0 (3.1)

cuando ¢ es diferenciable en el sentido de Gateaux en u. Cualquier punto u €
U que satisfaga (3.1) se llama un punto critico de ¢, y el correspondiente

nimero ¢(u) se llama valor critico.
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Entonces, si una aplicacién ® : X — X’ cumple que ® = ¢’ para alguna
funcion Gateaux diferenciable ¢ : X — R, todo punto critico de ¢ sera una

solucién de la ecuacion

en particular, el caso de un maximo o un minimo local de ¢ lo cumple.
Finalmente recordaremos la definicion del gradiente:

Definicién 3.5. Si X es un espacio de Hilbert con producto escalar (-, ) y ¢
tiene una derivada de Gateaux en u € U, el gradiente de ¢ en u es el tnico

elemento Vi(u) € X tal que
(Ve(u),h) = (¢'(u),h) VheX.

El objetivo de este capitulo es demostrar el Teorema Minimax General, y
pensando en la mejor comprension de esta teoria, se probard primero un caso

particular muy importante conocido como el Teorema del Paso de Montana.

3.2 Teorema del Paso de Montana

El Teorema del Paso de Montana es de los mas simples principios variacio-
nales, y también uno de los mas tutiles. Para demostrarlo necesitamos probar
primero un caso particular de otro resultado muy importante conocido como
el Lema Cuantitativo de Deformacion. En la siguiente seccion se prueban los

resultados generales.

Notacién 3.6. Sea X un espacio normado y ¢ € C(X,R), definimos

o' = ((—o0,d)).
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Lema 3.7 (Cuantitativo de Deformacién (caso particular)). Sea X un espa-

cio de Hilbert, o € C*(X,R), c € R, ¢ > 0. Supongamos que
(Vu € o7 ([c = 2¢, ¢+ 2¢])) : [|¢ (u)]]| > 2e.
Entonces eziste n € C(X, X) tal que
(1) n(u) = (v), Yu & o~} ([c — 2, c + 2¢]),
(i) n(“7e) C e~
Demostracion. Definamos:

= o Y[c—2¢,c+ 2]),

= o c—e,cte]),

B dist(u, X\ A)
P(u) = dist(u, X\ A) + dist(u, B)’

entonces 1 es localmente Lipschitz continua, 1) = 1 en B, ¥ =0en X\Ay
Y €[0,1] en X.
Definamos también el campo vectorial localmente Lipschitz continuo
Y (W)Ve(u)|[Ve(u)||™?, u e A;
0, ue X\A.

flu) =

Es claro que || f(u)|| < (2¢)7! en X. Ademds, para cada u € X, el problema
de Cauchy

d
Eg(t’ U) = f(O(t, u))7 (32)

o(0,u) = u, (3.3)

tiene solucién dnica o(-,u) definida en R y o es continua en R x X (véase,

por ejemplo el libro de Serge Lang [23] Corolarios 1.6 y 1.7 pag. 72 para la
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existencia del flujo y el libro de Wolfgang Walter [31] Capitulo 6 Teorema
VII pag. 53 para su extension a todo R).

Definamos el mapeo 7 en X por n(u) := o(2¢,u). Veamos que satisface
(4).

Sea u ¢ A, entonces por (3.3) se tiene que
o(0,u) € A. (3.4)

Por definicién, A€ es abierto, y como ¢ es una funcién continua, se tiene que

existen I x U C R x X abiertos tales que 0 € [ y
o(t,v) € A Y(t,v) e I xU.

Para demostrar (i), por contradiccion, supongamos que existe t € RT tal que

v(t) :==o(t,u) € A. Entonces podemos definir
to :=min{t > 0| v(t) € A}

el cual se alcanza ya que A es cerrado y v es continua. Ademés por (3.4) se

tiene que ty > 0. Entonces
v(t) g A Vtel0t),
pero por (3.3), (3.4) y la definicién de f se tiene que
V(#) = f(3(£) =0 Vit €0, 1]

Pero eso implica que

+(to) = 7(0) + / " (s)ds = 4(0) =u ¢ A



60 CAPITULO 3. EL TEOREMA MINIMAX GENERAL

lo cual contradice la definicion de ty. Por lo tanto,
o(t,u) ¢ A Yug Ayt>0. (3.5)
Sea u ¢ A, entonces f(o(s,u)) =0 para toda s € RT, y luego

n(u) = o(2e,u) =u +/O ) flo(s,u))ds =u

lo cual prueba 7).

Y como

Coto(t) = (Veloltw), Toltu)

= (Ve(o(t,u), fla(t,u)) (3.6)

= —(o(t,u)),
¢(o(+,u)) es no creciente. Sea u € p°*e. Siexiste t € [0, 2¢] tal que p(o(t,u)) <
¢ — e, entonces p(o(2¢,u)) < ¢ —e,y (it) se satisface. Si

o(t,u) € o Y ([c—e,c+el]), Vt €]0,2e],
y entonces se obtiene de (3.6) y de ¥ =1 en B que
doe) = o+ [ olottua

2¢e

= )= [ Plo(t,u))dt

0
< c+e—2=c—¢,

y (i7) también se satisface. O

Teorema 3.8 (Del Paso de Montana). Sean X un espacio de Hilbert, ¢ €
C*(X,R), e€ X yr >0 tales que |le|| >r y

b:= inf o(u) > p(0) > p(e). (3.7)

|lull=r

Entonces para cada € > 0, existe u € X tal que
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a) ¢ —2e < p(u) < c+ 2

b) |l¢'(w)]] < 2e,
donde
¢ := inf max e(v(1)) (3.8)
y
[':={y€C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}. (3.9)

Demostracion. La hipdtesis (3.7) implica que

b < mé ¢
_g%§¢W(D7

y de este modo

b<c< mj te).
S o= et

Haremos la demostracion por contradiccion. Supongamos que, para alguna
e > 0, la conclusién del teorema no fuera satisfecha. Como el interés del

Teorema se centra en € pequenas, podemos suponer que
c—2e>p(0) > ge). (3.10)
Por la definicién de ¢, existe v € I' tal que

max p((t)) < c+e. (3.11)
te(0,1]

Por definicién de ¢, siempre existe u € X tal que a) se satisface, por lo que
debe ser b) la condicién que no se satisface; luego podemos aplicar el lema
precedente. Consideremos 3 := 1o+, donde 7 esta dada por el Lema 3.7, de

modo que sup;ep 1) p(B(t)) < ¢ — . Entonces usando (i) y (3.10),
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y similarmente $(1) = e, de modo que € I'. Se sigue de (i7) y de (3.11) que

< 3 ) <e-—
c_tem[%so(ﬁ())_c E,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe u € X tal que a) y b) se

satisfacen. O

Sin embargo, para poder asegurar que c es un valor critico de ¢, se necesita

la siguiente condiciéon de compacidad.

Definicién 3.9 (Brézis-Coron-Nirenberg, 1980). Sea X un espacio de Ba-
nach, ¢ € C'(X,R) y ¢ € R. Se dice que el funcional ¢ satisface la con-
dicién de Palais-Smale en c, o simplemente que satisface (PS),, si toda

sucesion (u,) C X tal que

p(un) — ¢, ¢'(up) =0 (3.12)
tiene una subsucesion convergente.
En virtud de esta definicién, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.10 (Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Bajo las hipdtesis del Teo-

rema 3.8, si ¢ satisface (PS)., entonces ¢ es un valor critico de .

Demostracion. El Teorema 3.8 nos garantiza la existencia de una sucesién
(un) C X que cumple (3.12). Y como ¢ satisface (PS)., entonces (uy,) tiene
una subsucesién convergente a u € X. Pero entonces ¢(u) = cy ¢'(u) =

0. [l
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3.3 Lema Cuantitativo de Deformacion

Ahora buscaremos generalizar el Lema 3.7 a un resultado conocido como el
Lema Cuantitativo de Deformacion y encontrar asi una versién general del
Teorema del Paso de Montana que llamaremos el Teorema Minimax General.
Para ello, necesitamos primero la definicién de pseudogradiente, definida por

Palais en 1966.

Definicién 3.11. Sea M un espacio métrico, X un espacio normado y h :
M — X’\{0} un mapeo continuo. Un campo pseudogradiente de h en
M es un campo vectorial continuo localmente Lipschitz g : M — X tal que,

para cada u € M,

g (w)l|
(h(w),g(w) = [[h(u)l%- (3.14)

IN

2[[h(u)||x, (3.13)

Nota 3.12. En el caso de un espacio de Hilbert H, para ¢ : H — R, con
¢ € CY(H), para cada x € H aplicando el Teorema de Representacién de
Riesz, existe y € H tnico tal que Dy(x)(y) = (y, z) para todo z € H, luego
se puede definir el gradiente de ¢ en z por Vo(x) = y. Y en este caso, las

desigualdades de la Definicién 3.11 se cumplen trivialmente

lwll = [[De(2)]],

Do(z)(y) = (y,y) = [|Dp(x)[]*.
De modo que el gradiente es en particular un campo pseudogradiente.

El siguiente lema de existencia se debe a Palais.
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Lema 3.13. Bajo las hipdtesis de la Definicion 3.11, existe un campo pseu-

dogradiente de h en M.

Demostracion. Para cada v € M, por la definicién de la norma en el espacio

dual, existe z € X tal que ||z]| =1y

(h(0), ) > = |Ih(0)] -

Definimos y := (3]|h(v)||x/)x de modo que

Iyl < 2llh(v)]lxr, (h(v),y) > )%
Como h es continua, existe una vecindad abierta N, de v tal que para cada
u € Ny:

Iyl < 2[[A(w)]]xr, (A(w),y) = ||h(w)|[%- (3.15)
La familia

N :={N,:ve M}

es una cubierta abierta de M. Como M es un espacio métrico, es entonces
paracompacto, y por lo tanto existe una cubierta abierta localmente finita
M = {M; | i € I} de M maés fina que N (los detalles técnicos de este
hecho se pueden revisar en el libro de Dugundji [15] Capitulo 8, Teorema 4.2,
pégina 170). Para cada i € I, existe v € M tal que M; C N,. Luego existe
y = y; tal que (3.15) se satisface para cada u € M;.

Definamos en M,

pi(u) = dist(u, M\M;),
Bilw) %Pk(u)’

g(”) = ZZP] Zﬁz Yi-

el Jer
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Entonces p;(y) = 0siy & M;, y por cémo estd definida es facil demostrar
que p; es Lipschitz continua con constante de Lipschitz K = 1. Ademds
el denominador de (3; es una suma finita distinta de cero. De modo que
g : M — X esta bien definida. Demostraremos a continuaciéon que g es un
campo pseudogradiente de h en M.

Primero veremos que g es localmente Lipschitz. Sea x € M, entonces
existe 7y € [ tal que x € M;,. Como M; es abierto, existe J C [ finito y
r > 0 tal que si B,.(x, M) M; # () entonces i € J, ademds B,.(x, M) C M;, y
¢ = dist(B,.(x, M), M\ M,,) > 0. Entonces para toda u,v € U := B,(z, M)

0<c§pi0(v)§2pj(v) v pw)<2r+c=K Viel
jeJ
Entonces en B,.(z, M) se tiene que 3; = ELPJ es Lipschitz continua para toda

JjEJ

i€ Jyporlotanto g =3, Bi(u)y; también es Lipschitz continua. Ahora,

notemos que ) .., B;i(u) = 1, entonces de (3.15) se sigue que

lg()ll = 11D Biwyall <D Balwllyall < Y Bi(w2l[a(w)lxr = 2[[h(u)]]x

el i€l i€l

Por lo tanto (3.13) se cumple. Ademés

(h(u),g(u)) = (h(u), ) Gi(u)y:)

S IO
> 3 BB = 1w

Por lo que (3.14) se satisface, y entonces g es un campo pseudogradiente de

hen M. ]
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Notacion 3.14. En la formulaciéon y demostracién del siguiente teorema se
utilizara la siguiente notacion: sea ¢ una funcion real definida en un espacio

normado X, y sea S un subconjunto de X,

p! = {ue X |p(u)<d},

Ss = {ue X |dist(u,S) < d}.
El siguiente lema fue demostrado por Willem en 1983.

Lema 3.15 (Cuantitativo de Deformacién). Sea X wun espacio de Banach,

e e CYX,R), SC X, ceR, e >0 tales que
(Vu € o' ([c — 26,c+ 2e]) ) Sas) : [/ (w)]| > 8/0. (3.16)
Entonces eziste n € C([0,1] x X, X) tal que:
i) n(t,u) =u, sit=0o0siugp (c— 2, c+ 2|) () S,
i) n(1, "= S) C e,
iii) n(t,-) es un homeomorfismo de X, Vt € [0, 1],
w) |In(t,u) —ul| <9, Yue X, Vt €0,1],
v) o(n(-,u)) es no creciente, Yu € X,
vi) p(n(t,u)) <c, Yu € ¢°(Ss, Vt € (0,1].

Demostracion. Por el Lema 3.13 existe un campo pseudogradiente g de ¢

en M :={ue X |¢(u)#0}.
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Definamos:

A = o (e —2e,c+ 2]) () Sas,

= o c—e,c+e]) ﬂS(;,

- dist(u, X\ A)
P(u) = dist(u’X\A)4—dist(u,B)7

de modo que ¥ es localmente Lipschitz continua, ¥» = 1 en B y ¢ = 0 en

X\A. Definamos también el campo vectorial localmente Lipschitz continuo

—(w)g()llg)[|7?, u € 4;
0, u e X\A.

fu) =
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por la definicién 3.11 se tiene que

[l (w5 < (¢ (u), g(u)) < [l (w)llx g (w)ll-

Luego de la hipétesis (3.16), tenemos que

I (0] 1 i
1@l = Wl TS < e < /e @7)

para toda u € p'([c — 2, ¢ + 2¢]) () Sas)-

Consideremos ahora el problema de Cauchy

d
Zoltu) = flo(tu). (3.18)

o(0,u) = wu. (3.19)

Por el Teorema de Existencia y Unicidad para Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, para cada u € X, existe una unica solucién o(-,u) definida en
R y continua en R x X (véase, por ejemplo [29]). Definamos el mapeo 7 en
[0,1] x X por n(t,u) := o(8¢t,u). Veamos ahora que 1 cumple las condiciones

del Lema.
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i) Tenemos que n(0,u) = ¢(0,u) = u, por (3.18). Supongamos ahora que
u &€ A, entonces andlogamente que la demostracion del Lema 3.7, del

resultado (3.5) se sigue que f(o(s,u)) = 0, para toda s > 0, luego

8et

n(t,u) = o(8t,u) = u+ i flo(s,u))ds = u.

ii1) Esta es una propiedad bien conocida del flujo, nombre con el que
comunmente se le conoce a o dentro de la teoria de Ecuaciones Di-
ferenciales. Para mds detalles remitimos al lector al libro de Herbert

Aman [3] Capitulo 2, Seccién 10, Teorema 10.14.

iv) Se sigue de la Definicién 3.11, la definicién de f y de (3.17) que, para
todaue X yt>0,

|In(t,u) —ul| = |lof 8851: u) — ul]
= H/ flo(r,u)) (3.20)
< [ et
< SetS% < 9.
v) Por la definicién 3.11, tenemos que para u € A:
Goto(t)) = (¢(o(t), Soltuw)

= (¢ (a(t,u), flo(t,u)

= (ot vt AT g2

- _w(o-@vu)) ! o U o U

))Ilw’(a(t,U))ll% o “Wlo(tv)

< e sGEwIE ST 4
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Y entonces ¢ o o es decreciente como funcion de t. Si u € A° entonces

por la definicién de f y por 7)
Seloltn)) = (ol Foltw)
Telo(tu) = (Polt ), —olt u
= (¢'(o(t, ), f(o(t,u)) = 0.
Por lo tanto, ¢(n(-,u)) es no creciente para toda u € X.

vi) Sean u € p°()Ss, t € [0,1], entonces p(u) < ¢y v) junto con (3.21) y

1 > 0 en B, garantizan que si ¢t > 0 entonces
p(n(t, u) <en0,u) =) <c

it) Sea u € ¢°T¢(S. Si existe t € [0,8¢] tal que p(o(t,u)) < ¢ — ¢,
entonces por v), p(n(1,u)) = (o (8e,u)) < p(o(t,u)) < c—e, entonces

n(1,u) € p° ¢, y ii) se satisface. Si
o(t,u) € o ([c—e,c+e]), Vt€]0,8¢],
se obtiene de (3.21) que

Sololt, ) < —ulo(tw)

y entonces como 1) = 1 en B,
p(n(Lu)) = ¢(o(8e,u)) .
plo0.0) + [ Gttt

1 8¢

o) = [ wlottu)

< cte—2=c—¢,

IN

c—¢

y entonces 71(1,u) € ¢“ ¢, por lo tanto i7) también se satisface.
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[l

Nota 3.16. El Lema Cuantitativo de Deformacion nos indica que si ¢ no es

¢7¢ es un retracto de deformacién de ¢°*¢. Por

un valor critico, entonces ¢
lo tanto, una forma simple de encontrar puntos criticos, seria observar los
conjuntos ¢® y ¢’ con a > b, y en caso de que ¢’ no sea un retracto de

deformacion de ¢®, entonces se podria asumir que existe un valor critico en

la, b].

Figura 3.1: La topologia de los conjuntos ¢® y ¢°, son distintas al rededor de

un punto critico.

3.4 El Teorema Minimax General

A continuacion se enunciard y demostrara la version general del Teorema
del Paso de Montana, este teorema fue demostrado por Willem en 1996, y
aqui incluimos una pequena variante del Teorema, propuesta por Schaftingen,

que servira para demostrar mas adelante el Principio Variacional Simétrico.

Teorema 3.17 (Willem, 1996). Sea X un espacio de Banach. Sea My un

subespacio cerrado de un espacio métrico M y I'y C C(My, X). Definimos

['={yeC(M,X)|v|m €To}
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Si o € CYX,R) satisface:
00 > ¢ = fnf sup p(y(u) > a= sup sup p(v0(u)) (3.22)
entonces para cada € € (0,(c —a)/2), § >0y~ €T tales que
S}\14pg00’y <c+e, (3.23)
eriste u € X tal que:
1. ¢ —2e < p(u) < c+ 2e,
2. dist(u, y(M) e ([c — 2¢,c + 2¢])) < 26,
3. [l (w)]] < 8e/0.

Demostracion. Se demostrara por contradiccién. Supongamos que existen
e€(0,(c—a)/2), § >0y~ el tales que (3.23) se cumple, pero para toda
ue X 16206 3, no se satisfacen. Entonces para toda u € X que cumplen 1
y 2 asumimos que 3 no se cumple, y podemos aplicar entonces el Lema 3.15

con S :=~(M)N ¢ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Tenemos que
c—2e>a. (3.24)

Definimos B(u) := n(1,y(u)). Para cada u € My, obtenemos de (3.24) y de
i) del Lema 3.15 que

B(u) = n(1,v0(w)) = vo(u),

de modo que 3 € I'. Se sigue de (3.23) y de ii) del Lema 3.15 que

sup p(B(u)) = Sup p(n(1,v(uw))) <c—c¢,

lo cual es una contradiccion a la definicién de c. ]
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CAPITULO 3. EL TEOREMA MINIMAX GENERAL



Capitulo 4

Simetrias y Principios

Variacionales

Las simetrizaciones nos permiten restringir la biisqueda de minimizadores a
un subconjunto de funciones simétricas. En este capitulo demostraremos que
en ciertos niveles criticos, existe un punto critico que es simétrico.

El Teorema 3.17 nos garantiza la existencia de una sucesion de Palais-
Smale (up)n>1 tal que ¢'(u,) — 0y ¢(u,) — c. Este es un paso importante
para probar que c es un valor critico de ¢. Esto sucede si ademas ¢ satisface la
condicién de Palais-Smale (PS),: cualquier sucesion (u,,) tal que ¢'(u,) — 0
y ©(u,) — c tiene una subsucesion (fuertemente) convergente.

En este capitulo se demuestra que bajo las Hipotesis 2.36 se puede ob-
tener mas informacién acerca de la simetria de u. La primera idea que a
uno se le podria ocurrir, es la de sustituir el camino v por su simetrizacion
v*:t € M — ~(t)*. Entonces la u que nos da el Teorema 3.17 estaria muy cer-

ca del conjunto v*(M). Desafortunadamente, cuando N > 1, X = W, ?(RN)
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* no es continua en X (para més deta-

y * es la Simetrizacién de Schwarz,
lles al respecto se refiere al lector al articulo de Almgren [2]), de modo que
el camino simetrizado «* podria ser discontinuo. Sin embargo, la idea fun-
ciona si la simetrizacion es aproximada uniformemente por transformaciones
continuas. La convergencia de las aproximaciones de las simetrizaciones por

polarizaciones dada por el Teorema 2.20 no es uniforme, pero se vuelve uni-

forme con un cambio de variable apropiado.

Proposicion 4.1. Sean M un espacio métrico, My y My subconjuntos de M
cerrados y disjuntos. Supongamos que X, V.S, %, H., b y {Hpm}men C Hs sa-
tisfacen las Hipdtesis 2.36, v € C(M,S) y Hy € H.. Entonces para cualquier
e >0, existe ¥ € C(M,S) tal que

F(t) = v(t)T VYt € My, (4.1)

17(t) = v(@)*|lv <e Vit M.

Ademds, para todo t € M existen n € Ny y H € H, tales que ¥(t) =

,.y(t)HoHlHnH

Demostracion. Para t € M, sea 6; > 0 tal que
By, (t, M) (Mo =0 (4.2)

y tal que para todo s € By, (t, M), ||v(s) —v(t)||lv < /3 (esto es posible

gracias a que 7 es continua y a que X estd continuamente encajado en V).
Sea (H,) la sucesién en H, dada en la Hipdtesis 2.36. La Proposicién 2.39

nos garantiza la existencia de una funcién continua 7' : S x Rt — S definida

por T(u,0) = yfloflr--HeHo con H, € H, para toda t > 0, y que se denota
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simplemente por u? := T'(u, ). Adem4s, esta funcién cumple que para cada

t € My, existe 6; € R tal que
17(®)" = ~(1)*[lv < ¢/3 para 6 > 6. (4.3)

La coleccion O = {M\M;} U{Bs,(t, M)}icnr, forma una cubierta abierta
del espacio métrico M. Entonces existe una particiéon de la unidad (py)veo
subordinada a esta cubierta (los detalles técnicos de este hecho se pueden
revisar en el libro de Dugundji [15] Capitulo 8, Teorema 4.2, pagina 170), es

decir
1. py : M — [0,1] son funciones continuas para todo U € O,

2. para cada t € M existe una vecindad de ¢ donde sélo un ntimero finito

de py no son cero idénticamente,
3. supp(py) C U para todo U € O,
4. > yeopu(t) =1 para cada t € M.

Si s € M, entonces Bs, (s, M) € O,y escribimos p, := pp;_ (s,1)- Definimos
©: M — R} como

O(t) == Y pa(t)fs,

se M,

la funciéon © es continua gracias a las propiedades 1 y 2.

Sea F(t) := v(t)°®. Si t € M, entonces O(t) = 0 gracias a (4.2) y a la
propiedad 3, por lo tanto J(t) = v(t)°, por definicién.

Sea t € M, entonces por la propiedad 3 se sigue que papar, (t) = 0.
Entonces ) .y, ps(t) = 1y sélo un nimero finito de puntos s € M; cumple

que ps(t) # 0. Fijamos s € M; tal que 05 = min{0, | r € My, p.(t) # 0} y
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ps(t) # 0. Por lo tanto 0, = >, pr(8)0s < D2 o Pr(1)0, = O(t). Luego,

por las Hip6tesis 2.36 (inciso 5), la Proposicién 2.38 y de (4.3) se sigue que

15 =@Ml < [ =)y + [17(5)°® = ()" llv + I (s)* = () [v

< ()% = () [l + 2l (s) = v (@)llv < e

pues t € Bs_ (s, M) implica que ||y(s) —y(t)||lv < /3. O

Nota 4.2. Por las Hipdtesis 2.36 inciso 3 y la definiciéon de 7, se sigue que
R

Corolario 4.3 (Aproximacién uniforme de simetrizaciones.). Para cualquier

e > 0, existe un mapeo continuo T : S — S tal que ||Tu — u*||y < e para

cada u € S.

Demostracion. El resultado se sigue de aplicar la Proposicién 4.1 con My =

0, M =M =5y~(u)=u, con Tu=75(u). O
Ahora podemos enunciar y demostrar el resultado principal del capitulo.

Teorema 4.4 (Principio Variacional Simétrico (Van Schaftingen, 2004)).
Sean X, S, V%, H. y {Hm}m>1 C H. como en las Hipdtesis 2.36, sea My un

subcongunto cerrado de un espacio métrico M y 'y C C(My, X). Definimos
F={yeCM,X)|v|m € To}
Si p € CHX,R) satisface:
0o > ¢ = inf sup p(y(t) > a= sup sup e(0(1))

y si para cualquier H € H, yu € S, o(u) < o(u), entonces para cada
e€(0,(c—a)/2), 6 >0y~vyel tales que:
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1. supy;poy < c+e,
2. y(M) C S,
3. emiste Hy € H, tal que 7|MOHO eIy,
eriste u € X tal que:
1. ¢ —2e < p(u) < c+ 2e,
2. ||u—u*|lv < 202K + 1)0,
3. 1 (u)llx < 8e/d,
donde K es la norma de la inyeccion de X a V.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¢ — 2¢ > a.
Sea My = (po~y) ([c — 2¢,c+ 2¢]). Este conjunto es claramente cerrado. La
Proposicién 4.1 nos garantiza un camino 7 € C(M, X) tal que las condiciones
(4.1) son validas para ¢ en lugar de . Ademds por hipdtesis, p(v(t)) >
©(7(t)) para todo t € M. Entonces

suppoj(t) <c+e.

teM

El Teorema 3.17 con 7 en lugar de v nos garantiza la existencia de una u tal

que:
1. ¢ —2e < p(u) < c+ 2,
2. distyx (u, (M) N ¢ ([c — 2¢, ¢ + 2¢])) < 26,

3. [[¢"(w)]| < 8¢/d.
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Veamos ahora que 5(M) N o~ !([c — 2¢,c+ 2¢]) C F(M;). Sea t € M tal
que ¢ —2e < p(3(t)) < ¢+ 2. Como ¢(F(t)) < p(v(t)) < ¢+ ¢, entonces
c—2e < @(y(t) < c+ 2, es decir, t € M; y se sigue la contencién desada.

Por lo tanto, de 2 se deduce que
distx (u, ¥(M;)) < 20 (4.4)

Entonces por (4.4), la Proposicién 4.1, la Nota 4.2 y la Proposicién 2.38 se

siguen las siguientes desigualdades

mf |ju— 7 < K if |ju—75(t)|lx <2K
Jof flu =3@)lly < K inf Jlu—5(t)llx < 2K,
’ ~ _ * <
Juf 1@ =2 @)llv < o,
s * * < ’ ~ - < ’ ~ . < ]
ot [ly(@)" —ully < W [[3(8) —ully < K if [[3(t) - ullx < 2K6

Por lo tanto

[l —w'lly < mf ([lu = 3@l + 17(E) = @)l + [ (0" = wllv)
< (4K +1)6.

]

En otras palabras, el Teorema 4.4 nos dice que cuando un funcional no
incrementa su valor con ninguna polarizacién y si la construccién minimax
es invariante bajo una polarizacion (la existencia de Hy que preserva I'y),
entonces existe una sucesion de Palais-Smale casi simétrica.

No es equivalente para un funcional decrecer su valor con una simetriza-
ciéon que con una polarizacién. De hecho, muchas desigualdades de simetri-

zaciones pueden ser probadas con desigualdades de polarizaciones [10]; pero
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algunas desigualdades (v.gr. la desigualdad de Riesz-Sobolev) valen para si-

metrizaciones, pero no para polarizaciones [28].
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Capitulo 5
Aplicaciéon

En este capitulo se incluye lo esencial de una aplicacién que propuso Schaf-
tingen en su articulo [26]. Dada la Nota 2.18 asumiremos a lo largo de este
capitulo lo siguiente:

Hipdtesis 2.19 Existe una sucesién (H,,) C H. tal que

pihHzeHm 5 cyando m — oo,

en LP(RY) para todo p € [1,00] y u € K.(RY).

5.1 Simetria de Puntos Criticos

Veremos las propiedades simétricas de las soluciones de problemas elipticos

semilineales.

—Au+a(|z))u = f(lz|,u) en O,

u=2>0 en 012,

81
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donde €2 es una bola de radio b > 0, y f y a son funciones continuas.

Entonces las soluciones son puntos criticos del funcional:

/ [Vul® |93|) ~ Pz, w)dz,

definido en el espacio de Sobolev H; (), donde F(r,t) fo r,s)ds sit >

0, >0y F(r,t) =0sit<0. Ahora, asumiremos que:

(1) a € LN?([0,b)) si N > 3, a € L[0,b)) para ¢ > 1si N = 2y
a € L'([0,b) si N = 1.

Bajo la hipétesis (aq), el operador u +— —Au + a(|x|)u tiene una sucesién no
decreciente de valores propios Ay < Ay < ... < \; < ..., repetidos segiin su
multiplicidad y con funciones ortonormales asociadas (e;);>1 en L%*(€) [33].

También supondremos que:
(f1) f€C([a,b) x R) y para alguna 1 < p < 2* :=2N/(N —2) y C > 0,

[f(ru)] < CA+ Jul”™),

(f2) existe @« > 2y R > 0 tales que

lu| > R=0<aF(r,u) <uf(r,u),

(fs) |f(r,u)| = o(|u]), Ju| — 0, uniformemente para r € [0,b).

Bajo la hipétesis (f1), el funcional ¢ es de clase C*(H} (2),R). Bajo (f1) y
(f2) el funcional ¢ satisface la condicién de Palais-Smale: cualquier sucesién
(un)nen C HY(Q) tal que d = sup,, ¢(u,) < 0oy ¢'(u,) — 0 contiene una

subsucesion convergente [33].
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Consideraremos la clase

I'={y € C([0,1], Hy()) | 7(0) =0y ¢ (v(1)) < 0},

y sea

c = inf sup ¢(v(t)).
7€l te[0,1]

Si Ay > 0, entonces por el teorema de Paso de Montana existe un punto

critico tal que ¢(u) = ¢ [33].

Teorema 5.1. Bajo las hipdtesis (a1) y (fizs), si A1 > 0,9 es una bola, a es
una funcion creciente y f(-,s) decreciente donde s € R™, entonces existe un

punto critico no negativo invariante bajo la Simetrizacion de Schwarz.

Demostracidn. Sean S = X = Hj(Q), V = LP(Q), M = [0,1], M, =
{0,1}, Hy € H, cualquier polarizador fijo,

I = {y€C([0,1], H5()) | 7(0) = 0y (v(1)) < 0},
Lo = {y € C(Mo, Hy()) | 7(0) = 0,(7(1)) < 0},

0=1 /nl/ 2y & = 1/n. Entonces de la preservacién de los polarizadores de
normas en espacios de sobolev y en L? se sigue que p(u”) = p(u). Ademads,
si ¢ 1= Inf,ep sup,epo 1) 9(7(¢)), entonces se cumple que

¢ > a:= sup sup (y0(t))

Yo€l'g teM

y que ¢ < oo (para consultar los detalles puede verse [32] seccién 2.4). Para

cadan > 1, sea v € I' tal que:

] 1) <c+1/n.
tggﬁw(v( ) <c+1/n
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Como ¢(|u]) < ¢(u), podemos suponer que (t) > 0 para cada t € [0,1].
Ademss ~([0,1]) € HYQ) v 7|u,™ € Ty. Luego, el Teorema 4.4 nos ga-
rantiza la existencia de una sucesién (u,) € Hg(Q) tal que |p(u,) — ¢| <
2/n, 119" (W)l gs10) < 8/ y JJun — upllza) < 2(2K + 1)/n'/2. Como
¢ satisface la condicién de Palais-Smale (ver también [32] seccién 2.4 pagi-
na 46), pasando a una subsucesién tenemos que, u, — u en Hg(), con

o(u) =c, ¢'(u) =0y u=u" O
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Apéndice A

En este Apéndice demostraremos dos resultados de Crandall y Tartar [13] y
uno de Brezis y Strauss [7], que fueron utilizados en los Capitulos 1 y 2, para
demostrar el Corolario 1.21 y la Proposicién 2.12 sobre la no expansividad
de las simetrizaciones y las polarizaciones. Para efectos de este Apéndice, sea

Q C RY medible, T : L'(Q) — L'(£2) un mapeo que conserva la integral, es

[rin=] s (A1)

entonces se demostrard que 7' es no expansiva si y solo si preserva orden.

decir

Para ser mds precisos, sea f V g := max{f, g} y r* :=r V0. Se tiene que

Lema A.1. Sea C C LY(Q) con la propiedad de que f,g € C implica que
fVvgeC. SeaT:C — LY Q) que satisface (A.1) para f € C. Entonces las

siguientes tres propiedades de T' son equivalentes:
1. f,ge Cuy f<g ctp. implica que T(f) <T(g) c.t.p.,
2. Jo(T(f) = T(9)" < Jo(f —9)" para f,g € C,
3. JoIT(f) = T(9)| < [o|f — gl para f,g € C.
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Demostracion. Asumiendo que (A.1) se cumple, se demostrard que 1 =
2 = 3 = 1.Sea, f,g € C. Entonces fVg = g+(f—g)T € C por hipétesis
y si 1 se cumple, T(fVg)—T(g) > 0. Ademés, T'(f)—T(9) < T(fVg)—T(g).

Entonces se tiene que

(T(f)—T(g)* <T(fVg)—T(g) (A.2)

Junto con (A.1) se sigue que

[ - < [arve -1 =

Q

(Fvg-g=[-9"
Q
lo cual demuestra 1 = 2. Que 2 = 3 es trivial al asumir 2, pues

/Q T(f) - T(g)| = / (T(f) — T(g))* + / (T(g) - T(f))*

Q

< [t=ar+ [a=nt=[ 1=l

Finalmente, si f,g € C,f > g y 3 se cumple, entonces la identidad 2s™ =

|s| + sy (A.1) implican que
2 / (T(g) - T(f))* = / T(g) — T(f)| + / (T(g) - T(f))

< [la=1+[w-n-o.

de modo que T'(g) < T(f) en c.t.p. ]

Lema A.2. Sea C C L*®(QQ) con la propiedad de que f,g € C implica que
fVvgeCuyf+1(g—f)llw€C. Sea T :C — L>®(Q) que satisface que

sireRY, feCyf+reC, entonces T(f+r)=T(f)+r (A.3)

Entonces las siguientes tres propiedades de T' son equivalentes:
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1. f,ge Cy f<g ctp. implica que T(f) <T(g) c.t.p.,
2. (T(f) =Tt <I|I(f —9) || en c.t.p. para f,g € C,

3. NT(f) =T < |f = glls en c.t.p. para f,g € C.

Demostracion. Asumiendo que (A.3) se cumple, se demostrard que 1 —
2 = 3 = 1

Sean f,g € C. Entonces g + ||(f — g) 7|l € C por hipétesis y g + ||(f —
9)|loo = f Vg en ct.p. Porlo tanto 1, (A.2) y (A.3) implican que

(T(f) =T(9)" <T(g+I(f =9 ll) = T(9) = [I(f = 9)"lloc en c.t.p.

con lo cual queda demostrado 2. La implicacién 2 = 3 es inmediata como
en el caso anterior. Para probar que 3 = 1, sea f < ¢ en c.t.p. Entonces

usando (A.3) y 3con r =|[(g — f)"|looc = ||g — f||s se tiene que
IT()) =T(9) +rlle = [T +7) = T(9)lloo
< N(f=g)+rlle <7
lo cual implica que T'(f) —T'(g) < 0 en c.t.p., i.e. 3. O
Lema A.3. Sea T : L' () — LY(Q) tal que
a) [|[Tu—Tol|; <||lu—v||; en c.t.p.,
b) Tu(x) — Tv(z) < max{0,supg(u —v)} en c.t.p.
Sea j : (—00,00) — [0,4+00] una funcién convera continua tal que minj =
j(0) = 0. Entonces

/j(Tu(x) — To(x))dx < /](u(x) —v(x))dz,
Q

Q
para toda u,v € L*(Q) con jo (u—v) € LY(Q).
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Demostracion. Definimos y(z) := min{u(z),v(z) + t} donde ¢t > 0. Néte-
se que y(x) es integrable y que y(z) < wv(x) +t en c.t.p. Por la hipétesis
b), Ty(x) < Tv(x)+ten c.t.p. Por lo tanto

Tu(x) —Tv(z) —t < Tu(x) — Ty(x) en c.t.p.

Tomando la parte positiva da cada lado de la desigualdad e integrando sobre

(2, se obtiene que
/[Tu(x) —To(z) —t|Tde < /[Tu( ) — Ty(x)|tdz
Q

< /]Tu (x)|dx
< /|u 2)|da

_ /Q u(z) — v(z) — t]*da,

usando la hipétesis a) y la definicién de y(z). De manera andloga, intercam-
biando u por v y con t’ := —t < 0 se sigue que
/[T'U(:I;) — Tu(z) +t']Tdx < /[v(m) —u(z) + 't dz.
Q Q
Asi hemos demostrado el resultado para dos casos particulares: ji(r) :=
(r —t)" y ja(r) := (—r — t)*. Usando estos dos casos, se puede llegar a
la desigualdad
/[t(Tu(a:) —To(z) —t)|Tdzx < /[t(u(w) —v(z) —t)|Tde VteR. (A4)

Q Q

El caso general se sigue de tomar combinaciones convexas de j; y jo. Si
j es una funcién convexa continua arbitraria en R con derivada localmente

Lipschitz continua tal que j(0) = 0 = min j, entonces j’ es diferenciable en



91

casi todo punto con derivada en L;2, (ver el libro de Rudin [25] Teorema 7.20)

y se cumple que

i = [~ L - opea (A5)

oo [t]
La igualdad anterior puede verificarse facilmente considerando los casos r > 0

y r < 0 por separado e integrando por partes.

Multiplicando (A.4) por j”(t)/|t| e integrando, se obtiene

00 j//(t) ) — . = j//(t) () o) — P+
_49/ 7] [t(Tu(z)—Tv(x)—t)] ddt glg/ i [t(u(z)—v(z)—t)] " dadt.

Notemos que 77 > 0, pues como j es convexa, j’ es creciente y para casi todo

t, en R se tiene que:

7 (t h) — 5'(t
lfm](o+) ](0)

> (.
h—0 h >0

Ahora, por el Teorema de Fubini y (A.5) se sigue que

/Q §(Tu(x) — Tw(z))dz < / j(u(z) — v(z))dz.

Q

Si 7 es una funcién convexa semicontinua inferiormente arbitraria con
j(0) = 0 = min j, existe una sucesién {j,} de funciones como en (A.5) que

convergen a j monétonamente por debajo. Por ejemplo, se pueden definir
iA(T) L f{_l | t|2 (1)}
r):=1in r + .
A t -2\ J

Evidentemente se cumple que 7,(0) = 0 = min j,, y la demostracién de que
cumplen tener derivada Lipschitz continua y ser convexas puede encontrarse

en [8]. Entonces por el resultado anterior se tiene que

/QjA(Tu(:E) —Tv(x))dr < /Qj,\(u(a:) —v(x))dr < /Q](u(x) —v(x))dz,
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lo cual implica que j(Tu—Tv) € L'(Q) y la desigualdad deseada después de
pasar al limite.

Para mas detalles respecto al proceso de regularizacion de funciones con-
vexas, se puede revisar el articulo de Attouch [4] y los textos de Yosida [34]

y Moreau [24]. O



Apéndice B

En este Apéndice se demostrard un resultado técnico que se utilizé en la

prueba de la Proposicién 2.13.

Lema B.1. Sea v € W2 (RY), H € H,v(z) := u(z™), y para e > 0 se define

loc

la funcion f. : R — R como:

2+ )2~ sit>0,
0, sttt <0.

fe(t) ==

Sean w, : RN — R definida por

u(z) + fo(v(z) —u(x)), sixeH,
u(z) = fe(u(z) —v(z)), size H

(

drulx), six €A,
Vi) = dyu(z) + fl(v(z) — u(x))(Gv(z) — dulx)), SZ: ve B,
Oiu(z), siz e C,
Ou(z) — fl(u(z) — v(x))(Ou(r) — dw(x)), siz € D,
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donde

TS Q @ =
.
8
m
®)
£

Entonces w. € W (RN) y dw. =V para toda i € {1,2,...,N}.

loc

Demostracidén. Se demostrard que w. € W!(B) para cualquier bola abierta
B de RY centrada en el origen, y ello implicara que lo mismo se cumple para
cualquier compacto K de RY, pues siempre se puede encontrar un radio lo

suficientemente grande tal que K esté contenido en B.

Sea r > 0, denotaremos simplemente por B, a B,,(O,]RN ). Sea también
{u,} € C=(B,) tal que u,, — u en WH(B,) y definimos v,(z) := u,(z?).
Claramente v, € C*(B,) (se puede encontrar una férmula sencilla para la

derivada si se asume sin pérdida de generalidad que 0 € 0H).

Las siguientes propiedades de f. se deducen facilmente de su definicion:
e - €C(R),

o f:(0) = 0= f(0),

o (O] <[t VteR,

o [fi() <1VtER,
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A continuacion definamos h,,, g,, ¥, : B, — R como

hn() = un(2) + fe(on(2) — un(z)),
gn(x) = un(z) = felun(z) —vn(2)),
ho(x), size H(B,,

Up(x) =
gn(z), siz € H(B,.

Como u,, y v, coinciden en 9H y como f.(0) = 0 se tiene que h,, y g, coinciden
en 0H, ademas como h,, y g, son funciones continuas en su dominio se puede

afirmar que 9, es una funcién continua en B,. Se tiene que

Oihn(x) = Oiun(x) + fL(vn(®) = un(2))(Ovn(x) — Diun (),
Oign(x) = Opun(x) = fl(un(x) = vn(2))(Oitn () — Divn(2)),

en el interior de sus respectivos dominios, y definimos

Oihy (), six e H(B,,

Wi(z) =
Oign(x), sixz € H()B,.

Entonces para todo x € 0H [\ B, y cualquier sucesién {z,} C B, tal que
T, — z se tiene que Wi(z,) — d;u,(z) cuando n — oo, pues u,(r) = v,(x)
y fL2(0) = 0. Y como O;h, y 0;g, son funciones continuas en su dominio se
puede afirmar que W} es una funcién continua en B, y que W! = 9,9, i.e.
Y, € CH(B.(0,RY)).

Como
| fe(un —vn) = fe(u = 0)] < [(un — vn) = (u — )| < 2Jup —u
y

|f2(un — v3) (Ostty, — Osvy) — fL(u — v)(Ou — Opw)| < |Ohuy, — Dyul| + |Dsv, — Opv|

£
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se tiene que ¥, — w. y W! — V; en L*(B,). Esto implica que 9, es una
sucesién de Cauchy en Wh1(B,) y converge a una funcién en Wh(B,). La
inyeccién continua W'(B,) «— L'(B,) demuestra que esta funcién limite es

we. Lo cual demuestra que w, € Wh1(B,). O



Apéndice C

En este Apéndice agregamos algunos de los resultados que se tienen en la di-
reccién de conseguir una sucesioén de polarizadores que aproxime una funciéon
con su simetrizacion.

Para demostrar que algunas polarizaciones pueden aproximar una funcion
dada con su simetrizacién, dividiremos la prueba en dos pasos: primero la
compacidad relativa de cualquier sucesién de polarizaciones iteradas (lema
C.1), después una condicién de convergencia nos asegura la convergencia a
la funcion simetrizada (lema C.2). Para fijar ideas, haremos las demostracio-
nes para la Simetrizacién de Schwarz, pero las pruebas son completamente

analogas para otras simetrizaciones.

Lema C.1. Sea u € K.(RY) y (Hp)m>0 C H. una sucesion de polarizado-
res. Definimos u,, := u-Hm_ Entonces, existe v € K,(RY) y una sucesion

creciente (my)ken en N tal que, para cualquier 1 < p < oo,
I [[o =t [l = 0.

Demostracion. La compacidad de la sucesion (i, )m,>1 se prueba con el teo-

rema de Arzela-Ascoli. A continuacién veremos que se cumplen las hipotesis
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del teorema:

1. La sucesion esta uniformemente acotada: Para cualquier polarizacién
H, ||u"||s = ||u||s0, asf pues, por induccién obtenemos que ||ty||s =

[|u]]oo < +00.

2. La sucesion es equicontinua: Por el teorema 2.17 tenemos que w,n <
wy, se sigue por induccién que w,,, < w,. Como u € K,(RY), u es
uniformemente continua, y de estas dos propiedades se sigue que la

sucesion es equicontinua.

Entonces el teorema de Arzela-Ascoli garantiza la existencia de una subsuce-
sién convergente en la norma || - ||, a una funcién v € C' (RY). Sin embargo,
como (H,,)m>0 C H, se tiene que existe R > 0 tal que supp(u,,) C Br(0, RY)
para toda m € N. Por lo tanto v € K,(RY).

Y ademas se tiene que para 1 < p < oo
| ) = o@)Pde < ol Br(0. RY)] = 0
Br(0O,RN)

cuando m — o0, lo cual concluye la demostracion. O

El siguiente lema nos dice, que para cualquier funcién no simétrica, existe

un polarizador H € H, que la acerca a su simetrizacion.

Lema C.2. Sea u € K,(RY). Si u # u*, entonces existe un polarizador

H € 'H, tal que, para cualquier 1 < p < 400,

[l =l < [Ju— |l (C.1)
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Demostracion. Sea H € H, y 1 < p < 400, entonces u* = (u*) y por la no

expansividad de las polarizaciones (Corolario 2.12), se tiene que:
[l =l = [[u" = (@) ], < [Ju—u’[],. (C.2)

Para probar la desigualdad estricta es suficiente mostrar que para una elec-

cién adecuada de H € H, se cumple que:

[ () — w (@) + Ju (@) = (@) < Ju(z) = u*(@)]" + |u(z") —u" (")

(C.3)
en un subconjunto N C H de medida positiva. Pues entonces al integrar
(C.3) sobre H se obtiene (C.1).

Como u # u*, podemos encontrar un nimero ¢ > 0 tal que
H{u > c}A{u* > c}| > 0.
Por la equimedibilidad se tiene que
{u" > c}| = {u > ¢},

Si {u* > c}\{u > ¢} = 0, eso significa que u = c en {u* > ¢} = {u > ¢}
y como u es continua y u* semicontinua por abajo (por la Proposicién 1.11

(71) y la Definicién de u*), existe € > 0 tal que si ¢ := ¢ + ¢ entonces
{w >N\ {u>d}#0 vy [{u>d A {u" >} >0.

De modo que podemos suponer {u* > c¢}\{u > ¢} # 0. Sea y € {u* >
c}\{u > ¢} entonces u*(y) > ¢ > u(y) y como u es continua y u* es semicon-

tinua inferiormente se tiene que existe € > 0 tal que

B.(y,RY) C {u* > c}\{u > ¢} C {u* > c}\{u > c}.
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Ademds como [{u > c}\{u* > c}| > 0 entonces existe p € RV tal que

({u > e}\{u" > c}) () B:(p,RY)| > 0.

Entonces podemos elegir un polarizador H tal que y = (p) y y € H (como
u*(p) < ¢ < u*(y) se sigue que 0 € H y por Definicién H € H.).

Por lo tanto existe un subconjunto N := B.(y, RN)N({u > c}\{u* >
cH® N H de H de medida positiva tal que

w'(r) > c>ulz), u(z) <c<u(@?) Vre N (CA4)

De aqui se sigue que para toda x € N

u*(z) > u(z), (C.5)
w(z®) > w(z), (C.6)
u*(z) > (), (C.7)
u(z) > u(x), (C.8)
uf(z) = wu(z), (C.9)
u? (z?) = u(x). (C.10)

Y mediante un analisis de los posibles casos, se demuestra que para todo

re N

[ (@) —u* (@) + [u (27) = (@) < Ju(@) —u (@) + [u(z™) —w (@),
(C.11)
es decir, la desigualdad (C.3) es estricta en N.

Aqui desarrollamos dos casos, y los deméas son completamente analogos.
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Caso I: u*(z) > u(z) y u*(z*) > u(x). Entonces (C.5), (C.6), (C.7) y (C.8)

implican que
[w* (@) — u(@)] > |u(z) — u(@™) + u* (") — u(2)],
entonces
w* (@) —u(@)P > |u*(2) — u(@D)" + [u* (@) — u(@)
y junto con (C.9) y (C.10) se sigue (C.11).
Caso II: u*(x) < u(z®) y u*(z") > u(z). Entonces
w' (@) —u(@)] > |u*(2") —u(z)],
u(@™) —u* (@) > |u(=") —u(@)],
de donde se sigue (C.11).
Caso II: w*(z) > u(z®) y u*(z”) < u(z). Andlogo al caso II.

Caso IV: w*(z) < u(zf) y u* () < u(z). Andlogo al caso L.

]

Ahora estableceremos primero la convergencia de una sucesion de polari-

zadores para una funcién en particular.

Lema C.3. Sean u € K, (RY),0 < x < 1, y {Hp}m>1 C H. una sucesion

de polarizadores. Definimos uy, := ult

m € N,

Hm Si {H,,} cumple que para toda

[ = Wl = [ftmsr = 'l = % sup ([l —u{ly - [l = w[l1). (C.12)
e *

Entonces la sucesion {u,,} converge a u* en LP(RYN) para cualquier 1 < p <

400, cuando m — Q.
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Nota C.4. Para cualquier funcién u € K,(RY), se puede construir una
sucesién que cumpla la condicién (C.12). En esencia, si f,, : H, — RY
definida como f,,,(H) := ||t — u*||1 — ||ufl —u*||1, entonces por la definicién
del supremo

Ve >03 H € H, tal que f,,(H) > sup fn(H)—e.
HEM.

En particular podemos tomar ¢ = (1 — &) supgey. fm(H), de donde se sigue

(C.12).

Demostracion. [del Lema C.3] Por el lema C.1 existe una subsucesion ()
de (um)m>o que converge a v € K, para cualquier norma LP. Como los

arreglos * son no expansivos (Proposicién 1.20) y u,,* = u*,
= o[l = 1 fltn ="l < 2 | — ol = O,
k—oo k—o00

entonces u* = v*. Para cualquier polarizador H € H,, se tiene por la no

expansividad de las polarizaciones y por la ecuacién (C.12) que,

IN

[t — w*[|1 [t 11 — w1

<t = w1+ 5[ty — u = ot — u7[]1)

(L = W)t = w1 + 8ty — w1 < s — ][]
Tomando limites se obtiene que,
o=l < (1= &)[jo —u[ls + &l[o" —u|l < [l —u]s,

de donde se sigue que, como u* = v*, ||[v — v*||; = |[v¥ — v*||1, lo cual

serfa absurdo si v # v* por el lema C.2. Por lo tanto la subsucesién ()
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converge a u* para cualquier norma LP, y finalmente la no expansividad de

las polarizaciones y la unicidad del limite nos permiten concluir que

lim ||y, —u|], = Um |, —u*||, = 0.
k—oo k—oo
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Notacion y Definiciones

Complementarias

e B.(p,X) :={zx € X | dlp,r) < r}: la bola de radio r en el espacio

métrico X.

e B.(p,X) :={x € X | d(p,r) < r}: la bola cerrada de radio r en el

espacio métrico X.

e f es una funcion conveza si f(Ax + (1 —Ny) < Af(x) + (1= N)f(y),

con A € [0,1] y z,y € (—0o0, 00).
e ¢ es una funcion par si g(s) = g(—s).
e Si A es un conjunto, “int A” denota el el interior de A.

e La funcion indicadora o caracteristica se define como:

14 (2) 1 siz e A,
alz) =
0 six & A.

e La diferencia simétrica se define como:

AAB = (A\B)| J(B\A) = (A JB)\(A(B).
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L (RY) = {fel’(K)|VYK CR" compacto }.

LP(RY) = LE(RY):={f e PR")]| f(z) >0enctp. v€R"}
Ci(RY) = {f € CRY)| f(z) >0V zeR"}.

C.RY) = {f€CRY)| f(z) 20V zeR"Y, lim f(x)=0}.
CERY) == {f € C®(R")|supp(f) es compacto}.

K.RY) = {fe CRY)| f(z) >0V 2z € R, supp(f) es compacto}.
WP (Q) = {feLP(Q)|Vfe LP(Q)}.

WiP(Q) = {f e W"(K)|VK C Q compacto }.

WoP(Q) == Whe(Q)[)Ceo(Q) (con respecto a la norma de W),
WoR(Q) = {feWy"(Q)| f(z) >0V zeQ}

e Para Q C RV, p e [1,00] y u € W'P(Q) definimos la norma del espacio
de Sobolev

n 1/p
lullwes = (||uuz+2\|aiu||z) i p < o0,
=1

l|lullwre = max |[|0ul|.
i n}

e Dados M y N espacios métricos, se dice que f : M — N es localmente
Lipschitz continua si Vu € M 3 U C M vecindad abierta de u tal que

existe una constante K > 0 (que depende de U) y que cumple que

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) Vz,y €U

K recibe el nombre de constante de Lipschitz.
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e Un espacio X es paracompacto si toda cubierta (abierta) tiene un re-
finamiento (abierto) localmente finito. Es decir, si C es una cubierta
de X entonces existe C' = (C)\)xer, otra cubierta de X tal que pa-
ra todo C' € C existe algin C\, € C’ tal que C, C C y para todo
r € X, existen indices A\;... )\, € L y una vecindad V' > z tales que
VONCy#0 = X e {)\,..., \.}. Se sabe que todo espacio métrico

es paracompacto.

e Sea X un espacio métricoy A C X, x € X entonces

dist(z, A) := inf{dist(z,y) | y € A}.

e Sea ¢ una funcién real definida en un espacio normado X, y sea S un

subconjunto de X,

p! = {ueX|p() <d}

,Ss = {ue X |dist(u,S) < d}.
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