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Introduccion General

Muchos fenémenos biolégicos, quimicos, fisicos y econdémicos estan represen-
tados por sistemas dindmicos monétonos competitivos y cooperativos.
El objetivo principal de este trabajo es presentar ciertos resultados sobre los
sistemas dindmicos mondtonos competitivos y cooperativos asi como algunos
ejemplos.

En el primer capitulo se introducirdn las definiciones bésicas de los sistemas
dindmicos mono6tonos como por ejemplo, la relacién de orden parcial, la defini-
cién de cono, la definicién de un semiflujo mondtono, entre otras cosas, asi como
un resultado de convergencia, el cual ocuparemos en el capitulo dos.

En el capitulo dos particularizaremos las definiciones dadas en el capitulo
uno para R". Empezaremos la primera seccién con la condiciéon de Kanke, la cual
es necesaria para que un sistema dindmico sea mondétono. Definiremos lo que es
un sistema competitivo y cooperativo y notaremos que un sistema competitivo
y cooperativo es mondtono. Identificaremos los conjuntos positivamente inva-
riantes de un sistema cooperativo y competitivo. Con esto se muestra que todas
las soluciones de un sistema cooperativo y competitivo en 2 que sean acotadas
convergen monodtonamente a un punto de equilibrio. Finalmente se desarrollan
las herramientas béasicas para demostrar el teorema principal de este trabajo,
Teorema 2.3.2:

El flujo de un conjunto limite compacto de un sistema competitivo o coo-
perativo en R" es topoldgicamente equivalente a el flujo de un conjunto

invariante compacto de un sistema de ecuaciones diferenciales de Lipchitz
-1
en R"

En otras palabras la dindmica del conjunto limite de un sitema competitivo y
cooperativo no se puede comportar de manera més complicada que la dindmica
en una dimension menor. Tal vez este resultado no sea tan 1til para dimensiones
muy altas o dimensiones triviales como dimension uno, pero para dimensiones
dos y tres es muy ttil. Para 13 se tienen resultados generales como el teorema
de Poincaré Bendixon. Més atn, se observard que un sistema coompetitivo en
73 puede tener una érbita periddica atractora pero un sistema cooperativo no.
Un teorema visto en esta seccién da condiciones suficientes para que todas las
soluciones que empiezan afuera de la variedad estable del punto de equilibrio
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VI INDICE GENERAL

se aproximen a una érbita peridédica no trivial. Por dltimo un resultado igual-
mente importante dice que cada érbita periédica de un sistema competitivo o
coperativo contiene un punto de equilibrio dentro de la érbita.

En el capitulo tres, se presentara la generalizacién de sistemas cooperativos y
competitivos en otros conos llamados conos alternativos. Con esta nueva defini-
cién el problema de identificar un sistema mondtono competitivo o coperativo se
vuelve mas complicado como se vera en el modélo de Field-Noye y de Belousov-
Zhabotinsky donde se aplican los resultados antes vistos.



Capitulo 1

Definiciones basicas

El objetivo principal de este capitulo es introducir las definiciones bésicas de
los sistemas dindmicos mondtonos, asi como un resultado, el cual ocuparemos
en el siguiente capitulo.

1.1. Definiciones basicas

Un sitema dindmico mondtono es un sistema dindmico en un espacio métrico
ordenado.

Inicialmente pensaremos que X es un espacio métrico, con metrica d, y
una relacién de orden parcial <.

Recordemos:

Definicién 1.1.1 Una relacion de orden parcial satisface
» reflexiva: © < x para cada © € X
w transitiva: © <y yy < z implica x < z
= antisimetrica: v <y yy < x implica r =y

Definicién 1.1.2 Un cono Yy de Y es un subconjunto cerrado de Y con las
siguientes propiedades:

I§R+'Y+CY+
IY++Y+CY+
-Y+ﬂ(—Y+):O

La relacion definida por < y <= y —x € Y es una relaciéon de orden
parcial cerrada.




2 CAPITULO 1. DEFINICIONES BASICAS

Definicién 1.1.3 Un semiflujo en X es un mapeo continuo ¢ : X x §T — X
que satisface:

] ¢0:ZdX
" 00 ¢y = Py parat,s >0

Definicién 1.1.4 La drbita positiva ( 6 negativa ) de x denotada por v (z)
( 6 v~ (x) ), se define como

(@) ={o(z) : t >0} (677 (2) = {ge(w) : t <0} )

Definicién 1.1.5 Un punto de equilibrio es un punto x para el cual v*(x) = x.
Denotamos por E al conjunto de todos los puntos de equilibrio.

Definicién 1.1.6 Un conjunto A de X es positivamente invariante si oy A C A
para todo t > 0

Definicién 1.1.7 1 (z) se dice ser una orbita T-periodica para alguna T > 0
si ¢r(x) = x. En este caso ¢pyr(x) = ¢t(x) para todo t > 0, por lo tanto

(@) ={d(2): 0 <t < T}

Definicién 1.1.8 El conjunto omega limite ( alfa limite ), w(z) ( a(z) ) para
alguna x € X, se define como:

wiz) = Ues@) | a@) =)
t>0 s>t <0 s<t

Definicién 1.1.9 Un punto x € X se dice un punto convergente si w(x)
consiste de un solo punto. El conjunto de todos estos puntos es denotado por C

Definicién 1.1.10 El semiflujo ¢ se dice ser mondtono si

¢i(x) < ¢y (y) siempre que x <y yt >0



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales
cooperativos y competitivos

Uno de los principales teoremas de este trabajo se exibira en la seccion tres,
Teorema 2.3.2; este teorema nos garantiza que la dindmica del conjunto limite
de un sitema competitivo y cooperativo no se puede comportar de manera mas
complicada que la dindmica en una dimensién menor. Tal vez este resultado no
sea tan 1til para dimensiones muy altas o dimensiones triviales como dimensién
uno, pero para dimensiones dos y tres es muy util.

2.1. La condiciéon de Kamke

Considerese un sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias
i= f(x) (2.1)

donde f es continuamente diferenciable en un subconjunto abierto D C "
y sea ¢y (x), su solucién. El cono no negativo en R", denotado por RN} es el
conjunto de todas las n-tuplas con coordenadas no negativa. Este cono da lugar
a un orden parcial en " dado por:

srx<lysoy—czeR e, <y Vi
s r<ys o<y y x; <y; para alguna i
B <Yy < Vi

Nuestro objetivo, ahora, es tener condiciones para que ¢ sea un sistema
dindmico mondétono con respecto al orden <

Definicién 2.1.1 f se dice ser del tipo k en D si para cualesquiera dos puntos
aybcona<buya; =>b; secumple que f;i(a) < fi(b).

3



ACAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES COOPERATIVOS Y COMPETITIVOS

El siguiente resultado asegura que si f cumple la condicién k el sistema es
monaotono.

Proposicién 2.1.1 Supongamos que f es del tipo k en D y xzy y yo € D.
Supdngase que <, denota cualquiera de las siguientes relaciones de orden <, <
0 <<. Sixg <pyo, t >0y drx,, Ory, estan definidos entonces g1, <r Yo

Demostracién: Para m = 1,2, ..., sea ¢}*(z) el flujo correspondiente a

om s (1)

donde e = (1,1, ..,1). Sea z¢ <, yo y supongase que ¢:Z, y ¢y, estdn definidos

= CASO 1: Si zg < yp =, 7" (yo —+ %) esta definido para 0 < s < ¢,y
para toda m grande, digamos m > M,

oy (yo + %) — ¢s(y0)

cuando m — oo, uniformemente en s € [0,t]. Vea [3, Hale], Capitilo I,
lema 3.1.

Afirmacion: ¢s(x,) << ¢J'(yo + =) para toda 0 < s < ¢y para toda
m > M.

Demostracion de la afirmacion: Supongamos que la afirmacion
es falsa =

existe tg, con 0 < to < t, tal que ¢s(z,) << ¢7'(yo + %) en
0 < s <ty existe un indice i tal que ¢, (x,); = O (yo + %)1

Observese que la afirmacion es verdadera para s = 0, efectivamente
yaquesim > M, xg << yo+;5,y como, ¢o(xo) = To y 95" (Yo+57) =
Yo + = = ¢o(xo) << @5 (Yo + ;). Por lo tanto la afirmacion se vale
si s = 0. Rescibiendo lo anterior se tiene que

existe to, con 0 < to < t, tal que ¢s(x,) << ¢I'(yo + 5) en
0 < s < to y existe un indice i tal que ¢y, (z0); = ¢ (yo + = )i-

Como 0 < £y entonces existe h € R tal que —ty < h < 0. Consideran-
do s = tg + h y sustituyendo en lo anterior finalmente se tiene:

Existe tg, con 0 < ty < ¢, tal que

Droen(T0) << drn(vo + ) (2:2)

y existe un indice ¢ tal que

bt (T0)i = br, (Yo + %)i (2.3)
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De 2.2 tenemos en particular que

Gro+h(To)i < dro+n(Yo + %)i (2.4)

Entonces por 2.3 y 2.4 tenemos que:

1 1
¢t0+h($0)i - ¢to (xo)i < ¢t0+h(y0 + E)l - ¢to (yO + E)l
Como h < 0 entonces

Phity+n(To)i — O1y(T0)i S Gro+n(Yo + L)i — dio (Yo + =)

h h
Entonces:
d . (z) Lo)i — ¢ Lo)i
%|s:to¢s(xo)i = Z’LthO* t0+h( )h tO( )
o lime Grorn(yo + )i — bro (Yo + = )i
h—0 h
d m €
= %‘S:to¢s (yO + E)Z
(2.5)
Es decir
d d m €
%|s:to¢s(xo)i > %‘s:togbs (yO + E)l (26)

Por otro lado como tambien se tiene que
€
Pro(0)j < 01 (yo + —);

para i # j (segun la relacién de orden <<) lo cual implica que

010 (@0); < OL(yo + ),

para i # j, y como por hipdtesis f satisface la condicion k& =

i (0o o)) < F6R o + <)) < Fil6T o+ <))+

es decir )
€
fi (b1, (w0)) < fildty (yo + E)) + ooy
o equivalentemente

d

d €
£|s:to¢8($0)i < £|52t0¢$n(y0 + E)z

Esta ultima ecuacion contradice la ecuacién 2.6. Por lo tanto la afir-
macién se ha demostrado.
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Regresando a la demostracién original y tomando el limite cuando m — oo
en la afirmacién se tiene que ¢:(x0) < ¢¢(yo).

= Caso 2: Si xg < yo = xo < yo asi, por el caso 1, ¢i(x,) < de(yo) v la
igualdad no se cumple ya que ¢; es uno a uno, por lo tanto ¢;(x,) < ¢¢(yo)-

= Caso 3: Sizg << yo. Como ya sabemos, ¢; mapea el conjunto [z, yo] N D
en el conjunto [¢:(xo), #t(yo)]. Como ¢; es un homeomorfismo en D y
como [z, Yo tiene interior no vacio entonces [¢+(xo), dt(yo)] tiene interior
no vacio = ¢¢(zg) << ¢+(yo)-

Que una funcién sea del tipo K puede ser expresada en términos de las
derivadas parciales de f en dominios apropiados.

Definicién 2.1.2 Decimos que D es p-convezo si tx + (1 —t)y € D para toda
t € [0,1] siempre que x,y € D y x < y.

Afirmacién 2.1.1 Si D es un subconjunto p-convexo de R™ y

Ofi
6]}]‘

() >0, coni#jyxeD (2.7)

entonces [ es del tipo k en D.

Demostracion: Supéngase que a < by a; = b;. Por el teorema fundamental

del calculo y considerando que %(ag) > 0 se tiene que

1 .
fi(b) = fi(a) = /O Z gxff (a+7(b—a))(bj —aj)dr >0
g#i Y

= fi(b) — fi(a) =20
= fi(b) > fi(a)

Observacion 2.1.1 La proposicion 2.1.1 tiene un andlogo, para sistemas no
auténomos, es decir, supongase que f(t,x) y g—i(t,x) son continuas en R x D
y para cada t >0, f(t,e) satisface ser del tipo K. Si z(t) y y(t) son soluciones
de

= f(t’ )

en el intervalo [a,b] tal que x(a) <, y(a) entonces x(b) <, y(b).

Observacion 2.1.2 La observacion anterior puede ser aplicada al sistema li-
neal

y= Df(z(t))y,

donde x(t) es la solucion del sistema &= f(x) y Df(z) es la matriz Jacobiana
de f enx. En este caso, la funcion g(t,y) = D f(x(t))y satisface las hipdtesis de
la observacion anterior. Consecuentemente, si y(t) es una solucidn del sistema
lineal satisfaciendo 0 <, y(0), entonces 0 <, y(t) para t > 0.
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Definicién 2.1.3 Un sistema @ = f(x) se dice ser un sistema cooperativo si
la destgualdad 2.7 se cumple en un dominio p-convexo D.

Observése que con esta definicién, un sistema cooperativo genera un sistema
dindmico monétono ya que la relacién de orden < se preserva por el flujo segin
la proposicion 2.1.1.

Definicién 2.1.4 Un sistema @ = f(z) se dice ser un sistema competitivo
st D es p-convexo y se cumple la desigualdad:

afi

al‘j

() <0, coni#jyxeD.

Observacién 2.1.3 Si © = f(x) es un sistema coompetitivo con flujo ¢ en-
tonces

i=—f(x)
es un sistema cooperativo con flujo P(x) = ¢_(x). De aqui que se diga que un
sistema coompetitivo se convierta en un sistema cooperativo, cuando se invierte
la direccion de t, y viceversa.

Demostracion de la Observacidon: Efectivamente ya que ¢r(z) =
o(x,t) es el flujo del sistema 2’ = f(x) entonces

DD _ fotan, ) 29
Cambiando t por —t en la ecuacion 2.8,
9 _
s = 1ot -0), (29)
o @0~ __09(e. D)
op(x,—t)  Op(x, —t
Sy~ e (2.10)
De 2.9y 2.10
9 _
R ()
= 20D (g, 1)
es decir 5
20&) _ _f(6s(an) =

ot

Por lo tanto un sistema competitivo tiene la propiedad que para el tiempo hacia
atras el sistema es mondtono, esto es, si x <y y t < 0 entonces ¢(x) < di(y).
En particular, si  y y no estan relacionados esto es, ni x < y ni tampoco y < x
ysit> 0ot < 0 (dependiendo si el sistema es cooperativo o competitivo)
entonces ¢(x) y ¢¢(y) no estan relacionados.
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2.2. Conjuntos positivamente invariantes

Los sistemas cooperativos y coompetitivos tienen ciertos conjuntos positiva-
mente invariantes,como se puede ver en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.2.1

1. Si i@ = f(x) es un sistema cooperativo, y <, significa cualquiera de las
relaciones <, < o << se tiene entonces

a) PL={xeD:0<, f(x)} y P~ ={x € D: f(x) <, 0} son conjun-
tos positivamente invariantes.

b) Six € Py (o x € P_) entonces, ¢+(x) es no decreciente (o no cre-
ciente) para t > 0.

2. Si &= f(x) es un sistema competitivo:

a) Ur ={zx e D: fi(x) >0 para alguna i} yU_ = {x € D : f;(x) <0 para alguna i}
son conjuntos positivamente invariantes.

b) Vi ={x € D: fi(x) >0 para alguna i} yV_ ={z € D : f;(x) <0 para alguna i}
son conjuntos positivamente invariantes.

c) Vo NV_ es cerrado, positivamente invariante y contiene a cualquier
conjunto compacto invariante que no contiene puntos de equilibrio.

Demostracion:

1. a) Considérese el sistema lineal

y=Df(x(t))y, (2.11)

donde z(t) es una solucién de i = f(x). Es claro que y(t) = f(x(t))
es una solucién del sistema lineal 2.11, por la observacién 2.1.2 se
sigue que si 0 <, f(0), entonces 0 <, f(z(t)) para t > 0. Por lo tanto
PT es positivamente invariante. Andlogamente se puede demostrar
que P~ es positivamente invariante.

b) Sea z € PT, por el inciso a), P es positivamente invariante, y
4, (x) = f(¢u(z)) >, 0 para t > 0, entonces ¢(z) es no decre-
ciente. Andlogamente se puede demostrar que si x € P~ entonces
¢+(x) es no creciente.

2. a) Utilizaremos reduccién al absurdo: supongamos que U; no es po-
sitivamente invariante esto implica que 3 zg € U4 y s > 0 tal que
¢s(x0) ¢ Uy. Asi yo = ¢s(w0) € G = {2€D:—f(2) 20}. G es
negativamente invariante. Asi pues, aplicando el tiempo hacia atrés
a yo = ¢s(xp), se tiene, xg = d_s(yo) € G. Esto contradice el hecho
de que xg € U;.. Por lo tanto Uy es positivamente invariante.
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b) Argumentos similares pueden mostrar que U_, V; y V_ son positiva-
mente invariantes.

¢) Vi NV_ es cerrado y positivamente invariante ya que V; y V_ son
cerrados y positivamente invariantes. Ahora veamos que Vi N V_
contiene a cualquier conjunto compacto invariante que no contiene
puntos de equilibrio por reducciéon al absurdo. Sea A un conjunto
compacto invariante que no contiene puntos de equilibrio y supéngase
que A no esta contenido en V; NV_, es decir, existe x € A tal que = ¢
VinV_ = 2 € (VENV_)e, pero, (VLNV_)¢ = ViUVE =z € ViUVE.
Supongamos que x € Vi = x ¢ Vi = f(z) << 0= —f(z) >> 0
= como — f es competitivo se preserva el orden hacia atras, es decir,
—f(¢—i(z)) >> 0 parat > 0= Lo, (2) = f(¢(x)) << 0 parat <O0.
Por lo tanto ¢;(x) es estrictamente decreciente para t < 0.
Como A es un conjunto compacto para cada sucesion {¢;, (2)},cn

tal que t,, — —oo existe una subsucesion {¢tnk (x)} convegente.
keN

Supongamos que {¢tnk (ac)}%C — p. Como ¢4(x) es estrictamente
EN

decreciente para t < 0 entonces {¢¢, ()}, . — - Como la sucesién
es arbitraria entonces ¢;(x) — p cuando t — —oo0 = a(x) = p. Por
lo tanto a(x) es un punto de equilibrio que esta en A ya que A es
invariante lo cual es una contradiccién ya que A es un conjunto que
no contiene puntos de equilibrio. Por lo tanto A C V, NV_. |

De acuerdo con la Proposicién anterior, una soluciéon de un sistema com-
petitivo que nunca intersecta a V; N V_, debe de ser estrictamente cre-
ciente o estrictamente decreciente para todo t ya que V; y V_ son po-
sitivamente invariantes y se tiene que f(z) > 0 o f(z) < 0. Si dicha
solucién genera una orbita positiva con cerradura compacta en D, en-
tonces esta converge a un punto de equilibrio. Mas ain, cualquier érbita
periédica debe de estar contenida en VNV ™.

Por otro lado, para un sistema cooperativo, la invariancia positiva de los
conjuntos P, y P_ muestran que cualquier solucién acotada en alguno
de estos conjuntos es monoétona y por lo tanto debe de converger a un
punto de equilibrio.

Ejemplo 2.2.1 Cadlculo de V. NV_ en el sistema de Lotka-Volterra.
Considérese el sitema competitivo de Lotka Volterra

’
Ty = .’El(]. — X1 — alz.’Eg)
!

xy = pxo(l —z9 —asiz)
(2.12)

Cidlculemos los puntos de equilibrio de este sistema
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13,1:0 — {El(l—{El—alQIQ):O — 171:0 0 1—£E1—alz$2:0
= p(EQ(]. — T2 — agllL'l) =0 pPLo = 0 61 — T2 —A21T1 — 0

s CASO 1: Sixzy =0y pra =0 entonces (0,0) es un punto de equilibrio.

s CASO 2: Siz1 =0y 1l—x9—asz1 =0 entonces (0,1) es un punto de
equilibrio.

s CASO 3: Sizg =0y 1l—1x1—ajoze =0 entonces (1,0) es un punto de
equilibrio.

m CASO 4: S5i1—21 —ajox0 =0y 1—x5 —as1x1 =0 entonces tenemos

dos rectas en el primer cuadrante de R?:

1 1
Li(x) = v aszl’ la(z1) =1 —aixy

Hay cuatro posibilidades para las dos rectas, vea la figura 2.1:

a2 < 1 yas <1;a12 >1ya >1;a12 <1yan >1;a12>1y
a1 < 1.

fay 1]

L S

Figura 2.1: El 4rea sombreada corresponde a V; NV_ para el sistema competitivo
de Lotka Volterra (a) a1a < 1y as <1; (b)) a2 >1yas >1;(c)ara<1ly
as > 1; (d) a12 > 1y asn <1
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Para grdficar el conjunto invariante Vo N'V_ recordemos que

Vi={x € D;: f; >0 para alguna i} ={x € D: f; > 0}U{z € D: fo >0}

Vo={zeD;: fi <0 para alguna i} ={x € D: f; <0}U{z € D: fo <0}

Por lo tanto
VinV_=AUB

donde

A={zeD:/1>0yfa<0} yB={zeD:fi <0y f,>0}

Localicemos A, en todos los incisos de la figura 2.1. Sabemos que
x=(r1,22) € A x1(1 — 21 — a1222) > 0 y pra(l — 29 —ag1z1) <0

Como x1,x9 y p son positivos, las ecuaciones anteriores se convierten en:

1 x
o — L >myl—apn <z h(z) >0 yla(z) < 2o
a12 a12

Ahora localicemos B en todos los incisos de la figura 2.1

x=(x1,22) € BE x1(1 — 21 — a1axe) <0 y pra(l — a9 —agizy) >0
Como x1,T2 y p son positivos, lo anterior

1 T
o — - L <ayyl—apm >a e h(w) <o yla(z) > o
a2 ai2

El siguiente teorema es un caso particular de la Proposicién 2.2.1 para sis-
temas competitivos o cooperativos en R2.

Teorema 2.2.1 Sea & = f(x) un sistema competitivo o cooperativo en un do-
minio D C R2.

1. Siz(t) es una solucidn definida para toda t > 0, entonces existe T > 0 tal
que para cada i = 1,2, x;(t) es mondtona para t > T.

2. Six(t) es una solucion definida para toda t < 0, entonces existe T > 0 tal
que para cada i = 1,2, x;(t) es mondtona para t < —T.

En particular si v+ (x(0)) (6 v~ (x(0))) tiene una cerradura compacta en D,
entonces w (xzo) ( 0 a(xg) ) constan de un dnico punto de equilibrio.

Demostracidon: Es suficiente mostrar el inciso a). Para demostrar el inciso b)
notese que la solucién correspondiente del sistema obtenido tomando el tiempo
hacia atrds estd definida para t > 0 aplicandose asi el inciso anterior, y este
sistema es tambien cooperativo o competitivo.

Afirmacién: Los conjuntos Vi = {x € D: f1(z) >0y fo(zx) <0} y V_ =
{reD: fi(x) <0y falx) > 0} son positivamente invariantes
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Demostracion de la afirmacion: Es suficiente mostrar que V. es posi-
tivamente invariante. Supongamos que V no es positivamente invariante,
esto implica que existe zg € V. satisfaciendo cualquiera de las dos condi-
ciones

1. fi(0) = 0¥ folwo) < 0 tal que fy(1(x0)) < 0 falr(za) < O para
t suficientemente pequeno 6

2. fi(zo) >0y fa(wo) = 0 tal que fi(pi(z0)) > 0y fa(gi(xo)) > 0 para
t suficientemente pequertio.

es decir,
fi(pe(x0)) fa(pi(20)) > 0 (2.13)

para t suficientemente pequeno.
Por otra parte

d d d
7(]01 f2) = %fl “fat fi- %fz
_ (0hon , 0610 02 021 | O Dy
- (axl ot om0t ) fot fi- < ot ows ot
0 0 0 0
= &il f2+ fl f2+ f2 f1+ f2 1 f2
ofr | 9f of of
(50 + ﬂf1ﬁ+12+azl
(2.14)
Como el sistema es competitivo entonces ai <0y 3 af 2 <0=
gfl + % i < 0y considerando la identidad 2.14 =
T2 1
d 0 0
SR < G+ 2y
L(h ) < 9@ T
dt 2 9(z) f1f2
donde g(x) = g—ill + g—af;
= fufa < celo 9oEoTNAr (2.15)

donde ¢ = fi falz, =0

Esto implica que:

f1(@e(z0)) f2(@e(20)) <0

contradiciendo 2.13.
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Por lo tanto V. es positivamente invariante. Analogamente se puede mostrar
+

que V_ es positivamente invariante. Retomando la demostracién del teorema,

observese que:

= Caso 1: Si z(tg) € Q4+ UQ_ para alguna ty > 0 entonces podemos suponer
que x(tp) € Q4+ = x1(t) es no decreciente y z3(t) es no creciente. Por la
tanto cualquier T' > 0 nos sierve para decir que z;(t) es mondtona si t > T
ci=1,2

= Caso2: Sixz(t) ¢ VL UV_ paratodat >0 = xz(t) € (VLUV_ ) =ViNVe
para toda t > 0= f(x(t)) >> 06 f(z(t)) << 0Vt >0 es decir el vector
derivada en cada punto estard en el primer o tercer cuadrante. Como
{f(x(t)) : ¢ > 0} es conexo entonces f(z(t)) >>0Vt>006 f(z(t)) <<0
Vit>D0.

Asfi para cualquiera de los dos casos y para cualquier T' > 0 se tiene el resultado.
La ultima parte de esté teorema es clara, ya que por la primera parte, existe un
tiempo en el que vt ((z0)) y 7~ ((z0)) son monotonos crecientes o decrecientes.
Como por hipotesis v+ ((z0)) y 7~ ((z0)) tienen cerradura compacta en D en-
tonces v ((x0)) vy v~ ((z0)) deben de tener un punto de acumulacién, es decir,
w(zo) y a(zp) son ambos un punto de equilibrio. |

2.3. Resultados principales

El resultado principal de este trabajo es el teorema 2.3.2, pero para llegar a
él, se necesitan resultados previos como los que a continuacién se enuncian.

Definicién 2.3.1 Sea x(t) la solucion del sistema &= f(x) en un intervalo I.
Un subintervalo [a,b] de I se llama creciente si x(a) < x(b) y un intervalo
decreciente si z(b) < z(a).

Lema 2.3.1 Sea z(t) la solucidn de un sistema cooperativo &= f(x) (6 un sis-
tema competitivo) en un intervalo I. Entonces x(t) no puede tener un intervalo
de crecimiento y un intervalo de decrecimiento que sean ajenos.

Demostracion: Para la demostracion del lema necesitamos la siguiente
afirmacion.

Afirmacion: Si [a,b] es un intervalo creciente o (decreciente) contenido
en Iy s>0tal que [a+s,b+ s] esta contenido en I entonces [a+ s,b+ s]
es un intervalo creciente (o decreciente).

Demostracion de la afirmacion: Como [a,b] es un intervalo creciente

= z(a) < z(b)

por la Proposicién 2.1.1
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z(a+s) = zs(x(a)) < zs(x(d) = 2(b+ )

es decir

z(a+s) <z(b+s)
Por lo tanto [a + s,b + s] es un intervalo creciente.

Prosiguiendo con la demostracién original, supéngase que I contiene un intervalo
decreciente [a,r] y un intervalo creciente [s,b] tal que ambos son ajenos 6 I
contiene un intervalo de crecimiento [a,r] y un intervalo de decrecimiento [s, b]
tal que ambos son ajenos. Sin pérdida de generalidad supongamos que pasa lo
primero, I contiene un intervalo decreciente [a,r] y un intervalo creciente [s, b]
tal que ambos son ajenos, es decir [a, 7] N [s,b] = = a <1 < s <D.
Observacion: Si [s,b] es un intervalo creciente entonces este no contiene un
intervalo de decrecimiento.

m Caso1: Sir—a<b-—s
Considérese el intervalo decreciente [a,r], sumando a cada elemento de
este conjunto s — a se tiene el intervalo.

[a+s—a,r+s—a|l=][s,s+7r—a

Como [s,s + r — a] es una traslacién hacia la derecha de [a,7] y [a,7] es
decreciente entonces por la afirmacién anterior [s, s +7 — a] es un intervalo
decreciente.

Comor—a<b—s=r—a+s<b=[s,s+r—a] CJsb]. Porlo tanto
[s,s+r—a] C [s,b] y es decreciente contradiciendo la observacién anterior
es decir [s,b] no puede contener un intervalo decreciente.

= CASO 2: Sir—a>b—s
Ahora considerese el intervalo decreciente [a, 7], sumando a cada elemento
de este intervalo b — r obtenemos

[a+b—r,r+b—7r]=[a+b—rb.

Como [a+b—r, b] es un traslacién hacia la derecha del intervalo decreciente
[a, 7] entonces por la afirmacién, [a + b — r,b] es un intervalo decreciente
= z(b) < z(a+b—r)y como [s,b] es creciente se tiene

x(s) <z(b) <z(a+b—r).

Para ubicar un poco los extremos de los intervalos nétese que

a<a+b-—r<s<hb.
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La primera desigualdad se sigue de que b—r >0=a < a+ (b—r). La
segunda desigualdad se sigue de que r—a > b—s = s > b—r+a = a+b—r.
Considérese el siguiente conjunto A = {t €a+b—r,s]:z(b) <z(t)}.
Este conjunto es distinto del vacio ya que a + b —r € A y esta acota-
do superiormente por s, asi pues, este conjunto tiene supremo. Sea

c=sup{t€la+b—rs]:zb) <z(t)}

entonces ¢ < s < by z(b) < z(c) lo que explica que [c, s] es un intervalo
decreciente adyacente al intervalo creciente [s, b]

e SUBCASO 1: St s — ¢ < b — s. Haciendo una traslacion hacia
la derecha del intervalo [c, s], de s — ¢ unidades se tiene un nuevo
intervalo decreciente [s,2s — ¢] C [s,b] lo cual es una contradiccién al
hecho de que [s,b] no puede contener un intervalo decreciente.

e SUBCASO 2: Sis—c > b—sentonces ¢ < c+b—s < sy [c+b—s,b]
es una traslacién a la derecha del intervalo [c, s] por lo tanto este
ultimo es un intervalo decreciente es decir z(b) < x(c+b— s), y esto
contradice la definicién de que ¢ es el supremo de A. |

Teorema 2.3.1 Un conjunto limite compacto de un sistema competitivo o coo-
perativo no puede tener dos puntos relacionados por <<.

Demostracion (Reduccion al absurdo): Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que el conjunto es cooperativo y que el conjunto limite es un conjunto
alfa limite L = a(xo).

Supongase que L contiene dos puntos x; y o satisfaciendo que x7; << zs. Sea
x(t) = ¢(xo) para t <O0.

Afirmacion 1: A ={x € L: 1 <<z} es una vecindad abierta relativa a

L de zs.

Demostracion de la Afirmacion 1: Observese que xo € A. Para ver
que A es una vecindad abierta de xs, hay que demostrar que todo punto
de A es punto interior, es decir, Vo € A 3 € > 0 tal que B.(z) N L C A.
Searx € A= o <<zx=ux1;, <z Vie{l . .n}

Sea

e = min{|ry — 11|, |Tn — T1n|}

= min{x] — T11, .y Tn — Tin}
(2.16)

Por demostrar que B(x) N L C A. Seay € Bc(z)NL = d(z,y) < € =
d(zi,y;) < e Vi€ {l,..,n} (efectivamente ya que d(z;,y;) = |z; — yi| =

V= < @m0+t - )’ = d(wy) <o) =

—e<x;—y; <eVie{l,..n}=
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— (SL‘Z‘ — acli) <T; =Y < T — T1; Vi € {1, ,n} =
En particular

Ti =Y < Ty —T1, =

1 < Yi Vi € {1, ,n}
Esto implica que z7 << y, es decir y € A. Por lo tanto A es abierto.

Volviendo a la demostracion original. Como A es un abierto relativoa L 3¢, < 0
tal que x1 << x(t1).

Las siguientes afirmaciones se demuestran en forma andloga a la afirmacion 1.
Afirmacion 2: B = {x € L:x << x(t1)} es una vecindad abierta relativa a
L de z;.

Como B es un abierto relativo a L 3 ta tal que to < t; v x(t2) << z(t1).
Afirmacion 3: C = {x € L : © << x(t2)} es una vecindad abierta relativa a L
de xIq.

Como C es un abierto relativo a L 3 t3 tal que t3 < to < t1 y z(t3) << x(t2).
Afirmacion 4: D = {z € L : 21 << z} es una vecindad abierta relativa de L
de z.

Como D es un abierto relativo a L 3 t4, < 0 tal que t4 < t3 < ta < t1 y
I(tg) << l’(t4)

Por lo tanto [t4, 1] contiene el intervalo decreciente [t4, 3] v el intervalo creciente
[t2,t1] los cuales son disjuntos contradiciendo el Lema 2.3.1 |

Una 6rbita peridédica v de un sistema cooperativo o competitivo es un
conjunto limite compacto y consecuentemente, por el teorema anterior
no puede tener, dos puntos relacionados por <<.

Esto claramente elimina la existencia de drbitas periddicas en sistemas
competivos o coperativos de 2, ya que cualquier curva de Jordan en el
plano necesariamente contiene dos puntos relacionados por <<.

Proposicion 2.3.1 Sea v una orbita periddica no trivial de un sistema coopera-
tivo o competitivo. Entonces v no puede contener dos puntos relacionados por
<.

Demostracién:(Reduccién al absurdo) Sin perdida de generalidad podemos
suponer que el sistema es cooperativo. Supongase que y1 y yo estan en «y tal que
y1 < ya2. Sea T > 0 el periodo minimal de la solucién ¢;(y2) = z(t). Entonces
existe 7 € (0,T) tal que z(7) = y1 < y2 = 2(0). Por lo tanto [0, 7] es un intervalo
de decrecimiento para z(t). Dando una segunda vuelta a la orbita periodica se
tiene que

2(t4+T) =11 <y2=x(2T)
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por lo tanto [7+T, 2T es un interva de crecimiento ajeno a [0, 7], esto contradice
Lema 2.3.1 M Daremos dos definiciones para finalmente demostrar el teorema
principal de esta seccidn.

Definicién 2.3.2 Sea A un conjunto invariante para & = f(x) con flujo ¢¢ y
B un conjunto invariante para el sistema y = F(y) con flujo ;. Decimos que
el flujo ¢y en A es topoldgicamente equivalente al flujo iy en B si existe un
homeomorfismo Q : A — B tal que

Q(i(2)) = ¥ (Q(x))

para toda x € A y para toda t € R

Definicién 2.3.3 Un sistema de ecuaciones diferenciales y = F(y), definida
en R", se dice ser de Lipchitz si F' es de Lipchitz, es decir, si existe K > 0 tal
que |F(y1) — F(y2)| < K |y1 — y2| para todo y1 y y2 en N".

Teorema 2.3.2 (Teorema Principal:) El flujo de un conjunto limite com-
pacto de un sistema cooperativo o competitivo en R" es topolégicamente equiva-
lente a el flujo en un conjunto invariante compacto de un sistema de ecuaciones
diferenciales de Lipchitz en 3™ 1.

Demostracion:

Sea L el conjunto limite y v un vector unitario que satisface 0 << v. Sea H,
el hiperplano ortogonal a v (H, consiste de todos los vectores z’s tales que
x-v =0). Vea figura 2.2

Sea @ la proyeccion ortogonal en H, de L:

Q:L— QL)

Q(x) =2 — (x-v)v.

Claramente por construccién @ es una funcién suprayectiva. Veamos que Q es
inyectiva. Supéngase que ) no es inyectiva = existe 21 y 2 € L con x1 # x5 tal
que Q(x1) = Q(z2). Pero si 21 # x5 entonces x; << 29 6 x1 >> x2 ( se sigue de
que Q(x1) = Q(x2) y v >> 0 ) lo cual es una contradicién con el teorema 2.3.1,
ya que dos puntos de un conjunto limite compacto no pueden estar relacionados
por <<, lo que implica que @ es inyectiva. Por lo tanto @) es biyectiva.

Q es continua y tiene inversa continua por tratarse de una proyeccion.
Obsérvese que como L es compacto y @) es continua entonces Q(L) es compacto
en H,. Por lo tanto @ es un homeomorfismo de L en un subconjunto compacto
de H,.

Veamos que Qzl es Lipchitz en Q(L) por reduccién al absurdo:

= Supongamos que Qzl no es de Lipchitz = Vk>03daybe Lcona#b
tal que
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Figura 2.2:

Q7 (@) — QL (b)| > ka — bl

=Vk>0daybeLcona#btal que

ja — b
Q1 (a) — QL (b)]

1
= >
2

Como Q! es biyectiva entonces Iz # y tal que = Q' (a) y y = Q' (b)
es decir Qp(z) = ay Qr(y) = b. Rescribiendo la desigualdad anterior se

tiene.
1 1Qu) — Quly)
k— |z =y

Asi pues, tomese k =n con n € N y por lo anterior sabemos que existen
Ty, Yn CON T, # Yy, tal que

|QL(In) — QL(yn)|

|$n _yn|

1
< —.
n
Haciendo n — oo se tiene que existe dos suceciones {z,},cn ¥ {¥n}
con x, # y, tales que

neN

Qu(ra) = Qulyn)

|xn - yn‘
o equivalentemente de la definicién de Q.

|Zr, — (Tn - V) -V = Y + (Yn - V) - V| -
|xn_yn‘
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:>‘xn_yn_(xn‘v)v+(yn‘v)v‘_)0'
|$n_yn|

Si w, = é":Z"l, entonces la tltima desigualadad implica que
n n

[wy, — v (v-wy)| — 0.
Podemos asumir que w,, — w, ya que de lo contrario, como Q(L) es com-
pacto, se podria tomar una subsucesién convergente.

Como Vn € N, |wy,| = Ii":z"I =1 = |w| = 1, por continuidad de la
norma.

Ademas, como |w, — v (v-wy)| — 0 entonces w — v (v-w) = 0, es decir,

w = v (v-w). Por lo anterior 1 = |w| = |v||v-w| ¥ |v|] = 1, entonces
1=|v-w| = (v-w)® Por lo tanto
(v-w)® =1. (2.17)

2 . .
Como w = v (v - w) entonces w? = v? (v -w)” y considerando la ecuacién

2.17 se tiene w? = v2 es decir w = +v.

Como w,, = 2= v ), — w entonces —2—42. — q
[Zn —yn| [Zn —Yn|
Tn — Yn
= — — Fv.
|xn - yn‘

° S ﬁ — vy como |z, —y,| > 0 entonces x,, — y, >> 0 es
decir que x,, >> y, para n suficientemente grande contradiciendo el

Teorema 2.3.1

o Si % — —v y como |z, — yn| > 0 entonces z,, — y, << 0 es
decir que z,, << y, para n suficientemente grande contradiciendo el

Teorema 2.3.1 .

Por lo tanto QZl es de Lipchitz en Q(L), como @ es un homeomorfismo
entonces @, es de Lipchitz. L es un conjunto limite invariante para z =
f(z) se sigue que la dindmica restringida a L puede ser modelada a un
sistema dindmico en H,,. En realidad si y € Q(L) entonces y = Q. (z) para
algiin tnico « € L'y ¢¥(y) = Qr(¢¢(x)) es un sistema dindmico generado
por el campo vectorial

F(y) = QL(f(Q1' (v)))

en Q(L). Hemos establecido la equivalencia topoldgica del flujo ¢; en L
con el flujo ¢y en Q(L).

Nota: De acuerdo con McShave (1934) un campo vectorial de Lip-
chitz en un subconjunto arbitrario de H, que puede ser extendido a
un campo vectorial de Lipchitz en todo H, preservando la constate
de Lipchitz.
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Se sigue que F' puede ser extendida a todo H, como un campo vectorial
de Lipchitz. Es facil ver que Q(L) es un conjunto inveriante para este
campo vectorial extendido. Por lo tanto Q(L) es un conjunto invariante
para el sistema n — 1 dimensional en H, generado por el campo vectorial
extendido. |

2.4. Sistemas en R

La teoria de los sistemas cooperativos y competitivos se ha usado extensa-
mente en dimension tres ya que en este caso como la dindmica es equivalente
a la dindmica de un sistema en dimensiéon dos, se tienen resultados generales
como el Teorema de Poincare Bendixon.

Una de la més notable consecuencia del teorema 2.3.2 es el teorema de Poincaré-
Bendixon para un sistema tres dimensional.

Teorema 2.4.1 Un conjunto limite compacto de un sistema competitivo o co-
perativo en N3 que no contenga puntos de equilibrio es una drbita periddica.

Demostracion: Sea L un conjunto limite. Por el teorema 2.3.2 el flujo ¢; en L
es topSlogicamente equivalente al flujo v, generado por un campo en R2. Como
L no contiene puntos de equilibrio tampoco Q(L) los contiene, entonces, por el
Teorema de Poincaré-Bendixon, Q(L) es una dérbita periddica. |
El siguiente resultado da condiciones necesarias para que las soluciones de un
sistema competitivo se aproximen asintéticamente a una orbita periddica no
trivial cuando hay un tnico punto de equilibrio hiperbdlico.

Definicién 2.4.1 Recuerdese que un punto de equilibrio p se dice ser hiperboli-
co si la matriz Jacobiana de f en p no tiene eigenvalores puramente imaginarios.

En el suguiente teorema se denotard por W*(p) la variedad estable de p.

Teorema 2.4.2 Sea i = f(x) un sistema competitivo en D C R y supongase
que D contiene un unico punto de equilibrio p el cual es hiperbdlico. Supongase
ademas que W*(p) es uno dimensional y tangente en p a un vector v >> 0. Si
g€ D—Ws(p) yyt(q) tiene ceradura compacta en D entonces, w(q) es una
orbita periodica no trivial.

Demostracion: El resultado se sigue inmediatamante del Teorema 2.4.1 proban-
do que p ¢ w(q). Claramente w(q) # p ya que ¢ ¢ W*(p). Si p € w(q) entonces
por el Lema de Butler-McGehe, vea [2, Butler y Waltman]|, implica que w(q)
contiene un punto y en W#(p) diferente de p. Por la invarianza de w(q) podemos
suponer que y es un punto en la variedad estable suficientemente cercana a p.
Como W*(p) es tangente en p a un vector positivo, esto implica que y << p o
p << y. De cualquiera de las dos formas se contradice el Teorema 2.3.1 ya que
tanto p como y pertenece a w(q). |

Un hecho importante acerca de sistemas competitivos o cooperativos en i3
para ciertos dominios es que la existencia de ciertas orbitas periédicas implican
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la existencia de un punto de equilibrio adentro de cierta bola que tiene a la
orbita periddica en su frontera. Vea la Proposicion 2.4.1, pero antes considérese
ciertas definiciones.

Definicién 2.4.2 Sea v una orbita periodica y asimase que existep,q conp <<
q tal que

v C [p,dl

Recuérdese que [p,q) = {(z1,22,23) € N3 :p1y <21 < qu,p2 < @2 < q2,p3 < 23 < g3}
Definase

K

{x € R®: z no esta relacionado con cualquier y € 7}
(y+R)" 0 (v —R)°

Otra definicion de K es:

K= [+9) vy -9

yeY

Proposicion 2.4.1 Sea v una orbita periddica no trivial de un sistema compe-
titivo en D C R3 y supongase que v C [p,q) C D. Entonces K es un subconjunto
abierto de R® que consiste de dos componentes conexas, una acotada y una no
acotada. La componente acotada que denotaremos por K(v), es homeomorfa a
la bola unitaria abierta en R3. K(v) C [p,q] es positivamente invariante y su
cerradura contiene un punto de equilibrio.

Demostracién: Vea [4, Hale Smith], Capitulo I1I, seccién 3, Proposicién 4.3
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Capitulo 3

(Generalizacion de sistemas
cooperativos y competitivos
en otros conos

Al considerar conos alternativos se puede generalizar a sistemas que en prin-
cipio satisfacen las mismas propiedades que los sistemas cooperativos y compe-
titivos, descritos en los capitulos anteriores.

3.1. Conos Alternativos

Consideremos otros tipos de conos en R" llamados Conos Alternativos.
Con esta nueva definicion el problema de identificar un sistema mondétono com-
petitivo o cooperativo se vuelve més general.

Definicién 3.1.1 Conos Alternativos Sea m = (my,ma,...my) donde m; €

{01} ¢
km={zeR": (-1)™z; >0 y 1<i<n}

k. es un cono en R" que genera un orden parcial, <,,, definido por:

m <, Yy <<= x—y € kn,, o equivalentemente, x; < y; para aquellas ©’s
para las cuales m; = 0y y; < z; para aquellas ¢'s para las cuales m; = 1.

= BEscribiremos ¢ <, y <= <, y y ¢ # y.

= Diremos que x <<, y <= x —y € Int k,,, o equivalentemente, x; < y;
para aquellas i's para las cuales m; = 0 y y; < z; para aquellas ¢'s para
las cuales m; = 1.

Definicién 3.1.2 Sea P la matriz diagonal definida por
P = diagl(—1)™, (~1)™, ..., (—1)™]

23
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Obsérvese que P = P~!, ademas:

Afirmacién 3.1.1 P es un isomorfismo ordenado, esto es x <,, y <= Px <
Py

Demostracion: Sea m = (mq, ma,...my,) donde m; € {0,1} y z,y € R"

i <y, sim;=0

T < = .
=m Y {%sz‘ sim; =1

. { (~D)™iw; = <y = (-1) simi =0 p(e) < P(y)

.
“Yi
(—1)mix; = —x; < —y; = (—1)™y; sim; =1

Definicién 3.1.3 El dominio D se dice ser pm,-convezo si tx + (1 —t)y € D
donde z,ye D, 0<t<lyx <,y

Definicién 3.1.4 Diremos que &= f(x) es cooperativo con respecto a ky, si D
€S P -CONVETO Y

(e iy 50 ik wen,
J

Andlogamente un sistema es cooperativo con respecto a k,, si y sélo si,
haciendo el cambio de variable, y = Pux, el sistema resultante, § = g(y) con
g(y) = Pf(Py), es un sistema cooperativo como definimos al principio de este
capitulo.

Definicién 3.1.5 Decimos que 2= f(x) es competitivo con respecto a ky, si D
€S Py — CONVETO Y

of:

(—1)mitmy i(ac) <0 i#j, ze€D.
ﬁxj

Todos los resultados hasta ahora mencionados para sistemas cooperativos y

competitivos tambien se mantienen para sistemas cooperativos y competitivos

con respecto al cono k,,. La siguiente proposicion es andloga a la Proposicion
2.1.1.

Proposicién 3.1.1 Sea D p,, —convexo y f un campo vectorial continuamente
diferenciable en D que es cooperativo. Supongamos que <, denota cualquiera de
las relaciones: <, , < 0 <<p. Six <, y,t >0y d(x) y P (y) estan definidas
entonces ¢i(x) <, &1(y). Si el sistera es competitivo conclusiones similares son
validas para t < 0.

Demostracion: Como D es p,, — convexro =—> PD es p — convezo.

Considérese la siguiente funcién g : PD — R" definida como ¢(y) = Pf(Py).
El sistema y = g(y) es cooperativo ya que 2 = f(z) lo es. El campo vectorial g
genera un flujo ¢; definido por ¥;(y) = P¢¢(Py). Por la afirmacién 3.1.1, siz <,,
y se sigue que Pz <,,, Py y entonces por la proposicién 2.1.1 ¢, (Pz) <., ¥+(Py).
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Sustituyendo ¥, (Px) = P¢y(PPx) y ¥4(Py) = P¢(PPy) en la desigualdad
anterior se tiene que Poi(z) <,, P¢:(y) y aplicando de nuevo la Proposicion
2.1.1 tenemos que ¢¢(x) <., ¢1(y).

Ahora vamos a dar condiciones necesarias para caracterizar cuando un sis-
tema es cooperativo o competitivo en un cono alternativo.

1. Primero verifiquese que los elementos de la matriz Jacobiana que esten
afuera de la diagonal sean de signo estable. Es decir, para cada i # j

a) ng;(x) >0 para todaz € D ¢

b) gj;; (z) <0 para toda xz € D

2. Suponiendo que el paso uno es satisfecho, entonces se procede a hacer
la prueba de la simetria de los signos en la matriz jacobiana, esto es,

verifiquese que 3§J (m)%(m) > 0 para toda i # j y para toda z,y € D

3. Pasando este segundo paso se hace una tercera prueba gréfica,la cual es
muy sencilla, para ver si el sistema es cooperativo: Considérese la gréfica
G con vertices 1,2,...,n donde una arista conecta dos vértices distintos ¢ y
j si al menos una de las derivadas parciales gﬂ’; o 27{:1 no se anula en D.
Poniendo un signo + o — a la arista dependiendo en el signo de una de
las derivadas parciales en un punto donde no fue cero.

a) Entonces 2 = f(x) es cooperativo en D para algin cono k,, si y s6lo
si para cualquier lazo en G, este tiene un nimero par de aristas con
signo menos y

b) @ = f(x) es competitivo en D para algin cono k,, s{ y sélo si para
cualquier lazo en G, este tiene un niimero impar de aristas con signo
menos.

Si la prueba anterior arrojé un sistema cooperativo, podemos determinar el
cono apropiado k,, de la siguiente manera:

1. Para cada i < j coloquese

si; =0 si %(az) + %(x) > 0 para alguna z € D
si; =1 si gj:; (x) + g—{fq(x) < 0 para alguna x € D
si; €{0,1} si gf; (z) + g%(ac) = 0 para toda z € D

. . 1 . . . .
2. Ahora considerese €l sistema de % ecuaciones lineales con n incognitas

m;s € {0,1}, dadas de la siguiente manera
m; + mj = Sij

Aquellas ecuaciones para las cuales s;; fue arbitrario pueden ser borradas.
Si el sistema con las restantes ecuaciones puede ser resulto entonces el
sistema & = f(x) es competitivo con respecto a k.
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Si la prueba anterior arrojé un sistema competitivo, el sistema visto con el
tiempo hacia atras en un sistema cooperativo y el cono apropiado, es deter-
minado, al resolver lo anterior después de que todas las entradas de la matriz
Jacobiana fueron multiplicadas por —1.

3.2. El Modelo de Field-Noye

La reaccién quimica de Belousov fue descubierta por él, en (1951) y fue
descrita en un articulo que no fue publicado. Eventualmente Belousov (1959)
publicé unas pequenas notas en un obscuro boletin médico ruso. El encontré os-
cilaciones en la concetracién de radio al catalizar la oxidacién del acido citrico
por el bromuro. El estudio de esta reaccién fue continuada por Zhabotinskii
(1964) y actualmente es conocida como la reaccién de Belousov-Zhabotinskii o
simplemente BZ reaccion. Finalmente el trabajo de Belousov fue reconocido en
1980 ganando el premio de Lenin. El libro de articulos editado por Field and
Bunger (1985) describe alguna de la investigacién de la reaccién BZ. Aqui se
ocupard el modelo de Field-Noyes, el cual imita la reaccion del quimico.

Asi pues, considérese el siguiente sistema.

er' = y—ay+x(l—qx)
"= —y—ay+2fz
2 = 4z —2)

(3.1)

Los parametros €, ¢, f y § son positivos y el caso interesante se da cuando
0 < ¢ < 1. El cubo

1 2 1
D:{(x7y,z):1<x<, fq<y<f,1<z<}
¢ 1l+gq q q

es positivamente invariante, ya que el flujo entra en la frontera del cubo.
La matriz Jacobiana del campo en el punto (z,y, z) esta dada por:
1—y—2qz 11—z 0
€ €
J:Df(it,y,Z): -y —1-z 2f
) 0 -0

Podemos observar que los elementos que estan fuera de la diagonal, en esta
matriz Jacobiana, son de signo estable en D. Tambien esta matriz es simétrica
con respecto a los signos en D. Asi la grafica incidente de J en los vertices z,y y
z esta dada en la figura 3.1. Esta consiste de un laso simple con un inico signo
menos en la arista que conecta z con y ya que %—J;l(m) <0y %(:ﬂ) < 0. Por lo

tanto el sistema es competitivo en D.
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y + z
Figura 3.1:

Para determinar el cono para el cual el sistema es competitivo necesitamos
resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

mi +mg = 0
mi+msg =
mo+msg = 1

(3.2)

Ya que considerando el tiempo hacia atras, se tiene —J, y resolviemdo lo ante-
rior:

s12 =0 ya que %—?(m)+%(w) >0

s13=1 yaque 92 (2) + 92 (2) <0

sg3 =1 yaque 32(x) + F2(x) <0

La solucién al sistema de ecuaciones 3.2, es m; = mo = 0, m3 = 1. Esto
corresponde al cono

kp = {(z,y,2) ER®* 12 >0,y >0,2 <0}
El sistema 3.1 tiene un tnico punto de equilibrio p = (x,y, z) € D dado por

2fx

1+x,qa:2+(2f+q—1)93—(2f+1)=0

r=zY=

Yaque 2 =0& z = 2.

Por otro lado ¥/ = 0 & —y — zy + 2fz = 0. Sustituyendo z = z en la

ultima ecuacidn, se tiene que —y(l + ) = —2fr <y = 12_]%

Por ultimo 2/ = 0 & y — 2y + (1 — gz) = 0. Sustiyendo y = 12.{_; en
2

la 1ltima ecuacion, se tiene 121—2 — aclzf%, +z(l—qr)=0¢« % =
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qr’—r = 2fr—2fr? = (v+1)(qz?—1) & 2fr—2f2% = qx®+22(q¢—1)—x.
Como z # 0 podemos dividir toda la ecuacién anterior por x obteniendo
asi 2f —2fx = qz®+x(q¢—1)—1. Por lo tanto gz +(2f +q—1)z—(2f+1) =
0.

@@+ 2f +q-Dz—2f+1)=0 & q*+2fr+qr—2f=1+x
qa:2—|—qa:+2fa:—2f_

1

1+z
(3.3)
Veamos que p tiene por lo menos una variedad estable unidimensional.
1—y—2q:c_)\ 11—z 0
|A— | = —y —1l—xz—-A 2f =0
) 0 —J—A
SN+ AN +BA+C =0
donde:
A=d+1+a+Z
2 2fr —2
E=2qx+y—-1 = 2qx+y—qx gt 2w = 2]
1+z
2 2fx
qr® +qrv + (1 + )35 —2f
@ty 142
2 1 -2
B S . tar+ (1 +a)y—2f
1+2
- 2q2? + 2qx +y + 2y — qv? — qv — 2f
= 2qr+y-—
1+
2 1) —qgx? —qr —2
S S C. i )| G Bk il Al
1+z
x? 4+ qr 4+ 2
= 2qx+y—(2qx+y)+u
1+
2
2
_ a@ta)+2f
1+
(3.4)

B=tR2e-l(5 414 0)+ 2 + 5+ 6

c = 6[(1+x)E—2f(1—:c)+y(1—a;)]

€



3.2. EL MODELO DE FIELD-NOYE 29
5T qz? + gz + 2f
= 2la LTETN) _opa— 1—
s (S FO—2)+y(1 -2
S 2fx
= - of — (2f - =22 ) (1 -
o | +qx +2f (f 1+x>( x)}
5[ 2f —2fx
= - ) rof_ 2 22
L
B é'qx(x—l—l)z—i—élfx
N €| 1+
N 4fx
= €_qx +qx+1+x:|
(3.5)
Por otro lado conciderando 3.3 se tiene:
2 2fx — 2
WG TAT 2 ap oy
1+
2
4
qr” +4fr+qr  _ Y
14+
dfx
& — = 142
qx+1+x +2f
(3.6)

Sustituyendo 3.6 en 3.5 concluimos que:

C=2%(gz®+1+2f) >0

Notese que A > 0 ya que E > 0y que C' > 0. B puede ser positivo o
negativo. Entonces por la regla de los signos de Descartes existe al menos un
valor propio A tal que su parte real es negativo, vea Apéncice I seccién 3.3. Por
lo tanto, por el Teorema de la Variedad Estable, vea [6, Perko|, Capitulo II,
seccién 7, p tiene una variedad estable de dimensién al menos uno. El Teorema
2.4.2 puede se aplicado dando como resultado el siguiente teorema.

Proposicién 3.2.1 Supongamos que p es hiperbdlico e inestable para el sistema
3.1. Entonces la variedad estable de p, W*(p), es uno dimensional y w(q) es una

orbita periddica en D para cualquier ¢ € D — W*(p)

Demostracion:Se utilizard fuertemente el Teorema 2.4.2, vea [4, Hale Smith],

Capitulo III, seccién 6, Proposicién 6.1.
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Apéndice 1

El analisis de la estabilidad de los puntos criticos hiperbélicos involucra un
sistema lineal de la forma:

dx
> _ A )
o x (3.7)

donde A es la matriz del sistema linealizado, es decir, A es la matriz Jacobiana.
Las soluciones del sistema linealizado son obtenidas por:

z = zoe (3.8)
donde A es un valor propio y es raiz del polinomio caracteristico:
|[A—A|=0
El polinomio caracteristico puede ser tomado en la forma maés general
PN =\"4+a X" '+ +a,=0 (3.9)

donde los coeficientes a; con i = 0,1, ...,n son todos reales. Asumase que a,, # 0
ya que si a, = 0 entonces A es una solucién y el polinomio es en realidad de
orden n — 1.

3.3. La regla de los signos de Descartes

Considera el polinomio 3.9. Supongamos sin perdida de generalidad que
an > 0. Sea N el numero de cambio de signos en la sucesién de los coeficientes
Gny Qp—1, ---, G0, ignorando cualquiera de ellos, si alguno de ellos es cero.

La regla de los signos de Descartes dice que hay a lo més N raices que tienen
parte real positiva. Mas atin hay N 6 N —2 6 N — 4 ... raices que tienen parte
real positiva.

Es posible obtener informacién de las raices que tienen parte real negativa ha-
ciendo w = —\ y aplicando la misma regla.

Ejemplo 3.3.1 Considerese

N4+ asd? —aA+ap =0, a; >0 para toda i = 0,1, 2.

31
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Como hay dos cambios de signo en la sucesion de los coeficientes entonces hay
2 o 0 raices con parte real positiva. Si hacemos el cambio de variable A = —w
la ecuacion se convierte en:

w3 — aw? — ajw —ag =0

quien tiene exactamente un cambio de signo. Por lo tanto el polinomio original
tiene exactamente una raiz con parte real negativa.
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