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Prefacio

El tema del presente trabajo fue un accidente. Empecé trabajando con la Dra. Hortensia
Galeana Sánchez en la caracterización de subconjuntos de vértices con ciertas propiedades
de independencia y dominación en clases de digráficas consideradas como generalizaciones

de torneos.

Nuestro trabajo con las digráficas cuasitransitivas fue tranquilo. Sin embargo tuvimos
problemas al trabajar con las digráficas localmente semicompletas en flechas (arc-locally

semicomplete en inglés), las cuales aunque están bien caracterizadas cuando son fuertemente
conexas (trabajo realizado por Jørgen Bang-Jensen), teníamos pocos resultados estructurales
sobre ellas.

Lo anterior nos condujo a dar propiedades de esta clase de digráficas que pudiesemos
utilizar en nuestro trabajo. De estas completamos la caracterización previa de Bang-Jensen.

El trabajo es breve. En el primer capítulo presento las nociones básicas de la Teoría de
las Gráficas, desde la noción de gráfica dirigida hasta presentar la clase de los torneos y sus
generalizaciones.

En el segundo capítulo presento la generalización de la caracterización de las digráficas
localmente semicompletas en flechas. En principio examino las extensiones de trayectorias
dirigidas y ciclos dirigidos, que son clases particulares de digráficas localmente semicompletas
en flechas. Sobre esta base desarrollo el análisis posterior que generaliza algunos de los
resultados obtenidos por Bang-Jensen.

En cuanto a la forma en que enuncio definiciones utilizo la doble implicación cuando
por lo general se utiliza sólo un sentido. Concuerdo con Rafael Rojas Barbachano: el otro
sentido de la implicación no está implícito del hecho de que sea definición.

Con respecto a la ortografía del texto, me apegué en todo lo posible al Diccionario

Panhispánico de Dudas de la Real Academia Española de la Lengua.

Por mi raza hablará el espíritu

Por un mundo donde quepan muchos mundos

Ilán A. Goldfeder en Ciudad Universitaria en el Distrito Federal,
México, octubre de 2008
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Capítulo 1

Nociones básicas

Para el presente trabajo asumiré las nociones básicas de la Teoría de los Conjuntos con la
notación usual, salvo que indique lo contrario. Al respecto se puede consultar en [12] el
capítulo relativo al tema como introducción y se puede profundizar en [24]. Sobre la Teoría
de las Gráficas, en particular de las gráficas dirigidas, puede consultarse [8].

1.1 Primeras definiciones

Una gráfica dirigida (digráfica) D es un par ordenado de conjuntos (VD, AD) donde VD

es un conjunto arbitrario, posiblemente vacío, al cual llamaré los vértices de D y AD es
una relación 2-aria sobre VD, las flechas de D. Para el resto del trabajo consideraré sólo
digráficas cuyo conjunto de vértices no es vacío y que satisfagan que VD ∩AD = ∅.

Dadas D y E digráficas, diré que E es subdigráfica de D (y lo denotaré por E ≤ D) si
y sólo si VE ⊆ VD y AE ⊆ AD ∩ (VE × VE). Notemos que E es por sí una digráfica. Si
AE = AD ∩ (VE × VE) entonces diré que E es subdigráfica inducida de D. En particular
dado {u0, . . . , un} subconjunto de vértices de D denotaré por D[{u0, . . . , un}] ó por D[u0,
. . . , un] a la subdigráfica de D inducida por u0, . . . , un.

Consideraré D una digráfica y u un vértice de ella, denotaré por D \ u a la digráfica
D[VD \ {u}].

Dada D una digráfica, D−1 es la digráfica dual de D si y sólo si VD = VD−1 y (u, v) ∈

AD si y sólo si (v, u) ∈ AD−1 . Notemos que D = (D−1)−1.

Dada una digráfica D, siempre que (u, v) ∈ AD diré que u domina v y lo denotaré por
u → v, −→uv ó ←−vu. Por uv denotaré que existe −→uv ó ←−uv. Por ←→uv denotaré que existen tanto
−→uv como ←−uv. uv es una arista de D y ←→uv una flecha simétrica de D. Si uv diré que u y v
son adyacentes, de otro modo que u y v son independientes. Para cualquier subconjunto
de vértices S de D, diré que S es independiente si y sólo si dos a dos los elementos de S
son independientes. A la máxima cardinalidad de todos los subconjuntos independientes de
vértices de D la llamaré el número de independencia de D.

Llamaré En a la digráfica formada por n vértices independientes entre sí.
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4 Capítulo 1. Nociones básicas

Dado un vértice u en una digráfica D llamaré in-vecindad (respectivamente ex-vecindad)
al conjunto de vértices que dominan (resp. son dominados por) u y la denotaré por N−

D (u)

(resp. N+
D (u)). Si u es un vértice de E subdigráfica de D entonces la in-vecindad (respec-

tivamente ex-vecindad) de u en E es N−

E (u) = N−

D (u)∩VE (N+
E (u) = N+

D (u)∩VE). A su
unión la llamaré la vecindad de u (ya en E, ya en D) y la denotaré por N(u). A la cardinali-
dad de la in-vecindad (respectivamente ex-vecindad) de u en D la llamaré el in-grado (resp.
ex-grado) de u en D y lo denotaré por d−D(u) (resp. d+

D(u)). Análogamente cuando u esté
en una subdigráfica E de D y quiera referirme a aquella. Omitiré los subíndices cuando no
haya lugar a dudas.

1.1.1 Caminos, trayectorias y ciclos

Dada D una digráfica, diré que una sucesión de vértices P = (u0, u1, . . . , un) es un
camino (también lo llamaré como (u0, un)-camino donde u0 es el vértice inicial y un el final
de P ) de longitud n (denotada por l(P ) = n) en D si cada par de vértices consecutivos es
adyacente entre sí (ver Figura 1.1). Cuando u0 = un diré que P es un camino cerrado. Si
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Figura 1.1: (x0, . . . , x9) es un camino

tenemos que ui 6= uj siempre que i 6= j (respectivamente salvo u0 = un) diré que P es una
trayectoria (ver Figura 1.2, resp. ciclo). A cualquier arista uv podemos considerarla como
un camino de longitud uno (u, v). Si una trayectoria pasa por todos los vértices de D diré
que tal trayectoria es hamiltoniana.

Dado un camino P (respectivamente trayectoria o ciclo) si cada vértice domina al con-
secutivo diré que P es dirigido.

Denotaré por VP (resp. AP ) al conjunto de vértices (resp. flechas) de P ; así (VP , AP )

es subdigráfica de D. Diré que P ′ es un subcamino (resp. subtrayectoria) de P si y sólo si
es un camino (resp. trayectoria) y es una subdigráfica de P . Notemos que todo subcamino
es por sí un camino.
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1.1. Primeras definiciones 5
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Figura 1.2: (x0, . . . , x8) es una trayectoria dirigida

Dado un camino P en D, diré qué P es un camino inducido (respectivamente para
trayectorias y ciclos dirigidos y no dirigidos) si y sólo si D[VP ] = (VP , AP ).

Llamaré
−→
P n (respectivamente

−→
C n) a la trayectoria dirigida (resp. al ciclo dirigido) de

longitud n considerada como digráfica en sí.

Dado un camino (respectivamente ciclo) P = (u0, . . . , un) denotaré por P [ui, uj ] al
(ui, uj)-subcamino (ui, ui+1, . . . , uj−1, uj) de P . Dados P = (u, . . . , v) y Q = (x, . . . ,
y) caminos, si v = x entonces por P ∪Q denotaré al camino resultante de concatenar los
dos anteriores, (u, . . . , v = x, . . . , y).

Dados dos vértices u, v en D, definiré la distancia (respectivamente distancia dirigida) de
u a v, y la denotaré como dUG(D)(u, v) (resp. dD(u, v)), como la menor longitud entre todo
los caminos (resp. caminos dirigidos) de u a v. Como antes observé, podemos restringirnos
a todos los caminos en de una subdigráfica E de D en cuyo caso denotaremos la distancia
por dUG(E)(u, v) (resp. dE(u, v)), omitiré el subíndice cuando no haya lugar a dudas.

Proposición 1.1.1. Dada una digráfica D, cualquier (u, v)-camino posee al menos una

(u, v)-subtrayectoria.

Demostración. Consideraré un camino P = (u = x0, . . . , xn = v). Haré la prueba por
inducción sobre los vértices repetidos, definamos RP = {(i, j) : xi, xj ∈ P, xi = xj e i <
j } el conjunto de los pares de índices de los vértices repetidos en P (y ordenados). Si
|RP | = 0 entonces P es una (u, v)-trayectoria. De otra forma tomaré (i, j) ∈ RP . Así
P1 = P [x0, xi] ∪ P [xj , xn] es un (u, v)-subcamino de P con |RP1

| < |RP |. Ya que RP es
finito entonces existe una (u, v)-subtrayectoria de P .

Proposición 1.1.2. Dada una digráfica D, cualquier camino cerrado de D que pasa por el

vértice v posee un ciclo que pasa por v.

Neevia docConverter 5.1



6 Capítulo 1. Nociones básicas

Demostración. Consideremos C = (v = x0, . . . , xn = v) un camino cerrado. Haré la
prueba por inducción sobre los vértices repetidos, definamos RC = {(i, j) : xi, xj ∈ C, xi =

xj e i < j } el conjunto de los pares de índices de los vértices repetidos en C (y ordenados).
Si |RC | = 0 entonces C es una ciclo. De otra forma tomaré (i, j) ∈ RC . Así C1 =

C[x0, xi]∪C[xj, xn] es un subcamino cerrado de C con |RC1
| < |RC |. Ya que RC es finito

entonces existe un ciclo en C que pasa por x0.

1.1.2 Conexidad

Diré que una digráfica D es conexa si y sólo entre cualesquiera dos vértices u y v de D
existe un (u, v)-camino.

Diré que una digráfica D es fuertemente conexa si y sólo si entre cualesquiera dos vértices
u y v de D existe un (u, v)-camino dirigido.

A las subdigráficas de D fuertemente conexas y máximas por contención en los vértices
las llamaré componentes fuertemente conexas de D.

1.1.3 Digráficas bipartitas

Diré que una digráfica D es bipartita si y sólo existe una (bi)partición {V0, V1} de los vértices
de D (i.e. satisface que V0 ∪ V1 = VD y que V0 ∩ V1 = ∅) tal que V0 y V1 son conjuntos
independientes de vértices.

Teorema 1.1.3. Una digráfica conexa es bipartita si y sólo si no posee caminos cerrados

de longitud impar.

Para demostrar el Teorema anterior, basta demostrar el siguiente lema:

Lema 1.1.4. Dada una digráfica conexa bipartita D con P = {V0, V1} una bipartición de

D, para cualesquiera dos vértices u, v (posiblemente iguales) se tiene que:

• si pertenecen a la misma parte de la bipartición P entonces todo (u, v)-camino es de

longitud par y

• si pertenecen a partes distintas de la bipartición entonces todo (u, v)-camino es de

longitud impar.

Demostración. Haré la prueba por inducción sobre la longitud de los (u, v)-caminos. Si el
camino tiene longitud cero, i.e. u = v, entonces pertenecen a la misma parte de P. Si el
camino tiene longitud uno, puesto que V0 y V1 son independientes, u y v deben pertenecer
a partes distintas (de la partición).

Tomaré ahora un (u, v)-camino P = (u = x0, . . . , xn = v) y supondré que para todo
camino de longitud menor que n se satisface la proposición. Consideraré dos casos: u y v
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1.1. Primeras definiciones 7

pertenecen a la misma o a distintas partes. Supondré primero, sin pérdida de generalidad,
que u y v pertenecen a V0. Como este es independiente y existe xn−1v entonces xn−1

pertenece a V1. P [u, xn−1] es un camino de longitud menor que n y por mi hipótesis de
inducción, ya que u y xn−1 pertenecen a partes distintas, tiene longitud impar. Así P
tiene longitud par. Para el caso en que u y v pertenecen a partes distintas, la prueba es
análoga.

Demostración del Teorema 1.1.3. Mostraré la suficiencia. Dada una digráfica bipartita D
por el Lema 1.1.4 todos sus caminos cerrados son de longitud par.

Ahora demostraré la necesidad. Supondré que todos los caminos cerrados de D son de
longitud par y tomemos u cualquier vértice de D. Definiré

V0 = { v ∈ VD : d(u, v) es par } y V1 = { v ∈ VD : d(u, v) es impar }

Notemos primero que u ∈ V0.

Supondré primero que V0 (respectivamente V1) no es independiente, i.e. existe wz con
w, z en V0 (resp. en V1). Por la definición de V0 (resp. V1), existen P una (u,w)-trayectoria
y Q una (z, u)-trayectoria, ambas de longitud par (resp. impar). Así P ∪ wz ∪ Q es un
camino dirigido cerrado de longitud impar, una contradicción. De aquí que V0 y V1 son
subconjuntos independientes de vértices.

Como D es conexa tenemos que hay al menos un camino entre cualesquiera dos vértices,
así V0 ∪ V1 = VD.

Finalmente mostremos que V0 ∩ V1 = ∅, para ello supongamos que existe v ∈ V0 ∩ V1.
Por definición existen T0 un (u, v)-camino de longitud par y Tq un (u, v)-camino de longitud
impar. Así T0 ∪ T1 es un camino cerrado de longitud impar, una contradicción.

Se sigue que {V0, V1} es una bipartición de D.

1.1.4 Homomorfismos de digráficas e igualdad de digráficas

Consideraré dos digráficas D y F y una función φ : VD → VF entre los vértices de estas.
Diré que φ es un homomorfismo de digráficas (y lo denotaré simplemente por φ : D → F )
si y sólo si u → v en D implica que φ(u) → φ(v) en F . Notemos que por esto último,
todo homomorfismo de digráficas φ : D → F determina una función φ∗ : AD → AF entre
las flechas de las digráficas. Así puedo hablar de homomorfismos de digráficas inyectivos
(respectivamente suprayectivos) en vértices o en flechas.

Notemos que dada D′ subdigráfica de D, siempre existe un homomorfismo de digráficas
i : D′ → D inyectivo en vértices y en flechas. Dadas digráficas D y E y un homomorfismo
de digráficas φ : E → D inyectivo en vértices y en flechas, diré que E está en D. Así φ(E)
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8 Capítulo 1. Nociones básicas

es subdigráfica de D pero ya que φ(E) = E, usualmente consideraré a E como subdigráfica
de D.

Dado un homomorfismo de digráficas φ : D → F diré que es un isomorfismo de digráficas
si y sólo si es biyectivo en vértices y en flechas. Diré que D y F son digráficas isomorfas si
y sólo si existe un isomorfismo φ : D → F y lo denotaré por D ∼= F ó D = F .

1.1.5 Dominancia y 2-dominancia

Dada una digráfica D y subconjuntos de vértices A, B de VD diré que A domina B (y lo
denotaré por A⇒ B) si y sólo si para todo vértice u en A y todo vértice v en B tengo que
u→ v.

Puedo extender la idea a digráficas bipartitas de forma tal que la dominación respete la
independencia de cada uno de los elementos de la bipartición. Consideraré el caso anterior
pero con P = {V0, V1} una bipartición de D. Diré que A 2-domina B según P (A⇒P

2 B)
si y sólo si para todo vértice u en A ∩ Vk y para todo vértice v en B ∩ Vk+1 tengo que
u→ v, con k módulo 2.

1.1.6 Composición y 2-composición

Dadas una digráfica D con VD = {v0, . . . , vn} y digráficas D0, . . . , Dn (cuyos vértices
son dos a dos ajenos) llamaré composición D[D0, . . . , Dn] = C a la digráfica con vértices
VC = ∪n

i=0(VDi
× {i}) y para (w, i), (z, j) ∈ VC la flecha (w, i) → (z, j) estará en C si y

sólo si

• i = j y −→wz en Di ó
• −−→vivj en D.

•y0

•u

• v0

• v1

• x0•x1

$$

dd

��0
00

00
00

00
00

00
00

00

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
99

��/
//

//
//

//
//

/

00

pp

  A
AA

AA
AA

AA
A

&&LLLLLLLLLLLLLL



��
��
��
��
��
�

��"
""
""
""
""
""

����
��

��
��

�

		��
��
��
��
��
��
��
��

Figura 1.3: Ejemplo de una composición, ~P2[E2, ~C2[E1, E2], E1]

Nótese que cada Di puede considerarse como subdigráfica de la composición C y, de
esta manera, si vi → vj entonces Di ⇒ Dj . Considérese como ejemplo la Figura 1.3
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1.2. Torneos y generalizaciones de torneos 9

Dada D[D0, . . . , Dn] = C una composición, si cada Di es independiente entonces diré
que C es una extensión de D.

Dada una digráfica D con VD = {v0, . . . , vn} y digráficas bipartitas D0, . . . , Dn

(cuyos vértices son dos a dos ajenos) con biparticiones PDi
= {V i

0 , V
i
1 } y P = {∪n

i=0V
i
0 =

V0,∪
n
i=0V

i
1 = V1}, la 2-composición según P es la digráfica D[D0, . . . , Dn]P2 = C con

vértices VC = ∪n
i=0(VDi

×{i}) y para (w, i), (z, j) ∈ VC tenemos que (w, i)→ (z, j) en C
si y sólo si

• i = j y −→wz en Di ó
• w ∈ V i

k , z ∈ V j
k+1 (k módulo 2) y −−→vivj en D.

Nótese que la 2-composición depende de la bipartición elegida y que D puede o no ser
bipartita pero la 2-composición siempre lo es.

Análogamente al caso previo, puedo considerar cada Di como subdigráfica de la com-
posición C y, de esta manera, si vi → vj entonces Di ⇒

P
2 Dj .

Si considero
−→
P 2[E2,

−→
C 2, E1]

P
2 entonces hay dos 2-composiciones posibles (ver Figu-

ras 1.4 y 1.5).

•x2

•u

• v0

• v1

• x0•x1
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Figura 1.4: P = {{x0, x1, u}, {v, x2}}

1.2 Torneos y generalizaciones de torneos

Diré que una digráfica es un torneo si y sólo si entre dos vértices existe una y solo una flecha
(Figura 1.6). Si T es un torneo con n vértices, diré que es un n-torneo.

Un resultado importante pero particularmente simple es el siguiente:

Teorema 1.2.1. Todo torneo posee al menos una trayectoria dirigida hamiltoniana .

Demostración. Lo haré por inducción sobre el número de vértices del torneo. Consideraré T
un torneo. Es claro que todos los torneos de uno, dos y tres vértices poseen un trayectoria
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10 Capítulo 1. Nociones básicas

• x2

•u

• v0
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• x0•x1
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Figura 1.5: P = {{x0, x1, u, x2}, {v}}

hamiltoniana; lo supondré para todos los torneos que posean menos vértices que T . Tomaré
u cualquier vértice de T . Como T \ u es un torneo y tiene menos vértices que T entonces
posee una trayectoria dirigida hamiltoniana P = (x0, . . . , xn). Como T es torneo, existen
aristas ux0 y xnu. Si−−→ux0 ó−−→xnu entonces agregando u a P tendré la trayectoria hamiltoniana
en T . De otro modo el conjunto A = {i : ←−uxi} no es vacío. Ya que A es finito entonces
posee máximo, j. Como no existe −−→xnu entonces j < n. Puesto que j es el máximo entonces
tendré que −−−→uxj+1. Así P [x0, xj ] ∪ (xj , u, xj+1) ∪ P [xj+1, xn] es una trayectoria dirigida
hamiltoniana en T .

•

•

•

•

•

•
��

&&MM
MMM

xxqqq
qq

��

Figura 1.6: Ejemplos de 1, 2 y 3-torneos

1.2.1 Generalizaciones de torneos

J. Bang-Jensen, G. Gutin y L. Volkmann afirman que los torneos constituyen sin duda la
clase de digráficas mejor conocidas [7, 28]. La gran cantidad de resultas que conocemos
sobre los torneos se deben en gran medida a lo estricto de su definición. De ahí que pocos
den información sobre su estructura.

Algunos matemáticos notaron que clases de digráficas cercanas a los torneos aportaban
información sobre ellos. Esto motivo al estudio de dichas clases y a la definición de nuevas
clases de digráficas cercanas a torneos. Esas clases de digráficas se agruparon bajo la
denominación común de generalizaciones de torneos y gran parte del análisis se centra en
qué propiedades ya conocidas sobre los torneos pueden extenderse.
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1.2. Torneos y generalizaciones de torneos 11

En las generalizaciones de torneos hay importantes trabajos de Jørgen Bang-Jensen,
Yubao Guo, Gregory Gutin, Pavol Hell, Jing Huang, Khee Meng Koh, Yannis Manoussakis,
B.P. Tan, Carsten Thomassen, Lutz Volkmann y Anders Yeo.

Entre las clases de digráficas que se consideran generalizaciones de torneos están los
torneos k-partitos, las digráficas semicompletas y las k-partitas semicompletas ([9, 19, 20,
21, 22, 18, 26, 27, 29, 30]. También las digráficas cuasitransitivas ([13, 11, 6]) que Alain
Ghouilà-Houri introdujo como una generalización de las digráficas transitivas . Así como
las digráficas localmente semicompletas (y las digráficas localmente torneos, [1, 4, 5, 10,
14, 16, 15, 17, 23, 25, 31, 32]) introducidas por J. Bang-Jensen en 1991 y las digráficas
localmente semicompletas en flechas (arc-locally semicomplete, [2, 3]), introducidas por J.
Bang-Jensen en 1993.

1.2.2 Definiciones

Diré qué una digráfica D es un torneo k-partito si y sólo si es k-partita, i.e. existen
subconjuntos V1, . . . , Vk de los vértices de D tales que ∪k

i=1Vi = VD, para todo i se tiene
que Vi 6= ∅ y cada Vi es independiente, tales conjuntos constituyen una k-partición de D, y
entre cualesquiera dos vértices que no estén en el mismo Vi existe una y sólo una flecha.

Diré que una digráfica D es semicompleta si y sólo si entre cualesquiera dos vértices
existe al menos una flecha y diré que D es completa si entre cualesquiera dos vértices hay
una flecha simétrica.

Dada una digráfica D, diré que es k-partita semicompleta si es k-partita y entre cua-
lesquiera dos vértices que no estén en la misma parte existe al menos una flecha.

Se sigue fácilmente del Teorema 1.2.1 que:

Corolario 1.2.2. Toda digráfica semicompleta posee al menos una trayectoria dirigida hamil-

toniana .

Dada una digráfica D, diré que es transitiva si y sólo si para cualesquiera tres vértices u,
v y w en D cada vez que se tiene que u→ v y v → w entonces tenemos que u→ w. D es
cuasitransitiva si, bajo las mismas condiciones, y solo si tenemos que u y w son adyacentes
(ver Figuras 1.8, 1.9 y 1.10).

Una digráfica D es in-localmente semicompleta (respectivamente ex-localmente semi-

completa) si y sólo si la in-vecindad (ex-vecindad) de cualquier vértice induce una subdigrá-
fica semicompleta en D.

Una digráfica D es localmente semicompleta si y sólo si es in- y ex-localmente semicom-
pleta. Análogamente para las digráficas localmente torneos (ver Figuras 1.8, 1.8 y 1.10).

Es fácil ver que una digráfica D es semicompleta si y sólo si es localmente semicompleta
y cuasitransitiva.
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12 Capítulo 1. Nociones básicas

Dada una digráfica D, diré es localmente semicompleta en flechas (LSF) si y sólo para
cualesquiera u y v, vértices adyacentes, todo elemento x en la in-vecindad de u es adyacente
a todo elemento y en la in-vecindad de v, siempre que x y y sean distintos, y todo elemento
x en la ex-vecindad de u es adyacente a todo elemento y en la ex-vecinidad de v, siempre
que x y y sean distintos (ver Figuras 1.7, 1.9 y 1.10).

• •

• •OO

��?
??

??
??

//

//OO

Figura 1.7: Localmente semicompleta y local-
mente semicompleta en flechas pero no cua-
sitransitiva.

• •

• •OOoo

//

??���������

Figura 1.8: Localmente semicompleta y cua-
sitransitiva pero no localmente semicompleta
en flechas.

• •

• •OO

//

??�������

OO //

Figura 1.9: Localmente semicompleta en
flechas y cuasitransitiva pero no localmente
semicompleta. También es transitiva.

• •

• •OO

//

??�������

OO //

��?
??

??
??

Figura 1.10: Localmente semicompleta, local-
mente semicompleta en flechas y cuasitransi-
tiva, i.e. un torneo. También es transitiva.

Por TTn denotaré al n-torneo transitivo.
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Capítulo 2

Una clasificación de las digráficas
localmente semicompletas

en flechas

Bang-Jensen en [2, 3] introdujo y demostró algunas características de las digráficas local-
mente semicompletas en flechas, incluida la siguiente caracterización:

Teorema 2.0.3 (Bang-Jensen [3]). Dada D una digráfica fuertemente conexa y localmente

semicompleta en flechas, D es semicompleta, bipartita semicompleta o la extensión de un

ciclo dirigido.

De forma similar a como se han demostrado muchas de las propiedades que conocemos
sobre torneos, para la demostración del teorema previo no es necesario profundizar en la
estructura de las digráficas LSF, por lo general basta con hacer un uso adecuado de la
definición de ser LSF.

En el presente capítulo analizaremos la estructura de dichas digráficas para extender el
resultado de Bang-Jensen a todas las digráficas LSF y, al mismo tiempo, dar las caracteriza-
ciones de las digráficas semicompletas y bipartitas semicompletas con base en las digráficas
LSF. Para ello primero profundizaremos en las extensiones de las trayectorias dirigidas y los
ciclos dirigidos, que constituyen clases de digráficas que también son LSF.

2.1 Extensiones de trayectorias y ciclos dirigidos

Definición 2.1.1. Diré que un uv-camino dirigido es extenso si y sólo si d−(u)+d+(v) = 0

ó existe −→vu.

Lema 2.1.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. D es la extensión de una trayectoria dirigida (no trivial) o de un ciclo dirigido.

2. Existen:

• una trayectoria dirigida inducida P = (x0, . . . , xn) con d−(x0) + d+(xn) = 0 ó

• un ciclo dirigido inducido P = (x0, . . . , xn = x0)
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14 Capítulo 2. Una clasificación de las digráficas LSF
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Figura 2.1: ~P7[E2, E3, E2, E4, E1, E1, E2]
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Figura 2.2: ~C5[E2, E1, E1, E3, E2]

y un homomorfismo de digráficas φP : D → P suprayectivo en vértices y flechas tales

que para cualesquiera u, v ∈ VP con −→uv se tiene que φ−1
P (u)⇒ φ−1

P (v) (i.e. φP levanta

flechas: bajo φP la preimagen de u domina a la preimagen de v).

3. Existe un camino dirigido extenso inducido C = (x0, . . . , xn) tal que para cada w ∈ VD

existe xj ∈ VC con N−(w) = N−(xj) y N+(w) = N+(xj).

4. i) D no es trivial,

ii) si D no es fuertemente conexa entonces todas sus componentes fuertemente conexas

son triviales y todas sus trayectorias son inducidas,

iii) dado P un (x0, xn)-camino dirigido extenso e inducido (salvo quizá por −−→xnx0),

cualquier (u, v)-camino dirigido de D es extenso e inducido (salvo quizá por −→vu) si

y sólo si tiene la misma longitud que P y

iv) para cualquier camino dirigido extenso P en D y para cualquier vértice w en D, si

d−(w)d+(w) 6= 0 entonces hay por lo menos dos flechas entre w y P , en otro caso

hay por lo menos una.

Demostración. 1 ⇒ 2. Es claro.

2 ⇒ 1. Por hipótesis tenemos que para todo j (si P es un ciclo módulo n) que
φ−1

P (xj)⇒ φ−1
P (xj+1) y cada φ−1

P (xj) es independiente, pues P no tiene lazos. Así tenemos
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2.1. Extensiones 15

que D = P [φ−1
P (x0), . . . , φ−1

P (xn)].

1 ⇒ 3. Como D es la extensión de una trayectoria dirigida o de un ciclo P = (x0, . . . ,
xn) entonces existen conjuntos de vértices independientes E0, . . . , En tales que D = P [E0,
. . . , En]. Basta tomar una trayectoria o un ciclo P ′ enD isomorfo a P . Notemos que P ′∩Ei

es unitario. Así para cada w en Ei le corresponde P ′ ∩ Ei y satisface la condición.

3 ⇒ 2. Sea P = (x0, . . . , xn) el camino dirigido extenso inducido que satisfaga que
para cada u ∈ VD existe xi ∈ VP tal que N−(u) = N−(xi) y N+(u) = N+(xi). Como
P es inducido entonces es una trayectoria dirigida inducida o un ciclo dirigido inducido.
Considerando que tal xi puede no ser única, hagamos una elección para definir una función:

φ : VD → VP

que satisfaga N−(u) = N−(φ(u)) y N+(u) = N+(φ(u)). Mostraré que tal función de-
termina el homomorfismo de gráficas pedido. Supondré u, v ∈ VD con φ(u) = xj y
φ(v) = xk. Por hipótesis sé que N+(u) = N+(xj) y N−(v) = N−(xk). Existe −→uv si y
sólo si v ∈ N+(xj) que es lo mismo que xj ∈ N−(v) y esto es equivalente a −−→xixk si y
sólo si k = j + 1, por ser P inducida. Por lo anterior φ es un homomorfismo de gráficas
suprayectivo en vértices y flechas. En particular para dos vértices u, v de D, si u ∈ φ−1(xj)

y v ∈ φ−1(xj+1) entonces −→uv. Por lo tanto φ−1(xj)⇒ φ−1(xj+1).

2 ⇒ 4. Por hipótesis tenemos i).

Demostraré la primera afirmación del inciso ii) por contrapositiva, i.e. supondré que D
posee una componente fuertemente conexa no trivial. Así posee al menos un ciclo dirigido,
le llamaré C. Como los homomorfismos de digráficas preservan caminos dirigidos cerrados,
tenemos que φP (C) es un camino dirigido cerrado en P . Como P por hipótesis es una
trayectoria dirigida o un ciclo dirigido inducido, se sigue que φP (C) = P . Por 2 tengo que
φ−1

P (xj)⇒ φ−1
P (xj+1) y así D es fuertemente conexa.

Demostraré la segunda afirmación del inciso ii); para ello supondré que D no es fuerte-
mente conexa y tomaré Q = (y0, . . . , ym) cualquier camino dirigido. Si Q no es inducido,
puesto que φP es homomorfismo de digráficas, entonces P tampoco lo es, una contradicción.

Ahora mostraré iii). Tomemos C = (z0, . . . , zn) cualquier camino dirigido extenso e
inducido (salvo quizá por −−→znz0). Por la forma en como definí el homomorfismo tengo que
si P es una trayectoria entonces φP (C) = P ó si P es un ciclo entonces l(C) = l(P )− 1.
Recíprocamente, si C es un (z0, zn)-camino dirigido en D y si P es una trayectoria tengo
que l(C) = l(P ) ó si es un ciclo que l(C) = l(P ) − 1; puesto que por hipótesis φP es
suprayectivo y levanta flechas tengo que C es un camino dirigido extenso.

Finalmente demostraré iv); tomaré w cualquier vértice con φP (w) = xj. w es interior
en D si y sólo si xj lo es en P . Como φP (C) = P tengo que φP (zi) = xi. Por como definí
el homorfismo tengo que si w es interior entonces −−−→zi−1w, −−−→wzi+1. En otro caso tengo −−→wz1 ó
−−−−→zn−1w.
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16 Capítulo 2. Una clasificación de las digráficas LSF

4 ⇒ 3. Observemos primero que si D no es fuertemente conexa por ii) D no posee
componentes fuertemente conexas no triviales y así para cualquier vértice z existen caminos
dirigidos Λ−

z = (a0, . . . , ap = z) y Λ+
z = (b0 = z, . . . , bq) con d−(a0)+d+(bq) = 0 (puede

haber más de uno, en tal caso escogeré uno). Sea P = (x0, . . . , xn) una trayectoria dirigida
extensa e inducida (salvo quizá por −−→xnx0) de D. Si D es fuertemente conexa siempre existe
tal P . Si D no es fuertemente conexa por ii) puedo asegurar su existencia. Por iv) todo
vértice es adyacente por lo menos a un vértice de P ; con base en ésto y posiblemente en
una elección definiré:

ψP : VD → VP

que satisfaga que dado w en D si ψP (w) = xi entonces −−−→xi−1w ó −−−→wxi+1. Mostraré que
para cada P (trayectoria dirigida extensa e inducida) la función ψP es única y que siempre
se tienen −−−→xi−1w y −−−→wxi+1.

• Probaré que para cualquier vértice w, d−(w) = 0 si y sólo si D no es fuertemente
conexa y ψP (w) = x0. Demostraré la suficiencia. Como d−(w) = 0 entonces D no
es fuertemente conexa y por ii) D todas sus componentes fuertemente conexas son
triviales. Así no existe −−→xnx0 y entonces tengo que d−(x0) + d+(xn) = 0. Supondré
ψP (w) = xj . Por hipótesis d−(w) = 0 entonces −−−−→wxj+1. Así tomaré P ′ = −−−−→wxj+1 ∪

P [xj+1, xn]. P ′ es un camino dirigido extenso, por iii) es inducido y por iv) l(P ′) =

l(P ). Se sigue que xj+1 = x1 y así ψP (w) = x0. Ahora mostraré la necesidad. Tengo
por hipótesis que ψP (w) = x0. Como P es un camino dirigido extenso y D no es
fuertemente conexa entonces d−(x0) + d+(xn) = 0. Así existe −−→wx1 y por lo tanto
Λ−

w∪
−−→wx1∪P [x1, xn] es extenso y por iii) es inducido. Por iv) l(Λ−

w∪
−−→wx1∪P [x1, xn]) =

l(P ) y por lo tanto l(R−
w) = 0 y d−(w) = 0. Por dualidad tengo que d+(w) = 0 si y

sólo si D no es fuertemente conexa y ψP (w) = xn.
• Supondré d+(w)d−(w) 6= 0 y ψP (w) = xj . Demostraré que −−−−→xj−1w y −−−−→wxj+1. Por

hipótesis tengo sólo una de ellas, supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad
−−−−→wxj+1. Consideraré dos casos: D es o no fuertemente conexa.
Si D es fuertemente conexa ya que −−−−→wxj+1∪P [xj+1, xj−1] es un camino dirigido de la
misma longitud de P por iii) es extenso e inducido y como D es fuertemente conexa
entonces −−−−→xj−1w.
Si D no es fuertemente conexa por iv) existe xk en P tal que xkw distinta de −−−−→wxj+1.
Supondré primero que ←−−xkw; así tengo que Λ−

w ∪
−−−−→wxj+1 ∪ P [xj+1, xn] y Λ−

w ∪
−−→wxk ∪

P [xj+1, xn] son dos caminos dirigidos extensos. Por ii) y iii) tienen la misma longitud
y se sigue que −−→wxk = −−−−→wxj+1, una contradicción. Entonces supondré que −−→xkw; como
P [x0, xk] ∪ (xk, w, xj+1) ∪ P [xj+1, xn] y P son caminos dirigidos extensos, por ii y
iii) tienen la misma longitud y así tengo que xk = xj−1 y que −−−−→xj−1w.

Consideremos w cualquier vértice en VD \ VP con ψP (w) = xj. Denotaré por Pw el
camino dirigido que resulta de substituir ψP (w) por w. Por iii) es extenso e inducido. Ahora
mostraré que N−(w) = N−(ψP (w)) y N+(w) = N+(ψP (w)). Consideraré z ∈ N−(w).
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2.2. Trayectorias 1-dirigidas 17

Ya que Pw, Pz y P son extensas e inducidas se sigue que ψP (z) = xj−1 y, por lo que ya
mostré, −→zxj . Cuando z ∈ N−(xj) y para mostrar N+(w) = N+(ψP (w)) el argumento es
el mismo.

Corolario 2.1.3. Las extensiones de trayectorias dirigidas o de ciclos dirigidos son localmente

semicompletas en flechas.

Demostración. Sin pérdida de generalidad por la dualidad consideremos vértices u, v, w, z
en D, la extensión de una trayectoria dirigida o de un ciclo dirigido, tales que ←−u−→vw−→z . Por
el inciso 3 del Lema 2.1.2 existe un camino dirigido extenso inducido C = (x0, . . . , xn) tal
que para cada vértice y en D existe xj en C con N−(w) = N−(xj) y N+(w) = N+(xj).
Así existen xj0 y xj1 tales que N−(u) = N−(xj0) y N−(w) = N−(xj1). Pero como
v ∈ N−(u), v ∈ N−(w) y C es inducido, j0 = j1. Luego N+(u) = N+(xj0) = N+(w) y
z ∈ N+(w). Por lo tanto −→uz.

2.2 Trayectorias 1-dirigidas

Diré que una trayectoria T es antidirigida si no posee subtrayectorias dirigidas de longitud
dos.

Definición 2.2.1. Dada una trayectoria T = (x0, . . . , xn) diré que es 1-dirigida si y sólo
si es dirigida o antidirigida.

Proposición 2.2.2. Si D es una digráfica localmente semicompleta en flechas entonces

toda trayectoria inducida es 1-dirigida.

Demostración. Si una trayectoria no es 1-dirigida entonces como no es antidirigida posee al
menos una subtrayectoria dirigida de longitud dos y como no es dirigida, la subtrayectoria
es propia. Así posee vértices u, v,w, z tales que −→u−→vw←−z ó ←−u−→vw−→z y por ser localmente
semicompleta en flechas (entonces existe) uz. Por lo tanto T no es inducida.

Corolario 2.2.3. En una digráfica localmente semicompleta en flechas toda uv-trayectoria

posee una uv-trayectoria inducida 1-dirigida. En particular toda trayectoria inducida es

1-dirigida.

Esta última proposición resulta relevante porque muestra, en cierto sentido, que las
digráficas localmente semicompletas en flechas, principalmente las digráficas semicompletas,
bipartitas semicompletas y las extensiones de trayectorias dirigidas y ciclos dirigidos, son un
paso intermedio entre las digráficas localmente semicompletas y las cuasitransitivas.

Proposición 2.2.4. Dada D una digráfica localmente semicompleta entonces todas sus

trayectorias inducidas son dirigidas (y por lo tanto son 1-dirigidas).
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18 Capítulo 2. Una clasificación de las digráficas LSF

Proposición 2.2.5. Dada D una digráfica cuasitransitiva entonces todas sus trayectorias

inducidas son antidirigidas (y por lo tanto son 1-dirigidas).

Las pruebas son análogas que cuando son localmente semicompletas en flechas.

2.3 Estructura de las digráficas localmente semicompletas

en flechas

El resto del análisis lo basaré en las siguiente subdigráficas:

•

•

•

•

��
&&MMM

MM

xxqqq
qq

��

Figura 2.3: L+1
2

•

•

•

•

��
&&MM

MMM

xxqqq
qq

��

Figura 2.4: L−1
2

•

•

•

•

�� //

OO//

Figura 2.5: L3

Diré que D es {L±1
2 , L3}-libre si D no posee a L+1

2 , L−1
2 ni a L3 como subdigráficas.

Dada una subdigráfica E de D, diré que u en los vértices de E es vértice interior en E
si y sólo si d−E(u)d+

E(u) 6= 0.

Lema 2.3.1. Sea D una digráfica localmente semicompleta en flechas y conexa. Todo

vértice es adyacente:

i. a cualquier camino dirigido extenso P (con |AD[P ]| ≥ 2),

ii. a cualquier 3-torneo transitivo y

iii. al menos a un vértice interior de cualquier copia de L3 en D.

Demostración. Demostraré el primer caso. Tomemos T = (x0, . . . , xn) cualquier camino
dirigido extenso y w cualquier vértice en D; tenemos dos casos: existe o no −−→xnx0.
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2.3. Estructura de las digráficas LSF 19

Supondré primero que existe −−→xnx0. Así T se puede extender a un camino dirigido cerrado
C (con VC = VT ). Entonces |AD[T ]| ≥ 2. Supondré que dUG(D)(w,C) = dUG(D)(w, T ) ≥

2 y tomaré P = (w = y0, . . . , ym = xj) una wT -trayectoria de longitud mínima con j ∈ {0,
. . . , n}. Tengo dos casos, −−−−−−−→ym−2ym−1 ó −−−−−−−→ym−2ym−1. Supondré sin pérdida de generalidad
por la dualidad que −−−−−−−→ym−2ym−1 (i.e. el segundo caso se sigue dualizando D, aplicando el
primer caso y volviendo a dualizar). Así tenemos −−−→ym−2ym−1xj

←−−xj−1 (j módulo n) y como D
es localmente semicompleta en flechas ym−2xj−1, lo que contradice que P es de longitud
mínima. Por lo tanto dUG(D)(w, T ) ≤ 1.

Supondré ahora que no existe −−→xnx0. Como |AD[T ]| ≥ 2 tengo que n ≥ 2. Supondré
que dUG(D)(w, T ) ≥ 2 y tomaré P = (w = y0, . . . , ym = xj) una (w, T )-trayectoria de
longitud mínima (en UG(D)) con j ∈ {0, . . . , n}. Consideraré primero el caso j = 0.
Puesto que T es extensa, ←−−−−ym−1x0 y así ←−−−ym−1

−−→x0x1
−−→x1x2, ym−1x2. Si −−−−−−−→ym−2ym−1 (respecti-

vamente ←−−−−−−−ym−2ym−1) tendría −−−→ym−2ym−1x2
←−x1 (resp. ←−−−ym−2

←−−−−ym−1x0
−→x1) y entonces ym−2x1,

lo que contradice que T sea de longitud mínima. Sin pérdida de generalidad puedo suponer
que j < n, pues de otro modo tendría −−−→ym−1

←−−−−xnxn−1
←−−xn−2 (−−−−−→ym−1xn pues T es extensa)

y por ser localmente semicompleta en flechas ym−1xn−2. Así T [y0, ym−1] ∪
−−−−−−→ym−1xn−2

es una (w, T )-trayectoria en UG(D) de la misma longitud que T , pero que llega a xn−2

no a xn. Finalmente supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad que −−−−→ym−1xj .
Consideraré −−−−−−−→ym−2ym−1 (respectivamente ←−−−−−−−ym−2ym−1). Así tengo que −−−→ym−2

−−−−→ym−1xj
←−−xj−1

(resp. ←−−−ym−2
−−−−→ym−1xj

−−→xj+1) y por ser D localmente semicompleta en flechas se sigue que
ym−2xj−1 (resp. ym−2xj+1) lo cual contradice que T sea de longitud mínima. Se sigue que
dUG(D)(w, T ) ≤ 1.

Ahora demostraré la segunda afirmación, tomaré T3 en D con
−−→
k1k2,

−−→
k1k3 y

−−→
k2k3. Supon-

dré que dUG(D)(w, T3) ≥ 2 y tomaré P = (w = y0, . . . , yn = kj) una (w, T3)-trayectoria
de longitud mínima con 1 ≤ j ≤ 3. Supondré primero que j = 2. Supondré −−−−−−→yn−2yn−1

(respectivamente ←−−−−−−yn−2yn−1). Así tengo que −−→yn−2yn−1k2
←−
k1 (resp. ←−−yn−2yn−1k2

−→
k3) y por ser

localmente semicompleta en flechas yn−2k1 (resp. yn−2k3), una contradicción. Sin pérdida

de generalidad por la dualidad supondré que j = 1. Si
−−−−→
yn−1k0 (respectivamente

←−−−−
yn−1k0),

así tengo que −−→yn−1
−−→
k0k3
←−
k2 (resp. ←−−yn−1

−−→
k0k2
−→
k3) y por ser localmente semicompleta en flechas

yn−1k2, lo cual nos remite al caso anterior. Se sigue que dUG(D)(w, T3) ≤ 1.

Finalmente tomaré L3 enD con −−−→m0m1,
−−−→m1m2,

−−−→m2m3 y−−−→m0m3. Dado w enD, supondré
que dUG(D)(w,L3) ≥ 2 y tomaré P = (w = y0, . . . , yn = mj) una (w,L3)-trayectoria de
longitud mínima con 0 ≤ j ≤ 3. Supondré primero que j = 1, 2. Si −−−−−−→yn−2yn−1 (respectiva-
mente←−−−−−−yn−2yn−1) entonces −−→yn−2yn−1mj

←−−−mj−1 (resp.←−−yn−2yn−1mj
←−−−mj+1) y por ser localmente

semicompleta en flechas yn−2mj−1 (resp. yn−2mj+1), una contradicción. Supondré sin pér-
dida de generalidad por la dualidad que j = 0. Si −−−−−→yn−1m0 (respectivamente←−−−−−yn−1m0) tendría
que −−→yn−1

−−−→m0m3
←−m2 (resp. ←−−yn−1

−−−→m0m1
−→m2) y por ser localmente semicompleta yn−1m2, lo

cual nos remite al caso anterior. La línea anterior también muestra que w es adyacente a un
vértice interior de L3. Se sigue que dUG(D)(w, {m1,m2}) ≤ 1, así dUG(D)(w,L3) ≤ 1.
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20 Capítulo 2. Una clasificación de las digráficas LSF

Corolario 2.3.2 (Bang-Jensen [3]). Dadas D una digráfica conexa localmente semicompleta

en flechas y D′ cualquier subdigráfica no trivial y fuertemente conexa de D. Todo vértice

x ∈ VD \ VD′ es adyacente a algún vértice en VD′ .

Demostración. Basta notar que toda componente fuertemente conexa posee un ciclo di-
rigido, en particular posee una trayectoria dirigida extensa.

Corolario 2.3.3. Consideremos D una digráfica localmente semicompleta en flechas y

conexa. Si posee más de una componente fuertemente conexa inicial (respectivamente

terminal) entonces estas son triviales.

Demostración. Por contrapositiva, dada D′ una componente fuertemente conexa no-trivial
inicial (respectivamente terminal). Así posee un ciclo dirigido y por tanto un camino dirigido
extenso. Por el Lema 2.3.1 para todo vértice u ∈ VD \ VD′ existe v ∈ VD′ tal que −→uv (resp.
←−uv). Se sigue que es única.

Corolario 2.3.4. Dada D una digráfica localmente semicompleta en flechas y conexa, si

posee como subdigráfica L±1
2 (
−−→
k1k2,

−−→
k2k3,

−−→
k1k3 con

−→
zk1 ó

−→
k3z), para todo vértice w en D

se tiene que wk2.

Demostración. Supondré que
−−→
k1k2,

−−→
k2k3,

−−→
k1k3 y, sin pérdida de generalidad por la dualidad,

−→
zk1. Tomaré w en D. Por el Lema 2.3.1 w es adyacente a algún vértice de {k1, k2, k3}, así
tengo tres posibilidades.

• Si wk2 ya está.
• Supondré que wk1. Consideraré primero que

−−→
wk1. Si

−−→
wk1 entonces −→w

−−→
k1k3
←−
k2 y así

wk2.
De forma análoga siempre tengo que zk2.
Ahora consideraré

←−−
wk1. Así tengo que

←−
k3
←−−
k2k1
−→w y entonces k3w. Si

−→
zk2 ó

−−→
k3w

tendría que
←−
k2
−→
zk1
−→w ó

←−
k2
−−→
k1k3
−→w y por lo tanto k2w. Así supondré

←−
zk2 y

←−−
k3w. Como

←−z k2k1
−→
k3 entonces zk3. Se sigue que

−→
k2zk3

←−w y entonces k2w.
• Finalmente supondré que wk3. Si

←−−
wk3 tendría que←−w

←−−
k3k1
−→
k2 y así wk2. De otro modo

tendría
−−→
wk3,

−→w
←−−
k3k2
←−
k1 y así wk1, el caso previo.

Lema 2.3.5. Consideremos D una digráfica localmente semicompleta en flechas y conexa.

SiD no es bipartita (respectivamente es bipartita) y posee L±1
2 (resp. L3) como subdigráfica

entonces para cualesquiera dos vértices (resp. de partes distintas) u, v que satisfagan

d+(u)d−(u) + d+(v)d−(v) 6= 0

se tiene que son adyacentes.
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Demostración. Supondré primero que D no es bipartita y, por hipótesis y sin pérdida de
generalidad por la dualidad, que posee L+1

2 con
−−→
k0k1,

−−→
k1k2,

−−→
k2k3,

−−→
k1k3 y tomaré vértices

u, v en D que satisfagan la hipótesis (ver Figura 2.6). Por el Lema 2.3.1 existen uk2 y
vk2. Por hipótesis y sin pérdida de generalidad supondré que existen z0, z1 tales que −→z0u
y −→uz1. Supongamos primero que k2 6= z0, z1. Por el Lema 2.3.1 existen z0k2 y z1k2. Si
−→
vk2 (respectivamente

←−
vk2) tendría que −→v k2z1

←−u (resp. ←−v k2z0
−→u ) y así uv. De otra forma

supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad que k2 = z0. Si
−→
vk2 se sigue como el

caso anterior. Así supondré que
←−
vk2. Tengo que

←−
k3
−−→
k1k2
−→u y así k3u. Si

←−
k3u entonces tengo

que D[k1, k2, u, k3] contiene una copia de L+1
2 y por Corolario 2.3.4 tengo que vu. Si en

cambio tengo que
−→
k3u entonces ←−u

←−−
k3k2
−→v y así uv.

•k3

•k1

•
k2

•
u

•
z0

•
z1

•
v

•k0

��
&&MMM

MM

xxqqq
qq

��
rrrrr
LLL

LL

%%LL
LLL

&&MM
MMM�

�
�

_ _ _ _ _

Figura 2.6: Primera parte del Lema 2.3.5

Demostraré el segundo caso, supondré que D es bipartita y que posee L3 como subdi-
gráfica, así −−−→m0m1,

−−−→m1m2,
−−−→m2m3,

−−−→m0m3 en D (ver Figura 2.7). Tomemos vértices u, v de
D en partes distintas. Por el Lema 2.3.1 u, v son adyacentes a, por lo menos, un vértice in-
terior de L3 y puesto que D es bipartita y están en partes distintas, supongamos sin pérdida
de generalidad por la dualidad que um1 y vm2. Supondré, por hipótesis y sin pérdida de
generalidad, que existen z0, z1 tales que −→z0u y −→uz1. Consideraré primero que m1 6= z0, z1.
Por el Lema 2.3.1 y puesto que están en una parte distinta a la de u, tenemos que z0m2

y z1m2. Si −−→vm2 (respectivamente ←−−vm2) tendría −→v m2z1
←−u (resp. ←−v m2z0

−→u ) y así uv.
Finalmente supondré, sin pérdida de generalidad por la dualidad, que m1 = z0. Si −−→vm2 se
sigue como el caso anterior. Si en cambio tengo←−−vm2 entonces tendría ←−u−−−→m1m2

−→v y así uv.

•
m3

•
m0

•
m2 •

v

•
m1

•
u

•
z0

•
z1

�� oo

//

MMM
MM

qqqqq
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,
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,

�
�
�
�
�
�
�

r r r r���
�

�
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Figura 2.7: Segunda parte del Lema 2.3.5
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Si z0 = z1 la prueba es la misma.

Corolario 2.3.6 (Bang-Jensen [2]). Consideraré D una digráfica localmente semicompleta

y conexa pero no fuertemente conexa. Si todo vértice de D está en algún ciclo dirigido

entonces es semicompleta o bipartita semicompleta.

Demostración. Ya que todo vértice u está en algún ciclo dirigido tenemos entonces que

d−(u)d+(u) 6= 0,

así el resultado se sigue del lema inmediato anterior.

Llamemos C∗3 al 3-ciclo dirigido con una flecha simétrica (ver Figura 2.8).

•
v2

•
v0

• v2&&MM
MMM

xxqqq
qq

II

��

Figura 2.8: C∗3

Lema 2.3.7. Dada D una digráfica localmente semicompleta en flechas, conexa y si tiene

al menos cuatro vértices entonces posee por lo menos una flecha simétrica. D es {L±1
2 ,

L3}-libre si y sólo si es:

1. subdigráfica de la digráfica completa de tres vértices,

2. C∗3 [E1, En, E1] ó

3. subdigráfica semicompleta de
−→
P 2[Em0

,
−→
C 2[Em1

, Em2
], Em3

]P2 donde
−→
P 1 es la 2-

trayectoria dirigida, m1 = 1 y si m2 > 1 entonces la bipartición es P = {Em1
, Em0

∪

Em2
∪ Em3

}.

Demostración. Si D posee a lo más tres vértices entonces claramente D es subdigráfica de
la digráfica completa de tres vértices.

Supondré que D posee al menos cuatro vértices y al menos una flecha simétrica. Tomaré
−→uv. Como es un camino dirigido extenso, por el Lema 2.3.1 tengo que VD = N(u)∪N(v).

N−(u) \ {v} es independiente, pues de existir p, q ∈ N−(u) \ {v} tal que −→pq tendría
que D[p, q, v] posee una copia de L±1

2 . Análogamente para la ex-vecindad de u y también
intercambiando u y v.

Mostremos ahora queN(u)\{v} (análogamente intercambiando u y v) es independiente.
De existir p ∈ N−(u)\{v} y q ∈ N+(u)\{v} tales que pq consideraré dos casos: D[p, q, u]

contiene a
−→
C 3 ó a TT3. En el primer caso tendría −→q −→pu←−v entonces qv. Así D[q, p, u, v]
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contiene tanto L±1
3 como L3 (sin importar la orientación de qv), una contradicción. En el

segundo caso D[p, q, u, v] contiene L±1
2 , una contradicción.

Finalmente mostraré que no existen flechas entre N(u) \ {v} y N(v) \ {u}. Supondré
que existen p ∈ N(u) \ {v} y q ∈ N(v) \ {u} tales que pq y demostraré que D[p, q, u, v]

posee L3 como subidgráfica. Si (u, p, q, v) ó (v, q, p, u) es una trayectoria dirigida, ya está
considerando −→uv ó ←−uv. Si (u, p, q, v) contiene una subrayectoria dirigida de longitud dos,
sin pérdida de generalidad por la dualidad consideremos que (u, p, q) es una trayectoria
dirigida entonces considerando −→vu y −→vq ya está. Finalmente si (u, p, q, v) es antidirigida,
supongamos sin pérdida de generalidad por la dualidad que←−up, −→pq, ←−qv, basta considerar −→uv.
Así D[p, q, u, v] contiene L3, una contradicción.

Ahora consideraré dos casos: (N(u) ∩N(v)) \ {u, v} es o no vacía.

• Si existe p ∈ (N(u) ∩N(v)) \ {u, v} considaré dos casos: −→up, −→vp ó −→up, −→pv (las otras
dos posibilidades se siguen por dualidad).
Supondré primero que −→up, −→vp. Como D tiene al menos cuatro vértices, existe q tal
que qv ó qu. Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que qu. Si −→qu
entonces D[q, u, v, p] contiene L+1

2 , una contradicción. Si en cambio tengo que ←−qu
entonces ←−q←→uv−→p y así qp. Así D[q, p, u, v] contiene L±1

2 , una contradicción.
Ahora supondré que −→up, −→pv. Por hipótesis existe al menos otro vértice en D. Si existe
q tal que −→qu ó −→vq entonces D[q, p, u, v] contiene L±1

2 . Así para todo x ∈ VD\{u, v, p}

tengo que −→ux ó −→xv. Pero como ←−x−→up−→v ó −→x←−vp←−u siempre tengo ambas flechas. Así
D ∼= C∗3 [E1, VD \ {u, v, p}, E1].

• Finalmente supondré que (N(u)∩N(v)) \ {u, v} = ∅. Si N+(u) \ {v} 6= ∅ entonces
N+(v) \ {u} = ∅ pues de otra forma tendría p ∈ N+(u) \ {v} y q ∈ N+(u) \ {v} y
así ←−p←→uv−→q y así pq, una contradicción. De forma análoga con las in-vecindades.
Por último, sin pérdida de generalidad por la dualidad, tengo dos posibilidades: N(v)\

{u} = ∅ ó N−(u)\{v} 6= ∅, N+(v)\{u} 6= ∅ (y así N−(v)\{u} 6= ∅, N+(u)\{v} 6=

∅). En el primer caso si considero Em2
= {w ∈ VD : ←→uw}, Em0

= N−(u) \ Em2

y Em3
= N+(u) \ Em2

con P(Em0
) = {∅, Em0

}, P(
−→
C 2[E1, Em2

]) = {E1, Em2
}

y P(Em3
) = {∅, Em3

} tengo que D es, dependiendo de cuales de los conjuntos
anteriores son vacíos pero no todos pueden serlo, puesto que posee al menos cua-
tro vértices,

−→
C 2[E1, Em2

],
−→
P 1[Em0

,
−→
C 2[E1, Em2

]]2,
−→
P 1[
−→
C 2[E1, Em2

], Em3
]2 ó

−→
P 2[Em0

,
−→
C 2[E1, Em2

, Em3
]2. En el segundo caso si considero Em0

= N−(u) \ {v}

y Em1
= N−(u) \ {v} con P(Em0

) = {Em0
, ∅} y P(Em1

) = {∅, Em1
} tengo que

D ∼=
−→
P 2[Em0

,
−→
C 2, Em1

]2.

En el caso de la necesidad, es claro que todas las digráficas de la lista son localmente
semicompletas en flechas y {L±1

2 ,L3}-libres.

Proposición 2.3.8. Tomaré D una digráfica localmente semicompleta en flechas, conexa,

{L±1
2 ,L3}-libre y sin flechas simétricas. Si no es fuertemente conexa entonces todas sus
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componentes fuertemente conexas son triviales.

Demostración. Procederé por contrapositiva, i.e. supondré que posee una componente
fuertemente conexa no-trivial distinta de D, le llamaré D′. Puesto que por hipótesis D no
posee flechas simétricas, puedo suponer que D′ posee un ciclo dirigido de longitud tres.
Llamaré C = (x0, . . . , xm = x0) a tal ciclo. Tomaré w ∈ VD \ VD′ . Por el Lema 2.3.1
existe j tal que wxj . Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que −−→wxj . Así
tendría −→w←−−−−xjxj−1

←−−xj−2 (j módulo m) y entonces, por ser D′ localmente semicompleta en
flechas y componente fuertemente conexa, −−−−→wxj−2. Así D[w, xj−2, xj−1, xj ] contiene a L3

como subdigráfica, por lo tanto no es {L±1
2 ,L3}-libre.

Lema 2.3.9. Consideraré D una digráfica localmente semicompleta en flechas, conexa y

sin flechas simétricas. D es {L±1
2 ,L3}-libre si y sólo si es:

1. subdigráfica de la extensión de una flecha,

2. TT3[E1, En, E1],

3. la extensión de un ciclo dirigido (de longitud al menos tres) o de una trayectoria dirigida

(de longitud al menos dos).

Demostración. Demostraré la suficiencia. Supondré primero que D no posee trayectorias
dirigidas de longitud dos. Así D es subdigráfica de la extensión de una flecha.

Supondré que D posee al menos una trayectoria dirigida de longitud dos. Por la Proposi-
ción 2.3.8 si D no es fuertemente conexa entonces todas sus componentes fuertemente
conexas son triviales.

Consideraré P = (x0, . . . , xn) un camino dirigido, de longitud al menos dos, extenso
e inducido salvo quizá −−→xnx0 o, de tener longitud exactamente dos, salvo x0x2. Por el
Lema 2.3.1 todo vértice de D es adyacente a P . Asi puedo definir (haciendo una elección
cuando sea necesario)

φP : VD → VP

que satisfaga que si φP (w) = xj entonces −−−−→xj−1w ó −−−−→wxj+1. Mostraré que siempre se tienen
ambas flechas (siempre que los vértices respectivos en P existan) y que φP es única.

Dado w ∈ VD \ VT supondré que −−−−→xj−1w con j ∈ {0, . . . , n}. Demostraré que existe
−−−−→wxj+1 (siempre que exista xj+1). En caso de que P sea un ciclo, consideraré j módulo n.
Tengo ←−w−−−−→xj−1xj

−−→xj+1 y de aquí wxj+1. Si ←−−−−wxj+1 entonces D[w, xj−1, xj , xj+1] posee una
copia de L3, lo cual es una contradicción. Así tengo que −−−−→wxj+1. Análogamente si tengo
que −−−−→wxj+1 y existe xj−1 entonces −−−−→xj−1w.

Demostraré que no pueden existir i, j ∈ {0, . . . , n} con i < j tales que −−→wxi y −−→wxj .
Supondré pues que existen. Por lo anterior notemos que existen −−−→xi−2w y −−−−→xj−2w siempre
que existan xi−2 ó xj−2 (este último siempre existe puesto que por ser P extensa tengo que
j > i > 0). Consideraré tres casos: j = i+ 1, j = i+ 2 y j > i+ 2.
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• Supondré primero que j = i + 1. Así tendría que −−−−→xj−2w, −−→wxi,
−−→xixj y −−→wxj forman

una copia L+1
2 en D, una contradicción.

• Si j = i+ 2 entonces −−→wxi,
−−−−→xixi+1,

−−−−→xi+1xj y −−→wxj forman una copia de L3 en D, una
contradicción.
Si P es de longitud tres, bastan los dos casos previos. Así puedo suponer que no es
de longitud tres.

• Si j > i + 2 entonces tendría ←−−xi+1
←−−xiw
−→xj y así xi+1xj, que contradice que P sea

inducido (salvo quizá −−→xnx0).

Se sigue que φP es única.

Para cada j ∈ {0, . . . , n}, φP (xj)
−1 es independiente en D. De no serlo tendría u,

v ∈ φP (xj)
−1 para algún j con −→uv. Así tendría que D[xj−1, u, v, xj+1], D[xj−2, xj−1, u, v]

ó D[u, v, xj+1, xj+2] (tomaré j módulo n + 1 en caso de existir −−→xnx0) posee L±1
2 como

subidgráfica.

Si u ∈ φP (xj)
−1 y v ∈ φP (xj+1)

−1 entonces −→uv. Sin pérdida de generalidad por la
dualidad supondré que existe xj+2 (considaré j módulo n+ 1 en caso de existir −−→xnx0). Así
tengo que −→u−−−−−−→xj+1xj+2

←−v y ya que D es {L±1
2 ,L3}-libre,

−→uv.

Primero supondré que P es de longitud dos y existe −−→x0x2. φ
−1
P (x0) = x0 y φ−1

P (x2) =

x2, pues si u 6= x0 y u ∈ φ−1
P (x0) entonces −→x0

←−−x2x1
←−u y así x0u, una contradicción. Así

D ∼= TT3[E1, φ
−1
P (x2), E1].

De otra forma tengo que φP determina un homomorfismo de D en P (respectivamente
en P ∪ −−→xnx0) suprayectivo en vértices tal que φP (xj)

−1 ⇒ φP (xj+1)
−1. Por el punto 2

del Lema 2.1.2 D es la extensión de un trayectoria dirigida de longitud al menos dos o de
un ciclo dirigido de longitud al menos tres.

Ahora demostraré la suficiencia. Si D es subdigráfica de la extensión de un ciclo
ó TT3[E1, φ

−1
P (x2), E1] entonces claramente es localmente semicompleta en flechas y

{L±1
2 ,L3}-libre. En otro caso, por el inciso 2 del Lema 2.1.2 existe una trayectoria di-

rigida extensa e inducida P = (x0, . . . , xn) (salvo quizá −−→x0xn y de longitud al menos dos)
y un homomorfismo de digráficas φP : D → P . Pero no existen homomorfimos de L±1, L3

a P , por lo tanto D es {L±1
2 ,L3}-libre.

Corolario 2.3.10. Si D es una digráfica localmente semicompleta en flechas, conexa, no

bipartita y no {L±1
2 ,L3}-libre entonces posee L±1

2 como subdigráfica.

Demostración. Si posee L±1
2 ya está. Así supondré que posee L3, tomaré −−−→m0m1,

−−−→m1m2,
−−−→m2m3 y −−−→m0m3. Por el Lema 2.3.1 todos los vértices de D son adyacentes por lo menos a un
vértice interior de L3, a saber m1 ó m2. Así tengo que N(m1)∪ (N(m2) \N(m1)) = VD.
Noto que m1 ∈ N(m2) y m2 ∈ N(m1). Por hipótesis D no es bipartita entonces N(m1)
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ó N(m2) no son independientes. Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que
u, v ∈ N(m1) y uv.

Si −−→um1,
−−→vm1 (en tal caso m2 6= u, v) ó ←−−um1,

←−−vm1 (en tal caso m0 6= {u, v}) entonces
D[u, v,m1,m2] ó D[m0, u, v,m1] contiene L±1

2 como subdigráfica. Así puedo suponer, sin
pérdida de generalidad por la dualidad, que −−→m1u y ←−−m1v.

(*) Si {u, v} ⊆ {m0,m2,m3} entonces D[m0,m1,m2,m3] posee L±1
2 como subdigrá-

fica puesto que posee una diagonal.

Sim3 ∈ {u, v} se sigue como el caso (*). Así consideraré dos casos: {u, v}∩{m0,m3} =

∅ ó {u, v} ∩ {m2,m3} = ∅.

• Supondré que {u, v} ∩ {m0,m3} = ∅. Supondré −→uv (respectivamente ←−uv), así
−→u−−→vm1

←−m0 (resp. −→v←−−um1
←−m0) entonces um0 (resp. vm0). Si ←−−um0 entonces

D[m0,m1, u, v] (resp. D[v,m0,m1, u]) contiene una copia de L±1
2 . Si en cambio

tengo que −−→um0,
←−m0
←−−um1
−→m2 y así m0m2, el caso (*).

• Supondré que {u, v} ∩ {m2,m3} = ∅. Supondré −→uv (respectivamente ←−uv), así
←−v←−−um1

−→m2 (resp. −→u−−→vm1
−→m2) entonces vm2 (resp. um2). Si −−→vm2 entonces

D[u, v,m1,m2] (respec. D[m1,m2, u, v]) posee una copia de L+1
2 . Si en cambio

←−−vm2 tendría ←−m1
←−−vm2
←−m3 y así m1m3, el caso (*).

Nota. Los Lemas 2.3.7 y 2.3.9 caracterizan las digráficas localmente semicompletas en
flechas que son {L±1

2 ,L3}-libres. Cuando no son fuertemente conexas los casos 1, 4 y 5 del
Lema 2.3.7 y 1 del Lema 2.3.9 y cuando son fuertemente conexas el resto de los casos.

Corolario 2.3.11. Si D es una digráfica semicompleta (respectivamente bipartita semicom-

pleta) y posee al menos cuatro vértices (resp. y no es de la forma 3, 4 y 5 del Lema 2.3.7

ó 1 y 3 del Lema 2.3.9) entonces no es {L±1
2 ,L3}-libre.

Demostración. Procederé por contradicción, supondré que D es semicompleta (resp. bipar-
tita semicompleta), que posee al menos cuatro vértices y que es {L±1

2 ,L3}-libre. Recorde-
mos que toda digráfica semicompleta o bipartita semicompleta es localmente semicompleta
en flechas.

Supondré primero que D es semicompleta. Entonces posee una trayectoria dirigida de
longitud al menos tres. Pero las únicas digráficas localmente semicompletas, no bipartitas
y con al menos una trayectoria dirigida de longitud tres por los Lemas 2.3.7 y 2.3.9 son
las extensiones de trayectorias dirigidas o de ciclos dirigidos, pero cuando poseen al menos
cuatro vértices tienen un número de independiencia de al menos dos, una contradicción.

Supondré ahora que D es bipartita. Si posee al menos una flecha simétrica como es
{L±1

2 ,L3}-libre entonces es de la forma 3, 4 y 5 del Lema 2.3.7. Si no posee flechas
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simétricas como es {L±1
2 ,L3}-libre entonces es de la forma 1 ó 3 del Lema 2.3.9. De otra

forma no es {L±1
2 ,L3}-libre.

Corolario 2.3.12. Si D es una digráfica localmente semicompleta en flechas, conexa, no

{L±1
2 ,L3}-libre y no bipartita entonces tiene una única componente fuertemente conexa

inicial y una única final.

Demostración. Procederé por contradicción, supondré que posee más de una componente
fuertemente conexa inicial (respectivamente terminal). Por el Corolario 2.3.3 estas son
triviales, les llamaré x0, . . . , xn. Por el Corolario 2.3.10 D posee L±1

2 como subdigráfica,

sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que
−−→
k0k1,

−−→
k1k2,

−−→
k2k3 y

−−→
k1k3. Para

i, j ∈ {0, . . . , n} con i < j, por el Corolario 2.3.4
−−→
xik2,

−−→
xjk2 (resp.

←−−
xik2,

←−−
xjk2). Así

−→xj

−−→
k2k3
←−
k1 (resp. ←−xj

←−−
k2k1
−→
k3) y como xj es inicial (resp. terminal)

−−→
xjk1 (resp.

←−−
xjk3). Tengo

que −→xi

←−−
k2k1
←−xj (resp. ←−xi

−−→
k2k3
−→xj) y así xixj , una contradicción.

Corolario 2.3.13. Tomaré D una digráfica localmente semicompleta en flechas y conexa

con al menos una trayectoria dirigida de longitud cuatro. D es {L±1
2 ,L3}-libre si y sólo si

todo x0xn-camino dirigido extenso de longitud mínima es inducido, salvo quizá por −−→xnx0.

Demostración. Demostraré la necesidad por contrapositiva, i.e. supondré que posee L±1

ó L3 como subdigráfica. Tomaré un camino dirigido extenso de longitud al menos cuatro
(por hipótesis existe) P = (x0, . . . , xn). Por el Lema 2.3.5 existe x0x3, por lo tanto no es
inducido.

Ahora demostraré la suficiencia. Supondré queD es {L±1
2 ,L3}-libre, así por el Lema 2.3.9

D es la extensión de una trayectoria o de un ciclo dirigido y por el inciso 4. iii) tengo el
resultado.

Corolario 2.3.14 (Bang-Jensen [3]). DadaD una digráfica fuertemente conexa y localmente

semicompleta en flechas, si contiene un ciclo dirigido inducido de longitud al menos cinco

entonces es la extensión de un ciclo.

Demostración. Basta notar que todo ciclo dirigido inducido de longitud al menos cinco posee
una trayectoria dirigida extensa e inducida de longitud al menos cuatro.

Teorema 2.3.15. Consideraré D una digráfica conexa. D satisface que:

• es localmente semicompleta en flechas,

• si posee al menos cuatro vértices entonces no es {L±1
2 }-libre y

• si sus componentes fuertemente conexas inicial y terminal son triviales entonces son

adyacentes (respectivamente no son adyacentes)

si y sólo si es una digráfica semicompleta (resp. es de la forma
−→
P 2[E1,D

′, E1] donde D′ es

semicompleta no-trivial).
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Demostración. Demostraré la suficiencia. Ya que posee L±1
2 como subdigráfica, por los

Corolarios 2.3.3 y 2.3.12 posee una única componente fuertemente conexa inicial y una
única terminal, llamémosles D0 y Dn respectivamente. Para cualquier vértice u intermedio
en D se tiene que

d−(u)d+(u) 6= 0. (*)

Así D′ = D[VD \{VD0
∪VDn

}] es semicompleta por el Lema 2.3.5. Si D0 ó Dn es no trivial
entonces sus vértices satisfacen la condición (*) y por el Lema 2.3.5 D es semicompleta. Si
ambas son triviales pero son adyacentes entonces D es semicompleta. De otra forma por el
Lema 2.3.5 tengo que D0 ⇒ D′ y D′ ⇒ Dn, así D ∼=

−→
P 2[E1,D

′, E1]. D′ no es trivial por
ser D no-bipartita.
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Figura 2.9: ~P2[E1,D
′, E1]

Ahora mostraré la necesidad, tomaré D una digráfica semicompleta. Claramente es
localmente semicompleta en flechas. Si sus componentes fuertemente conexas inicial y ter-
minal son triviales entonces son adyacentes. Si D posee al menos cuatro vértices entonces
por el Corolario 2.3.11 D no es {L±1

2 ,L3}-libre. Ya que D no es bipartita, por el Coro-

lario 2.3.10D no es {L±1
2 }-libre. Finalmente supondré queD es de la forma

−→
P 2[E1,D

′, E1].
Es claro que tal digráfica es localmente semicompleta en flechas. Por el Lema 2.3.9 y el
Corolario 2.3.10 no es {L±1

2 }-libre.

Teorema 2.3.16. Consideraré D una digráfica. D satisface las siguiente dos proposiciones:

• es localmente semicompleta en flechas, conexa y bipartita y

• si D es {L±1
2 , L3}-libre entonces es de la forma:

i.
−→
P 2[Em0

,
−→
C 2[Em1

, Em2
], Em3

]P2 donde
−→
P 1 es la 2-trayectoria dirigida, m1 = 1

y si m2 > 1 entonces la bipartición es P = {Em1
, Em0

∪ Em2
∪ Em3

},
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ii. una subdigráfica bipartita semicompleta de la anterior ó

iii. la extensión de una 1- ó 2-trayectoria dirigida o de un 4-ciclo dirigido

si y sólo si es bipartita semicompleta o existe una digráfica bipartita semicompleta D′

(pudiendo ser una digráfica sin flechas) tal que
−→
P 2[Em0

, D′, Em2
]2 ≤ D ≤ TT3[Em0

, D′,

Em2
]2.

Demostración. Demostraré la suficiencia. Si D es {L±1
2 ,L3}-libre basta notar, en el primer

caso, que
−→
C 2[Em1

, Em2
] es bipartita semicompleta. Si es subdigráfica completa de

−→
P 2[Em0

,
−→
C 2[Em1

, Em2
], Em3

]P2 ó es una de la digráficas enunciadas en el inciso iii. tengo que es

bipartita semicompleta. Así supondré que D no es {L±1
2 ,L3}-libre. Así les llamaré

−−→
k0k1,

•
Dn

•
Dq+1

. . . •
Dq

•
k2

•
k3

•
k1

•
k0

D′

•
D0

•
D1

. . . •
Dp
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−−→
k1k2,

−−→
k2k3 y

−−→
k0k3. Llamaré D0, . . . , Dp (respectivamente Dq, . . . , Dn) a las componentes

fuertemente conexas iniciales (resp. terminales) de D con D′
0 = ∪p

i=0Di y D′
n = ∪n

i=qDi.
Si posee más de una (iniciales o terminales) por el Corolario 2.3.3 estas son triviales y por
el Lema 2.3.1 son adyacentes sólo a k1 ó sólo a k2 pues de otro modo por ser localmente
semicompleta en flechas tendríamos que alguna no es inicial o terminal. Si una componente
fuertemente conexa inicial o terminal (D′

0 ó D′
n) no es trivial, por el Lema 2.3.1 es única y

por el Lema 2.3.5 tengo que 2-domina o es 2-dominado por {k1, k2}. Así D′
0 ⇒2 {k1, k2} y

{k1, k2} ⇒2 D
′
n. Sea D′ = D[VD\{VD′

0
∪VD′

n
}]. Ya que todo vértice u ∈ VD\{VD′

0
∪VD′

n
}

satisface que d−(u)d+(u) 6= 0 (en D) por el Lema 2.3.5 tengo que D′
0 ⇒2 D

′ ⇒2 D
′
n. Si

D′
0 ó D′

n es fuertemente conexa no-trivial entonces por el Lema 2.3.5 D′
0 ⇒2 D

′
n y así D es

bipartita semicompleta. De otra forma tengo que
−→
P 2[Em0

, D′, Em2
]2 ≤ D con Em0

= D′
0

y Em2
= D′

n. Ya que es bipartita tengo por el otro lado que D ≤
−→
T 3[Em0

, D′, Em2
]2.

Ahora mostraré la necesidad.
−→
P 2[Em0

, D′, Em2
]2 es localmente semicompleta en flechas

así como las digráficas bipartitas semicompletas. Si D es {L±1
2 ,L3}-libre entonces por el
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Lema 2.3.7 es de la forma i. ó ii. ó por el Lema 2.3.9 es de la forma iii.
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Figura 2.10: ~P2[E1,D
′, E1]

P
2

2.4 Conclusiones

De lo anterior se sigue que,

Teorema 2.4.1. Si D es una digráfica localmente semicompleta en flechas y conexa en-

tonces es una de las siguientes:

1. subdigráfica de la digráfica completa (y por lo tanto simétrica) de tres vértices,

2. subdigráfica de la extensión de una flecha,

3. subdigráfica bipartita semicompleta de
−→
P 2[Em0

,
−→
C 2[Em1

, Em2
], Em3

]P2 , m1 = 1 y si

m2 > 1 entonces la bipartición es P = {Em1
, Em0

∪ Em2
∪ Em3

} (Figuras 1.4 y 1.5),

4. C∗3 [E1, En, E1] (Figura 2.8),

5. TT3[E1, En, E1],

6. la extensión de una trayectoria o de un ciclo dirigido (Figuras 2.1 y 2.2),

7.
−→
P 2[Em0

, D′, Em2
]2 ≤ D ≤

−→
T 3[Em0

, D′, Em2
]2 donde D′ es bipartita semicompleta

(puede carecer de flechas),

8.
−→
P 2[E1,D

′, E1] donde D′ es semicompleta (Figura 2.10),
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9. es bipartita semicompleta o

10. es semicompleta.

Demostración. Considaré D una digráfica conexa y localmente semicompleta en flechas.

Supondré primero que D es {L±1
2 ,L3}-libre. Si posee menos de tres vértices o posee

una flecha simétrica entonces por el Lema 2.3.7 D es de la forma 1, 3 ó 4. Si en cambio
no posee flechas simétricas entonces es de la forma 2, 5 ó 6 por el Lema 2.3.9.

Ahora supondré que D no es {L±1
2 ,L3}-libre. Si D no es bipartita por el Corolario 2.3.10

no es {L±1
2 }-libre. Por el Corolario 2.3.12 y por el Teorema 2.3.15 D es de la forma 8 ó 10.

Si D es bipartita entonces por el Teorema 2.3.16 es de la forma 7 ó 9.

Ahora mostraré la necesidad. Todas las digráficas enunciadas son conexas. Si es de la
forma 1 ó 2 es localmente semicompleta en flechas por vacuidad. Si es de la forma 6 por
el Corolario 2.1.3 es localmente semicompleta en flechas. Si es de la forma 4, 5, 8 ó 10 es
localmente semicompleta en flechas por el Teorema 2.3.15. Finalmente si es de la forma 3,
7 ó 9 es localmente semicompleta en flechas por el Teorema 2.3.16.

Como corolario tengo el Teorema 2.0.3 de Bang-Jensen [3].

Así la clase de las digráficas localmente semicompletas en flechas es todavía muy cercana
a las clases de las digráficas semicompletas y bipartitas semicompletas, salvo quizá por las
extensiones de trayectorias dirigidas y de ciclos dirigido.

Sin embargo todavía se desconocen las propiedades y caracterizaciones de clases cercanas

a las localmente semicompletas en flechas como pueden ser aquellas que satisfacen que toda
trayectoria inducida es 1-dirigida (§ 2.2).
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