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Prefacio

El tema del presente trabajo fue un accidente. Empecé trabajando con la Dra. Hortensia
Galeana Sanchez en la caracterizacion de subconjuntos de vértices con ciertas propiedades
de independencia y dominacién en clases de digraficas consideradas como generalizaciones
de torneos.

Nuestro trabajo con las digraficas cuasitransitivas fue tranquilo. Sin embargo tuvimos
problemas al trabajar con las digraficas localmente semicompletas en flechas (arc-locally
semicomplete en inglés), las cuales aunque estan bien caracterizadas cuando son fuertemente
conexas (trabajo realizado por Jgrgen Bang-Jensen), teniamos pocos resultados estructurales
sobre ellas.

Lo anterior nos condujo a dar propiedades de esta clase de digraficas que pudiesemos
utilizar en nuestro trabajo. De estas completamos la caracterizacién previa de Bang-Jensen.

El trabajo es breve. En el primer capitulo presento las nociones basicas de la Teoria de
las Graficas, desde la nocién de grafica dirigida hasta presentar la clase de los torneos y sus
generalizaciones.

En el segundo capitulo presento la generalizacidén de la caracterizacidn de las digraficas
localmente semicompletas en flechas. En principio examino las extensiones de trayectorias
dirigidas y ciclos dirigidos, que son clases particulares de digraficas localmente semicompletas
en flechas. Sobre esta base desarrollo el analisis posterior que generaliza algunos de los
resultados obtenidos por Bang-Jensen.

En cuanto a la forma en que enuncio definiciones utilizo la doble implicacién cuando
por lo general se utiliza sélo un sentido. Concuerdo con Rafael Rojas Barbachano: el otro
sentido de la implicacién no esta implicito del hecho de que sea definicién.

Con respecto a la ortografia del texto, me apegué en todo lo posible al Diccionario
Panhispanico de Dudas de la Real Academia Espafiola de la Lengua.

Por mi raza hablara el espiritu
Por un mundo donde quepan muchos mundos

Ilan A. Goldfeder en Ciudad Universitaria en el Distrito Federal,
México, octubre de 2008



CAPITULO 1

Nociones basicas

Para el presente trabajo asumiré las nociones basicas de la Teoria de los Conjuntos con la
notacién usual, salvo que indique lo contrario. Al respecto se puede consultar en [12] el
capitulo relativo al tema como introduccién y se puede profundizar en [24]. Sobre la Teoria
de las Graficas, en particular de las graficas dirigidas, puede consultarse [8].

1.1 Primeras definiciones

Una grafica dirigida (digrafica) D es un par ordenado de conjuntos (Vp, Ap) donde Vp
es un conjunto arbitrario, posiblemente vacio, al cual llamaré los vértices de D'y Ap es
una relacién 2-aria sobre Vp, las flechas de D. Para el resto del trabajo consideraré sélo
digraficas cuyo conjunto de vértices no es vacio y que satisfagan que Vp N Ap = 0.

Dadas D y E digraficas, diré que E es subdigrafica de D (y lo denotaré por E < D) si
ysélosi Vg CVpy Ap € Ap N (Ve x Vg). Notemos que E es por si una digrafica. Si
Ap = Ap N (Vg x VE) entonces diré que E es subdigrafica inducida de D. En particular
dado {ug, ..., u,} subconjunto de vértices de D denotaré por D[{uy, ..., u,}] 6 por D[ug,
..., uy] a la subdigrafica de D inducida por uy, ..., uy.

Consideraré D una digrafica y u un vértice de ella, denotaré por D \ u a la digrafica
D[Vp \ {u}].

Dada D una digrafica, D! es la digrafica dual de D siy sélosi Vp = Vp-1 y (u,v) €
Ap siy sélosi (v,u) € Ap-1. Notemos que D = (D~1)~L.

Dada una digrafica D, siempre que (u,v) € Ap diré que u domina v y lo denotaré por
— L R P . — L <« P .

u — v, w0 6 vu. Por uv denotaré que existe uv 6 uv. Por uv denotaré que existen tanto
ul como UWv. T es una arista de Dy uv una flecha simétrica de D. Si ww diré que u y v
son adyacentes, de otro modo que u y v son independientes. Para cualquier subconjunto
de vértices S de D, diré que S es independiente si y sélo si dos a dos los elementos de S
son independientes. A la maxima cardinalidad de todos los subconjuntos independientes de
vértices de D la llamaré el namero de independencia de D.

Llamaré E, a la digrafica formada por n vértices independientes entre si.
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Dado un vértice u en una digrafica D llamaré in-vecindad (respectivamente ex-vecindad)
al conjunto de vértices que dominan (resp. son dominados por) u y la denotaré por N, (u)
(resp. N7, (u)). Siu es un vértice de E subdigrafica de D entonces la in-vecindad (respec-
tivamente ex-vecindad) de wen E es N (u) = Np, (u)NVg (Nf (u) = N (u)NVE). Asu
unién la llamaré la vecindad de u (ya en E, ya en D)y la denotaré por N(u). A la cardinali-
dad de la in-vecindad (respectivamente ex-vecindad) de u en D la llamaré el in-grado (resp.
ex-grado) de u en Dy lo denotaré por dp,(u) (resp. df;(u)). Andlogamente cuando u esté
en una subdigrafica E de D y quiera referirme a aquella. Omitiré los subindices cuando no
haya lugar a dudas.

1.1.1 Caminos, trayectorias y ciclos

Dada D una digrafica, diré que una sucesién de vértices P = (ug, uy, ..., Uy) €S un
camino (también lo llamaré como (ug, uy, )-camino donde ug es el vértice inicial y u,, el final
de P) de longitud n (denotada por [(P) = n) en D si cada par de vértices consecutivos es
adyacente entre si (ver Figura 1.1). Cuando ug = u,, diré que P es un camino cerrado. Si

Lo

» x5
®.
\ \\ / \
\ N
\ — /!‘\ _ = s
_ -7 13 =T6> _ -
— s - 3= L6y
i) Ty
Figura 1.1: (xg, ..., x9) es un camino

tenemos que u; # u; siempre que i # j (respectivamente salvo ug = u,,) diré que P es una
trayectoria (ver Figura 1.2, resp. ciclo). A cualquier arista uv podemos considerarla como
un camino de longitud uno (u,v). Si una trayectoria pasa por todos los vértices de D diré
que tal trayectoria es hamiltoniana.

Dado un camino P (respectivamente trayectoria o ciclo) si cada vértice domina al con-
secutivo diré que P es dirigido.

Denotaré por Vp (resp. Ap) al conjunto de vértices (resp. flechas) de P; asi (Vp, Ap)
es subdigrafica de D. Diré que P’ es un subcamino (resp. subtrayectoria) de P siy sélo si
es un camino (resp. trayectoria) y es una subdigrafica de P. Notemos que todo subcamino
es por si un camino.
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w3

Ve
Ve
P //?033‘5
Ve

$2—>

\m \
/\/\i \

\“$ Te

/

Figura 1.2: (x0, ..., xg) es una trayectoria dirigida

Dado un camino P en D, diré qué P es un camino inducido (respectivamente para
trayectorias y ciclos dirigidos y no dirigidos) si y sélo si D[Vp] = (Vp, Ap).

— —
Llamaré P,, (respectivamente C',,) a la trayectoria dirigida (resp. al ciclo dirigido) de
longitud n considerada como digréafica en si.

Dado un camino (respectivamente ciclo) P = (uo, ..., uy) denotaré por Plu;,u;] al
(ui, uj)-subcamino (u;, wit1, ..., uj—1, u;) de P. Dados P = (u, ..., v) y @ = (z,
y) caminos, si v = x entonces por P U () denotaré al camino resultante de concatenar los
dos anteriores, (u, ..., v=1x, ..., y).

Dados dos vértices u, v en D, definiré la distancia (respectivamente distancia dirigida) de
ua v,y la denotaré como dyr¢(py(u,v) (resp. dp(u,v)), como la menor longitud entre todo
los caminos (resp. caminos dirigidos) de u a v. Como antes observé, podemos restringirnos
a todos los caminos en de una subdigrafica E de D en cuyo caso denotaremos la distancia
por dyG(E)(u,v) (resp. dg(u,v)), omitiré el subindice cuando no haya lugar a dudas.

Proposicion 1.1.1. Dada una digrafica D, cualquier (u,v)-camino posee al menos una
(u, v)-subtrayectoria.

Demostracion. Consideraré un camino P = (u = xq, ..., &, = v). Haré la prueba por
induccién sobre los vértices repetidos, definamos Rp = {(i,j) : xj,x; € P, x; = zj ei <
j} el conjunto de los pares de indices de los vértices repetidos en P (y ordenados). Si

|Rp| = 0 entonces P es una (u,v)-trayectoria. De otra forma tomaré (i,j) € Rp. Asi
P; = Pz, x;] U Plz;,2,] es un (u,v)-subcamino de P con |Rp,| < |Rp|. Ya que Rp es
finito entonces existe una (u, v)-subtrayectoria de P. O

Proposiciéon 1.1.2. Dada una digrafica D, cualquier camino cerrado de D que pasa por el
vértice v posee un ciclo que pasa por v.
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Demostracion. Consideremos C' = (v = g, ..., &, = v) un camino cerrado. Haré la
prueba por induccién sobre los vértices repetidos, definamos R = {(4,7) : z;,z; € C, x; =
xj e i< j} el conjunto de los pares de indices de los vértices repetidos en C' (y ordenados).

Si |[Rc| = 0 entonces C' es una ciclo. De otra forma tomaré (i,5) € Rc. Asi C;
Clzo, z;)UCxj, xy] es un subcamino cerrado de C' con |R¢, | < |R¢c|. Ya que Rc es finito
entonces existe un ciclo en C' que pasa por xg. O

1.1.2 Conexidad

Diré que una digrafica D es conexa si y solo entre cualesquiera dos vértices u y v de D
existe un (u,v)-camino.

Diré que una digrafica D es fuertemente conexa siy sélo si entre cualesquiera dos vértices
uy v de D existe un (u,v)-camino dirigido.

A las subdigraficas de D fuertemente conexas y maximas por contencién en los vértices
las llamaré componentes fuertemente conexas de D.

1.1.3 Digraficas bipartitas

Diré que una digrafica D es bipartita si y s6lo existe una (bi)particion {Vp, V1 } de los vértices
de D (i.e. satisface que Vo U V; = Vp y que Vo N Vi = 0) tal que Vp y Vi son conjuntos
independientes de vértices.

Teorema 1.1.3. Una digrafica conexa es bipartita si y sélo si no posee caminos cerrados
de longitud impar.

Para demostrar el Teorema anterior, basta demostrar el siguiente lema:

Lema 1.1.4. Dada una digréfica conexa bipartita D con P = {V, V1} una biparticién de
D, para cualesquiera dos vértices u, v (posiblemente iguales) se tiene que:

e si pertenecen a la misma parte de la biparticién P entonces todo (u,v)-camino es de
longitud par y

e si pertenecen a partes distintas de la biparticion entonces todo (u,v)-camino es de
longitud impar.

Demostracion. Haré la prueba por induccién sobre la longitud de los (u,v)-caminos. Si el
camino tiene longitud cero, i.e. u = v, entonces pertenecen a la misma parte de P. Si el
camino tiene longitud uno, puesto que V) y V7 son independientes, v y v deben pertenecer
a partes distintas (de la particion).

Tomaré ahora un (u,v)-camino P = (u = xq, ..., £, = v) y supondré que para todo
camino de longitud menor que n se satisface la proposicién. Consideraré dos casos: u y v
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pertenecen a la misma o a distintas partes. Supondré primero, sin pérdida de generalidad,
que u y v pertenecen a V. Como este es independiente y existe T, 10 entonces x, 1
pertenece a Vj. Plu,x,_1] es un camino de longitud menor que n y por mi hipétesis de
induccioén, ya que u y x,_1 pertenecen a partes distintas, tiene longitud impar. Asi P
tiene longitud par. Para el caso en que u y v pertenecen a partes distintas, la prueba es
analoga. O

Demostracion del Teorema 1.1.3. Mostraré la suficiencia. Dada una digrafica bipartita D
por el Lema 1.1.4 todos sus caminos cerrados son de longitud par.

Ahora demostraré la necesidad. Supondré que todos los caminos cerrados de D son de
longitud par y tomemos u cualquier vértice de D. Definiré

Vo={veVp:d(u,v)espar } y Vi ={veVp:d(uv) es impar }

Notemos primero que u € V.

Supondré primero que Vj (respectivamente V1) no es independiente, i.e. existe Wz con
w, z en Vp (resp. en V7). Por la definicién de Vj (resp. V1), existen P una (u,w)-trayectoria
y Q una (z,u)-trayectoria, ambas de longitud par (resp. impar). Asi P Uwz U Q es un
camino dirigido cerrado de longitud impar, una contradicciéon. De aqui que V; y V4 son
subconjuntos independientes de vértices.

Como D es conexa tenemos que hay al menos un camino entre cualesquiera dos vértices,
asi VpuVp =Vp.

Finalmente mostremos que Vo N Vi = (), para ello supongamos que existe v € V5 N V.
Por definicién existen Ty un (u, v)-camino de longitud par y T, un (u,v)-camino de longitud
impar. Asi Ty U T} es un camino cerrado de longitud impar, una contradiccion.

Se sigue que {Vp, V1 } es una biparticién de D. O

1.1.4 Homomorfismos de digraficas e igualdad de digraficas

Consideraré dos digraficas D y F' y una funcién ¢ : Vp — Vg entre los vértices de estas.
Diré que ¢ es un homomorfismo de digraficas (y lo denotaré simplemente por ¢ : D — F)
siy sélo si u — v en D implica que ¢(u) — ¢(v) en F. Notemos que por esto Gltimo,
todo homomorfismo de digraficas ¢ : D — F determina una funcién ¢* : Ap — Ap entre
las flechas de las digraficas. Asi puedo hablar de homomorfismos de digraficas inyectivos
(respectivamente suprayectivos) en vértices o en flechas.

Notemos que dada D’ subdigrafica de D, siempre existe un homomorfismo de digraficas
i : D' — D inyectivo en vértices y en flechas. Dadas digraficas D y E'y un homomorfismo
de digraficas ¢ : E — D inyectivo en vértices y en flechas, diré que F estd en D. Asi ¢(FE)
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es subdigrafica de D pero ya que ¢(E) = E, usualmente consideraré a E' como subdigrafica
de D.

Dado un homomorfismo de digraficas ¢ : D — F diré que es un isomorfismo de digraficas
si y sélo si es biyectivo en vértices y en flechas. Diré que D y F son digraficas isomorfas si
y sélo si existe un isomorfismo ¢ : D — F'y lo denotaré por D =2 F 6 D = F.

1.1.5 Dominancia y 2-dominancia

Dada una digrafica D y subconjuntos de vértices A, B de Vp diré que A domina B (y lo
denotaré por A = B) siy s6lo si para todo vértice u en A y todo vértice v en B tengo que
U — 0.

Puedo extender la idea a digraficas bipartitas de forma tal que la dominacién respete la
independencia de cada uno de los elementos de la biparticién. Consideraré el caso anterior
pero con P = {Vp, V1 } una biparticién de D. Diré que A 2-domina B segin P (A =1 B)
si y s6lo si para todo vértice u en ANV} y para todo vértice v en B N Vi1 tengo que
u — v, con k médulo 2.

1.1.6 Composicién y 2-composiciéon

Dadas una digrafica D con Vp = {vy, ..., v,} y digraficas Dy, ..., D,, (cuyos vértices
son dos a dos ajenos) llamaré composicion D[Dy, ..., D,] = C a la digrafica con vértices
Vo = Ul (Vp, x {i}) y para (w,1), (z,j) € V¢ la flecha (w,i) — (2,j) estard en C siy
s6lo si
ei=jywienD; 6
—
e v;v;en D.

1 e e X

Vo

Yo

Figura 1.3: Ejemplo de una composicion, ﬁg[Eg,éQ[El,Eg],El]

Nétese que cada D; puede considerarse como subdigrafica de la composicion C'y, de
esta manera, si v; — v; entonces D; = D;. Considérese como ejemplo la Figura 1.3
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Dada D[Dy, ..., D,] = C una composicién, si cada D; es independiente entonces diré
que C es una extensién de D.

Dada una digrafica D con Vp = {vg, ..., v,} y digraficas bipartitas Dy, ..., D,
(cuyos vértices son dos a dos ajenos) con biparticiones Pp, = {V§, Vit y P = {U Vi =
Vo, U Vi = V1}, la 2-composicién segn P es la digrafica D[Dy, ..., D)} = C con
vértices Vo = U (Vp, x {i}) y para (w,1i), (z,7) € Vi tenemos que (w,i) — (z,j) en C
si y sélo si

ei=jywienD;6

eweVi ze ij—i-l (k médulo 2) y v;0; en D.

Nétese que la 2-composicion depende de la biparticion elegida y que D puede o no ser
bipartita pero la 2-composicion siempre lo es.

Analogamente al caso previo, puedo considerar cada D; como subdigrafica de la com-
posiciéon C'y, de esta manera, si v; — v; entonces D; if D;.

Si considero 1—D>2[E2, 82, E1)% entonces hay dos 2-composiciones posibles (ver Figu-
ras 1.4 y 1.5).

Tl ° ° ZTo

U1

\Uo

L2

Figura 1.4: P = {{xg,x1,u},{v,22}}

1.2 Torneos y generalizaciones de torneos

Diré que una digrafica es un torneo si y sélo si entre dos vértices existe una y solo una flecha
(Figura 1.6). Si T" es un torneo con n vértices, diré que es un n-torneo.

Un resultado importante pero particularmente simple es el siguiente:

Teorema 1.2.1. Todo torneo posee al menos una trayectoria dirigida hamiltoniana .

Demostracion. Lo haré por induccién sobre el nimero de vértices del torneo. Consideraré T'
un torneo. Es claro que todos los torneos de uno, dos y tres vértices poseen un trayectoria
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e ° ° ZTo

U1

Vo

T2
Figura 1.5: P = {{z0, 21, u, 22}, {v}}

hamiltoniana; lo supondré para todos los torneos que posean menos vértices que 1. Tomaré
u cualquier vértice de 7. Como T\ u es un torneo y tiene menos vértices que T entonces
posee una trayectoria dirigida hamiltoniana P = (xq, ..., x,). Como T es torneo, existen
. —_—, — . . . .
aristas U y Tpu. Siuxg 6 T, entonces agregando u a P tendré la trayectoria hamiltoniana
en T. De otro modo el conjunto A = {i : ux;} no es vacio. Ya que A es finito entonces
L, . . . — . . L, .
posee maximo, j. Como no existe x,,u entonces j < n. Puesto que j es el maximo entonces
tendré que uxj;i. Asi Plzg,z;] U (2j,u,xj41) U Plxji1,2,] es una trayectoria dirigida
hamiltoniana en T O

[ ]
[ ] \.
/
Figura 1.6: Ejemplos de 1, 2 y 3-torneos

1.2.1 Generalizaciones de torneos

J. Bang-Jensen, G. Gutin y L. Volkmann afirman que los torneos constituyen sin duda la
clase de digraficas mejor conocidas [7, 28]. La gran cantidad de resultas que conocemos
sobre los torneos se deben en gran medida a lo estricto de su definicién. De ahi que pocos
den informacién sobre su estructura.

Algunos matematicos notaron que clases de digraficas cercanas a los torneos aportaban
informacién sobre ellos. Esto motivo al estudio de dichas clases y a la definicién de nuevas
clases de digraficas cercanas a torneos. Esas clases de digraficas se agruparon bajo la
denominaciéon coman de generalizaciones de torneos y gran parte del anélisis se centra en
qué propiedades ya conocidas sobre los torneos pueden extenderse.
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En las generalizaciones de torneos hay importantes trabajos de Jgrgen Bang-Jensen,
Yubao Guo, Gregory Gutin, Pavol Hell, Jing Huang, Khee Meng Koh, Yannis Manoussakis,
B.P. Tan, Carsten Thomassen, Lutz Volkmann y Anders Yeo.

Entre las clases de digraficas que se consideran generalizaciones de torneos estan los
torneos k-partitos, las digraficas semicompletas 'y las k-partitas semicompletas ([9, 19, 20,
21, 22, 18, 26, 27, 29, 30]. También las digraficas cuasitransitivas ([13, 11, 6]) que Alain
Ghouila-Houri introdujo como una generalizacion de las digraficas transitivas . Asi como
las digraficas localmente semicompletas (y las digraficas localmente torneos, [1, 4, 5, 10,
14, 16, 15, 17, 23, 25, 31, 32]) introducidas por J. Bang-Jensen en 1991 y las digraficas
localmente semicompletas en flechas (arc-locally semicomplete, |2, 3]), introducidas por J.
Bang-Jensen en 1993.

1.2.2 Definiciones

Diré qué una digrafica D es un torneo k-partito si y solo si es k-partita, i.e. existen
subconjuntos Vi, ..., V} de los vértices de D tales que UleVi = Vp, para todo i se tiene
que V; # () y cada V; es independiente, tales conjuntos constituyen una k-particiéon de D, y
entre cualesquiera dos vértices que no estén en el mismo V; existe una y sélo una flecha.

Diré que una digrafica D es semicompleta si y sélo si entre cualesquiera dos vértices
existe al menos una flecha y diré que D es completa si entre cualesquiera dos vértices hay
una flecha simétrica.

Dada una digrafica D, diré que es k-partita semicompleta si es k-partita y entre cua-
lesquiera dos vértices que no estén en la misma parte existe al menos una flecha.

Se sigue facilmente del Teorema 1.2.1 que:

Corolario 1.2.2. Toda digrafica semicompleta posee al menos una trayectoria dirigida hamil-
toniana .

Dada una digrafica D, diré que es transitiva si y sélo si para cualesquiera tres vértices u,
vy w en D cada vez que se tiene que u — v y v — w entonces tenemos que u — w. D es
cuasitransitiva si, bajo las mismas condiciones, y solo si tenemos que u y w son adyacentes
(ver Figuras 1.8, 1.9 y 1.10).

Una digrafica D es in-localmente semicompleta (respectivamente ex-localmente semi-
completa) si y sélo si la in-vecindad (ex-vecindad) de cualquier vértice induce una subdigra-
fica semicompleta en D.

Una digrafica D es localmente semicompleta si y sélo si es in- y ex-localmente semicom-
pleta. Analogamente para las digraficas localmente torneos (ver Figuras 1.8, 1.8 y 1.10).

Es facil ver que una digrafica D es semicompleta si y sélo si es localmente semicompleta
y cuasitransitiva.
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Dada una digrafica D, diré es localmente semicompleta en flechas (LSF) si y sélo para
cualesquiera u y v, vértices adyacentes, todo elemento x en la in-vecindad de u es adyacente
a todo elemento y en la in-vecindad de v, siempre que x y y sean distintos, y todo elemento
z en la ex-vecindad de u es adyacente a todo elemento y en la ex-vecinidad de v, siempre
que x y y sean distintos (ver Figuras 1.7, 1.9 y 1.10).

N /.

Figura 1.7: Localmente semicompleta y local- Figura 1.8: Localmente semicompleta y cua-
mente semicompleta en flechas pero no cua- sitransitiva pero no localmente semicompleta
sitransitiva. en flechas.

/. Pt

Figura 1.9: Localmente semicompleta en Figura 1.10: Localmente semicompleta, local-
flechas y cuasitransitiva pero no localmente mente semicompleta en flechas y cuasitransi-
semicompleta. También es transitiva. tiva, /.e. un torneo. También es transitiva.

Por T'T}, denotaré al n-torneo transitivo.



CAPITULO 2

Una clasificacién de las digraficas
localmente semicompletas
en flechas

Bang-Jensen en [2, 3] introdujo y demostré algunas caracteristicas de las digraficas local-
mente semicompletas en flechas, incluida la siguiente caracterizacién:

Teorema 2.0.3 (Bang-Jensen [3]). Dada D una digrafica fuertemente conexa y localmente
semicompleta en flechas, D es semicompleta, bipartita semicompleta o la extensién de un
ciclo dirigido.

De forma similar a como se han demostrado muchas de las propiedades que conocemos
sobre torneos, para la demostracién del teorema previo no es necesario profundizar en la
estructura de las digraficas LSF, por lo general basta con hacer un uso adecuado de la
definicién de ser LSF.

En el presente capitulo analizaremos la estructura de dichas digraficas para extender el
resultado de Bang-Jensen a todas las digraficas LSF y, al mismo tiempo, dar las caracteriza-
ciones de las digraficas semicompletas y bipartitas semicompletas con base en las digraficas
LSF. Para ello primero profundizaremos en las extensiones de las trayectorias dirigidas y los
ciclos dirigidos, que constituyen clases de digraficas que también son LSF.

2.1 Extensiones de trayectorias y ciclos dirigidos

Definicion 2.1.1. Diré que un uv-camino dirigido es extenso siy sélo si d~ (u) +d* (v) =0
6 existe V.

Lema 2.1.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. D es la extension de una trayectoria dirigida (no trivial) o de un ciclo dirigido.

2. Existen:
e una trayectoria dirigida inducida P = (zy, ..., z,) con d™(zg) + d*(z,) =0 6
e un ciclo dirigido inducido P = (xg, ..., x, = o)
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e

Figura 2.1: P;[Ey, E3, By, Ey, E1, By, Es]

7

/
\.

\\//

%\/

Figura 2.2: Cs[Ey, Ey, E1, E3, E)]

y un homomorfismo de digraficas ¢p : D — P suprayectivo en vértices y flechas tales
que para cualesquiera u, v € Vp con i se tiene que ¢ (u) = ¢p'(v) (ie. dp levanta
flechas: bajo ¢p la preimagen de w domina a la preimagen de v).
3. Existe un camino dirigido extenso inducido C' = (xy, ..., z,,) tal que para cada w € Vp
existe xj € Vo con N~ (w) = N~ (z;) y NT(w) = N ().
4. i) D no es trivial,
ii) si D no es fuertemente conexa entonces todas sus componentes fuertemente conexas
son triviales y todas sus trayectorias son inducidas,
ii) dado P un (xq,x,)-camino dirigido extenso e inducido (salvo quiza por T,x;),
cualquier (u,v)-camino dirigido de D es extenso e inducido (salvo quiza por vii) si
y sélo si tiene la misma longitud que P y
iv) para cualquier camino dirigido extenso P en D y para cualquier vértice w en D, si

d~(w)d* (w) # 0 entonces hay por lo menos dos flechas entre w y P, en otro caso
hay por lo menos una.

Demostracién. 1 = 2. Es claro.

2 = 1. Por hipétesis tenemos que para todo j (si P es un ciclo médulo n) que
¢]§1(ajj) = ¢1§1 (zj4+1) y cada ¢1§1 (x) es independiente, pues P no tiene lazos. Asitenemos
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que D = P[¢p" (x0), ..., ¢p' (wn)].
1 = 3. Como D es la extension de una trayectoria dirigida o de un ciclo P = (z, ...,
x,,) entonces existen conjuntos de vértices independientes Ey, ..., E, tales que D = P[Ey,
., E,]. Basta tomar una trayectoria o un ciclo P’ en D isomorfo a P. Notemos que P'NE;
es unitario. Asi para cada w en Ej; le corresponde P’ N E; y satisface la condicién.

3= 2 Sea P = (xg, ..., z) el camino dirigido extenso inducido que satisfaga que
para cada u € Vp existe x; € Vp tal que N~ (u) = N~ (z;) y N*(u) = NT(z;). Como
P es inducido entonces es una trayectoria dirigida inducida o un ciclo dirigido inducido.
Considerando que tal x; puede no ser Gnica, hagamos una eleccién para definir una funcién:

¢:Vp—Vp

que satisfaga N~ (u) = N~ (¢(u)) y NT(u) = NT(¢(u)). Mostraré que tal funcion de-
termina el homomorfismo de graficas pedido. Supondré u, v € Vp con ¢(u) = z; y
¢(v) = xp. Por hipétesis sé que N*(u) = NT(z;) y N~ (v) = N~ (xx). Existe ud siy
sélo si v € NT(z;) que es lo mismo que z; € N~ (v) y esto es equivalente a z;zy, si y
s6lo si k = j + 1, por ser P inducida. Por lo anterior ¢ es un homomorfismo de graficas
suprayectivo en vértices y flechas. En particular para dos vértices u, v de D, si u € ¢~ (z;)
y v € ¢ 1(zj41) entonces uv. Por lo tanto ¢~ (z;) = ¢~ (zj11).

2 = 4. Por hipétesis tenemos i).

Demostraré la primera afirmacion del inciso ii) por contrapositiva, i.e. supondré que D
posee una componente fuertemente conexa no trivial. Asi posee al menos un ciclo dirigido,
le llamaré C'. Como los homomorfismos de digraficas preservan caminos dirigidos cerrados,
tenemos que ¢p(C') es un camino dirigido cerrado en P. Como P por hipétesis es una
trayectoria dirigida o un ciclo dirigido inducido, se sigue que ¢pp(C) = P. Por 2 tengo que
¢p (7)) = ¢p'(xj41) y asi D es fuertemente conexa.

Demostraré la segunda afirmacion del inciso ii); para ello supondré que D no es fuerte-
mente conexa y tomaré Q = (yo, - .-, Ym) cualquier camino dirigido. Si @ no es inducido,
puesto que ¢p es homomorfismo de digraficas, entonces P tampoco lo es, una contradiccién.

Ahora mostraré iii). Tomemos C' = (2o, ..., z,) cualquier camino dirigido extenso e
inducido (salvo quiza por 2,25). Por la forma en como defini el homomorfismo tengo que
si P es una trayectoria entonces ¢p(C) = P 6 si P es un ciclo entonces [(C) = [(P) — 1.
Reciprocamente, si C' es un (zg, z,)-camino dirigido en D y si P es una trayectoria tengo
que [(C') = I(P) ¢ si es un ciclo que [(C') = I(P) — 1; puesto que por hipétesis ¢p es
suprayectivo y levanta flechas tengo que C' es un camino dirigido extenso.

Finalmente demostraré iv); tomaré w cualquier vértice con ¢p(w) = x;. w es interior
en D siy sélo si z; lo esen P. Como ¢p(C) = P tengo que ¢p(z;) = ;. Por como defini
el homorfismo tengo que si w es interior entonces z;_jw, wz; ;1. En otro caso tengo wz; 6
—_—

Zpn—1W.
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4 = 3. Observemos primero que si D no es fuertemente conexa por ii) D no posee
componentes fuertemente conexas no triviales y asi para cualquier vértice z existen caminos
dirigidos A = (ag, ..., ap =2)y AT = (bo = 2z, ..., by) con d™ (ag) +d* (b;) = 0 (puede
haber mas de uno, en tal caso escogeré uno). Sea P = (xy, ..., x,) una trayectoria dirigida
extensa e inducida (salvo quiza por z,,z4) de D. Si D es fuertemente conexa siempre existe
tal P. Si D no es fuertemente conexa por ii) puedo asegurar su existencia. Por iv) todo
vértice es adyacente por lo menos a un vértice de P; con base en ésto y posiblemente en
una eleccion definiré:

Yp:Vp — Vp

que satisfaga que dado w en D si ¢p(w) = x; entonces T, 1w 6 wx;+i. Mostraré que

para cada P (trayectoria dirigida extensa e inducida) la funcién ¢p es Gnica y que siempre
. e i

se tienen xT; _1W0 y Wx;i1.

e Probaré que para cualquier vértice w, d~(w) = 0 si y sélo si D no es fuertemente
conexa y ¥p(w) = xp. Demostraré la suficiencia. Como d~ (w) = 0 entonces D no
es fuertemente conexa y por ii) D todas sus componentes fuertemente conexas son
triviales. Asi no existe 7,z y entonces tengo que d~(xg) + d*(x,) = 0. Supondré
Yp(w) = zj. Por hipétesis d~(w) = 0 entonces wx;41. Asi tomaré P’ = wz;;{ U
Plzji1,xy,]. P es un camino dirigido extenso, por iii) es inducido y por iv) I(P') =
[(P). Se sigue que x+1 = x1 y asi ¥p(w) = xo. Ahora mostraré la necesidad. Tengo
por hipétesis que ¥p(w) = z5. Como P es un camino dirigido extenso y D no es
fuertemente conexa entonces d~ (wg) + d*(x,) = 0. Asi existe wzi y por lo tanto
A, UwziUP|x1, x,) es extenso y por iii) es inducido. Por iv) I(A,Uwz{UP[x1,z,]) =
I(P) y por lo tanto [(R,;) =0y d~ (w) = 0. Por dualidad tengo que d*(w) =0siy
s6lo si D no es fuertemente conexa y ¢p(w) = x,.

e Supondré d*(w)d~(w) # 0y ¢p(w) = x;. Demostraré que T,_1w y wx;41. Por
hipétesis tengo sélo una de ellas, supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad
wzj11. Consideraré dos casos: D es o no fuertemente conexa.

Si D es fuertemente conexa ya que wz;41 U P[zj11,2;_1] es un camino dirigido de la
misma longitud de P por iii) es extenso e inducido y como D es fuertemente conexa
entonces m

Si D no es fuertemente conexa por iv) existe x;, en P tal que Tpw distinta de wz ;.
Supondré primero que Txw; asi tengo que Ay, U w11 U Plzji1,2,] y Ay Uwzy U
Plxji1,2,] son dos caminos dirigidos extensos. Por ii) y iii) tienen la misma longitud
y se sigue que Wz = W una contradiccién. Entonces supondré que Tpw; como
Plxg, xi] U (xg, w,xj41) U Plzji1,2,] y P son caminos dirigidos extensos, por ii y
iii) tienen la misma longitud y asi tengo que z, = x;_1 y que m

Consideremos w cualquier vértice en Vp \ Vp con ¢p(w) = x;. Denotaré por P, el
camino dirigido que resulta de substituir ¢p(w) por w. Por iii) es extenso e inducido. Ahora
mostraré que N~ (w) = N~ (¢p(w)) y NT(w) = N*(pp(w)). Consideraré z € N~ (w).
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Ya que P, P,y P son extensas e inducidas se sigue que ¢p(z) = x;_1 y, por lo que ya
mostré, zz;. Cuando z € N~ (x;) y para mostrar N (w) = NT(¢p(w)) el argumento es
el mismo. O

Corolario 2.1.3. Las extensiones de trayectorias dirigidas o de ciclos dirigidos son localmente
semicompletas en flechas.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad por la dualidad consideremos vértices u, v, w, z
en D, la extensién de una trayectoria dirigida o de un ciclo dirigido, tales que wvw z". Por
el inciso 3 del Lema 2.1.2 existe un camino dirigido extenso inducido C' = (o, ..., z,) tal
que para cada vértice y en D existe z; en C' con N~ (w) = N~ (z;) y Nt(w) = N*(x;).
Asi existen xj, y z;, tales que N~ (u) = N~ (zj) y N (w) = N~ (z;,). Pero como
ve N (u), ve N (w) y C esinducido, jo = ji. Luego NT(u) = NT(zj,) = NT(w) y
z € NT(w). Por lo tanto uZ. O

2.2 Trayectorias 1-dirigidas

Diré que una trayectoria T es antidirigida si no posee subtrayectorias dirigidas de longitud
dos.

Definicién 2.2.1. Dada una trayectoria T' = (zg, ..., x,) diré que es 1-dirigida si y sélo
si es dirigida o antidirigida.

Proposicion 2.2.2. Si D es una digrafica localmente semicompleta en flechas entonces
toda trayectoria inducida es 1-dirigida.

Demostracién. Si una trayectoria no es 1-dirigida entonces como no es antidirigida posee al

menos una subtrayectoria dirigida de longitud dos y como no es dirigida, la subtrayectoria
: . P — e —  ———

es propia. Asi posee vértices u,v,w, z tales que wovw'z 6 wvwz y por ser localmente

semicompleta en flechas (entonces existe) wz. Por lo tanto 7' no es inducida. O

Corolario 2.2.3. En una digréfica localmente semicompleta en flechas toda uv-trayectoria
posee una uv-trayectoria inducida 1-dirigida. En particular toda trayectoria inducida es
1-dirigida.

Esta altima proposicién resulta relevante porque muestra, en cierto sentido, que las
digraficas localmente semicompletas en flechas, principalmente las digraficas semicompletas,
bipartitas semicompletas y las extensiones de trayectorias dirigidas y ciclos dirigidos, son un
paso intermedio entre las digraficas localmente semicompletas y las cuasitransitivas.

Proposicién 2.2.4. Dada D una digrafica localmente semicompleta entonces todas sus
trayectorias inducidas son dirigidas (y por lo tanto son 1-dirigidas).
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Proposiciéon 2.2.5. Dada D una digréfica cuasitransitiva entonces todas sus trayectorias
inducidas son antidirigidas (y por lo tanto son 1-dirigidas).

Las pruebas son analogas que cuando son localmente semicompletas en flechas.

2.3 Estructura de las digraficas localmente semicompletas
en flechas

El resto del analisis lo basaré en las siguiente subdigraficas:

I\
|

[
> |

Figura 2.3: E;l Figura 2.4: L'Z_l

Figura 2.5: L3

Diré que D es {£3", L3}-libre si D no posee a £, £ ni a L3 como subdigraficas.

Dada una subdigrafica E/ de D, diré que u en los vértices de E es vértice interior en F
siy solo si di(u)df(u) # 0.

Lema 2.3.1. Sea D una digréfica localmente semicompleta en flechas y conexa. Todo
vértice es adyacente:

i. a cualquier camino dirigido extenso P (con |App)| > 2),
ii. a cualquier 3-torneo transitivo y
iii. al menos a un vértice interior de cualquier copia de L3 en D.

Demostracion. Demostraré el primer caso. Tomemos 17" = (zg, ..., x,) cualquier camino
dirigido extenso y w cualquier vértice en D; tenemos dos casos: existe 0 no T, zg.



2.3. Estructura de las digraficas LSF 19

Supondré primero que existe Z,,zg. Asi T se puede extender a un camino dirigido cerrado
C (con Vo = Vr). Entonces |Ap|| > 2. Supondré que dy¢(p)(w,C) = dygp)(w, T) >
2ytomaré P = (w =y, ..., Ym = ;) una wT-trayectoria de longitud minima con j € {0,
.., n}. Tengo dos casos, Ym—2Um—1 O Ym—2Ym—1. Supondré sin pérdida de generalidad
por la dualidad que ¥, 2ym_1 (i.e. el segundo caso se sigue dualizando D, aplicando el
primer caso y volviendo a dualizar). Asi tenemos Y, —5Um—12;2;—1 (j médulo n) y como D
es localmente semicompleta en flechas %, —>7;—1, lo que contradice que P es de longitud
minima. Por lo tanto dyq(p)(w,T) < 1.

Supondré ahora que no existe z,z5. Como |Apir)| > 2 tengo que n > 2. Supondré
que dygpy(w, T) > 2y tomaré P = (w = yo, ..., Ym = ;) una (w,T)-trayectoria de
longitud minima (en UG(D)) con j € {0, ..., n}. Consideraré primero el caso j = 0.
Puesto que 7' es extensa, Um,_120 Y asi Um 100210102, Ym—122- Si Ym—2Ym—1 (respecti-
vamente ,m_2Um_1) tendria ¥p, _oUm_1Z21 (resp. Ym-—2ym-_12Z0T1) y entonces ¥, _oaT,
lo que contradice que T sea de longitud minima. Sin pérdida de generalidad puedo suponer
que j < n, pues de otro modo tendria y,,—1ZnTp_12n—2 (Ym—12, pues T es extensa)
y por ser localmente semicompleta en flechas T —1Zn 2. Asi T[y0, Ym-1] U Ym-_12n_2
es una (w,T')-trayectoria en UG(D) de la misma longitud que T, pero que llega a z,_o
no a x,. Finalmente supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad que y,—17;.
Consideraré ¥,,—oym—1 (respectivamente ¥, —2Um—1). Asi tengo que Ym—oUm—12,L;_1
(resp. Ym—2Ym—12;Zj+1) y por ser D localmente semicompleta en flechas se sigue que

Um—22;—1 (resp. Ym—2%;+1) lo cual contradice que 71" sea de longitud minima. Se sigue que
dycmoy(w, T) < 1.

Ahora demostraré la segunda afirmacién, tomaré T3 en D con kiks, ki1ks y koks. Supon-
dré que dyg(p)(w,T3) > 2y tomaré P = (w = yo, ..., yo = kj;) una (w, T3)-trayectoria
de longitud minima con 1 < j < 3. Supondré primero que j = 2. Supondré vy, oy, 1

. — p — 7
(respectivamente ¥, _2y,—1). Asi tengo que Yn—syn—1kak (resp. Un—a2yn—1kaks) y por ser
localmente semicompleta en flechas y,,—2k1 (resp. y,—2ks3), una contradiccion. Sin pérdida

- - . - % - %
de generalidad por la dualidad supondré que j = 1. Si y,,—1ko (respectivamente y,,—1ko),
| T - T .
asi tengo que y,—1koksks (resp. yn—1kokaks) y por ser localmente semicompleta en flechas
Yn—1k2, lo cual nos remite al caso anterior. Se sigue que dyg(p)(w,T3) < 1.

Finalmente tomaré L3 en D con mgmy, mims, mamsy mgms. Dado w en D, supondré
que dyg(p)(w,L3) > 2y tomaré P = (w = yo, ..., Yo = m;) una (w, L3)-trayectoria de
longitud minima con 0 < j < 3. Supondré primero que j = 1,2. Si y,_2yn—1 (respectiva-
mente Y, —2Yn—1) €Ntonces Y, —oYn 17,1 (resp.yn—2Un—_1m;im;11) y por ser localmente
semicompleta en flechas 7, 27,1 (resp. ¥,—2m;41), una contradiccién. Supondré sin pér-
dida de generalidad por la dualidad que j = 0. Si y,—1mg (respectivamente y,,_1my) tendria

— ¢ s . P
que Yp_1momszms (resp. Yn—_1momims) y por ser localmente semicompleta 7,—1mz, lo
cual nos remite al caso anterior. La linea anterior también muestra que w es adyacente a un
vértice interior de L3. Se sigue que dy¢(p)(w, {m1,ma}) <1, asi dygpy(w, L3) < 1. O
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Corolario 2.3.2 (Bang-Jensen [3]). Dadas D una digréfica conexa localmente semicompleta
en flechas y D' cualquier subdigrafica no trivial y fuertemente conexa de D. Todo vértice
x € Vp \ Vpr es adyacente a algin vértice en V.

Demostracion. Basta notar que toda componente fuertemente conexa posee un ciclo di-
rigido, en particular posee una trayectoria dirigida extensa. O

Corolario 2.3.3. Consideremos D una digrafica localmente semicompleta en flechas y
conexa. Si posee mas de una componente fuertemente conexa inicial (respectivamente
terminal) entonces estas son triviales.

Demostracién. Por contrapositiva, dada D’ una componente fuertemente conexa no-trivial
inicial (respectivamente terminal). Asi posee un ciclo dirigido y por tanto un camino dirigido
extenso. Por el Lema 2.3.1 para todo vértice u € Vp \ Vp existe v € Vpr tal que ud (resp.
uv). Se sigue que es Gnica. O

Corolario 2.3.4. Dada D una digrafica localmente ﬂniccmeleta en flechas y conexa, si
posee como subdigréfica Eéﬂ (k1ka, koks, k1ks con zky 6 ksz), para todo vértice w en D
se tiene que wks.

%mostracién. Supondré que kiko, koks, k1ks y, sin pérdida de generalidad por la dualidad,
zky. Tomaré w en D. Por el Lema 2.3.1 w es adyacente a algin vértice de {k1, k2, k3}, asi
tengo tres posibilidades.

e Si wko ya esta.
2 —7 . , . — A T )
e Supondré que wky. Consideraré primero que wky. Si wky entonces wkiksks y asi
wk‘2.
De forma analoga siempre tengo que zks.
H 4 . P — o L T, T
Ahora consideraré wky. Asi tengo que kgkokiw y entonces ksw. Si zko 6 ksw
j —— - ) T —
tendrlague kozki W 6 kokiksw y porb} tanto kow. Asi supondré zky y ksw. Como
Z koki1ks entonces zks. Se sigue que kozksw vy entonces_l;,‘gw.
e Finalmente supondré que wks. Si wks tendria que W k3ki ko y asi wky. De otro modo
L S .
tendria wks, wkskoky y asi wkq, el caso previo.

O

Lema 2.3.5. Consideremos D una digrafica localmente semicompleta en flechas y conexa.
Si D no es bipartita (respectivamente es bipartita) y posee Ezil (resp. L3) como subdigréifica
entonces para cualesquiera dos vértices (resp. de partes distintas) u,v que satisfagan

dt(uw)d™ (u) +d*(v)d~(v) #0

se tiene que son adyacentes.
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Demostracién. Supondré primero que D no es bipartita y, por hipétesis y sin pérdida de
generalidad por la dualidad, que posee E;l con koky, kiko, koks, k1ks y tomaré vértices
u,v en D que satisfagan la hipétesis (ver Figura 2.6). Por el Lema 2.3.1 existen uky y
vko. Por hipétesis y sin pérdida de generalidad supondré que existen zg, z; tales que zou
uﬂ’ Supongamos primero que ky # 2o, 21. Por el Lema 2.3.1 existen 20ka Yy z1ka. Si
vky (respectivamente vks) tendria que v'kozi w (resp. 0 kozg w') y asi ww. De otra forma

supondré sin pérdida de generalidad por la dualidad que ko = zy. Si vk se sigue como el
] j j — ——_ — e

caso anterior. Asi supondré que vky. Tengo que kskiko ' vy asi ksu. Si ksu entonces tengo

que D[ky, ko, u, k3] contiene una copia de L;l y por Corolario 2.3.4 tengo que 7u. Si en

. P —5— L
cambio tengo que k3u entonces u ksko vy asi uv.

Figura 2.6: Primera parte del Lema 2.3.5

Demostraré el segundo caso, supondré que D es bipartita y que posee L3 como subdi-
grafica, asi momi, myms, mams, moms en D (ver Figura 2.7). Tomemos vértices u,v de
D en partes distintas. Por el Lema 2.3.1 u, v son adyacentes a, por lo menos, un vértice in-
terior de L3 y puesto que D es bipartita y estan en partes distintas, supongamos sin pérdida
de generalidad por la dualidad que wmy y ©ms. Supondré, por hipétesis y sin pérdida de

. . _ — . , .
generalidad, que existen zg, 21 tales que 2ot y uzi. Consideraré primero que mi # zg, 21.
Por el Lema 2.3.1 y puesto que estan en una parte distinta a la de u, tenemos que Zgms
[ . — . — P S — P — P
y Zymg. Si vmg (respectivamente vmy) tendria v'maz u (resp. v Tmazow ) y asi uv.
Finalmente supondré, sin pérdida de generalidad por la dualidad, que m; = 2y. Si vmg se
sigue como el caso anterior. Si en cambio tengo UMy entonces tendria ‘wmyms vy asi wv.

/
mo mi
1»—)0/ \‘z
I 1
|
-
u<—¥/

m3 MmN,
v

Figura 2.7: Segunda parte del Lema 2.3.5
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Si zg = 21 la prueba es la misma. O

Corolario 2.3.6 (Bang-Jensen [2]). Consideraré D una digréafica localmente semicompleta
y conexa pero no fuertemente conexa. Si todo vértice de D estd en algin ciclo dirigido
entonces es semicompleta o bipartita semicompleta.

Demostracion. Ya que todo vértice u estéd en algin ciclo dirigido tenemos entonces que

d~(u)d* (u) #0,

asi el resultado se sigue del lema inmediato anterior. O

Llamemos C3 al 3-ciclo dirigido con una flecha simétrica (ver Figura 2.8).

Figura 2.8: C3

Lema 2.3.7. Dada D una digrafica localmente semicompleta en flechas, conexa y si tiene
al menos cuatro vértices entonces posee por lo menos una flecha simétrica. D es {Eil,
L3 }-libre si y sélo si es:

1. subdigrafica de la digrafica completa de tres vértices,
2. C3[Er, En, En] o
i — — —
3. subdigrafica semicompleta de P3[En,, C2[Emy, Em,), Ems]h donde Pp es la 2-
trayectoria dirigida, my = 1 y si mg > 1 entonces la biparticion es P = {Ey,,, Ep, U
Epm, UEny,}.

Demostracién. Si D posee a lo mas tres vértices entonces claramente D es subdigrafica de
la digrafica completa de tres vértices.

Supondré que D posee al menos cuatro vértices y al menos una flecha simétrica. Tomaré
ut. Como es un camino dirigido extenso, por el Lema 2.3.1 tengo que Vp = N (u) U N (v).

N~(u) \ {v} es independiente, pues de existir p, ¢ € N~ (u) \ {v} tal que pg tendria
que D[p, q,v] posee una copia de Eéﬁl. Analogamente para la ex-vecindad de u y también
intercambiando u y v.

Mostremos ahora que N (u)\{v} (analogamente intercambiando u y v) es independiente.
De existir p € N~ (u)\{v}y g€ NT(u)\{v} tales que pg consideraré dos casos: D|p, ¢, u]
contiene a C'3 6 a TT3. En el primer caso tendria ¢ ptiv entonces qu. Asi D[q,p, u,v]
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contiene tanto £3' como L3 (sin importar la orientacion de g@), una contradiccién. En el
segundo caso D|p, ¢, u,v] contiene £, una contradiccion.

Finalmente mostraré que no existen flechas entre N(u) \ {v} y N(v) \ {u}. Supondré
que existen p € N(u) \ {v} y ¢ € N(v) \ {u} tales que pg y demostraré que DIp, ¢, u, ]
posee L3 como subidgrafica. Si (u,p,q,v) 6 (v,q,p,u) es una trayectoria dirigida, ya esta
considerando w® 6 ww. Si (u,p,q,v) contiene una subrayectoria dirigida de longitud dos,
sin pérdida de generalidad por la dualidad consideremos que (u,p,q) es una trayectoria
dirigida entonces considerando v y v¢ ya esta. Finalmente si (u,p,q,v) es antidirigida,
supongamos sin pérdida de generalidad por la dualidad que up, pq, v, basta considerar uo.
Asi Dlp, q,u,v] contiene L3, una contradiccion.

Ahora consideraré dos casos: (N(u) N N(v)) \ {u,v} es o no vacia.

—

e Siexiste p € (N(u) N N(v))\ {u,v} considaré dos casos: up, vp 6 up, pv (las otras
dos posibilidades se siguen por dualidad).

Supondré primero que up, vp. Como D tiene al menos cuatro vértices, existe ¢ tal
que G 6 qu. Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que qa. Si qu
entonces D[q,u,v, p] contiene £3 !, una contradiccién. Si en cambio tengo que Gu
entonces ‘G Ul y asi gp. Asi Dlq, p, u,v] contiene £, una contradiccion.

Ahora supondré que up, pt. Por hipétesis existe al menos otro vértice en D. Si existe
q tal que qu 6 vq entonces D|q, p, u, v] contiene E;ﬁl. Asi para todo = € Vp\{u,v,p}
tengo que uZ 6 z0. Pero como Tupv 6 T upu siempre tengo ambas flechas. Asi
D = C3[Ey, Vp \ {u,v,p}, E4].

e Finalmente supondré que (N (u) N N(v)) \ {u,v} = 0. Si N*(u)\ {v} # 0 entonces
N+t (v) \ {u} = 0 pues de otra forma tendria p € N*(u) \ {v}y g€ Nt(u)\ {v}y
asi puv ¢ y asi pg, una contradicciéon. De forma analoga con las in-vecindades.
Por altimo, sin pérdida de generalidad por la dualidad, tengo dos posibilidades: N (v)\
{u} =06 N~ (u)\{v} #0, N*(v)\{u} # 0 (yasi N~ (v)\{u} # 0, N*(u)\{v} #
(). En el primer caso si considero E,,, = {w € Vp _1}_2’0} Emy = N~ (u) \ En,
Y By = N*() \ By con P(Enng) = {0, Eno}, P(CalBr, Eug]) = {Et, By}
Yy P(Ems) = {0, Ep,} tengo que D es, dependiendo de cuales de los conjuntos
anteriores son_)vacios pero no_)todos pugden serlo, puesto que posee al menos cua-
'E}O vérticei CQ[El, Em2], Pl[Emo: CQ[El, Em2]]2, Pl[CQ[El, E,, ], Em3]2 6
Ps[Ey,, CalE1L, En,, Emsl2. En el segundo caso si considero E,,, = N~ (u) \ {v}
Y By = N~ () \ {0} con P(Euy) = {Eug, 0} y P(Ey) = {0, By, } tengo que
D= PQ[EmO, Co, Em1]2-

En el caso de la necesidad, es claro que todas las digraficas de la lista son localmente
semicompletas en flechas y {E;ﬁl,ﬁg}—libres. O

Proposiciéon 2.3.8. Tomaré D una digrafica localmente semicompleta en flechas, conexa,
(L3, L3}-libre y sin flechas simétricas. Si no es fuertemente conexa entonces todas sus
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componentes fuertemente conexas son triviales.

Demostracién. Procederé por contrapositiva, i.e. supondré que posee una componente
fuertemente conexa no-trivial distinta de D, le llamaré D’. Puesto que por hipétesis D no
posee flechas simétricas, puedo suponer que D’ posee un ciclo dirigido de longitud tres.
Llamaré C' = (zg, ..., Ty = xp) a tal ciclo. Tomaré w € Vp \ Vpr. Por el Lema 2.3.1
existe j tal que wz;. Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que wz;. Asi
tendria E}mm (j médulo m) y entonces, por ser D' localmente semicompleta en
flechas y componente fuertemente conexa, wz;_s. Asi D{w,zj_o,x;_1,2;] contiene a L3
como subdigrafica, por lo tanto no es {£3, £3}-libre. O

Lema 2.3.9. Consideraré D una digrafica localmente semicompleta en flechas, conexa y
sin flechas simétricas. D es {L£5", L3}-libre si y s6lo si es:

1. subdigrafica de la extension de una flecha,

2. TT3[Ey, E,, E1],

3. la extensién de un ciclo dirigido (de longitud al menos tres) o de una trayectoria dirigida
(de longitud al menos dos).

Demostracion. Demostraré la suficiencia. Supondré primero que D no posee trayectorias
dirigidas de longitud dos. Asi D es subdigrafica de la extension de una flecha.

Supondré que D posee al menos una trayectoria dirigida de longitud dos. Por la Proposi-
cién 2.3.8 si D no es fuertemente conexa entonces todas sus componentes fuertemente
conexas son triviales.

Consideraré P = (zg, ..., @) un camino dirigido, de longitud al menos dos, extenso
e inducido salvo quizd z,zj o, de tener longitud exactamente dos, salvo Tozz. Por el
Lema 2.3.1 todo vértice de D es adyacente a P. Asi puedo definir (haciendo una eleccién
cuando sea necesario)
¢p:Vp — Vp

. . —_, — L . .
que satisfaga que si (bp(w) = x; entonces x; W O WT;41. Mostraré que siempre se tienen
ambas flechas (siempre que los vértices respectivos en P existan) y que ¢p es Gnica.

Dado w € Vp \ Vr supondré que z;_jw con j € {0, ..., n}. Demostraré que existe
i1 (si istax;jyq1). E d P icl ideraré j médul
wZj+1 (siempre que exista 2;41). En caso de que P sea un ciclo, consideraré j médulo n.
Tengo wx;_12;2;11 y de aqui Wz 51. Si Wwx,41 entonces Dw,z;_1,j, ;1] posee una
. . ., . —_ L .
copia de L3, lo cual es una contradiccién. Asi tengo que wz;;i. Analogamente si tengo
—_— . —_—
que wxj4+1 Yy existe x;_1 entonces x;_1w.

Demostraré que no pueden existir 4, j € {0, ..., n} con i < j tales que wx; y w—%)
Supondré pues que existen. Por lo anterior notemos que existen ;2w y 7,2 siempre
que existan z;_o 6 x;_o (este Gltimo siempre existe puesto que por ser P extensa tengo que
j>1>0). Consideraré trescasos: j =i+ 1, j=i+2yj>i+2.



2.3. Estructura de las digraficas LSF 25

e Supondré primero que j = i+ 1. Asi tendria que z;_ow, wz;, x;z; y wx; forman
una copia E;l en D, una contradiccién.

e Si j =i+ 2 entonces wWT;, TiTit1, Ti+12; y wxj forman una copia de L3 en D, una
contradiccion.
Si P es de longitud tres, bastan los dos casos previos. Asi puedo suponer que no es
de longitud tres.

e Si j > i+ 2 entonces tendria xi+1xiw97j y asi Tj;12;, que contradice que P sea
inducido (salvo quiza z,x).

Se sigue que ¢p es Gnica.

Para cada j € {0, ..., n}, ¢p(x;)~! es independiente en D. De no serlo tendria v,
v € ¢p(z;)~! para algn j con wd. Asi tendria que D[zj_1,u,v,zj11], D[xj_2,zj_1,u,]
6 Dlu,v,zj11,7;42] (tomaré j médulo n + 1 en caso de existir Z,7() posee E;ﬂ como
subidgrafica.

Siu € ¢p(x;)tyv € ¢pp(xj1)”! entonces ud. Sin pérdida de generalidad por la
dualidad supondré que existe x5 (considaré j médulo n + 1 en caso de existir z,2(). Asi
_— 41 . —
tengo que Wz x5 v yyaque D es {L5", L3}-libre, uv.

Primero supondré que P es de longitud dos y existe zgx3. qﬁ;l(xo) =x0y qﬁ;l(acg) =

. 1 — PR Y .

To, pues siu £ xoy u € ¢P (xo) entonces T(rox1 u Yy asi Tou, una contradiccién. Asi
D = TT3[Ey, ¢p' (2), 1.

De otra forma tengo que ¢p determina un homomorfismo de D en P (respectivamente
en P U Z,70) suprayectivo en vértices tal que ¢p(z;)~! = ¢p(zj11)~L. Por el punto 2
del Lema 2.1.2 D es la extension de un trayectoria dirigida de longitud al menos dos o de
un ciclo dirigido de longitud al menos tres.

Ahora demostraré la suficiencia. Si D es subdigrafica de la extensién de un ciclo
6 TT3[E1,¢I§1(552),E1] entonces claramente es localmente semicompleta en flechas y
{Eéﬁl,ﬁg}—libre. En otro caso, por el inciso 2 del Lema 2.1.2 existe una trayectoria di-
rigida extensa e inducida P = (g, ..., =) (salvo quizd oz, y de longitud al menos dos)
y un homomorfismo de digraficas ¢p : D — P. Pero no existen homomorfimos de £*!, L3
a P, por lo tanto D es {£3, L£3}-libre.

O

Corolario 2.3.10. Si D es una digrafica localmente semicompleta en flechas, conexa, no
bipartita y no {Eéﬂ, L3 }-libre entonces posee Eéﬂ como subdigréfica.

Demostracion. Si posee E;ﬂ ya esta. Asi supondré que posee L3, tomaré mgomi, mims,
mams y moms. Por el Lema 2.3.1 todos los vértices de D son adyacentes por lo menos a un
vértice interior de L3, a saber mj 6 my. Asi tengo que N(my)U (N(m2)\ N(m1)) = Vp.
Noto que m1 € N(mga) y ma € N(mq). Por hipétesis D no es bipartita entonces N (m)



26 Capitulo 2. Una clasificacion de las digraficas LSF

6 N(mg) no son independientes. Sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que
u, v € N(my) y uv.

Si umy, vmq (en tal caso mg # u,v) 6 wmy, vm; (en tal caso mg # {u,v}) entonces
D[u,v,m1,ms] 6 D[mg,u,v, my] contiene E;tl como subdigrafica. Asi puedo suponer, sin
pérdida de generalidad por la dualidad, que mqu y myv.

(*) Si {u,v} C {mg, ma, m3} entonces D[mg, m1, ma, m3] posee L5 como subdigra-
fica puesto que posee una diagonal.

Simg € {u,v} sesigue como el caso (*). Asi consideraré dos casos: {u,v}N{mg,ms} =
06 {u,v} N{mg,ms} = 0.

e Supondré que {u,v} N {mg,m3} = 0. Supondré uv (respectivamente uv), asi
— ———— — — P
wovmimg (resp. vUumimg) entonces umg (resp. Tmyg). Si wmg entonces
D[mgy, m1,u,v] (resp. D[v,mgy, m1,u]) contiene una copia de Eéﬂ. Si en cambio

— e — P %
tengo que umyg, moumims y asi mgmsz, el caso (*).

e Supondré que {u,v} N {ma2,m3} = (. Supondré uv (respectivamente uv), asi
—— ——— - — L —
vumimsg (resp.  wovmimsg) entonces Umg (resp. wmgz). Si vmg entonces
Dlu,v,my,ms] (respec. D[mi,m2,u,v]) posee una copia de E;l. Si en cambio
«—— L — P *

UMy tendria myvmoimg y asi myms, el caso (¥*).

O

Nota. Los Lemas 2.3.7 y 2.3.9 caracterizan las digraficas localmente semicompletas en
flechas que son {Eéﬂ, L3}-libres. Cuando no son fuertemente conexas los casos 1, 4 y 5 del
Lema 2.3.7 y 1 del Lema 2.3.9 y cuando son fuertemente conexas el resto de los casos.

Corolario 2.3.11. Si D es una digréfica semicompleta (respectivamente bipartita semicom-
pleta) y posee al menos cuatro vértices (resp. y no es de la forma 3, 4 y 5 del Lema 2.3.7
61y 3 del Lema 2.3.9) entonces no es {L3", L3}-libre.

Demostracion. Procederé por contradiccion, supondré que D es semicompleta (resp. bipar-
tita semicompleta), que posee al menos cuatro vértices y que es {E;tl,ﬁg}—libre. Recorde-
mos que toda digrafica semicompleta o bipartita semicompleta es localmente semicompleta
en flechas.

Supondré primero que D es semicompleta. Entonces posee una trayectoria dirigida de
longitud al menos tres. Pero las Gnicas digraficas localmente semicompletas, no bipartitas
y con al menos una trayectoria dirigida de longitud tres por los Lemas 2.3.7 y 2.3.9 son
las extensiones de trayectorias dirigidas o de ciclos dirigidos, pero cuando poseen al menos
cuatro vértices tienen un namero de independiencia de al menos dos, una contradiccién.

Supondré ahora que D es bipartita. Si posee al menos una flecha simétrica como es
{£3, L3}-libre entonces es de la forma 3, 4 y 5 del Lema 2.3.7. Si no posee flechas
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simétricas como es {L£5 ", L£3}-libre entonces es de la forma 1 6 3 del Lema 2.3.9. De otra
forma no es {£F!, £3}-libre. O

Corolario 2.3.12. Si D es una digrafica localmente semicompleta en flechas, conexa, no
{ﬁzil,ﬁg}—/ibre y no bipartita entonces tiene una (nica componente fuertemente conexa
inicial y una dnica final.

Demostracion. Procederé por contradiccion, supondré que posee mas de una componente
fuertemente conexa inicial (respectivamente terminal). Por el Corolario 2.3.3 estas son
triviales, les llamaré xzq, ..., x,. Por el Corolario 2.3.10 D posee E;ﬂ como subdigrafica,

sin pérdida de generalidad por la dualidad supondré que kokq, k1ko, koks y kiks. Para

i,j € {0, ..., n} con i < j, por el Corolario 2.3.4 w;ka, xz;ko (resp. x;jka, xjks). Asi

zjkoksky (resp. xjkokiks) y como z; es inicial (resp. terminal) xjk; (resp. xjk3). Tengo
— T — —7 = P .

que zjkaok; (resp. x;koksxj) y asi Z;z;, una contradiccion. O

Corolario 2.3.13. Tomaré D una digrafica localmente semicompleta en flechas y conexa
con al menos una trayectoria dirigida de longitud cuatro. D es {Ezil, L3 }-libre si y sélo si
todo xgx,-camino dirigido extenso de longitud minima es inducido, salvo quiza por T,xg.

Demostracion. Demostraré la necesidad por contrapositiva, i.e. supondré que posee £+
6 L3 como subdigrafica. Tomaré un camino dirigido extenso de longitud al menos cuatro
(por hipétesis existe) P = (zg, ..., =,). Por el Lema 2.3.5 existe Tpx3, por lo tanto no es
inducido.

Ahora demostraré la suficiencia. Supondré que D es {Eéﬁl, L3}-libre, asi por el Lema 2.3.9
D es la extension de una trayectoria o de un ciclo dirigido y por el inciso 4. iii) tengo el
resultado. O

Corolario 2.3.14 (Bang-Jensen [3]). Dada D una digrafica fuertemente conexa y localmente
semicompleta en flechas, si contiene un ciclo dirigido inducido de longitud al menos cinco
entonces es la extensién de un ciclo.

Demostracion. Basta notar que todo ciclo dirigido inducido de longitud al menos cinco posee
una trayectoria dirigida extensa e inducida de longitud al menos cuatro. O

Teorema 2.3.15. Consideraré D una digréfica conexa. D satisface que:

e es localmente semicompleta en flechas,

e si posee al menos cuatro vértices entonces no es { L3 }-libre y

e s/ sus componentes fuertemente conexas inicial y terminal son triviales entonces son
adyacentes (respectivamente no son adyacentes)

. . -
si y sélo si es una digrafica semicompleta (resp. es de la forma Py|Ey, D', E1] donde D' es
semicompleta no-trivial).
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Demostracion. Demostraré la suficiencia. Ya que posee L;tl como subdigrafica, por los
Corolarios 2.3.3 y 2.3.12 posee una Gnica componente fuertemente conexa inicial y una
Gnica terminal, llamémosles Dy y D,, respectivamente. Para cualquier vértice u intermedio
en D se tiene que

d™(u)d " (u) #0. (*)

Asi D' = D[Vp\{Vp,UVp, }] es semicompleta por el Lema 2.3.5. Si Dy 6 D,, es no trivial
entonces sus vértices satisfacen la condicion (*) y por el Lema 2.3.5 D es semicompleta. Si
ambas son triviales pero son adyacentes entonces D es semicompleta. De otra forma por el
Lema 2.3.5 tengo que Dy = D'y D' = D, asi D = I_D)Q[El, D', E1]. D' no es trivial por
ser D no-bipartita.

Figura 2.9: P[Ey, D', E]

Ahora mostraré la necesidad, tomaré D una digrafica semicompleta. Claramente es
localmente semicompleta en flechas. Si sus componentes fuertemente conexas inicial y ter-
minal son triviales entonces son adyacentes. Si D posee al menos cuatro vértices entonces
por el Corolario 2.3.11 D no es {E;ﬁl,ﬁg}—libre. Ya que D no es bipartita, por el Coro-
lario 2.3.10 D no es {£3'}-libre. Finalmente supondré que D es de la forma 1—D>2[E1, D', Fy].
Es claro que tal digrafica es localmente semicompleta en flechas. Por el Lema 2.3.9 y el
Corolario 2.3.10 no es {£3*}-libre. O

Teorema 2.3.16. Consideraré D una digrafica. D satisface las siguiente dos proposiciones:

e ¢s localmente semicompleta en flechas, conexa y bipartita y
o si D es {LF', L3}-libre entonces es de la forma:
i ]_3>2[Em0, Bg[Eml,Em], Epm,]} donde ]_51 es la 2-trayectoria dirigida, m; = 1
y si mg > 1 entonces la biparticion es P = {Ep,,, Emg U Epy U Eps },
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ii. una subdigréfica bipartita semicompleta de la anterior 6
iii. la extension de una 1- 6 2-trayectoria dirigida o de un 4-ciclo dirigido

si y sélo si es bipartita semicompleta o existe_}una digréfica bipartita semicompleta D’
(pudiendo ser una digréfica sin flechas) tal que Ps|E,,,, D', En,l2 < D < TT3|Ey,,, D',
En,)2.

Demostracién. Demostraré la suficiencia. Si D es {£3", £3}-libre basta notar, en el primer
caso, que gg[Eml,Ema] es bipartita semicompleta. Si es subdigrafica completa de 1_D>2[Em0,
Co[Emy s Emy)s Ems]h 6 es una de la digraficas enunciadas en el inciso iii. tengo que es
bipartita semicompleta. Asi supondré que D no es {L;tl,ﬁg}—libre. Asi les llamaré M,

Do Dy D,
° ° Y
ko
(]
kl/
( J
D i
l@\
[ ]
k3
° e @ o
Dn Dq—HDq
kika, kaks'y koks. Llamaré Dy, ..., D, (respectivamente Dy, ..., D,,) a las componentes

fuertemente conexas iniciales (resp. terminales) de D con Dy = U;_D; y D;, = Ui D;.
Si posee mas de una (iniciales o terminales) por el Corolario 2.3.3 estas son triviales y por
el Lema 2.3.1 son adyacentes sélo a k1 6 s6lo a ko pues de otro modo por ser localmente
semicompleta en flechas tendriamos que alguna no es inicial o terminal. Si una componente
fuertemente conexa inicial o terminal (D{, 6 D},) no es trivial, por el Lema 2.3.1 es Gnica y
por el Lema 2.3.5 tengo que 2-domina o es 2-dominado por {k1,k2}. Asi D{j =9 {ki1,ka}y
{kl, kz} =9 D;L Sea D' = D[VD\{VD(/)UVD;L}]. Ya que todo vértice u € VD\{VD(’)UVD;L}
satisface que d~ (u)d™ (u) # 0 (en D) por el Lema 2.3.5 tengo que D{, =2 D' =2 D). Si
D{ 6 Dj, es fuertemente conexa no-trivial entonces por el Lema 2.3.5 D, =9 D], y asi D es
bipartita semicompleta. De otra forma tengo que 1—D>2[Em0, D', Ep,]2 < D con E,,, = D
y En, = D). Ya que es bipartita tengo por el otro lado que D < ?3[Emo, D', E,)s.

.
Ahora mostraré la necesidad. P[E,,,, D', Ep,,|2 es localmente semicompleta en flechas
asi como las digraficas bipartitas semicompletas. Si D es {E;ﬁl,ﬁg}—libre entonces por el
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Lema 2.3.7 es de la forma i. 6 ii. 6 por el Lema 2.3.9 es de la forma iii. O

Figura 2.10: By|Ey, D', Ey]¥

2.4 Conclusiones

De lo anterior se sigue que,

Teorema 2.4.1. Si D es una digréfica localmente semicompleta en flechas y conexa en-
tonces es una de las siguientes:

1. subdigrafica de la digrafica completa (y por lo tanto simétrica) de tres vértices,
2. subdigrafica de la extension de una flecha,

3. subdigréfica bipartita semicompleta de ﬁg[Emo, 5)2[Em1,Em2], B}, mi =1ysi
mg > 1 entonces la biparticion es P = {Ey,,, Emy U Emy, U B, } (Figuras 1.4 y 1.5),

4. C3|Er, Ey, En] (Figura 2.8),
5 TT3[Ey, E,, E1],
6. la extension de una trayectoria o de un ciclo dirigido (Figuras 2.1 y 2.2),

7. ]_3>2[Em0, D', En,]e <D < ?3[Em0, D', E,.,)2 donde D' es bipartita semicompleta
(puede carecer de flechas),

8. I_D)Q[El, D', E1] donde D' es semicompleta (Figura 2.10),
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9. es bipartita semicompleta o

10. es semicompleta.

Demostracion. Considaré D una digrafica conexa y localmente semicompleta en flechas.

Supondré primero que D es {Lgﬂ,ﬁg}—libre. Si posee menos de tres vértices o posee
una flecha simétrica entonces por el Lema 2.3.7 D es de la forma 1, 3 6 4. Si en cambio
no posee flechas simétricas entonces es de la forma 2, 5 6 6 por el Lema 2.3.9.

Ahora supondré que D no es {EQil, L3}-libre. Si D no es bipartita por el Corolario 2.3.10
no es {£3!}-libre. Por el Corolario 2.3.12 y por el Teorema 2.3.15 D es de la forma 8 6 10.
Si D es bipartita entonces por el Teorema 2.3.16 es de la forma 7 6 9.

Ahora mostraré la necesidad. Todas las digraficas enunciadas son conexas. Si es de la
forma 1 6 2 es localmente semicompleta en flechas por vacuidad. Si es de la forma 6 por
el Corolario 2.1.3 es localmente semicompleta en flechas. Si es de la forma 4, 5, 8 6 10 es
localmente semicompleta en flechas por el Teorema 2.3.15. Finalmente si es de la forma 3,
7 6 9 es localmente semicompleta en flechas por el Teorema 2.3.16. O

Como corolario tengo el Teorema 2.0.3 de Bang-Jensen [3].

Asi la clase de las digraficas localmente semicompletas en flechas es todavia muy cercana
a las clases de las digraficas semicompletas y bipartitas semicompletas, salvo quiza por las
extensiones de trayectorias dirigidas y de ciclos dirigido.

Sin embargo todavia se desconocen las propiedades y caracterizaciones de clases cercanas
a las localmente semicompletas en flechas como pueden ser aquellas que satisfacen que toda
trayectoria inducida es 1-dirigida (§ 2.2).
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