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1 ABSTRACT

Una herramienta importante en el desarrollo de la fisica es el uso de analogias entre diferentes campos(1], [2],
[3]. Estas analogias han sido utilizadas para obtener una amplia variedad de resultados importantes en el drea del
estado sélido. Una de estas importantes analogias es la que se establece entre el comportamiento ondulatorio
cudntico y el comportamiento ondulatorio electromagnético. Con el auxilio de esta analogfa, se calculardn
los estados superficiales longitudinales para una heteroestructura semi-infinita de multicapas aprovechando los
resultados previos obtenidos para un sistema cuédntico semi-infinito de pozos y barreras.

Estas ondas longitudinales pueden propagarse en heteroestructuras semiconductoras que pueden ser constru-
idas, ya sea dopando las capas del semiconductor o reemplazdndolas con capas metéalicas. Cada capa semicon-
ductora puede tener modos colectivos tales como ondas superficiales, ondas electromagnéticas o plasmones de
bulto; lo que trae como consecuencia una rica estructura de modos normales para un sistema compuesto. Si
la periodicidad de un sistema infinito se rompe, aparecen estados superficiales localizados en la interfase, tal
y como fueron predichos por vez primera en la mecédnica cudntica por Tamm[4]. Estos estados superficiales
han sido observados experimentalmente en superredes finitas por Ohno et al[5]. Bloss[6] obtuvo una ecuacién
analitica para estos estados en un sistema de pozos y barreras semi-infinito.

En sistemas semiconductores las ondas electromagnéticas transversales y longitudinales pueden estar acopladas
por las inhomogeneidades como en plasmones|[7] y en plasmas frios magnetizados[8]. Para el tltimo caso, la
propagacién de ondas electromagnéticas intensas se estudia a través de una aproximacién hidrodindmica rela-
tivista. Usando el formalismo de la matriz de transferencia de 4 x 4 para sistemas de multicapas semiconductoras,
Mochén y del Castillo-Mussot[9] encontraron expresiones para los estados de bulto electromagnéticos similares
a las que describen los estados de bulto cudnticos para sistemas de pozos y barreras. Sin embargo, el caso
electromagnético es mds complejo, en el sentido de que las ondas transversales y longitudinales estdn acopladas
excepto para la propagacién perpendicular en las interfases[9]. Para el caso cudntico, si la periodicidad se
rompe con la adicién de una interfase, como en el caso de una superred semi-infinita, entonces hay estados
localizados superficiales en la interfase. Es importante hacer notar que para la propagaciéon perpendicular a
la interfase, no hay acoplamiento longitudinal-transversal, siendo ambas similares al modelo de Kronig-Penney
para la propagacién cudntical9]. Las ondas electromagnéticas transversales se han estudiado més extensamente
que las ondas electromagnéticas longitudinales, debido a que son mds faciles de generar mediante excitacién y
que ademds viajan en el vacfo. Por ejemplo, Ramos-Mendieta y Halevi[10] investigaron las ondas superficiales
electromagnéticas en cristales foténicos en dos dimensiones.

Las ondas electromagnéticas longitudinales son el objeto de estudio del presente trabajo. Se utiliza el formal-
ismo de Mochdn y del Castillo-Mussot[9] y el modelo hidrodindmico[11] para describir las ondas electromagnéti-
cas en un sistema de capas semiconductoras de diferentes materiales alternados y una frontera que constituye
una interfase. Cuando hay acoplamiento transversal-longitudinal las conocidas condiciones a la frontera de las
ondas transversales y las Condiciones Adicionales a la Frontera (CAF’s)[9] deben de ser usadas para resolver 4
ecuaciones acopladas; pero para las ondas longitudinales sélo se necesitaran las CAF’s. El correspondiente pro-
cedimiento matemadtico serd analogo al utilizado por Bloss[6] para explicar la dindmica del electrén en sistemas
de pozos y barreras semi-infinitos. Se obtendrd una ecuacién de bulto para ambas propagaciones asi como
una ecuacion que describe los estados superficiales para la propagacion longitudinal electromagnética y, por

completez, se presentard una ecuacién para el caso de los estados superficiales transversales electromagnéticos.



2 INTRODUCCION

Hoy en dfa, la mayor parte de los dispositivos electrénicos modernos estén fabricados a partir de semicon-
ductores. Para comprender el funcionamiento de estos dispositivos cuando se insertan en un circuito eléctrico,
es necesario conocer el comportamiento de los componentes desde un punto de vista fisico.

En la naturaleza se encuentran dos tipos de materiales: los conductores (metales) que disponen de electrones
libres y los aislantes (cerdmicas) que carecen de estos. En medio de estos materiales, se encuentran los semi-
conductores, que a la temperatura de 0 K se comportan como aislantes. Mediante una aportacién de energfa se

puede alterar esta situaciéon y aproximarse al comportamiento de los conductores.

Para poder entender el fenémeno de la conduccién eléctrica en metales, consideramos la teoria clédsica de
la conductividad desarrollada por Drude. De acuerdo con su modelo, el mecanismo de la conductividad es
provocado por la aceleracién de los electrones debida al campo eléctrico externo que es balanceado por las
fuerzas resistivas debido a las colisiones de los electrones con los iones en el metal. Otra aproximacién al mismo
fenémeno es el modelo del electréon libre o modelo de Sommerfeld. Este modelo es una aproximacién semi-clasica
en la que se toma en cuenta el principio de exclusién de Pauli. Los electrones no estédn libres, en realidad estan

debilmente ligados a los iones de la red cristalina que se consideran para todo fin préctico inifinitamente masivos.

Para el caso de los materiales semiconductores metdlicos, el espectro de energia forma bandas tanto per-
mitidas como prohibidas. Un modelo sencillo que permite explicar la existencia de las bandas permitidas y
prohibidas es el modelo de Kronig-Penney en el que se toma en cuenta la interaccién electrén-ién a través del
potencial producido por los iones de la red que han sido modelados como escalones. Esta interaccién trae como
resultado la aparicién de bandas permitidas y de bandas prohibidas. Una caracteristica importante de estos

modelos es que las ecuaciones de movimiento presentan expresiones sencillas.

Existen varias posibilidades para la aparicién de estas bandas permitidas y prohibidas en este tipo de ma-
teriales, una de ellas es que los electrones de una sustancia vayan llenando las capas permitidas dejando la
iltima incompleta. Los electrones que estén en la tltima banda en el caso que no se encuentre llena, podréan
desprenderse de los dtomos con mucha facilidad por lo tanto podran conducir muy bien la electricidad y la
sustancia resulta ser un buen conductor de electricidad. A las bandas que se ocupan completamente se les llama
bandas de valencia y a las que se ocupan parcialmente se les llama de conduccién. También puede ocurrir que
una vez llena la banda de valencia, ya no haya maés electrones, con lo que la banda de conduccién queda vacia
y el material no conduce, es decir es un aislante. Una tercera posibilidad, es que aunque ocurra lo anterior, la
diferencia de energia entre la banda de valencia y la de conduccién no sea muy grande, y los electrones puedan

pasar a esta ultima al recibir energia suficiente.

Otra manera de explicar el fenémeno de la conduccién en este tipo de materiales es el modelo hidrodindmico
que es un modelo mds completo que el modelo de Drude y que describe adecuadamente la excitacién de ondas

electromagnéticas. Es en este marco en el que se realizard el presente trabajo.

En el capitulo 3 se hace una revisién de los modelos cudnticos de Sommerfeld y Kronig-Penney. En el capitulo
4 se revisan los conceptos bédsicos de las ondas electromagnéticas en medios. Se establecen las funciones dieléc-

tricas y las relaciones de dispersién asociadas al modelo de Drude y al modelo hidrodindmico. Posteriormente,



se calcula la constante de compresibilidad 5. En el capitulo 5 se aplican las ideas y conceptos usados en los
capitulos 3 y 4 para el estudio de un sistema general de multicapas periédico con una interfase. En particular,
se usa el formalismo del modelo hidrodindmico con el que se demuestra que las soluciones a la ecuacién de
movimiento en sistemas multicapas (superredes) presentan una gran similitud en el tratamiento matemédtico con
el modelo de Kronig-Penney y se obtiene el espectro de energias, el cual presenta bandas permitidas y prohibidas.
Posteriomente, se introduce una frontera con lo cual se rompe la periodicidad y que permite la obtencién del
espectro de energias para este sistema. Por ultimo se aplican los resultados generales a un sistema multicapas
hecho de GaAs/AlGaAs.



3 CASO CUANTICO

A continuacion se presenta una breve exposicion de algunas ideas y resultados cudnticos muy conocidos para
describir las inhomogeneidades electrénicas en sélidos. Las ideas y los conceptos revisados en este capitulo se
utilizardn posteriormente en el capitulo 5 para establecer, una analogia entre sistemas de pozos y barreras y sis-
temas de capas alternadas de diferentes materiales. Se describird el modelo de Sommerfeld[12], haciendo énfasis
en la periodicidad de las soluciones para luego generalizar este resultado en el modelo de Kronig-Penney[13] ,[14]

el cual permite establecer que la periodicidad de las soluciones se reflejan en las bandas permitidas y prohibidas.

3.1 Modelo de Sommerfeld

En 1928 Sommerfeld[12] aplicé por vez primera la teorfa cudntica a los electrones en sélidos. Para poder
aplicar esta teoria utilizé un modelo simplificado en el cual considera al metal como un cubo de arista L en el
que la energia potencial de cada electrén es constante, de manera que el potencial total que sienten los electrones
es cero, es decir, los electrones se mueven libremente y el potencial fuera del cubo es infinito. Para describir un
sistema con tales condiciones se usa la ecuacién de Schrodinger en la que se conserva el término correspondiente

a la energfa cinética

0? 0? 0? 2m
(@ + 8_y2 + @> U, (I‘) + (ﬁ) E U, (I‘) =0. (311)

Debido a que los electrones se encuentran confinados en el volumen V = L3 del cubo, las soluciones son de

la forma

Uy (r) = A sen (%) sen (%) sen (nzﬂ) . (3.1.2)

Sustituida la Ec. (3.1.2) en la Ec. (3.1.1), se encuentra que los niveles de energia son

B m2h?
Nz, Ny, Nz 2mL2

(n2 +nj +n2). (3.1.3)

Para poder aplicar el modelo de Sommerfeld al problema de conduccién, se propone como solucién

Ty, (r) = Ae*r, (3.1.4)

Al sustituir tal expresion en la Ec. (3.1.1) se obtiene que la energfa es



— h2 2 2 2
Ek—%(lﬁx+ky+kz).

Imponiendo periodicidad a las soluciones en cada direccién

V(z+L,y,z2) =" (zyz2),

U(z,y+L,z) =Y (x,y,2),

U (z,y,z+ L) =V (z,y,2)

podemos escribrir

iki-L _ P
et =1, i=2x,y,2

y se encuentra que

ki = %, n; = 0,i1,i2,i3,

los cuales se representan en la Fig. (1).

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

Estas ¥'s (Ec. 3.1.2) y (Ec. 3.1.4) llevan a resultados distintos para E,; sin embargo, la densidad de estados

de los electrones de conduccién se debe a dos razones:

es la misma para ambos casos. En un sistema metdlico el nimero de electrones es tan grande y el espacio entre
niveles de energia es tan pequeno que la Unica cantidad de importancia es la densidad de niveles. Entonces,
el uso de ondas viajeras y las condiciones de periodicidad conducen a las mismas propiedades de bulto que si
se usan ondas estacionarias. Desde el punto de vista estrictamente matemaético el uso de ondas viajeras es el
apropiado para tratar el problema de la conduccién en metales. En este modelo aproximado se considera que los

electrones se comportan como un gas de Fermi; es decir, que no interaccionan entre ellos. La débil interaccién

1. El principio de exclusién de Pauli en el que los electrones con espines paralelos tienden a estar alejados

unos de otros.

2. A pesar de que los electrones tengan espines opuestos, estos tienden a estar alejados unos de otros, ya que

si sucediese lo contrario la energfa potencial se harfa excesivamente grande y el sistema no alcanzarfa el

estado de minima energfa.
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Fig. 1: Espacio k en dos dimensiones. Los vectores onda permitidos son multiplos de 27/ L.

Se puede construir el estado base a temperatura 7" = 0 de los N electrones independientes. De acuerdo
con el principio de exclusiéon de Pauli dos electrones no pueden tener los mismos nimeros cudnticos, por lo que
solamente se pueden acomodar 2 electrones en cada nivel.

Aunque el sistema esté en el estado base los electrones de conduccién tienen energias de varios electron volts,
lo que significa que los electrones son méviles a pesar de que el sistema se encuentre a T'= 0. Si Er es el nivel
més alto que alcanzan los electrones después de estar acomodados en los niveles asociados al sistema, la energia
de Fermi Fr[12] es

Ep =1 k2 donde |k|=22ET, (3.1.10)

El nimero total de orbitales dentro de la esfera de volumen %ﬂk% es

4
2(2 v k¥ =N (3.1.11)

2m)® L
L
donde N es el nimero de electrones. El vector de onda de Fermi que satisface la ecuacion

h2
%kfp =Ep (3.1.12)

es

2 1/3
kp = (‘%VN) (3.1.13)



que depende solamente de la concentracién de electrones. Por lo tanto la energfa de Fermi es

B2 (3mN\Y?

Esta ecuacién relaciona la energia de Fermi con la concentracién de particulas, N/V, y su masa. Por tltimo,

la velocidad del electrén en la superficie de Fermi queda expresada como

A 3N 1/3
WZE(%/) . (3.1.15)

3.2 Modelo de Kronig-Penney

En el modelo anterior los electrones viajan libremente dentro de un cubo cuyas paredes tienen un potencial
infinito. Aqui se complicard el problema pues los electrones estdn en una red cristalina periédica. A raiz de
la interacién electrén-ién aparecen una serie de propiedades importantes que permiten establecer la diferencia
entre un conductor y un aislante.

Desde el punto de vista cudntico y diddctico, el modelo de Kronig-Penney[13], [14] resulta ser un modelo
simple para entender algunas propiedades fisicas de los electrones en un sélido cristalino y eventualamente servird
para estudiar la propagacién de ondas electromagnéticas en superredes. En este modelo se considera un sélido
cristalino en el que los iones se encuentran en los puntos de la red y los electrones se mueven por todo el sélido.
Se toma un electrén como muestra representativa de los electrones del cristal, este electréon que estd inmerso en
un potencial aproximadamente periédico es consecuencia de la distribucién de carga asociada a los iones de la
red, més un potencial promedio aportado por todos lo demés electrones. Estd arpoximacién toma en cuenta la
interaccién promedio de un sélo electrén con todos los demds. A este potencial periédico se le puede modelar

en términos de pozos y barreras como se muestra en la Fig. 2.

Vix)
F 9
Vo
L N B ] ‘_a_"_b_’ L B B ]
px
b— L —d

Fig. 2: Superred cuédntica con ancho de barrera a, ancho de pozo b, periodo L = a + b y altura V.

Usando la ecuacién de Schrodinger para un sélo electron de masa m en una celda del potencial periédico

unidimensional de la forma



Vo, 0<zx<a
Vi(x)= (3.2.1)
0, a<zxz<b

se tiene que la ecuacién de Schrédinger se puede escribir como

L g+ W (@) - Bl (@) =0 (32.2)
2@ e x xz) =0, 2.

para la cual se propone que la solucién sea de la forma

Jpek* + L.ef? 0<z<a
U (z) = , (3.2.3)
M,e** + N, e q<z<b

donde

K=\/2V(z)-E] y k=./2E . (3.2.4)

Debido a la periodicidad del sistema las funciones propias se pueden escribir en términos de funciones de
Bloch[12],[13],[14]

T (z) = ™y (z) (3.2.5)

donde k es el vector unidimensional de Bloch y u () es una funcién que contiene la periodicidad del sistema.
Se sustituye la Ec. (3.2.3) en la Ec. (3.2.2), usando la continuidad de ¥ (z) y ¥' (z) en la frontera y la funcién
de Bloch se encuentra la ecuacion[13], [14]

cos (kL) = cosh (Kb) cos (ka) + % (% - %) senh (Kb) sen (ka) (3.2.6)

donde L = a + b, es el periodo. Esta ecuacién, es una ecuacién trascendente que se resuelve por métodos
numéricos y de la cual se obtienen las bandas permitidas y prohibidas para un cristal, tal como lo muestra la
Fig. 3.

El cos (EL) estd definido entre 1 y -1, para esos valores se tiene que ’EL| = 2m la cual es la condicién de

méxima difraccién de Bragg. La condicién de maxima difraccién establece que el producto escalar de un vector
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Fig. 3: Bandas prohibidas y permitidas de acuerdo al Modelo de Kronig-Penney.

ka

de la red reciproca y un vector de la red directa es igual a 27. El correspondiente valor del vector de la red

reciproca es |E| = 27 /L y los limites de la primera zona de Brillouin son |E| =mx/L.

Si las soluciones a la ecuacién de Schrodinger tienen la forma de ondas propagandose a la derecha y a la

izquierda con |k| = /L, se tiene que[13]

U, (x) =™/ 4 gmima/L (3.2.7)
U (z) =2 (em/L - e—m/L) ; (3.2.8)
entonces la densidad de probabilidad para cada una de ellas es
W, (z)]> o cos? (%) ) (3.2.9)
|U_ (2)]* o sen® (ﬂ—;) . (3.2.10)
Estas diferentes densidades de probabilidad dicen que para valores = 0, L, 2L,...; [P, (x)\2 se acumula

electrones sobre o cerca de los iones positivos, regiones de menor energia potencial, y para valores © = L/2,

10



3L/2,...; |U_ (z)]* acumula electrones entre los iones positivos, regiones de mayor energfa potencial. Si los
valores promedio de estas energfas potenciales difieren en un valor E;, entonces tenemos una banda prohibida
de ancho E,. Esta es una posible explicacién fisica de la estructura de bandas permitidas y prohibidas en un

cristal.

11



4 CASO ELECTROMAGNETICO

En este capitulo se estudiara el comportamiento de los electrones en un semiconductor sometido a una onda

electromagnética. Los resultados se utilizan en el capitulo 5 para estudiar superredes.

4.1 Ondas en Medios

Cuando a un material se le aplica un campo eléctrico E, la distribucién electrénica interna se modifica. El
campo eléctrico aplicado separa las cargas positivas y negativas (cada par forma un dipolo) que contribuyen con
una componente de campo adicional.

Para un medio isotrépico, y debido a la invarianza translacional temporal, se puede escribir el vector de

desplazamiento D como

D(r,t) :/dgr’/dt’ e(r,r’st —t"YE(', ). (4.1.1)

Para materiales infinitos homogéneos, existe invarianza translacional en el espacio, entonces e(r,r';t — ') =
e(r —r’;t — t'); es decir, depende de la distancia relativa entre r y r’. La transformada de Fourier espacial

temporal de la Ec. (4.1.1) se expresa, empleando el teorema de la convolucién[15], como

D(q,w) = €(q,w)E(q,w) (4.1.2)

donde

e(q,w) = / dt / dr E(r,t)e!@r—«t (4.1.3)

E(q,w) = / dt / dr E(r,t)ear—t), (4.1.4)

Un concepto 1til en la teoria de sistemas no locales es el alcance de la no localidad, definido como la distancia
entre r y r’ a partir de la cual e(r,r’;¢,t") es despreciable (tipicamente de algunos Angstroms). Si la escala de
variacién de E (r, t) comparada con el alcance de la no localidad es muy grande, lo podemos sacar de la integral
sobre r, y asf obtener una relacién de tipo local. Por lo tanto, la no localidad es importante solamente en

situaciones en las que el campo eléctrico varia abruptamente como funcién de la posicién. Tal es el caso en la

12



cercania de una superficie donde incide luz con polarizacién P para la componente normal del campo eléctrico
E, la cual es discontinua en la teoria local de Fresnel. Por lo tanto, si se debe conservar para estudio de las

superficies metdlicas.

Las ecuaciones de Maxwell para medios con fuentes en unidades gaussianas[15] son

V-D =4np,,, Ley de Gauss eléctrica, (4.1.5)
vV-B =0 Ley de Gauss magnética, (4.1.6)
VX E= —%%B Ley de Faraday, (4.1.7)
VxH= %%D + %%Jmt Ley de Ampére. (4.1.8)

Si se considera que no hay fuentes externas: p.,; =0y Jezt = 0, si el medio es lineal y homogéneo; es decir,

D = ¢E y H = B; las ecuaciones toman la forma

v-D =0, v-B=0,
(4.1.9)

VxE=-12B, vxB=1ID.
c ot c

0
ot

A partir de este grupo de ecuaciones podemos obtener la ecuacién de onda para el campo eléctrico E y para
la induccién magnética B; para posteriormente obtener la relacién de dispersién entre la constante dieléctrica e
y el vector de onda k.

Primero se obtiene el rotacional de V x E, es decir:

1 0 19 1 o2

Si se separa D en sus componentes transversal D? y longitudinal D!, se tiene que D = D!+ D! = ¢! E! +¢/'E!,

entonces

1o ., 107,

t__
VXVXE——CQatQD _—CQathE, (4.1.11)
1 02 1 6?
l_ I _ Il
VxVxE= e L E'. (4.1.12)
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Por definicién se tiene que ik - E* = 0 e ik x E! = 0. Ahora bien considerando la identidad vectorial Vv-
—V? = V x VX, obtenemos las ecuaciones de onda de las componentes transversales y longitudinales del campo

eléctrico E, estas son

v = L2 4.1.13
— L, (4.1.13)
10% .,

Si se supone que las componentes del campo eléctrico se comportan como ondas planas Ef (r,t) = Eéei(k'r_“’t)
y E! (r,t) = Ebe!® =91 v se sustituyen estas expresiones en las Ecs. (4.1.13) y (4.1.14) se obtiene la relacién

de dispersién transversal y longitudinal para la constante dieléctrica € y el vector de onda k

k2c?
&:17, (4.1.15)
d=o. (4.1.16)

4.2 Modelo de Drude

En su forma mds sencilla, la teoria cinética de gases describe el comportamiento de gases simples con
particulas de una sola clase, como esferas sélidas idénticas, que se mueven en lineas rectas antes y después de
chocar entre si. Al tiempo entre colisiones se le considera despreciable y también se supone que el sistema no
estd sujeto a fuerzas externas. Drude propuso un modelo para un metal de tal manera que pudiera ajustarse
al marco descrito por la teoria cinética de gases; es decir, consideré al metal compuesto por dos clases de
particulas: particulas que se mueven libremente por el metal (electrones de conduccién) y cargas positivas
inméviles (iones), Fig. (4), de manera tal que se mantiene la neutralidad del metal. Ademés, propuso que los
electrones no interactuan entre si (Aproximacion del electrén independiente) y que la interaccién ién-electrén
(Aproximacién del electrén libre) se daba de la misma forma que en la teoria cinética de los gases, las colisiones
eran eventos instantdneos que alteraban abruptamente la velocidad del electrén. Es decir, debido a la ausencia
de un campo electromagnético externo los electrones dispersados se mueven en lineas rectas. A través de estas
colisiones el sistema alcanza el equilibrio térmico. Adicionalmente considera que entre colisiones hay un tiempo
7 de relajaciéon que contiene la informacién del electrén dispersado y que no es més que el tiempo promedio

entre colisiones.

Tomando la ecuacién de movimiento de los electrones de conduccién en un sélido en la aproximaciéon del

tiempo de relajacién[11]
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Fig. 4: (a) Un i6n y los electrones de conduccién. (b) El modelo de Drude. Los iones inméviles y los electrones

de conduccién que se mueven practicamente libres por el metal.

1
m—v:e<E+—va> —T'v, (4.2.1)
c

en la que el término eE es la fuerza que produce el campo eléctrico, e (vxB/c) es la fuerza producida por el
campo magnético conocida como la fuerza de Lorentz y mwv/7 es la friccién producida por la interaccién de los
electrones con los iones de la red a la que se le conoce como la aproximacién del tiempo de relajacién, donde m,
ey v son la masa, la carga y la velocidad promedio respectivamente del electrén y 7 es el tiempo de relajacién

o tiempo promedio entre colisiones.

Como v = v (r,t), su derivada temporal se puede expresar como

—r-V] v = %v—l—[ -V]w (4.2.2)

de donde la Ec. (4.2.1) se puede escribir de la siguiente manera:

0 1 m
mav—i—m['wV]'U—e(E—i—E'uxB)—?v. (4.2.3)

Ahora, para linealizar la Ec. (4.2.3) no se consideran los términos [v - V], ni la fuerza de Lorentz ya que esta
contiene un término v/c, donde v es la velocidad promedio electrénica, que hace que sea menor que la debida al
campo eléctrico E. Aun con corrientes de 1 Amp/mm? se tiene una velocidad electrénica del orden 0.1 cm/seg
con la que el campo magnético tiene una fuerza de 1071° veces menor que la del campo eléctrico[12], por lo que

la ecuacién se puede escribir como
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0 m
M ¥ = eE — —v- (4.2.4)

Esta ecuacién se obtiene suponiendo que el campo eléctrico no varfa apreciablemente sobre distancias com-
parables al camino libre medio electrénico; es decir, la longitud de onda del campo eléctrico es mayor que el
camino libre medio, esto trae como consecuencia que la fuerza que el campo ejerce sobre los electrones siempre
sea la misma. Si la longitud de onda es méas pequena que el camino libre medio entonces se tiene que hacer uso

de modelos que consideren la no-localidad.

i(q-r—wt)

Si E y v se comportan como ondas planas de la forma E = Ege y v = vpe' (@9 ge obtiene

My —iwmv = eE (4.2.5)
i
de donde la velocidad v resulta ser
eE
= 4.2.6
V) 120

Como J = new, con n la densidad de particulas se puede escribir

2

J=—F—E. 4.2.7
m (w + i) ( )

SiJ =0 (w)E(q,w) vy si el medio es lineal, entonces

ine
0(w)=——". 4.2.8
@ = oD (128)
Por otro lado, € (w) = 1+ (47i/w) o (w) por lo que
4 2
c(w)=1- —4¢ (4.2.9)

o (@ 1)

Definiendo w? = 47ne? /m como la frecuencia de plasma para cada especie, entonces

(4.2.10)



Como € (w) no depende del vector de onda q se dice que es una funcién dieléctrica local. De acuerdo con la

Ec.(4.1.15) para 7 >> 1, la relacién de dispersién es
w? = K + w?. (4.2.11)

4.3 Modelo Hidrodinamico

El modelo hidrodindmico[11],[20] ha sido utilizado frecuentemente para estudiar diversas propiedades fisicas
de los sistemas conductores, tales como la no-localidad de la respuesta electromagnética de un gas de electrones
y el acoplamiento de los plasmones con las ondas transversales en sistemas no homogéneos|[11]. Este mode-
lo no toma en cuenta las excitaciones electrén-hueco, pero describe adecuadamente la excitacién de ondas

electromagnéticas longitudinales.

4.3.1 Funciones dieléctricas y relaciones de dispersién

El modelo hidrodindmico es una manera simple de incluir la dispersién espacial en la funcién dieléctrica.
De la misma manera que en el modelo de Drude no se toma en cuenta la interaccién entre iones y electrones.

En la ecuacién de movimiento de los electrones se considera un término de presién[11]

1
m—'u:e(E+—'u><B> - —v—— (4.3.1.1)

donde 7 es el tiempo promedio entre colisiones o tiempo de relajacién, Vp/n es la fuerza por unidad de
volumen y n es la densidad de particulas. El 1ltimo término de la ecuacién describe la inhomogeneidad de la
densidad electrénica n.

Se puede expresar al gradiente de presién Vp como

_Op _9pon _ Op

P=or Tonor  on " (4.3.12)
Se define
2 1 dp
= —— 4.3.1.
= (4.3.1.3)

como la velocidad caracteristica relacionada a la velocidad aleatoria de la particula, por lo que
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Vp = mB2Vn. (4.3.1.4)

Si se usa la ecuacién de continuidad en la forma de conservacién del nimero de particulas[15]

an
o + V- (nv) =0 (4.3.1.5)

y definimos ng como la densidad de particulas en equilibrio, entonces en el término Vp/n de la Ec. (4.3.1.1)

hacemos que n = ng para poder linealizarla. Por otro lado, si se considera en el término On/dt que

n =ng +n'el@r=wt) (4.3.1.6)

i(qr—wt)

donde ng es la densidad de equilibrio y n’e es la contribucién debida a las variaciones de la densidad,

y en el término V - (nv) de la Ec. (4.3.1.5) que

I s (4.3.1.7)

es la velocidad asociada a estas varaciones, se tendra

—iwn/ e AT L ingq - voel (W) = (),

—iwn' +ingq - vy = 0,

(4.3.1.8)
noq - vo = iwn’,
n = noq‘vo_
Entonces, la Ec. (4.3.1.1) se puede escribir como
d 1 ° :
m—v=eE+e|-vxB —ﬂv—ﬂvw (4.3.1.9)
dt c T no w
despreciando el término magnético
92
i — eF — Ty ImBTd () (4.3.1.10)
T w
Y
ORI UC ) R (4.3.1.11)

w
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Como v y E son vectores se escriben en términos de sus componentes transversales y longitudinales, v =

vt +v' y E = E! + E!. Por lo que

JURRY)

m (v' + 'vl) + imfq (a

Separando explicitamente las componentes transversal y longitudinal se tiene que

. 2 . t
m,., imfala)

T

i, mia )

Por definicién

qvt =0, qxv'=0.

Para la componente transversal se usa la Ec. (4.3.1.15) en la Ec. (4.3.1.13) y se obtiene

m
—v
T

1
mut (— — z'w) = cE!.
T

Por lo que la velocidad transversal es

Si se usa la Ec. (4.3.1.15) en la Ec. (4.3.1.14) la componente longitudinal queda

m\| —v
T

w

w

W

t

.02 ]

—|——Zﬁ ke q2—iwvl) = cE!,
w

1 B

—+£q2—iw> :eEl;

T w

— imwv® = eE?,

—imw (’Ut+'vl) :e(EtJrEl).

— imwv' = eE?,

— imwv' = eEL.

(4.3.1.12)

(4.3.1.13)

(4.3.1.14)

(4.3.1.15)

(4.3.1.16)

(4.3.1.17)

(4.3.1.18)

(4.3.1.19)

(4.3.1.20)



por lo que la velocidad longitudinal es

ol = ¢ E'. (4.3.1.21)

m(%—l—iﬁqu—iw)

w

Como la densidad de corriente es J = new, con la Ec. (4.3.1.18) y la Ec. (4.3.1.21), las densidades de

corriente transvesal y longitudinal son[15]

2
J=o'E=—"° g (4.3.1.22)
m (X =)
2
¥ =o'B = —- "; E' (4.3.1.23)
m (; +=-q? - iw)
y las conductividades transversal y longitudinal son
ot (quw) = — 0" (4.3.1.24)
mw+3)
. iwne?
o' (qw) = (4.3.1.25)

m (&~ 57g? +w?)’

Se puede expresar la funcién dieléctrica[15] como € (q,w) = 1 + (4mi/w) o (q,w), que con la Ec. (4.3.1.24) y
la Ec. (4.3.1.25), permite obtener

4drne?

Hquw)=1— ——r, 4.3.1.26
o) =1 (13.1.26)
4mne?
!
€(qw)=1- - . 4.3.1.27
( ) m (% _ 52(12 +w2) ( )
Si wi = 4mne?/m es la frecuencia de plasma, entonces

t wp
€(quw)=1—- , 4.3.1.28
(@) =1- g (4.3.1.28)

w2
d(qu)=1- ——F——: (4.3.1.29)



que es una funcién dieléctrica que depende de q por lo que es una funcién no-local. Si se emplea la Ec.
(4.1.15) y la Ec. (4.3.1.28) con 7 >> 1, la relacién de dispersién para la componente transversal del modelo

hidrodindmico es

w? =g’ +wl, (4.3.1.30)

que es igual a la del modelo Drude, Ec (4.2.11). Si se emplea la Ec. (4.1.16) y la Ec. (4.3.1.29) con 7 >> 1,

la relacién de dispersién para ondas longitudinales es

w? = B%q* + W (4.3.1.31)

4.3.2 Cilculo de la compresibilidad 3>

Es ampliamente conocido que para un proceso adiabdtico p es proporcional a n”, donde x es la constante

adiabdtica

Yr_ vn (4.3.2.1)

Por otro lado, la energia del estado base para un gas de electrones es[16]

PF

dmgV p? 9 2wgV &
B = _ A 4.3.2.2
0=—3 /<2m prdp = sk (4.3.2.2)
0
de donde se obtiene que
E() o 3])% . 3
N = Tom — 5°F (4.3.2.3)

Entonces la presién para un gas de electrones en su estado base es

p=zznEr = znEp (4.3.2.4)

por lo que

Vp = 'yp% = —yEprVn. (4.3.2.5)



Por definicién[17] se puede escribir

£ = m52 (4.3.2.6)
y entonces
Vp = mB*Vn. (4.3.2.7)

Si se compara la Ec. (4.3.2.7) con la Ec. (4.3.2.5), se tiene que

%'yEFVn =mfB*Vn,
5% = %7EF, (4.3.2.8)
1

2
B = g"/”%;

donde ~y depende del nimero de grados de libertad, a través de la férmula

y = % (4.3.2.9)

A frecuencias muy bajas los electrones que chocan con los iones se mueven en 3 dimensiones; es decir, f = 3.
Para el caso de frecuencias muy altas la velocidad es deterministica por lo que la velocidad con la que se mueven

los electrones es paralela al campo eléctrico E. Por lo tanto, f =1y v es

wlot

, W<V
v = . (4.3.2.10)

3, w>>v

Entonces el valor de 32 es[17]

B = . (4.3.2.11)
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5 RESULTADOS

En los capitulos anteriores se hizo una breve revisiéon de las ecuaciones de Maxwell, de los modelos de
Sommerfeld, Drude y Kronig-Penney, de los cuales se usardn las principales ideas en esta seccién para obtener
el comportamiento de las ondas transversales y longitudinales en sistemas semiconductores multicapas semi-
periédicos. En esta seccién se estudiard un sistema de multicapas modelado como pozos y barreras desde el

punto de vista electromagnético con especial énfasis en la propagacién logitudinal.

Se considera un sistema de capas alternadas de diferentes materiales (metdlicos o semiconductores altamente
dopados). Esto se modela, como un sistema de pozos y barreras en la densidad electrénica. Se usan las
Condiciones Adicionales a la Frontera (CAF’s) para determinar que pJ y vp sean continuas, donde J y p
son la densidad de corriente y la densidad electrénica respectivamente; p y v son pardmetros que pueden
depender del material. Se usa el modelo hidrodindmico para encontrar la relacién de dispersién para los modos
electromagnéticos longitudinales de la superred periédica, que es una relacién similar a aquella a la que se

encuentra en el modelo de Kronig-Penney (bulto).

Un plasma estd constituido por un conjunto de cargas positivas (iones) y negativas (electrones) que se
mueve aleatoriamente entre dtomos y/o moléculas neutras de forma que todas estas particulas forman un medio
electricamente neutro. Una carteristica importante es su tendencia a mantener la neutralidad eléctrica en
todo el espacio ocupado por él. Las cargas estdn homogéneamente distribuidas, de forma que cualquier ligero
desequilibrio macroscépico en la densidad de carga positiva y negativa da lugar a la aparicién de potentes
fuerzas electrostdticas, entre las particulas de carga opuesta, que se encargan de restaurar la neutralidad eléctrica
macroscopica. El exceso de carga negativa creada da lugar a que los electrones se repelan provocando la oscilacién

en el sistema. A estas oscilaciones longitudinales se les llama oscilaciones de plasma

5.1 Sistema

Se considera un sistema periédico de capas alternadas de diferentes materiales (metélicos o semiconductores
altamente dopados) apiladas a lo largo del eje z. Cada capa tiene el siguiente conjunto de pardmetros €;, Kj
vj, 0;, y densidad electrénica n;, donde j = {a,b}, dependiendo del tipo de capa en la superred. Para romper
la periodicidad se usa una interfase de otro material semiconductor en z = 0 con pardmetros ., ., Ve ¥ O¢, ¥

densidad electrénica n., como se muestra en la Fig.5.

En las secciones 4.2 y 4.3, se encontré que en la aproximacién hidrodindmica, el vector de onda asociado a

la propagacion transversal estd dado por la Ec.(4.2.11),

y el vector de ondas asociado a la propagacién longitudinal estd dado por la Ec.(4.3.1.31),
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Fig. 5: Superred semi-infinita de capas alternadas hechas de materiales semiconductores (a) y (b). La interface

en z = 0 estd hecha de otro material semiconductor (c).

Estas ecuaciones para los vectores de onda transversal y longitudinal son similares al vector de onda que se

usa en Mecédnica Cudntica para el caso del pozo y la barrera de potencial

k:(%gyﬂwﬁifﬁ. (5.1.1)

Gracias a la similitud matemética entre la Ec. (4.2.11), la Ec. (4.3.1.31) y la Ec. (5.1.1) se puede modelar
el sistema de capas alternadas como un sistema de pozos y barreras con diferentes frecuencias de plasma, las

cuales son funciones de la densidad electrénica n caracteristica de cada capa, como se muestra en la Fig. 6.

Se parte de las de las ecuaciones de Maxwell, en particular de la Ec. (4.1.6), para escribir B en términos de

un potencial vector A como

B=V xA,
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Fig. 6: Superred semi-infinita con ancho de pozo a y ancho de barrera b con alturas n, y n, respectivamente y

periodicidad L. La interfase en z = 0 tiene una altura n..

que en la Ec. (4.1.7) queda

10
E+-—A)=
V><< +cat > 0,

por lo que se puede decir que

10
—-Vo=E+-—A
ve + cot
y por lo tanto el campo eléctrico E se expresa como
10
E=—-V¢p—-— 5.1.2
“o A (5.1.2)

donde ¢ es el potencial escalar. Si se sustituye en la Ec. (4.1.8), se obtiene

4 €0 10
VXVXA_?Jemt"‘Eg <_v¢—zaA)
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Se usa la identidad vectorial V x Vx = VV - —V?, con la que se llega a

ap €07, ALEO N _ 4
VEA — oA v(v A+Cat¢>>— —Jeot.

Al término

V'A-Fzg(ﬁzo, (5.1.3)

se le conoce como la condicién de Lorentz.

Por otro lado, si se sustituye D = €¢E en la Ec. (4.1.5) y se emplea la Ec. (5.1.2), se obtiene

)
V20 + EEV A= —dnp,,,. (5.1.4)

Si se considera la norma de Coulomb V- A =0 en la Ec. (5.1.4), se obtiene

€v2¢ = —ATPegy-

Dado que no hay fuentes externas, p,,, = 0, el potencial electrostdtico ¢ debe de satisfacer la ecuacién de

Laplace en todos los puntos del espacio

V26 (z,y,2) = 0. (5.1.5)

Se propone que el potencial ¢ tenga la forma

¢ (x,2,t) = ¢ (2) (2,1) = ¢ (2) 927, (5.1.6)

que al sustituirse en la Ec. (5.1.5), lleva a la ecuacién de Helmholtz

[d_2 _ qﬂ $(z)=0. (5.1.7)



De acuerdo con esto, el potencial en cada capa serd
Pn, (2) = Ap,€'e® + Ay _e'* 0 <z <a, (5.1.8)

¢nb (2) = Bn+€%(z_a) + ane_%(z_a)a a<z<L, (5.1.9)

donde n es la unidad de la capa.

5.2 Condiciones Adicionales a la Frontera (CAF’s)

Para estudiar la propagacién y el comportamiento de los campos en un sistema como el descrito anterior-
mente, se necesitan 4 condiciones a la frontera. Las condiciones a la frontera del electromagnetismo se obtienen
a partir de una integracién de contorno de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell a partir de las cuales se
concluye que la componente perpendicular del campo de induccién magnética B es continua y la componente
tangencial del campo eléctrico E también lo es.

Es ampliamente conocido que a partir del cdlculo de las energfas eléctrica y magnética se llega al teorema

de la energfa electromagnética[15]

c 01
EV-(EXH)+a§(E~D+B~H)——J~E. (5.2.1)

El primer término de la izquierda es el flujo de la energia almacenada en volumen V', el segundo término es
el cambio en el tiempo de la energfa electromagnética. El término de la derecha se asocia con el trabajo que
hace el sistema.

La ecuacién de movimiento en la aproximacién hidrodindmica (4.3.1.1), en términos de la densidad de

corriente J es

9. w1 )
—J=PE_2J— . 2.2
3tJ 47 TJ pvn (5.2.2)

Tomando el producto punto de J con la ecuacién anterior se puede escribir

0. Wi 1 5
3.5 d=321 B- —3-3- 5%V, (5.2.3)

que en términos de J - E, quedaria de la forma
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4 _ 0 47 47 5*

JE="J-J+—/—J-7J J-Vn, 5.2.4
w2 ot +w1277 + w2 " ( )
peroJ - Vn =V - -nJ —nV -J y con la ecuacién de continuidad del nimero de particulas V -J = —%n, se
encuentra que
0 190 o
. -V —n=V- ——n*. 2.
J.-Vn=V nJ—f—nann \% nJ+28tn (5.2.5)

Sustituyendo esta expresion para J - Vn en la Ec. (5.2.4) para J - E, se tiene que

_Arm 0, 1 2 10 4
J.E_w% ( 8tJ+7'J J+8 {V nJ + 55" }), (5.2.6)

032 - 03.J =92 2310732 - ;
como 5J° = 5J-J =2]5J = J5:J = 55J°, entonces se obtiene

dr (19, 1 ) 10 ,
J-E—w% <26tJ —l—TJ J+4 {V nJ—|—2atn . (5.2.7)

Esta expresién se puede sustituir en el teorema de la energia

£V (ExH)+ 35 (353 + 233+ 57 {V - nd + 550°})
(5.2.8)

=-2LE -D+B-H).

Reacomodando términos, se encuentra

VA{&£ExB) + 20} + 2533
(5.2.9)
2
=2 {L(B-D+B)+ 5P+ 2L}

En las ecuaciones anteriores aparecen, ademas de los términos de energfa eléctrica y magnética los términos

2732 . , . . e . . . .
i—’;J 2y ZE n?, el primer término se asocia a la energfa cinética del gas de electrones libres y el segundo término
P

se asocia a la densidad de energia potencial debida a la inhomogeneidad introducida en el gas por la onda de

A3

2
——nJ, que es una contribucién extra

plasma longitudinal. Ademds del vector de Poynting se tiene el término

2
p
al flujo de energia. Es decir, la densidad de energia en un volumen dado disminuye debido al flujo de energia

hacia el exterior, mas la pérdida de energia en forma de calor. Entonces se puede separar S en componentes de

manera tal que,
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S=8"+8§,

donde
st— “ExB
47rx’
y
2
s=20" 5.
P

son las energias de flujo transversal y longitudinal.

Se considera la ley de Ampére-Maxwell, escrita de la siguiente manera

10 47 0

Si J = Jpeilar—w) entonces la ecuacién anterior se escribe como

De acuerdo con la ecuacién de continuidad

0
V~J+ap—0,

i(k-r—wt)

y si se considera en la ecuacién anterior que p = pye , entonces

1
V- I—-iwp=0=p=-—V-J,
w

que al sustituirse en la ecuacién V - D = 47p,
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V-D:%—WV-J2>V~<E—A_1—7TJ>:0.
w iw

En éptica esta ecuacién establece la continuidad de D? si D = €E! se tiene una discontinuidad en E! y en
Jt. Una discontinuidad en el campo eléctrico es equivalente a una densidad infinita de carga, consecuencia de
V - E = 47mp, algunas veces llamada densidad de carga superficial. Por lo tanto, las ecuaciones macroscépicas

con las que estamos trabajando requieren que todos los campos E y B, y las densidades p, J y P sean finitas.

Esto nos da la condicién a la frontera: E! continua y de E — ;.l—;rJ t. J¢ continua. Si se observa el término

- (ExB)+ 4:—’52th} de la Ec. (5.2.9), el vector de Poynting es continuo debido a que las componentes E? y

4732 sy
gE nJ es una nueva condicién a la frontera. Como
P

n sea continua para asegurar que el flujo de energfa sea continuo.

E! del campo eléctrico E son continuas. La continuidad de
4732

w

J! es continua se requiere que =5
p

5.3 Propagacién Transversal

Para estudiar la propagacién transversal en un sistema no periédico se considera primero el problema

periédico para obtener una ecuacién para el bulto similar a la del modelo de Kronig-Penney.

Como se vio anteriormente, el potencial escalar se puede expresar como en las Ecs. (5.1.8) y (5.1.9). Para el

caso transversal los potenciales se escriben como
Cbna (2) = An+eiqéz + Anfeiiq‘t”za 0<z<a, (5.3.1)

¢nb (2) = ereq;(Z—a) + Bnie—lht)(z_a)’ a<z<L, (5.3.2)

donde ¢* es el vector de onda asociado a la propagacién transversal electromagnética. Se considera primero
el sistema periédico con las siguientes condiciones a la frontera para el potencial escalar.

Las condiciones a la frontera que se utilizardn en este caso son: la continuidad del potencial escalar ¢ y la
continuidad de la componente normal del vector de desplazamiento D, que se puede escribir como D! = ¢!E! =
—€lVo.

Con estas condiciones a la frontera se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones
An + A, = B(n,1)+eq€L + B(y_1) e 0L, (5.3.3)

i€atl (Any — An_) = esh (Bin1), €% = Bpuyy_e™%F), (5.3.4)
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Ay, €0 4 A, et = B, %% 4 B, e % (5.3.5)

i€aq, (AMein“ — A, e_iqfl“) = eq} (BMeqé“ — ane_qlt’a) . (5.3.6)

Usando la condicién de Bloch se encuentra una expresién similar a la que se encuentra en el modelo de

Kronig-Penney[Ec. (3.2.6)] para las bandas permitidas y prohibidas donde k = ip

2 2
(evqp)” — (€agh)

cosh (pL) = cos (gLa) cosh (gjb) + ——=%— sen (q,a) senh (gpb) . (5.3.7)
2€aqa b )
Se suponen que las amplitudes del potencial se comportan como
AnJr = e_anA0+, A, = e_anA()77
(5.3.8)
B'IL+ = eianA0+7 an = eianAof;
sustituyendo las expresiones anteriores en las Ecs. (5.3.3 - 5.3.6), y si ademds Ag_ = vAp4, se encuentra

una expresion para -y

{(ieaqfl + epql) ePL — (i€aqt — €vq}) epLe—2q£b} — erqgeiqia—qib 559
T 2eg 4 (ieadt, — o) ¥F — (icad + o) PEe 2T N

Se considera ahora el caso de la superred y una interfase en z = 0 para romper la periodicidad del sistema.

Si se supone una funcién de onda que decae lejos de z =0

¢(2) = Cele?, 2<0, (5.3.10)

las condiciones a la frontera que se utilizardn para este caso son: la continuidad del potencial escalar ¢ y la
continuidad de la componente normal de el vector de desplazamiento D. Si z =0, conn =0y Ag_ = vAo,, se

encuentra que

. t
¢ g, (1—7
_ . 5.3.11
Qe €c (1 —l—’y) ( )
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Usando la Ec. (5.3.9) en en la Ec. (5.3.11) se encuentra la expresién para el pardmetro de decaimiento p en

la propagacién transversal, es decir

1

ePL —
cos (gt a) cosh (g}b) — %gl sen (¢4a) senh (gfb) + ZZAZ;; cos (¢} a) senh (¢}b) +

sen (¢! a) cosh (g/b)
(5.3.12)

ecql
(aq(tl

Con la Ec. (5.3.9) y la Ec. (5.3.11) encontramos la ecuacién para los estados de superficie transversales

o [(€adt)” + (eca)?| — ccal [(eaal)” + (en})”] tamh (g}0)

[(c00})* = (ccqt)?] tanh (gfp)

= eaq), cot (gha) . (5.3.13)

5.4 Propagacion Longitudinal

Siguiendo el mismo formalismo que se usé para el estudio de la propagacién transversal en un sistema no
periédico, tomamos en cuenta primero el sistema periddico para obtener una ecuacién del bulto similar a la del

modelo de Kronig-Penney.

Si se considera que la densidad electrénica tiene la forma

p(2,t) = py () e (5.4.1)

y que la densidad de corriente tiene la forma
J(z,t) = j.(2)e ™! (5.4.2)

por lo que ambas cumple con la condicién de continuidad

= iwp (z,1t). (5.4.3)

Se toma J(z) de la siguiente manera

An+eiqiz + A, e % 0<z<a
J=(2) = ; (5.4.4)
Bn+eqéz + Bn_e_qllvz; a<z<L
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y para p,(z) se tendrd

pn(2) = ) (5.4.5)

con L =a+b.

Wty yp =vp,(2)e” ™t ademds de pedir que

J, y p sean continuos) en z = L para la celda n — 1 y z = 0 para la celda n, se tiene

Se aplican las condiciones de frontera (es decir, uJ, = uj.(2)e

! 1l
faAns + toAn— = iy Bn1)4€®" + py Bn_1y_e~ %", (5.4.6)
Vaql Vaql Vlel; lr Vlel) Ly,
aAn+ - A, = _B(n—1)+eqb - B(n—l)—eiqb ’ (547)
w w w w
y para z = a se tendrd
lf'aAnJreiqia + MaAnfe_iqia = /~Lan+eqlL’a + lf'anfe_qiaa (5.4.8)
Vaql -1 Vaql - 1 l/bql 1 I/bql 1
LA, et - 228N om0 = 25b R ehe . 2IbR em D (5.4.9)
w w w w

Si se considera una superred infinita se podrd aplicar la condicién de Bloch, ¥,,(z) = €L ¥ (2), y se tendrén

las igualdades

Apy =™l Ay, A, =e™lA,_ (5.4.10)

Bo. =e™LBy,, B,_ =e™LB,_ . (5.4.11)

Sustituyendo los valores de las Ecs. (5.4.10) y (5.4.11) en las Ecs. (5.4.6)-(5.4.9) tendremos
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Aoy + Ao = a

B e=rLpy el  Bbe=rlp =l (5.4.12)
/‘La a
! !
A0+ — AO_ = l/b—qlljeinLBo_i_elqg’L - l/b—qlljeinLBo_eiqg’L, (5413)
Vaqa Vaqa
Agpeitnt 4 Ag_e~ita = Lop eaa Lo g o—dga (5.4.14)
a a
.1 .1 Vqul; 1 Vbqll) 1
Agpeltat — Ag_e~tut = 22 g cae gy o—aia (5.4.15)
aHdq Vaqa
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se llega finalmente a una ecuacién de bulto para la propagacién
longitudinal andloga a la de Kronig-Penney [Ec. (3.2.6)]
1{p VbQé ﬂbVaql 1 !
cosh (kL) = cos (¢.a) cosh (gip) — = | =2 2 | sen (g,a) senh (gb) . (5.4.16)
(ke cosh (a) — 5 [ 222288 1 20200 g ) s o)

5.5 [Estados de Superficie

Para poder obtener los estados de superficie es necesario romper la periodicidad de la superred infinita intro-

duciendo una interfase de un material diferente por lo cual se propone J(z) de la siguiente manera,

. 1 -1
Apyeife? 4 A, %0 < 2 < a

J=(2)

1 l
Byieh* + B,_e h*a <2< L ,

(5.5.1)
Ce’qlcz; z2<0
Y pp(z) de la misma manera
% [An+eiqulz — An,e_iqlaz} i0<z<a
pn(2) (i)—é [Bn+eqlbz - Bn_e_qéz] ia<z< L (5.5.2)
a

— [C’eqiz} ;2<0
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con L =a-+b.

—iwt ~wh en z = 0 se tiene

Aplicando condiciones de frontera continuas (uJ, = pj.(z)e yvp=vp,(z)e

ILLCC = luaAO+ + ILLG,AO*’ (553)
y
Vele o _ Vol [Aos — Ag_] (5.5.4)
w | w ook -

Si se toma Ag— = cAgy en las Ecs. (5.5.3) y (5.5.4) tendremos

l feVa o [1—c]
=— . 5.5.5
qc Maycqa [1 C] ( )

Aplicando condiciones de frontera (u.J, = pj,(z)e” ™t vp = vp,(2)e”“! y continuas) en z = L para la celda

n se tiene

! 1
faAns + toAn— = iy Bn1)4€®" + 1y Bin_1y_e~ %", (5.5.6)
Vad, Vaq! g} AL el dL
An+ — A,_ = —B(n_1)+€ b — B(n_l)_e Lo (557)
w w w w
y para z = a
uaAn+eiqé“ + uaAn_e_iqé“ = uanJreqé“ + uan_e_qll’“, (5.5.8)
l/aql ;oL I/aql o’ I/bqll) 1 Vbqll) l
LA, et — 220 A eTMat = 2B Bt — DB e DY (5.5.9)
w w w w

Aplicando la condicién de Bloch ¥,,(2) = e P"E W (z) se tienen las igualdades

Apy=e LA An_ =ePlA,_ (5.5.10)

B, =ePIBy,: B, =e B, (5.5.11)

Bin-1)+ = e Pn=DLp, Bin—1)- = e P(n=DIlp,
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Sustituyendo los valores de las Ecs. (5.5.10) y (5.5.11) en las Ecs. (5.5.6)-(5.5.9) se tiene que

Po gy + L2 4y = ePL By, eBE + P By_e~ 0L, (5.5.12)
Hp Hp
l l
Yala AO — Vaq? AO_ = BPLB(H_qu’L - epLBo_eiqll’L, (5513)

1 +
Vpqy, Vpqy,

@Aweiq;“ + &Agfe_iqia = B0+eqllva + Bo,e_qéa, (5.5.14)
Hy Hy
Vaql -1 Vaql il 1 1l
FAgele — —FAg_e "% = Byreh® — By_e” B (5.5.15)
Vpqy Vpqy
Se resuelve el sistema de ecuaciones tomando Ag— = cAg+ por lo que el valor de c es

Ba | o va l| ,2i¢ a, pL Ba | _ va l| 2i¢ a,—2iglb pL Ha ol igta, —iglh
[;;qb+7;qa] e datelt 4 [#—‘;qb— V—‘;qa] e atem St 0ePt — 2a gy et 0 5516
Cc = ..
Qe gl pighap—iahb _ |Ha gl _ Yagl | gpL _ | Ha gl 4 Yagl e—2iapbepL ’ ( )
1w, 1o 1, T~ vy da T

que si se sustituye en la Ec. (5.5.5) y se resuelve para x = ePl se obtiene

1
T = 7 ] 7 ,
cos (qka) cosh (qéb) + %Z—Z cos (gL a) senh (qéb) — %Z—Z sen (gL a) senh (q})b) + ﬁjza Z—Z sen (g4 a) cosh (qéb)

(5.5.17)

que es la ecuacién para el pardmetro de decaimiento p.

En la Ec. (5.4.16) se sustituye & por ip, que ademéds se puede reescribir usando x = ePX, para obtener

cosh (pL) =

e PL 4 el 1 [1 ] I . 1 [ pavedh  myVad) ! !
————— = - |—+4z| =cos(qg,a) cosh (g;b) — = | == + = | sen (g,a) senh (g;b) .
2 2 |z (ga) cosh (a8) =5 | et nadh | ) senkh (a)
(5.5.18)

Desarrollando la ecuacién anterior, se obtiene la ecuacién para los estados de superficie para la propa-

gacién longitudinal electromagnética

povody [12v2a2 + p2v2q?] — povedl [13v2ql2 + p2vigf?] tanh (¢}b)

[1202q12 — p2v2¢12] tanh (q}d)

= paVaql cot (qéa) . (5.5.19)
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Se resuelve la Ec. (5.5.19) para el caso general del modelo de Kronig-Penney arbitrario con p = 1y
v = f/wp,, @ = {a,b,c}[18] por medios numéricos, de la cual se obtienen las frecuencias w para los estados
superficiales. Estas frecuencias se sustituyen en la Ec. (5.5.17) de la cual se obtiene la validez fisica de dichos

estados superficiales.

b

Expandiendo la Ec. (5.5.19) en el pardmetro y = e~2ab en el limite en el que gib > 1 se llega a la siguiente

ecuacién para la frecuencia w de los estados superficiales

f(w) =2g(w)y =0, (5.5.20)
donde
2g(w) = — Vbqll) [Vqu + nglf] sen (q(lla) + ché [l/iqllf + ng(lﬂ sen (qéa) + Vaq(ll [V%qllf - V%q?] cos (qéa)
[Vbqll; - chg ,
(5.5.21)
y
flw) = [1/2(](112 - Vbl/cqéqi] sen (qfla) — l/aqf1 [Vbqé + Z/quj cos (qéa) . (5.5.22)

Si la Ec. (5.5.22) se iguala a cero se encuentran las frecuencias para los estados superficiales en el limite
mencionado para en un sistema asimétrico de pozos y barreras (Fig. 8 y Fig. 9). Si se considera ¢\ = ¢/ en la
Ec. (5.5.22) se define

h(w) = [V?quf — ngll)Z] sen (qfla) — 2uaubqflqll, cos (qéa) , (5.5.23)

que al igualarla a cero se obtienen las frecuencias w para las bandas permitidas en el mismo limite para un

sistema simétrico de pozos y barreras (Fig. 10).

5.6 Superred Semiperiédica GaAs/AlGaAs

Se aplican los resultados tedricos a un sistema semiconductor de capas alterandas de GaAs/Al,Ga;_,As
en la que la masa efectiva m* tanto para la capa GaAs y para la capa AlGaAs es de 0.067 veces la masa del
electron[6]. Esta masa efectiva trae como resultado que la densidad electrénica sea n, = 2.33 x 1017 em=3[9),

[19], [20]. Con estos valores se pueden calcular entonces las frecuencias de plasma

2
o Admnge

v la constante de rigidez 5 de




@
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Fig. 7: (a) Superred semi-infinita de capas alternadas semiconductoras construida a partir de una superred

periédica infinita de capas alternadas hecha de GaAs/AlGaAs y una interfase; (b) y (c) modelada como pozos

(b)

AlGaAs
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AlGaAs

seee

©

@
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}c— L=ath —O{

(b)

f

z=0

y barreras en funcién de la densidad electrénica ng(GaAs), np(AlGaAs) y ne.

donde e es la carga eléctrica y o = {a, b, ¢} establece la correspondiente capa , de acuerdo con la Fig. (7).

Se consideran dos superredes con las siguientes densidades electrénicas: n, = 10n,, n. = 15n, (Fig. 7b) y
ny = 10ng, n. = 5n, (Fig. Tc¢) y los anchos de pozo: a = 10ag, a = 50ag, y a = 100ayp, respectivamente, y el
radio de Bohr es ag = 0.529 x 10~® cm. Para cada una de las superredes sélo se presentan el primer estado
superficial y la primera banda permitida. A partir de la solucién exacta a la Ec. (5.5.19) se grafica el estado

superficial (linea punteada) y de la Ec. (5.4.16) la banda permitida (linea continua) para cada una de las 6

superredes (Figs. 11-16) en funcién del ancho de la barrera b/ag.

I
|
[ sl ] |
T GalAs AlGaAs  GaAs AlGaAs
z=0
# (€)
) |<— L=atb —»{
(<)
b—a—H— b —| see
"
ne (?)
Loy ! I
| | |
[ |
TGaAs AlGaAs  GaAs _ AlGaAs

Cuando el ancho de la barrera b/ag crece los valores a los que se aproximan los estados superficiales son:

Lhcho del pozo, 2Frecuencia de la banda permitida cuando el ancho de la barrera crece, 3Frecuencia del estado superficial

cuando el ancho de la barrera crece, 4Ancho de la barrera asociada a la interseccion del estado superficial y la banda permitida,

Tabla 1
ny, = 10n, , n, = 15n,

[ e | o | e | & | Fis |
10aq 1.321w,, || 1.262w,, || 6.057 11
50aq 1.054w,, || 1.044w,, || 6.101 13
100ao || 1.020wp, [ 1.017w,, || 6.013 15
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Fig. 8: Sistema de pozos y barreras en el limite ng > 1 donde la densidad electrénica n. de la interfase es mayor

que las densidades n, y np de la superred periddica.

=
°Gréfica correspondiente.

Tabla 2
ny = 10n, , n, = 5n,
o] o [ o [ o vl
| 1000 || 1.3210,, || 14710, | 356400 | 12 |
| 50a0 || 1.054w,, || 1.069w,, || 362400 | 14 |
| 1004 || 1.0200,, || 1.024w,, || 3.50000 | 16 |

L Ancho del pozo, 2Frecuencia de la banda permitida cuando el ancho de la barrera crece, 3Trecuencia del estado superficial
cuando el ancho de la barrera crece, 4Ancho de la barrera asociada a la interseccion del estado superficial y la banda permitida,

5Grafica correspondiente.

que estdn en total concordancia con los valores obtenidos para el estado superficial al resolver la Ec. (5.5.22)

y para la banda permitida al resolver la Ec. (5.5.23).
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Fig. 9: Sistema de pozos y barreras en el limite q}l)b > 1 donde la densidad electrénica n. de la interfase es menor
que las densidades n, y np de la superred periddica.

(c) (h)

ne (a) nh (X T ]
i L I I
"4y I 1 I
1] | | | | | L1 .
z=0

Fig. 10: Sistema de pozos y barreras para el caso limite en el que ¢’ = q,l).
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Fig. 11: Gréfica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

i6dica GaAs/AlGaAs con densidad electrénica ny = 10n,, n. = 151, y ancho de pozo a = 10ay.
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Fig. 12: Grafica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

iodica GaAs/AlGaAs con densidad electrénica ny = 10n,, n. = dn, y ancho de pozo a = 10ayg.
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Fig. 13: Grafica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

i6dica semiconductora GaAs/AlGaAs con densidad electrénica ny = 10n,, n. = 151, y ancho de pozo a = 50ag.
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Fig. 14: Grafica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

i6dica semiconductora GaAs/AlGaAs con densidad electrénica ny = 10n,, n. = dng, y ancho de pozo a = 50ay.
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Fig. 15: Grafica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

i6dica semiconductora GaAs/AlGaAs con densidad electrénica n, = 10n,, n. = 151, y ancho de pozo a = 100ay.
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Fig. 16: Grafica del estado superficial (linea punteada) y la banda pemitida (linea continua) de una superred semiper-

i6dica semiconductora GaAs/AlGaAs con densidad electrénica np = 10n,, ne = dng, y ancho de pozo a = 100ag.
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6 CONCLUSIONES

El objetivo principal en este trabajo fue establecer una analogia entre la teorfa desarrollada para superredes
semi-infinitas periédicas cusnticas de pozos y barreras con superredes semi-infinitas de capas alternadas. Dichas

superredes se lograron modelar como pozos y barreras.

En el marco del modelo hidrodindmico se obtuvieron ecuaciones explicitas generales que describen los estados
de superficie y las bandas permitidas en la propagacién transversal y longitudinal para sistemas de capas
alternadas. Se demostré que para el caso transversal y longitudinal estas ecuaciones generales son andlogas a

las ecuaciones que se encuentran en la mecédnica cudntica para sistemas de pozos y barreras.

Para un sistema de capas alternadas, hecho de GaAs/AlGaAs, se aplicaron las ecuaciones exactas longitudi-
nales y se demostré que en el limite cuando el ancho de la barrera se hace muy grande las ecuaciones generales

aproximadas reproducen los resultados obtenidos por medio de las ecuaciones exactas.

A continuacién se enumeran los resultados obtenidos en el marco del modelo hidrodindmico para un sistema
semiperiédico de capas alternadas de diferentes materiales anslogos a los que se conocen en la mecénica cudntica

b

para un sistema de pozos y barreras.

1. Se demostré que los vectores de onda electromagnéticos [Ec. (4.3.1.30) y Ec. (4.3.1.31)] son andlogos al

vector de onda que se usa en la mecdnica cuantica [Ec. (5.1.1)].

2. Las ecuaciones que describen las bandas permitidas en la propagacién electromagnéticas [Ec. (5.3.7) y Ec.
(5.4.16)] son andlogas al modelo de Kronig-Penney{13], [14].

3. El pardmetro de decaimiento p para un sistema de capas alternadas semiperiédicas infinito en la propa-
gacién electromagnética [Ec. (5.3.12) y Ec. (5.5.17)] es anslogo al que se encuentra en la mecdnica

cudntica[6].

4. Las ecuaciones que describen los estados superficiales electromagnéticos [Ec. (5.3.13) y Ec. (5.5.19)] son

andlogas a aquella para los estados de Tamm cudnticos[6)].

5. Se aplicaron las ecuaciones longitudinales electromagnéticas exactas [Ec. (4.3.1.31), Ec. (5.4.16), Ec.
(5.5.17) y Ec. (5.5.19)] a un sistema de capas alternadas hecho de GaAs/AlGaAs encontrandose que los
valores para las bandas permitidas y para los estados superficiales son iguales a los que se obtuvieron’a
partir de las ecuaciones aproximadas [Ec. (5.5.22) y Ec. (5.5.23)]. Es decir, en el limite cuando el ancho
de la barrera se hace grande, se recuperan los valores obtenidos por las ecuaciones exactas tal y como se

esperaba.

Una posibilidad a futuro serfa tratar de generalizar este método para sistemas de 3 o mds capas alternadas
con una interfase. Otra posibilidad seria fabricar estas peliculas para probar la veracidad de los resultados

teéricos obtenidos en este trabajo.
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