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A  r n i s  p a P á s ,  C o t Y  Y  R a f a e l  '
P o r  t o r l a s  I n s  c o s a s  q u e  n l e
h a n  b r i n d a d o '  a P o Y o '  c o m - -
p r e n s i ó n  Y  a n o r '  e n t T e  o t T a S '

A  n i s  heTmanos  '
P o r  t o d o  1 o  q u e

A n a  L a u r a  Y  R a f a e l .
h e n o s  h e c h o  j u n t o s .

A  n i  s o b r i n a  C Y n t h i a .
P o r  t o d a  l a  a l e g r f a  q u e
m e  d a  d f a  a  d f a .

A  todos  Y cada uno de
e q u e l l o s '  c o n  q u i e n e t  l t u
p d a i a o  c o n P a r t i r  P o r  - I o
menos un  momento  de  fe -
l i c i d a d .

A  t o d o s  a q u e l l o s  q u e
h a n  e s t a d o  c o n m i g o  c u a n d o
l o s  n e c e s  i t 6  ,  i l i s  a n t i g o s  '
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TACTI CA ISTRATIG IA

l l t  TAcTICA Es I4 IRARTE

APRENDER COMO ERES

SUERERTE COMO ERES

MI  TACTICA ES HABLARTE

Y  E S C U C H A R T E  C O N S T R U I R

CON PALABRAS

U N  P U E N T E  I N D E S T R U C T I B L E

I,1I  TACTICA ES AUEDARME

EN TU RECUERDO

NO SE COI '40 ,  NI  SE

CON G)UE PRETEXTO

PERO AUEDARME EN EL

M I  T A C T I C A  E S  S E R  F R A N C A

Y  S A B E R  A U E  E R E S  F R A N C O

Y QUE NO NOS VENDAMOS

S I  MULACROS

PARA AUE ENTRE LOS DOS

N O  H A Y  T E L O N  N I  A B I S M O S

M I  E S T R A T E G I A  E S  E N  C A M B I O

MAS PROFUNDA

Y I4AS SIMPLE

M I  E S T R A T E G I A  E S  Q U E

U N  D I A  C U A L A U I E R A

N O  S E  C O M O  N I  S E

CON AUE PRETEXTO

F O R  F I N  M E  N E C E S I T E S .

M a r i o  B e n e d e t t i
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I N D I C E

I.  INTRODUCCION

?,, I.A FUNCION DE INFLUENCIA

? . l L A F U N C I O N O C U R V A D E I N F L U E N C I A T E O R I C A

2.2  EJE} ÍPLOS

2 , . 2 , 1  t A  M E D I A  l ¿

Z.z .Z  LA VARIAI ' IZA o¡

2 .2 , .3  LA I \ IEDIANA

Z . ? . 4  E L  C U A N T I T  q

Z .Z .5 LA I \ ÍEDIA a- RECORTADA

2 . 2 . 6  E S T I M A D O R E S  M

2.? ,7  ESTI I ' IADORES L

Z.? .8  ESTI I \ ÍADORES R I

? , .2 .g  COEFICIENTE DE CORRELACION

2 . S R E I A C I 0 N E N T R E L A F U } I C I o N D E I N F L U E N C I A Y 0 T R A S
FUNCIONES SIMILARES

2 . 5 . 1  C U R V A  D E  S E N S I B I L I D A D

Z .3  .? ,  E t  JACKKNI  FF.

2.4 LA FUNCION DE INFLUENCIA } IUESTRAL

? . . 4 . 1  P R I M E R A  V E R S I O N

2 . 4 . I ' 1  E J E M P L O S

2 . 4 . ?  S E G U N D A  V E R S I O N

? ' . 4 . 2  ' 1  E J E I ' I P L O S

2 . 4 . ' 3  T E R C E R A  V E R S I O N

3. DATOS DE SUPERVIVENCIA

3 . 1  I N T R O D U C C I O N

l .Z  EJEI \ IPLOS

3.3  DISTRIBUCION DEL TIEI \ IPO

1

5

5

I

I

1 0

1 1

1 6

1 8

z 3
z 5
z 7
3 ?

5 5

5 5

3 8

4 1

4?,

4 3

4 8

4 9

5 9

6 1

6 l

6 Z

6 3
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3.4 ESTIIILICION DE tA FIINCION DE SUPERVMI\¡CIA

5.4 .1  LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA ETIPIRICA

5 . 4 . 2  L A  T A B L A  D E  V I D A

5.4 .3  LA TABLA DE VIDA MODIFICADA

5.4,4 EL ESTII I IADOR KAPLAT-I-MEIER

3.5 I{ODELOS PARA TIEI\IPO DE FALLA

3.5 .  1  MODELO EXPONENCIAL

3.5 .2  I " IODELO WEIBULL

3,5.  3 MODELO LOG-NORI' I .AL

5. 5.4 MODEIO GAI\l l{A

5-6 MODELOS PARA POBLACIONESHETEROGENEAS

7 Z

7?,

7 3

7 5

?.7

8 8

8 9

9 0

9 1

9 3

9 5

1 0 0

1 0 0

1 0 s

1 0 5

1 0 6

12,7

1 3 9

1 6 2

1 6 4

1 6 4

1 7 0

1 7 2

1 7 4

1 7 9

4. IJI FTJNCION DE INFLUENCIA EN DATOS DE SUPERVIVENCIA

4.1  INTRODUCCION

4.?, CURVA DE rt.¡rluE¡¡clA PR0PUESTA PARA DAToS DE

SUPERVIVENCIA

4 . 2 . 1  I N T R O D U C C I O N

4.2 .2  VATOR PROMEDIO DEL ESTIMADOR KAPLAN'MEIER

4.2 .3  LA CURVA DE INFIUENCIA

4 , 2 . 4  E J E M P L O

5.  CONCLUSIONES

6.  APENDICES

ó . 1  A P E N D I C E  I

6 . 2  A P E N D I C E  Z

6 . 3  A P E N D I C E  5

ó . 4  A P E N D I C E  4
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1.  IHTNODUCCIOI I

E n  a u a r q u f e r  s n á l l s l s  o  e ¡ t u d l o  d e  t l p o  e s t e d f s t l c o  u n o  d e  l o s

p r l n c f p a r e s  o u J e t l v o s  É s  e I  d e  e x t r e e r  l B  m a y o r  f n f o r m e c l 6 n

p o s l b l e  e c c r c a  d e  u n a  p o b l e c l ó n  c u e n d o  s o l o  s c  o b s e r v a  u n a  p a r t e

d e  e l l a .  A  m e n u d o  d f c h e  f n f o r m e c l ó n  s É  o b ü l r n e  e n  b a s e  a

e s t l m e d o r e s  d e  l o s  p a r É l m e t r o s  p o b l a c l o n a l e s .  D a d o  e s t e  h e c h o ,  É 1

v s r o r  y  e l  c o m p o r t a m l o n t o  a r l n t 6 t l c o  d e  r s t o r  e g t l m a d o r e s

d e p e n d e r á  p r f n c l p a l m e n t e  d e  t o d a s  y  c a d a  u n a  d e  I a s  o b s e r v a o f o n e s

d e  l e  m u e s t r e  o b t e n f d e ,  s l n  e m b a r g o ,  s u r g F  I e  p r e g u n t a

I  E f e c u l v s m e n t e  t o d e s  l e s  o b s e r v e c f o n e s  t l e n e n  u n  p c s o  l g u a l  É n

e l  r e s u l t a d o  d e l  a n á l l r l s ? +

H a y  q u e  t e n e r  c u l d a d o a l  r e s p o n d e r l a  p u e s  a p a r e n t e m e n t e  u n o

p o d r f e  c l a r l e  u n  l g u a 1  p e s o  a  l a s  o b s e r v a c l o n e s  y  s l n  e m b a r g o

c g t a s  e t ' e c E , e n  d e  m a n G r a  d f f e r e n t e .  U n  e J e m p l o  c l É s l c o  d c  e s t a

s l u u a c l ó n  e s  e n  I s  e s t l m e c l ó n  d e  1 s  m c d l e  p o b L a c l o n a r  p a r e

c u a t q u l e r  v a r l a b l e  c o n t l n u a .  C o m o  y a  s a b e m o s ,  c e t f ,  e s t i m e c l ó n  s c

h a c e  I  p a r t l r  d o  I e  m e d l s  m u e s t r a l  o  s c e  c o n  e l  p r o m e d l o

a r i t m é t l c o  d e  J a e  o b e e r v E c l o n e s  o b t e n l d a s  e n t o n c e e r  u n o  p o o r f a

p e n s a r  q u e  t o d a s  l a s  o b s e r v e c l o n e s  t l e n e n  e l  m l s m o  p É s o  p u c s

t o d o s  s o n  a f e c t a d o s  p o r  e l  t É r m f n o  1 / n  p o r  1 o  c u a l  a f e c t a n  e l

v s r o r  i *  o o  r g u a r  m a n c r s

S l n  e m b a r g o  e s t o  n o  s e  d e  c n  l e  r e a l l d e d r  p u É s  c o m o  t a m b l É n

F a b c m o s r  u n o  d e  l o c  p r o b l e m a s  d e  l a  m e d f a  m u e s t r a l  É s  q u e  e s  m u y

E e n s l b l e  a  v a r o r e s  e x t r e m o s ,  p o r  I o  q u e  e i  c n  1 e  m u c s t r a  s e

o b t u v f e r a  u n  v a l o r  d e  e s t e  t l p o ,  a  p e s a r  d c  e s t a r  p o n d e r a d o  p o r

1 l n ,  e s t e  r r m o v e r á r r s l g n i f t c a t l v a m e n t e  e I  v a l o r  d e  X * ,  1 o  c u a l  n o
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o c u r r e  c o n  I a s  o b s e r v a c l o n e s  I o c e l f z a d e s  e n  e l  r a n g o  e s p e r a d o r  c $

B B ü r  G n t r É  m e s  c e r c B n s i  e s t É n  d l c h a s  o b s e r v a c l o n e c  a I  v ¡ I o r  d e  1 a

m r c l a  c t t e s  a f e c t a r á n  c n  m e n o r  g r a d o  e l  v a l o r  d e  [ -

E t  p r o b l e m e  a n t t r l o r  s G  V e  e  p r e s e n t a r  d e  h e c h O  e n  c u a l q u f e r

t l p o  d e  a n á I t s l s  e s t a d f s t l c o r  Q U l z á  n o  s e e  t a n  f á s l I  d G t e c t s r l o

c o m o  e n  e I  e J e m p l o  e n t e r l o r  p e r o  h a y  q u e  t o m a r  e n  c u e n t a  s u

C X l s t e n c l e ,  d e  a q u l  q u e  s É a  d c s e a b l c  t e n e r  u n a  h e r r a m l e n t a  d c

t l p o  e s t a d f s t l c o  q u e  n o s  p e r m f t a  p r l n c l p a l n e n t e

l .  A p r c C l a r  l a  
'  

l n f l u e n c i a  o  p e s o  r e l a t t v o  d e  l a s  +
o b s e r v a c l o n e g  l n d i v l d u a l e s  c n  e I  v e l o r  d e  u n a
e c t a d f e t f c E  o  d e n t r o  d e  u n  p r o c e d f m i e n t o  o  a n á 1 1 s l s
e s t a d f s t l c o .

? .  c u e n d o  e I  p r o c e d l m t e n t o  e s t a d f s t l c o  s É  r e f l e r e  a  1 a
C s t l m a c l ó n  d e  .  p a r á m e t r o s  p o b J - a c l o n a l e s '  c a l c u l a r  I a s
p r o p f e d a d e s  e s l ' n t ó t l c a s  d e  d l c h o s  c s t l m a d o r e s .

U n  m e c l f o  r e l a t i v a m e n t , e  r e c l e n t e  p a r É  l o g r a r  l o s  o b J e t l v o s

e n t e r f O r e s  e s  ] a  l l a m e d a  c u r v a  o  f u n c l ó n  d e  l n f l u e n c l a

l n t r o d u c l d a  p o r  H a m p e I ( 1 9 6 8 ) '

E t  & r c a n c c  d e  c o n o c l m l e n t o  r o b r e  I e  f u n c l ü n  d e  l n f l u e n c l e  s c  h e

c e n t r a d o  p r f n c l p a l m e n t e  e n  ] a  p a r t e  c o r r É s p o n d l e n t e  e  1 g

e s t i m e c l $ n  d e ]  p a r á m e t r o  p o b l a c l o n a l ,  G I  c u a l  n o  n e c e s e r l a m e n t e

c B  t r a t a d o  c o m o  u n l d f m e n s l o n a l  r  c 3  d c c l r r  3 G  t l e n e  a c t u a l m e n t e  u n

b u e n  c o n o c l m i e n t o  d e l  c o m p o r t a m l e n t o  d e  e s t l m a d o r e s  u t f l l z a n d o  l a

f u n o l ó n  d e  r n f l u e n c l a  d e  e l l o s  p a r s  c u a l q u l e r  f l p o  d e  p a r á m e t r o

p - d l m e n s l o n a l .

D e n t r o  d e I  a n á I l s l s  e s t a d f s t l c o  s É  e n c u e n t r a  e l  t e m a  c o n o c f d o

c o m o  e n á l l s l s  d e  d a t o s  d e  s u p c r v l v e n c l a ,  e n  e I  c u a l  c l  p a r á m e t r o

Neevia docConverter 5.1



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
t
I
I
l
I

3

t lc  ln tc rés  no  cs  d t  t lpo  p-d lmenstona l  o  n r tJor  d loho r  cs

-  - d l m e n s l o n e l  I  É t  d e c l r ,  e t  p e r ü m e t r o  d e  e s t u d l o  G !  t o d e  u n a

.  
f u n c l 6 n ,  e n  d o n d e  d l c h a  f u n c l ó n  r e f , I e J a  e I  c o m p o r t a m l e n t o  g e n e i ' a I

d r r  E r e m p o  d e  t ' a l l e  d e  l o s  l n d l v l d u o s  o b s e r v a d o E .

U n r  d e  I B t  f u n c l o n e s  m s s  c o m ú n m c n t e  u t l l l z a d g s  G n  e s t e  t l p o  d e

S n á I r S l s  e s  I a  f u n c l ó n  d e  3 g p É r v l v e n c l a ,  I e  c u a l  e s  É s c n c l e l m e n t e

e t  c o m p l e m e n t o  d e  l a  f u n c l ó n  d e  d l s t r l b u c l 6 n  d e l  t l e m p o  d e  f a l l c '

P a r e  e e t a  f u n c J . 6 n  s e  h a n  p r o p U e s t b  v a r l o s  e s t f m a d o r e ¡  p c r o  e l  m a s

u g e c l o  e s  É r  e s t l m a d Q r  K a p l a n - H e l e r '

p ó r  r o  e n t e r l o r r  c F E  n e c e s e r l o ,  e n c o n t r e r  u n e  e x p r e s l ó n  o " a " ' , "

o u r y s  d É  r n t ' l u e n c l a  d e l  e s t l m e d o r  K a p I a n - H e l e r  d e  l a  f u n c l 6 n  d e

r u p e r v l v e n c l a ,  I a  o u e l  f u e  o b t e n l d s  p o r  R a l d ( 1 9 7 9 ) . E s t a  f u n c l ó n

o o r r c s p o n d e  e n  r e a l t d e d  e  d o s  f u n c l o n e s  d e  l n f l u e n c l a r  u n s  p É r e

I e r  q o s e r y a c l o n e s  n o  c e n g u r e d e s  y  I a  o t r a  p 8 r e  l a s  g u G  s l  1 o  s o n '

H e y  q u e  n o t a r  q u e  e n  i g t e  t l p o  d e  e s t u d l o e  3 c  t l e n e  u n s

c e r e o t t r f s t i c e  e s p c c l a l  e n  l a e  o b s e r v a c l o n e s  m u q s t r a l c s  q u e  e s  1 a

p o o l b l l t d a d  d e  c É n s u r e .

S l n . t [ r " * o ,  r e s u l t a  u n  p o c o  c o m p l l c a d o  e I  m a n e J o  d e  I a  f u n c l 6 n

d e  l n f l u e n c t a  t e ó r l c a ;  t a m b l É n  e g t e  n o  p e r m l t e  m e d l r  I a

l n t ' l u e n c l a  d e  o b s e r v a c l O n e s  c o n t a m l n a d a s '  1 8 s  C u e l e s  p o s e e n  u n e

c l e r t a  l m p o r t a n c l a  e n  e I  e n á I l . s t e  d e  d a t o s  d e  s u p e r v l v e n c l a '

E I  p r e s e n t e  t r a b a J o  t l e n e  c o m o  f l n s l l d a d  p r e s e n t e r

g e n e r a l  I a  t e o r f e  y  e p l l c e c l o n e s  d e s a r r o l l a s  e c e r c e  d e

d e  m e n e r a

I a  f u n c l ó n

u n a  p a r t c

D e  l g u a l

d t  l n t ' I u e n c l a '

o o r r e s P o n d l e n t e  a

p o r  1 o  o u e l  l e  d e s a r r o l l a

l a  f u n c l 6 n  d e  l n f l u e n c l a  t e ó r l c a .
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m s n c r A  s e  p r e s e n t a n  l a s  V e r s l o n e s  m u É s t r a l c c  q u c  S e  h a n  p r o p u e s t o

p s r f ,  d l c h s  f u n c l 6 n .  p u É s  c o m o  s G  v e r á  p o s t e r l o r m e n t e r  3 u  c á I c u l o

.  s É  D s t t  r n  I a  s u p o g i c l ó n  d e l  c o n o c t m i e n t o  d e  I e  v e r d a d c r e  f u n c l ó n

d e  d l c t r l b u c l ó n  d e  l a  p o b l a c f ó n  e n  e s L u d l o ,  I o  c u a l  n o  s c  d a  e n

l e  r r e l l d a d .  A d e m á r  e s  c o n v t n l t n t a  t c n e r  u n a  f u n o l ó n  d e

l n t l u e n c l a  m u e s t r e l  p a r e  e v e L u a r  e l  e f e c t o  d e  l e s  o b s e r v a c l o n e s

r e a l m e n t e  o b t e n l d a s  e n  u n  c e t o  d a d o .  C e d a  u n a  d e  l a s  Y G r s l o n e s

m u e s t r a l e s  c e  p r e s e n t a r á  c o n  e J e m p l o s  d e  1 a  a p l f o a c t 6 n  q u e  h a n

t e n l d o .

D e d  r ,  1 e  r e l a t l v e m e n t e

d a t o s  d e  s u p e r v l v e n c l s  s c

e s t c  t e m a  r  G t l  e I  c u a l  s c

c s t u d t e n  G n  e s t e  t f p o  d e

c e r a c t e r f  s t l c a s  g É n e r a l e s '

p o c e  d l f u s l ó n  q u e  t f e n e  e I  e n É L l s l g  d e

p r e r e n t a  t o d o  u n  c a p f t u l o  a c e r c a  d e

t r e t , e n  I e s  p r t n c i p a l e s  f u n c l o n e c  q u c  s e

d a t o s  r  8 s 1  c o m o  l e r  s u P o s f c l o n e s  '

m o d e l o s '  e t c .

$ e  p r e s e n t , a  b r e v e m e n t e  e l  t r a b a J o  d e s a r r o l l e d o  p o r  R e f d  e s l

c o r t o  l a s  e x p r e s l o n e s  q u c  o b t u v o  d e  1 a s  f u n c l o n e s  d e  l n f l u e n c l a

u t r l l z a n d o  p a r a  e s t o  I a  d e r c o m p o s l c l ó n  d e I  e s t l m e d o r  K a p I a n - M e 1 e r

e n  f ' u n c l o n e s  d e  s u b - s u F c r v l v e n c f a  p r o p u e s t e  P o r  P e t e r s o n ( 1 9 7 7 ) .

F f n a l m e n t e ,  s e  p r o p o n e  u n e  e x P r e s l ó n  a l t e r n a t t v a  d e  1 a  c u r v a  d e

l n r  l u e n c t a  d e l  e s t l m e d o r  K a p l e n - H e l e r  d e  l e  f u n c l 6 n  d e

s u p e r v l y e n c l a .  E l  c o m p o r t a m l e n t o  d e  I a  e x p r e s l 6 n  p r o p u c s t a  n o  e 3

f á c f l m e n t e  o b t e n l d o  d e  m a n e r a  g e n e r a l  p o r  I o  q u e  s G  e s t ' u d 1 6  d l c h o

o o m p o r t a m l e n t o  p s r a  a l g u n o s  c a s o s  p a r t l c u l a r e s  I  e s t o S  c e s o c

l n v o l u c r e n  d l f e r e n t e s  t a m a f l o s  d c  m u e s t r e ,  d l f e r e n t e s  n f v e l e s  d c

c É n s u r a  y  d t f e r e n t e s  g r a d o s  d e  c o n t a m l n a c l ó n '
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1. LI FUIICIOII DE IIIFLUEIICIA

2.I IJ FUHCIOI¡ O CURVA DE IIIFLUEf,CII TEORICT

c o n g l d e r e r n o s  u n a  p o b l a c l ó n  c o n  f u n c l ó n  d t  d l s t r l b u c l 6 n  F ( r '  0  )

i  F  dondr  0  rs  e I  parÉnet ro  pob lac lona l  d tsconoc ldo  (no

n c c e c a r l e m e n t e  u n f d l m c n s l o n a l ) .  s u p o n g a n o s  q u e  f l  p u e d c  a É r

v l s t o  c o m o  ( o  a p r o x l m a d o  p o r )  u n a  f u n c l o n a l  l l n e a l  T '  t e l  q u c ;

T :  t l  e

donde M cs  c I  cspac lo  de  toder  las  ned ldas  dc  probab l l ldad

s o b r c  (  f t , 8  )  c o n  B  e I  o - f l l g e b r a  d e  B o r e l  y  e  G s  c I

e r p a c l o  p a r a m e t , r a l  c n  e s t u d l o r  É s  d e c l r '

0  !  T ( F )

D s d o  x  e  d t  c o n r l d e r e m o s  I a  f u n c l ó n  d e  d l s t r f b u o l ó n  f  d a d a  p o r

F t - l = i l - c  ) F ( . ) + c t  ( ' )
T

G o n  e  ) 0

donde

ü  t y )
T

y ( r

v l x

=I;
E n t o n c e s  I a  c u r v a  d e

o t r e  c o s a  q u e  u n  f n d l c e

l n f l u e n c l a  d e  T  e n  e l  p u n t o  x r  q u e  n o  s É r a

d e l  p É c o  q u c  t f e n e  d l c h o  v a l o r  x  s o b r e  e L

Neevia docConverter 5.1



I
I
I
t
I
t
I
I
I
t
t
I
t
t
t
I
t
t
I

v a l o r a  t r e v é ¡  d e  I a  f u n c t o n a l

6

T ,  e s t á  d e d a
cor  rG spond I  en  te

por

E g  d e c f r  '  e s

r s t e d f s t l c a  v l s t e

s l g u l t n d o  c o n  l a

a e m b l o  r e l a t l v o  d e

c s t e  c s t o  e r  P u n t o

e s e n c l a l m e n t e  I a  p r l m e r a  d e r l v a d a  d c  l s

c o m o  u n e  f u n o l o n a l ,  G I I  a l g u n a  d l s t r l b u o l ó n '  q u É

l d e e  d e  d e r l v a d a s  e n  e I  c B s o  u s u e l  n o s  m l d e  e ]

I ;  f u n c l ó n  e n  e l  p u n t o  d c  f n t e r É e '  E u n q u É  * e n

d e  l n t e r É s  c e  l a  f u n c l ó n  d e  d t ' s t r l b u c t ó n  F '

A d e m á s ,  s f  T  É 5  s u f l c l e n t e m e n t e  r e g u l a r  e n  e I  s e n t f d o  q u É  p u e d e

a p r o x i m e r s e  S a t l s f e c t o r l a m e n t e  c o n  l o s  p r f m e r o s  t É r m l n o s  d e l

d C s a r r o l l o  d e  T a y l o r  c n  s U  v e r s l ó n  p a r a  f u n c l o n a l e s '  y  3 1  G  e s

o t r e  f u n c l f i n  d e  d l s t r f b u c l $ n  e n  e l  m l s m o  e s p a c l o  d c  t a l  m a n c r a

q u e  G  e s t á  r r c e r c a r r  (  d e  a c u e r d o  a  u n a  d l s t a n c l a  e n t r e  f  u n c t o n e s  d o

d f s t r l b u c l o n e s  q u e  s e  e s t a b l e z c a )  d e  F ,  s é  t e n d r á  q u e

T ( 6 \  r  r ( r )  + ( : r . ' , e ) ( ¿ g - J F )  + . . '

:  r ( F )  + = ( ¿ i e ) J b  - ¡ - "  | " ' ,

donde

/n'
q T r , *  L : r - i É )  J F  ,

\ . t ' , ,

\ .t' '

E \

P o r  o t r o

d l s t r l b u c l ó n

I a d o  s a b e m o s  q u c  P e r a

F ,  s e  P u e d e  t e n e r  u n É  m u y

u n a  e l e r t a  f u n c l 6 n  d e

b u e n a  q P r o x f m e c 1 6 n  d e  e s t a
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7

¡  t r ¡ v É s  d e  I a  f u n c l ó n  d e  d l s t r f b u a l 6 n  e m p f r f c a  d e  u n a  m u e s t r a

e x t r n f d a  d e  l e  p o b l a c l o n  G n  e r t u d l o  d c  t a n a ñ o  n  s u f l c l e n t e m e n t c

g r a n d e  r  Q U c  l l e m e r e m o s  F  I  p o F  I o  c u e l  F  G t  u n a  f u n c l 6 n
n n

i l c G r c e n a t r a F Y P o r I o t s n t o  '  '

T ( t J  r  T ( F )  +  \ a * r , r L + i e \ J F ' .  
- f . + " '

s t  e l  t e m e f i o  d e  m u e e t r a  n  e s  g r a n d e ,  ]  c o n s i d e r a n d o  q u e  r a

e x p r e s l ó n  a n t e r l o r  n o  e s  o t r a  c o s a  q u É  e l  p r o m e d l o  d e  u n a  m u e s t " r a

e l e e t o r l a  d e  l a  v a r l a b l e  C I  ( X ) , p o d e m o s  a p l l c a r  e l  T q o r e m a
T ' F

C c n t r a l  d e l  L f m l t e  e  l g n o r a r  l o i - ¿ e m á s  t É r m l n o s  d e  1 a  e r p a n s l ó n '

P o r  I o  c u a l  c e  o b t e n d r á  q u e  e I  l a d o  d e r e c h o  d e  l a  e x p r e s l ó n

s n t e r l o r  t r e n e  u n a  d l s t r l b u o t ó n  a s l n t ó t l c E m e n t e  n o r m a l  c o n  m e C l f e

c e r o ¡  e n t o n c e s

. ¡ -ñ (  t  tF^\  -  t (e)\  "?in. .  Ñ (o '  J ' ' * )

o o n

J- , ,  =  \  (  c t * , * ( r ;o \  -  
¡ ' \ '  

J r
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r  c o m o  p u c d e  v e r s c ,  r o g  o b J e t f v o r  p l e n t e a d o s  e n  q l  c a p f t u l o

I  r n t e r l o r  s c  a l c e n z e n  u s a n d o  l a  o u r v s  ' d c '  l n f l u e n c l a '  s l

t
c o n s f d e r a m o s  u n  e s t l m e d o r  d e  0  ,  F  '  d e f l n l d o  a  t r g v É s  d e  u n e

I  f u n c l o n a t  0  =  T ( F )  e n  d o n d c  F  c F  a l g Í r n  e s t l m a d o r  d e  F '

I  
F i n a l m e n t e .  p a r s  t e n e r  u n a  b u e n e  l d e a  d c l  c o m p o r t a m l e n t o  q u c

t r e n e  l e  c u r v e  d e  f n f l u e n c l a  p o r  e I  h e c h o  d e  e s t e r  d e f l n l d s  c o m o

t  u n a  c t e r l v a c t a  c t e  u n a  f u n c l o n a l  c t  n e c e s e r f  o  e s t a b l e c e r  y  c o n s l d e r a r

I  
o l e r t o s  c o n c e p t o t  m a t e m á t l c o r  l o s  o u a l c s  s É  p r e l e n t a n  b r c v e m e n t e

I  e n  e l  A P é n d i c e  l .

T  2 . ?  E J E H P L O S

I  A  o o n t f n u a c l 6 n  3 e  p r É s e n t e n  u n a  s e r i c  d e  e J e m p l o s  d e l  c [ l c u l o

t  -  ^  . -  -  
- , - a t . . ^ - ^ ¡  I

d c  I a  f u n c l 6 n  d e  l n f l u e n c f a  d e  v a r l o s  e e t l m a d o r e s  d c  l o s  
\

t  
p a r á n e t r o s  m á s  c o m ú n m e n t e  u t l l l z a d o s  e n  e s t a d f s t l c a '

|  
2 . 2 , 1  L A  H E D r A  p  

I

E s t c p a r á m e t r o e s t á d e f l n l d o p a r e t o d e m e d l d e d c p r o b a b t l l d a d

t  o o n  p r l m e r  m o m e n t o  f f n l t o .  L e  f u n c t o n a l  q u c  d e t e r m l n e  e s t e

-  P a r á m e t r o  e s t á  d a d e  P o r

I

I  
r ( F \ ,  

\ r ¿ F  
.  F  .  '

I  ñ ,  -  \ -  - r  - n - r
s e a n  H - - ( r - ¿ ) e \ E S *  Y  * * f d  ,  ' ;

t  e n t o n c e s

I  r t ? ) -  T ( e \ =  r ( c r - r ) F  + r [ * . )  T ( F )

t
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:  ( r - e ) ¡  +  t r .  -  
) *  

a  c ' ( a - ) - \ \

por  1o  que

CT*,, C*; ¡ \ = \'n . rcxiF\ : J(- l* .

L e  s i g u i e n t e  g r á f i c d  m u e s t r a  e s t a  f u n c i 6 n  d e  i n f l u e n c r a '

(Ir,* (.-', 
¡)

P u e d e  o D s e r v a r s e  q u e  l a  C I  n o  G s  u n a  c u r v a  e c o t a d a '  d e  d o n d e  s e

d e O u o e  q u c  ] e  m e d l a  G S  u n  e s t l m a d O r  m u y  s e n s l b l e  e  v a l O r e s

e x t r e m o g ,  e d e m á s  I a  l n f l u e n c l a  d e  c e d a  o b s e r v a c l 6 n  G l

d l r a c r a m e n t e  p r o p o r o l o n a l  e I  v e l o r  d e  d f c h a  o b s c r v a c l ó n '  L o

s n t e r l o r  s o n  c e r a c t e r f s t l c a s  y s  c a n o c l d a s r  s l n  e m b a r g o  e s t a

e x p r e s l 6 n  s o l o  l e s  e s t á  c o r r o b o r e n d o '
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2 . 2 . 2  L A  V A R I A N Z A  o ' �

E r t t  p a r á m e t r o  e r t É  d c f l n l d o

o o n  a e g u n d o  m o m e n t o  f l n l t o  Y  l a

d a d a  p o r

T ( r \

e s f  q u É

T ( t ) -

P o r  1 o  t a n t o

p e r E  i o d e  m e d l d a

f u n c l o n e l  e u o c f a d q

d e  p r o b a b l l . t d a d

e I  m l s m o  e c t á

\
( x - I ^ T J F - - s a  d o n d e  P : \ * n *  r

T ( F )  :

(  I  rr ,  C*\ st)  = t ; [ - C*-  / ^ ) t -  
d  L .

\ , * -  ¡ f fJ (c* - t )F

(r-e) I,*- ¡\*t s +

( r - E ) s t +  c ( r - - ¡ t

+  E s * ) \ t * -  l  \ t J F

\.*- r^\' J s* - \.t- ¡\*l s

6 a - -  É (x  - f \ t -  é  6+.

E s t a  f u n c i 6 n  e s t á  r e p r e s e n t a d a  g r á f i c a n e n t e  e n  1 a  s i g u i e n t e
f i g u r a .

crt
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Pwoe obrervar r 'e  qu t  e r t t  t s t lnador  t rnb lén  cs  s tnc lb le  a

y8. l .o,rrc ürt für¡Ds- Lss q,bservacLoneg r leJedas dt  1r  ncdl8 un8

'dÉs.vfsc¡.ün 
rstándsr no infl¡rycil Gn Ja rstimacLón; adcmEs ec ttine

r ,Iln velor mfnirno dG ls c.¡rrvr dt influcncla cuendo 'lc tlenen

observecloncs lg,uatct a Ir 'medla. Fln¡.lnrcnte ]n fnflutttc|¡ de ]as

o b s e r v e c l o n c s  É c  I a  m l s m a  p s r É  v s l o r e s  s l m é t r l c o ¡  e l r e d e d o r  d e  I a

:rcnls.. L,o en'terior temblÉn aon c¡r¡cter'fstl 'cns 'begtÉntc

firmlll,erc¡ dG la v¡:r|en.zs q'üÉ ds nsrrvO cl estÉn corrftrrm'n'do cqn

I r  txPres lón  de  tÉ  g I '

,2.,2.3 LI 'HETIilNA

ÉütG parÉrnctro estÉ defanldP

y  n ' e  r u n o l o n a l  e s o c l a d a  e  e s t c

' [ (w\ = F-" ( q/¿) 
*

para toda frmclón ide dl¡trlbuclón'

e t

Gons lderemos ahora

F ( -r" q'tr) ) r

¡po.r lo q,lrc

1 e  f d e n t l d a d

t I r con

paránrctro hay que

p r l m e r o  e s  c u e n d o

( r - E \ F  +  ¿ 5 *

f .) o

F r

Cn- *) F (+-- :1'l$) + a S* t t-'$r*J ) = 'r;h '

Para cetc

c s t u d i a r ;  e l

I a  m e d l a n a  Y

_YBIOT 
I .EUAI

c¡tlm¡oor..

e I  s e g u n d o  c u a n d o

notnr quÉ 5c tfcncn dos

e I  v a l o r  x  d t  l n t e r É s  e l

e s  m e y o r .  E v l d e n t e m e n t e

a  J a  m e d l e n a  t e n d r á  u n e  t n f l u a n c l s  l g u e l  e

GráfLc^sÍrcnte l ' ¡s dos sÍ tueclones 5on

c g l o g  a

menor  guc

s f x e g u n

c É r o  É n  e I
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t > rr\ > F" (tl¿)

v Y \ r  É " ( ' f . \

.x.{ r^ < F' '( '1.)

y*  .  S ' ' ( ' l¿ )

\
F ( ' )

* rrr n.,({r)
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I  P a r a  l a  s i t u a c i 6 n  l ,  e s  d e c i r ,  c u a n d o  x  )  F - t  ( t / ? ) ,  m ' F - r  ( l / ? ) ,

tenenos

F ( * ) *  É ( F ' - ( ' l ¿ \ \  3 , l r

ü (r-  t )  F(h^\  + f ,  5* t . . . \

|  ' c r - e \  F ( . ^ \ ;

I  Por  ro  tan to

I 
F( *n) i. ¿ft) y entonces ñ = F*' (foJ

I  y y a q u e

I  ( r - { ) F ( F q v . 1 ) .  ( r - e \ s ( r c - f , l \

t  
der ivando con respecto a e tenenos

t  
( r - . ) + ( r c t r ) t q H \ -  s ( r ( F r \ " o

I  
Y  eva luando  en  e .0

t  
$ ( r ( c r ) C a r , * ( r )  r ( t ( r ) \ - o

I  
{ ( p - ' ( v . ) ) c r r , e ( r ) -  F ( F - ' ( ' t ' \ \ - 6

|  
{ ( + - ' ( v . ) ) q r r , F L L )  

- t 1 o  ' �

I  
Es  dec i r

t
I
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A h o r a  b i e n ,  p a r a  l a  s i t u a c i ó n  2 ,  e s  d e c i r ,  c u a n d o  x  (  F - r ( 1 / 2 ) ,

n - F ' r  ( ' l / z )  ,  t e n e m o s  q u e

I  F ( ' \

I  E  ( r - { , \ e ( " . \  +  € -  j  :

t  
Por  1o  tan to

I  
F ( o ' ' \ :  ' " t - ' =  - -  \ : ¿ e ,

\ - ( .  ;  F - ¿ )

I  es  dec i r ,

I  
úy.; F_.( 

f f i )  .

I  
y  entonces

i l  ( r - É , \ F c É ( ' l ¿ ) ) + t r = ( r - e ) p ( r ( F ) ) + e  =  t ;

I  

der ivando con respec to  a  é  tenemos

t  
( r - E ) + ( r ( H ) ) r C e l  F ( r q É r ) + \ : o

t  

Y evaluando en e '0

t  
{ ( \  (F\) q\ tr* L=c) tr (r(e)\ + \

t  t ( * - ' ( ' l a ) ) a J r r r c = )  
-  s ( c - ' ( t . ) )  +  t

r t  ( *- 'C-f ¿\) (T- r,* 
(t ) + t/¿ a Q ',

I
I
I
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e s  d e c i r ,

Resunlendo

t

¿ I (F'rq$

_ l  I
x{(+-'(te\)

Ca.,s (r) a :-t-
a t  ( r 'L ' t¿\)

( l -  - ( r . \  I
r l  F

t { (tr" (.,1¿\)

- \ -

r { (u-'(-le))

5 1

s 1

l \ r .  rQtr\

r-) r''(ve)

r. S F 
''({.)

E s t a  f u n c l 6 n  5 e  r e p r e s e n t a  g r l t f l c a n e n t e  e n  1 a  s i g u i e n t e  f i g u r a '

CT.rr*L*)
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E s t c  p e r É m e t r o  e s t É  d e f i n l d o  I  t r e v t s  d e ' I e ' f u n e l o n a l

t
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I
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I
t
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t
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I
t
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T ( F \  :  F " ( t \  r

P a r ¡  c a r c u l e r  I a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l a  s É  c o n c l d e r E  1 a  f d e n t ' l d a d

gon

F
I

D e r l v a n d o  c o n  r e s P e c t o  a  e

y  G v e l u a n d o  e n  !  =  0

-  r ( r (  F ) )  r  Sx ( t  c  r r )  +  1 ( r ( r t )  c l r , * ( r ;q \  '  o

. q  +  S * ( F - ' ( q ) )  +  t ( n - ' ( t r ) a a t r * ( * , 1 \ ' o

'  p o r  1 o  t a n t o

-  F q r c . F r )  +  S * . ( t q H l )  +  ( t * - t ) q ( r c É r ) ) t t f ) ' o ,

C I  , , r L E i q \  a  q -  S * ( + ' ' C + r )  ;
{  (  * - 'C t t )
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e E  d e c i r

s l r.) F"q1¡

cT.\,J-i t\
s l x. $ n''(+) .q -  r

{ ( r - ' ( T )

L e  s i t u a c i 6 n  s e  p r e s e n t a  g r É f i c a m e n t e  e n  l e  s i g u i e n t e  f i g u r a '

ca-,*(=!q)

t t
{(r"t1t1

i\r-'(g

q - r  /
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D e b t d o  a  l a  f o r m a  d e  e ¡ t ¡  f u n c l ó n ,  l a  l n f l u e n c l a  d c  c u a l q u l e r

o b s e r v a c t 6 n  c o l o  d e p a n d e  d c  E u  l o o a l l z e c l 6 n  c o n  r e s p e c t o  a l  p u n t o
- r  - 1

F  ( q l .  E s t o  c s r  g t  l e  n u e v s  o b r e r v a c l 6 n  G s  m É n o r  q u c  F  ( q ) '  c l

n u e v o  c u e n t l l  e e t l m a d o  q  s r r É  m c n o r  q u É  c I  e n t e r l o r  E l  t l e r  u n - a

l n t r u c n c l e  n e g a t r v a  t r  p o r  e l  c o n t r a r l o ,  s l  e s  m g l o F r  e l  n u e v o

q u a n t l l  c s t l m a d o  s e r á  m a y o r  p u e s  1 a  l n f l u e n c l a  c s  p o s l t l v a .

2 .2 .J  LA HEDIA A *REGORTADA tsO

E s t a  e ¡ t e d f r t f c a  e s t É  d e f l n f d e  p a r a  v a l o r e s  d c  r r  e n t r e  0  y

1 1 2 ,  L a  f u n c l o n a l  q u e  l e  d c f l n e  e s

r (F\ :  -+ ( '- l- ,(r) dr
r -  1 *  J {

C o n ¡ l d e r e m o s  e s t e  ü l t , l m a  e x p r c s l 6 n  e n

D e r l v e n d o  c o n  r e s p e c t o  a  c  y  e v a l u e n d o  e n

CTr,*  C*;  f  r )  -  
J, ,

o  e q u i v g t e n t e m e n t e ,  s 1  t = F ( x )  y  d t = d F ,  É n t o n c e s

F = ( l - e  ) F  +  e d  .
l(

e  = 0  t c  t l e n e

\ ' : lr r., o (*) dr

( t ' *  t  -  S * ( r " ( t r )
)* -Gffi

AI

d o n d e  T t r  F - ' ( t )

r -  l c
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s i  : L +  F ' ( a \  t e n e m o $  E - ( e ' ' C t \ ) s \  v  e n t o n c e s

¡  \ * 4

crr,*(:c;¡rr) = ik \. fr;16,,1 
at

S e a  t . F ( s )  y  d t = f ( s ) d s ;  P o r  1 o  t a n t o

n F-'(r- r)
I . \. F(s) - \ {(s) Js

r -  ld JF-,(+) \Csr

,, F'(r-*\

\  (pcs \ -  r )  cs
J g"L¿\

CA -,c (r; ¡*\ r

p a r t e s  Y  P o s t e r i o r n e n t e  h a c i e

obtenemos

=  C r - . { )  F - t ( r - * \  *  . t  F - r ( * \

¡ . F"(r'r) I
=. + .  \  \  .FLs\As 

- Y- 'G-¡) + F.,n\.
\ - Z . t  L  J F - , C { )

n d o  s o F

f  \ - {
\  E - '
J {

F-'(,-{) - * F-'(ot\ - (i-'t.o

- t  
( t )  'I n t e g r a n d o  P o r

d s  - ( 1 / f ( s ) ) d s ,

¡  F ' ' ( r - r )

\  F (s \  Js
I'F "(*)

(rr¿t )

y  p o r  1 o  t a n t o

rqr r, o c*; f r\ 
-- 

,* [r,- 
*r

e'- t*r I
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f_ t F-,(.t\

P o r  o t r o  l a d o  s i  r C )  F ' ' ( { )  e n t o n c e s

- . {  F " ( r - r \  -  ¿  F " C o t \

f r-'r I-  
\ .  

n - , ( t ) * t .  
\  .

$ * ( t ' ' ( t t \ =  o  y  p o r

¡  F" ( r *  r )

\  F ( s ) A s
' F - , ( r )

[  , - ' , t -  r \  -  d  F - ' ( t - * )  *

t

q: r'(r\ *,1

1 o  t a n t o

*  F"(n)

q l - = ( * j ) ^ * ) = +  ( t - '  t  ¿ tr ¡ r  /  r - ¡ n  \ *  t r . . ( * )

A h o r a  b i e n ,  h a c i e n d o  t = F ( s )  y  d t - f ( s ) d s ,  o b t e n e m o s

Clr,F (É; l  -\  = fr, '

s\t,* L*;l^J = ü* L \..-fr*-_,,*t

¡ l

i  -  l . t

E n  e l  c a s o  r e s t a n t e  c o n  F - t ( * \ * <  * .  É  F  - ' ( r - { )  t e n e n o s  q u e

* { - .  t - r  J t \'Fc*) 
\  (s ' ' ( tr)  \
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U t l l i zando  de  nuevo  t .F (s )  ) ¡  d t - f ( s )ds ,  f l na lnen te  tend remos  que

r  *  l {

r * 1 c

[  (  
-F r s ) Js  

+
L J p-,(,t)

c  F "Cr ) -  ( t ' * r - ' ( t ) J t l
J r  I

, , ,r1

\:l*rr.J

F-h-*). ;J

L-

t -  l o (

L * r  F - ' ( r * * ) +

F- 'C t -o ( )  +  F  - ' ( r * * )  -  o {  F ' r  ( r -< )

i

n F - ' C r - { ) -  * F - ' ( * )

{ 1

F"(+\ Jt I
J ,

R e s u m i e n d o r .  s e  t i e n e que

¡  s" (r-r)
r' \ (*.'r -

J L

(  F 'L * - t  t

) _  
p ( s )  C s  -

-+[ ( 
* 

F(s)Jsr - l . t  L  J r . ,C* l
af rr, CÉ; 

).r.\ r
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c lr,r(*, f r\'

t  [ ; L
I -  t *  L

_ u.r trt

t  [ =
t  -  1 ¿  L

sl t. < F"(.{)

s r
t ' ' ( r ) ¡  r¿ t  F ' ' ( r - . { )

a > F 
"(r**)

' ' c+ \d t  
.  r

i s  t r i b u c  i 6 n

r a .

donde

La curva

s i m É t r l c a

\ f t (S \  I  a  s ' ' ( * \  +  d

d e  i n f l u e n c i a  a n t e r i o T  P a r a  e

c o n  n e d i a  0  s e  m u e s t r a  e n  I a

''(r-r\ - ''^t(Eü

s I

r  l - {
F ' ' ( . t - * \  * \  F

- c (

1 caso de  una d

s i g u i e n t e  f i g u
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t  C o [ r e  c t  u n e  f u n c l 6 n  a c o t a d e  y  c o n s t a n t c  e n  l a r  c o l a g '  I e  m e d l e

I  d  - F É c o r t a d a  s o l o  s G  y c  l n f l u f d a  p o r  I e  P o ¡ l c 1 6 n  d c  Y s I o r G c

I ' e r t r e m o s  y  n o  p o r  I a  m a g n l t u d  d e  e s t o s .

r  H e y  q u e  n o t a r  q u É  s f  c ' +  1 1 2  a c  t t e n c  l e  c u r v s  d e  l n f l u e n c l a

I  p a r s  l a  m e d l a n a .
I

I  e .2 .6  ESTIHAD0RES l '1 .
Ir  

U n  c s t l m a d o r  M  e s  c u a l q u l e r  e u t { m a d o r  T  d e f l n l d o  a  p a r t t r  d e
n

t  
U n s  m u e s t r e  a L e a t o r l s  * r , * = r r . .  r X o r  f  t r e v É s  d e  u n  p r o b l e m a  d e

mlnrmlzac l6n  de  la  fo rma

I
t
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

r n i r \  t  e ( f r ; T ^ ) ,i t

o  d e  u n a  e c u a c f ó n  f m P l f c l t a

[ f ,  9 (x t ;T . , )  =  o  )

d o n d e  p  G s  u n a  f u n c l ó n  a r b l t r e r l a  Y

V( f r l  T . )  =  
r+  F(* ;e )  '

s |  p ( x , 0  )  =  -  t n ( f ( x , 0  ) )  l e  s o l u o l ó n  d e l  p r o b l c n a

a n t e r l o r  p r o d u c e  e l  e c t l m e d o r  m á x t m o  v E r o s f m l l  u ¡ u e l  P a r e  c I

p a r á m e t r o  e  .

E n  e s t e  c e s o ,  I e  f u n c l o n a l  d  = T ( F )  d e b e  d e f i n l r s e  d e  [ e I

f o r m a  q u c
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C F  :  o

o que

{ C s r d s  
r  o .

E v a r u e n d o  d e  n u c v o  e s t a  c r P r e s l ó n

d e r l v a n d o  c o n  r e s p e c t o  a  e  E G  o b t l e n e

\  * ,s  ,  r (c ) )

\  t t *  i r  qer )

\ [ vc';r(ü))J(-F + s*) . (g

É n  F = ( t - f  ) F  +  G

o n J :  o

y  t v e l u a n d o  e n  e  = 0

?- \ ,  Ls; tcst\AF =
ae

1 o  q u e  e q u i v a l e  a

S C s , T ( r t ) J s  -  o ,

p o r  1 o  q u e

t (s r r ( f l ) ) ) iCFt

- !+(s; r (F))dF + gc* i t (F))  *  
t t ' - ,c( r )

\ rt scs'

V (*¡r (er) + CT. r,, Lx-) I g

o

cTr,e ( r . t  :
TCF) )  dE
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H ¡ y  q u c  n o t g r  q u e  I a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l a  d e  u n  e s t l m a d o r  l ' l  G t

p r o p o r c l o n e l e  ú r  '

2 . 2 . I  E S T I H A D O R E S  L

U n  e s t l m a d o r  q u É  e s  u n a  c o n b i n a c l 6 n  l l n e e l  d e  e s t a d f s t l c s s  d c

o r d c n  o r  m e s  g e n e r a l m e n t e ,  d É  a l g u n a  f u n c l 6 n  h  d c  e l l a s '  c s

l l s m a d o  u n  e s t l m a d o r  L ,  É s  d e c l r ,  3 u  f o r m a  s e r A

ñ

T^ = ¿ 4r 'ü h( tc.. ' )
i :  r

con

P o r  l o  c u a l ,  I f l  f u n c l o n a l  d  = T ( F )  s e  d e f l n e  d e  I e  s l 8 u f e n t e

m a n c r a

T C F \  - -

d o n d e  H ( s )

S e a

e s  u n a  m e d l d a  s o b r e  ( 0 ' 1 ) .

T C H \

I

+  t S * .  l

H-' ( r ) \  dnt t l

_É_
0 e

É .  ( r -

ñ
! F ^ l

L  O , n i  =  I  r
A - ' t

I

\"" 
( s" rs\ j J H(t) ¡

( U LÉ''(*r) -a-
J o ' -  

-  D t

( . )  F

5."(
v

r C É )  = E-' (" \  dHt-s)  r
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tan to

CTr,* (r-\

d o n d e  T ' ( s \ .

Entonces

qLr, e (rc) :

y  f i n a l m e n t e ,

- -  ¿ r ( H ) \
O € ,  l r .  o

, \,*- ' 
( s'(sr) cT ¡*, , cr)

F- ' (s \  .

d H ( ¡ \  l

cr¡,s(*.\ = \: '+ffi,il rnti)

- t '  s^l(s' 'c 'r) dr+tt\
J*t*' 

t'( *'' (tr )

I

- 
\. 

d r-ttt1

r D * r ( P ' ' ( s r \  J H ( s )
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I  E.E.8 ESTIHTDORES R

I  
L r  e r t lmec fón  R  ec  un  metodo  no  pe ramÉt r foo  quc  resu l ta  de

I  r s lgna r  rangor  cuando  la  mues t ra  fue  ob tcn lde  de  una  d ts t r l buc lón

I  
do  L rpo  con t lnuo  .  :  i

L a  e s t l m a c l 6 n  R  p u e d e  d e f l n i r s e  c o m o  o i g u e ;I
I  

S e e n  * r ' * r '  r  r .  ' * n  t  t . , ' t r r  r  r  r  r Y n  d o s  m u c s t r e g  a l c a t o r l a s

r  l n o e p e n d f e n t e s  d e  I a s  d i s t r l b u c l o n e s  F ( x )  y  G ( x )  r e e p e c t l v a m e n t e .

I  
S e  u n e n  l a s  d o s  m u e s t r a s  e n  u n É  s o l a  d c  t a m a f i o  2 n  y  s e  d e f l n e n

'  I o t  r a n g o s  R  d e  l a s  o b s e r v s c f o n e s  X  ' s  G n  I a  m u e s t r e  c o m b l n a d a  y' 1 1

t  B e  c o n s l d e r a  e d e m á s  a  = a ( 1 )  a l g u n a  f u n c l ó n  q u c  d e t e r m f n e  p u n t a J e u

( n r c o r e s n )  d e  f n t e r é s l

t
L r  e g t a d f s t l c a  e n  e s t u d l , o  G s

t ^
S ' ' r :  \ f  o . ( A t )

I t l

t
o  b i e n

r 
5'* = -' f * f -EL\ ,

I  F '  \ * n + r /
t

I  U s u e r m e n t e  l o s  p u n t a J e s  s o n  g e n e r a d o s  p o r  a l g u n a  f u n c l ó n  J  c e s l
I

s l m É t r i c a  É n  É r  s e n t l d o  q u É  J ( l * t )  =  - J ( t )  p a r e  0  (  t  d  1 .

I
P o r  r o  t a n t o

l r lr  
S ' .  :  l -  L  5 (g \  r'  ñ  t J r  \ l n + t l

t

I  q u c  c n  t É r m l n o s  d e  f u n o l o n a l e s  p u e d a  É s c r l b l r s e  c o m o
t

I
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|  G(sr \ar  .
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$ U p O n g a m O s  e h o r e  q u É  t a  m u e s t r e  t r ' . . .  , t n  c e  E e n e r e  I  p a r t l r  d e

I e  m u e s t r a  X  r  r .  r  r X  m e d f a n t e  l a  r e l a c l ó n  t ,  =  ? 0  * r ,  e n

d o n d e  e  e s  " l  v r l o " n d . s c o n o c l d o r  p e r o  f t J o ,  t a l  q u e  o u m p l e  c o n

S ( F , G )  =  0  .  L e  f u n c l 6 n  d e  d l s t r l b u c f ó n  G  s e r á  e n t o n c e s  f u n c l 6 n

d e  F '  p u e s t o  q u e

c ( X \ =  e f  t s t l  r  P L a . - x * t l  ' ,

=  e [ x > , L s - t l  :  \ -  P L x s t e - ' ' ¿ l

:  l -  F ( ¿ e - t ) ,

p o r  l o  c u a l

S(  F ,  G \  - -  
\ .  

( \  F ( r )  +  L ( r  -  F (¿s -  * \ ) )  A  *

(  - l  ,  r  -

s e a  K C s \  =  f C  r C s )  +  t  F ( ¿ 6 - s \ )  )  e n r o n c e s

f  f  |  ^  . \

\  ¡ ( H , ( s \ ) J P
J !

d o n d e  t = F ( s )  y  d t = d F

P a r a  c a r c u L a r  I a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l e  c o n s l d e r e m o s  0  = T ( F )  G n

l a  c o u a c f ó n  a n t e r l o r  y  T = ( l - e  ) F  +  *  O  
* ¡  

c c  d e e l r ,

Neevia docConverter 5.1



\  r ( ü (É - '( r \ \ )  ¿ t  a  Q .

Dor lvendo con resPec$o a  c  tenenos
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p c r o

Lt t t  
¡ r  -  f l  (¿r (É)  -  É- ' t t l )ü

fr -'ctü
=  - t  

[ t t - , . 11

+ r *, f *qr.\ t.F) - H-' Ctt ' ' l  .

\ t ' ,0  
( f l ' ' ( t l  r ) {  ü . ( F ' ' ( t r ) ¿ t  r  o

J e

d*
dÉ.

F ( 1 T  ( F ) -  f r ' '

+ c,  So( 1T t f r )  -

( r r (H) -  f r - ' ( t \ ) ( r i cF \  -  
t

L
d r

d.
d€ ,

[t'- 
ar: - I -

2'

P o r  1 o  t a n t o

c- fl(H_,r{)) \ a
d ¿  t É =  o

. - -r-[+'  x L *

tr\)

fl -' ctr )l
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3 0

-  t  ( rT (F \  -  F ' ' ( b \ )  +  S*CrT  (F )

y  s u $ t i t u y e n d o  e n

\r

-  F ' ' ( r ) ) \  ¡

- r C¿rcs\ -(  p- ' (ul)  [s"(rr te\

tenenos que

I  r ' ( x - r -'(+t )

¡ o t

t )

P -'(tl)

' ( r (p ' ' ( t r \ )  
*  É(H- , t+r ) \ r .d ,

:. 
It'(* 

( p.' (t) )Xr a(tr (e\ - F'' Ct)) -

5'(u t-c ' 'ctt t) {* r \cT",r(x-)
e l  c a m b i o  d e

e l  h e c h o

..t\ = t

ffi(s*tp-'(t\\
+ I (Tr,o(r) I  (r  r(F\ -  F- ' � ( t \ )  

f  
* ,

F(rr (e\- F'-(t)) dt

+ !r,(r Ce-,(tr\) tffi)qs*Ce-'(tt\ - t\dt

(rr Ce ) - p -' (tl\ dt

var i  ab  I  e

b:  rT(p\  -  F ' 'L t )

t - -  F ( r r - \ \

{ t  =  -  t  (e r - t \Ab

de que

[ ,  ( * r (F ) - t )  +  \  -  P (¿ r (e )  -  L \ ce )  +X [

r O

M e d i a n t e

u t i l i z a n d o

K ( r . r ( e \ -
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= i t r .L t r tp) - "u\  + \  -  s( t t l

:  t -  t t P ( t \ + t -  F ( r \ ( e ) - t \

:  \ -  R ( t \
p o d e n o s  r e e s c r i b i r  l a  p r i n e r a  d e  l a s  t r e s  i n t e g r a l e s  c o m o

- I i l ( 'r - H(u¡\) ( s*t5r - F(tr) l(¿r-.f\db.

\ =  F - ' ( t  )  )

pera  dar

5 r l
I

I

P o r  o t r o  l a d o ,  l f l  s e g u n d a  i n t e g f a l  p u e d e  r e d u c l r s e  u t i l i z a n d o

t =F t t \  b  ü t= \ c -X fd6

. 1

\ .' (r¿ L"¡r) ( 5 " (t) - F (''bt) t ('rr (e)-t) At .

P o r  1 o  t a n t o  t e n e m o s  l a  e c u a c i d n  
i

- 
\, 

'(r- u(.¡\\( Sr tb\- F('bt) t(rrLs\-t\ At

f+ \ f Cut-r\) ( s*t5) - sc'¡r) { (ar ttr\ -\\ \

c

ttrr ( F) -\) (+$ - Fc.¡ü e+
\[.'cr-vc'¡

( '
+ t clr,F (lt) ) s'(ut.¿t) { crr(l)- x) {c5 lx a o

e s  d e c i r ,

\ ) - \ )

rl)

I
-b

:

: I

K l

-v.

' ( t

r ' (
CT\Fca\ r

a5 { Cer(r) - t\ ttX) J,¡
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Sea

con

t ¡ l  q u G

J*, lr *\, l''u' fa'c'
\Y , \p.or f,*'

lente de corre lee l '6n

8.8.9 COEFICIEITTE DE

Conr ldcremos unE

f l n r t o s r  c t  d e c l r ,

see ( l)

La func lona l

c0RRELlCr0il

d i s t r l buc lón  b l ve r lade '  con

o

I

, q

F

r l

J

f1

J l

rt o

rC

)

Cco

L a

i t

)

c

l

r  e le

r F,'
\ l^*

a .  e l

, ( t  - l

c E o

l ¿
I

n l n

l^.)

E C l

; )

r¡D

V C

l x
\ Y

t e rt r

.S

C I

c

un

E

de

\ r

quc

I

.l

c

*  =( i ) , entonces

T(, F)

F , ( r - r , \ F  |  € 5 r  d o n d e

(S5.s-¡ñc - X\\t -¡r.\"J r)t " t '  a

H = J [f cs- l^,fJF

T I'\\,'-f ¡ (t -fJ J $+

-(llu- F,) (t- t^")r.) * l$"l"

Ndtese que

t SIq'- f r(t - l^.) J H (t - 
f.\Jn

argundos momcnfoc

p c l

i

[\q'-f,fr F I Sltr- ¡J'lt

I\ (t - FJ.J F

(r' -¡r) C "¡ - /^.) 
,
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**** .., qluitü'. -i . -.JiY¡¡l

3 5

Tarnb ién  tenemos que

1o cua l  eva luado en

H

da

t J 5\ t*- ¡')'rÉ

TJFÑ¡E

l6t

P o r  1 o  t a n t o ,

¡.f Js ( t *

ts- f r )¿JF +

É. C*a,t + qt-¡,\*) :
t$r

\\r t

5\(s-friJF

tt- ¡.\t 
+T

- rJrÉ

- \ [Llt"'

[-g

C r
T E I

(51"-l^,\'J*X

l^*\tJ s J
5I

5\"-r.\'dsJ,.TJ Ftt- ¡^

+ C:É-f,\')

.\tJt- l^

d

0

(

J

s

¡ t

f

5
\ . . "

t']- ¡^'l

G f l

6l * c.ó- )^r\') +

r) (F) I
I t r  o

A.

!S(.- l^.T J *)

Sc'-f

J 15c'- f S¡s . (* s**
* [5tt-f¡ 'dF

T
j
5

CT. , *  ( r r t  i
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donde ahora

A ' =

E n t o n c e s  h a c i e n d o

O  b i e n ,  h a c i e n d o

tenemos

frt) - *i(- sl. cr-¡r')

t. = *-tr tenemos

( t -  FJTJF ( - ¡s , r¿ + Cr. - F,) 
(t -FJ)

- ($ (s- f ,)(t-¡.) a-X#(-sl,* (t-

+r= *# y

I

CIr,*(t,$ i f) = 
_it [u,o*G¡c- 

o" + C:c-fr\(t-F.))

? t t{r{.¿* - (t***-ft."J

cI*,*c*,b; f l)  = c,- f ' )  LtLr,t *.) l t t tn,

:  t  [ . , - f )Cv-*+H*)1 
-  qr  +¡) t l t -H-Yl

u,= t lt, + t"*) y ü¿ = L
t

qTrr*  ( * l1 i  1 l )  -  ( t  -  
f * )  

u ,  u*  .

- fs,6r h "{+ + fr,,*- l^,\"- ry - ft *-n,t)]
I

=(,-fl')Ftffi.s$lltffi+-ffil
r/ Ir= +$.. I r _ f

*t.'\

Sean

e s  d e c i r ,  l a  s u m a  y  d i f e r e n c i a  e s t a n d a r i z a d e s  e n t r e  x t  y  y *

- r e s p e c t i v a m e n t e ,  
e n t o n c e s  p o d e n o s  r e e s c r i b i r

I\ ,r- ¡,)'d F

Ll. - Ie)
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¿.3 NELTGIOII EIITRE

SIHILAREg

FUTICIOII  DE ITIFLUENCIA T OTRAS FUHCIONES

D a d a  u n 8  m u e s t r a  x  , x  r . . ,  r x  d e  u n a  c t e r t e  p o b l e o l 6 n  y  u n

1 2 n
e t t l m e d o n  d c l  p e r á m e t r o  p o U t " * f o n a t  0  =  T ( X  ' X  r " '  r X  )  =  T  ( x )

l e n n

t e  h e n  c o n s t r u f d o  f u n c l 0 n e e  d e  I a  m l s m a  m u e c ü r a  t e l e l  q u c  n o s

p e r m l t , a n  t e n e r  u n a  L d e e  d a l  c o m p o r L a m l e n t o  d e  0  '  e s  d e c l r '

f u n c l o n c c  c u y o  o b J c t l v o  e s  e $ É n c l a l m e n t e  e l  m l s m o  q u c  t l e n e  I a

f u n o r 6 n  d e  r n f r u e n c t e .  v e a m o r  a h o 4 a  a r g u n a s  d e  e g t a s  f u n a l o n e e

2 . 3 . 1  C U R V A  D E  S E N S I B I L I D A D

s u p o n g a m o s q u e a l a m u e g t r a l n l c f e l s e l t h e s f i e d l d o u n g

o b s e r v a c l 6 n  c o n  v a l o r  x  c o n  I o  o u a l  g G  t q n d r á  u n e  m u e c t r q  d e

t e m a ñ o  n + l .  S e a  0  =  T  ( x )  e L  e s t l m a d o r  d e l  p a r Á m e t r o

+  n + l
c e r c u r a c r o  c o n  l e  m u e s t r a  c o n J ü n t a .  H a y  q u e  n p t a r  q u c  0  e s  u n a

+

f u n o l ó n  d e l  v a l o r  x .  L e  c u r v e  d e  e e n s l b t l l d a d  d e l  c s t l m a d o r  E C

d e r  l n c  c o m o :

C S ( x )  =  T
n+ l  n

=  f l * -  0  .

E s t e  f u n c l 6 n  f u e  p r o p u e s t a  p o r  T u k o y ( 1 9 ? 0 )  P a r a  e s t u d l a r  e l

c o m p o r t a m l e n t o  d e  I o s  e s t f m a d o r e s  É n  m u c s t r a u  f l n l t a s .  u n a

p e q u e f i a  m o d l f l c e c l ó n  G s  u s a d a  P o r  A n d r e w s  r  e t '  e I  '  (  1 9 7 2 )  p e r a

r s t u d f a r  e l  c o m p o r t a m l e n t o  d e  e p r o x l m a d a m e n t e  6 8  e g t l m a d o r e s  d e

l o c e t l z a c l 6 n .  D l c h e  m o d l f l o a c l ó n  e c

C S  = n ( T  ( ¡ ) - T ( x ) ) .
A n + l n

3 5

LT
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l l g u n o e  r e s u l t a d o s  q u e  h s n  s l d o  o b t t n f d o s  I  p e r t i r  d e  l e  c u r v g

d r  s e n s i b i l i d a d  , o n ,  I

a )  L a  m e c l l a r  Q U G  e s

o b c e r v a c l o n e s  e x t r e m a s

r c o t a d e  e n  l a s  c o l a g .

u n  c s t t m a d o r  n o  r o b u g t o r  c 3  l t l u |  s e n s l b l e  a

y e  q u e  l e  c u r v a  d e  c e n s l b t l t d a d  n o  e s

E s t o  s e  n u e s t r a  e n  I a  s f g u f e n t e  f t g u r e '

b )  0 t r o s  e s t t m a d o r e s  ( I e  m e d l a  r c c o r t a d a  a l  1 0 1 '  l a  m c d l e n a '

e t o .  )  t t e n e n  c u r v a c  d c  s e n s l b l l t d a d  e c o t e d a s  t n  1 0 s  c x t r e m o s .

E s t o  s e  p u e d e  o b s e r v a r  É n  l e  s l g u l e n t e  g r á f l c a  d e  I e  c u r v a  d c

s e n s l b l , l  l d e d  p a r e  1 e  m e d t a  r e c o r t a d e  a I  1 0 f  '

I
L a s  g r É f l c a s

t a m e ñ o  1  I  c o n
o b s e r v a c l ó n  c o n

f u e r o n  c o n s t r u f d a s  e  p a r t l r  d e  u n e  m u t s t r e  d e
m e d l a  0  d e  u n a  p o b l a c l 6 n  n o r m a l  y  a f i a d l e n d o  u n a

v a l o r  x
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r e c o r t a d e  a 1  t 0 t

c )  E s t l m a d o r e s  d e  t l p o  H e m p e l  c o n  t e l e s  q u e  C S  ( x ) = 0  p e r e
A

y s l o r e s  S r e n d e s  d t  l x l .  E s t o  P r o y o o a  q u c  s e  l g n o r a  p o r  c o m p l e t o

l a  r n f o r m e c t ó n  d e  o b s e r v a c l o n e s  m u y  d l s c r e p e n t e s .  E n  I a  s l S u t e n t e

f l 8 u r a  s c  m u e s t r a n  d o s  f o r m a s  m u y  l r t l l l z a d a s '

S l  a d c m á s  c o n e f d e r a m o s  I a  c u r v e  d e  s e n s l b l l f d a d  b o m o  u n a

a p r o x l m e c l ó n  a  l a  o u r v a  d e  l n f l u e n c f e  ( d e  h e c h o  H o E g  e f l r m a  q u c

l a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l a  e s  u n a  c u r y a  d e  e e n s l b l l l d e d  a s t n t 6 t f c a

d t v l d l d a  e n t r e  1 / n  ) ,  I a  v e r l a n z a  a s l n t 6 t l c a  d e I  e s t l m a d o r  e l

a p r o x  l m a d a m e n t e
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5 8

( x ) d F ( x )

L e  s p r o x l m s c f 6 n  C S  d f s c u t l d ¡  e r r l b a  p u c d e  J u r t l f l c a r s e  p o r

A
h e c h o  d e  q u e  s l  c o n s l d e r e m o s  I e  e x p r e s l 6 n  q u c  s e  u t l l 1 Z A  c n

c o n s t r u c c l ó n  d e  l e  c u r v e  d e  l n f l u c n c i a '  G s  d e c i r '

fl

T ( F )  -  T ( F )

J ,*l
e I

I e

y  a u s t l t u f m o s

p á r 8  u n e  m u e s t r e

c s t l m a d o r  d e  F )  Y

É

F p o r F , I a f u n c l 6 n d e d f c t r l b u c l 6 n e m p f r l c e
n - 1

d e  t e m a f l ó  n - l  ( 1 4  c u a l  á  s u  v c z  e c  u n  b u e n

s u s t l t u f m o s  r  P o r  1 f n ,  o b t c n d r e m o e

( ' l n )

- -  ̂ [ t  ( * , r * r ¡ . ' . , I . ¡ - ¡ ¡ * . )  -  \ ' . t * ' ,É r r " ' r ' t t ' ' t ) l  '

2 . 3 . 2  E L  J A C K K N I F E

S e a n  X  , X  f . r r r X u n a  m u c s t r a  a l e a t o r l e  Y
1 2 n

T  ( r  r I  r . . . r X  )  u n  e s t l m a d O r  d c L  p a r á m e t r O  d  b e s a d o

n  1  2  n  ,  t -  * ^ - +
m u e s t r e  d e  t a m e ñ o  l l .  c o n s f d e r e m o s ,  e d e m á s r  u t 1 8  p a r t l c t ó n

o b s e r v e c l o n e s  c n  I  g r u p o s  d e  t a m a t l o  h  ¡ ¡ = g h ) .  $ e a  A

A
0 =

e n  I e

d e  l a s

e I
- 1

c o r r e s p o n d l e n t , e  e s t l m a d o r  b e s a d o  c n  l e  m u e g t r a  d e  t a m e ñ o  ( g - 1 ) h

d o n d e  e r  f - É s l m o  E r u P o  d e  t a m a ñ o  h  h a  s l d o  e l l m l n e d o '
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- .  
E t  l -És lmo  pseudov t lo r  de l  Jackkn l fe  se  de f lne  como:

l . ? a

I  
6 ¿ ' t A -  ( t - ü 6 - ¿  ü * l r t r " ' ' t '

r  E l  J a c k k n r f c  e s  e n t o n c e s  c I  p r o m e d l o  d e  l O s  p s e u d o v e l o r c s r  G e

r  d c c l r

|  t u  l -  , \  t

t  _ -  r  f . t s .  =  t 0  . + L 6 _ . .
I  

Y  
t i T r  

-  Y  
t E ,  /

-  ^ - - - -  - r -  r * r r ñ l  ¡ { ¡ r  { q f , k l ¿ ¡ { f e  É s  c o n g l d e f a f  n = . |r  S l n  e m b a r g o ,  I a  f o r m e  m á s  u s u a l  d e t  J a c k k n l f e  É 3  c o n s l d

I  
y  p o r  l o  t a n t o  E = n ,  c o n  1 o  c u e l  e I  f - é s l m o  p s c u d o v a l o r  s e r á

A r á ¡ A

5 i  ?  n B  -  ( n - r ) 6 - ü

r  n \  ( * r ¡ . - . ,  { . * \  *  ( n - r \ T ^ - * ( : É ' , " ' r f ü '  I  L ¿ t r " " ¡ x n )  r

e r  c u ' r  c s  u n  t n d i c a d o r  d e r  p e s o  q u e  t f e n e  r a  l - é s l m e

I  o b s c r v a c l ó n  G n  e l  v e l o r  d e t  e s t l m a d o r '

I
I
I

I
I

d

I
s l g u s t t t u f m o s F p o r , n , e p o r - 1 | 1 n - 1 ) y e v q l u e m o c l e

I  G * p r É s r . n  e n  c a d a  x  r  1 = 1 , 2 , . r r , , ,  o b t e n d r c m o s
I

I
I

C o n s l d e r e m o s  d e  n u É v o  l a  e x p r e s l 6 n
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P o r  I o  t e n t o ,  l e s  d l f e r e n c l a s  A '  F  ,  1 = 1  , 2 , .  r  r  r h ,  f o r m a n

I  . .  J  t -  . . l

I  u n a  c o l e c c l 6 n  q u e  e s  e a s l  t e  v e r q l 6 n  f i n l t a  d e  c u r v a  d c

-  l n f  l u e n c l a ;  d e  a q u f  l a  v e r l e n z a  d e 1  e s t l m e d o r  e s  e p r o ¡ ( l m a d s m e n t ' e

I

4 0

I t6¿ - 6\'
f T'("-fi r :I

I
I
I
I

I
I

p u e g  e s t g  e x p r e s l ó n  e s  u n a  s p r o x l m a c l 6 n  d e

( ,

\ 
( err,, c*r )'d F .

1 2 n l e n
I  m u e s t r a l e s  y  d e  p o n d e r a c l o n e s  e r b l t r a r i a u  w  r  r . .  r t r l  d ¿  t a l e c

1 .  n

I  v a l o r e s .
t

C o n s t d e r e m o s  a h o r e  a I  e s t l n a d o r  A  c o m Ó  u n a  f u n c l O n a l

T ( X  r X  r r r . r X  ; l . t  r l l  r ' . . r 1 {  )  q u e  d e p e n d e  d e  l o s  ' v a l o r e s

A s f ,  p a r a  e ]  J a c k k n l f e  o r d i n a r l o  s e  t f e n e  q u c
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= T ( I r , . .  r X  ; l / ( n - l )  r * . .  r 0 - r  '  r  r  t l / ( n - l )  )

E s t e  c o n a l d e r a c l 0 n  É Ü  d o  l n t e r É s

J a c l t k n r f  e  l n f  t n r t e s l m a l .  S e a n  e  (  1 / n

- l

l -És tmo  Iu8er

p É r a  P o d e r  o o n u t n u l r

v

e I

6 - , t * l *  T ( x r ¡ ' . . ,  x ^  i  E t ' r ' ¡  f i  -  c ¡ " ' � r  +  ) '

E I  J a c k k n t f e  l n f l n t t e s l m a l  e s  t e l  q u e  l a s  d l f e r e n c f e s '  T
I

A ,  d a d e s  e n  e l  J a c k k n l f e  o r d l n e r l o '  s o n  s u s t l t u l d a s  p o r  I s s

d e r l v a d e s  c o n  r e s p e c t o  a  €  ¡  e s  d e c l r '

Ci= l l t -B v . \ . ú
A ñ  \  , \

! , - - E tr^E \ -  T(f r , . . . ,  f  , , ,  * , . . .  *)

C o n  e s t o s  v e l o r e s  G g

e s t l m s d o r  P o r

t

ü t \ r 1 r . . ' r f i .

p o s l b l c  s p r o x l m a r  1 e  v a r l a n z a  d e l

r -ci- r
i  n (n - r )  '

p u e s  r e  v u e l v e  a  t e n e r  c o n  l a s  d  ' !  U n A  V e r s l 6 n  f l n f t e  d e  I a
I

c u r v a  d É  r n f l u e n c l a .

2 .4  LA FUNCION DE I ¡ ¡FLUENCIA HUESTRAL

c o m o  h c m o s  v l s t o ,  l a  c u r v e  d e  l n f l u e n c l a  t e ó r f c a  s u p o n e

c o n o c t m l e n t o  d e  l a  v e r d a d c r a  f u n c 1 6 n  d e  d f s t r l b u c l ó n  d e

e I

I a
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p o b l a c f 6 n  c n  e s t u d l o .  S l n

p o s f b l c  c o n o c c r  d l c h a  f u n c l 6 n

d e  a l g u n a  f o r m a  u n e  e s t l m a c l ó n

l n f l u e n c  1 a .

E n t o n c e s  1 a

p o r

* # & '  - - { , 4 * _ ' -  ú d e & ¡ ¡ ' ' - ¿ ' # s . . . i & -  \ a

4 2

e m b a r g o ,  e u n q u e  G n  g e n e r a l  n o  e s

d e  d t s f r l b u c l ó n ,  n o s  g u s t a r f a  t e n e r

o  E p r o x i m a c l 6 n  a  I e  c u r v e  d e

S c  h e n  d e c a r r o l l e d o  e l g u n a s  v G r s f o n e s  p a r a  m g e s L r e s  f t n l t a s  d e

t s  c u r v s  d e  l n f l u e n c l e  l a s  c u a l e s  s o n  d e  E r s n  u t l l f d a d  p a r e

a n a l l z a r  e I  c o m p o r t a m l c n t o  d o  c s t l m a d o r e s '  A  c o n t l n u a c l ó n

c o n s l d + r a r c m o s  t r e s  d t  l e s  v e r s l 0 n e $  f i a g  u t t l l z e d a ¡ '

2 . 4 . 1  P R I H E R A  V E R S I O N

E n e s t e c a g o l o q u ü s G p r o P o n e e g a p r o x f m e r l a c u r v e d e

l n f t u c n c l e  p o r  m e d l o  d e  l s  d f f e r e n c l a  e n t r e  a .  r  u f l  c ¡ t l m a d o r  d e

0  b a e e d o  e n  u n a  m u e s t r a  d e  t a m a f i o  r t r  y  f  I  u l l  e c t t m a d o r  d e  l a
+

m l s m a  f o r m a  q u e  á ! '  q u c  s c  o b t l e n e  d e  l e s  n  o b s e r v a c l o n e ¡

o r f g l n a l e s  m e s  u n 8  o b s e r v a c l ó n  a d l c t o n a l  h l p o t É t l c a  c o n  v a l o r

x .  D e d e  I a  c o n s t r u c c l 6 n  a n t c r l o r ,  e s t a  v e r s f ó n  É g  I l a m e d a  I e

c u r v s  c l e  r n t ' l u e n c l a  p r e d l c t l v e '

c u r v a  d e  l n f l u e n e i a  e s t l m e d a  C I  ( x '  0  )  c s t á  d a d e
+

I

+ r ^

C I ( t , d l = ( n + 1 ) (  e  d ) .

+ +

G o m o  p u e c l c  v c r e c r  G g t f l  e x p r e s l 6 n  e s  p r á c t l c a m e n t e  I s  m l s m e  q u e

l a  d e  l a  c u r v e  d e  s e n s l b l I  l d a d  d e  A n d r e w s  I  e t .  t l .  (  1  9 7 2 )  p a r a  I a

e s t l m a c l 6 n  c l e l  p a r á m e t r o  d e  I o c e l l z e c l ó n '
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Entonces

? . I I . I . 1  E J E ü P L O S

- LA II{EDIA I-IUESTRAL'

D s d a l e m u e g t r a X r X t r r l i x e l t g t l m a d o r d e l e m e d l e C s
l 2 n

4 5

ñ
t!.¡

g l  { . n  =  T  ñ

y  p g r s  I a  m u e s t r a  x  r l (  |  r  r  r  r x  ' {  e I  e s t l m a d o r  g e r á

1 ? n

a fr. --t n rLñ T l='
o +  ¿  r . n + r  :  4 1 : , - *  ?  t t - * ^ ' l *

ñ+r  l ' l +  I  '

- na"rL n t l LF= (n+ r\

I

ñ + r

-t 
'\

É \ *  t r , -  x . n  ,I

P o r  I o  t a n t o ,  l e  f n f l u e n c l a  d e  u n a  o b s e r v a c f ó n  x  s o b r c  I a  m e d f e

I  E c  l n c r e m e n t a  l t n e e l m e n t e  c o n  r e l a c t ó n  a  l a  d t f e r e n c l a  e n f r e  x  y

I
I a  n r e d l e  o r l E l n a l  '

H a y  q u e  n o t a r  I a  g r a n  s l m l l f t u d  e n t r e  e g t a  c x p r e s l 6 n  y  l a

I

t  
e x p r e e l 6 n  d e  I e  V e r d e d e r a  c u r v e  d e  f n f l u e n c l a  c n c o n t r s d a

a n t e r l o r m e n t e r  c s  d e c l r '

I
I
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- LT VTRIANZA I . IUESTRAL.

En t t t t  ca to

A - * s l

= s1.,*,

Et-t- AJ- =
f1 -  r

[ +  -  " r l
f \ -  |

ñ
T

-  . L-  L r r

v

6 *
ñ

T
.  

L L I

y  u t i l i z a n d o

' ¿  a  - L
bn+r  -  bn

l a  l g u a l d a d

ñ * \
ñ

s
ñ

st + \  L:r -* . , . , \ " -  S,}
ñ + t

r'L
J-  L: t -  f -n)

ñ + \

n-t!
Ú'r

$ 1  ,

+

tenemos que

C I * ( * ; s r ) ¡

P c r a n g r a n d e r i t \ : t - i ^ \ ' ' s , * r l a n u c v a e e t t m a c l ó n d e r a

Vsr lenzs ,  S  r  sCFá menor  que S ,  m len t res  que s l  \ lC-  
- * . ^ \ - . r  e  '

n + l  n
I e  n u c v s  e s t i m a c l ó n  d c  l e  v a r l e n z a  s e  l n c r e m e n t a r É  e n  f o r m a

c u a d r  á t  1 c a .

O t r a  y É z  s e  l o g r a  u n e  f o r m a  m u y  s l m l l a r  a  l a  o ü " t "  c l t

l n f l u e n c l e  t e ó r l c a ,  p o r  I o  q u e  l a s  c o n c l u s l o n e e  o b t e n l d a s  p a r a

e s t a  ü l t r m a  e o n  v . ü I  t d e s  p s r s  1 . 4  c x p r e s l 6 n  m u e s t r a l .  L a  c u r v e  d e

l n f l u e n c l a  t e ó r l c a  c n  e s t e  c a s o  e $

Cl - r=  ( * i  s r )  = (* -r\ - s L .
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LA I IEDTA Of  *RECORTADA

P a r ¡  u n a  n u e g t r a  d e  t a m a l l o  D r  l a  m e d l a

q u l t e n d o  l a s  d n  o b c e r v e c l o n e s  m á s

o b s e r v a c l o n c s  m á s  g r a n d c s  y  c e l c u l a n d o  1 a

r e s t e n t e s .

Como no  necesar lamen te  Én  ec  un  en tc ro ,
2

v s l o r  I a n l = h y e n t o n a e g

ü  - F G C o F t e d a  s t  o b t l e n e

p e q u r l l a s  y  l e s  q n

m e d l a  a r f t m É t l c e  d e  l a s

s G  s u e l c  u t l l l z e r  e I

* l r n  ?

n- h'
T r t l t

¿*T*, n- 1lr' )

(n+ r\1, tenemos

n- l,r

I *.ir
1,., ñ- 1l^.+ \

¡ -l,r

I 'r,-i\ | a
. L + r  n - 2 ' h + t

n-L+r

I
hT,  n - th+  \

d o n d e  l a s  x  ' g  l o n  l o s  v a l o r e g  o r d e n a d o s  d e l a s  o b s e r v e c l o n e c .
( r )

S.*'. [, * t,l

5 1 *s  r (qh \

' f  r

* r(, t\+t 3
s l f-1¡¡( f 4 fqn-r,-+r)

iA l r  ?(gn- f++r)

I  v  ]  d e n o t a  e I  m a y o r  e n t e r o m e n o r  o  l g u a l  q u e  v
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s l { É {c¡^)

s l X. cr^\ ( f, { { cn-l++1)

t? )C<.n-¡,"+r)

.X$, )(s¡-1

¡ (Cf^ t (  r¿ (  tC. , . t - tn+r)

f.?e )C¿,\- Ln +r)

s r

que

tf. .
| ( r ñ  b t

1o

fctn.\ - f r,n si
ñ - 1 ! ^ . + t

x-  -  F* .n  s i
n - l - 1 , . ' + \

t t n - h + r \  - A * r n  
s i

n *  l l ^ . + t

y  en tonces

C l*t*i l*)=

Jn+ I ( *rr^r -
n - t h + t

. r  \  s l* d r ñ  J
:(. ( J(1,^1

{ ' t X \ ( : C  (  É C n - 1 " + r )

:C ?¡  {  qrr - fa,+r)

n + t  L : r _ E * , . r )  s l
n - ? h +  t

Y \ + t  ( * a . , - r + r \  -  i * . . , ) = i
ñ * 1 I \ +  I

I
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I
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t
I

r  [ l  t n+ r \ l  -  \  t end remost¿ nl

L { , n t  t  a

de donde

T - Y EÉr { ¡  ñ } l  - r t r ñ

Y  P O T 1o tan to

n-I.*-t

T rtr-¿t
f3, ñ-tI\ -t

n  - l n . l

t  { 'qi} +É
h+r  n -1 . ¡ \ - t

a * h'I { rü\
¡ " iür  n- l l^ . - t

i l , n  -  P c r r - t ^ - , )

n-  L l ' r  - r

i  ¡ , , r  -  Étu+rt-  *  (n- t^+r\  t  X

f r  - ¡1,g-  t

s l  É $ { 'cu+r)

s i
f , c r , *+ r ) (  É (  *qn -u - r )

s I t¿ l {.qn-¡".- r)

S I .f. É fC Cr++r)

(t* (t', 
f *\=

¿ * rCcu.+ r) s 1

n- t lr* - t

n + \
n- Ll,r- t

. ñ + t  ( i . * , n - l c c n - r ^ - , 1 \  s i
n-11.*- |

t*.r,rr- 
att^+,\ - l(t-*r,*+,r + af

s i

i ( ' th+r\( 1(.( }(Cn.I"-r)

X,+ { cr*-¡^- ü

:( t r(r^.+r)

t Ct^rr\ 
(

s t

lC ( f.qn-l^*ü

s l ]L? 1( (n-r.+-r) .
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Ir  E n  c u e l q u l e r a  d e  l o s  ?  c a r o s  r e  m u e s t r e  q u e  I a  l l G n o r  l n f l u e n c l á

I  s e  t r G n c  c u a n d o  I a  o b s e r v e c l ó n  e d l c l o n e r  e s t á  c n  l e  p a r t e  c e n t r a l

r 
't'

.  
d e  I f l  m u l s t r a .  E l  c a m b l o  q u e  s u f r e  I a  m e d l a  e 3  e o n s t e n t e  p e r o  n o

I  c c r o  e n  o b s e r v s c l o n e s  e n  l a s  c o l a s  d e  I a  m u G s t r s '  E n  p s r t l c u l a r '

I  l a  t n f l u e n c l a  d e  u n e  o b s e r v a c l ó n  d f s c r e p a n t e  G n  l a  m e c t l a

I  q  - r e c o r t a d e  n o  e s  c c r o  c o m o  u n o  
' e s p e r a r i a r  p u c s  r a s

I  o b s e r v s c l o n e s  d l s c r e p a n L e s  3 G  d c g e c h e n r  p O F  I O  q g e  t l e n c n  I a

t
m a y o r r n t . I u e n c l a p o s l b l e É n c a d a } ¡ n o d c l o o l a d o g .

I
I

2 . 4 . 2  S E G U N D A  V E R S I O N

E s t a  v e r s l 6 n  e s t á  e n f o c a d a  e  m e d l r  l o s  e f e o t o s  l n d l v l d u e l e s  d e

o b r É r y e c l o n c c  d e  I a  m u t s t r a r  C 3  d e c 1 r ,  G s  p a r t l c u l s r m c n t e  ú t f f

p e r a  m e d l r  I a  r n f l u e n c l a  d e  l e s  o b o e r v a c l Q n e s  s o b r e  e l  e s t l m a d o r

á i .  D e  a q u l  q u e  e s t a  v e r s f ó n  c e 8  l l a m e d a  r a  c u r v e  d c  l n f l u e n c i a

m u o c t r E l  Y  e s t á  d e f l n l d s  c o m o

- \ )C  6 -  6 -¿ )C l -  ( r ¿ i  e )  '  ( n
¡ r \ ¡ 1 ¡ . ' . r ñ ,

d o n d e  A  G s  u n  e s t l m a d o r  d e  I a  m l s m s  f o r m a  q u e  t  p e r o

- 1
o a l c u l a d o  s l n  1 e  1 - é s l m e  o b s e r v a c l 6 n  * ,  d e  I a  m u c s t r a '  E s t a

v e r s l ú n  e s t á  m u y  r e l a c i o n a d a  c o n  I a  t É c n f c e  d e l  J a o k k n l f e  d c

T u k e y  P u É c

CI  ( *c :e )  *6  - -  cñ - r )CB -6 -¿ )  *  6  - -  t ' 6  -  (n - ' lS -¿

e I  c u e l  e s  p r e c l s a m e n t e  o 1  l - é s l m o  p s e u d o v a l o r  ( v e r  e e c c l 6 n

2 . 3 . 2 ) .

I
i l

I
t
I
I
t
I
I
I
I Neevia docConverter 5.1



I
I
I
t
I
t
t
I
I
I
I
I
I
I
I

4 9

D a d ¡  l e  n s t u r e l e z a  d e  l e  c u r v e  d e  l n f l u t n c l a  m u a F t r a l  r  G s t r

t l t n d e  f ,  3 e r  m e s  u t l l f z a d e  q u é  I s  e u r v e  C I  p u e s  n o  s l e m p r e  e l
+

p o s l b l e  o  e s  d e  t n t e r É s  o b t e n e r  o b s C r v e c l o n e s  f u t u r a s .

2 . 4 . 2 . 1  E J E H P L O S

L o g  e J e m p l o s  q u e  s G  p r c s e n t a n  s  c o n t l n u a c l 6 n  s e  r e f l e r e n  a

a p l l c a c l o n e s  d e  1 e  c u r v s  d e  l n f l u c n c i e  m u e s t r a l  q u e  s o n

u t l l l z a d a s  e n  d l f e r e n t e g  á r e a s  e s t a d f s t l c e s .

DETECCION DE OBSERVACIONES INFLUYENTES Y DISCREPANTES EN

A N A L I S I S  D E  R E G R E S I O N .

G o n g f d e r e m o s  e t  m o d e l o

donde i ;

\t
1 n * ,  e c  u n  v e c t o r  d e  o b s e r v e o l o n e s '

X r r * o  e s  u n a  m a t r l z  d e  r a n g o  o o m p l e t o  d c  c o n e t a n t e s
'  o o n o c l d a s  '

l L r * ,  e s  u n  v e c t o r  d e  p a r á m e t r o c  d e g c o n o c l d o s '

v-  
9 ^ r ,  G s  u n  v c c t o r  d e  e r r o r e s  e l e a t o r l o s  t a l  q u q

E C g ) ' Q  Y  . l q * C 9 ) * 6 r l r

t  =  X p  +  g  )

I  
t  

E t  es t fmedor  de  
f1  

po r  mfn lmos  cuadrados  És  
f r  

=  C  g 'N f  E '1 .

I  
* , r ,  I e  m a t r l z  d e  ( n - 1  ) x p  o b t e n l d a  a  p a r t l r  d t  x  s I
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n - l ) x l

c a  3 0

e l  q u c
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I

c l r m l n s r  e l  l - t s l m o  r e n g l 6 n  t r r ,  y  t , r ,  t I  v c c t o r  d e  (

o b t e n l d o  d e  I  s l  e l f m t n a r  l a  l - É s l m e  o b s c r v s c f 6 n  t r .

P o r  l o  t a n t o r  G I  e s t i m a d o r  d e  E  e I  e L t m l n a r  e I  l - é s l m o

( r  '  
Y  Y  l  e s

f 1

Érr, = (x io Ett')'&'.'t, 't,.1

S l n  p e r d e r  g c n e r a l l d a d  s u P o n g e m o c  q u c  e I  n - é s l m o  c e s o  É s

n o  l c  c o n g l d e r a r á ,  e n t o n c e s

F a l r ¡ - l

x - - \ t " ' \  '  , I = l t * \  ¡
t  C ^  J  L t , .  I

y  p o r  1 o  t a n t o

F . \ f - 1

B'E = f )1.^r {';l \ 
"*t 

\ = El^r X...r * r,^ +i r
L + ^ \

De aquf  que

( T . ^ r E . ^ r ) - t  É  ( N ' E  r r n : É ^ f '

*  (g,  Í  \ ' '  *  (R,ÍY'+^ x l  CE,E )-  
t  
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P o r  1 o  t a n t o  s G  t l e n e  u n  v e c t o r  d c  p  f u n c l o n e s  d e  l n f l u e n c t e  e l

c u e l  n o  r f e m p r e  G s  f á c l I  d e  e n s l l z a r . '  u n a  e l t t r n a t l v e  f u e

p r o p u c s t s  p o r  c o o k  ( 1 g 7 7 )  q u f e n  d e f t n c  u n 8  c a n t l d a d  c q u t v a l e n t e  s

C I  ( x  r ! ;  É  )  e n  e I  s c n t l d o  q u e  G s  u n s  n e d t d e  d e  I a  d l s t a n c f a

t l
entre E y f l , i r .

L e  m e d l d a  p a r s  c a d a  f  s e  d e n o t a  p o r  D - ,  l l a m e d a  t a  d l s t e n c l e  d e
I

C o o k '  y  e s t á  d a d a  P o r

b i =
(cI- (+..,..¡, I Fr) r'Í tcr- ( tt , gi. ; Fl) r

F  & t  L n - r \ L

d c  d o n d e  v a l o r e s  g r a n d e s  d e

q u c  e r  e r f m l n a r l a s  P r o d u c e n  u n

p a r á m e t r o  P ,  r  G s  d e c l r '

l n r l u y e n t e  Y / o  d f s c r e P e n t e .

I  p a r t l r

c o b r e  I o s

d l f c r e n c  I  e

I

D  c o r r c s p o n d e r á n
I

B r a n  c a m b l o  c n  l e

cor  re rsPo nde r  á  a

I

e  o b e e r v a c l o n e s

e s t ' l m a c l 6 n  d e I

u n a  o b s e r v e a l 6 n

P o r  o t r o  I a d o ,  D  t a m b l É n  p u e d e  e x p r e s a r s e  c o m o
I

b¡ = (  h.o -  F) ' . r '  x (  F t"-F)
F  É "

e I e

e r r o

n t r e

c u a l ,  y  t e n l e n d o  I s  s u p o s f c t 6 n  d e  n o r m e l l d s d

F G s r  s c  p u e d e  p É n s e r  q u e  l a  s l E n l f t c a n c f a  d e  I s

E  y  A  p u e d e  s e r  e n a l l z a d e  e v a l u a d a  c o n
cf)

Pi a  F  I  r ( 9 ,  n - 9 )  t ,  b ¿ l  I
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B u n q u É  h a y  q u c  n o t e r  q u c  I a  f u n c l O n  d e

G t  F r  p ü r o  É g t e  s G  u s E  p e r s  p r o p o r c l o n a r

c O n O c l d a .

A ¡ f ,  s l  p  G c  E r g n d c  n o  h e b r á
I

s l  p  e s  p e q u e ñ o r  s G  t f e n e
t

u n e  o D s c r v a c l ó n  f n f l u y G n t e  y / o

d  I  s t r l b u c l ó n

u n g  t s c e l s  d e

E r a n  d t f e r e n c l e  e n t r e

d f f e r e n c l a s  B r a n d e s  y

d i s c r e p a n t e .

s5

d e I s D  n o
t

r e f e  r c n c l  a

4

p o r

a l
(f)

l o  t a n t o

Es te

pers

den t ro

s n á l t s l s  e s  e q u l v a l c n t c  s  o b t c n e r  I a  r e g l ó n  d e  c o n f l a n z s

E  c e r c u l e d a  c o n  t o . d o s  l o r  d a t o s  y  v e r i f  l c a r  s l  E  e f , ü
(1)

o  f u e r a  d e  d l c h e  r c g l ó n .

a h o r e  c s  c o m o  d t f e r o n o l s r  e n t r e  u n a  o b c e r v e o l ó n

u n e  d l s c r e p a n t e .  P a r a  e s t o  c o n s l d e r t m o c :

c m a

v

I r
L \

Et probl

l n f l  uyen te

D i E
f t '

J' *

A
A

TTI

- E i
E'üG

I

t
, I EL (B'E)''E'f, G'[T-..

f & "

I

a  I q . - * i ñ  \
I t 6 1
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P o r  . I o  t a n t o  '

t r e s  r e f e r f d a s  a I

s4

d e  t r c s  c a n t t d e d e s  r e l e v a n t e s '  I e s

c a r o s  c o m p l e t o .  E s t e s  l t o n i

t )

1 r )

EI

a l

n ú m c r o  d e  p a r á m e t r o s  P r

t - É s l m o  r e s i d u a l  e s t u d e n t l z a d o

t ; :

y  t 1 1 )  e I  c o o l e n t e  e n t r e  I a  v e r l a n z a  d e t  | * É s l m o  v e l o r
p r t d e c l d o  y  l a  v e r f a n z a  d e 1  l - É e l m o  r e s l d u a l  r  '

G E  d e c l r r  

I

D i : ti J** ( ti)
i" rtrqr tri)

donde

rlor (ti \ ' 61 Éf ( t  BY'E ¿

r lorC{ i \  =  cr  ( r  -  gLCfT, ) ' 'g¿)

r e s p e c E l v a m e n t e .

D  p u d e  s e r  E r a n d e  s i  t  o  x  ' ( X ' X )  x  s o n  g r a n d c s .  S l
l r l l

g r a n c t e  s É  [ e n d r á  u n a  o b s e r v a c l 6 n  a b e r r a n t c '  m l e n b r a s  q u e  s f

2
t

I
x

- 1
É g

' ( x '

$i  -  ú '¿ É

t tr\ - Er tT.'E T* Éi
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L ( q,-\-J

Y  B - t ' , L *  ' �

c e s e  n o  e s  f É o l l  o b t e n e r  u n a

f n f l u e n c l a  m u e s t r a l

5 5

g r a n d e  l e  o b s e r v a c l 6 n  s e r á  l n f l u y t n t e .  N 6 t e s e  q u 6  u n a

p u e d c  c l n u l t Á n e a m e n t e  e b e r r e n t Q  e .  l n f l u y e n t c .

D E T E C C I O N  D E  O B S E R V A C I O N E S  D I S C R E P A N T E S  E N  E L  C O E F I C I E N T E  D E

CORRELACION.

Dcds

( r  r y  ) '
1 1

m u e s t r a l

u n a  m u e s t r e  a l e a t o r l a

( x  r Í  ) r . . . r ( x  r |  ) .
2 ? n n

e s t Á  d e d o  p o r

u n s  d l a t r l b u c l 6 n  b l v e r l a d a

c o t f l c l e n t e  d o  c o r r e l a c l 6 n

d e

e I

r  --  _l  c. l - . ) ,  ts- * )
f (ri -ii\L

J

. .  I ¡ i  y B* f  S._ ,
J t 1 J ñ

donde x-

S t  a h o r É  n o

c o e f l o l e n t e  d e

c É  c o n s l d e r a

c o r r e l  a c  I  6 n

i

1 - É s l m e  p a r e J e ,  3 e  t a n d r á  q u e  e II e

c g

donde i_ü

S l n  e m b a r g o '

¡ e n c i l l a  p a r a  l a

i T  r i

5+T í\-\

É n  e s t e

c u r v a  d e

a x  p r e s  1 6 n
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C T - ( r ¿ '  b i i ( n - r ) ( r -  r - ¿ \ ' r

p o r  I o  q u e  D e v l l n , e t . e I . ( 1 9 7 5 )  p r o p u r l c r o n  u t t l l z a r  I a  f o r m e

m u c s t r a l  a n á I o g a  a  I a  f u n c l 6 n  d e  l n f l u e n c l e  t e 6 r l c a  c o m o  u n e

b u c n e  e p r o x i m e c l ó n '  e s  d e c l r '

C T -  C Í r : ¡  b i l  f  ) :

o  e q u i v a t e n t e m e n t e ,

L
¿

r (rt** $tt) + rI gi

qT- (t¿, si  i  p) :  ( t  -rr) tr¿, üü¡,.  .¡

r)=

d o n d e  u  y  u
t l  1 2

d e o l r '

y  donde

s o n  I e s  v e r s l o n e s  m u e s t r a l e s

I
I

d e u y u r c s
1 e

I i ,
¿ t .lElF _l-iF J

tA i¿
*t- rt:\
F J

v ,-bt
ftni- s)

f-t -- JLü. :f-
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P ¡ r a  r  f f J o ,

une  h fpÉrbo la

1 a  a p r o r l m a c l ó n  I

oomo gÉ muer t rc  en

I r l r  p  )

l a  r l g u l e n t t

5 7

c g  e s e n c l e l m e n t c

g r É f f a a

E r t e  P r o P l e d a d  d e  l a  c u r v s

D e v l  1 n ,  e t .  e I  .  P e r e  d e g e r r o l  l a r

o b s e r v e o l o n e s  b l v e r f e d e s  q u e

Y S l O r  d C  r .

{ r } f , \ ) o

d e  l n f l u e n c l e  m u e e t r a l  e s  u s a d a  p o r

u n  m É t o d o  g r á f f o o  P a r s  d c t e c t e r

p u e d e n  d l s t o r s l o n a r  g r a v e m e n t e  É r

E s t e  m É t o d o  c o n s l s t c  e n  s o b r e p o n e r  I e  g r á f l c a  d e  d l s p e r c l ó n

s l m p l e  d e  l a  m u e e t r a  c o n  I e  g r á f f c e  d c  l e s  c u r v a s  d c  n l v e l  ( p a r a

a l g u n o s  v a l o r c s  d e  r )  y  v f s u e l m e n t c  a n a l l z a r  I a  f n f l u e n c l a  d e

. c a q e o b s c r v a c l 6 n y s q u c l a s c u r v a s d e n l v c l l n d l o a n

a p r o x l m a d a m e n t e  q u e  t e n t o  s e  l n c r e m e n t e  o  d e c r e m e n t e  r  p o r  c a d a

u n a  c t e  l u s  o D s e r v a c f o n o g .
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l e  s r g u l e n t e  f t g u r a r  s u g G F l r f a  q u c  e I  c o e f l e i e n t e  d e  c o r r e l e c l ó n

t e  l n c r e m e n t a r f a  q p r o x l m a d a m e n t e  G n  0 . 0 5  s l  e I  p u n t o  1  f u t r a

o n t t t d o  d c  I e  m u e u t r a  y  d e c r e c e r f e  a p r o l l m a d a m e n t e  u n  0 . 0 2  s l  e I

p u n t o  2  f u e r e  o m l t l d o ,

, H | # 1 I - ¡ +
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2. I ] .3  TERCERA VERSIOI {

E ¡ t a  o l t l n e  v e r s l o n  m u q s t r e l  f u e  p r o p u e s t a  P o r  H a l l o w s  É n  1 9 7 3 '

l a  d 1 6  e I  n o m b r e  d e  f u n a l $ n  d e  l n f l u e n c i e  c m p f r l c a  y a  q u e  3 É

o b r r e n e  e I  r e e m p l E 4 e r  F ,  I a  f u n o t ó n  d e  d l s t r l b u c l ó n  d c  l a

pobl  ac f  6n r  Ét l

(a-r*  ( : r  )  :  \ t ' "n T(cr- t \  g + e S*\  *  l (P)

¿ +o+ {.

por  Ie

d e a l r  t

donde

G n  o a d a

f u n c f ó n  d e  d l s t r l b u c l ó n  e m P l r l c e d e  l a  m u e s f r a '  e s

C.IE -,p^ LS = I[-

F  É 3  U n e  f u n c t ó n  e s c a l o n a d á  o o n  s e l t o s  d c  m s E n l t u d  1 l n

n
u n a  d a  I a s  o b s e r v e c l o n e s  x  r x  f ¡ r ' t x  r

1 ? n

É.

D e  a q u f  q u e  l e  f u n c l ó n  d e  l n f l u e n c l e  e m p f r f c a  s c a  u n a

e s t l m a c l ó n  n o  p a r a m é t r f c a  d e  C I  ( x ) ,  o o n  l a  c u a l  s G  p u e c l e
T ' F

a n a l l z a r  t a n t o  l s  l n f l u e n c l e  d e  o b s e r v a c l o n e s  f u t u r a s  c o m o  I e

l n r l u e n c t a  c l r  l a s  o b s e r v e c l o n e c  d e  l a  m u c s t r a .

H a y  q u e  n o t a r  q u É  t a n t o  C I

á p r o x i m a c l o n e s  a  l a  C I E  e l

c  = 1 f  ( n - l  )  r e s P e c t l v a m e n t e .

c o m o  C I  P u e d e n  c o n s l d e r t r s e
+
t o m a r  É n  e s t a  ü I t l m a  e  = 1 /  ( n + l )  Y

L a  f u n c t ó n  d e  l n f l u e n c l a  e m p f r l c a  e s  u n  m É t o d o  e q u l v a l e n t e  s l

J a c k k n r f e  f n t ' l n r t e c l m a l  d e  J a e c k e l r  p U C S  s l  r e q o r d e m o s '  e n  e s t e

0 l t r m o  s e  d e t e r m l n a  e I  1 - É s l m o  p s e u d o v a l o r  p o r :
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donde

p o r  1 o  q u e  u  n o  c s  o t r e
f

l n t  l u e n c l a  e m p f r l c a ' e v a l u a d a  c n

l i  =  ( o r o r . . . ,  \  
o , ' . . , 0 )  )

\

i - É s i m o  l u g a r

o o r "  q u e  e l  v a l o r  d c  I a  f u n c l 6 n

I a  l - E s l m e  o b s e r v e c l 6 n .

6 0

6 ( t r - e \ ! + r l i )  S ( g )

t ' *  * ( , r \ r . . . r t \  y

tl ü : \t.'*
É,-¡ o f.

de
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3. DATOS DE SUPERVIVENCIA

3.1  I t fTRODUCCI0N

E n  m u c h o s  e s t u d l o s  l o n B l t u d f n a l e c ,  1 a  v s r l a b l e  d e  l n t e r É S  o

v a r f a b l e  r e s p u e s t a  e s  e l  t l e m p o  q u e  t r a n s c u r r e  e n t r e  i e

o c u r r e n c l a  d e  d o s  e v e n t o s  e s p ü c f a l e s ;  É l  p r l m e r o  d e  e I l o s  s e

r c f l e r e  e s c n c l a l m e n t e  a  l a  e n t r a d e  d e  u n  l n d l v l d u o  a I  e s t u d l o  y

e I  r e g u n d o  g e n e r a l m e n t e  r e c l b e  e I  n o m b r c  d e  f e l l e  o  m u e r t e  ( q u e

e n  e l g u n o s  o a s o s  p u e d e n  e s t a r  r e l e c l o n e d o s  c o n  I a  a p l l c a c l 6 n  d e

u n  t r a t a m l e n t o ) ,  p o r  I o  q u i  1 a  v a r l e b l e  r e s p u e s t a  s e  c o n o c e  c o m o

t l e m p o  c t e  f a l l e  o  t i e m p o  d e  c u p É r v f v e n c l e '

$ e  E u p o n c  q u e  s e  t l e n e n  l o s  t l e m p o s  d e  f s l l a  d e  n  l n d l v l d u o s  l '

q u e  e s t o s  t f e m p o s  s o n  l n d e p e n d l e n t e s .  U n a  s e r l a  c o m p l l c a a l ó n  e n

e I  a n ü I l s l s  d e  t l e m p o s  d e  f a l l e ( o  d c  s u p e r v l v e n c l a )  e s  l a

p O s f b t l l d a d  d e  o É n s u r a r  G S  d e c f r ,  n o  p o d e r  o b s e r v a r  a  I o s

l n O l v l d u o s  h a s t a  I a  o c u r r e n c l a  d e I  s e g u n d o  e v e n t o  d e  l n t e r É e .

L A  c e n s u r a  p u e d e  d e b e r s e  e  v a r l a s  F B Z o t l C s r  c o m o  p o r  e J e m p l o :

1 .  E l  e s t u d l o  p u e c l e  h a b e r  t e r m l n a d o  m l e n t r a s  q u e  a l g u n o s
f n O l v l d u o s  e ú n  e s t á n  v l v o s ( e s t o  c s r  a ú n  n o  o c u r r e  e I
e v e n t o  d e  l n b e r É s  p a r a  c e d a  u n o  d e  e s t o s  l n d l v l d u o s ) .

2 ,  L a  f a l l a  p u e d e  p r e s e n t e r s t  e n  a l g u n o s  f n d l v l d u o s  P o r
c a u s a s  q u e  n o  s o n  d e  l n t e r É s  p e r a  e I  e s t u d l o .

3 .  A l g u n o s  f n c t l v f d u o s  É n  l o s  q u c  n o  3 e  h a  p r e s e n t a d O  I a
f a r l a  p u e d e n  r e t l r a r s e  d e l  e s t u d l o  s i n  q u e  e s t e  h s y e
o o n c l u f d o  a ú n .

P o r  I o  q u c  I a  r a z ó n  m á s  l m p o r t a n t e s  p e r a  d e s a r r o l l a r  m o d e l o s

É s p e c l a l e s  y  p r o c e d t m l e n t o s  p e r a  d a t o s  d e  t l e m p o  d c  f a l l a ( o

t r e m p o s  d e  s u p e r v i v e n c l a )  G s  1 e  n e c c e l d a d  d e  o b t e n e r  m é t , o d o s  d e
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6 2

e n á 1 1 s t s  q u e  c o n s l d e r e n  c c n s u r a .  A l g u n o s  d c  1 o ¡  p r o c e d l m l e n t o s  d e

e n á l l s l s  e s t á n  b e r a d o s  c n  a I  E u p u É c t o  q u c  l c  p o b l a c l ó n  c s

h o m 6 g e n e a ,  O t r o ¡  c o n s l d e r a n  q u e  I O s  l n d t v i d u o S  s o n  c x p u e s t o s  É

d l f e r e n t e e  c o n d l c l o n e s  e x p ü r t m e n t e l c s  ( q u e  l n f l u y e n  e n  e I  t l e m p o

d e  f e l l a )  y  o t r o s  e n  d o n d e  s e  c o n r l d e r s  q u e  e I  t l t m p o  d e  f a l l a  s É

v e  a f e c t a d o  p o r  c f e r t a e  , v a r i e b t e s  P r o p t a s  d e  I o s  l n d l v i d u o s  q u É

s o n  t o m e d a s  c o m o  c e v a r l a b l e s .

\,

T e n b l É n ,  e n  m u c h e r  s l t u a c l o h e e  e s  f m p o r t s n t e  d c s e r r o l l a r

p r o c e d i m l e n t o e  n o  p a r a m É t r l c o s  y  r o b u r t o s  p u e s t o  q u e  e s  m u y  P j c o

e I  t r e b a J o  t e 6 r l c o  q u e  c e  t l e n a  p a r s  u n e  f e m l l 1 a  p a r t f c u l a r  d c

d l s t r l b u c l o n e s  d e  t l e m p o  d e  f a l I e ,

3 ,2  EJEI {PLOS

A l g u n o s  e J e m p l o s  d e  d a t o s  d e  s u p c r v l v o n c l a  s o n  l o s  s l g u l + n t e s r

l o s  c u q r É c  n o s  p u e d e n  d a r  l d e a  q u e  e s t e  t t p o  d c  e e t u d f o g  p u e d e n

d e s s r r o l l a r s e  e n  d t f e r e n t e s  a r e É 8 :

1 .  S u p o n g a m o s  q u e  e n  u n  e s t u d l o  m é d l c o  s o b r e  D l a b e t e s
U e i f l t u s  s e  e s t á  l n t e r e g a d o  e n  a n e l l z a r  1 a  e d a d  m á x i m a
q u c  p u e 6 e  I l e g a r  a  t e n e r  u n a  p c r s o n e  q u e  p a d e c c  d f c h a
e n f e r m e d e C | . E n e s t e c a s o e I s e g u n d o e v e n t o d e 1 n t e r É s
c s  l a  m u e r t e  d e l  l n d l v l d u o  y  I a  v a r f , a b l e  r e s p u e s t a  e s
e l  t r e m p o  q u e  t r a n s c u r r e  d e s d e  q u e  a  u n  l n c l l v l d u o  s e
l e  d l a g n o s t l c a  D l a b e t e s  M e I ] l t u s  y  e 8  c a p t a d o  d e n t r o
d e r  e s t , ü d 1 o  h a s t a  s u  m u e r t e .  E n  e s t e  c a c o  l o g  v a l o r e g
c e n s u r a d o s  p u e d e n  d e b e r s e  a  l n d l v i d u o s  q u e ;

H u e r e n  p o r  o t r a  c a u s e  q u e  n o  r c e  e r t a  e n f e r m e d a d '
p o r  e J e m p l o  Q n v e n e n a m l e n t o r  á c c l d e n t e s '  e t c .

A b a n d o n a n  e I  e s t u d l o  p u e s  c e m b l a n  d e  l u g a r  d e
r e s i d e n c l a  y  n o  e s
p o s t e r l o r m e n t e .

p o s l b l e  I o c e I  l z a r l o e

2 .  E n  u n  e s t u d l o  d e m o E r É f 1 c o  s o b r e  m l g r e c l 6 n  E É  d e c l d e
c e p t a r  e  u n  c l e r t o  S r u p o  d e  l n d l v l d u o s  y  o b s e r v a r l o s
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d u r e n t e  1 0  a f l o s  p a r e  d e t e r m l n s r  e I  m o m e n t o  e n  e I  q l c
" Á r u i " n  s u  l u g a r  d ;  r e s l d e n c l a  p o r  - p r l m e r e  v c z '  E n
i i t e - c a s o  e l  É e g u n d o  e v e n t o  d e  t n t e r É s  É t  e l  c a m b f o  d e
r c s l d e n c l a  y  r a  v a r l e b l c  r ü s p u e s t a  e s  e I  t l e m p o  q u e
t i e ñ s c u r r e  i l e s d e  q u e  u n  f n d l v  l d u o  (  c o n  c f t r t a s
c a r s c t e r f s ! l c a s  p r o p i a s  d e f t n l d a s  d e n t r o  d e I  e s t u d l o
m l s m o )  e g  e n t r e v  l s t a d o  p o r  p r  t m e r a  v e z  h e s t a  e l
m o m e n t o  e n  q q e  c a m b l a  d e  r e s l d e n c l a ,  L a s  p o s l b l e s
c e u g e s  c l e  o p s e r v s c l o n e s  c e n g u r a d a s  p r e s e n t e s  e n  e I
e ¡ t u d l o  s o n  P o r  e J e m P l o :

E I  l n c t l v f d u o  o b s c r v a d o  m u c r g .

E l  t n d l v l d u o  n o  h a y e  c a m b l e d o  d e  r e c l d a n c l e  c n
l o s  1 0  e ñ o s  q u c  d u r e  e i  e s t u d l o .

E n  u n  a n á ] f s l i  s o b r e  e I  d e s e r r o l l o  d e  l a  H e e s t r f e  G n
E s t a d l e t i c a  e  I n v e q t l E a c l 6 n  d o  O p e r e c l o n e s  3 e  d e c l d e
e s t u d l a r  e I  t l e m p o  q u e  t a r d a  u n  a l u m n o  d e  e c t a
u e e s t r f a  c n  p r e s t n t a r  e l  e x a m e n  d e  g , r a d o .  E l  s e g u n d o
c v e n t o  d e  t n t e i ^ É e  e n  e s t e  c a s o  e s  ] a  p r e s e n t A c l É n  d e l
c x a m e n  d e  g r a d o  y  I a  v e r l a b l c  r e s p u e s t a  e s  e I  t l e m p o
q u e  t r a n s c u r r e  d e s d e  q u e  e I  a l u m n o  t e r m f n a  e I  1  0 0 f  d e
f o "  c r É d l t o s  h e s t a  e I  m o m c n t o  c n  q u c  p r e s e n t a  d i c h o
G X A m G n .

E n  u n a  f n s p e c c l ó n  s o b r e  c o n t r o l  d e  c a l l d a d  d e  c l e r t o
t l p o  d e  a p á r a t o s  e t É c t r l c o s  s e  d e c l d e  p o n e r  a  t r a b a J a r
u n  c l e r t b  n f i m e r o  d e  e s t o s  y  r c g i s t r a r  e I  t f c m p O  É n  e I
c u e l  p r e s e n t a n  I a  p r l m c r a  f a t l a .  P o r  1 o  t a n t o  e L
e v e n t b  d e  l n t e r é s  e s  1 a  p r e s o n c i a  d e  c u a l q u l e r  f a l l e
e n  e e t o s  a p a r a t o s  y  1 e  v a r f a b l e  r e s p u e s t a  e s  e I  t l e m p o
q u e  t r a n s c u r r e  d e s d e  e I  m o m e n t o  e n  q u c  e c  p u e s t o  a
f u n c l o n e r  u n  a p a r e t o  h a s t e  q u e  p r e e e n t a  l a  p r l m e r a
f a r l a .

3 .3  DI$TRIBUCIOTI  DEL T IEHPO DE FALLA O SUPERVIVENCIA

S e a  T  u n a  v e r l a b l e  a l e a t o r l a n o  n e g a t l v a q u c  r e p r c s e n t a  e I

t l e m p o  d e  t ' a l l a  o  t f e m p o  d e  s u p e r v t v e n c l a  d e  u n  f n d l v l d u o  d e  u n e

a i e r t a  p o b l a c l ó n  h o m o g é n e a .

L a  d f s t r t b u c l 6 n  d e  T  p u e d e  É x p r c s e r s e  e n  t É r m l n o s  d e  t r e s

d l f e r e n t e s  f u n c l o n e s  r e l a c l o n a d e c  e n t r e  s f  ' c e d a  u n a  d e  e l l a s

d e l  a n á I l s l s  d e

I  
t l e n e  u n a  c l e r t a  u t t l t d a d  y  a p l l c a c l ó n  d e n t r o

t  s u p c r v l v e n c l a .  D f c h a s  f u n c l o n e s  s o n :
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! '  
f , -  L e  f u n c l o f i  d e  c u p c r v l v e n c l E .

t  1 1 , -  L e  f u n c l ó n  d e  d e n s l d a d  d e  p r o É a b l l l d a d  d e  T .

f i l . -  L a  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o .

T

I  l . -  L s  f u n c l 6 n  d e  s u p e r v t v e n c l a  s c  d o f f n e  c o m o  I a  p r o b a b f t l d a d
I

d e  q u e  T  r e a  m f l y o r  o  l g u a l  q u c  t r  u n  v a l o r  p o s l t l v o  d a d o .  E s

I  d e c l r '

t  S ( t ) = P t T l t l  c o n 0 < t (  o

I
l n o r p e n d l e n t e m e n t e  d e  q u e  T  s É e  c o n t i n u a ,  d l s c r e t a  o  m l x t a .

I
t  E s t e  f u n c l 6 n  e s  m o n ó t o n a  n o - c r e c l e n t e  y  c o n t l n u a  p o r  I a

I  t z q u l e r d a ,  a d e m á s  s e  t l e n e  q u e  $ ( O )  =  1  y  l t m S ( t )  =  0 .
I  t + *

I  
P o r  I o  t a n t o ,  I a  f u n c l 6 n  d e  s u p e r v f v e n c f e  e s  e c e n c l e l m e n t e  e I

c o m p l e m e n t o  c o n  r e s p e c t o  a  1  d e  1 a  f u n c l ó n  d e  d l s t r l b u c f 6 n  d e  T

I  
p u e s  e  I o  m a s  d l f t e r e  e n  P t T = t l  c u a n d o  e s t a  p r o b a b l l t d a d  c s

p o c i t l v e .  A d e m á s  p s r e  f l n e s  p r á c t i c o c  e s  m e J o r  t r a b a J a r  c o n  S ( t )

I  q u e  c o n  F ( t )  =  P  f T  (  t  l .

I  f l . -  P a r a  d e f l n t r  l a  f u n c l ó n  d e  d e n s l d a d  d e  p r o b a b i l l d e d  d e  T

.  s e  c o n c f d e r e  p o r  s e p a r a d o  e I  c a c o  d l s c r e t o  y  e l  c s s o  c o n t l n u o ,

r '  
$ u p o n g a m o s  e n  p r i m e r  l u g e r  q u c  T  e c  u n a  v a r l a b l e  e l e e t o r l a

I  e b s o l u t a m e n t e  c o n t l n u a ;  c n t o n c e s  l a  f u n c l 6 n  d e  d e n s f d a d  d c

I  P r o b a b l l f d a d  d e  T  s c  d c f f n c  c o m o

t

I
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t ( t ) - - \ t . n  M "' 
[tq o+ At

pc ro  ya  que

t [ t s T +  t + A t f  ?  P t T ( t + A t J  P t T - * t J

=  \ -  g L r ) , t r [ t l -  ( r -  p L r , , t J ) r

en tonces

P L t r  T <  t + a t f  E  ? [ r + r J ;  p I t ] ¿ t ] A t f

r  S ( t ) -  S ( t + a , t ) )

c E  d c c t r r  
I

* ( t ) - -  \ , " . ' .  I  s ( t ) -  S( t+ r t ) l
At+o '  L  A t  \

p o r  1 o  t a n t o  
I

4t+l a - fi s(r\ .

D e  a q u f  f á c l l m e n t e  s e  o b t l e n e  q u e

r r p
sLt\  - -  \  { (s)  As,, t
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- + $

t

T
Y ec lcmás se  cumPle  que

I
t
l s u p o n g a m o s e h o r a q u e T e s d 1 s c r e t a y q u É t o m a I o g v e I o r e g x <
I  r  (  , . ,  .  E n t o n c e s  I a  f u n c l 6 n  d e  d e n s t d a d  d e  p r o b a b l l l d a d  d t l  T

6 6

'  
t ( $ + o  t t  v $,{tr\ Js '- \

2

I  
está c lncta Por

I
I
t
I
t
I
t
t

{ttr

?Lr = :r.¡l si t '  *i pera arguna J

o Gn o t ro  caso

d c  d o n d e  s e  o b t l e n e  q u e  I a  f u n a f 6 n  d e  s u p e r v l v e n C l a  É 3

y  s c  c u m p l e  q u e

{(t) >, o +t v T +crc¡\ * t

I  
s U p O n g a m o s  a h o r e  e l  c a s o  m á s  g c n e r e l r  É !  d e c f r '  T  t l e n e  u n e

r  
d l s t r l b u c l ó n  m l x t a ,  p o r  r o  q u e  T  t t e n e  u n a  c o m p o n e n t e  c o n t l n u s  y

I  u n e  d l s c r e g a ;  e n t o n c e s  l a  f u n c t ó n  d e  d e n s f d a d  d e  p r o b a b t l l d a d  d e
t

T e s l a s u m e d e l a s p a r t e s c o n t l n u a y d l s q r e t a .

I
t t l . -  L a  f u n c l ó n  d e  r l e s g o  t a m b l é n  s e  d e f t n e  p o r  s e p a r a d o  p e r a

I  e I  c s s o  d e  T  c o n t l n u a  , T  d l s c r e t a  y  T  m f x t a .
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l  6T
I

t  S u p o n q a m o s  q u e  T  É ! r  a b l o l u t a m e n t e  c o n t l n u a r  G t l t o n c e s  I a  f u n c l 6 n

I  
d r  r l e s g o  m l d e  I e  t a s s  l n s t e n t á n e s  d e  f e l l a  e n  T = t  c o n d l c f o n s d e  a

l e  t u p É r v l v e n c l e  a I  t f e m p o  t '  e l  d c c f r '

Xt\ -_ \i'-,
at+ o*

I p e r o  y a  q u e

I
I  

P L t r T ¿ t + a t \ T ' , t ]  =  t [ t t T * t + a t , t + t l
P tr+tl

t  a  t l ! t \ * t * ¡ t l ,

t  
F t r " t l

entonces

I  l ,
L  a r  t r

l ( t ) :  J i ' * .  PL t - c t¿ t+o t \  ! , + ( t )  r- 
At+o+ e5nrf bt 

- s(t)

I  
o r  e q u t v a t e n t e m e n t e ,

I  I ( t \=  fo t  {=sr t \= - t \ns ( t )  ,

t  por  ro  quc

\t }(ola'^I
I
I
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P o r  o t r o  l a d o r  s É  t l e n e  q u e  f ( t )  ¡  ) \  ( t l $ ( t )  p o r  I o  q u É

ó 8

r t
-  \  A(,rr \du

{Lt \  = } ( t )  e-

$ u p o n g a m o c  a h o r e  q u c  T  e s  d f s c r e t a  y  q u e  t o m a

x  (  r  r  r  I  c n t o n c e s  I s  f u n c l 6 n  d c  r l e s g o  1 6 l o  s e
2

( J = 1 ' ? ' . , .  )  y  d a  l e  p r o b a b l l l d a d  c o n d l c l o n a l  d e

d e c l r  '

I o s  v a l o r e s  x

d e f l n e  p a r e

f a l ] s  e n  x  r
J

(

I
x

t

e s

I ( r i ) =  15  :  e  [ r - - r i  \ T ' , * J1  - -  P  t  T=  { j  ' T " r : t l
? Lr ), rif

P Lr = {.il

F LT r¡ ril

É( x-¡)
i = \ t 1 ¡ 1 ¡ " '

A h o r a  b l e n , u t l l f z a n d o  e L  h e c h o  d e  q u q

S( { i+J =
S(*5)

? L t ' , ¡ ( i + , 1  =  P T J r , x . r l  - t L r = : r ü
e fr ', .r¡1 F Lr ', {i1

B( : t5 )

i = \ ,  1 ¡ . .  )

:  \ -  1 5
S(:ri
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o n t o n c e s  l a!üs  t
J

f u n c l d n  d e  s u p e r v i v e n c i a

( t (  x  p a r a a l g ú n J ,
- t  J  o

o o
e s t á  d a d e  p o r :

5( t \  =  t ( r * r . )  .  ( r *  I I . . , \ s ( r ¡ , - * )

E n t o n c e ¡  '

{ ( x ¡ ) ' S  ( r ¡ )

f u n c l ó n d el a d e  n s l d a d de

I j

i Sj..(r 
- \¡)

a (\ - \ !.-*\ 
( t - r)...) s( x.,- r\

¡ t . t ( * - r i \  r

.  ( t *  \ i . . , \  ( t  -  Is . -* \  . . ( r  -  \ , \  S(x. , \

y a  q u e  S ( x  ) = 1 .
1

p r o b a b l l  l  d s c l  e g

S u p o n g a m o s  q u e  T  t l e n e  u n s  d l s t r l b u c l 6 n  m l x t a '  p o r  1 o  q u e

t e n d r á  u n s  c o m p o n e n t e  c o n t l n u a  y  u n a  d l c c r e t a r  c n t o n c e s  ] a

f u n c l ó n  d e  s u p c r v i v c n c l e  c o n s l d e r a r á  p r o d u c t o s  d e  t É r m l n o s  p a r a

c s o a  p a r t e r  G s  d e c l r ,
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I
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I s(t\ . e 
,T.it_Iir ,

I
G n  d o n d e  } t  e s  l e  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o  p a r a  I a  p a r t e  c o n t l n u a  y

I  x  (  x  (  x  ( * . . .  l o s  p u n t o s  c o n  p r o b e b l l t d a d  p o s f t l v a .- 1 e 3

I  
En es ta  ceso Ia  func l6n  de  r lesgo puede exprecsrse  como

I
, I
; l

I
I
I
I
I
t
t
t

I ( t ) J t  '  \ * ( t \d t  +  X I i [ ( t - ' ( j )
J -

c n  d o n d e  6  ( t - x  )  e s  u n a  d e l t ' e  d e  D l r a c ,
J

0 t r a  f u n c t 6 n  q u e  t a m b l É n  p u e d C  u g É r s e  e n  e l  e n É I l o f s  d e  l a

I  d l s t r l b u c l ó n  d e  T ,  e s  I e  f u n o l ó n  d e  r f e s g o  a c u m u l a d e  q u e  s c
I-  

d e f t n e  c o m o

¿ (t\ = 
!tr,*t 

lo : \* 
^.*-^taq +rrl..'.

Neevia docConverter 5.1



I
t
I
t
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
I
I
t
I
t

7 l

p o r  o t r o  l a d o ,  l e  f u n o l o n  d c  s u p e r v f v e n c l e  S ( t ) r  P U C d c  s É r

e x p r e s a c l e  e n  t É r m f  n o s  d e  1 a  f u n c f  6 n  A  ( t )  l n c l e p e n d l e n t e m e n t e  c l c

l a  n e t u r a l e z a  d e  T ,  d e  l a  s l g u f e n t e  m a n e r s l

t
s ( t )  r  f . ( r * J r I C , t ) ,

t
donde  -e  r cp rÉeen ta  e I  p roduc to  l n teg ra l  G l  cua l  es tá

o

def ln rdo  como

b r r . . - 1
f  t t -  ¿Ac"r)  = \ i ' " r - t f  I  t -  (J\(r+rr ' l  *- / lCt¡R-, \ \ I

a. 
' 

K., l-

o o n  s =  u  (  U  (  . . .  (  u  = b  y  e I  l l m l t e  S G  t o m e  c u A n c l o  r
o l r

+ G E  y  ( u  u  )  +  0 .
k  k - l

E s t a  c x p r e s l ó n  s e  c u m p l e  p u e c t o  q u e  p a r e  I a  p a r t e  c o n t l n u a  E G

t l e n e  q u e

n t
t - \ , ' \  e[t^-\ dt¡ '-

f  ( r -  I * L * ^ \ d , \  =  e .
I

y  p s r a  I e  p a r t e  d l s c r e t a

- É "  ( ,  -  ¿  t  r ¡ ( u -  x . 5 r \  + . E r . r ( r - r ¡ )  .

A d e m á s ,  d É  e s t a  m a n e r a  s Q  p u e d e  v e r  q u c  I a  p r o b a b l l l d e d  d e

Neevia docConverter 5.1



I
77,

I  r u p c r y l v e n c l a  a I  t l e m p o  t  e s  e I  p r o d u c t o  d e  l a l  p r o b a b l l l d a d e s

I  
c o n d l c l o n e l e s  d ü  s u p ü r v l v e n c l e  p a r a  l n t e r v a L o s  l n f l n l t e s l m a l e s

h a s t e  G l  t r e m P o  t .

r  D e d a r  l a s  r e l e c l o n e s  e n t r e  l e  f u n c l 6 n  d e  d l s t r t b u c l ó n  d e  T '  l e

t  f u n c l $ n  d e  s u p e r v l . v e n c l É ,  l e  f u n c l ó n  d e  d e n e i d a d  d e  p r o b a b l t l d a d
I

y  l a  r u n c l f i n  d e  r f e s g o ,  b a s t a r á  e s t l m e r ,  a J u s t a r  o  m o d e l e r  u n a  c l e

I  e s t a s  f u n c l o n e e  p a r a  t e n e r  L d e e  d e l  c o m p o r t e m f e n t o  d e  l e s  o t r a s r

r  o o n  I o  q u e  s É  t e n d r É  u n  c o n o o l m l e n t o  a m p l l o  e c e r o e  d c  T '

I

3 .4  ESTIHACION DE L I  FUI ¡CION DE SUPERVIVENCIA

I  P e r e  J . 8  f u n c l ó n  d e  c u p e r v l v e n c l e  S ( t )  =  P I T  > r  t l  $ c  h a n

I  p r o p u e s t o  d t f e r e n t e s  c s t l m e d o r e s .  E n t r e  l o s  m á s  c o m u n c s  s e  p u e d e n

I
c l t s r :

I  l .  L e  f u n c t $ n  d e  s u p e r v l v e n c f a  e m p f r i c a .

|  
2 .  L s  t a b l e  d e  v l d a .  

\

3 .  L a  t a b l a  d e  v i d e  m o d l f l c a d a

t  4 .  E I  e s t l m a d o r :  K a p l a n - M e l e r .

I  3.4.1 LA Fut tcroN DE suPERvrvENcrA El ' {PrRrcA
I

D a d o  q u e  S ( t )  =  P I T  >  t t  =  I  P I T

t  u n a  p r i m e r a  f o r m a  d e  e s t l m a r  S ( t )  s É  o b t e n d r É  s l  e s t l m a m o s  I a

-  f u n c l 6 n  d e  d l s t r l b u c l 6 n  d e  T .

I

I
I

S e  s a b e  q u e  d a d a  u n a  m u e s t r a  a l o e t o r l e  d e  u n a  p ó b t a c t 6 n
3

h o m o g É n e a  r  c I  m e J o r  e s t l m a d o r  d e  1 a  f u n c l ó n  d e  d l c t r i b u c f ó n  e l

l e  f u n c l ó n  e m p f r f c a  F  ( t ) '  d o n d e
n

I
I

3
E n  e I  s e n t l d o  d e  q u É  c e d a  s u J e t o  d e  I a  p o b l a c l 6 n  t r e n e  l a

m l s m a  c l l s t r l b u c f ó n  d e l  t f e m p o  d e  f a l l a
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H 0 m e r o  d e  v e l o r e s  m u e s t r a l e s  {  t

P o r  1 o

tamal lo n

p o b l e c  f 6 n

F  ( t )  3

t a n t o  s l

d c  t l e m p o s

h o m o g É n e a  '

n

G O n t a m e t l o  d e  I a  m u e g t r s .

t e n c m o e  u n e  m u e s t r a  e l e a t o r t e  n o  c e n s u r a d a

d e  f a l I a ,  I o ¡  c u e l e s  f u e r o n  o b s e r v e d o s  d e

1 e  f u n e l 6 n  d e  s u P c r v l v e n c l a  m u c s t r a l

de

u n a

N ü m e r o  d e  v a l o r e s  m u e s t r e l e s  )  t

S  ( t )  =

s e r á  u n a  b u e n a

d e c r e c l e n t a  c o n

f e l l e  o o s e r v a d o .

n

e s t l m e c l ó n  d e  S (  t ' )  .

sa l toe  de  tamet lo

E s t a  f u n c l 6 n

1 / n  d e s P u É s  d e

c s  e g c a l o n a d a

c a d a  t l e m P o  d e

S f n  e m b e r B o  '

l u p e r v  l v e n c l e

L a  t a b l a  d e  v l d a  e s  u n

a E r u p a c t o s  e n  l n t e r v  a l o g  '

t l e m p o s  d e  s u P e r v l v e n c l e

c o m o  s É  d l J o  a n t e r l o r m e n t É '

m u y  e  m e n u d o  P r e s e n t a n  Q c t l s u F f l  r

l o s  d a t o s  d e

p o r  I o  c u a l  e s t a

e e t l m a c t 6 n  n o  c s  I a  m á s  c o n v e n l e n t e '

3 . 4 . 2  L [  T A B L A  D E  V I D A

E s t e  e s t l m a d o r  d e s c r l b e  l e  d l s t r f b u c l 6 n  d e  t l e m p o s  d c

c u p e r v f v e n c l a  e x p e r l m e n t a d o s  p o r  u n  B r u p o  h o m o S É n e o  d e  f n d l v f d u o s

. c u a n d o  e s t o s  t l e m p o s  e s t á n  s u J e t o s  a  c c n s u r a '  E s  e I  m á s  a n t l g u o

d e  l o s  e s t l m a d o r e s  d e  I a  f u n c l ó n  d e  s u p É r v l v e n c l a '

r É s u m e n  d e  I o s  d a t o s  d e  s u p e r v l v e n c l a

e s  d e c l r ,  p r e s e n t a  a I  n 0 m e r o  d e  f a l l a s  y

c e n s u r a d o s  e n  c a d a  l n t e r v e l o '
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7 1

$ u p o n . g a m o s  q u É  l o s  d e t o r  e s t á n  a g r u p a d o r  e n  l n t e r v a l o g  L  I
1

. . .  , I  t g l e t  q u c :
k

f  = [ b  + b  + . . . + b  r  b  + b  + . . . + b  I
J  o l  J - l  o t  J

J =  1  r . . .  r k

d o n d e  b  =  0
o

y q u É e n I
J

- €

k

c E G n  c  t l e m p o s  o . n " u a " d o "  y  t
J

S r e n  n  c I  n ú m e r o  d e  l n d l v i d u o s  c x p u e s t o s
J

d e l  J - É s r m o  l n t e r v a l o r  É s  d e c l r '

¡  C * )

d e  1 a  p r o b e b l l l d a d

s u p e r v l v e n c l e  a I

\ 1 r .
I t i  a  l *  \ t .'  l * \

E n t o n c e s ,  e I  e s t f m e d o r

e n  e I  l n t e r v a r o  f  d a d a  I e
J

t l c m p o r  d e  f e 1 I e .
J

a t  r l e rgo  a l  t n r i r o

c o n d l c l o n a l  d e  f a l l a

l n l c l o  d e  I  e s :
J

s i  ñ ¡  r  o

l i -  si ñJro
n¡-  c5lr

E I  t É r m l n o

hccho c tc  que

d u r a n t e  t o d o

s u p u e s t o  q u e

c
J

n o

e I

/ 2  e n  e l  d e n o m l n a d o r  s e  u t f l l z e  o o m o  a J u s t e  p o r  e I

t o d o s  l o e  n  l n d l v i d u o s  e s t á n  e x p u e s t o s  e I  r l e s g o
J

l n b e r v a l o  I  E s t o  e s  u n a  É p r o x l m a c l 6 n  b a J o  e I
J

L o s  t l e m p o s  d e  I o s  c  l n d l v i d u o s  s G  d l s t r l b u y e n  e n
I

F [ r -  l ¡  \  t?  bo+. . .  I  t * , - l  =  ts=
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7 S

e s  v á r 1 d of o r m a  u n l f o r m e  o  P o r  I o  m e n o s

p s r a  l n t e r v a l o r  P e q u e ñ o s .

P o r  I o  t a n t o ,  1 e  e s t l m a c l ó n

e v e l u a o e  a L  f l n a l  d e I  l n t e r v e l o

P C r O

s l m É t r l c a  e n I  '  I o  c u a l
J

d e  I e

f É s

f u n c l ó n de s u p c r v  l v e n c l  a
.  

. - , . .  r  :

O o t  , o  t a n t o  ,

B ( b n + . . .  r  b i \  i  
$ ,  C t  - { l \

i ( u . + . ' . * b s )  =  T  t T ' ,  b n  l * " r  *  b s \

T Lf ?¿bor..* * b51 -- $tTr,b.+b,\rr ,b.JñLT),h*.. .+b"\r+b'+blJ

' i  F  t r ' ¡  b o + b { + . ,  * b s \ r +  H  t . . .  +  h ¡ , 1

F  t t r ,  b o + . . . + b I l T " b o t . . ' t t ^ - J  n '  \  -  1 ¡ [ .  t r  ¿ r . , . r {  j

i - t , t r . . . r  l t  .

H e y  q u e  n o t e r  q u c  p a r e  u t f l l z e r  e s t a  e s t l m a c l d n  n o  É s  n e c e e e r l o

C O n O c c r  l o s  t t e n p o s  d e  f a l l e  y  l o s  d c  c É t l t g F g r  b a s t a  s a b e r

c u a n t o s  d e  e l l o s  s e  t l e n e n  É n  c a d e  ,  u n o  d a  l o s  l n t e r v e l o s

c o n s l d e r a d o s .  P o r  I o  e n t e r l o r  e s t a  f o r m a  d e  e e t l m a c l 6 n  É l  m u y

p o b r e  p u e s  s e  p l e r d e  l e  l n f o r m a c l 6 n  s o b r e  l o g  t l e m p o c  o b s e r v a d o s ¡

a d e m á s ,  d e p e n d e  d e  I e  o l e c c l ó n  d e  l o s  l n t e r v e l o s  I
J

3 . 4 . 3  L A  T A B L Á  D E  V I D A  H O D I F I C A D A

E s t a  f o r m a  d e  e s t l m a r  J a  f u n c l ó n  d e  s u p c r v l v e n c l a  s e  u t l l l z a

c u a n d o  s e  t l e n e n  l o s  d a t o s  c n  u n a  t e b l a  d e  v l d a  y  a d e m á s  s c

c o n g c e n  l O s  t r e m p o s  d e  f a l l a  y  l o s  t l e m p o s  d e  c e n s u r e  d e  t o c l o s

I o s  t n d l v l d u o s  o b s e r v a d o sNeevia docConverter 5.1
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1 =
J

Po'r  lo tsn bo r  cr l

t l e m P o s  t  ,  ü  r r r r r t- J J J

eI l n t e r v e l o  I  s c
J

d e  l o s  c u e l e s

7 6

t , t e n e n  r e g ! . c t r a d o s  l o s

c '  ' f u e r o n  t l e m P o r  d e

J
I

c e n s u r a  y
J

e d e m á s  q u É  I a

c o n  v a J . o r e s

cs t fmador  c le

J
t l G n p o s

f u n c i ó n  d e

c o n s t a n  t e s

I G s
J

d c  f a l I e

r l c s g o  I

I c n
J

(  r  =  c  +  t  ) .  S l  s u P o n e m o s
J J J

(  t )  i t  u n á  f u n ó 1 6 n  e s o a l o n e d e

c a d a  l n t e r v a l o  I  e n t o n c e s  u n
J

donde TS

l n t e r v  a I o

É s  e l  t l e m P o

e s  d e c i r '

J

TS
J

d e

(tir - F,

J l =  1 r ? . . . . r k

s u p e r v l v e n o l s  o b s e r v a d o

I

eIC N

J
I '
J

T S i

F l n e l m e n t e  '

t
f ¡ t

b i \  +  n5+.  b i  ,

I
J

es

e I  e c t l m e d o r  d e  1 e  f u n o l ó n  d e  s u p e r v l v e n c l e  G 3

- L i i ( t - t u , ) . T i i u ' J

,  J =  1 1 2 r , . r k .

f ttt e

s l  t

e I

e

c u a l c o n t l n u o  e n d i f e r e n c l a  d e  l o s  a n t e r l o r e g
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7 7

c s t l n a d O f c $ r  p e r o  s l n  e m b a r g o ,  d c p e n d e  t e m b l É n  d e  l a  e l e c c l 6 n  d e

l o a  l n t e r v e r o s .

3 .4 .4  EL ESTIHADOR KAPLAN- I ' IE IER

E n  1 9 5 8  K a p l a n  y  H e l e r  m u e c t r e n  c o m o  p u e d c  s e É  o b t e n i d o  u n

e s t l m a d o r  s r m p l e  d e  I a  f  u n c l 6 n  d e  l t u P É r v  l v e n c l a  s t n  h a c e r  n l n g ( r n

a g r u p e m t e n t o  c t e  l o s  t l e m p o s  d e  f a l l e  y  d e  c e n s u r a .  D e  h c c h o  l o g

s u p u e s t o s  q u e  h a c e n  s o n  d e  q u e  c I  E r u P o  d e  l n d l v l d u o s  o b s c r v e d o s

c s  h o m o g É n e o  y  q u e  l o s  t l e m p o s  d e  s p p É r v l v e n c l a  h a n  s f d o

r e g l s t r a d o s  e x a c t a m e n t e r  c s ' d e c l r ,  s l n  r e d o n d e o s  o  t r u n c e c l o n e e .

E s t e  e r t l m a d o r  t a r n b l É n  3 e  I t  c o n o c e  c o m o  e I  e c t l m e d o r  d e l

p r o d u c t o - 1 f m i t e ,  y  s u  c o n s t r u c c l 6 n  ¿ 8  o o m o  s i g u e l

S c s n  t  (  t  <  . . .  <  t  l o s  t l e m p o r  d c  f a l l a  o b e e r v a d o s  e n  u n a
1 2 k

m u e s t r a  d e  t s m a t l o  n  d e  u n e  p o b l a c t 6 n  h o m o g é n e a  c o n  f u n c l 6 n  d e

s u p e r v i v e n c l a  S (  t  )

$ u p o n g a m o s

y  c  c É n g u r a g
J

t l e m P o e  t  r
J l

. E

q u É  , t  t l e m P o  t  (  J = l  , .  .  .  r k )  s e
J

s e  p r e s e n t a n  e n  e l  l n t e r v a l o

t  r ¡ r r r  t  c o n  J = 0 ' 1 r " . ' k  e n

J 2  J o
J

r e g l s t r a n  d  f a l 1 a s
J

t t  , t  )  a  l o s
J  J + l

d o n d e [ ,  = 0 y t
o  k + l

r le  o  go$ean n  e I  n f rmero
J

l n m e d l a t a m e n t e  a n t e s  d e  t  j
J

I

f \ i  a  T , c ¿ * +  c r )
r¡ 

l=l

P o r  1 o  t a n t o ,  I a  p r o b a b l l t d a d  d e  f a l l a  e I  t f e m p o  t -  s e r á
J

d e  l n d f v i d u o s  c x P u e s t o s  e l

e E  d e c i r '

Neevia docConverter 5.1
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S ( t ) - S ( t  + 0 )
J J

J =  l t 2 t " . r k

G n  d o n d e  S ( t  +  0 )  =  I l m  S ( t  +  r ) .
J  x + 0 +  J  . , . ?

s u p o n g a m o s  q u e  e I  t l e m p o  d t  e e n s u r e  o b g e r v e d o  t  ( J u l ' . " r k  y
J I

I = 1  , 2  r . . .  r c  )  S 6 I O  n O S  l n d l c s  q U É  e I  t t e n p o  d c  f a l l e  n o

J
o ¡ t t r v a q t o  É s  m a y o r  q u e  t  y  q u e  I a  c o n t r l b u c l ó n  d e  e s t s  c e n s g r É

a  l e  f u n c l ó n  d e  v e r o s l m l r i t " o  q u c  s e  p r o p o n e  c s

P t T
J l  J t

E n t o n c e s ,  J . a  f u n c l 6 n  d e  v e r o s l m l l l t u d  s c r á

1 a  c u e l  p u e c l e  c o n s f  d e r a r s e  r  p E F E  u n a  m u e s t r a  f  l J a  I  c o l i l o  u n a

f u n c l ó n  s o b r e  e I  e s p a c l o  d e  f u n c l o n e s  d e  s u p É r v l v e n c l a .  E I

c s t l m a d o r  m á x l m o - v e r o s f m f l  d e  $ (  t )  s c r á  1 a  f u n c l 6 n  d e

^ o o
c u p É r v l v e n c l a  S  ( t )  q u e  m a x l m l c e  . (  .

7 8

[ = + [(stt\) - s(t¡ -or¡¿s fi sLt¡r. "¡\
J ' D

3 o  t r )  t e n d r É  q u e

o b s e r v a d o s r  P U É s t o  q u e

l o t a n t o  {  = 0 c o n

Aderrás s l  t  ) ,  E
J I J

S ( t  + 0 ) = S ( t  + 0 )
J I  J

1  p a r a  I = 1 ' 2 r . . r r Q o .

s e r  d l s c o n t l n u a  c n  I o s  t l e m p o s  d e  f a l l a

e n  c a s o  c o n t r e r l o  S ( t  +  0 )  =  S ( t  )  y  p o r

J J
1 o  c u a l  n o  s É  t e n d r á  u n  m á x l m o .

,  S ( t  +  0 )  s e r á  m á x l m o
J I

p e r a  J = 1  r ? , .  .  .  , k  ,  I = 1  ' 2 ' .

s l  s e  c u m P l e  q u e

. , r c  Y  S ( t  )  =
J o I
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P o r  r o  t e n t o ,  3  ( t )  t t n d r á

d l t c r c t a  c o n  c o m P o n e n t e s

' t  r t  r . . . t  r e s P a c t l v a m e n t e .
1 2 k

quc  f ,e r  una

d e  r f c s g o

D c  a q u f  q u c

7 9

d e  s u p G r v l v e n c l e

I  r r r r t  I  G n

2 k

f u n c f ó n

I t
I

3"cri) " S ( r -  i r 1

a h o r a

n {

É 3 r

v

donde

max  lm lce

Entonc

P̂
.

+
j * '

s.
TT
j = t

h
TT
5 = t

3'tt, + o) a $,t- 
-'i*\ )

I = 1  ' 2  ' .  .  .  ' k  q u Ée I  p r o b l e m a  e t  e n c o n t r a r  I  '
I

h F
E : lT L(s( t5)-

J = o
s(tj+o))¿s$ s(tir*ot

( s{.t¡) - s(t¡ +or¡dsfi s(t5 + o)

r-rJts

(s ( t ¡ *o ) ) t i

-^nTü [ t c*-
J  *  

Lo l

U N A M

tr [s(tJ- s(t.. "d;is(ror+.)fi l*(t\- S(ti-.)]$-s(ty+o)

- ,t (s(ti - s(ti *.t)nt$, s (t¡¡ + o)
J = l

( sc.ti - s(t¡+o))di

\  H , r - . r r ) - t c ,* . L . 1 - -  -  ñ '  
l . * t

B'BLIOTECA
JIIAIü A. ESCilTIITT f,.
. 
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L
Ti
i t ,

'  y  p o r  1 o  t e n t o

[*i$,, '-^ñ** tr- r.rltS

^tt LIi, (*- ¡n'i] t $- tr * r"t.i\

\ +
L  L ' t

d ¡
= I r

+
j = l

cr - )*.\tt*¿.'. tT:l (, - r*-,f-kr-),)c*''**"'ar-^J+'+d-t-t

r. r (r - ro.#-r 
I J¡'r 

lt

f . l  ( r - , I r n - , \ t o r ' d n

cr- l¡\co( *- ),f oud"

= l i , ¡ , ; .  . .  ^ f  ( r -  l * \ * ' * t . ré¿+" ' f  
c ¡+d5

ct- tr*\t"¡c¡td3f 
" '  + ch'"1", 

. c\-r¡r¡fu' '$c'e*oo{'*-)rn)*o

: A1' f,* . , . ,* a, -)*f'-J'(\- )J""-d: .- (r - lnf¡- dn
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TT
i"
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TT
i = r
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8 l

ú I t t m a  ü x P r e s l ó n  o
E I  P r o b l e m a  c G  r e d u c e  a

t q u l v a t e n t e m e n t e  I  m a x l m l z a r

^ h
\ n { : \ n I r T

J ' t

qr- A¡\ni- 
¿i

( ¿i \nI¡ + (n¡ - Ai)

Esto  equ iva le  a r e s o l v e r  I a  e x P r e s i ó n

\", (t - rs)) ,h
\r: L
i = ,

a \n f -
o  l ¿

=  = ¡ ¡  +  C n i - J r \ ( - r \  a  o
I i  \ - A i

P o r  1 o  t a n t o ,  e l

A
\
^ d G {

ñ ú

ü * \ ¡ l ¡ . , , r } ?

e s t i m a d o r  d e  n á x l m a - v e r o s i m i l i t u d  p a r a  ) \  '  s e r á

Además

.2 ,1  P
o- tñ ,\
. .F

( } á u

v

-di-
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p o r  I o  q u e  l a  m a t r l z  d e  s e g u n d a s  d e r l v a d e s  c 8  d f a g o n a l  c o n

t o d o s  l o s  e t r m e n t o s  d e  l a  m f ¡ m e  n e g a t l v o o ,  É 5  d t c f r '  G c  u n a

. n e t r l z n e E a t f v a d e f l n l d e l o q u e s s e 8 u r a q u e s e t l e n e u n m á x f m o . '

E n t o n c c l  c r  c s t t m a d o r  K a p l a n - H e l e r  e s

t ' ( t \  =  T ( r -  t i \  E Tt  ( ! ¡+ i \\ r Y ' = i \ t i ( t -  
.  ¡ \ t i t t \ - n i  

J '

$ l n  r m b a r g o r  p 8 F f l  1 o ¡  d e s a r r o l t o g  p o s t e r l o r e s  d e  e s t e  t r a b a J o

e r  n á s  c o n v e n i e n t e  u t l l t z a r  I a  e x p r e s t 6 n  p r o p u e s t ' a  p o r  P e t G r s o n

( l y ? ? )  d e r  e s t l m a d o r  K a p l a n - H e l e r r  c s  d e c t r ,  c Q m o  u n a  f u n c t 6 n  d e

d o s  f u n c l ó n e s  e m p f r i c a g  d e  c u b s u p e r v l v e n c l a '

o o o
$ e e n  x  , X  r . . .  r X  I o c  v e r d a d e r o e  t l e m p o s  d e  s u p e r v l v e n c l e  d e  n

1 2 n
l n o l v l d u o s  e x t r a f d ó s  d e  u n e  p o b l a c l 6 n  h o m o g É n e a  c o n  f u n c l ó n  d e

d f s t r r b u c ' t 6 n  F o ( * ) .  P e r a  c e d a  x o  c e  t l e n e  e s o c l a d a  u n a  v a r l a b r e
I

d e  o e n s u r a  l n d e p e n d l e n t e  y  e n  á o n d c  s u p o n d r e m o s  q u c  Y , Y  r r . . r Y
t 1 2 n

ü o n  v s r l e b l e s  a l e a t o r l e s  l n d e p e n d i e n t e s  l d é n t l c e m e n t e

d 1 ¡ t r l b u f d a s  c o n  f u n c l ó n  d e  d l s t r l b u c l ó n  H ( y ) .

P e r a  c a c t a  r n d l v l d u o  o b s e r v g m o s  d o s  v e l o r e s

o
X  =  m l n ( X  ' I  )

t

ü  = I  o  t
I  t x  ( Y l

1 f

8 ?
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=  \  - t tX [ r ' t , \ i ' , t J .=  \ -  F t ¡ ( l¿ t lPL \¿ ] ' t J

r  \  -  ( i -  F o L t l )  ( r  -  $ ( t ) \ .

D e t . l n l m o s  l a  f u n c l 6 n  d e  s u b d f s t r l b u c l ó n  p a r e  u n e  o b s c r v e c l 6 n  n o

oensurada oomo

T(t \ .  tLXü$ t f  = \  -  t  tX i>, t l  =  \  *  P f rn i . , (x l ' \ i \ l t ]

E n t o n c e s  s e  t l e n e n  l a s  s t g u l e n t e s  r e l e o l o n e s :

F * [ t \ =  P L x i , $ t ,  $ ü ' r J ,

F * ( t \  =  t  L x r ! t ,  $ ¡ " o l  ,

s u b d l s t r t b u c l 6 n  p s r a  u n a  o b e e r v a c t 6 n  c e n s u r a d s

8 3

= 0 ) o
cn donde

n o  (  $  =  l ) ,
. 1

S e a  F ( x )  I e

6  t n d l c a  s l  X  c t  u n  v e l o r  o c n s u r ¡ d o  (  I
t l

f u n c l ó n  d e d t s t r l b u c l ó n  d e  l e s  X  ' s .

I

y  I a  f u n c l ó n  d e

oomo
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, E  P L X , L 5 + , , S ü = \ l  +  ? l X ü s t r ! ¿ * o l

a

r  P L X ¿ É t r S ü . o  J  S ¿ . \ \
."

r  P I X t s  t l  :  F ( t )
u o

dc  aqu l  e I  nombre  de  subd tg t r l buc lones  a  F  y  a  F  '

i u )  AF* ( r \ =  ( r -  r r ( t \ )As " ( t )

1 e  c e m o s t r a c l ó n  d e  f v )  s e  p r e c e n t e  É n  e I  A p É n d l c e  2 .

C a d a  u n e  d e  l a s  f u n c l o n e s  d e  d l s t r l b u c l 6 n  p u e d e  e s t l m a r s e  a

p a r t l r  d e  I a  c o r r e s p o n d l e n t e  f u n c f 6 n  e m P f r l c a  d e  I e  m u e s t r a r  É s

d e c  I  r ,

tr

t (t\ ' F^ lt) = !r. \ 1r*., t1

ñ

É * ( r \  a  T , l ( t \  =  +  f  1 \ r ü r r , s ¿ . r \

ñ

t* (r\
o

A d e m á s  s e  t e n d r á n  I a s  f u n c l o n e s  d e  s u p e r v l v e n c f a  S  ( t )  =  1

o
F  ( t )  y  S ( t )  =  1  F ( t )  J u n t o  c o n  l a s  f u n c l o n e s  d e
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u
a u b s u p e r v l v e n c f e  S  ( t )  =

I  =  0 l  Y  g u s  Y e r s l o n e g
t

e s t l m a d o r
o

S  ( t )  e E

y s

8 5

) ¡  E '
o

P t X  ) ¡ t ,  6  ¡  l t
r l

m u e s t r e l  e s .

( t )  E  P I X

E n t o n c e r '  e l

r u p e r Y  l v e n c l a

d e  K e p I e n - H e l e r p 8  r e I e  f u n c l 6 n  d e

{r (^s,J"'
¡

3o L+\ =

donde  X (  . .
( 1 )  ( 2 )

v  t ( t )  =  t r *

psra t f Xc'.)

5rr.,\ '\ para {} Yqn)

fqnrt b Para t > Xc"\

o

n o  d e f i n i d o

no
( t )

5 1

s 1

t O

E I  e s t l m e d o r  K a p I a n - H e f e r  S  ( t )  e c  u n a  f u n c l 6 n  e s c e l o n a d E  c o n

g s l t o s  e 6 l o  e n  I a s  o b s e r v a c f . o n e s  n o  c e n s u r f l d e s '  E I  t a m a ñ o  d e l

S e l t o  É n  c a c t a  o b s e r v a c l 6 n  n O  c e n s u r g d e  e s  u n e  f u n a l 6 n  d e l  n ú m e r o

d e  o b s e r v a c l o n e s  y  c l  p a t r ó n  d e  p É r d l d a  q u É  s c  h a  p r e s É n t a d o

e n t e s  d e  I a  f e l l e .  U n a  o b s e r v e c l Ú n  a d l c l 0 n a l  c a m b l A r É  t o c t o s  I o s

t a m a t l 0 s  d e  I o s  s a l t o s  d e l  e r t l m a d o r .  s 1  1 e  n u c v e  o b s c r v a c i ó n  c s
o

n o  c e n s u r a d a ,  u n  e e l t o  e x t r á  s e r á  l n t r o d u c l d o  e n  s  l t ) '  s t n

e m b a r g o r  s 1  I e  n u É v e  o b s e r v e c l Ó n  e s  o e n s u r e d a '  n o  h a b r á  n l n 8 f i n

s a l t o  a O l c t o n a l . S l  u n e  o b s e r v a c l ó n  e s  e l l n r l n a d a  t a m b l É n ; c a m b l e r á n

t o d o s  1 0 s  t a m e l l 0 s  d e  1 0 s  g a l t o s  d e l  e g t l m a d o r '  p e r o  3 1  I a

o b s c r v a c t 6 n  e s  n o  c e n e U r a d e  d t e m t n u l r á  G n  1  e I  n ú m e r o  d c  s a l t o s
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n l e n t r e s  q u c  s l  c e n s u r s d e  n o  c e m b l a r Á  e l  n 0 m e r o  d e  s a l t o g  d t l

e t t l m e d o r .  E s t o  c o n s t f t u y e  1 a  d t f e ¡ n e n c l e  e r t n o f s l  G n  e I  e f e c t o  d e

u n e  o g t e r v s c f $ n  ( y a  s É 8  n u 6 y a  o  d e  l e  m u e s t r e  m l s m e )  q u c  h a c e

n s t u r a l  I e  e x p r e s l ó n  p r o p u e ü t , e  p o r  P e t e r s o n  
_ , , , , ,  _ , , . . , :  j .

C o m o  P u c d e  v c r t É r  u ñ  l n a o n v e n l c n t c  d e l  t s t t m a d o r  K a p I a n - H e l e r

c E  q u e  s l  e I  f i l t l m o  v e l o r  o b s e r v a d o  c o r r e s p o n d e  ü  u n  v a l o r

c e n s u r a d o  q u e c t a r É  l n d e f l n l d o  e 1  v s l o r  d e  t s t e  e s t f m e d o r '  U n a
^ o

f o r m e d G e I l m 1 n a r e s t e p r o b l e m a G c d e f t n l r s ( t ) = 0 p s r t t >

x  t n o e p e n d l e n t e m e n t e  d e  l e  n a t u r a l e z a  d t  I e  ú I t l m a  o b s e r v e c l 8 n
( n )

E l e n p r c  y  c u a n d o  e I  t e m a f f o  d e  m u e s t r a  n  3 e s  g r e n d e '  $ l n  c m b a r g o '

a u n q u e  c n  e s t e  t l p o  d e  e s t u d l o s  e l  t a m e f i o  d t  m u e s t r e  s u e l e  n Q  c e r

I o  t U f l c l e n t e m e n t e  g r a n d e  c o m o  p a r e  c o n s l d e r a r  e I  c a s o  a n t e r l o r '

m á s  a d e l e n t e  s c  p r o p o n e  u n e  f o r m a  d e  r e s o l v e r  d l c h o  p r o b l e m a  d q

m a n e r a  g e n e r a l .

s l  6  = l  p e r B  { = 1 r ? r . . . r i l  r  c s  d e o l r ,  s l  n o  h a y  o b s c r v e c l o n c s
t

c e n s u r a d a s ,  e I  e s t l m e d o r  K a p I e n - H e l e r  s G  r e d u c e  I  L e  f u n c l $ n  d e

s u p e r v f v e n c l e  e m p l r l c a  u s u a l .

L e s  p r o p l e d a d e s  d e

v a r l o s  e u t o r e s '  I o s

e s t e  e s t l m a d o r  h a n  s l d o  e s t u d l e d e s  p o r

c u a l e s  h e n  d e m o r t r e d o  q u e :

E s  e I  e s t l m a d o r  m á x l m o - v e r o s f m l l .

E s  u n  e s t t m a d o r  f u e r t e m e n t e  c o n s l s t e n t e '

E s  a s l n t ó t l c e m e n t e  n o r m a l .

V l s t o  c o m o  u n  p r o c e s o  e s t o c á s t t c o  e n
d É b l l m e n t e  a  u n  p r o c e E o  E e u s s l a n o .

t '  s o n v G F E C

L a  l m p o r t a n c l a  d e  I a  c e n s u r a  (  o  I a  n o c e n s u r a )  c n  1 e
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o
c o n s t r u c c l ó n  d e l  e s t l m a d o r  S  ( t )  e s  m á s  c l a r e  s l  $ e  r e p r t s e n t a

e s t e  e s t l m a d o r  G n  t É r n r l n o s  d e  I e s  f u n c l o n e s ' d c  s u b s u p ' e r v l v e n o l a
u c

e m p f r l c a c  S  ( t )  y  S  ( t ) .  E s t o  c s  p o s l b l e  p u e s t o  q u e  P e t c r s o n
n n o

m o l t r $  q u e  P a r a  l a  v e r d a d e r e  f u n c l ó n  d e  E u P c r v l v e n c l a  S  ( t )  s G

cumple  que

5:
S'(t't : €.

d Sr (r)

S*(r) + g((tc) eJ- 
\" t

J

d o n d e  I a  l n t c g r a c l 6 n  c c  r e e l l z a  s o b r e  l e  u n l ó n  d e  l n t e r v a l o s
u

e b t e r t o s  c t e  p u n t o s  m e n o r e o  q u e  t  p É r a  l o s  c U a l e s  S  (  '  )  G s

c O n t i n U a  y  l a  S u m e  e s  s o b r e  l o s  p u n t o s  x ' S  l o s  c U s l e s  l o n  p u n t o e
u

d t  c l l s o o n t l n u l d a d  d e  S  ( '  ) .

u
P o r  I o  ü a n t o r  B l  S  e c  c o n t l n u a  p a r a  t o d o  t '  l a  s ¡ m a  e s  c 6 r o  y

r t  c  s h  ( x . \

St (t) , g 
'n s*(r') + sccr) )

m l e n t r a s  q u e  c 1

o c r o  y

u
S  e c  o o m p l e t e m e n t t  d l s c r e t a '  l a  l n t e g r a l  v e l e

T ,* ¡ s"(t*)+ se(x.*)l

gt. '^ LF;lff ic*-r\ 
,3 ' ( r  \  E

o
L a  e x p r e s l 6 n  d e  S  ( t )

d e  L a  r e l e c l ó n

n o  e s  o t r a  c o s a  m á s  q u e  l e  E c n e r a r l z a c l 6 n

S* (x.*) +
s* (É') +

l n ( r
eI

I
I

- d \ :
d FoC*\

F

\  - F.(É)
S o ( t \ .  \  -  F ' ( t )  *

-  F ' ( t \ )
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e  s t  t m a d o r
F os  ( r )

8 8

d e  K a P l a n - H e l t r  P u e d e  e x P r É s s r s G
E n t o n e e s  o I

como

i 'tt\ e

/

f s* t*-\ + sl, Cr1\
Lsr (r-') + sÉ cL') I

\: sl t-r + 1t [r-)

Isl (r*)s i  ( r
S r

t

e n  c l

n t o n c e  i

T \ n

l F  r n t e g r a l

c o n t l n u e  É
u

s
n

y y8  quÉ

( r )  n o  e s

¿ 5l (É\- I. t''
g  * * *

I a d o  d e r e o h o  c s  t g u e l c c r o  p u c c

* ) +

Í . ¡ t Snq C¿-) + s*, c*'l
3 ' l t )  =  e

3.5 HODELUS PARI TIEI ' IPO DE FALLA

G o m o  c G  d l J o  e n t e r l o r m e n t e ,  G l  a n á I l s l s  d c  d a t o l  d e

g u p e r v l v e n c l a  n o  s o l o  s e  p u e d e  r e a l l z a r  É  t r a v É r  d e  1 a  c s t l m e c l 6 n

d e  I a  f u n c f 6 n  d e  s u p c r v l v e n c l a  s l n o  q u c  t a m b l É n  s e  p u e d e  h a c e r  s l '

s e  m o c l e l a  e l  c o m p o r t a m i e n t o  d e  I a  f u n c l ó n  d e  r l e s g o

f u n c l 6 n  d e  d e n s l d a d  d e  p r o b a b l l l d e d '

s e  t l e n e  u n a  P o b I a o l 6 n  h o m o g É n e a  Y

s e  h e n  P r o P u e s t o  l o s  s l g u f e n t e s

d t s t r t b u c l 6 n  d e  T .

d e  I e

c I  t l e m P o  d e  f a l l a  e s

m o d e l o s  P a r a m É t r l c o s

C u e n d o

c o n t  l n u o

g o b r e  l a

l .  H o d e l o  E x P o n e n c l a l '

2  .  Hoc le  to  We lbu l  I  .

3 ,  H o d e t o  L o g - n o r m a l '
'  - ¡ 1 .  . U o O e r o ' ü a m r i i a .
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I
r  L o t  m ü ¡  c o m ( r n m e n t e  u t t l l z e d o a  t o n  e l  m o d e l o  e x p o n e n c l e l  ( q u e

I  J u o g a  u n  p q p . l  s l m l l s r  e n  e s t e  t l p o  d e  e n á I f s l s  a I  p a p e l  q u 6

I
t r e n e  I a  c t l s t r f b u c l 6 n  n o r m a l  d e n i r o  d e  1 e  f n f c r e n c l a  e ¡ t a d f s t l c a )

I  y  e l  m o d e l o  l , l e l b u l l  p u e s t o  q u e  e s L o s  e d n i t e n  f o r m a s  c e r r a d a s  d e

r  l a s  p r o b a b l l l d a d e s  d c  l a s  c o l e s  d e  l a  d t s t r l b u c l ó n  y  p o r  1 o  ü a n t o

I  c r p r e s l o n e s  e r m p l e s  p a r a  l a s  f u n c l o n e s  d e  s u p e r v l v e n c l a  y  r l e s g o .

-

t  L o s  o t r o s  d o s  m o d e l o s  s o n  m e n o s  u t l l t z a d o s  d a d o s  s u l

¡  l n o O n v e n f e n t e s  c o m p u t a c l o n e l e s  q u e  P o r  1 O  g e n e r a l  S e  p r c l c n t a n '

t
'  o t r e  V c Z r  S G a  T  >  0  u n a  V a r l e b l e  s l e a t o r l e  q u e  r e p r c s e n t a  e I

t  t l e m p o  d e  r e 1 l a  d e  u n  l n d l v l d u o r  Y  c e e  Y = L o g ( T ) .

t  3 ,5 .  1  t {oDELO EXPONENCIAL

t r c t c  m o d e l o  s c  u t l t l z a  p á r a  e I  c a s o  e n  e I .  q u c  l e  f u n c l 6 n  d c

I U
t  r l c o g o  É s  c o n s t a n t e  s o b r e  e l  r e n E o  d e  T ,  e s  d c o l r '

T I ( r )  =  I  >  0  t  >  0

I
I  G n  o t r a s  p a l a b r a s ,  I a  t a s s  l n s t e n t á n e a  d e  f a l l e  e s

t  
i n o e p e n d l e n t e  c t e  t  p o r  l o  q u É  e I  c a m b t o  a o n d l c l o n e l  d e  f e l l a  e n

u n  l n t e r v e l o  d e  t l e m p o  d e  l o n g l t u d  e s p e c f f l c a  e s  e l  m l s m o r  c s t o

t  c s r  I a  p r o p l e d a d  d e  p É r d l d a  d e  m e m o r f a  d e  I a  d l s t r l b u c l ó n

I  A x P o n e n c f a l .

t
L e  f u n c l É n  d e  s u p e r v l v e n c l a  e s t á  d a d a  p o r

I

t
I
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y  l E  f u n c l 6 n d c  d t n s l d e d

{ ttl

d c  p r o b a b l l l d a d  e s

.  - ¡ t
s ( t \  r  ) eT

a t

p o r  l o  t a n L o r  u n 8  f q r m a  e m p f r f c a  d e  c h e c a r  q u c  u n  m o d e l o

c x p o n e n c t a l e s a p r o p l a d o P a r s u n c o n J u n t o d e d e t o s d e

ü u p c r v l v e n c l a  e s  E r a f l c a r  e I  l o g e r f t m o  d e  u n  e s t l m e d o r  d e  I a

f u n c l 6 n  d e  s u p e r v l v e n c f e  c o n t r a  t  ¡  e s t e  g r á f f o a  d e b e  8 e r

s p r o x f m a d e m e n t e  u n e  l l n e e  r e c t a  e  t r a v É s  d e l  o r l g e n .

3 .5 .2  I {ODELO T{EIBULL

E s t o  i l o d e t o  e s  u n e  f m p o r t a n t e  g e n e r a l t z a o l ó n  d c I  m o c l e l o

e x p o n e n c f a l ,  1 a  c u a l  s G  o b t f e n e  a I  c u p o n É r  u n a  f u e r t e  d e p e n d e n c l a

d e l  r l e s g o  c o n  r e l e c l $ n  a  t .  E s t a  d e p e n d e n c l a  s e  r e f l e J a  e  t r a v É s

d e  ?  p a r á m e t r o s  P o s f  t i v o s ,  ) \ y  p r  d e  I a  s l g u l e n t e  f o r m a :

p - l
t r t t l  = I p (  I  t ) t

E e t a  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o  e s

m o n 6 t o n e  c r e c l e n t e  P s r a

c u a n d o  P = 1 .

m o n ó t o n a  d e c r e c l e n t e  P a r a  P

P

L a  f u n c l ó n  d e n c l a  e s

I (.r\ ¿s

s u p e r v  l v e

- \ :

t
I
I

pero

S ( t \  ¿  g
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\ : ' F ( r , \ F ' ' ü s

que

:  ( A t \ t

por  l o

s( t \  =  * -  
( r t \?

y  I a  f u n c f 6 n  d e  d e n s l d a d  d e  p r o b e b l l l d a d  c c

4 c t t  =  - A s ( t \ =  r p ( r h ) e ' ' * - * * t * .
c t

E n t o n c c s  l e  f o r n e  e m p f r l c e  d e  c o m p r o b a r  I o  a p r o p l a d o  d e  e s t e
o

m o d c r o r  Q s  g r a f f c a r  l o g ( - I o g S  ( t ) )  c o n t r a  I o g ( t ) ;  s 1  é l  c o r r e c t o

c l t e  m o c l e l o  5 c  o b t e n d r á  s p r o f l m e d e m e n t e  u n e  l l n e e  r e o t a  c u y a

p e n d t e n t e  e s  u n  e s t l m a d o r  d e  p  y  I a  o r d c n a d e  s I  o r l g e n  e s  u n

e s t l m a d o r  c t e  - 1 o g ( P ) .

3 .5 .3  HODELO LOG-TIORHAL

E n  e s t c  m o d c l o  s c  s u p o n e  q u É  e I  o o m p o r t a m i e n t o  d e  T  s G  a J u s t a  a

f r a

T = c

y  no tendo  que

É w
c n  d o n d e  H  ^ ú  H ( 0 ' 1 )

'  - - o t
gf :  Lql-

ft
I  - . .  *

e n t o n c e e  l a  f u n c l 6 n  d e

v  ¿ " { ,  - } -'  á \ -  e T

d e n s f d a d  d e  P r o b e b l l t d a d  d e  T  e s
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e-!(\+)'l[t\ : J- -L
et {F'

o  b l e n '  d e n o t e n d o

A -  - L  Y
l -  ?

-+ (  t \  =  ( rn  \ - ' l *  ¡  t - '  e *  tF* (  \ " ( t ¡ t \ l

o ( = - \ n I  t e n e n o s

f,c

L e  f u n s l ó n  d e  s u p É r v l v e n c l e  e E

¿ É  ,  r

S t t ) '  \ . { ( r } d s  
I  I -

' J r  r rÑ  '

f  + t ¡ \as
- tC(t ' ' ( ' r r \ t r ,

f  l " ( r t ) )  .

r = ,1" \^ (¡ s\ se t lene que

¡p\nht)  -  *  ** .
\ -  \  t - ¿  I  d r  ¿  t  -

J_6 fa-\il

U t i l i z a n d o

St t \  =

L e  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o  c s

r ( r \  :

I e  c u a r  v a l , e  c e r o  e n  t = 0  ,  s e  l n c r e m e n t a  h a s t a  u n  r n á x  l m o  y

d e s p u É s  d c c r e c e  a s l n t ó t l c a m c n t e  e  c e r o  c u a n d o  t  +  *  .

{ t r )
s tt\

:  (rn\ ' l 'O t- '  * '  t '  F*(1" ( t¡r)¿

t  -  *C t " l n t ' r t r )
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E s t e  m o d e l o  É l  ú t 1 1

p u e s t o  q u e  e s  s r m P l e

c o m p l r c s  m u c h f s i m o  1 a

l .  Í .4  l loDELo GAHHI

c u e n d o  n o  h e y  c e n s u r a

t r e b a J s r l o r  P G F o  e l '

p a r t e  c o m P u t a c l o n e l .

9 3

c n  l a s  o b s e r v e c l o n e s

e x l s t l . r  o É n s u r B  s e

E t t c  E o d e J . o  É s  o t r a  f o r m e  d e  g c n e r a l l z e r  t I  m o d e l O  c x p o n 6 n o l a l '

G n  d o n d e  T  s É  m o d e l a  e  p a r t l r  d t  I e  r e l a c l Ó n

a +l{
T = c

donde t l  t t tne Ia  func l6n de

Irw
C

8 ( w '  k )  =
F ( k )

i  a r k  )  0

p o r  1 o  q u e  l , l  t l e n e  u n a  d l s t r t b u c 1 6 n  s s l m É t r l c e  n É E A t l V a m e n t e '

E g t a  a s l m e t r l a  d e c r e c e  a r  a r e c e r  k  y  c u a n d o  k = l  s e  t l e n e  e r

n o d e l o  e x p o n e n c i a l .  D e  l e c  e x p r c s l o n e c  a n t e r l o r e s  e s  f á c ! ' l

h o s t r a r  q u e
( l n t - * )

h ( r n t - . { )  -  e

d e n c l d a d  d e  P r o b a b l l t d a d
t

t{
G

{(tt. L -l- e.
t' r(¡)

o  b f  en '  . 4e91éndo

d  I  -  \ n ' I

Neevia docConverter 5.1



I
t
I
l
t
t
I
I
t
I
I
I
I
I
I
t

9 4

sL t )=  \ -  t l t ( s \Js

r - \ .

¡ ( ¡ . , h ü ' ^ *
$ (s)

h. *¡t
a
L

L e  f u n o l 6 n  d e s u p e r v i v e n c f a  e c

y  h a c l e n d o  t I

s(r\

donde

cemblo  de  ver lab le  ¡=  t r  s

- .  \  -  \ ^ t *h ' s - . ' a "*16 
r(,h)

r T= \ Irn t,re)

r¡ trt\ = \:t lh" r" ¿*

L s  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o  c s

I a c u e I e 3 u n a f u n c 1 6 n m o n 6 t o n a c r e c l e n t e d e s d e 0 p e r a k > � � �

t r o  )

t
I
I

m o n 6 t o n a  d e c r e c l e n t e  d e s d e  c o

a p r o x l " m a  a  I  c u a n d o  |  - r  E

p e r a  k  <  1 .  E n  c u a l q u f e r  c a s o  s e
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3.ó  HODELOS PARA POBLACIONES HETEROGENEAS

c u a n d o  n o  c e  t t e n c  u n a  p o b l a o l 6 n  h o n o g e n e a

u t l l l z A r  l o s  m g 6 l e I o t  a n t e r l o r e s  p a r A  h a c c r  u n  b u e n

l o s  d e t o s  d e  s u p e r v l v e n c l s .

s l  r u p o n r m o 8  q u c  l e  h e t e r o g e n c t d a d  d e .  I a  p o b l a c l ü n  s e  d e b e  e

q u e  e x l s t e n  v e r l e b l e s  e x p l l c a t l v e s  l a s  c u e l e s  t l t n e n  u n f ,

d e p e n d r n a l a  s o b r c  e I  t l e m p o  d e  f e l l a ,  p o d e m o s  g e n c r e l l z a r  I o e

B o d e l o c  e n t t r l o r e s  d e  t a l  t " n " " "  q u .  a t l a d l m o s  I a  l n f o r m a c l 6 n  d e

l a s  v s r f , s b l e s  d e  c e É a  l n d l v l d u o  d e  I e  u u c s t r a '

n o  c s  p o s l b l e

e n á I  l s l e  
' d e

P o r  l o  t s n t o  s u P o n d r e m o c  q u e

e I  t l e n P o  d e  f e l l e  T  Y  u n  v e o t o r

e r p l t c a t l v a s  o  c o v a r f a b l t s '  E l

d e t c r m t n e r  l a  r e l e o l ó n  e n t r e  T  Y

p a r a  o a d a  l n d l v l d u o  s G  o b s e r v e r á n

Z ' =  ( z  ¡ z  t + . r f z  )  d e  v a r t a b l e s
1 2  P

p r l n c l p a l  P r o b l e m a  s e r É  m o d e l a r  Y

7 t .

E n  e s t e  c e s o  I a  f . u n c l 6 n  d e  r t e s g o  a I  t l e m p o  t  p a r s  u n  l n d f v l d u o

o o n  o o v a r t a b l e s  I  p u e d e  m o d e l e r s e  y a  3 G a  o o n s l d e r a n d o  U n  m o d e l o

a c t l t l v o  o  u n  m o d e l o  m u l t f p l f c e t l v o '

S l  e I  m o d e l o  e s  e d l t l v o ,  e n t o n c e s

t r ( t ' 4 )  = I  ( t )  +  E ( E )
1

d o n d e  I  ( t )  r G p r e e e n t a  e l  r t e s g o  c o m f i n  a  t o d o s  I o s  l n d l v l d u o r
1

a l  t r c m p o  t .

H a y  q u e  n o t a r  q u c  s l  g ( e )  e 3  l d É n t l c e m e n t e  0  e n t o n c e s  s c

u t t l l z s r á n  I o e  m o d e l o s  v l e t o s  p B r a  p o b t a c l o n e s  h o n o g é n É a s '
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S l  c l  h o d c l o  c s  m u l t l p l l c a t l v o '  e n t o n c e s

( t r z )  ¡ ( t ) s (  u  )

I  ( t )  e r  e l  r l e s g o  c o m ú n  a  t o d o s  l o s  l n o f v l d u o s
I

C o m o  p u e d c  v e r s e r  e g t o s  n o d e l o s  . c O n  d e m e s l e d o  g É n e f a l e s  p u e c

t e n t o  I  ( t )  c o m o  g ( g )  r o n  f u n c l o n e e  a r b l t r a r f e s  I o  o u s l  h a c e

q u c  u n  " l n r l e l s  g t n e r a l  s c a  c o m p r l c a d o .  P a r s  f a c l r ! . t a r  * e r

e n á l . l s l s  s É  a f i a d e  e l  s u p u e u t o  d e  q u e  B ( I )  e s  u n a  f u n c t 6 n  d e  f t

p C r O  I a  c o n t r t b u c l $ n  d e  e s t e  v C c t o r  G s  e n  f o r m a  l l n e e l r  c e  d e c l r '

g ( f , )  =  E ( e '  É ,  )

aquf  tamblÉn

a I  t l e m p o  t ,

cn  dondc E- '  = -  (  F

p a r á m e t r o s .

P o r  1 o  t a n t o

I  ( t ' 3 )  E ( t ) e l Z ' E

e l e c c l 6 n  d e  g (  '  )  P u e d e  d e P e n d e r

c o n s i d e r a d o s .  P e r o  1 e  e I e c c l 6 n  m á s

r  p o F  1 o  g u É  e I  m o d e l o  d e  r e g r e s l 6 n

c c u n v e o t o r  d e

d e  l o s  d a t o s  q u t  e s t á n

c o m ü n m e n t e  u s a d a  É s

p a r a  e l .  r l e s g o  s e r á

É r t * " '  F

y l e

s l e n d o
x

E ( x ) = e

z, ' f l
I  ( t ) e

1
¡ ( t ' 3 )  =
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I G n d o n d e r C Q E O a e d l J o r n t t s , l [ e t u t l v e c t o r P l l d e

I  p a r á m e t r o s  d e s c o n o c l d o s  y  I  ( t )  e s  u n a  f u n c l 6 n  s r b f t r a r l a

r l
d c s c o n o c l d a q u c d e t a f u n c l 6 n d c r l e s g o p s r s u n l n d l v l d u o c o n

t  o o n d l c f o n e s  e s t É n d a r  7 ' =  Q "

t  
D r n t r o  d e  l o s  m o d e l . o s  d c  r c g r e e l 6 n  p s r e  l e  f u n c t 6 n  d e  r l e s g o  e I

n É s  s l m p l e  c s  a q u e l  e n  e I  q u c  s G  l l u p o n c  I  ( t )  c o n r t a n t e ;  c o n
- 1

I  t s t o  s c  o b t l e n o  e I  l l a m e d o  m o d e l o  d e  r e g r e s f $ n  e x p o n c n c f a l '

I
I

I

' l

E n  c r t e  c s s o  l a  f u n c l 6 n  d a  r l c s g o  s e r á

I  o o n  l o  c u a l  a e  e c p e c l f l c a  q u e  e l  l o g a r f t m o  d e  l a  t e s a  d e  f a r J ' e

I  r r  t r e m p o  t  e s  u n a  f u n c l 6 n  l l n e e l  d e l l E s  c o v a r f a b l e s  z .

t
t
t
I
t
I  y  I a  f u n c l ó n  d e  s u p e r v l v e n c l a  c o n d l c l o n a l  d e  T  d a d o  a  c c

I
I

I
E '0 . '

t r  ( t ' g )  =  I  G

L e  f u n c l ó n  d e  d e n s t d a d  c o n d l c l 0 n a l  d e  T  d e d o  z  G s

t ( t ,  r \ '  I  ( t ' ! )  * '  \ :  ¡ ( r ' | ) a ¡

r t  t ' l t d s  '

.  I * f ' o  * - \ ' - r e '

r tr g t'fi g- ¡t 
e t'rl
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* ¡ t  e I ' f l

m o d e l o  m Á s  s l m p l c  e s  c o n s l d e r a r  u n a  f a m l l l a

d e  l a s  f u n c l o n c s  d e  r l e s g o r  c o h  1 o  q u c  s e

e

e

E I  s l g u l e n t e

d o o l c * p a r a m É t r  l c a

o b r r e n e  e I  I l a m a d o  m o d e l o  d c  r e g r e s l 6 n  l { c f b u l l '

Este

t  deco

c l  d e c l r r  e I

m u l t l P I  l c a t l v o

m o d e l o e x p r c $ a l e f u n c l 6 n d e r l e s g o c o n d f c l o n a l e l t l e m p o

z como

p- l  z 'F
t  ( t r e )  =  P (  I  t )  e

e f e c t o  q u c  3 e  c o n s l d e r a  d e  l e s  c o v e r l e b l e s  c s

s o b r e  I a  f u n c l 6 n  d e  r l e s g o  W e f b u l l '

L a  f u n c l 0 n  d e  s u p e r v t v e n c l a  c o n d i c l o n e l  d e  T  d a d o  z  G s

s ( t ; t ) - ,

= g

-  t  ( r t ) f ' '  e  
I ' f l

= Q

* ' \ : ¡ L s ' t ) d s

-  \ :  f  ( ¡ t  ) r - '  e  l 'F  J=

y  I e  f u n c l ó n d e  d e n s l d a d  c o n d l c l o n a l d e T d a d o z ü 3
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I I .  LA FUNCION DE INFLUEI i IC IA EI I  DATOS DE SUPERVIVENCIA

4.  1  IT ITRODUCCION

C o m o  y a  s e  h e  v l s t o ,  1 a  c u r v e  d e  i n f l u e n c l a  e s t á  p e r f e c t a m e n t e

d e f l n l d a  s o l o  e n  e l  c a s o  c n  e I  q u c  e l  p e r á m e t r o  d e  e s t u d l o  s e a  u n

v e c t o r  p - d t m e n s l o n a l  ( p ) 1  ) .  P o r  o t r o  l a d o r  c u o h d o  s e  e n a l l z a n

d a t o s  d e  s u p e r v i v e n c i a ,  e I  p a r É m e t r o  d e  e s t u d l o  p o r  I o  g e n e r a l  e s

u n a  f u n c l ó n ,  l a  c u a l  p u e d e  s e r  l a  f u n c t ó n  d e  s u p c r v i v e n c l a '  1 a

f u n c t ó n  d e  c t e n s l d a d  d e  p r o b a b l l l d a d  o  1 s  f u n c l ó n  d e  r t e s g o .  P o r

l o  t s n t o  c e  p r e s e n t a  u n  p r o b l c m e  e I  t r a t e r  d e  e n c o n t r a r  I a

f u n c l 6 n  d e  f n f l u e n c i a  a l  e s t u d i a r  d a t o s  d e  s u p e r v l v e n c l a '  e n

p a r t l c u l a r  e u a n d o  s e  u s a  c o m o  e s t f m a c t 6 n  d e  e s t a  e I  e s t l m a d o r

K a p I a n - M e i e r ( K - M ) .

U n a  s o ] u c l 6 n  a t  p r o b l e m a  a n b e r l o r  f u e  p r o p u e s t a  p o r  R e l d ( 1 9 U 1  ) '

q u l e n  b a s a d a  e n  I a  r É p r e s e n t a c l ó n  d e l  e s t l m a d o r  K - M  d a d a  p o r

P e t e r s o n ,  c f l c o n t F ó  l e  c u r v a  d e  l n f l u e n c l a  t e 6 r i c a  d . e  1 a  f u n c l ó n

d e  s u p c r v l v e n c f a  a s f  c o m o  1 a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l e  d e I  e s t l m e d o r

K - M .

P a r a  c a l c u l a r  I a  c u r v a  d e  f n f l u e n c l a  d e  S ( t ) ,  s c  c a l c u l ó  e n

p r l m e r  l u g a r  l a  c u r v a  d e  t n f l u e n c l a  d e  I a  f u n c l 6 n  d e  r f e s g o

a c u m u l a d a  A ( t ) ,  I a  c u a l  s é  o b t l e n e  a  c o n t l n u a c l ó n .

L a  f u n c t ó n  d e  r t e s g o  s c u m u L e d a  ^ ( t ) '  v f e t e  o o m o -  u n a  f u n c l o n a l
u

d e  S  y  S  p u e d e  c x p r e s a r s e  c o m o
o

á(rt = - !-ffi ¿.r^[ifffiÉ#l
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l e  f u n c l ó n  d e  l n f l u e n c l e  e v a l u e d a  e n  u n  p u n t o  x  s e  c a l c u l a  d e

m a n e r a  p u n t u a l  p e r a  t ,  e s  d e c i r ,  p e r a  c a d A  t  f l J e  l G  o b t t c n e n  2

c u r v a s  d e  l n f l u e n c l a  p a r a  c a d e  o b s e r v a c f 6 n  c o n  v a l o r  X  r  p u e s  c o m o

y e  s e  d i J o  a n t e r l o r m e n t e  e I  e f e c t o  q u e  t l e n e  I a  o b s e r v a c l 6 n  x  e n

l e  f u n c l ó n  d e  s u p c r v l v e n c l a  ( y  e n  e s t e  c s s o  e n  l a  f u n c l ó n  d e

r l e s g o  a c u m u l a d a )  d e p e n d e  d e  1 a  n a t u r a l e z a  d e  1 a  m l s m a r  É S  d e c l r '

s f  e s  o  n o  u n a  o b s e r v a c l 6 n  c e n s u r a d a .

S l  x  G s  u n a  o b s e r v a c i 6 n  n o  c e n s u r a d e ,  1 e  c u r v s  d e  f n f l u e n c l a

estÉ clad¡ por

,,rritt{x'r11

Cl*(;tct\, s*, S', *) = \.dffi-,-f
I t **t t-I-

s*c*.) + sc(r\

y  e l  x  c s  u n e  o b s e r v a c l ó n  c e n s u r a d a

,wün(rrt)

CI.(¿(t),s*,st, r) = \. (+fffu ' '

p a r a  c n c o n t r a r  l a s  c u r v a s  d e  l n f l u e n a i a  p a r a  S ( t )  s e  c o n s f d e r e

e  S ( t )  c o m o  u n a  f U n c f o n e l  d e  S u  y  S o  a  t r a v é s  d e  I a  f u n c l ó n :

- j , l ( t)

s(t \  :  f

p o r  I o  q u e

\tl$bL
s(t\ = gJo $"c$+ s'(t\

' n ,  f @ l
*f* 

t" L s*C:c-) + s'Cr) I
e - r

d e  d o n d e  s e  o b t , l e n e
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Cl^(sttr, s*, sc, x) :
¡ ,nin(r ' t)s(t) L),t#*t'-.\,W

+ 1:* -+
Ss(x.) r. St(a\

CT* ( s(+\, s*, s*, *\ -

H s y  q u c  n o t a r  q u c  e s t a s  c x p r e s l o n e s  s e  t e n d r É n  p s r e  c e d a  t > 0

c o n s l d e r a d o r  p o r  I o  q u É  É n  r e a l f d e d  s G  t f e n e n  u n a  l n f l n l d a d  d e

f u n c l o n e s  d e  l n f l u e n c l a  e v e l u a d a s  É n  c e d a  o b e e r v a s l 6 n  x  d e

l n t e r é s ,  e s  c l e c l r ,  I a  l n f l u e n c l e  q u e  t l e n e  1 e  o b s e r v a c l ó n  x  s o b r e

e l  v a r o r  d e  S ( t )  e s t a r á  e n  e l  c o n J u n t o

(eñ t "+

F l n a r m e n t e ,  p a r a  o b t e n e r  I a s  f u n c l o n e s  d e  l n f l u e n c l a

c o r r É s p o n d l e n t e e  a t  e s t l m a d o r  K - M  s e  u t l I l Z A n  l a s  e x p r e s l o n e s

a n t e r l o r e g  p e r o  c o n s l d e r a n d o  I a s  v e r s l o n e s  m u c s t n a l e s  d e  c a d e  u n a

d e  I a  f u n c l ' o n e e  q u e  a p a r c c e n  e n  l e s  m l s m a s ;  e s  d e c l r '  5 e

o u u c c
s u e t l t u y e  S ( t )  p o r  $ ' ( t ) ,  S  p o r  S  ( t )  y  S  ( t )  p o r  $  ( t )  d o n d e  n

c s  e r  t a m a t l o  d e  I e  m u e s t r a '  
n  n

P o r  l o  t a n t o

cr*(3'tt\, sl, sl,,*\ = bo* \tfu . 
}$

- rnln (x¡t\

s(r)\ asl!s)-..- - -- 
\o (S*Ct\ + s*tb\)*

(

I at,*(s(t\,s*, s', r-) , cr*cstt], s*, $1 *\

v
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lr
[ l
I

l l
It
l , l
l.l
It
l l
lr

t 0 5

C o n  l a s  e x P r c s f o n e s

c a r a c t e r f s t l c a s  d e l  e s t

. ( * t ^

\
Jo

e r  1 o  r e s

r  K - M :

a n t

l m a d o

(;rr t)
J s

s e  P u e d e n  o b s e r v a r  c f e r t a s

E I  t é r m l n o

r e P r e  s e n t a

e I  c a m b l o  e n

o b s e r v a c l ó n

r É P r e  s e n t a

o b s e  r v  a c  I  Ó n

Ao

e B e n c l a l m e n t e  ( P u e s  S  ( t )

e I  t a m a f l o  d e  c a d a  s a l t o  e n

x  e e  a ñ a d f d a  a  I a  m u e s ü r a '

n o  d e P e n d e  d e }  v a l o r

S o t t )  c u a n d o  u n a

y  e I  t é r m l n o

d e  x )

n u e v  a

TI \ r - * t \
-sil tt) + tl t*)

e l  e a l t o  a d l c l o n a l  q u e  s e  l n t r o d u c e  c u a n d o  l a  n u e v B

c s  n o  c e n g u r a d a .

m l s m o  v a l o r  Y

o b s e r v e c l 6 n  e n

eI  temel to  de l

^o
L a s  d o s  c u r v a s  d e  f n f l u e n c l e  p a r a  S  ( t ' )  t o m 6 n  e I

p e r m a n e c e n  y a  c o n s t a n t e s  p a r e  x ) t  p u e s t o  q u e  u n a

o
x l t  e f e c t a  a  S * t t )  s o l o  a  t r a v É s  d e  u n  c a m b f o  e n

e a I t o .

F f n a } m e n t e ,  R e l d (  1  9 8 1  )  p r e s e n t a  u n  e J e m p l o  g r á f l c o  d e  I a s

f u n o l o n e s d e l n f l u e n e l a t e 6 r l c e s p a r a e l c a s o e n e l q u É l a

s t r l b u c l ó n  F o  e s  e x p o n e n c l a r  y  r a  i , i s t r t b u c l ó n  
d e  r a

c e n s u r a H e $ u n l f o r m e o e x p o n e n c l e l . L a s g r á f l c a s o b t e n l d a s g e

p r e s e n t a n  e n  I e  s l g u l e n t e  f l g u r a '
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t ' .  E * g  ( t )

H . U [ q r . o s ]

cl,a(5(t)rs*, Sq, L) r

clccs[+], s*r5t, r) 
/

U n a  c o s a  q u e  h a y  q u e

a n a l i z a r  I a  f n i r u e n c l e

q u c  I a . c o n e t r u c c l 6 n  d e

.  É*r ( t )

. E*.¡ (t.s)

n o t a r  e s  q u e  e e t a  s o l u o l ó n  n o  n o s  p e r m l t e

d e  p o s l b l e s  o b s e r v a c l o n e g  c o n t a m l n a n t e s  y s

l a  c u r v a  d e  l n f l u e n c l a  p a r a  e I  e s t l m a d o r

cL(r(t\rs1st,4)

cT.*(s[t),s",sc, +)
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K - H p r o p u e s t a p o r R e t d s e b e s a e n e l s u p u e s t o q u e l e m ' u e s t r a

e l e e t o r l a p r o v l e n e d e u n e p o b l a c l ó n t n d É n t l c a m e n t e d l s t r l b u l d a .

| | . 2 c u R v A D E I N F L U E N C I A P R o P u E S T A P A R A D A T o $ D E S U P E R v I v E N c I A

{ . ? . 1  I H T R O D U C C I O N  :

E n l a s e c c l 6 n a n t e r l o r g c m o s t r ó b r e v e m e n t e l a e o } u c 1 Ó n

p r o p u e s t a p o r R e l d ( 1 9 7 9 ) p a r a e l p r o b l e m a d e c a l c u l e r l e f u n c l ó n

d e  l n f r u e n c l a  p a r s  e r  e s t f m a d o r  K - H .  C o m o  p U e d e  o b s e r v a r s É '  É ]

m a n e J o  d e  d l c h a  s o l u c i ó n  r e s u r t a  u n  p o c o  c o m p l l c a d o  p u e s  l a  c u r v a

d e f n f l u e n c l a p a r a e l e g t l m s d o r K - H s e c o n s t r u y e d e m e n e r a

p u n t u a l , e s t o G s r s e t l e n e u n t n d l c a d o r d e l e f n f l u e n c l g d e u n a

o b s e r v e c l ó n  c o n .  v a l o r  x r  y a  $ e a  c e n s u r a d a  o  l l o r  g o b r e  o r

c s t l m a d o r  K - l ' l  e v a l u a d o  É n  t  P s r a  c a d s  t  f  l J o '

P o r  I o  a n t e r f o r  s u r E l ó  I e  l d e a  d e  t r e t s r  d e  c o n s t r u i r  o t r a

e o l u o l 6 n  p e r a  e I  p r o b l e m a  e n  c u e s t l 6 n '  d e  t a l  m a n e r ¡ i  q u e  e s t s

n u e v a s o l u c l ó n t u v l e r a u n e f o r m a s f m p l e d e c á l c u I o , Q H G h o s

r l e v a r e  a  i n t e r p r e t a c l o n e s  s e n c l l r a s  y  c o n  l a  c u a l  s e  o b L u v f e r a

u n l n c l l c a d o r d e l a l n f l u o n c l a d e u n a o b s e r v a c f o n ( c e n s u r a d a o n o )

s o b r e e l e s b l m a d o r K - M d e f o r m a E l o b a l y n o d e m e n É r a p u n t u a l .

P o r o t r o l a d o , e l t r a t a r d e m e d l r u n a l n f l u e n c t a g l o b a l p s r e c c

n a t u r a l t r a t a r d e e n e o n t r a r , e n p r l m e r l u g a r r E l E u n a m e c l l d a

( f u n o l ó n  d e  l a  m u e s t r a )  q u c  s e e  e e n s l b l e  a  l a  f o r m a  d e l  e s t l m a d o r

K - H y l p o s t C r f o r m e n t e , c o n t r u l r l a f u n c l 6 n d e t n f l u e n c f a e n b a u e

a  d t c h a  m e d l d a '

L a  m e d l d a  b u s c a d a  d e b e  s e r  t a l

g l o b a f  d e l  e s t l m a d o r  K - H '  e s t o  c $ r

q u E  r e f l e J e  e I  c o m P o r t a m l e n t o

q u e  c o n  e s t e  v a l o r  s é  P u e d a

Neevia docConverter 5.1



I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I
t
t
t

106

d e t e r m f n a r  ] a  e x i s t e n c l a  o  a u s e n c l a  d e  s a l t o s  m u y  g r a n d e s  e n  e I

e s t f  m a d o r  K - t . l  o ,  e q u l v a l e n t e m e n t e ,  r e  d e  l n t e r v a r o s  c n  l o s  q u e

e x l s t s  m u c h a  c c n s u r a ;  t a m b l É n ,  e o n  e s t e  v e l o r  s e  d e b e  p o d e r

d e t e r m f n a r  l a  p r e s e n c l e  d e  o b s e r v a c l o n e s  c o n t e m l n a n t e s ,  e s  d e c l r ,

o b s e r v a c l o n e s  m u y  g r a n d e e  y / o  m u y  p e q u e ñ a s  c o n  r e s p e c t o  e  I a s  q u e

e s p c r B m o g .

U n a  m e d l d a  q u e  c u m p l e  c o n  I a s  c a r a c t e r f s t f c a s  d e s e e d a s  e s  e l

l l a m a d o  v a l o r  p r o m e d f o  ( V P )  d e l  e e t l m e d o r  K - M ;  d l c h o  c o n c e p t o  s e

d e s c r l b f r á  e n  L a  s t g u l e n t , e  . e e c c l d n .  A s f ,  r e  s o l u c f 6 n  e e t s r á

b a s a d a  e n  V P  y  p e r m i t l r á  m e d l r  L e  l n f l u e n c l a  q u e  t l e n e n  s o b r e  e j .

e s t l n a d o r  K - M  L a s  o b s e r v a c l o n e e  m u e s t r a l e s  t a n t o  c e n s u r a d a s  c o m o

n o  c c n s u r a d a s ,  l a s  c u a r e s  I  s u  v e z  p u e d e n  p r o v e n l r  d e  u n a

p o b l a c l ó n  c o n t a m l n a d e .

4 , 2 . 2  V A L O R  P N O H E D I O  D E L  E S T I H A D O R  K A P L A N - H E T E R

s u p o n g a m o s  q u e  s e  t t e n e  u n a  m u e s t r a  e r e a t o r l a  Y  , Y  r , . .  r y  r a
1 2 n

o u a r  p r o v l e n e  d e  u n a  p o b l e c l ó n  c o n t a m l n e d a ,  e s  d e c l r ,

Y  t  ( 1 - p ) F + p F '
' 1 o o

d o n d e  p  e s  1 a  p r o p o r c l 6 n  d e  o o n t e m l n a c f ó n ,
o

f u n c f o n e s  d e  d i s t r l b u c l ó n  d e  t l e m p o s  d e  f a l I a .

y  F  y  F ' s o n

S u p o n g e m o s  q u e  I a  c e n s u r B  e s t á  d l s t r l b u f d a  u n l f o r m e m e n t e  y  q u É

e l  p o r c e n t , a J e  o b s e r v a d o  d e  v e l o r e s  c e n e u r a d o s  e n  L e  m u e e t r a  e s

( p  x 1 0 0 ) l  .  D e n o t e m o s  a d e m É s  p o r  n  ¡  n .  p  e l  n f r m e r o  d e
e c c

o b s e r v a c l o n e s  c e n s u r a d a s .

P o r  c o m o d l d a d  t o m e m o s  e I  o r l g e n  t e m p o r a l  c o m o  t  = 0  y  d e n o t e m o s
1
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p o r  t  r t  r r . ' r t
2  3  n - n + 1

c
o b J e t o  d e  e l l m l n e r  I a

p a r a  x  m a y o r e s  q u e  l a

l n t r o c t u c l r e m o s  u n e

1 0 7

l o s  t l e m p o s  d e  f a l t a  o b s e r v a d o s '  C o n  e I
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t ó r m i n o s  i n d i c a d o s  e n  e l

a p r o x i m a c i ó n  s e r á  r n e j o r

p r á c t i c a  t o -

d e n o m i n a d o r .

p a r a  I  / 0
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1 ? , 2

P o r  o t r o  l a d o  s e  e n a l l z ó  l s  b o n d a d  d c  e s t a  s P r o x f m a c l 6 n  c o n

r e l e o l ó n  a  E ( V P ) ( e s  d e c f r  g t Y ¡ Y  ) ) '  p a r e  I o  c u a l  s e  r e e l l z a r o n
( n )

s i m u l a c l o n e s  d e  l s s  v a r l s b l e s  Y , , . . , Y  p t r a  d l v e r s o s  v a l o r e s  d e
l n

I l r  I  ,  0  y  p
o

C o n  e s t e s  s l m u l a c f o n e s  s c  e s t u d l 6  a d c m á s  e l  e f e c t o  d e  ' l a

o o n t a m l n a c f ó n  e n  e l  e s t f m a d o r  K - H  y  s e  o b s e r v ó  q u e  c u a n d o  I a

c o n t a m t n a c l ó n  e s  p o r  } a  l z q u l e r d a  ( e s  d e c l r ,  c u a n d o  0  >  I  , 1 o

c u a l  l m p l l c a  q u e  l a s  o b s e r v a c l o n É s  c o n t a m l n a n t e s  s o n  m u y  p e q u e ñ a s

c o q  r e l a c t 6 n  a  l e s  e s p e r a d a s ) ,  e s t a  n o  a f e c t a  c s e n c l a l m e n t e  a  I s

f o r m a  c l e l  e s t l m e d o r  K - M ,  i l f e n t r a s  q u e  s l  1 e  c o n t a m l n e c l 6 n  É s  p o r

I e  d e r c c h a  1  0  I  ) t  ) ,  e I  e c t l m a d o r  s e  v e r É  a f e c t a d o  f u e r t e m e n t e

y a  q u 6  c u a n d o  I a  d l f e r e n c l a  I  -  d  s e  l n c r e m e n t a  s e  t e n d e r á  a

o b s e r v a r  u n a  c o l a  l a r g a  e n  e I  e s t l m g d o r  c o n  I o  c u a l  a p a r e n t e m e n t e

g e  t e n d r f a  u n  p r o m e d f o  d e  v l d a  m a y o r .  P o r  1 o  e n t e r l o r '  I o s

d e e a r r o l l o s  y s l t u e c l o n e s e s t u d l a d a s  s o l o  c o n s l d e r e n

c o n t a m l n a c l ó n  p o r  l e  d e r e c h a .

C o n  e e t a s  s l m u l a c l o n e g  s e  p r o d u J e r o n  1 0 0 0  m u e s t r e g  p a r s  c a d a

u n e  d e  I a s  6 0  c o m b f n a c l o n e s  d e  l o s  s f g u l e n t e s  (  p a r a  c s d a  I  s o l o

s e  u t i l l z a r o n  l o s  v a l o r e s  d e  0  q u e  c e  e n c u e n t r a n e n  e I  m f s m o ,

r e n g l ó n ,  y  p a r a  p  = 0  e l .  p a r á m e t r o  0  n o  t n t e r v l e n e ) l
o

n

e 0 , 4 0 , 6 0

I

0 .  1 0
0 . 0 5

1 0 . 0 0
2 0 . 0 0

0

0 . 0 5 0  '  0 . 0 2 0
0 . 0 2 5 , 0 . , 0 1 0
5  .  0 0 0  , 2 . 0 0 0

1  0 . 0 0 0  , 4 . 0 0 0

( p  x  1 0 0 ) f
o

0 ' 5 , 1 0
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L o s  r e s u l t a d o s  q u c

d e n o m f n a d o r  d e  I a  ú l t l m e

t 2 3

s e  o b t u v l e r o n  f u e r o n  a p r o x l m a n d o

c x p r e s l ó n  p o r  I o s  5  p r l m e r o s  t É r m l n o s '

I  = 0 .  1 0n =  2 0

0

0 . 0 5
0 . 0 5
0 . 0 2
0 . 0 2

o

0
0 . 0 5
0 .  1 0
0 . 0 5
0 .  1 0

E ( Y )

1 0
1 0 . 5

1 1
1 2
1 4

E ( T

S lmuL
36  .020
3 e . 8 4 1
4 3 . 2 6 2
6  2 .  8 8 4
8 1 . 6 9 6

)
( n )

A P r o x .
15 .977
3 9 .  5 5 6
4 3 . 3 3 2
6 1 . 0 4 3
8 6 . 6 3 9

E ( V P )

$ l m u I .
o . 2 7 ' � 1 6
0 . 2 6 3 6
0 . 2 5 4 3
0 . 1 9 0 8
0 . 1 7 1 4

A p r o x .
o  . 2 7 7 I
0 . 2 6 5 5
0 .  ? 5 3 9
0 .  1 9 6 6
0 .  1 6 1 6

0 . 0 2 5
0 ; 0 2 5
0 . 0 1 0
0 . 0 1 0

)
( n )

A P r o x .
7 1 . 9 5 5
7 9 . 1 1 3
8 6 . 6 6 3

1  2 2 . 0 8 7
1 7  3  , ? 7 7

E ( V P )

S l m u l .
o  . 2 7 7  6
0 . 2 6 3 6
0 . 2 5 4 3
0 .  1  9 0 8
0 . 1 7 1 4

A p r o x .
O ; 2 1 ' l  I
0 . 2 6 5 5
0 . 2 5 3 9
0 .  1  9 6 ó
0 .  1 6 1 6

o

0
0 . 0 5
0 .  1 0
0  . 0 5
0 .  1 0

E ( Y )

20
2 1
2 ?
2 4
2 8

n = ? 0

E ( Y

$ f m u 1 .
7 2 . 0 4 0
? 9 . 6 8 2
8 6  . 5 2 3

1 2 5 . 7 6 9
1 6 3 . 3 9 1

= 0 . 0 5

n= 20

E ( Y
( n )

S l m u l .
0 . 3 6 0 2
0 . 3 9 8 4
0 .  4 3 2 6
0 . 6  2 8 8
0 . 8 1 7  0

)

A p r o x .
0 . 3 5 9 8
0 . 3 9 5 6
0 . 4 3 3 3
0 . 6 1  0 4
0 . 8 6 6 4

E ( V P )

S lmu l  .
o , ? 7 7 6
0 . 2 6 3 6
0 . 2 5 4 3
0 .  1  9 0 8
0 .  1 7 1 . 4

A p r o x .
o . ? 7 7 I
0 . 2 ó 5 5
0 .  ? 5 3 9
0 .  1  9 6 6
0 .  1 6 1 6

= 1 0

o

0
0 . 0 5
0 . 1 0
0 . 0 5
0 .  1 0

E ( Y  )

0 . 1
0 . 1 0 5
0 . 1 1
0 .  1 2
0 . 1 4
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n = 2 0 I  = 2 0

6  P  E ( Y )  E ( I  )
( n )o  

$ f m u l .  A P r o x .
0  0 , 0 5  0 . 1 8 0 1  0 . 1 7 9 9

1  o  o .  0 5  0 . 0 5 2 5  o .  1  9 9 2  0 .  1  9 7  I
1 0  0 . 1 0  0 . 0 5 5  0 . 2 1 6 3  0 ' 2 1 6 7
5  0 . 0 5  0 . 0 5 7 5  0 . 3 0 1 3  0 . 2 9 e 5
5  0 .  1  0  0 . 0 6 5  0 . 3 7 9 3  0 . 4 0 2 2

1 2 4

E ( V P )

S l m u l .  A P r o x  '
0 . 2 7 7 6  0 . 2 7 7 I
0 . 2 6 3 6  0 . 2 6 5 5
0 . 2 5 4 3  0 .  e 5 3 9
0 .  1  9 0 8  0 .  1  9 6 6
0 . 1 ? 1 4  0 . 1 6 1 6

C o m o  p u e d e  v e r s e ,  I a  c s p c r É n z s  d e  V P  n o  d e p e n d e  f l n a l m e n t e  d e

l o s  v a l o r e s  p a r t i c u l s r e s  d e  I  y  e  s l n o  d e  I a  r e l a c f ó n  q u É

e x l s t e  e n t r e  e l } o s ,  m É s  e x p l f c l t e m e n t e  d e  I a  r a z 6 n  L / e  '  L o

a n t e r l o r  s É  J u s t l f l c a  p o r  e l  h e c h o  q u e  e l  v a l o r  e s p e r a d o  d e  u n e

f u n c l 6 n  n o  d e p e n d e  d e  I a  e s c a l a  d e  m e d l c l ó n  d e  I a  v a r l a b l e  s f n o

d e  l o s  v a l o r e s  p a r t l c u l s r e s  d e  d l c h e  f u n c l ó n ,  y  e n  e s t c  c a s o  l e

e s c a l a  d e  m e d l c l ó n  e s t á  r e f e r f d a  a  I  y  0  .  A d e m á s r  r c $ , r c s a n d o

e  I a s  e x p r c s l o n e s  d e  E ( V P )  s o  t f e n e :

P a r a  e I  c a s o  d e  n o  c o n t a m l n a o l 6 n

É(rt \  =

q u e  e v f d e n t e m e n t e  n o  d e P e n d e  d e  I

P a r e  e I  c a s o  d e  c o n t e m l n a c l 6 n

n
T -l*
F ¿
f , 3 t
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r 2 s

E(+t \  :

[t +(+)
+ rf+3

Iü F t E .
- $i? ¿t É,'*É,

It.¡$,t+")
[ ,+fl ,

E t { P ) a  t * F ' l ( * ) * h "  )

p o r  l o  q u c  s o l o

c o r r e s p o n d  l e n t e  s

e n  t É r m l n o s  d e

I a  r e l a c l ó n  \ / 0

*^f.[+\ f',t T*,+ ls+[

d e p e n d e  d e  
' ¡ \ / e  

*  P o r  1 o  s n t e r l o r  '  I a s  t a b l a s

a  t a m a ñ o E  d e  m u e s t r e  4 0  y  6 0  s o l o  s e  p r e s e n t a r á n

I a  r e l a c l ó n  e n t r e  I  y  0  ( e n  t o d o s  l o s  c a s o s i

e s  m e Y o r  q u e  1  ) .  O b t e n l É n d o s e

t- h'.

+ "f , -  +T(+)
(+)

(+)l

m u l t l p l l c a n d o  n u m c r a d o r  y  d e n o m t n a d o r  p o r  0

+  ^ F o

+ ̂ f ' ( *T ('t)
(+)

Neevia docConverter 5.1



t
t
I
t
t
t
I
I
I
t
t
I
I
I
I
t
t
t
I

1 2 6

n= 40

\ / 0 , p o

0
0 . 0 5
0 .  l 0
0 .  0 5
0 .  1 0

E (vP)

2
2
5
5

S i n u l .
0 . 2 3 3 5
0 . 2 1 8 0
0 .  ? 0 9 5
0 .  1  4 6 1
0 .  1  2 9 5

A p r o x .
0 . ' 2 3 3 7
0 . 2 2 0 5
0 . 2 0 5 4
0 - 1 3 8 7
0 .  1 0 6 4

\ / 0  p
o

n = 6 0

B (VP)

S l m u l .  A p r o x .
0 . ? 1 2 7  0 . 2 1 3 7
0 . 1  9 7 4  0 . 1  9 4 6
0 . 1 8 7 4  0 . 1 8 2 1
0 . 1 ? 5 0  0 . 1 1 1 3
0 . 1 1 0 7  0 . 0 9 3 3

2
?
5
5

0
0 . 0 5
0 .  1 0
0 . 0 5
0 ¡ 1 0

G o m o  p u e c l e  a p r e c l a r s e  e n  l a s  t a b l e s  o b t e n f d a s r  H l  u t l l l z a r  1 a s

É x p r e $ f o n e s  p r o p u e s t a s  p s r e  E ( V P )  s e  t l e n e n  m u y  b u e n a s

e p r o x l m a c l o n e s  a l  v a l o r  o b t , e n t d o  p o r  s l m u l a c l ó n ,  É l  c u a l  e  s u  v e z

s e  e s p e r a  q u e  s e s  s e m e J a n t e  e l  v e r d a d e r o  v e l o r '  É o r  1 o  t A n t o r  s C

p u e d e n  u u l l . l z a r  e e t a s  É x p r e s l o n e s ,  p o r  I o  m e D o $ r  e n  m u e s t r a g  c o n

U n  t a m e f i o  e n t r e  2 0  y  6 0 '  a u n q u e  p e r s o n a l m e n t e  n o  c r e o  q u e  s e

d e b e n  e x c l u l r  I o s  d e m á s  c É e o s '

A I  a n a l l z e r  g l o b a l m e n t e  I a s  t e b l a s  e n t e r l o r e s r  s É  p u c d c  e f l r m a r
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1 2 7

q u e  l e  E ( V P )  p u e d e  s e r  u t l l l z a d a  s a t l s f a c t o r l a m e n t e  p a r a  e s t u d l a r

l e  f n f l u e n c l a  q u e  t l e n e  1 a  c o n t a m l n a c l ó n  s o b r e  e I  e s t l m a d o r  K - H '

c o m o  p u e c l e  v c F s c r  o  m e d l d a  q u e  a u m e n t a n  e I  g r a d o  d e  c o n t e m l n a c l ó n

y  I e  r a z 6 n  I / 0  ,  l e  E ( V P )  v e  d l s m l n u y e n d o ,  I o  c u a l  e s  l ó S l c o

p u e s  s t  s e  t l e n t n  o b s e r v a c l o n e s  e n  p r o m e d f o  m U Y  g r a n d e s '  e I

e s t l m e d o r  K * H  t e n d r á  u n a  c o l a  l a r g a  I o  q u e  p a r a  e f e c t o s  d e  a r e a

b a J o  l e  c u r v a  n o  c o n t r l b u y e  s l g n l f l c a t l V a m e n t e  p e r o  e n  c u a n t o  a I

v a r o r  y  e g t e  a u m r n t a r á  p o r  r o  q u c  s c  G c p e r a  q u e  v P  s e a  m e n o r '

( n )

4 .2 .3  LA CURVI  DE INFLUENCIA

A h o r a  b l e n ,  V B  q u É  É n  e I  p l a n t e a m l e n t o  a n t e r l o r  s e  g u p u s o  I a  n o

e x l s t e n c l a  d e  C C D $ U F f l r  s e  l n t e n t 6  o b t e n e r  e ¡ ( p r É s f o n e s  e n á l o g a g

p a r a  E ( V P )  e n  e I  o A s O  d e  q u c  e x l s t l e r e n  o b s e r v e c t o n e s  c é n c u r a d a s '

$ t n  e m b a F $ o r  n o  f u e  p o s l b l e  e n c o n t r a r  l a  e x p r e s l 6 n

c o r r e s p o n d l e n t e  p a r a  E ( v P )  p e r o ,  a  p c s e r  d e  e s t o r  S G  a t e c 6  e l

p r o b l e m a  d e  m a n c r a  d l f e r e n t e  b a s á n d o c e  t a m b l é n  G n  e l  V P  d e l

e e t l m a d o r  K - M .

E s  c l a r o  q u e  u n a  f o r m e  d e  m e d l r  g l o b a l n e n t ' e  I a  l n f l u e n c l a  q u e

t l e n e  e I  p a t r 6 n  d e  c c n s u r a  d e  u n e  m ü e g t r a  p e r t l c u l a r  e n  e I

e s t l m a d o r  K - H  É s  c o m p a r e r ,  d e  a l g u n a  E B ¡ I C F B T  e I  v a l o r  p r o m e d f o  d e

e s t e  e s t l m a d o r  e o n  e I  q u É  3 c  o b t e n d r f a  d e  u n a  m u e e t r a  c o n

o a r e c t e r l s t l c e s  l g u a l e s ( t a m a f l o ,  p o r c e n t a J e  d e  c o n t a m i n a c f ó n  y

r a z 6 n  I / 0  )  P c r o  ¡ f n  c e n s u r s '  
,

S l n o m ' b a " g o r t s g e n e r a l m e n t e d e $ 8 8 f n t e | É ' . d e t o r m l n a r u n a

m e d l d a  d e  L a  l n f l u e n c l a  q u É  t l e n e  c a d e  u n a  d e  t a s  o b s e r v a c l o n e s

p o r  s e p a r a d o  E n  e I  e s t l n a d o r  K - H '  P a r a  c s t e  c e s o  e s  n e c c s a r f o

a n a l i z e r  I a  l n f l u e n c l e  d e  c s d a  o b s e r v a o f ó n  b a J o  I a s  s l g u l e n t e g

c f t u a c l o n e s :
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1 ? 8

L a  t n f l u e n c l a  q u e  t l e n e  I a  o b s e r v a c l ó n  d e b l d a  s  s u

p r e s e n c l a  e n  I a  m u e s t r a  É n a l f z a d a  '  I s  c u a l  p u e d e

m e c l l r s e  m e d t t n i o  I a  e l l m t n a c l 6 n  d e  I a  o b s e r v a c l 6 n  y

c o m p a r a n d o  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n l d o s  c o n  y  s l n  I a

o b s e r v a c l ó n .  E s t o  s e  h f z o  u t l l f z a n d o  e I  c o n c e p t o  d e

i u n * - f O n  d e  i n f l u e n c l a  m u e s t r e l  d l s c u t t d a  e n  e I

o u p l t u l o  2 .

L e  l n f l u e n c l a  q u e  t l e n e  1 a  o b s e r v a c l ó n  d e b l d a  I  s u

n a t u r a l e z a  ( c e n s u r a d a  o  n o  c e n s u r a d e ) ,  1 a  c u a l  p u e d e

m e c l l r s e  m e d l e n t e  u n  c a m b l 0  d e  e s t a d o r  c 9  d e c t F , - P a s a r
d e  c e n s u r a d a  e  n o  c e n s u r a d e  o  v l c e v e r g a r  Y  e n t o n c e g
c o m p s r a r  l o s  v a l o r e s  d e  V P  e n t r e  s l '

P s r a  c u e l q u l e r a  d e I a s s I ' t u a c l o n e s a n t e r l o r e s g e p r o p o n e m e d l r

1 a  l n f t u e n c l e  d e  l a e  o b e e r v a c l o n e s  d e  l e  s l g u l e n t e  m a n e r a '  S e a n

I  
V p  e l  v a l o r  p r o m e d i o  d e l  e s t l m a d o r  K - H  d e  I a  m u e s t r e  o b t e n l d a  y

t  v p  e I  v a 1 0 r  p r o m e d l 0  d e r  m l e m o  e s t i m s d o r  d e  ] a  m u e s t r a  p c r o  c o n

I
t
t
I
I
I
I

CI

I
t
I
t
I
t
I
t
I
I
I

l .

2 .

I
e g t l m e d o r  K - H '  C I e s t a r á  d a d a  P o r

F ( V P )  *  F ( c  V P  )
1 1

F ( V P )

e n  d o n d e '  F  e s I a  f u n c l 6 n  d e d l s t r l b u c l ó n  d e 1 a  v a r l a b l e

c o n  l a s
s l e a t o r l a  V P  (  v e l o r  p r o m e d l o  d e l  e s t ' l m a d o r  K - H )

c o n d l c l o n e s  d e  c o n t e m l n a c l ó n  r  c G t l $ u l .  I  y  t a m a f l o  d e  1 a  m u e s t r a

o r l g l n a l  y  c  e s  1  c l  I e  m o d l f f c a c l ó n  d e  t a  1 - É s f m a  o b e e r v a c l ó n

1
l e  m o d l f l c a c l 6 n  r e q u e r l d e  d e

C I  d e n o t e  I e  f n f l u e n c l e  d e

I
c  emb 1o

u n a  c . o r r e c c l 6 n

v e l o r e s  F ) .

1 e  1 - [ e f m a  o b s e r v a c l ó n .  E n t o n c e s  ¡ 1

l e  f - ó e l m a  o b s e r v a c l ó n  s o b r e  e I

d e e s t a d o y e s n / ( n - l ) s l I E l * é s l m a o b s c r v a c l ó nf u e  u n

f u e  e l l m i n a d a .  (  d e b t d o ,  e c t o  Í l l t t m o  e  q u e  a I  e l l m t n a r  u n a

o b s e r v a c l ó n  e I  t a m e ñ o  d e  m u e s t r e  c a m b l a ,  p o r  1 o  q u c  c r e  n c c e e a r l o

a I  v a l o r  V P  p É r a  q u e  p u e d a n  c e r  c o m p a r a b l e s  l o s
' 1
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D e  a c u e r d o  a  l e  f o r m a  p r o p u e s t a  d e  c L  l e  l n f l u e n c l e  d c  c a d a
I

o b s e r v e c l ó n  É s r  e s e n c l a l m e n t e ,  e I  c a m b l 0  r e l a t ' 1 v o  q u c  t f e n e  l a

f u n c l ó n  d e  d l s t r f b u c t p n  e v a l u a d a  e n  e I  v a l o r  p r o m e d l o  c o n  u n a
t o

m o d l f l c a c l ó n  e n  1 a  f - É s l m a  o U s e r v a c l ó n  c o n  r e s p e c t o  a I  v a l o r  d e

1 a  f u n c l ó n  d e .  d t s t r l b u c l ó n  e v a l u a d a  G n  e I  v a l o r  p r o m e d l 0  d e l

e s t l m a d o r K - H d e l a m u e s t , r a o r l 8 t n a l . E g d e c f r ' , , 9 e e s t á

c o m p a r a n d o s l m p l e m e n t e e l v a l o r d e u n g e s t a d f s t f c a b a J o l a

m u e e t r a o r f E l n a l y b a J o u n a s l t u a c l 6 n p a r t l c u l a r ( d e d a p o r u n g

m o d l f l c a o l ó n  e n  1 a  1 - É s l n a  o b s e r v a o t ó n )  d e  l n t e r É s '  E s t o  n o  G s

o t r a  c o s s  q u e  l a  f d e e  d e  I e  f u n c l ó n  d e  l n f l u e n c l e  m u e s t r a l r  v l e t a

e n e l c a p f t u l o z p o r l o q u e g G e s p e r a q u e e f e c t l v a m e n t e s c a u n

f n d i c e  q u e  m i d a  l a  l n f l u e n c l a '

P o r  l o  t a n t o r  8 0 I o  r e e t a  e n c o n t r a r  I a  f o r m a  d e  I e  f u n c f 6 n  d e

d f s t r l b u c l ó n  F  p a r a  c u a l e s q u l e r a  c o n d l c l o n e s  d e  l s  m u e s t r a '  s l n

e m b a r g o  n o  f u e  p o s l b l e  e n c o n t r a r  u n s  e x p r e s l 6 n  p a r a  F  d e  m s n e r a

g e n e r a l  p e r a  l o s  d l f e r e n t e s  v e l o r e c  d e  t a m a f l o  d e  m u e g t r a  ( n )  '

c o n t a m l n a c l 6 n  ( p  y  l , / e  )  y  c e n 8 u r a  ( p  ) '  p e r o  3 e  a p r o x l m ó

o o
m e d l a n t e  l a  f u n c l ó n  d e  d l e t r i b u c l 6 n  e m p f r l c a  d e l  v P  p e r a  a l g u n o s

v a l o r e g  d e  h r  P  ,  \ / 0 y  p  ( P r o P o r c l 6 n  d e  c É n s u r e  e n  I e

o  o  
e s  d a d e s  P o r

m u e e t r e )  u t r L f z a n d o  p a r a  e s t o  s f m u l a c l 6 n  d c  s l t u a o l o n

I a c o m b t n a c l ó n d e l o s s f g u l e n t e s v a l o r e s y a p a r t l r d e l 0 o 0

r é p l l c a s p g r a c a d a u n a d e l a s s t t u a c l o n e s c o n g l d e r e d a g .

L o s  v a l o r e s  e s t u d l a d o s  f u e r o n :

n  =  ? 0 '  4 0  Y  6 0

p  =  0 ,  5  Y  1 0  I
o
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t* /0 = 2 Y 5

p  = 0 , 1 0 ' 2 0 Y 3 0  |
o

P o r  I o  t a n t , o r  p f l F a  c a d a  t a m a f i o  d e  m u e s L r a  s e  o b t u v l e r o n  2 0

f u n c l o n e s  c l e  d l s t r l b u c l ó n  e m p f r l c e s ,  I a s  c u a l e s  e s t á n  d a d a s  p o r ¡

t ' ' u n c 1 6 n  e m p l r l c a
n ú n e r o

1
2
3
4
5
6
7
I
I

l 0
1 1
1 ?
1 3
1 4
1 5
1 6
1 7
1 U
1 9
20

f  c e  n s u r a

0
1 0
20
30
0

1 0
20
30
0

1 0
20
30
0

1 0
20
30
0

1 0
20
30

f  c o n t a m l n a c l 6 n

0
0
0
0

1 0
r 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0

5
5
5
5
5
5
5
5

\ / 0

:
2
2
?
?
5
5
5
5
?
?
2
?
5
5
5
5

A d e m á s r  s G  o U t u u f e r o n  l e s  g r á f l c e s  d e  e s t a s  f u n c f o n e s '  E s t a s

B r á f l c a s  p e r m l t e n ,  a d e m á s  d e  c a l c u l a r  I a  C I  r  8 ñ 8 ] l z a r  y  c o m p a r a r
I

e I  c o m p o r t a m l e n t , o  g I o b a I  d e  d l c h a s  f u n c f o n e s  a l  c a m b l a r  l o s

v e l o r e s  d c  p  r  p  y l o  \ / 0  .  A l g u n a s  d e  e s t a s  g r á f l c a s  s e

c o
p r e s e n t e n  a I  f l n e l  d e  e s t s  e e c c l 6 n '

E n  I a  f t g u r a  1 ,  3 e  p r e s e n t a n  l a s  g r á f l c a s  d e  l . a s  f u n c l o n e s  d e

d t s t r l b u c l 6 n  e m p f r i c s $  y a  s u a v i z a d a s '  c o r r e s p o . n d l e n t e s  a  u n

t a m a f t o  d e  m u e s t r a  4 0 ,  u n  v a l o r  a r b l t r a r l o  d e  I  '  3 l r t

c o n t a m l n e c l ó n  y  p e r a  4  d l f e r e n t e s  E r a d o s  d c  o G n s u r a
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A p a r t l r d e e s t a E r á f t c a s e p u e d t a n a l l z e r e l c f e c t o d e l a

C t D g U r E l  a  d l f e r e n t e s  n l v e l e s ,  s o b r e  e I  c o m p o r t a m l e n t o  d o  v P .  t | a y

q u e  n o t a r  q u e  I e s  f u n c l o n e s  d e  d i s t r l b u c l ó n  r e f l c J a n  u n  c l e r t o

p s r s l e l . l g m o e n l a p a r t e c e n t r a l l o q u e h e c e p e n s a r q u e p o d r l a m o s

t e n r r  e s c n c l a l m e n t e  I s  m l s m a  v e r l e b l e  p c r o  c o r r l d a  a  1 a  d e r e c h e '

p o r l o q u e S m a y o r g r a d o d c c e n s u r a s É t e n d e r á a o b t e n e r v a l o r e s

d e  l a  v P  m á s  g r a n d e s  p e r o  c o n  m c n o r  v e r l a b l l l d a d  p u e s t o  q u e  e I

v a l o r m á x t m o n o c a m b l a r a d l c a l m e n t e c o n e l E r a d o d e c e n s u r a .

l d e m á s  h a y  u n  c r u c É  c o n  I a  f u n c l ó n  c o r r e s p o n d l e n t e  a  n o

c e n s u r a ,  l o  c u a l  p u e d e  d e b e r e e  a  m u e s t r a s  e n  l a s  q u e  I a  p r e s e n c l a

d e  c c n s u r e  e n  l a s  o b e e r v a c l o n e s  n o  t l e n e  u n  p c c o  e f E n l f f c a t f v o  É n

e ]  V P .

E s t e p a t r 6 n S e n e r a l s e o b s e r v e t e m b l É n G n l a f l g u r a z l a c u a l

I n v o l u c r a  I e s  m l s m a s  s l b u e c l o n e s  e n t e r l o r e s  p e r o  p a r e  u n  t a m e ñ o

d e  n u e s t r a  6 0 ,  e u n q u c  e n  e c t a  ü I t l n a  l o s  v a l o r c s  o b g e r v a d o s  d e  v P

t f ' e n d e n a g e r u n p o c o m a s p e q u e f l o s p u e s e g m u c h o m a s p r o b a b l e q u e

. s e  o b t e n g a n  v a l o r e s  m á x I m o s  r r g r a n d e e n  e n  u n e  m u É s t r a  d e  t e m a l l o  6 0

q u e  c n  u n a  m u e s t r a  d e  t a m a l l o  4 0 '

E n l a s f l g u r a s 3 y 4 s e p r e e e n t a n l a s E r á f l c a s d e l a s f u n c l o n e s

d e  d t s t r l b u c f 6 n  p a r a  t a m a f l o s  d e  m u e s t r a  4 0  y  6 0  r e s p e c t l v a m e n t e '

u n  v e r o r  a r b l t r e r l o  d e

o o n t a m l n a c l ó n  c o n  l ' / 0  = 5  Y

I  e n  P r e s e n c l a  d e  u n  1  0 f  d e

p e r a  4  d l f e r e n t e s  E r a d o s  d e  c G n s u r a '

E n  l a s  g r á f l c a s  h a y  q u e  n o t a r  q u É  a  p e s a r  d e  p r e s e n t s r s e

c o n t a m l n a c l ó n  e n  1 a  m u e s t r e '  e I  p a t r ó n  g e n e r e l  d e  c o m p o r t e m l e n t o

a n t c a d c s c r l t o s l g u e e x l s t l e n d o c o , n l a ú n l c a d l f e r e n c l g c n e l
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r a n g o  d e  v a l o r e s  d e l  V P  c o n s i d e r a d o r  G s  d e c l r '  s e  t l e n d c  e  t e n e r

v e l o r e s  m á s  p e q u e f i o s  ( c o r r e s p o n d t e n t e s  a  v e l o r e s  n á x l m o s  g r a n d e s

e n  I a  m u e s t r a )  n o  s o l o  p o r  t e n e r  u n  t a m s f i o  m É y o r  d e  m u e s t r a  s l n o

p o r q u e  s É  e s t á  e o n t a m l n a n d o  p 6 f  I a  d e r e c h a ,  o  s e e  c o n  v a l o r e e  e n

p r o m e d l o  m a y o r e s  q u e  l o s  e s p e r a d o s -

A d e m á s  r  É I  n c o r r f m l e n t o n  q u e  e u f r e n  I a s  f u n c l o n e s  d e

d f s t r l b u c l ó n  É s  m c n o r  e n  p r e s e n c l a  d e  c o n t a m l n a l ó n ,  I o  c u a l

s u g l e r e  a n a l  l z a r  I a c  E r É f l c e s  o o n  d l f e r e n t e s  g r a d o s  d e

c o n t a m l n a c  1 ' 6 n .

E n  l e  f f g u r a  4  s e  n o t a  q u e  e l  c r u c e  d e  I a  f u n c f 6 n  d e

d f s t r i b u c t ó n  s l n  c c n s u r a  s o l O  c É  p r e s e n t e  p a r a  I a  c o r r G s p o n d i e n t e

f u n c l 6 n  d e  d l s t r l b u c l ó n  a  u n  l O f  d e  c e n s u r a  p u e s t o  Q U c r  p a r a  e l

t a n e ñ o  d e  m u e s t r a  c o n s l d e r a d o  e n  e s t e  c a s o ( 6 0 )  u n  2 0 1  o  m t s  d e

C c n s u r a  c o r r e s p o n d e  a  b e s t a n t e s  o b s e r v e c l o n e s  ( 1 2  o  m a s )  p o r  I o

q u c  n o  e s  1 6 8 1 c o  p e n s g r  e n  v e l o r e s  d e  l e  V P  c o n  l g u e l  v a l o r  d e  L a

f u n c l ó n  d e  d l s t r l b u c l ó n  c o n  ( 2 0 f  o  m a s )  y  s l n  c c n s u r s .

E n  l a  g r á f l c a  5 .  s e  m u e s t r a n  l a s  f u n c l o n o s  d e  d f s t r l b u c l 6 n

c o r r e s p o n d t e n t e s  a  u n  t a m a ñ o  d e  m u e s t r a  4 0 ,  u n  i " l o r  a r b i t r a r l o

d e  I  c o n  u n  5 l  d e  c o n t a m f n a c t $ n  y  1 O f  d e  c e n s u r a  p e r a  3

d t f e r e n t e s  v a l o r e s  d e I  p a r á m e t r o  d e  c o R t a m l n e c t S n .

A I  s n a l l z a r  e l  p a t r $ n  d e  c o m p o r t a m l e n t o  q u e  t t e n e  e l  V P  c u a n d o

e l  p a r á m e t r b  d e  c o n t e m f n a c l ó n  ( p o r  1 a  d e r e c h e )  c a m b i a '  s e  o b s e r v s

q u e  a  m a y o r  v a l o r  d e 1  c o c l e n t e  \ / O  s e r É n  m a s  p r o b a b l e s

v e ] o r e e  p e q u e f i o s  d e l  V P  p u e s t o  q u e  e n  I a  m u e s t r a  s G  t e n d r á n

v e l o r e s  e n  p r o m e d l o  c a d a  v e z  m a y o r e , s  q u e  e 1  r e s t o .
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P a r a  e g t e  t l p o  d e  g r á f l c a s  n o  h a y  c r u c e  e n t r e  I a s  f u n c l o n e s  d e

d f s t r l b u e l 6 n .  S l n  e m b a r g o ,  s e  n o t a  u n  E r a n  c a m b f o  g t  p A s a r  d e

t l 0  = ?  e  l r / 0  = 5  l o  c u a l  r e f l e J a  l a  l m p o r t a n c l a  q u É  ü l e n e  e l

p a r á m e t r o  d e  c o n t s m l n a c l ü n  ( o  e I  c o c i e n t e  t  / 0  )  a  p e s a r  d e

t e n e r  s o l a m e n t e ' u n  5 1  d e  c o n t a m i n a c f ó n '  
,

H a y  q u e  a f f a d l r  q u É  e s t e  c o m p o r t a m l e n t o  t a m b l É n  s e  p r e e e n t a  p a r a

o t r o s  n l v É t e s  d e  c É n s u r a ,  d e  c o n t ' a m l n a c f ó n  y  t a m a ñ o  d e  m u e s t r a

( a u n q u e  n o  s e  m u e s t r a n  a q u f  t o d a s  l a s  g r á f t c a s ) '  C o m o  e J e m p l o  d e

e s t o  s É  p r c s e n t a  l a  f l g u r e  6  q u e  c o r r e s p o n d e  a  l a s  f u n c l o n e s  d e

d f s t r t b u c l 6 n  p a r a  u n  t a m a ñ o  d e  m u e s t r a  6 0 ,  u n  v e l o r  d e

I  a r b l t r a r l o  c o n  u n  1 0 f  d e  c o n t a m l n e c f ó n '  2 0 f  d c  c c n s u r s  y  c o n

I o s  m l s m o e  v a l o r e s  d e l  p a r á m e t r o  0  d e  c o n t e m f n e c l 6 n ' e s  d e c l r '

t t / 0  l g u a l  a  1 , 2  Y  5 .

A h o r a  b t e n ,  á I  a n s l f z e r  e n t r e  s f  l e s  f t g u r a s  5  y  6  h a y  q u e

n o t a r  q u e  e  p e s a r  d e  l e s  d l f e r e n t e s  c a r a c t e r f s t l c a s  c o n B f d e r a d s s '

I a s  2  g r á f l c a s  e n  e f  s o n  s e m e J a n t c s ,  I o  q u e  p o c l r l a  e s t a r

r e f l e J a n d o  q u e  e I  p a t r 6 n  d e  c c n s u r a  y  e I  d e  c o n t a m l n a c l 6 n  s e

t a t  m a n e r s  q u c  n o  p r o d u c e n  c a m b l o s  r e d l c a l e s  c n  I a s

d l s t r l b u c f É n '

F l n a l m e n t e ,  p a r a  a n a l f z a r  e l  e f e c t o  q u e  t l e n e  e I  g r a d o  d e

c o n t a m l n a c l ó n r  s c  p r e s c n t a n  l a s  f i g u r e s  T  y  8 .  L a  g r É f l c a

c o r r e s p o n d e  e  d l s t r i b u c l o n e s  c g n  u n  t a m e ñ o  d e  m u c s t r a  4 0 '  U n

v a l o r  a r b l t r a r l o  d e  I  I  s l n  o e n s u r a  y  c o n  t \ / 0  = 2 ,  m f ' e n t r a s

q u e  I a  f l g u r a  I  c o r r e s p o n d e  a  m u e s t r s s  d e  t a m a ñ o  6 0  c o n

compcn s  a  n

f u n c  f o n e  s

cle

d e

I  e r b l t r a r f o '  3 0 f  d e  c e n s u r a  Y

c n  l a s ' 2  f l g u r a s ,  a L  a u m e n t e r  e I

l r / 0  = 5 .  C o m o  P u e d e  s P r e c l a r s e

g r a d o  d e  c o n t a m f n e c t 6 n  s e  s u f r e

Neevia docConverter 5.1



I
t
I
I
I
I
I
I
t
t
I
t
I
t
t
t
I
t
I

1 5 4

u n  c o r r l m f e n t o  a  l a  l z q u f e r d e  1 o  c u a l  É s  d C b l d o '  c 6 m o  e e

ü É p t l * a b a  ¡  a  q u c  t o b  v a l o r e s  t n á x f  m o s  g r e n d e s  E p s r G c É n  c o n  m B y o r

F F o b a b t t r r O a d  I o  q u r  o o E s l o t r ¡  q u c  t I  v a l o r  V P  d l s m l n u y a .  A I  t e n e r

E U F V É B  É á B l  p a r ü l t I u s  ( f t e u r a  ? )  y / o  q u ü  n o  t l t n t n  c r u c c  a l g u n o

( f t g u F a  B )  b r ,  h ü b [ t r a  q u t  p a r t  t s t s s  s l t u a c l o n e s  n u n c e  v a  E  s e r

I E U a I  t t h e r  u h  g f  a d o  t n a y o r  o  t i l e h o F  d e  c o n t s n l n a c l 6 n ,  e F  d e c l r '  I a

c o h t a t n t h a c l 6 n  V a  a  t r h c r  U n  t f e c t o  S Í E n f f f c a t l v o  s o b r e  e I  V P  y

d l é h ó  t f t c t o  l n c r e m r n t a r s  á  n r e d l d a  q u c  e I  p o r c e n t e J e  d e

'- tbhtuf i ¡ lneot 6h hutt l tnt t .

Le  d t r f t r thc la  tnes  hhrcbds  tn t re  las  curvHs sQ prescnt8  en  l 'e

f - l g u r a  8 ,  p u e s  a I  p s s a r  d e  u n  g r a d o  I  o t r o  d c  c o n t a m l n e c l 6 n  8 e

v th  t t rvo lucrhdag 5  obsr rvue lon ts  conta tn lnant ts  ed l .e lona lesr  QUc

c n  c o n J u n t o  t r e n e n  u n  e f e c t o  s l g n l f l c e t l v o '

E n  I e  g r ü f t c a  c ó r r e s p o n d l e n t e  e  e g t e s  m l s m a s  c o n d l c f o n e s  p e r o
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I e  o b o ü t ' V e s 1 6 n  c u y a  p r e a e n c l . a  G n  I e  m u c s t r e  ü l  m a s  a l ' t a m c n t e

l n t ' J . u y e n t e ,  y 8  Q U G r  c o m o  E e  d l J o  s n t e r l o r m e n t e r  G I  h c c h o  d e  g c r

o e n e u r a d s  l m p l t c a  q u e  e I  v e r d a d e r o  t l e m p o  d e  f a l l s  c e e  m a y o r '

P o r  o t r o  l a d o ,  I a  p r e r e n c l e  d e  I a  o b e e f v a c l 6 n  c o n s u r a d e  n ú m e r o

7  ,  3 .  1 8 5  r  h o  C B U E A  m U C h O  e f  e c t O  p u e s  r  c o l t t Q  s c  p u e d c  a p r e c  l a r  '

s o l o  e r c o r e  e n  u n  5 l  f , I  v e l o r  d e  l e  f u n c t 6 n  d e  d l c t r l b u a l 6 n .

A h o r a  b l e n ,  I a s  o t r e s  2  0 b l o r v a c l 0 n e s  s o n  m e d l e n a m e n t e

l n t ' I u y e n t e s  e n  e I  m l o m o  s e n t l d o ,  e s  d e c l r ,  l a s  2  e s t á n

o o n t r l b u y e n t t o  s  e u m e n t e r  e I  v e l o r  d e  I a  V P .  E s t e  e f e c t o  c E  m e s

n g r o e d o  e n  I a  p r l m e r a  d e  e l l e s r  p u c s  a I  e l t m l n a r  o b g e r v e c l o n e s
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f.  COHCLUSIOTIES

L r  G x p r e s l 6 n  q u e  h a  s l d o  p r o p u e s t f ,  G n  e s t e  t e r l q  c o m o  m c d f d a  d e

l n r r u e n c l a  t l e n c  u n ü  f o r m e  r l m p r e  y  p e r m l t e  e s ü u d l a r  f É c t r m e n t e

l a  l n t ' l u e n c l s  d c  l s s  o b g t r v e c l o n c s  m u e s t r a l e s  t s n t o  c c n s u r a d e s

o o E o  n o  c c n s u r s d a s '  s s f  c o m o  I e  t n f l u e n c l s  d e  p O l l b l e s

o b l c r v a c l o n e c  c o n t a m f n s n t e E '

A  p e s e r  d e  n o  t e n e r  u n a  e x p r c s l 6 n  d e  I e  f u n c l 6 n  d c  d l s t r l b u c l ü n

d c l  V a r o r  p r o m e d l o  d e l  e s t l m a d o r  K a p l a n - H e l c r  ( v P )  '  c o n  I e  o u r v a

d e  l n f l u c n o l a  p r o p u e s t a  3 G ' O b t u v l a r o n r  c h  t o d e g  l e ¡  s l t u a c l o n e s

e g t u d l a d a g ,  I o g  r c s u l t a d o s  q u G  s e  d t s e e b a n  c o n  r c s p t c t o  8  I r

d c t e c a l 6 n  c t e l  t f e c t o  d e  l a s  o b s e r v e c l 0 n e e  G n  c l  e c t l m e d o r

K a p l a n - H e l e r .  A u n q u e  e s t o c  r e s u l t e d o s  s o l o  f u o r o n  c s t u d l a d o s  p e r s

ü r  o E É o  e x p o n e n c l a r ,  s e  e g p e r a  q u e  r e  f o r m a  p r o p u e s t e  s e  o o m p o r t e

d c r e z o n a b t e m e n t e p a r s o t r o c m o d e l o s d e t l e m p o d e f e l l e .

U n a v o n t a J a e d l c l o n a l d e l a E x p r e s l 6 n e n e l l z a d e e g q u G n o

d e p e n d e  d e  I  r  G l  l n v e r s o  d e 1  t l c m p o  d e  f a l l a  m e d l o  e s p e n a d o '

e n  e l  c a s o  e x p o n e n c l a l ,  g l n o  d c  r e  r a z 6 n  ^ , / e  r  c h  d o n d e  0  G l

e I  p a r á m e t r o  d e  o o n t a m l n a c l ó n .  L o  e n t c r l o r  n o S  e v f t a  e I  p r b l e m e

d e t t n c r u n e f u n c f ü n d e d l s t r l b u c f ó n p e r a c a d e v g l o r d e

I p o s f b l e y a d e m A s n o s d a u n a p o e l b f l l d e d d e E c n c r a } l z e c f ó n

p a r a  c e d a  v e l o r  c o n s t a n t e  d e  ^ / e  '

C e b e  m e n c l o n e r  q u e  l e  f u n c l ó n  d e  f n f l u c n o l a  c o n l t d e r a d e  $ c

' o b t u v o  
d e s p u É s  d e  h a b e r  p r o p u e a t o  ,  y  c s t u d l e d o  o t r a a  d o t

a l t e r n a t l v a c .  L a  p r t m c r a  d e  e l l e s  E e  r e f , e r l :  "  e n e l l z a r  I a

l n f l u e n c t a  u t l l l z a n d o  c o m o  e s t a d f s t l c a  I a  m á x l m a  m a E n l t u d  d e  l o s

_ _ E A l t o s  d É r  e s t l n e d o r  K a p l a n * H e l e r  o b t e n l d o ,  p e r o  t e l  p r o P u e s t a  n o
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f u t  s ¡ t l s f e c t o r l g ,  e n t r t  o t r ¡ s  c o g a r r  p o r  n o  t o m e r  e n  c u e n t a  I e

por lc lón  dr  d lcho  s r l to ,  Ie  oua l  c t  lnpor tan te  sobrc  to r lo  pár r

l r t  o b t ? r v a c l o n e s  c o n t a n i n e d e s .  L E  s e g u n d a  p r o p u c r t e  f u c

o o n t l d e r ¡ r  c o m a  e s t n d f s t l c a  t I  a r G ¡  b a J o  1 e  c u r v a  d c l  c s t l m e d o r

K r p l r n - H e Í e r .  A u n q u c  e s t a  a l t e r n a t l v e  n o  t c n l e  r l  m f s m o  d e f e c t o

d t  I r  p r lnera  drpcnd la  dc l  perümct ro  decconoc ldo  I  , " ,  por  1o

o u e l  s e r f a  n e c e s a r l o  t e n e r  o t r e  n u c g t r a  d e  l s  m l g m e  p o b l e c l ó n ,

P G r o  s l n  c o n t n m r n r c l 6 n  y  c c n s u r t  p s r a  o b t t n e r  u n f ,  b u r n a

ts t l r ¡ec16n de  ec te  perÉmet ro .

F l n ¡ I u c n t e '  u n  p e q u e ñ o  l n c o n v e n i c n t e  d e l  m É b o d o  p r o p u e s t o  ü n

t s t e  t r e b e J o  e s  q u e  p a r a  s u  c É I c u l o  s G  d e b e  c o n t a r  c o n  l e  f u n c l ó n

d e  d f s t r l b u c l 6 n  d a l  T P  p g r e  r e  s l t u a o l ó n  d s d e  p o r  I a  m u o s t r e

p r r t l c u l ¡ r  o b t t n l d ¡ .  S l n  t m b a r g o r  p a t " a  e v l t e r  e s t e  l n c o n v e n l e n t e

E G  e s t É  a c t u a l m e n t e  e s t u d l e n d o  e l  c o m p o r t a m l e n t o  d e  u n a  c u r y a  d c

l n r l u t n c l a '  d l f t r t n t c  q u e  c o n s l s t e r  G u G B C l a l m e n t c r  G n  c o m p a r a r

d l r e c t ' s m e n t t  e J .  c a m b l b  r e l a t t v o  q u e  g u f r e  e L  V P  e I  r o e l l z a r  u n

e a m b f o  e n  c a d a  u n a  d e  l g g  o b c e r v e c l o n e s .  E g  d e c l r ,  l a  n u c v a

ü x p r c s l 6 n  c t

V P - c V P
1 r

VP

. L o l  p r l m e r o s  a n á I l s t c  q u e  E c  h e n  r e a l l z a d o  c o n  e s t a  e x p r e r l 6 n

n u e s t r a n  r e s u l t * a d o s  e q u f v a l e n t e r  c o n  l o s  o U t e n l d o s  a  p a r t l r  d e  1 a

c r p r e s l ó n  u t l l l z e d a  c n  e s t e  t r a b a J o  p o r  l o  e u c r  a t  p B F C c G F T

t , ¡ n b l É n  p r o d u c r  r e s u l t a d o s  s a t L g f a c t o r f o t .

C I
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6 .  T P E N D I C E S

r  6  .1  tPEl f  DrcE 1

I  
L ¡  e x f s t c n c l e  d e  I e  c u r v a  d c  l n f l u e n c l a  d e  u n  e s t l m e d o r  d e p e n d e

d r  l e r  c e r e c t e r f s t l c e s  y  p r o p l c d e d e s  m a t e m É t l o q $  d e  I a  f u n c f o n a l

t  
q u G  d a t e r m l n e  c r  p a r s m e t r o  c o n s f d c r a d o ,  d e n t r o  d G  e s t e s

p r o p l c c l a d e s  3 G  e n c u e n t r a  e l  q u c  I a  f u n c l o n a l  ! G 8  l l n e e l  y

I  d e r l v a b l e  G n  a l g ú n  s e n t t d o .  E n  e s t e  a p É n d l c e  s G  d e r á  u n a  b r e v e

I  t d e a  d e  t e l e s  r e q u e r t m l e n t o s '
t

l s u p o n S a m o e q u G s É t f e n e u n a n É t r l c e o . Ó p o r l o m e n o s u n s
t  p s r u d o - m É t r f  c e  r  c h  c l  c s p a c l o  l r l  d e  l e g  m e d l d e s  d e

I  
P r o b a b l l l d a d '  t a l  q u c :

l l . E a c o m p e t l b l e c o n t g t o p o t o E l a ( d É b t l ) d a M r G t l c l
I  s e n t l d o  q u e :

I  t F \ ¿ * ( c " r ) ' f \

t  
G s  a b l e r t o  P e r e  t o d a  c  )  0 '

2 . E ¡ c o m p a t l b l e c o n l e e g t r u c t u r a e f f n d e M r G $

I  
d c o i r '  s l

F , . *  ( r -  ¡ . \ F .  +  t F ,

I
cntonoe s

I  t . .  - . \  , L ^
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E r  q u c  c u m p l e n  o s t s s  2  c e r e c t t n l s t f c e s  t o n :EJemplor  dc  n rÉt r l c

-  H É t r t c r  d c  L É v y

A r ( s , 6 \ -  i n \  \ e ' o \  t t A \  s  G ( A r )  + e .  *  r " 6 ]

A 5 = \ * . r U \  
$ J c * , t ) s s \

G !  u n a  t  - v e c t n d e d  c e r r a d s  d e  A .

H É t r l o a  L l p n o h l t z  *  a c o t a d a .  C o n  I a  s u p o s l c l ó n  q u e  l s
d l s t a n c l e  d  e n  f f , "  e c t á  a c o t a d a  p o r  1 '  G n  c a l o
o o n t r a r l o  s G  p u e d e  r e e m p l e z s r  p o r  t a  m É t r l o a

d (t., q)

t t C(*, b)

l a  m É t r l c e  e n t o n c e s  e s t á  d a d a  p o r

A*'CF, c5) = $ ,F  \ s * ¡ *  -  \ . ' vdu \
d o n d e  e I  s u p r c m o  s c  t o m a  s o b r e  t o d a s  l a s  f u n c l o n e g

ú  q u e  s e t l s f a c e n  I e  c o n d l c l 6 n  L l p s c h f t z

Ar(s, G\ -- i"{ \ .ro \ ' l* F(*,-e\- €, s GGc)+ F(x+r,) ++

H l t r l c e  d c ' P r o h o r o v
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H¡y  quc  hacer  no te r  que  aqu l  F  eü  ussde  tan to  pa r f ,  l e  med lda

I  oono  pe ra  l e  func l ,6n  de  d l s t , r l bua tón

I  D e f t n r c l ó n  t . -

t  
3c  d tce  quG una  funa fone l  cs tad fs t , t oa  T  cE  F rÉchr t

d l f t r c n a l a b l e  e n  F  s l  y  s o l o  c l  e r l s t e  u n a  f u n c l o n a l  l l n e a l  L  d e

t  M en  quG d rp rnde  de  F  te l  quc  pe re  toda  G e  .  M

t  \ r ( c )  *  r  (F )  -  L (6 -  F ) \  .  o  (a+  (F ,  G ) )

I
d o n d e  |  |  c !  l e  m É t r l c g  G n  e  r t p a a l o  p a r s m c t r e l .

D e f l n r c l 6 n  2 . -
-

r  S l  T  G S  u n a  f u n c f o n a l  e s t a d f s t f o e  F r É c h c t  d f f c r r n c l e b l e  É n  t o d e

I  F  e M  e n t o n o e s  s e  d l c e  q u e  T  e c  F r É c h e t  d l f e r e n c t a b l e  G n  M
r

I  S u p o n g a m o s  q u É  p e r a  F  f t J a  r x l s t a n  L  y  L  f u n o l o n a l e s  l l n e s t e i
1 1 2

q u c  s a t l s f s c e n  I a  d e f l n l c l 6 n  1  '  e n t o n c e s

I

|  
\  t .  (c ' -  r )  -  Lr( t " -F)  \

- . , . . - . J  
-  '  '

I
t
I

-  H É t r l c a  d e  v a r 1 e c l 6 n  t o t a l .

J*, (F¡ c') a 
X:h 

\ r=cnr - c(A\\
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* �  \  t c r , \  -  T ( F ) -  L * ( ' b - F ) \

* l r ( r , \ -  T ( F )  L * ( c ' t r ) \

E  o ( A * ( F ¡ c \ )

po "  Io  oua l  L  É t  esenc le lmen te  6n lce  pe rs  ceds  F  s  l t {  a

E r t q  f o r m a  d c  d e r l v a o l ó n r  G B  u n e  E É n e r e l t z a c l 6 n  p r o p u e s t a  e n

1 9 2 5  p o r  F r é c h e t ,  d G  l a  d e r i v a d e  c l É s f c s  d e  f u n c l o n c s  r e a l c g  d c

v e r f e b l e  r e a l r  É 3  d e c l r ,  d G  t a  s l g u l e n t e  p r o p o s l c f ó n

U n e  f u n c f ó n  f : f i +  f i  t l e n o  d t r l v e d e  n  G n  e I  p u n t o  É s  f i  s l  y

c o l o  s l

{
E>o

+
Cro

i , .  D .  \ t J * r - t ( * l - "  \ s e  
t d  \ t - a \ < s

o  e q u l v a t e n t e m e n t e

U n  .  p r l m e r  p a t o  p a r  I a  g e n e r e l l z e c l 6 n ,  e c  c o n s l d e r a r  2  e u p a o l o s

I l n e a l e s n o r m e d o s E  y E  y u n a f u n c l $ n f : E  +  E . L a  d c r l v a d a
l 2  l 2

d c  f  e n  u h  p u n t o  a  E  s e r É  d e f i n i d e  p o r  u n e  t r a n s f o r m e c l ó n
1

I r n e a l  L  ( : E
1

E  )  t s l  q u e  s 0  s a b l g f a c e
2

-i
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.  H a y  q u e n o t e r q u c s l E = E = f l  y L : f + f f  t ¡ I q u ü x  *  E r r

s É  t l e n t  l a  d e r l v a d e  u " u r l , .  
t

L ( s -  p )  "  \  * ,  * o

1 6 8

It {c*r* $to.\ - t(r.-a") \\ t ¿ \':r'*e\\ si' \l r-+\tq I

l h O r e  S i  o O n s l d C r a m o g  E = M  ,  E E e  r  f = T r  t e n d r e m o s
1 ?

c n t o n c e s  c c o n c l a l m e n t e  l a  d l f e r e n c l e l  d e  F r É c h e t .

T e o r e m a  l . -

S r e  T  u n a  f u n c l o n e l  F r É c h c t  d i f e r c n c l e b l e  e n  F '  o o n t l n u s  e n  u n e

y c o f n o a d  d e  F ,  e n t o n c e s  L = T  ( F )  l e  d e r l v a d a  d e  F r É c h e t  G n  F  e s

u n e  f u n c f o n a l  l t n e a l  s o n t l n u a  y  a c o t a d e r  !  e d e n á s  t c  p u c d e

r a p r c s e n t a r  c o m o

= Q

D e s e f o r t u n a d a m e n t e ,  e I  c o n c e p t o  d e  d l f e r e n c l a b l l l d e d  d e  F r É c h e t

G s  m u y  f u e r t e  y  e n  m u c h o s  c a s o l  I e  d t r f v a d e  d e  F r É c h e t  n o  e x l s t e

o  s r  e x f s t e  e s  m u y  d l f l c t l  d e  d e m o s t r s r l o .  P o r  1 o  e n t e r l o r  s u r g l 6

u n  c o n c e p t o  m e s  d É b l t  d e  d l f e r e n c l a b f l l d e d  d e  f u n e l o n a l e s '  e I

c u r r  e t  m a s  s e n c l l l o  d e  t r a b e J a r  y  q u e  p a r É  l a  e x l s t e n c l a  d e  l a

f u n c r ó n  d e  l n f l u e n c l a  e s  s u f l c i e n t e r  C S t c  c o n c e p t o  É l  l a

c o n  ü F  c o n t t n : t  y  a e o

\  +,  t r

tada  que cumple  con
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d l f e r e n c t a b l l f d e d  d e  G e t c e u r  I a  c u e l  t e m b l É n  G c  l l a m a d a  E  v e c e s

l s  d c r f v s q e  d e  V o I t e r r s .

D e f l n r c l 6 n  3 , *

$ c  d l c e  q u ü '

d l f c r c n c l a b l e  G n

d e M e n e )

u n a  f u n c f o n a l  e r t a d f s t l c e  T  e s  G a t t a u x

F  g l  y  s o l o  s l  e x l s t a  u n a  f u n c l o n a l  l l n e a l  L  (

que depende de  F  te l  que pera  tode G e  f , t

F r  =  C r - t ) s  +  t G

C o n o  p u e c l e  v e r s e ,  I a  d e r l v e d a  d e  G e t e a u x  e c  u n  l l m f t e  q u e  c e

c e l c u l s  s o b r e  d o m f n l o g  c o n v e x o E  d e  M  r  G s  d e c l r '  c o n s i d e r a n d o

f u n c l o n e s  d e  d t s t r l b u o l 6 n  c u y e  f o r n e  e s

F  +  t ( t ' -  F \  =  C r - t \ F  +  L C l  ,  o * c t  s  \

P o r  I o  t a n t o ,  d e d o  e I  p a r E m e t r o  d e  l e  p o b l e c l ó n  d e  l n t e r É s  c o m o

u n a  t ' u n c l o n a l  d e  I s  f u n c f ó n  d e  d i s t r l b u c f ó n  a c o c i a d e '  I s  c u r v e  d e

l n t ' I u e n c l e  t c ó r f c e  e x l s t l r É  s i e m p r e  y  c u e n d o  d l c h a  f u n c l o n e l  a e a

d l f e r e n c l a b l e  e n  e l  s e n t l d o  G e t e a u x .
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6 . 7 ,APENDICE Z

DenostTar

F h ( t \

El  evento  que nbs

r e p r e s e n t a d o  P o r

pero

P [ 5 ü = ü  =  P L x i  s

Y

Flft) , t r  $" = l f

que dt*( t \ ,  (r-  u(t f \  At ' ( t )

r  P I X ü  * *  t ,  S t  =  t J

r  e L S ü '  t l  t l x r ] , t ,  t ¿ * \ J ,

= \i"c*r 
(r * H tr-r\A*. = \*.at 

-

r 1;l

1ü l

p r e s i 6 n  e s t á

i g , u i e n t e .

{ il . T, \l +'ont.t.¡\ a.6a r-

\+rr,ilaF'

- P L X ú ' , t , X I s l L J

= F I m i n ( x [ , - f ¿ ) l t ,  x J

'  ? tx f  ) ,  t r  \¿ ? ' t r  x , ;o  $

p e r m i t e  e v a l u a r  l a  ú l t i n a  e x

e l  a r e a  r a Y a d a  e n  l a  f i g u r a  s
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Por  1o  que

P [x¿ r¿t, 5¿-- ü - \- \.+'(r\ lnc*\as Iv

, (*r^cv\ t tl x,'(*'r rsl r*- J 5  - L ¡ t  
I

r \*¡^(*r f soc*\ * F'(t\l Av o \-*-*t"rto('\Ár
J t ' - t  

-  h  L ' ¡  
i J É '

- (-.1,.6*\ po¿t\at B \a"t"raH 
- p'(t\Lt - *t(til' '

J t  r 'g

In tegrando por  par tes  r  tenemos que

Btx¿r,t, bi-- \1 ' Fq(r)Hc"1\:- titt ')dF6- so[t\

P o r  1 o  t a n t o

P t x ü c  t r  S ¡ = r l

. f(t- 
Ilt*iJFo.

H Cf-)) aYo: 
\T,t 

* \\trr) J Fo - \*,'-

t  \ l  t t -  u r¿ ) )dFo

y  e n t o n c e E

F * ( t \  =

d r*( t\

( n t \ -  \ \ ¿ = t ü d e o
) o -

= Cr * \{(tü dt'[t\ .
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6 . 3  A P E N N I C E  5

Deítos t rar  que (i\,+ ñ: ,,Ti, t'
ñx

f t r

E * r  ' ' r  -  F -  ,I(*:\b+ = ¿¿ ,-
f j l . r "  L  I  - L  i . r

-t\(-J-)J-
t

Le denost rab i6n  se  harÉ por  inducc i6n .

Pare  t r - l ,  tenemos que
l ¡

i. f l\(r.\'*. = l:\ (i]t' = \
- f * - \ r l  Á  \ r ,  t

y r

1 ¡ \  =  \
l ' r A

i l t

S u p o n i e n d o  q u e  s e  c u m p l e  p e r a  k - 1 ,  e s  d e c i r ,

s e  d e n o s t r a r á  p a r a  k .

i gtb+- . .t' (l)c+ + (l\,+
A J \ A /  d ,

t ¡ ¡  l ¡ l

\¿l.
H . -
r\(E-i) \.

A h o r a  b l e n ,

(i)- (-;') =

: tt( t¿-r\ t

:  @ . i
¿\ ( t¿- , \ t

- ü ! (E-r)
t-cv.- t\ \.
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por

En

'  K- t

I
t '*  t

: ;fur (+\ '� (i)t

(1)*+ a [,[(*-.]). (:)tl +'
=--T;(*-i)+ - t,f (l)ur¡''-t

, [ + - t f i t l ) u n '
j = l

=^Et - t I$'t :)(- ') i-  ( l)" 'r '
l¿-r

' ^ + t  -  t f o - \  -G " \ * f
'  la' t, [ , t + t  r = É = ¿ t :

l o  q u e

(:\ = (";'\ + t(i) ,
n c e s

- ([\*'r]

:  É t .

( - , . o '
r(

F l n a l m e n t e
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ó . 4  A P E N D I C E  4

S l m p l i f i c a c i 6 n  d e

puesto que d- =
A

.\

rti)hü3+
ñ 

,r.

t\x
i , t  t

pero

( ] " )g ' l t * rL t - l

|r

E(t\qE'.L r l

\fu =t-, A * se ttene que
\ o  )

= t t:);nt' '  to*r-*dr
i = t  r  G ,

= \:' $, cl) G$-- ' t'i'' d o

-- - r 
^{ tlt 

Güt Lr. -

: - * [C,-r-f -tJ :
Lt"*lF\.t'1

\ -  L f

I
I,

\

t -++
- . +
t - + +

Por 1o que

ñ r-r  ,  C1or(r)qs=\.
i o t  

F

=  \ \ -'  
J r

' *du*
r- t r ¡ :  \ *  X .

\ :  
* d x -

xo 
Ft r- ¿t\ : \,-*, T$t \

:  \-Sr +t +d+"" * .ü^- ')d"b

\ ; . )
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S t r n p l i f i c a c i 6 n  d e

= \

.¡

a h o r a  b l e n ,

S' f "-., \ c'ri +J
, h \ * ' q . f f i

(+)

F,(i)rü'

. . . .
( "-: \ (-ü.q"*
\  A  l q l x + s \  ' �

S- t n -,r\ r*rrt cr N t"t
Á¡  V  L  lT t  r  r r \  . -S , * ' / T { r f s \ i

f rll,¡irf-\)
¡ . = t Gh +s) t

[t\+

1 7 s
ñ

- T- . L
\ L l

I t - |x
t + r

J-
.r

¡

\

A

r r i l
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I
I
t

t
i

r+)
pero

$,$t

i  ( \ : '

f \  - l

r L
^  i ' t

ñ * l= I
r ' l  t

i  q +
I o

t 1 .
? \ _

r to
t  

\ o -

ñ ' l= t
i r r

(^;') + \+'x'ü-'üt

F,,^t )r-rrt *t-t 
a':t

r . (
f . \

* (

f\ -l

q  T +
f " r

{  ¡ l

= * [ ¡'t^;')

t" l  n-l \  r-r)ü'rr\  a*-
f r i  

t t  - r  t

$ ' r -  c , - * ) ü \ a *
+ÉJ r-  I
r :  I  

¿rb

* * )

l,Fs) ,
( n;l \ c-' t t ir\ qf\ t r f f i

= tr t"i) r-,*
ñ -  r

t H ri\ c-'t' ('

(#�)its
- e  \ s I

i ) t + S ,  i r

l -  (r  - t1t
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además

ñ ' l

I, ("-^' \
t - t t

= $'C^l) tF \*'*r-{ tr*'

=\: 'F, r- l)+ rr-*at

: f't(fl1 t^ll k'\fir) **

= \Ttt- P,+ $=,'=s') **

\] 't- t-*t. n*

Por  Lo  que f ina lmente  se  t iene

ñ-r d,
= -  T r T  j -

l *  i r - ¡  Y
i¡ r \r¡ t

a ¿t { , t } ,s) '

, [ -

T L
ñ - l

i- I ̂ -,,\r:üH, =
Éi  

t  A  t  ¡ t r+s
i - r*s)-ex,0
é r \  ¡ '  t  -
I r  I  f , s  t

-g- $ f ,., -,r 1 t-rli +i
t  É,t * 'Li \+ e1i

,-' ' ' '  ' ' ';

:- | ' \ t+)
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61
T
ñ - \s
L
i = t

:  - * f  taE i l  - t *

, É.uFl^i)TH +

+ S !

F=,1I,1.+)
$,fl)ffil^.

i t

t},t+t)i  -*_l,t '#)

+ *,r_,t},+[.r+)
-+tr;,)ff i

("t)++
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