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1. INTRODUCCION

En cualquier anflisis o estudio.de tipo estadistico uno de los
principales objetivos es el de extraer la mayor informacidn
posible acerca de una poblacioén cuando solo se observa una parte
de eitla. A menudo dicha {informacién se obtiene en “base a
estimadores de los parametros poblacionales. Dado ezte hecho, el
vaior y el comportamiento asintdético de estos estimadores
dependera principalmente de todas y'cada una de las dbservaoiones.
de la muestra obtenida, sin embargo., surge 1la pregunta

LEfectivamente todas las observaciones tienen un peso 1igual en

el resultado del an8lisis?,

Hay que tener cuidado al responderla pués aparentemente uno
podria darle un igual peso a las observaciones y sin embargo
estas atecran de manera diferente. Un ejemplo clésico de esta
situacidén es en 1la estimacidén de la media poblacional para
cuaiquier variable continua. Como ya sabemos, esta estimacidn se
hace a partir de la media muestral o sea con el promedio
aritmético de las observaciones obtenidas entonces, wuno podria
pensar que todas las observaciones tienen el mismo peso pues
todos son afectados por el té&rmino 1/n por 1lo cual afectan al

—

vaitor X de igual manera.

Sin embargo esto no se aa en la realidad, pués como también
sabemos, uno de los problemas de la media muestral es que es muy
sénsiblg a valores extremos, por 1lo que si en la muestra se
obtuviera un valor de este tipo, a pesar de estar ponderado por

1/n, este "mover4" significativamente el valor de X, lo cual no
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ocurre con las observaciones localizadas en el rango esperado, e3

mas, entre mas cercanas estén dichas observaciones al valor de la

media estas afectarin en menor grado el valor de.K.

El problema anterior se va a_presentar de hecho en cualquier
tipo de anAlisis estadistico, quizé no sea tan f&cil detectarlo
como en el ejemplo anterior pero haf que tomar en cuenta su
existencia, de aqui que sea deseable tener una herramienta de
tipo estadistico que nos permita principalmente

1. Apreciar la " influencia o peso relative de las ,
observaciones individuales en el valor de una
estadistica o dentro de un procedimiento o anélisis
estadistico.

2. Cuvando el procedimiento estadistico se refiere a la
estimacién de parametros poblacionales, calcular las
propiedades asintéticas de dichos estimadores.

Un medio relativamente reciente pafa lograr los objetivos

anteriores es la llamada curva o funcidén de influencia

introducida por Hampel(1968),

El aicance de conocimiento aobré la funcién de influencia se ha
centrado principalmente en la parte correspondiente a la
estimacién del parfmetro poblacional, el cual no necesariamente
es tratado como unidimensional, es decir, se tiene actualmente un
buen conocimiento del comportamiento de estimadores utilizando la
funcién de influencia de ellos para cualquier tipo de parémetro

p-dimensional.

Dentro del anflisis estadistico se encuentra el tema conocido

como anflisis ae datos de supervivencia, en el cual, el parametro
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de interés no es de tipo p-dimensional o ~mejor dicho, es
o =dimensional, es decir, el parémetro de estudio es toda una
funcién, en donde dicha funcién refleja el comportamiento general

del tiempo de talla de los individuos observados.

Una de las funciones mas cominmente utilizadas en este tipo de
anal1513 es la funcién de supervivencia, ia cugl es esencialmente
el complemento de la funcifn de distribucién del tiempo de falla.
Para esta funcién se han propuesto varios estimadores pero el mas

usado es el estimadqr Kaplan-Meier.

Por 1o anterior. era necesario, encontrar una expresidn para. la
aurva de intluencia del estimador Kaplan-Meler de la funcién de
supervivencia, 1la ocual fue obtenida por Reid(1979).Esta funcidn
corresponde en realidad a dos funciones de influencia, wuna para
las opservaciones no censuradas y lé otra para las que si lo son.
Hay que notar que en este tipo de estudios se tiene una
caracteristica especial en las observaciones muestrales que es la

posibilidad de censura,

Sin embargo, resulta un poco complicado el manejo de la funcidn
de 1influencia tedrica; también esta no permite medir la
intluencia de observaciones contaminadas, las ¢cuales poseen una

cierta importancia en el anilisis de datos de supervivencia.

El presente trabajo tiene como finalidad presentar de maners
general la teoria y aplicaciones desarrollas acerca de la funcidn
de intluencia, por lo cual sSe desarrolla una parte

correspondiente a la funcibn de influencia tedrica. De 1igual
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manera se presentan las veraiones muestrales que se han propuesto
para dicha funcibén, pues como se veré posteriormente, su cllculo
se pasa en la suposicidn del conocimiento de la verdadera funcidn
de distribucidn de 1la poblacibn en estudio, lo cual no se da en
la realidad. Adem&s es convenlente tener una funoiﬁn de
intluencia muestral para evaluar el efecto de las observaciones
realmente obtenidas en un caso dado. Cada una de las versiones
muestrales se presentaré con ejemplos de la aplicacién que han

tenido.

Dada la relativamente poca difusidn que tiene el anéliai;'de
datos de supervivencia se presenta todo un capftulo acerca de
este tema, en el cual se tratan las principales funciones que se
estudian en este tipo de datos, asi como las suposiciones,

caracteristicas generales, modelos, etc.

Se presenta brevemente el trabajo desarrollado por Reid asi
como 1as expresiones que obtuvo de las funciones de 1influencia
utilizando para esto la descomposicidn del estimador Kaplan-Meier

en tunciones de sub-supervivencia propuesta por Peterson(1977).

Finalmente, se propone una expresidn alternativa de la curva de
intluencia del estimador Kaplan-Meier de 1la funcibén de
supervivencia. E1l comportamiento de la expresidn propuesta no es
ficilmente obtenido de manera general por lo que se estudid dicho
cpmportamiento para algunos casos particulares, estos casos
involucran diferentes tamafios de muestra, diferentes niveles de

censura y diferentes grados de contaminacién,



- 2., LA FUNCION DE INFLUENCIA

2.1 LA FUNCION O CURVA DE INFLUERCIA TEORI&A

Consideremos una poblaci6n con funcidén de distribucién F(x,0 )
= F donde 0 es el parfmetro poblacional desconocido (no
necesariamente unidimensional). Supongamos que 0 puede ser

visto como (o aproximado por) una funcional lineal T, tal que:
T: M+ ©
donde M es el espacio de todas las medidas de probabilidad

sobre ( & ,B ) con B el o-8lgebra de Borel y © es el

espacio parametral en estudio, es decir,
8 = T(F)

Dado x ¢ & consideremos la funci6én de distribucidn ¥ dada por

F(-)=(1-€ Y(-)+ €8 ()

donde

G2 o
1 Yy X

Entonces la curva de influencia de T en el punto x, que no sera

otra cosa que un indice del peso que tiene dicho valor x sobre el
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correspondiente valor 0 8 través de la funcional T, ests dada

por

Cl. (x;8): \im T(M TL\:_\ lim LLG- E\"'H,_.A -1(") ,
1,

a0’ ot &

Es decir, es esencialmente la primera derivada de la
estadistica vista como una funciogal. en alguna distribucidn, que
siguiendo con 1la idea de dgrivadas en el caso usual nos mide el
cambio relativo de 15 funcién en el punto de interé&s, aunque -en

este caso el punto de interés es la funcién de distribucién F.

Adem&s, si T es suficientemente regular en el sentido que puede
aproximarse - satisfactoriamente con los primeros términos del
desarrollo de Taylor en su versién para funcionales. y s8i G es
otra funcién de distribucién en el mismo espacio de tal manera
que G estid "cerca" kde acuerdo a una distancia entre funciones de

distribuciones que se establezca) de F, se tendri que
T(6) = TR v (€1, 01 (do-aF) v oo

= T(_F) ~+ SQIT.F(K'_\G)J(J —‘I“\o Xoeve,
donde

\ CTqe Cxi®) 4F

Por otro lado sabemos que para una clerta funcidn de

distribucidén F, se puede tener una muy buena aproximacién de esta



a través de 1la funcidn de distribucién empirica de una muestra
extraida de la poblacidn en estudio de tamafilo n suficientemente
grande, 'que 1lamaremos F ,» por 1lo cual F es una funcidn

n n
ncercana” a F y por lo tanto

TCRD « TR+ ( QT mavdFa = o

TCEAN - TCERY - L 2(1“:(:‘_,9\ - )-A.. PO 5

Ll\

N

TLFA"T F\ = A K n ave
Jn ( M= TCF)) m[i‘);.‘c'[";(_xwe\- ).:\:X*

i eL tamafio de muestra n es grande, ¥ considerando que la
expresién anterior no es otra cosa que el promedio de una muestra
aleatoria de 1la variable CI (X),podemos aplicar el Teorema
Central del Limite e ignorar loz'gemés términos de la expansibdn.
Por 1o cual se obtendrd que el lado derecho de la exprehibn

anterior tiene una distribucién asintéticamente normal con media

ceroi entonces

= (TR - T(W) 27 Nko.J,;\

acon

g T, C(x;,0) ]_k,\' d¢
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Como puede verse, los objetivos planteados en el capitulo
anterior se alcanzan usando la curva de. influencia si
consideramos un estimador de @ , 8 , definido a través de una

funcional g = T(F) en donde Foes algQn estimador de F.

Finalmente, para tener una buena idea del comportamiento que
tiene 1la curva de influencia por el hecho de estar definida como
una derivada de una funcional es necesario establecery considerar
ciertos conceptos matem&ticos los cuales se presentan brevemente

~en el Apéndice 1.

2.2 EJEMPLOS
A continuacidn se presentan una sgrie de ejemplos del cllculo
de 1la funciébn de influencia de varios estimadores de los

' parfmetros m&s com(nmente utilizados en estadistica.

2.2.1 LA MEDIA p
Este parémetro estd definido para toda medida de probabilidad
con primer momento finito. La funcional que determina este

parimetro estd dada por

TCF) « X%AF- O

Sean E-(-)Fred, vy x « W

entonces

TGRY- TEY = TG-0OF +e85x) - TC8)



_S‘s ACG-O® vesSa) - _x_u;év

G -8 %%AF + e%}égx - ggév

(\-6.\}& vex - mod eCx -]

por lo- que

CI-‘-“—_ (,3;) ,A\ = \im g(.g:;'_.ﬁ.) : X= M-

T EY

La siguiente grificd muestra esta funci6n de influencia.

T

CI.‘..'_ =, ,.k\

ki

//

Puede observarse que la CI no es una curva acotada, de donde se
deauce que la media es un estimador muy sensible a valores
extremos, ademés la influencia de cada observacidn es
directamente proporcional al valor de ‘dicha_ observacién. Lo
anterior son caracterfsticas ya conocidas, sin embargo esta

expresibn solo las estd corroborando.
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2.2.2 LA VARIANZA ¢?
Este 'parémetro estd definido péra toda medida de probabilidad

con segundo momento finito y la funcional asociada al mismo -esth

dada por -
TCeY = X(%- ).a\tc\\:-_ ¢t donde P S%AF 5
asi que

TCEY- TCE) - S(%_ '}J_\\"A((\-QF yeS) - SQ@- M"JF

z Q-¢) SC%- )-k\tc\f' v & S(..\-g- )-\1 a8, - %03' ]»-\QAF
= C\-&\G‘Q e(x—rf- §% - e(m-rf- £ g,

Por lo tanto

' et . i Y-S T, - Yo gl
CITﬁCx,GX_\ETO* £Cx ,ME £2 72 (X~ )-8,

Esta funcibém est4 representada gréficamente en la siguiente
figura.

Clnéxﬁw

/
R




e - —— A ——— v el T T 0T e R T

Lk

'Puede observarse que este estimador también es sensible a
vaiores extremos. Las gbservaciones alejadas de .1a media una
desviacidn estindar no influyen en la estimanibnﬁ ademis se tiene
un valor minimo de la curva de 4nFluencia cuando 3¢ tienen
observaciones iguales a la media. Finanlmente 1a influencia dé las
observaciones es la misma para valores simétricos alrededor de la
menin. Lo anterior también s0n caracteristicas bastante
familiares de 1a varianza que de nuevo 3e estAn confirmando con

la expresidn de la LCI.

2.2.3 LA MEDIANA
Este parimetro esti definido para toda funcifn de distribucidn,

y 1m 1uncional asociada a este es

TR = B (Y)Y,
Consideremos ahora la identidad

?(ﬁ“(‘l)ﬂ) x ‘[q con ‘!.':1. CEIAR I

£yo ,

por 1o que

Cu-a) TR () + £ 3= LF ")) = Yo -

Para este parimetro hay gue notar que =S¢ tienen dos <casos a
estudiar; el primero es cuando el valor x de interés es menor que
la mediana y el segundo cuando e3 mayor. Evidentemente si x e3 un
vator 1gual a la mediana tendr4 una influencia igual a cero en el

estimagor. GrAficsmente las dos situaciones son
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gituacién 1

x> nd> FOR)

Y\ a E."("l\

':.'

'1L

situacién 2

X4 e« B
a2 0D
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- Para la situacién 1, es decir, cuando x > F ' (1/2), m=F ' (1/2),
tenemos

Flm). FOETCRYY = n
s (- 8) Blm) 2 € 3, ()

T (v -e) \‘-(m\;

por lo tanto

F(-““S TR E— : : 20 A
20-8) y entonces M=z F (ZQ\-E.\ .

Y ya que

G- F(ECRY) = O-F (TCEY) = Y2

)

derivando con respecto a € tenemos

o

Q- L CT(H)TCEY - B (TCOH) -
y evaluando en e=0

£CTRMYCT, ) = FLT(R) =0
£ N4 RCR)) C-S‘T.F- () - F( F“(:‘lg_\\ 2 06
2 (P (R)CL GO -4 =0 .

Es decir

Q-S..‘,c_ (1) - \
2 ﬁ(hF"Qh\)
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Ahora bien, para la situacién 2, es decir, cuando x < F '(1/2),
m=F ! (1/2), tenemos que

FOY s GrO RGeS

G- €)Y B > &

por lo tanto

"‘
Flm) o =€ . M-2¢e
\ - & a(h-e)
es decir,

20\v-6)

meoe(azae) L

Yy entonces

G- &) FCRQCD) + & = G- FCIC®) + & = % -

4

derivando con respecto a € tenemos
(1 -e) BCTAENTCR) = FLT(E®)) 4\ = 0
y evaluando en € =0

2 (T CT T’;bﬂ - FOCTR) &\
v RCETCR) CTy g () ~ FCECR)) +

- 3% Cr () QT T,® ) « Yy =0
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es decir,

- - 1\
C-S. % (.!..\ " a gLFA(_,lz\\ .

Resumiendo

\ .
22 (v (R))

si x> F (%)

C-IS.T’FLL\ 2

- si x S v(Y,
CRICIIAN) x § ¥t

Esta funcién se representa grificamente en la siguiente figura.

1;
: C.'I..‘."._(.x.)
v AT F_

QgU'-"ULﬂ '
[ ]
|
[]
\ .
E\‘._. 'Ol =
H
[]

A

2§ (¢ L)
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2.2.4 EL CUANTIL q

Este parfmetro esti definido a través de la-funcional

TCH) = FH L) .

Para cailcular la curva de influencia se considera la identidad

FCTC®H) » o
con

E:L\—&.\F e, .
. !

Derivando con respecto a ¢

- FCTCD) v S, CTCHY Ca-ogCre) TE) o,

y evaluando en e =0

- FCT(™) stQ\'cF\) v 2(T(RM) T, (3a) =0

~q ¥ $xCFTP) + g(;-\cq\\ClT)Fcr,ef\ .o

por lo tanto

CLlqeCx39) 2 &= S (s eay)
RCECp)

“e
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es decir

— 4 si xYF(Y)
2w (qd) -
CLy 209 |
Q- si x$ ¥'(),
2CF ()

La situacifn se presenta grﬁficaﬁénte en 1la siguiente figura,

cl .‘.“C:.‘J qﬂ

R
TR H

¥

7

¥'(q) *

T R

a-\ 7
QA CY)
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Debido a 1la forma de ésta funcidn. la influencia de cualquier
observaéidn 50l0 depende de Su localizacién con respecto al punto
F-1(q). Esto es, s1 la nueva observacidn es menor que F-1(q), el
nuevo cuantil estimado q seré menor que el anterior al tener una .

intluencia negativa y. por el contrario, si es mayor, él nuevo

quantil estimado ser& mayor pues la influencia es positiva.

2.2.5 LA MEDIA « ~-RECORTADA Ky
Esta estadistica est& definida para valores de « entre 0 y

1/72. La funcional que la define es

F0-a)

TCE) 8 —2 S x d
\ - Aa )

0 equivalentemente, 3i t=F(x) y dt=dF, entonces

\-o
TCR) = _._\___g ' () dt

o

ConSideremos esta fGltima expresidn en Fz(1-e )F + es .
X

Derivando con respecto a € y evaluando en € =0 se tiene

= o
Clye Cxs P s ‘__.Li: 4c1,.,gax3at
- o
o x\ S-S () e
\- A Ju 2CFCD)

donde ™= g-'(t)
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Si - %« FrCa) tenemos Q,:_(.\-.-‘U._\\g\ y entonces

_ \-d
1 . R R STV
¢ T'“C’" )“\ T\ -2a %4 RL\:-‘U;\\

Sea t=F(s) y dt=£f(s)ds; por lo tanto

F"(\-;J
CT-T,F =) pa) » g . ECH -V RCsHas
V- 2* F-\(*\ g‘(!ﬂ

Q=Y
g S (RCsY=V) ds
\ - 2o ()

| #0-d)
s % 2(3)ds - F70-a) & F"(_:\\
\ - 2-\ “Cq)

Integrando por partes y posteriormente haciendo s=F ! (t) ,

ds =(1/£(s))ds, obtenemos
B (\-«) ' -

\
FLHds = Caw)F Qe = o FoY() - % T -t adt
P () - <

y por lo tanto
\~ol

CL, . Cx; }M\ > 2* {(l—d‘) F'Cmw) - o B -S*F"‘-ﬂ

- B0 4 F"L-n-\
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dires ( F' ) ot FiG-a) = o BTG

\~ QAx
. & F-'waex

Por otro lado si %2 F'(4) entonces stF"CE\\EO y por lo tanto

\-d

CI, Cx’)“\ : -'l—f \  —t __ 4t
R [T

Ahora bien, haciendo t=F(s) y dt=f(s)ds, obtenemos

' -d)
CLie Gy pad s \ £(Hds
\- D\d F-\(d) .

2 ( Fr- ) -« B =a) ~ o B7(a)
A- 2 -
\=-«
- g :-'u\af&
«

En el caso restante con ¥ ()& % ¢ ¥ '(\-«) tenemos que

- FCx)
C-S.T e ) )“\-\) - I - x P NN c;‘:
' \-2e « % CFY)

\-
S N S
Fay R (e )
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Uti}izando'de nuevo t=F(s) y dt=f(s)ds, finalmente tendremos que

C‘l \ % | . £t Qo)
T, CT R \-Q*K S Plods %QFU‘- A dsl
.

F )
| x F.‘(\-.'(\
= 1 [ g FlsYds & \ FLs) ds - F“C\-o(\-\. x,
V- A4 B x

' = (=)
n ! ‘_x. - B '(1-a) % F(ﬂ.\s]
|- da £t ()

i
\~2d

% - F'Q-a) F-'(i-a) - o F"(\-a()

ool
- d F"(u\-g F"(t)cl{l

ol

'

['x. ~ lt F"(\--{) - o F'()

-« '
- S () At -X
o« .

|

\
\= 2l

Y

Resumiendo, se tiene que
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L

¥ #q Lecar - wieer)
si x«< F“(y)

-i}:::—I; X - \xY(_Fﬂ_l

51

cl. (x, 4
¢ }A*\ ?“Lu\_s X & FIG-a)

' ' -
- donde WCEY 3 o F'(a) & & F'Q-4) +& B k) dt .
o

! Y_\'—‘"L\--ﬁ- \ﬂ'(c\‘x

\- 24

K Coeix > FUGAQ)

1

b

La curva de influencia anterior para el caso de una distribucibn

simétrica con media 0 se muestra en la siguiente figura.

4 [Fw-desl

\-2d

£ ()

1

(& ¢ 1-.;("-) ’M)

b e s s m e c e e m-- -

»

2w s menm s ==

BUG-a) x

1 \__\2.‘\'_\:“(\.4) -5 (\nl
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Como es una funcién acotada y constante en las colas, la media
a -recortada solo se ve influida por la posicién de valores

extremos y no por la magnitud de estos.

Hay que notar que si @+ 1/2 se tiene la curva de influencia

para la mediana.

2.2.6 ESTIMADORES M.
Un estimador M es cualquier estimador T definido a partir de

n
una muestra aleatoria X ,X ....,X , a través de un problema de
_ . 1 2 n

minimizacién de la forma ot

-

™min ):, (o(x;_;T,\)
~
o de una ecuadién implicita

L yix Y=o

A

donde p es8 una funcidn arbitraria y

P (X Ta) = 3% P(x.',e) .

Si p(xs0 )

- 1ln(f(x, 8 )) la solucidn del problema
anterior produce el estimador max imo verosimil usual para el

parémetro @

En este caso, la funcional 9 =T(F) debe definirse de tal

forma que
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S‘PLS;TLF\)AF a0
o que

S\\’Lsncn)gcs\as 0.

e d y

Evatruando de nuevo esta expresién en ?:(1- €)F +
X

derivando con rebpecto a € se obtlene

S[‘i’(s;'rc%))c\(-v yS2) +(aﬁ§ ‘PLs-,T.ge))h'wHe‘k . o

- S‘P(s; TCEY) JF + S\V(.s;'\'u:ﬂc\sm v gi'gﬁ)_a_\p(ss-ycz))c\'&', o,
00

y evaluando en € =0

o S\PLS;T(‘“)‘“ + xp(:r.';f(ﬁ)) IS gc'j_‘ﬁ(,:.) éaa Ys;TCR)ak =20

lo que equivale a

\P(_I;,TLF\) + ClT‘FLx.\ga_};O; \pLs,TLFﬂAF 20,

por lo que

CT el = = Plx, TCH)
3
855 V(s, TeR) dF




25
Hay que notar que la curva de influencia de un estimador M es

proporcional a ¢ .

2.2.7 ESTIMADORES L
Un estimador que es una combinacién lineal de estadisticas de
orden o, mas generalmente, de alguna funcibén h de ellas, es

l1lamado un estimador L, es decir, su forma serd

~
T.\ 2 Z Gnn;_ "'\( xu‘.\)
Az L )

con

n
A‘E Q““C = |,
. |

Por Lo cual, la funcional ¢ =T(F) se define de la siguiente

manera

\
TCR) = g NG c“cs\)l‘a»&m)

donde M(s) es una medida sobre (0,1).

Sea . \
F-(\—é.)‘:*E.Sg_)

T 2 [ FE NG

L TC®) = S MR 2 FTE dMG)
o0& ) oL .
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Por 1o tanto |
) = 2.
Cl,e bys TCE) \1- .
Ca % W CRTCsY) C-I'T*,: Cs) dMGs)

donde T*CeY: ') .

Entonces . j

Clq o0 s S'g,: (;dc,,\j\".s = S (P | ants)
! . .grQ:-‘cs\\

a .8‘ b (FUEN) gmts)
° %LF“Lsﬂ

. %‘ 2 CF) S RGN gy
N RCFIGY)

y finalmente,

. “ &LQF“CS\) vy
Clrye G Sa\s ;u-\uﬂé &

_S‘- INGIRCYINTOPRN
Fao RCFT)
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2.2.8 ESTIMADORES R
La estimacién R es un metodo no paramétrico que resulta de

asignar rangos cuando la muestra fue obtenida de una distribucidn

de tipo continuo.
La estimacién R puede definirse como sigue;

Sean X X ,...:X y Y .Y se.anY dos muestras aleatorias
1 2 n 1 2 n

inaependientes de 1a3'distr1buciones F(x) y G(x) respectivamente.

Se unen las dos muestras en una sola de tamafio 2n y se definen

los rangos R de las observaciones X “s en la muestra combinada y
i i .
se considera ademfs a =a(i) alguna funcidn que determina puntajes

i
("scoresa") de interés,

La estadistica en estudioc es

Se = An.. E o.QQﬂ

o bien

Sa = :&- ji o. (:jaihn .

Usuaimente los puntajes son generados por alguna funcidn J casi

sim&trica en el sentido que J(1-t) = =J(t) para 0 { t ¢ 1.

Por Lo tanto

que en términos de funcionales puede escribirse como
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s(CF 6N -83(.3_\'-(5\ A .{.c,(s\)as .

Supongamos ahora que la muestra Y ,...,Y se genera a partir de
1 n ‘
la muestra X ,...:X mediante la relacién ¥ =26 - X , en
: 1 n : i i
donde 6 es un valor desconocido, pero fijo, tal que cumple con

S(F,G) = 0 . La funcién de distribucibdn G ser& entonces funcidn

de F, puesto que

(’(‘3\=P[‘*5~3—l= PY_ze-xs‘.ﬂ .

Pl xz20-9] = \ - Plxs26-y4]

| - ‘:(.29“‘33 )

por 10 cual

SCF, 6) -.. g'j(li TCs) + Ji(\- ngo-nﬂ dF
= ST(%{(FCS‘“- FLze-s)))dF 2 0.

Sea K(Cs) = J,:C F_LS\ - FQQQ"S\)’ entonces
g:r(\:cs\\cu: = STCKQF-‘Lt\ﬂAt - 0,

donde t=F(s) y dt=dF

Para calcular la curva de influencia consideremos @ =T(F) en

la ecuacidn anterior y F=(1-e JF + ed8 ; es declir,
: X
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(3CecErwn) st = o
Derivando con respecto a e tenemos

\3( CERNY) ig ‘(0))dt = ©

pero

;\E wCE(R)) = ﬁ{t(tn - T2ty - F-‘Lt)\)—l

s~ &g\-g FCATCE)- ¥
2 de

v & 5, 2Tl -3-‘(uf\

L [g\-ox (a1 - F QT - 4 Frw)

F(aT(F) - B )+ § Qi) - B e))

v G (AT L) - e‘-‘cm'\.

Por lo tanto

d (o
4 (F uﬂ\&:

i1}

il (Y- wr ) (alTq e ) = R gy CE™'(1))
3-@ ( ) ) oF | LCFEY) )
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SE(aTee)- )« S (aTeR)- r—"(u)\ .
y sustituyendo en
3'CeCen) L Y- .
& | ¢ \f‘zv.(i‘ Lux\e‘ét ° ,
tenemos que

S I (e Cean)) {Sxtzw CRY - 7)) - FQATERY - B'(eY)

, 2T - F ) Cer) - t
TORCR) (o | )

v AT, 00O LCATCR) - :-'qm'\a&

83'(\4 e (ExQTE - B )= FQTE- F ) ) dt

* gs‘Ck Geen) RQATCR) - BN (6 Croten) - £)dE
2 (R )

+ 2 gC'!.T’,_Cx.\ TURCETW) 2 TR - Fdt 2 0

Mediante el cambio de variable
az ATCRY - FUGR)
L= FaV-Y%)

At = - R Cat-uw)dy
y utilizando el hecho de que

__ RQAT(H - 4): & [FQaTCrY-q) +\ ~ F(ﬂ@)-ﬁ(p) +%§l
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-‘ir_FLl\'LF\-\g\ y\ - RO

- L LRy + 1 = RATCGRY-4)])

V- ROy

podemos reescribir la primera de las tres integrales como
~ 83‘(\—\¢(~5\3 (8- Pl Rt~y

Por otro lado, la segunda integral puede reducirse utilizando

Y2 'le) , + = FLL&\

) ak = %J;@\d%;
para dar |

. o |
S 3 el CSx )~ Rlu)) R QQTCR)-u)dy .

Por lo tanto tenemos la ecuacifn i
- S‘J = )Y (S Ga) = BCyy) §CTCRY-4) duy

¢ {3 (5 - BIRGTE-9 doy

+ CIT,F ) S J ‘C\(C\a\\ ‘%(1“ (_;:5_ \&\ -R'Q\'& d‘-& ~ O
es decir,
QL \[2 Gowep) - 3'Ceea) | Rater) -4 (Sl - Flaldy
2N 3'ty) $ QT 4R "
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2.2.9 COEFICIENTE DE CORRELACION

Conaideremoa una distribucibdn bivariada con segundos momentos

finitos, es decir,

Sea (X) un vector aleatorio tal que
|
' () () w0 ()
h) . ,‘l h | _ G2 ﬂ':

La funcional que determina el coeficiente de correlacidén p es

i

((Gs- poct -paydre

TCH) =

| XSSU-IA‘\‘AV‘ JSS_&-)}«.\‘JF‘ | .

Sea BaC-8YF + £  donde % :(x) R entonces

'

\

_LT(,ES - _A _
d¢ | (SSLs-r\j‘A:)(ggu-ru\'és)

A= J 8- patd ¥ {4 (t-)Az\"ATF i SSQs-lu.\U-.— ,.L-..\AE

..(SScs- o Gt }umr—) 4 [RGpadE [Ce-pdE

N6tese que

gi ggqs-,mu; -}mc\%‘ : - S\cs-)mu - )x,.\clc +&S(s-fm (t-/qu Sx
| | = PTG G =)ty = pe) -
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También tcnemos que

f?. N“' r.\‘g“{ “&tt-rt\‘é“ﬁ' .

. \k% (:;)“\f; L NSRREL \ (Cce- ya‘as,;l
2 | - r\ll

. Sgu-w\"a?“ (_gg G- pdE SS cs-,m‘as,_,__l
2 {{(¢s- pd |

1o cual evaluado en e€=0 da

d 2 \ 2 gt
™ jSSLs-)A\\ d¥ lSS(t-)A;\JF \

{

a0

—— \

. KS“'N AL-‘-(—G: v C%—rn\‘)
a [(\te-pdde

, )LSS (k- p)d F" &ty cx.-}m‘\
2, J SS(,s-)A.f':\F

s 6 (o6 »Cu-pa¥) ¥ T2 (~0Fh CE-pY) -
26 Y 3 Pr o, M .

Por lo tanto,

CTreCay; ) = 50 TWH \

&e 0
. Q‘ _

(e ae)
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donde ahora

A l (§ - ppaid N l i Ce- )*z\‘c\; (-poday Cx = p 0y - )

(SS Cs- P Ck- )\u\AF) (—c ¥ QY- ,A,.\) 4 -5'_1.(—6‘“», (;-)A\\‘))_
Entonces haciendo

3y :—'% 4 ‘h‘ z "3.‘_&%. tenemos
} a,

S

\ - -
T mgc-(w. 6y v Ge- i My- Had)

- PG\G:. (—ﬁ‘:\ﬁ‘.il » 'S

.
—-—*Q:-LL%- A - s‘l% ¥ .%_-\Lx-fh\‘)l
_5: [al«%« _ (Jx'*l-f%‘ll

1}

-ll.,l- [(|“°3CJ;*+%*)1- Cl‘-fﬂ L'I.."' (é'*)l‘l

-0 Hrm (Lt uﬂ

‘*f \-f

Sean i‘:_?_"'_"ai y £, 2 X - ~
\+p \-C

es decir, la suma y diferencia estandarizadas entre x* y y* -
respectivamente, entonces podemos reescribir

Cl,  Crusp)=C ) [.\iLI.*r h)“_*i Cx, .‘zz:)\

- 0 bien, haciendo

W= -LiL-i\'\ 1.1) y \lza -\iG\-i:)

tenemos

CT e Gy @) = c\-(:*) U, Uy .
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2.3 RELACION ENTRE LA FUNCION DE INFLUENCIA Y OTRAS FUNCIONES

SIMILARES
Dada una muestra X »X s...0X de una cierta poblacidn y un
1 2 n
estimador del parametro poblacional @ = T(X X vo..0X ) = T (X)

1 2 n n
se han construfdo funciones de la misma muestra tales que nos

permitan - tener una jdea del comportamiento de 6 ,» es decir,
funciones cuyo objetivo es esencialmente el mismo que tiene 1la

func16n de influencia. Veamos ahora algunas de estas funciones

- 2.3.1 CURVA DE SENSIBILIDAD

-

Supongamos que a la muestra inicial se 1le ha afladido una
observacién con valor x con 1o cual se tendr& una muestra de

tamafio n+1. Sea ] = T (x) el estimador del parémetro
+ n+1
catculado con la muestra conjunta. Hay que notar que 0 es una.
+

funocidn del valor x. La curva de sensibilidad del estimador 3e

derine como:

n
-]
<

1
-3
b‘.

Cs(x)

1]
A -]

!
-]
.

Esta funcidén fue propuesta por Tukey(1970) para estﬁdiar el
comportamiento de los estimadores en muestras finitas. Una
pequefia modificacién es usada por Andrews,et.al.(1972) para
egtudiar el comportamiento de aproximadamente 68 estimadores de

locaitizacibédn. Dicha modificacibn es

€S = n(T (x) - T (x)).
A n+1 n
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Algunos resultados que han sido obtenidos a partir de la curva
de sensibilidad son:1

a) La media, que es un estimador no robusto, es muy sensible a

observaciones extremas ya que la

curva de sensibilidad no

es
acotada en las colas, Esto se muestra en la siguiente figura.

cSp |

‘ L

b) Otros estimadores (la media recortada al 10%, la mediana.
etc.) tienen curvas de sensibilidad acotadas en los extremos.
Esto se puede observar en la siguiente grifica de la curva de

sensibilidad para la media recortada al 10% .

: -
Las gré&ficas

fueron construfdas a partir de wuna muestra de
tamafio 19 con

media O de una poblacién normal y afladiendo una
observacidédn con valor x
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es, |
a} media recortada al 10%
G A
-; i

¢) Estimadores de tipo Hampel son tales que CS (x)=0 para

A
valores grandes de ix|, Esto provoca que se ignora por completo
la informacidén de observaciones muy'discrepantes. En la siguiente

figura se muestran dos formas muy utilizadas,

| _ .

«

Si adem&s consideramos la curva de sensibilidad'_éomo una
aproximacidn a la curva de influencia (de hecho Hogg afirma que
la curva de influencia es una curva de sensibilidad ésintbtica
dividida entre 1/n ), la varianza asintdtica del esﬁimador es

aproximadamente
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2
€S (x)dF(x) .
A

La aproximacién CS discutida arriba puede justificarse por el
A

hecho de que si consideramos la expresidn que se utiliza en la

construccién de la curva de influencia, es decir,

TF) - T(F)
.

y sustituimos F por F , la funcién de distribucidn empirica
n-1
para una muestra de tamafio n-1 (la cual a 3su vez &3 un buen

estimador de F) y sustituimes € por 1/n, obtendremos

(- KT, N 1 8.) - TR
(‘a)

=I\[T“(_:L”:Lu...,1h_ux_) - Tﬂ.\ti\,ih..-, x_rh-\x-] .

2.3.2 EL JACKKNIFE

Sean X X 4...0X una muestra aleatoria y g =
1 2 n

T (X sX s.0ss%X ) un estimador del parbmetro 6 basado en la
n 1 2 n

muestra de tamafio n, Consideremos, adem&s, una particiéh de las

observaciones en g grupos de tamafio h (n=gh). Sea g el
! -1

correspondiente estimador basado en la muestra de tamafio (g~1)h

donde ei i~&simo grupo de tamafio h ha sido eliminado.
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"E1 i-&simo pseudovalor del jackknife se define como:

3;_ » cs@— L"S"\a-\'—, Cth, e, G .

El Jackknife

decir

3 -
%

Sin embargo,

y por lo tanto g=

~ ~
6, = n6

- f\T“

el cualL e3

ed entonce$ el promedio de los pseudovalores, es

T ca@__%-.{.j_ﬁg_c :

-

1a forma mAs usual del Jackknife es considerar h=1

n, con lo cual el i-&simo pseudovalor serl

- n-\ ‘é-;

(1‘,..- )x.ﬂ\ - L"\-\\Tn-\Qi\,..n,l&. ) xl‘.ﬁ\ \"'.\xﬂ) 3

un indicador del peso que tiene la i-ésima

observacién en el vaior del estimador.

Consideremos de nuevo la expresidn

si sustituimos F por F e

F) - T(F) o
€

por =1/(n-1) ¥ evaluamos la
n

expresién en cada x » 1=1,2+...0: obtendremos

1.
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T((‘* A ) Fa - 258 ) - T(F4)

S

= (ﬂ;\\(-"(?n\ - Tt_re:'\ o - f-\L:‘ s""'-\)

2 n-(6-8.) = nb- - Qn-\\é_c

‘5‘:"6.

L

Por 1lo tanto, las diferencias 6 - § ., 1=1,2,....n, forman
i |
una coleccidn que es casi 1la versién finita de la curva de

influencia; de aqui la varianza del estimador es aproximadamente
a 1

(B¢ - B)

¢ nin-1)

pues esta expresién es una aproximacidn de

S (L1, G VdF,

Consideremos ahora al estimador 3 como una funcional

T(X oX s0eatX jW sW s0eor¥W ) que depende de los *valores

1 2 n 1 2 n :
muestrales y de ponderaciones arbitrarias w ..,..,w de tales
1. n

valores.

Asf, para el jackknife ordinario be tiene que
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ST(X yoeonX 31/(n=1)ueeer00ieee1/(n=1))

-i 1 n _ﬁ\\h' '
i-&simo lugar

Esta consideracién es de inter&s para poder const}hir el

Jackknife infinitesimal, Sean ¢ < 1/ny

- L_grn,g%);

B ()2 TLRyeers X j et &

‘E1 jackknife infinitesimal es tal que las diferencias: @ -
i

A .
6, dadas en el Jjackknife ordinario, son sustitufdas por las

derivadas con respecto a € ; es declr,

J' = \im T(x\)'”sxﬂ. L -\f_\-e' \%\'T(-x\l"'axns-k)"'%)

) Doyt FELLS

¥
EA0 (4

(.3\’1)...,“ -

Con estos valores es posible aproximar la varianza del

estimador por

L di

Coaln-d

a tener con las d °s una versidn finita de la

pues se vuelve
-1

 curva ae influencia.

2.4 LA FUNCION DE INFLUENCIA MUESTRAL
Como hemos visto, la curva de influencia tedrica supone el

conocimiento de 1la verdadera funcibn de distribucibén de la
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poblacién en estudio. 5in embargo., aunque en general no es
posible conocer dicha funcién de distribucidn, nos gustaria tener
de alguna forma una estimacidén o aproximacifn a la curva de

influencia.

Se han desarrollado algunas versiones para muestras finitas de
la curva de influencia las cuales son de gran utilidad para
analizar el comportamiento de estimadores. A continuacidn

consideraremos tres de las versiones mas utilizadas.

2.4.1 PRIMERA VERSION

En este caso lo Qque se propone €3 aproximar la curva de
influencia por medio de la diferencia entre g , un estimador de
6 basado en una muestra de tamaHo n,» Y § , un estimador de la
misma forma que ) que 3e obtiene de Ias n observaciones
originéles mas una observacidn gdicional hipot&tica con valor
x. Dada la construccidn anterior, ésta versidn es llamada la
curva de intluencia predictiva,

Entonces la curva de influencia estimada CI (x, 8 ) esté dada

+
por

-3

CT (x, 0 ) = (ne)( 8 -
+ +

Como puede verse, esta expresidén es pricticamente la misma que
“la de 1la curva de sensibilidad de Andrews,et.al.(1972) para 13

estimacibédn del parémetro de localizacibn.
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2.“.1.1'EJEHPLOS
- LA MEDIA MUESTRAL.

Dada la muestra Xx .k veesiX el estimador de la  media es
1 2 n _

n
B3 La = );,_x_'._\,‘ >

y para la muestra X »X s...eX oX el estimador seré

1 2 n
A - e + % = -
5. xR, 2 X nFaoax
N4y Hak A .

Entonces

N

CL,Cxyp) = (od)) \m - 1;\

! (“*‘\ini.n*-x.-nin-in-\‘ X~ Xn
2L A

Por lo tanto, la influencia de una observacién x sobre la media
se incrementa linealmente con relacidén a la diferencia entre x Yy

la media original.

Hay que notar la gran similitud entre esta expresidén y la
expresibn de la verdadera curva de influencia encontrada

anteriormente, es decir,

C.-X_T‘FQL‘,).)\\ - X - }J&..
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- LA VARIANZA MUESTRAL.

En este caso

=\ =\
y
i )
‘é - St - I. Lil = u—n-h\ T (—1- x‘f\*g kY
4 AL =

y utilizando la igualdad
e \ -
Saw =S8 1 psbo gk 4 e (X RaV - Sa-
n n+

" L8
g N (x- %)
g} N

tenemos que

\

~ : | 2 e
€I, Cx,6%)s (X~Xnl - N4 Sq

Para n grande, 31 \x-X.\«S.,1a nueva estimacibén de la

varianza, S , ser& menor que S , mientras que si \ x.- ':E.-\\—-' w ,
n+1 n

la nueva estimaciébn de la varianza se incrementarf en forma

cuadritica.

[}

Otra vez se logra una forma muy similar a la curva de
influencia teérica, por lo que las conclusiones obtenidas para
esta iltima son vélidas para la expresibén muestral. La curva de

influencia teérica en este caso es

CLy e Cxye¥) s (.x-r.\"- s
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- LA MEDIA &« ~RECORTADA

Para una muestra de tamafio n, la media a -recortada se obtiene
quitando las an observaciones més pequefias y las an
observaciones mis grandes y calculando la media aritmética de las .
restantes,

Como no necesariamente an es un entero, se suele utilizar el

2
vajor [ anl=h y entonces o l

donde las x *s son los valores ordenados delas observacionei.
(i)

Si s [«n] = [«asn)]  tenemos

Nn-
L X si % g X
W Nl :
N
Lynm = TS 51 Layd X4 Xeaaay
) ) YU W | A

AL ) si K% Kea-man)

2
(vl denota el mayor entero menor o igual que v
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LLew e e e
4 e oo - . .

W-VBNX, o * Loy s x ¢ Lepy
- a4 '
_ -2 2 yx 8i  Wew) ¢ X< Aea-taty) -
= - ¥ LN o '
A-200) Lo n + Len-tan) .
¢ : 50 ¢ si XY Xa-3a40)
. N~ A4 A
por lo que
( Lo = Lo si X § X e
Nn=-31% +\
~ . s X - L, a i Mg ¢ X ¢ X, '
Id,nu J‘-hv'\ ﬁ PEEYY - S1 Cin) < CA=n+t)
- X .
. x(ﬂ—m\*\\ oy N 51 x.2, fo\- arl)
k ne 2wy
Yy entonces
nt (X - Zaa) si - XX
n=2h
CL G ma): —orl (%~ X g n) si Xed € X ¢ Leatan)
' )}*'b‘ n-2hat 1
]
FRAY 39 Lx-c.n-b.u\- = E‘d.n\ 1 x¥ xcﬁ.-‘"‘“) ?
TN )
¢
\_ i
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La,net *

de donde

Xy nai” Xayn "

y por lo tanto

1,y ).)..,\'-

( N-2a=t

Lan] = Lo CasN) -\ tendremos
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L) C XL X ataa)

X si
[T n-2h -0
n=Wn-\
2‘ L) ¥+ % si
v N5\
' n-t
i _iASl‘— 31
Mr1 N-ak-t
\.
Xan = Zenatn) si
=2 =\

LY Df.gm,\\"y-tn-hu\ VX

Lo, n -

"= -\

Letart)

si

Ly 7S

—\

N3y (L~ 10\-&\-\\\

N2

N4 A
A=A

n - '-'Cuun)

- Ign-h-u}

FXE TV

si

Wepa s %< Xen-da=t)

X¥ Lenas-) J

si X§ L)

\:i--(.n" Loan -~ Xaran * 7"_\ si

%y & % 4 Leatnny)

si

% x(n-bv-\) .
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En cuaiquiera de los 2 casos se muestra que la menor influencia
se tiene cuando la observacibn adicional esth en la parte central
de 1la muestra, El cambio que suffe la media es constante pero no
cero en observaciones en las colas de la muestra. En particular,
la influencia de una observacidn discrepante en 1la media
o -=-recortada no e3 cefo como | uno  ‘esperaria, pues las
observaciones discrepantes se desechan, por 1lo que tienen la

mayor intluencia posible en cada pno de los lados.

2.4.2 SEGUNDA VERSION

Esta versidn esti enfocada a medir los efectos individuales de
observaciones de 1la muestra, es decir, es particularmente Gtil
para medir la influencia de las observaciones sobre el estimador

8.  De aqul que esta versidn sea 1lamada la curva de influencia

muestral y estd definida como

€I (xis0)a Cn=nC 8- 8.0

t‘\.z’.--,-n )

donde 3 es un estimador de 1la misma. forma que 3 pero
_ -1
calculado sin la 1i-&sima observacién x de la muestra. Esta
i
versién esti muy relacionada con 1a técnica del Jackknife de

Tukey pues

CI Qe 8) +6 =Qh-\)c,§-§-¢) + 6 = n@ - Ln-l\g_c

el cual es precisamente el i-&simo pseudovalor (ver seccidn

2.3.2).
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Dada la naturaleza de 1la curva de influencia muestral., esta

tiende a ser mas utilizada que la curva CI - pues no siempre e3
*-
posible o es de interés obtener observaciones futuras,

2.8.2.1 EJEMPLOS
Los ejemplos que se presentan a continuacién se refieren a
_ aplicaciones de 1la curva de influencia muestral que 80N

utilizadas en diferentes &reas estadisticas.

- DETECCION DE OBSERVACIONES INFLUYENTES Y DISCREPANTES EN
ANALISIS DE REGRESION.

Consideremos el modelo
i

| ‘1 = j{(h * .%. >
donde

‘1nxl es un vector de observaciones,

ii“‘P es una matriz de rango completo de constantes
conocidas,

ﬁip‘\ es un vector de parfmetros desconocidos,

€ A, €S un vector de errores aleatorios tal que

(&) Q y Joel®)aerl.

El estimador de (_3, por minimos cuadrados es ﬁ:(z,'X)ﬂx'\i.

Sean X la matriz de (n-1)xp obtenida a partir de X al
- (1)
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eliminar el 1i-&simo renglén x » y Y el vector de (n-1)x1
i (1)

obtenido de Y al eliminar la i-é&sima observacidn y .
i

Por 1o tanto, el estimador de g al eliminar el i-&simo caso

(x ° yy ) es
i i

b = (3o Fu) R Yoo

Sin perder generalidad supongamos que el n-&simo caso es el que
no se considerarh, entonces

Ren | ‘N
X.- o) y - @\

'-x.‘f\ %n

y por lo tanto

Y = [l‘cm !":\ X! . Z'\C'\\ X(ﬂ\ T S
La

De aquf que
(T L)' = (X'E - 2axlY
<RIV, @Yl 2L (RRY
Vo= W (T'EY %

y entonces

A

A= @EVEY = (2 TV XY

e (I £axn (BT YL
Ve 2 (TIY %
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- ( x(‘n\ zw\-‘( xzh\\-{-n"' x—"\%fb —_‘}ﬁz:\ Z.\ \-‘i“

0h @Dz,

= ¢ ‘n ~ -"Et\ -
.(’.’.m\ 2 LX(Z\XL V) Xa%a WIS

s B v (B m";.\%“ (RIY ax @TY Xnn
\ - '.'E..,,LZ 3‘) in\

- 3‘“{\-’- — Qixﬂ'lv\
\—‘Ln(xx_Ln

- (sw KD %A% = X0 (TR A (R 1\'@_»3“
SR SHQ:45 & a PN

-

N x.:,(z.‘m"z.ﬁtz‘m"xmug“ - :sA B (XIV%a

\ - W (LR % X (LT L
B VD g - X f (2T'zn

V= XA (XL %o \- 3.("&2_ Y L

- Lh(REY %

Y ﬁc'n\ . i‘bl\"’ %t\‘\ﬁ -\Lz\i\-\ﬁf\'.

De igual manera se obtiene

P_tf‘am* Lb“"‘g'ﬁ’ -\(‘&Y.\;C.\_

L." \).2)00 - ,ﬁ

y por lo tanto

ot cx.\,u;u(g Co- ~>K

-\LZ. Y '%e
\- p & LY. X\ 1_
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Por 1o tanto se tilene un vector de p'funciones de influencia el
cual no siempre es facil de analizaf; Bna alternativa fue
propuesta por Cook (1977) quien define una cantidad equivalente a

CI (x .,y ; 8 ) en el sentido que e3 una medida de la ‘disthncia
- 1 i

entre _ L.

_ gy A,

La medida para cada i se denota por D . 1llamada la distancia de
i _
Cook, y estl dada por

O - (ST (’e\)\ z'¥ (CI. Ch..‘é&.i[}ﬂ |

° s L,ﬂ-\\"

i

de donde valores grandes de D corresponderén a observaciones
i
que al eriminarlas producen un gran cambio en la estimacién del

parémetro g » e3 decir, corrﬁspondera a una observacidn

\,

inrluyente y/o discrepante,

Por otro lado, D también puede expresarse como
i

b - ABw-pYTIC Pw-p)
P

a partir de la cual, y teniendo 1la suposicidén de normalidad
sobre los errores, se puede pensar que la significancia de la

diferencia entre E Yy 3 puede ser analizada evaluada c¢on
)

?t'. = ?Y.F(?,n-‘:n "bf-—x )
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aunque hay que notar que la funcién de distribucién de la D no
i

es F, pero &sta se usa para proporcionar una escala de referencia

conocida.

Asf, si p es grande no habré gran diferencia entre @ y B >
i (&)
si p es pequeBo, se tiene diferencias grandes y por lo tanto
i .

una observacidn influyente y/o discrepante.
|

Este an8lisis es equivalente a obtener la regibn de confianza

"~

para R calculada con todos los datos y verificar si 8 cae
‘ (45

dentro o fuera de dicha regidn.

El problema ahora es como diferenciar entre una observacidn

influyente y una discrepante. Para esto consideremos:

[( WoEp );LLE‘ZY‘] L'X [(""“"?‘"L,{“‘ . )(1‘1\“&:.\
V-2l REY'Y, V-2 (R

it
-PG'

D¢

[

A A . ‘ _‘.
. [_‘b_c.- < f X LRIV (LY e
i - %L (BRY'H P

L I o
a | 9~ xif Ao (R IV %
RSO T B AR S AR

5k
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Por lo tanto., D depende de tres cantidades relevantes, las
i _
tres referidas al conjunto de casos completo. Estas son:

i) El1 nOmero de parfimetros p,

{1) el i-&simo residual estudentizado
\ A
t, . i~ XL B ,
T (XTI %

y iii)Iel cociente entre la varianza del i-&simo valor

predecido y la varianza del i-ésimo residual r .
. i

es decir,

D - 1 Jor (B0)
P N Ce)

donde
r -1

Vor (B0 Y2 6% 2, (AY % ¢

y
\ \ Y

Nowe CeeY = 6% (= LLCTEY'R)

respectivamente,
2 -1 | 2

D pude ser grande si t o x “(X°X) x son grandes, Si ¢t es
i i i i i

grande se tendr& una observacidén aberrante, mientras que si x (X
: i
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X) x es grande la observacién seri influyente. Nbtese que una
i

observacibn puede simult&neamente aberrante e jinfluyente,

- DETECCION DE OBSERVACIONES DISCREPANTES EN EL COEFICIENTE DE
CORRELACION.

Dada una muestra aleatoria de una distribucidén bivariada

(x »y ) (X +¥ Yreesr(x sy )» el coeficiente de correlacidn
1 1 2 2 n n

muestral estl dado por

.. ..2.: (23~ %3095 - B)

- >
J 2(13 -i.\f l 2(“5)‘%\1'
J - r
donde X = h B ;G - .
AR R R

Si ahora no se considera la i-&sima pareja, se tendrd que el

coeficiente de correlacidn es

S L Cxge T OY;- 80

¢, 2 i 3

-L . 3
Cte-% o F | L Cui-8)
J.S%:L o b l:m'. Ay
donde = N Y o \
X_. = B Y R ! I, 2 .
- s-,:):c. 01 2T A

Sin embargo, en este caso no es fécil obtener una expresidn

sencilla para la curva de influencia muestral
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Q"‘[__(x,.;, Y9l {:\_‘- -0 Ce- ) 3

por lo que Devlin,et.al.(1975) propusieron utilizar la forma
muestral aniloga a la funcién de influencia tebrica como una

buena aproximacidn, es decir,
2 3 u
C-l_cx-t‘., WY {3\“.‘ - .\iftit "\' ‘-3: \ ¥ It‘-m'
0o equivalentemente,

CY_ (e, (:) v Q\ -fcﬂ WMo,

donde u y u son las versiones muestrales de u y u , es
i i2 ' 1 2
decir, \
¥ o ¥
Uiy = L ( Ly v BE + Lo =N
2 J\+f Ji=v¢
- * . ¥
u o = _\_ i\., * \bh - i\." %&.l
d \4 ¥ \S \-Y
y donde .
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Paralr fijo, la aproximacién a _CI (x.y.p- ) es esencialmente

una hipé&rbola como se muestra en lﬁ siguiente gré&fica

. %ﬂ' \\\H__J
A
. '-L"—-'I'. 10
N-’l“_
o ' Sy
-y = i
Yo i
. byt
. “—f\ ‘f\ » fl » 0
-5
x

Esta propledad de la curva de influencia muestral es usada por
Devlin,et.al. para desarrollar un método gr&fico para detectar
observaciones bivariadas que pueden distorsionar gravemente el

valor de r.

Este método consiste en sobreponer la grifica de dispersidn
simple de la muestra con la gr&fica de las curvas de nivel (para

algunos valores de r) y visualmente analizar la influencia de

 .caaa observacidn ya que las curvas: de nivel indican

"aproximadamente que tanto se incrementa o decrementa r por cada

una de las ooservaclones.
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Por ejemplo, si la grifica obtenida fuera la que se muestra en
la siguiente figura, sugerirla que el coeficiente de correlacidn
se 1incrementarfa aproximadamente en 0.05 si el punto 1 fuera
omitido de la muestra y decreceria aproximadamente un 0.02 si el

punto 2 fuera omitido.
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2.8.3 TERCERA VERSION

Esta Oltima versifn muestral fue propuesta por Mallows en 1973,
le dié el nombre de funcidn de i{nfluencia empirica ya que se
obtiene al reemplazar F, 1la funcibén de distribucién de 1la

poblacidn, en

Clqe () 2 kim TCG-F 2 £$x) - TCFY)
’ EYY €

por la funcibén de distribucidn empirica de la muestra, es

decir,

- o
CIE OO = Nien, Tlh-o%, u.as,a— TR

donde F es una funcién escalonadé con saltos de magnitud 1/n
en cada u:a de las observaciones X »X seeer1X o
: 1 2 n

De aqu! que la funcién de influencia empirica sea una

estimacidén no paramétrica de CI (x)» con la cual se puede

analizar tanto 1la influencia T&E observaciones futuras como la

intluencia de las observaciones de la muestra.
Hay que notar que tanto CI como CI pueden considerarse
+

aproximaciones a la CIE al tomar en esta Gltima € =1/(n+1) ¥y

€ =1/(n=1) respectivamente.

La funcién de influencia empirica es un método equivalente al
jackknife inrin1tesima1 de Jaeckel, pues si recordamos, en este

Gltimo se determina el i-é&simo pseudovalor por:



60

Wi = \im (- s eS,) - a(eY)
Ep | €

donde

g\?. Jﬁ(\,\)n-n,\\ y éi: QO,O;..., \;0,.--.0') )

i-&simo lugar

por 1lo que u no es otra cosa que el valor de la funcién de

i .
intluencia empirica-evaluada en la i-&sima observacibn.
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3. DATOS DE SUPERVIVENCIA

3.1 INTRODUCCION

En muchos estudios longitudinales, 1la variable de interés o
variable respuesta es el tiempo que transcurre  entre la
ocurrencia de dos eventos esﬁeciales; el primero de ellos se
refliere esencialmente a la entrada de un individuo al estudio vy
el segundo generalmente recibe el nombre de falla o muerte (que
en algunos casos pueden estar relacionados con la aplicacidn de
un tratamiento), por lo que la variable respuesta se conoce como

tiempo de falla o tiempo de supervivencia.

Se supone que se tienen los tiempos de falia de n individuos .y
que estos tiempos son independientes. Una seria complicacidn en
el anilisis de tiempos de falla(o de supervivencia) es la
posibilidad de censura, es decir, no poder observar a los

jnaividuos hasta la ocurrencia del segundo evento de interés.
La censura puede deberse a varias razones, como por ejemplo:

- 1. El1 estudio puede haber terminado mientras que algunos
inaividuos aln estén vivos(esto es, alin no ocurre el
evento de interé&s para cada uno de estos individuos).

2, La falla puede presentarse en algunos individuos por
causas que no son de interé&s para el estudio.

3. Algunos 1individuos en los que no se ha presentado la
falla pueden retirarse del estudio sin que este haya
conclulido atn. '

Por lo que 1la razén mis importantes para desarrollar modelos

especiales y procedimientos "para datos de tiempo de fallal(o

tiempos de supervivencia) es la necesidad de obtener mé&étodos de
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anflisis que considéren censura. Algunos de los procedimientos de
anflisis estin basados en el supuesto que la poblacidn es
hombgenea, otros consideran que lo; individuos son expuestos a
diferentes condiciones exﬁerimentales (que influyen en el tiempo
de falla) y otros en donde se considera que el tiempo de falla se
ve afectado por ciertas variables propias-de los individuos que

son tomadas como covariables.

bt

También, en muchas situaciones es importante desarrollar
procedimientos no paramétricos y robustos puesto que es muy poco
el trabajo tebrico que se tiene para una familia particular de

distribuciones de tiempo de falla.

3.2 EJEMPLOS
Algunos ejemplos de datos de supervivencia son los sigulentes,
los cuales nos pueden dar idea que este tipo de estudios pueden

desarrollarse en diferentes areas:

1. Supongamos que en un estudio médico sobre Diabetes
Mellitus se esti interesado en analizar la edad méxima
Que puede llegar a tener una persona que padece dicha
enfermedad. En este caso el segundo evento de interés
es la muerte del individuo y la variable respuesta es
el tiempo que transcurre desde que a un 1individuo se
le diagnostica Diabetes Mellitus y es captado dentro
de:r estudio hasta su muerte. En este caso los valores
censurados pueden deberse a individuos que:

~ Mueren por otra causa que no sea esta enfermedad,
por ejemplo envenenamiento, accidentes, etc.

- Abandonan el estudio pues cambian de lugar de
residencia y no es posible localizarlos
posteriormente.

2. En un estudio demogra&fico sobre migracibén se decide
captar a un cierto grupo de individuos vy observarlos
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durante 10 afos para determinar el momento en el que
cambian su lugar de residencia por primera vez. En
este caso el segundo evento de interés es el cambio de
residencia y 1la variable respuesta es el tiempo que
transcurre desde que un individuo (con ciertas
caracteristicas propias definidas dentro del estudio
mismo) es entrevistado por primera vez hasta el
momento en que cambia de residencia. Las posibles
causas de observaciones censuradas presentes en el
estudio son por ejemplo:

-« El1 individuo observado muera.

- E1 individuoc no haya camblado de residencia en
los 10 afios que dura el estudio.

3. En un anAlisis sobre el desarrollo de la Maestrfa en -
Estadistica e Investigacién de Operaciones se decide
estudiar el tiempo que tarda un alumno de esta
maestria en presentar el examen de grado. El segundo
evento de inter&s en este caso es la presentacibn del
examen de grado y la variable respuesta es el tiempo
que transcurre desde que el alumno termina el 100% de
los cré&ditos hasta el momento en que presenta dicho
examen,

4. En una inspeccidn sobre control de calldad de cierto
tipo de aparatos eléctricos se decide poner a trabajar
un clerto nGmero de estos y registrar el tiempo en el
cual presentan la primera falla. Por lo tanto el
evento de interé&s es la presencia de cualquier falla
en estos aparatos y la variable respuesta es el tiempo
que transcurre desde el momento en que es puesto a
funcionar un aparato hasta que presenta la primera
falla.
3,3 DISTRIBUCION DEL TIEMPO DE FALLA O SUPERVIVENCIA
Sea T una variable aleatoria no -negativa que representa el
tiempo de talla o tiempo de supervivencia de un individuo de una

cierta poblaciédn homogénea.

La distribucidn de T puede. expresarse en términos de tres
diferentes funciones relacionadas entre si, cada una de ellias
tiene una clerta utilidad y aplicacién dentro del anilisis de

supervivencia. Dichas funciones son:
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i,- La funciofi de supervivencia,
11.- La funcién de densidad de probabilidad de T.

iii.- La funcibén de riesgo.

i.- La funcién de supervivencia se define como la probabilidad
de que T sea mayor o igual que t, un valor positivo dado. Es

decir,
S(t) = PLT3>t]1 con0<t < =

independientemente de que T sea continua, discreta o mixta.

_ |
Esta funcién es monbtona no-creciente y continua por la

izquierda, adem&s se tiene que S(0) = 1 y 1imS(t) = 0.

t* o

Por lo tanto, la funcidn de supervivencia es esencialmente el
complemento c¢on respecto a 1 de 1a‘funcibn'de distribucidn de T
pues a lo mas difiere en PIT=t] cuando esta probabilidad es
positiva, Adem&s para fines practiéos es mejor trabajar con S(t)

que con F(t) = P [T ¢ t 1.
\

i1.- Para definir la funcién de densidad de probabilidad de T

se considera por separado el caso discreto y el caso continuo.

Supongamos en primer lugar que T es una variable ‘aleatoria
absolutamente continua; entonces la funcidén de densidad de

probabilidad de T se define como
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-:Q(t\:.\‘"'\ PLtL s-Tct-»bt-\_‘
bt 0% bt

pero ya que'

PLte Tatadt) = PLTetrae] - PLTsk]

= \- ?Lﬁta-m_l— (V- plvatl),
entonces |
PLte Tekaat]l = 2TLTae] - PL Ty erat)
= S(E)- st rat)

es decir, \

£)- i s(x) - S(k+ ak)
LOE Ag-:o* | At

por lo tanto
!

2 = - ﬁ S(%) -
De aquf f&cilmente se obtiene que

(&)= S., (s ds,
t
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'y ademés se cumple que
‘&U:.) - A~ y S -}(Ls\és- =\
. : . [

Supongamos ahora que T es discreta y que toma los valores Xx <
. 1 -
x < ... . Entonces la funcibn de densidad de probabilidad de T
2
est& dada por

?L"‘:-:(.'s-\_ si +t*Xy para alguna j
A - | |

0 en otro caso

de donde se obtiene que la funcibn de supervivencia es

s() = L (%)

s\t

y se cumple qpe
e My 7%;@15\1\

Supongamos ahora el caso m4s general, es decir. T tiene una
distribucién mixta, por lo que T tiene una componente continua ¥y
una discreta; entonces la funciébn de densidad de probabilidad de

T es la suma de las partes continua y discreta.

iii.- La funcibn de riesgo también se define por separado para

el caso de T continua ,T discreta y T mixta.
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Supongamos que T es absolutamente continua. entonces la funcidn
de riesgo mide la tasa instantinea de falla en T=t condicionada a

la supervivencia al tiempo t, es decir,

M= i P Lte Tatedt \Tot)
Mxo At

pero ya que

PU-. num—.\'r:,ﬂ e Tetrdt Tat)
| H_’nﬂ

- Plte Te.t*b.t-\)
PLT’/'E—X

entonces

At) 2 i Plese Tetant) ®),
( tt o' PLT> ) DR 5&3&

0y equivalentemente,

AR §i3€3 {_ i suf\ - - i\_h\ns(m ,

por lo que

_ Cawda
sy = ¢ o,
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Por otro lado, se tiene que f(t) = A (£)S(t) por lo que

St,\(_ Nd
- wdu
e = Al e °° .

Supongamos ahora que T es discreta y que toma los valores x <
1

x < ...» entonces la funcidén de riesgo sblo se define para x

2 _
(j=1+2+... ) y da la probabilidad condicional de falla en x ., es
J

decir,

XL:LAX )ts = ?LT x_\ \T"/IA.X - ?LT 1\ )T:’l:(_\]

?’vaaf sx
. Pyl
?.[:r?fl&x
o RCx) T T W
SCxy)d

Ahora bien, utilizando el hecho de que

oy, . PTTa X ) _ PL T2 x ) - ol xy)

S(xy)  PLT¥xi) AREE ST
2 SCED- 3GR) . - RGXD) L v = ay
3&"-53 SCxy )

52\)1,!. . )
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sea t > 0 tal que x <t ¢ x para algin j ,» entonces la
J -1 - 0
o o
funcidn de supervivencia estd dada por:

s(t)

SL:L:“\ . (\" )\5‘__‘\5(1&.-\)

o

(\ - ‘39'\\(' \- )‘).--;\ SL I“)._ 2.\

U (TS TR Y (T S IR AT TR I C N

s\*- <t (\")5\ A

ya que S(x1)=1. Entonces, la funcién- de

densidad de
probabilidad es

$0x3) 2 X SC(x)

) > T— (\- \

J‘(

Supongamos 'que T tiene una distribucibén mixta, por lo que

tendri una componente continua y una discreta, entonces la

funcién de supervivencia considerard productos de términos para

‘caga parte, es decir,
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- g‘ 2 L) du

sy & Q-0
N xgex

en dohde A es la funcibn de riesgo para la parte continua Yy
¢
x <x <x < ... los puntos con probabilidad positiva.
1 2 3

En este caso la funcidn de riesgo puede expresarse como
MWaldt = A dt & ?Assct-x.;)

en donde § (t-x ) es una delta de Dirac.

J

Otra funcidén que también "puede usarse en el anflisis de 1la
distribucidén de T, es la funcidén de riesgo acumulada que 3e

define como

t
Adu = x)«g(.u\éu X Z. 2

° ° 3\$ﬁ<t

t

a® =\



A

Por otro lado, la funcidén de supervivencia S(t), puede ser
expresada en t&rminos de la funcidn A (t) independientemente de

la naturaleza de T, de la siguiente manera:

s(t) = fji(_\ - dAM),

t
donde JE representa el producto integral, el cual esté

definido como

b | - -
PU-dAW) 2 Vim T [\ - (Alw) "‘ACU“‘“\\-X
a. :

et

cona=u <u < ... ¢u =by el limite se toma cuando r
e} 1 r
k k-1
Esta expresién se cumple puesto que para la parte continua se

tiene que

t
t - g°l\¢(.\-k\ dw
£ (V- )¢<QUB:§Uj3 = &

y para la parte discreta

jé(\- 4T 5 Cu- x5)) = ;:r‘:‘d“(\—'\ﬂ .

Adem&s, de esta manera se puede ver que la probabilidad de
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supervivencia al tiempo t es el producto de las probabilidades
condicionales de supervivencia para intervalos infinitesimales

hasta el tiempo t.

Dadas las relaciones entre la funcidn de distribucidn de T, la
funcidn de aupe}vivencia. la funcidén de densidad de probabilidad
y la tuncién de riesgo, bastarh estimar, ajustar o modelar una de
eStas funciones para tener idea del comportamiento de las otras,

con lo que se tendrf un conocimiento amplio acerca de T.

3.4 ESTIMACION DE LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA
Para la funcibén de supervivencia S(t) = P[T 3» tl se han
propuesto diferentes estimadores. Entre los m&s comunes se pueden

citar:

1. La funcién de supervivencia empirica.
2. La tabla de vida.
3. La tabla de vida modificada.

4, E1 estimador Kaplan-Meier.

3.4,1 LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA EMPIRICA
Dado que S(t) = P[T » t] =1 - PIT < tl, se puede pensar que
una primera forma de estimar S(t) se obtendrs si estimamos 1la
funcién de distribucidn de T.
Se sabe que dada una muestra aleatoria de una péblacidn
3

homogénea , el mejor estimador de la funcibn de distribucibn es

la funcidén empirica F (t), donde’
n

3
En el sentido de que cada sujeto de la poblacidn tiene la
misma distribuciédn del tiempo de falla
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NGmero de valores muestrales { t

F (t) =
n

con n= tamafio de la muestra.

JET

Por 1lo ;anto si tenemos una muestra aleatoria no censurada de
tamafio n de tiempos de falla, los cuales fueron observados de una

poblacién homogénea, la funcién de supervivencia muestral

NGmero de valores muestrales 3 t

-8 (L) =

n

seri una buena estimacién de S(t). Esta funéibn es escalonada
decreciente con saltos de tamafio 1/n después de cada tiempo de

falla oopservado.

Sin embargo, como se dijo anteriormente, los datos de
supervivencia muy a menudo presentan censura, por lo cual esta

estimacién no es la mis conveniente..

3.4,2 LA TABLA DE VIDA

Este estimador describe la distribucidbdn de tiempos de
supervivencia experimentados por un grupo homogéneo de individuos
" cuando estos tiempos est&n sujetos a censura. Es el m&s antiguo

de lLos estimadores de la funcién de supervivencia.

La tabla de vida es un resumen de los datos de supervivencia
agrupados en intervalos, es decir, presenta el nGmero de fallas y

tiempos de supervivencia censurados en cada intervalo.
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Supongamos que los datos estén agrupados en intervalos I ,» I ,
. _ 1 2

essrl tales que:
k

I =(b +b +...+b y b +b +...4b ]
B o 1 j-1 o 1 J
J= 1lnnn'k

donde b =0 y b = «
o] k

Yy Que en I caen ¢ tiempos censurados y t tiempos de falla.

Sean n el nlmero de individuos expuestos al riesgo al inicio

J
del j-&simo intervalo, es decir,

e Lt v
n) E?s v Q)

Entonces, el estimador de la probabilidad condicional de falla

en el intervalo I &ada la supervivencia al inicio de I es:

J J
(

BLTe 13- | T2 oorene ¥lor, | = B"‘S" y

t. .
—_—— 51 f\é)°
f\s.. CSIL

El término ¢ /2 en el denominador se utiliza como ajuste por el
hecho de que no todos los n individuos estén expuestos al riesgo

durante todo el intervalo I . Esto es una aproximacidén bajo el

J

supuesto que los tiempos de los ¢ individuos se distribuyen en
: 1
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forma uniforme o por lo menos sim&trica en I » lo cual es vdlido

J

para intervalos pequefios.

Por lo tanto, la estimacién de la funcibn de supervivencia

evaluaaa al final del intervalo I es R

J

Lour- o wbg) = 3L T2 b0 wee v o5

pero

B LTo e vyl : BTT% b, 1 T20) B 1T2 ke Moz T loath))

o« $ Y_T % bo\-\o‘\-...’r-\:s\'\'?r Ge ¥ees “'\0,';-\-3

y .
‘3 l'_Tv, R +\01'\T7,\o.,\-...\- \o,._:\ 2 \ - q_,_ U\, 2,.0.,4 5

por io tanto .
'§Q\DQ¥---¥\05\ -iT‘L\-qﬂ-_\ A4, 2,0, R,

Hay que notar que para utilizar esta estimacién no es necesario
cohocer los tiempos de falla y los de censura, basta saber
cuantos de ellos se tienen en cada .uno de los intervalos
considerados. Por lo anterior esta forma de estimacidn es muy
pobre pues se pierde la informacién sobre los tiempos observados;

adem4s, depende de la eleccibén de los intervalos I .

J
3.4,3 LA TABLA DE VIDA MODIFICADA
Esta forma de estimar la funcibn de supervivencia se utiliza
cuando se tienen 103- datos en una tabla de vida y ademés se
conocen los tiempos de falla y los tiempos de  censura de todos.

los individuos observados.
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Por 1lo tanto, en el intervalo I se tienen registrados los
tiempos £t o+ t ...t de los cuales ¢ fueron tilempos de
J J J
1 2 r
censura y ¢t tiempos de falla (r zc¢ + t ). 31 suponemos

J
ademis que la tuncibn de riesgo X (t) es una funcién escalonada

con valores constantes A en cada intervalo I entonces un
J J
estimador dae A es
J
t
J
X = —_—
J
TS
J

\

J=1l2'u..lk >

donde T3 es el tiempo de supervivencia observado en el

| A -\
TSS = 2(t3’_— ‘I,\o;_\ » (\3“\33 .

| XX A0

intervalo I , es decir,

Finalmente, el estimador de la funqién de supervivencia es

-\—_&s(t-sﬁ.\o() *i't.‘.&‘_‘\%-\
§(t\ - €&

31 t € I ’ J-- 1’2!.o|ko
J

el cual es continuo en t a diferencia de los anteriores
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estimadores, pero sin embargo., depende también de la eleccidn de

los intervalos.

3.4.4 EL ESTIMADOR KAPLAN-MEIER
En 1958 Kaplan y Meier muestran comd puede Isef obtenido un
estimador simple de la funcidén de supervivencia sin hacer ningln
: agrupamiénto de Lo0s tiempos de falla y de éensura. De hecho los
supuestos que hacen son de que el grupo de individuos observados
es homogéneo y que los tiempos de supervivencia han aido
. registrados exactamente, es decir, sin redondeos o truncaciones.
.Este estimador tambi&én se le conoce como el estimador &el
producto-limite, y su construccidn es como sigue:
Sean t <t < ... <_t los tiempos de falla observados en una
muestra dl tamgﬁo n de ung poblacibén homogénea con funcidn de

supervivencia S(t).

Supongamos que al tiempo t (Jj=1,...,k) se registran d fallas
J

y ¢ censuras se presentan en el intervale [t »t ) a los

J Jj+1
tiempos t .+t s...0 T con j=0,1,...,k en donde t = Oy ¢t
I J2 Je o k+1
J
= o,
Sean n el nGmero de 1individuos expuestos al riesgo

inmediatamente antes de t , es decir,

J

X
0y = F.(A,L» ) .
=)

Por lo tanto, la probabilidad de falla al tiempo t seré
' J
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S(t ) - S(t + 0)
J 3

J: 1.2:..-|k

en donde S{(t + 0) = lim S(t «+ x).

J x>0t J
Supongamos

(J2lr.essk ¥
J1
s6lo nos indica que el tiempo de

que el tiempo de censura observado t
1=1l2000nDC' )

J

falla no
es mayor que t

observado

y que la contribucién de esta censura
_ 1
a la funci6bn de verosimilitud que se propone es

PIT > ¢t ] = S(t

+ 0)
J1 J1

Entonces, la funcién de verosimilitud serf

.
| ﬁ : % LCste - Sy \-0\)65‘:?‘ sty > o\\
jre

la cual puede considerarse, para una

muestra flja, como una
funcibn sobre el espaclo de funciones de

supervivencia. El
estimador

maximo-verosimil de S(t) serd la
o

supervivencia S (t) que maximice Js .
A0
S (t) tendr& que

funcidn de

ser discontinua en 1los

tiempos de falla
observados, puesto que en caso contrario S(t

+ 0) = S(t ) y por
J J
lo tanto Jf = 0 con lo cual no se tendrf un méximo.
" Adem&s 81 t >t v S(t + 0) serf miximo si se cumple que
J1 y -3
S(t + 0) = S(t

+ Q) para j=1o20.--ok ' l_=1|2i.-.'c Yy S(t ) =
J1 J J ol
1 para 1l=1,2,....C . :
0
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o .
Por lo tanto, % (t) tendr% que ser una funciédn de supervivencia
discreta con componentes de riesgo A v N reees A en
1 2 k
*t +¢t +...t respectivamente. De aquf que ) -
1 2 k . '
ey = -3
N\ a -
L 5) Lz (\ A"\
Y
A K
S.(.ts-\-O} : -er(\")‘l.\ )
. Qs
donde ahora el problema es encontrar Ay 1=1,2,...»k que

1l
maximicen ii .

Entonces,

) ] ¢s
£- T LCsty)- sCegaan)™ T st
| A. Co h %
R CANER Escru»,qgisu-.-g-scty,o)}msuwo)

. ﬁ (st - s(‘c_‘\*ﬁ\)ésﬁf‘ SCep+ o)

JUAN &, ESCALANTE .

- ds S8 UNI
o T (st)- S(k540))° T S(t3+0) | v 'PAD AGADEMICA pg
\ LYY 0os CICLOS P ;
AN ROFESIONAL

X , d (o
o T (st - SUEeY S (s Cerad)? UNam
3!

. )] (- \ A _ | 4y ' | Cy
A g fentiion
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a ¢, ¥ dy Cy cytds
= A\‘(\“A\\Q\ )ilﬁ\“kz\cl(.\")ﬂ\i 1>‘3 (\")‘3\ G- ¥

Q- A G- A;..\\“"c\-,\dc""*é’“"q-,\ Srer Sy
PR Ah-ﬁu'\ ¥ das At G- an® - A\\c"*‘“’-
oo ('\- Ah_\\c" bk

. ft* A‘iz.. }\(}: (A A\\c.&-ct\-éﬁ..wch}-dh
e (i

A X )A;f O L (L= Qi e

y por lo tanto

ﬁ - -ﬁ' AAS C‘_)‘)ﬁs-d.! .
= 3 |
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El problema se reduce a maximizar esta Gltima expresion o

equivalentemente a maximizar

o

) )

Esto equivale a resolver la expresidn

a\“ﬂ - ég_ . Cﬁgl "A(.\(-..\\ = 0
d AL A V= AL
C“"\) 1)---',h

Por lo tanto, el estimador de mixima-verosimilitud para Xi seri
v (b2, R

Ademis

bz.\ﬂﬂ _;_é (ﬂ\. A\ 4L O

Al ¥ V- A}
Yy
a:‘\ﬁ f. - O

DAL O



- 82

por lo que la matriz de segundas derivadas es diagonal con
todos los erementos de la misma negativds. es decir, e3 una

‘matriz negativa definida lo que asegura que 3¢ tiene un méximo.’

Entonces eL estimador Kaplan-Meler es

COTO WA (N P Y S S (VX
S\ES"tL ) 3\&34\:( MR 3 .

Sin embargo., para los desarrollos posterioreé de este trabajo
es mAs conveniente utilizar la expresidn probuasta por Peterson
(1977) del estimador Kaplan-Meler, es decir, como una funcidn de
dos funcibnes empiricas de subsupervivencia.

Sean xo.xo.....xo ljos verdaderos tiempos de supervivencia de n
inoividuls zextraigbs de una poblacidn homogénea con funcidn de
distribucibn Fo(x). Para cada XO se tiene asociada una variablé
de censura independiente Yi en éonde supondremos que Y1.Y2.....Yn

son _ variables aleatorias independientes idénticamente

distribuidas con funcibn de distribucibn H(y).

Para cada individuo observamos dos valores

o
X = min(X ,Y )
i - i 1
é = 1 Q ’
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en donde 5 indica si X es un valor censurado ( & =0) o
i i : . i
nO( 5 =1)o N
. i
Sea F(x) la tuncién de distribucibn de las X °s.

i
Fle)a PiXeet) = V- PLX%k) = \ = @ Tenin QR8N EY
1 -pTXIyT, Yyt ls V- PRIzt PN )

- (- @Y O - R,

Det'inimos la funcibn de subdistribucidn para una observacidn no

censurada como

R Y: P L%k, sV,

y la tuncién de subdistribucibén para una observacidn censurada

como

BECt) = ® Loxest, SU'-Q-X .

Entonces se tienen 135 siguientes relaciones:
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L) ()= LA s, Su v} = PLSca)
) Pz PLX s, §(20) = ‘?li&ﬂ |
i) Fo() & FOCE) | |
= PIHist, §p=v) + ?I\"x.;&t,&\;no]
~ Plxcet, Sine ITRL

= PLxeet] = F(RD

de aqui el nombre de subdistribuciones a F y a F .

i) AFR ) 2 (V- M) ) dFe(E)

la demostracidén de iv) se presenta en el Apéndice 2.

Cada una de 1las funciones de distribucién puede estimarse a-

partir de la correspondiente funcidn empirica de la muestra, es

decir,
~ | [a)
d 'y . LA}
el CANET el CARE '\R 2\.15i¢tt,8¢-\\
% T F 1.
< PR '
(k) * Fah) = 4 7;1\\““, S0
o
Adem4s se tendr&n 1las funciones de supervivencia S (t) =1 =~

o
F (t) y S(t) = 1 - F(t) Junto con las funciones de
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. u . e .
subsupervivencia S (t) = P{X >»t. & =11y 38 (t) = P[X1 %t
i i
8§ - 0] y sus versiones muestrales.
i

Entonces, el estimador de Kaplan-Meier para la funcidn de
o.
supervivencia S (t) es
( e
AN . x
AT Y S RY para n)

g". () = J\ O si Syt para 7 Xeay

no definido si Su\\'-‘- 0 para + > %)

en donde X < X < vee € X
' (1) (2) (n)

y S(i) = I

{X no censuradal
(1)

El estimador Kaplan-Meier §°(t) es una funcién escalonada con
saltos sélo en las observaciones no censuradas, El tamafo del
salto en cada observacién no censurada es una funcién del nQmero
de observaciones y el patrdn de pérdida que se ha presentado
antes de la falla. Una observacidn adicional cambiard todos los
tamafios de los saltos del estimador. 31 la nueva observacidn es
no censurada, un salto extré ser% introducido en So(t). sin
embargo, si la nueva observacién es censurada, no habrf ningln
" salto adicional.Si una observacidn es eliminada también7ﬁambiarén

todos los tamaflos de 1los saltos del estimador, .pero 31 la

observacién es no censurada disminuirg en 1 el nlmero de saltos
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mientras que sy es censurada no cambiarl ellnﬁmero'de saltos del
estimador. Esto constituye la difefencia esencial en el efecto deh

una opservacién (ya sea nueva o de la muestra misma) que hace

natural la expresidn propuesta por Peterson.

Como . puede verse, un inconveniente del estimador Kaplan-Meier
es que s1 el Gltimo valor observado corresponde a un valof
censurado quedari indefinido el valor de este estimador. Una
forma de eliminar este problema es definir §°(t) = 0 para t >
X independientemente de la naturaleza de la filtima observacidn
5§2;pre y cuéndo el tamafio de muestra n sea grande. Sin embargo,
aunque en este tipo de estudios el tamafio de muéstra suele no ser
_.10 suficientemente grande como para considerar el caso anterior,
mbs adelante se propone una forma de resolver dicho problema de
manera general.

Si 51=1 para i=1,2,...+n , es decir, si ho hay observaciones

censuradas, el estimador Kaplan-Meier se reduce a la funcidn de

supervivencia empirica usual.

Las propiedades de este estimador han sido estudiadas por

varios autores, los cuales han demostrado que:

Es el estimador méximo-verosimil.

Es un estimador fuertemente consistente.

Es asintéticamente normal.

- Visto como un proceso estocistico en t, converge
débilmente a un proceso gaussiano.

La importancia de 1a censura (o la no censura) en la
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(+)
construccidn del estimador § (t) es m&s clara sl se representa

este estimador en t&rminos de las funciones- de subsupervivencia
u ¢

empfricas S (t) y S (t). Esto es posible puesto que Peterson
n- n 0

mostrd que para la verdadera funcibn de supervivencia S (t) se

- cumple que

¢ 4t T " fCxt)

{ n | 8™ (x4 s%Cx '\
. X o g¥(x) 4+ $8(x) xit S™ (x-) + SC ()

S = € . e 5

donde la integracidén se realiza sobre la unién de intervalos
u
abiertos de puntos menores que ¢t para los cuales S (+) es

continua y la suma es sobre los puntos x°s los cuales son puntos
u .
de discontinuidad de S ().

Por lo tanto, si S es continua para todo t, la suma e3 ceroy

t dsM |
S (%)

Sn(t\ . e o 5“(1\*-55(1\ )

u
mientras que si1 S es completamente discreta, la integral vale

cero y
\ 3“(.1")-\- &c Lx.+)
N L e ) ¥ 55

(LY. e**t .

o C
La expresién de S (t) no es otra cosa mhs que la generalizacibn

de la relacidn

B e o L TR b m ek e o e am e [T Co ot A - . . . ..

€ o o
d F°(x)
\ - Be(t) - =
$(t)s V= F°Lt) e_“(‘ H”ue&“ V- B
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A0
Entonces el estimador S (t) de Kaplan-Meier puede expresarse

como o , |
. St dSa (x) T \n \'-Sn“ (x> & S& (x*)
o SR(x)A SREO Lt g% (x) 4 S5 (X))

g.Lt\ = e avE " ~__e 5 s

y ya que la integral en el lado derecho es igual a cero pues
u
S (x) no es continua entonces,

" < +)
C i | SA (1) + s..\(r._
A y e'.x?."t YL E ) * S

3.5 MODELUS PARA TIEMPO DE FALLA

Como se dijo “anteriormente, el anflisis de datos de
supervivencia no solo se puede realizar a través de la estimacibn
de la funcién de supervivencia sino que también se puede hacer si
se modela_el comportamiento de la funcidn de riesgo © de la

funcidn de densidad de probabilidad.

Cuando se tiene una poblacidn homogénea y el tiempo de falla es
continuo se han propuesto los siguientes modelos paramétricos

sobre Lta distribucidn de T.

1. Modelo Exponencial.
2. Modelio Weibull.
3. Modelo Log~normal.

"4, 'Modelo Gamma., 7 T e
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Los mas comGinmente utilizados son el modelo exponencial (que
juega un papel similar en este tipd de anflisis al papel  que
tiene la distribucién normal dentro de la inferencia estadistica)
y el modelo Weibull puesto que estos admiten formas cerradag‘Qe
las probabilidades de las colas de la distribucidén y por ib ténto

expresiones simples para las funciones de supervivencia y riesgo.

Los otros dos modelos son menos utilizados dados sus

inconvenientes computacionales que por lo general se presentan.

Otra vez, sea T > 0 una variable aleatoria que representa el

tiempo de talla de un individuo, y sea Y=Log(T).

_ 3.5.1 MODELO EXPONENCIAL
Este modelo se utiliza para el caso en el que la funcidn de

riesgo es constante sobre el rango de T, es decir,

A(t) =X >0 t >0

en otrés palabras, la tasa instanténea de falla- es
independiente de t por lo que el cambio condicional de falla en
un intervalo de tiempo de longitud especifica es el mismo, esto
es, la propliedad de pérdida de memoria de la distribucidn

exponencial.

La funcién de supervivencia est& dada por

_gt }LSSAS ‘ -&E“)‘é; VS
steds e LI 2 e,')
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y la funci6n de densidad de probabilidad es

-t
L) = - ?istE\~ Me

Por 1lo tanto, una forma empirica de checar que un modelo
exponencial es apropiado para un conjunto de datos de
supervivencia es graficar el logaritmo de un esﬁimador de la
funcién de supervivencia contra t; esta gr&fica debe ser

aproximadamente una linea recta a través del origen.

3.5.2 MODELO WEIBULL

Este modelo es una importante generalizacibn del modelo
exponencial, la cual se obtiene al suponer una fuerte dependencia
del riesgo con relacibn a t. Esta dependencia se refleja a través

' de 2 parémetros positivos. A y p» de la siguiente forma:

' p_‘]
A(t) = Ap( A t) t >0

Esta funcién de riesgo es mondStona decreciente para p < 1 vy
monbtona creciente para p > 1. Se reduce al modelo exponencial

cuando p=1.

La funcién de supervivencia es

-Xﬁ » (e ds
L e e . SLt\ - e - -

pero
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xt. Apb\s\""és . e

por lo que

- r
c(k) = e Y

y la funcién de densidad de probabilidad es

- Y

(k) = -fistt\: rp e

Entonces la forma empirica de comprobar lo apropiado de este
. modeio, es graficar 1og(-logS°(t)) contra 1og(t); si es correcto
este modelo 3se obtendri aproximadamente una linea recta cuya
pendiente es un estimador de p y la ordenada al origen es .un

estimador de -log(p).
3.5.3 MODELO LOG-NORMAL

En este modelo se supone que el oomportamiénto de T se ajusta a

a+ BW
T=e en donde W ™~ N(0,1)

y notando que

£

|

Walat-d y d -
.. e eT

A

entonces la funcién de densidad de probabilidad de T es



92

(5 . Ay oz \n A tenemos

\ . A ) 1
2(e) = am) '*;Pt-'c_-&f”‘t\ (tA\\.

La funcién de supervivencia es

o t
St) = St:{.(,s\c\s s - S. 2CsHds

| t “aat (i GV
= \ - A -‘e A‘P
_\, m_’ﬁs . ds
Utilizando - ¥ = P\n (»s) se tiene que
' p\no;ﬂ ) 2 '
(%) = \—S A0 '!:“A‘_ = \ - @)Cpnuu),
Lo VT®
La funcién de riesgo es
\ _. L) 2
)(E\ . S["Z\ . La“\',m’p_t.\e' ‘&‘P (\f\(i)\s )

s(t) | - Q)(Pln(At))

et - -

la cual vale cero en t=z0, se incrementa hasta un méximo y

después decrece asintdticamente a cero cuando £t -+ =
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Este modelo es (itil cuando no hay censura en las observaciones
puesto que es simple trabajarlo, pero Aal- existir censura 3e

complica muchisimo la parte computacional.

%,5.4 MODELO GAMMA

Este modelo es otra forma de generallzar el modelo exponencial,

en donde T se modela a partir de la relacidn

o +W
T = e

donde W tiene la funcidén de densidad de probabilidad
' |
W
kw - e
e

g(w.k) =
(k)

'dik)O

por lo que W tiene una distribucién asimétrica negativamente.
Esta asimetria decrece al crecer k ¥ cuando k=1 se tiene el
modelo exponencial. De las expresiones anteriores es fécil

mostrar que

nt-
ROk - <) _e(l «)

i(t}n L U e

t PR G

o bien, haciéndo |
d: -\nA
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5 N ) Y — Ut\"e"“: A(At) "“t
+ (k) v(n\

La funcién de supervivencia es

S sLE)

gt‘.t(s\ ds

+ a -
\ - ).'(As)h‘c M ds
o ()

y haciendo el cambio de variable r=12s

Sy = ) ~<'
S rcm S
1, o8
donde
I,ob = Cree Ty
DA

La funcibén de riesgo es

A -_. LY CA )LM:.\ e "t
s(t) PR - 'S.,,_Ut\) tro

" la cual es una funcién mondtona ereciehte desde 0 para k > 1, Yy

mondtona decreciente desde paré k'< 1. En cualquier caib se

aproxima a M cuando t - o
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3.6 MODELOS PARA POBLACIONES HETEROGENEAS
Cuando no se tiene una poblacidn homogenea no es posible
utilizar los modelos anteriores para hacer un buen an8lisis ‘de

los datos de supervivencla.

Si suponemos que la heterogeneidad de_la poblacibén se debe a
que existen variables explicativas las cuales tienen una
dependencia " sobre el tiempo de falla, podemos generalizar los
moueios.anteriores de tal manera éue afiadimos la informacidn de

las variables de cada individuo de la muestra.

Por lo tanto supondremos que para cads individuo se observarén

el tiempo de falia T y un vector ¢°= (Z »2 »...12 ) de variables
1 2 p

explicativas o covariables. El principal problema seri modelar y

determinar la relacién entre T y z°.

En este caso la funcibn de riesgo al tiempo t para un individuo
econ covariables z puede modelarse ya sea considerando un modelo

aditivo o un modelo multiplicativo.

S{ el modelo es aditivo, entonces

A(t.z) = N (t) + g(z2)
1

donde A (t) representa el riesgo com@n a todos los individuos
1
al tiempo t.

Hay que notar que si g(z) es idénticamente 0 entonces se

utilizarén los modelos vistos para poblaciones homogéneas.
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Si el modelo es multiplicativo. entonces

A(t,z) = A (t)glz)
1

aquif también A ft) es el riesgo comﬁn a todos los individuos
al tiemp6 t. ! |

Como puede verse, estos modelos son demasiado generales pues
tanto A (t) como g(z) son funciones arbitrarias lo cual hace
' que un a;élisis g;neral sea complicado. Para - facilitar -el
anflisis se afiade el supuesto de que g(z) es una funcidn de z.

pero la contribucidn de este vector es en forma lineal, es decir,

glz) = g(z" g8 )

en donde g ° = ( g + B re.er g ) €3 un vector  de
1 2 P
parfmetros.

Por lo tanto

A (t.2) = A (t)glz®g )
1

y la eleccidn de g(:+ ) puede depender de los datos que estén

siendo considerados. Pero la eleccidn mAs comGnmente usada es

X
- g(x)=ze » por lo que el modelo de regresién para el riesgo seri

z'R
alt,z) = A (t)e
1
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en donde, como 8e dijo antes, g es un vector px1 de

parimetros desconocidos ¥y A (t) es una funcibn arbitfaria
1

desconocida que da la funcidn de riesgo para un individuo con

condiciones esténdar z°= Q°.

Dentro de los modelos de regresidn para la funcibn de riesgo el

mhs simple es aquel en el que se supone A (t) constante; con
_ 1
esto se obtiene el llamado modelo de regresién exponencial.

En este caso la funcién de riesgo serf

ot
_ z 8
A (t,z) = A e

con lo cual se especifica que el logaritmo de la tasa de falla
al tiempo t es una funcién lineal de'las covariables z.

La funcibn de densidad condicional de T dado z es

t
. . v 3)d
(e, )« 2l ) e S.)Lsgs :

w -SEaet s '
s A Q!(i e
. U
it e
< aelh e’ |

y la funcidn de supervivencia condicional de T dado z es
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~arett

El siguiente modelo mids simple es considerar una familia

doole-paramétrica de las funciones de riesgo, con lo que 3e

obtiene el llamado modelo de regresidn Weibull.

Este modelo expresa la funcidn de riesgo condicional al tiempo

t daco z como

p-1 z°B
A (te2) = pC A t) e

es decir, el efecto que 3e considera de 1las covarlables e3

multiplicativo sobre la funcién de riesgo Weibull.

La funcidn de supervivencla condicional de T dado z e3

¢
- OAL5.1365
SCe;1) >

W}

G e ety
e

toeye
0 (at) e

y la funcidn de densidad condicional de T dado z es



80, £ ALE D) SCE)

=P GeyPe e -t GeyPledB

99



100
4. LA FUNCION DE INFLUENCIA EN DATOS DE SUPERVIVENCIA

4,1 INTRODUCCION

Como fa se_ha visto, la curva de influencia esti perfectamente
definida solo en el caso en el que el parametro de estudio sea un
vector p-dimenaional (p31). Por otro lado, duando se analizan
datos de supervivencia, el parémetro de estudio por lo general es
una funciédn, lak cual puede ser la funcion de supervivencia, la
funcibn de densidad de probabilidad o la funcidn de riesgo. Por
lo tanto se presenta un problema al tratar de encontrar la.
funcidn de influéncia al estudiar datos de supervivencia, en
particular cuando se usa c¢omo estimacién de esta el estimador

Kaplan-Meier(K-M).

Una solucibn al problema anterior fue propuesta por Reid(1981),
quien basada en la representacidén del estimador K-M dada por
Peterson, encontrd 1la curva de influencia tedrica de la funcidn

de supervivencia asi como la curva de influencia del estimador

K""Ml

Para calcular la curva de influencia de S(t), se éalculé en
primer lugar la curva de influencia de la funcidén de riesgo

acumulada A(t), la cual se obtiene a continuaciédn.

La funcidn de riesgo acumulada A(t), vista como una funcional

u :
de S y S puede expresarse como
¢
t N ] _
Al - _S d S™ (w) _ \n[S“(_xﬂ s S(acﬂ}
A O X O\ I SHGe) ¢ S5
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la funcién de influencia evaluada en un punto X se calcula de
manera puntual para t, es decir, para cada t fija se obtienen 2
curvas de influencia para cada observacidn con valor x, pues como
ya se dijo anteriormente el efecto que tiene la observacibn x en
la funcidbdn de 5upervivencia (y en este caso en la funcidn .de
riesgo acumulada) depende de la naturaleza de la misma, es decir,

si es o no una observacibdn censurada.

S84 x e3 una observacibn no censurada, la curve de influencia

ests dada por

| minCx, t) 1 '
d S*ew) {xest}
CL(AW, S, s 0 | e
u.( ) o (s ) > SCOQ) ') + $°0x)

y 831 x es una observacién censurada

min (x,t)
Cl.CAl),s™) s, x) * g dSMy) _— .
o o ($"(w)+ s‘(@)"

Para encontrar las curvas de influencia para S(t) se considera
' u o]
a S(t) como una funcional de S y S a través de la funcibn:

~ A(t)
S(tY = e
por lo que '
sty T e[ SRR

T () S D
o S“ t
s(4) . e S+ ST e_u |

4

de donde se obtiene



102

wﬁAQxAA | ‘TL
CL, (s, 84,85, x) = S(E) K.S c 35ty b Ax et}

S + 8 WY S0 + $°D
y
. minCax,t)
CT . Cslyy, 5% 88, ) = scux sHC X
‘ (S0 + $°0)

Hay que notar que estas expresiones se tendrfn para cada t>0
considerados, por lo que en realidad se tienen una infinidad de
funciones de influencia evaluadas en cada observacibébn x de
interés, es decir, la influencia que tiene la observacién X sobre

el valor de S(t) estard en el conjunto

{quks(t\,s‘*, $6 1), Cle (s, .36 x) con k n}

Finalmente, para obtener las funciones de influencia
correspondientes al estimador K-M se utilizan las expresiones
anteriores pero considerando las versiones muestrales de cada una
de la funciones que aparecen en las mismas, es decir, se
sustituye S{t) por § (t), S por S (t) vy S (t) por S (t) donde n-

n n
es el tamafio de la muestra.

Por lo tanto

fain (_:c,-t.\

1 (S @ sn,sn,x\ Lo (4) X _ Ay Xﬂxst\
o (ShLN* 55 Lu@\ 4 G 4 SHE
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M‘“L*;*\‘
CL (3w, Sn, 85, %) = %"mg HEETNG \ IS
o (S0 +SEY)

Con 1las expresiones anteriores se pueden observar clertas

caracteristicas del estimador K-M: El término

min (X, t)
dSalw
o (SA4) #5q ™)

ﬁ-o o

representa esencialmente (pues S (t) no depende del valor de x)
A0

el cambio en el tamafio de cada salto en 3 (%) cuando una nueva

observacién x es afiadida a la muestra, y el término

-I- Lx st}
SH () + Sa D

representa el salto adicional que se introduce cuando la nueva
observacidn es no censurada.

‘ o
Las dos curvas de influencia para 2 (t) toman el mismo valor Yy

permanecen ya constantes para x>t puesto que una observacibn en
0
x>t afecta a € (t) solo a través de un cambio en el tamafio del

salto.

Finalmente, Reid(1981) presenta un ejemplo gréfico de las
funoiones de influencia tebricas para el caso en el que la
funcidn de distribucibdn FO es exponencial vy la.d;;tribucibn de la
censura H es uniforme o exponencial. Las érﬁficas obtenidas se

presentan en la siguiente figura.
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Una cosa que hay que notar es que esta solucibn no nos permite
analizar la influencia de posibles observaciones contaminantes ya

que la construccién de la curva de influencia para el estimador
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K-M propuesta por Reid se basa en el supuesto que la muestra

aleatoria proviene de una poblacidn indénticamente distribuida.
4.2 CURVA DE INFLUENCIA PROPUESTA PARA DATOS DE SUPERVIVENCIA

4.2.1 INTRODUCCION

En la seccibn anterior =se mostrd brevemente la solucidn
propuesta por Reid(1979) para el problema de calcular la funcidn
de influencia para el estimador K-M. Como puede observarse, el
manejo de dicha solucidbn resulta un poco complicado pues la curva
de influencia para el esiimador K-M se construye de manera
puntual, esto es, 3e tiene un indicador de la influencia de una
observacidn con valor X, ya sea censurada o no, sobre el

estimador K-M evaluado en t para cada t fijo.

Por lo anterior surgié la idea de tratar de construir otra
solucidén para el problema en cuestidn, de tal manera que esta
nueva solucidn tuviera una forma simple de chllculo, que nos
llevara a interpretaciones sencillas y con la cual se obtuviera
un indicador de la influencia de una observacion (censurada o no)

sobre el estimador K-M de forma global y no de manera puntual.

Por otro lado., al tratar de medir una influencia global parece
natural tratar de encontrar, en primer lugar, alguna medida
(funcibn de la muestra) que sea sensible a la forma del estimador

K-M y, posteriormente, contruir la funcién de jnfluencia en base

a dicha medida.

La medida buscada debe ser tal que refleje el comportamiento

global del estimador K-M, esto es, que con este valor se pueda
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determinar la existencia o ausencia de saltos muy grandes en el
estimador K-M o, equivalentemente, la de intervalos en los que
exista mucha censura; también, con este valor se debe poder
determinar la presencia de observaciones contaminantes, es decir,
observaciones muy grandes y/o muy pequefias con respecto a las que -

esperamos.

Una medida que cumple con las caracteristicas deseadas es el
llamado valor promedio (VP) del estimador K-M; dicho concepto se
describiri en la siguiente seccién. Asi, 1la solucidn estari
basada en VP y permitird medir la influencia que tienen sobre el
estimador K-M las observaciones muestrales tanto censuradas como
no censuradas, las cuales a su vez pueden provenir de una-

poblacidn contaminada.

§,2.2 VALOR PROMEDIO DEL ESTIMADOR KAPLAN-MEIER

Supongamos que se tiene una muestra aleatoria Y ,Y ,...,Y la
' 1 2 n
cual proviene de una poblacibdn contaminada, es decir,

Y ~ (1-p )F + p F*
i o 0 -
donde p es la proporcién de contaminacibén, y F y F°son
funciones ge distribucibn de tiempos de falla.
Supongamos que la censura esti distribuifda uniformemente y que
¢l porcentaje observado de valores censurados en la muestra es
(p x100)% . Denotemos adem8s por n n.p el nﬁmeré de

c ¢ c
observaciones censuradas.

Por comodidad tomemos el origen temporal como t =0 y denotemos
_ 1
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por t st +...0t los tiempos de falla observados. Con el
' 2 3 n-n +1

¢

objeto de eliminar la posible indeterminacién del estimador K-M

para x mayores que la Gltima observacibn si esta fuera censurada,

introduciremos una observacién ficticia en t = Y + h,
. n=-n +2 (n)

c .
donde h tiene un valor positivo, pequefio ¥ arbitrario escogido
por el investigador. Ya que una nueva falla mayor que Y

' (n)
probablemente habria ocurrido dentro de una desviacibtn esténdar
posterior al valor de X , es razonable hacer h igual a una

(n) :
desviacién esthndar de la distribucidn estudiada (es decir, de F)
por lo que en este trabajo as!{ se tomb. En la prctica F no es
. conocida y h se tiene que filjar de alguna otra forma,

posiblemente utilizando informacidn adicional acerca del

fenbmeno. Entonces, independientemente de Y sea censurada o
(n)
no, el estimador valdré cero a partir del valor Y -+ h, aunque
: (n) :
sl Y es no censurada el valor de cero empezari precisamente en
(n)

Y =t .

(n) n-n +1

e

Con los tiempos de falla anteriores se calcula el estimador K-M
de 1la funcidn de supervivencia, el cual se muestra gréficamente

en la siguiente figura



108

§° |
\.o p——
- 0.80
0.0 . . . s — .
t. t‘ t& E“ LI -t'\"\._ tn.n‘. t“'“{.~‘-

-

o o
Sean D = g (t ) - §' (t ) i=1,2+...0n=-n +1 las magnitudes de

i _ i i+1 c
los saltos del estimador. Por lo tanto. el area bajo la curva es
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~estimador K-M se transforma en el "complemento™ a 1 de la funcibn
de distribucién empirica de la muestra, y se tendra entonces (ver

la siguiente gréfica)

t =° ’ t =Y 1:2-3.....n+1 '
1 _ i (i-1)
t =Y + h
n+2 (n)
D = 1/n 1=1s..00n
i
y
D - 0 1
n+1
SO
| )
'0'"_':5‘10
Lo
T
. Nowy N Yy “cn-\\ ‘m Nt N

por lo que el area bajo la curva e3



111

Q‘QQ- < £1_-b\ ¥ 'ka‘ba_ oo 0 d {n.“.bﬁ * ‘E““l“n"‘

Yor (L) + You (K +ooe ¢ Yo () + Bewt R o

\\M(L\ 7“; 1(_\_ :

A=

y el valor promedio es

Entonces, 1independientemente de las caracteristicas de la

muestra, se podrf calcular el valor promedio (VP) del estimador
K—Mo

Ahora bien, uné forma de analizar el comportamjiento global del
estimador K-M en una muestra particular, es comparar el VP
obtenido con respecto a su esperanza bajo las condiciones de la
muestra en cuestién. Por lo anterior es necesario encontrar la
esperanza de VP en presencia o ausencia de contaminacidn.
Discutiremos a continuacién el caso mas sencillo, en el que no
existe censura en la muestra, y en el que las funciones F y F’

corresponden a distribuciones exponenciales, Sean
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Y n (1=-p JExp( A ) + P Exp( 0 )

1 0 0
’ i:‘ln...vﬂ

en donde A es el parfmetro de interés y @ e el parametro

de contaminacidn,

La esperanza de VP esti dada por

£ (N?)

o

w ( .3_\ e E_L-"_)_
",(h\ EL\'U\\\

Ahora bien,
-0xX

G- \°°Ve-m* ko€ X, N

. 6 >0

£, 602 360 = NN
o ey otro Caso

y por lo tanto

-6%
o x € A#L

2= w00 = L\-@ox\'oﬁn.é”'én > ’f"‘&o

T U
> 6

Para obtener E(Y ) se harl por separado para el caso queé no

(n)
haya contaminacién y para el caso que si la haya.

Caso 1.- Yi A~ Exp( A )

En este caso

AQ'N% 4vo

£(%\:

° - en otro €aso
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o \-5&-0
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per lo que:

£yt = 2ala) = n (3740

S N QI "ﬂ“"e"“‘* .

Entonces
- BYRCHEEL
E(\{U\\) = S”‘af‘)‘ (W -e %\ e * A‘&
© -
(s AN e M dy
) =t A

pero (\_3(_\“" DN (“;:\3(-\\*'1.“ )
' o i 0

por lo que

E(" ) = h)x%t% hi: (“];\\c-\\‘: (e” "‘*\ce"\%&g
n) c0 = alia)
con T Op)es Cu e ey
k=0 °
= NA LI:‘:(“;‘)C_-\\C m

A -\ :
’ l'\"‘\ s-\)L
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la Gltima igualdad es demostrada en el apéndice 3.
Caso 2.- Y, v (1 - p)Exp( A ) ¥ p Exp( 0 )
En este caso
Y -0
(-\*Po\/\& Yy l(aoee. * 4o
4w

(o] en otro caso

y, denotando 4, = \- P") tenemos que

Tl . S“:(fz\.x e J‘a.e e'“)éi
DG+ ople et )
% ™) x -
- 9,0.— 9.2 "% 4 K. - )p e Y

= | - (-Q-o o™ +{:.,€.-M) .



Por 1o tanto,
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Entonces, si denotamos por I1 el primer término de la expre-

sién para E(Y(n)),

T = n)g, gou; Li- e s p, e,'”)T-‘@-‘A* dy

o r\)\e‘ogu:»& LA YD ¢\ Q-Méc\\%,

Para evaluar esta expresién tenemos

.Soo%ﬁe,—)"&é\,b - g X_Z ("~ \)C-\Y'Q\ Q'-LA\&_\& )\U&%
i i‘ (.n-li\)(__\\.cqé %w% Q'_M.in\\g A‘ﬁ
-1 v " 1
- Feners ()
pero
(“-; \(":\*_:\ Q\\C:\\\\- DY ) L\+l - n{::‘\\ﬁﬁ— -1y L : Jf-\. L:U\ ?

por lo que
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R 09 N

NGRSt )

ﬁ)\x%o LS




118

((L DX+ 0\ %\d

S%BQ"’\%A% - x L Z»(n \y 0 9('.- \P
:i\; C\ ,\)L-\\ix qf-\?‘. \00% o _UA »fc-:‘).‘ac\‘\3
“2 e
_(f\}) g%f%%:if&k )
g %CQ-MM CalECnen(d) v Re
s \
.I:;l(-ﬂl\)c-q*( gr: z’P‘LS‘t (_C NA +26 \éo\.%
E AR (gt

AL ST Y A (oD gs
Ji(%) A%( * Tei-dAarze

- -0A v 20)y 155

1

o

Entonces

0 =D
I, % nAgs { R ?:‘( ) et ad

- (_-ﬁ A
) %r 1L R ,\+e\’-
. A=\ \ (- \\%Q_
(R 2 Cz )%‘LL*\\;QW

i..'( )‘;‘_\&;&_ +ﬁkp°2(‘n\ (i‘_\_‘_ﬁ—g‘;—

Ls UM 0%

FY () entelien g
—f._‘f- } 2) e ALt



- 119

Sca 12 el scpundo término de la expresién para E(Y( ))
. n) '

Entonces
I,:n6p y:“a Li- Caoe s b, o0 ;'lnae_-o%g%
2 16 Po \T‘% Tarele G%A% ’
En este caso, tenemos que | '
- 2 ra- LA "ix -
yn ety = (o L (Hlersde et
. “I_: C\;_.\\l*\\( E\o'c \O:% e (KA*Q)\%%.

A =0

" -\ | n-! L. X
LN eyl (Ve T () et
'\ZJO( A)_ XD &2'0( A )QCXHH"'

y

Cy pe™ay = G [0 e Ny
= (Ce-tM 19\*-5

T et (R
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Esta Gltima igualdad se obtiene simplificando cada uno de los
tres términos considerados; dichas simplificaciones se presen
tan en el apéndice 4.

Entonces, para el caso de no contaminacién tendremos que

\
EC\I?\"\: /)“ = L )
L% o
L2 AR

= 120 *
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La expresién anterior se puede aproximar en la préctica to-
mando tnicamente los términos indicados en el denominador.
Para una p, fija esta aproximacién seri mejor para A / 6
grande. ’
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Por otro lado se analizd la bondad de esta aproximacidn. con
relacidén a E(VP)(es decir E(Y/Y )), para lo cual se realizaron
simulaciones de las variables énz....Y para diversos valores de
ne A, 0 yop. 1 "
o
Con estas simulaciones se estudid ademds el efecto de -1la
contaminacién en el estimador K-M y se observd que cuando la
contaminacibn es bor la izquierda (es decir, cuando 9 > A 110
cual implica que las observaciones contaminantes son muy pequeiias
con relacién a las esperadas). esta no afecta esencialmente a la
forma del estimador K-M, mientras que si la contaminacibén es por
la derecha ( 9 ¢ X ), el estimador se verd afectado fuertemente
ya que cuando la diferencia A -0 se 1ncrémenta se tendera a
observar una cola larga en el estimador con lo cual aparentemente
se tendria un p;omedio de vida mayor. Por 1lo anterior, los

desarrollos y "situaciones estudiadas solo consideran

contaminacidén por la derecha,

Con estas simulaciones sé-produjeron 1000 muestras para cada
una de las 60 combinaciones de los siguientes (para cada A solo
se utilizaron los valores de 60 que se encuentranen el mismo

rengldn, y para p =0 el parfmetro @ no interviene):

(o]
n A ) (p x 100)%
(o]
20,40,60 0.10 0.050,0.020 0.5,10
0.05 0.025,0.010 "
10.00 5.000,2.000

20.00 10.000,4.000
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Los resultados que Sse obtuvieron fueron aproximando el

denominador de la Gltima expresiédn por los 5 primeros términos.

n=20 AN =0.10
] p E(Y) E(Y ) E(VP)
' +) (n)
Simul. Aprox. Simul. Aprox.
- 0 10 36.020 35.977 0.2776 0.2779
0.05 0.05 10.5 39.841 39,556 0.2636 0.2655
0.05 0.10 11 43,262 43,332 0.2543 0.2539
0.02 0.05 12 62.884 61.043 0.1908 0.1966
0.02 0.10 14 81.696 86.639 0.1714 0.1616
n=20 A =0.05
6 p E(Y) E(CY ) E(VP)
0 (n)
Simul. Aprox. Simul. Aprox.
————— 0 20 72.040 71.955 0.2776 0.2779
0.025 0.05 21 79.682 79.113 0.2636 0.2655
0,025 0.10 22 86.523 86.663 0.2543 0.2539
0.010 0.05 24 125,769 122.087 0.1908 0.1966
0.010 0.10 28 163.391 173.277 0.1714 0.1616
n=20 A =10
0 P E(Y) ECY ) E(VP)
o (n) :
Simul. Aprox. Simul. Aprox.
———— 0 0.1 0.3602 0.3598 0.2776 0.2779
5 0.05 0.105 0.3984 0.3956 0.2636 0.2655
5 0.10 0.1 0.4326 0.4333 0.2543 0.2539
2 0.05 0.12 0.6288 0.6104 0.1908 0.1966
2 0.10 0.14 0.8170 0.8664 0.1714 0.1616
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n=20 \ =20

0 P E(Y) E(Y ) E(VP)
o (n)

Simul. Aprox. Simul. Aprox.
———— 0 0.05 0.1801 0.1799 0.2776 0.2779
10 0.05 0.0525 0.1992 0.1978 0.2636 0.2655
10 0.10 0.055 0.2163 0.2167 0.2543 0.2539
5 0.05 0.0575 0.3013 0.2925 0.1908 0.1966
5 0.10 0.06% 0.3793 0.4022 0.1714 0.1616

Como puede verse, la esperanza de VP no depende finalmente de
los valores particulares de A y 6 sino de la relacidn que
existe entre ellos, m&s explicitamente de la razén A/0 . Lo
anterior se justifica por el hecho que el valor esperado de una
funcibén no depende de la escala de medicié4n de la variable sino
de los valores particulares de dicha funcidn, y en este caso la
escala de medicidn esthd referida a A y 0 . Ademés, regresando

a las expreéiones de E(VP) se tiene:
Para el caso de no contaminacidn

E(“?\ = : )

n_L..
L %

At

que evidentemente no depende de A

Para el caso de contaminacibn
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por lo que solo depende de A/6 . Por lo anterior, las tablas

correspondientes a tamafios de muestra 40 y 60 solo se presentaran

en términos de la relacidon entre XAy 0 (en todos los casosy

_la relacién A/6 es mayor que 1). Obteniéndose
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n=40
A/8 P, E(VP)
Simul. Aprox.
—————— 0 0.2335 0.2337
2 0.05 ' 0.2180 0.2205
2 0.10 0.2095 0.2054
5 0.05 0.1461 0.1387
5 0.10 0.1295 0.1064
n=60
A/O p B (VP)
o
_ Simul. Aprox.
—————— 0 0.2127 0.2137
2 0.05 0.1974 0.1946
2 0.10 0.1874 0.1821
5 0.05 0.1250 0.1113
5 0.10 0.1107 0.0933

-

Como puede apreciarse en las tablas obtenidas, al utiiizar las.
expresiones propuestas para E(VP) se tienen muy buenas
aproximaciones al valor obtenido por simulacibn, el cual a su vez
se espera que sea semejante al verdadero velor. Por lo tanto, se
pueden utilizar estas expresiones, por lo menos, en muestras con
un tamafio entre 20 y 60, aunque personalmente no creo que 3Se

deban excluir los demés casos.

Al analizar globalmente las tablas anteriores, se puede afirmar
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_que la E(VP) puede ser utilizada satisfactoriamente para estudiar
la influencia gque tiene la contaminacién sobre el estimador K-M.
Como puede verse, a medida que aumentan el grado de contaminacién
y 1a razbn MA/8 , 1a E(VP) va disminuyendo, lo cual es 16gico
pues si se tienen observaciones en prdmedio muy grandes..el
estimador K-M téndré una cola larga lo que para efectos de area
bajo la curva no contribuye significativamente pero en cuanto al

valor Y este mumentari por lo que se espera que VP sea menor,
(n)

§,2.3 LA CURVA DE INFLUENCIA

Ahors bien, ya que en el planteamiento anterior se supuso la no
existencia de censura, se intent®d obtener expresiones anflogas
para E(VP) en el caso de que existieran observaciones censuradas.
Sin embargo, = ho fue posible encontrar la expresidn
correspondiente para E(VP) pero, a pesar de esto, se atacdb el
problema de manera diferénte basindose también en el YP del

estimador K-M,

Es claro que una forma dé medir globalmente la influencia que
tiene el patrbdn de censura de una mﬁestra'particular en el
estimador K-M es comparar, de alguna manera, el valor promedio de
este estimador con el que 3e obtendria de una muestra con
caracteri{sticas iguales(tamafio, porcentaje de contaminaéién y

razbn A/ ) pero 3in censura.

Sin embargo, e5 generalmente de mas 1nter§qﬂ_determinar una
medida de 1la influencia que tiene cada.ﬁna de las observaciones
por separado en el estimador K-M. Para este caso es necesafio

analizar . la influencia de cada observacidn bajo las sigulentes

_situaciones:
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1. La influencia que tiene la observacién debida a su
presencia en la muestra analizada, 1la cual puede
medirse mediante la eliminacidn de la observacidn y
comparando los resultados obtenidos con y sin la
observacidn. Esto se hizo utilizando el concepto de
funcién de influencia muestral discutida en el
capitulo 2.

2. La influencia que tiene 1la observacibdn debida a su
naturaleza (censurada o no censurada), la cual puede
medirse mediante un cambio de estado, es decir, pasar
de censurada a no censurada o viceversa, Y entonces
comparar los valores de VP entre si.

Para cualquiera de las situaciones anteriores se propone medir
la influencia de las observaciones de la siguiente manera. 3ean
VP el valor promedio del estimador K-M de la muestra obtenida y

VP el valor promedio del mismo estimador de la muestra pero con
, i
1a modificacibn requerida de la i-&sima observacibdn, Entonces si

CI denota la influencia de la j-ésima observacidn sobre el
i _
estimador K-M, CI estarhd dada por
i

F(VP) - F(¢c VP )
i 1
Cl =

F(VP)

en donde, F es 1la funcibn de distribucibn de la variable
éleatoria VP (valor promedio del -estimador K-M) con 1as
condiciones de contaminacibén, censura y tamafio de la muestra
original y ¢ es 1 si la modificacidén de 1la i-é€sima observacidn
fue un caméio de estado 9 es n/(n-1) si la i-&sima observacidn
fue eliminada (debido, esto filtimo a que al eliminar una
observacidn el.tamaﬁo de muestra cambia, por lo que era necesario
una correccidén al valor VP para que puedan ser comparables 103'

i
‘valores F).
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De acuerdo "a l1a forma propuesta de CI . la influencia de cada
observacidbn es, esencialmente, el cambio ielativo que tiene 1la
funciédn de distribucibn eavaluada en el valor promedio con una
modificacidn en la i-&sima ob;ervacibn con respecto al valor de
1a funcidbn de- distribucidn evaluada en el valor promedio del
estimador K-M de la muestra original, Es decir, " se esfé
comparando simplemente el valor de una estadistica bajo la
muestra original y bajo una situacidn particular(dada por una
modificacién en la i-&sima observacibn) de interé&s. Esto no es
otra cosé que la idea de 1a'func16n de influencia muestral, vista

en el capitulo 2 por lo que se espera que efectivamente sea un

fndice que mida la influencia.

Por 1o tanto, solo resta encontrar la forma de la funcidn de
distribucidn F pafa_cualesquiera condiciones de la muestra. 3Sin
embargo no fue posible encontrar una expresidén para F de manera
géneral para los diférentes valores de tamafio de muestra (n),
contaminacibébn (p ¥ \/6 ) vy censura (p ), pero se aproximd
mediante la funcign de distribucibn empirica 3el VP para algunos
valores de n, p» A/O y p (proporcién de censura en la
muestra) utllizandg para esto simugacibn de situaciones dadas poF

ls combinacibn de los sigulentes valores y a partir de 1000

réplicas para cada una de las situaciones consideradas.
LLos valores estudiados fueron:

n = 20, llOyGO

p=0.5y10$
(4] .
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A/ = 2y 5

p = 0, 10, 20 y 30 %
¢

Por lo tanto, para cada tamafio de muestra se obtuvieron 20

funciones de distribucidn empiricas, las cuales estén dadas por:

Funcién empirica %fcensura % contaminacidn A/6
nQmero
1 0 0 -
2 10 0 -
3 20 0 -
4 30 0 -
5 0 10 2
6 10 10 2
7 20 10 2
8 30 - 10 o2
9 0 10 5
10 _ 10 10 5
11 20 10 5
12 : 30 10 5
13 : 0 5 2
14 10 5 2
15 20 5 2
16 30 5 2
17 0 5 5
18 10 5 5
19 20 5 5
20 30 5 5

Adem4s, se obtuvieron las gréficas de estas funciones. Estas
grficas permiten, ademhs de calcular la CI , analizar y comparar‘
el comportamiento global de dichas funiiones al cambiar los
valores de p » p y/o A0 . Algunas de estas graficas se
présentan alcfingl de esta seccibn,

"En la figura 1, se presentan las gréficas de ;as funciones de
distribucién empiricas ya suavizadas, correqundientes a uh

tamafio de muestra 40, un valor arbitrario de A , sin

_contaminacibn y para 4 diferentes grados de censura.
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A partir de esta gréfica se puede analizar el efecto de la.
censura, a diferentes niveles, sobre el comportamiento de VP. Hay
que notar que las funciones de distribucidn reflejan un cierté
paralelismo en la parte central lo que hace pensar que podriamos
tener esencialmente la misma variable pero corrida a la derechg.
por 1lo que & mayor grado de censura Sse tenderh a obtener valores
~de la VP mAs grandes perd con menor variabilidad puesto que el

valor miximo no cambia radicalmente con el grado de censura.

Adem4s hay un cruce coh 1a funecibén correspondiente a no
censura, lo cual puede deberse a muestras en las que la presencia
de censura en 1las observaciones no tiene un peso gignificativo en

=1 VP,

Este patrdn general se observa también en la figura é la cual
involucra las mismas situaciones anteriores pero para un tamafio
de muestra 60, aunque en esta Gltima los valores observados de VP
tienden a ser un poco mas pequenos pues es mucho mas probable que
se obtengan'valores mAximos "grandes" en una muestra de tamafto 60

que en una muestra de tamafio 40. .

En las figuras 3 y 4 se presentan las grificas de las funciOne§
de distribucidn para tamahos de muestra 40 y 60 respectivamente,
un valor arbitrario de XA en presencia de un 10% de_

contaminacién con A/@ =5y para 4 diferentes grados de censura.

En las gr&ficas hay que notar que a pesar de presentarse
contaminacién en la muestra, el patrbn general de comportamiento

antes descrito sigue existiendo con la Gnica diferencia en el
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rango de valores del VP considerado, es decir, se tiende a tener
valores m&is pequefios (correspondientes a valores miximos grandes
en la muestra) no solo por tener un tamafio mayor de muestra sino
porque se esti contaminando por la derecha, o sea con valores en

promedio mayores que los esperados.'

Ademés, el "eorrimiento" que sufren las funciones de
. distribucidén es menor en presencia de contaminaidn, lo cual
sugiere analizar las graficas con diferentes grados de

contaminacibn.

En la- figura 4 se nota que el cruce de la funcién de
distribucibén sin censura solo se presenta para la correspondiente
funcidn de distribucidn a un 10% de censura puesto_que. para el
tamaBho de muestra considerado en este caso(60) un 202 o mas de
censura corresponde a bastantes observaciones (12 o mas) por 1lo
que no es 16gico pensar en valores de la VP con igual valor de la

" funcidn de distribucibébn con (20% o mas) y sin censura,

En la grifica 5. se muestran las funciones de distribucibn
correspondientes a un tamafio de muestra 40, un valor arbitrario
de A con un 5% de contaminacién y 10% de censura para 3

diferentes valores del parametro de contaminacidn.

"Al analizar el patr6n'de comportamiento que tiene el VP cuando
el parimetrd de contaminacidén (por la derecha) cambia, se observa
que a mayor valor del cociente A/0 serdn mas probables
valores pequefios del VP puesto que en la muestra se tendrén

valores en promedio cada vez mayores que el resto.
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Para este tipo de grhficas no hay cruce entre las funciones de
diﬁtribucibn. Sin embargo, se nota un gran cambio al pasar dé
A/0 =2 a A/8 =5 lo cuel refleja la importancia que tiene el
parémetro de contaminacibdn (o el cociente A/8 ) a pesar de

tener solamente un 5% de contaminacidn.

H

Hay que afiadir que este comportamiento también se présénta paré
otros niveles de censura, de contaminacibén y tamafio de muestra
(aunque no se muestran aqul todas las gréficas). Como ejemplo de
esto se presenta la figura 6 que corresponde a las funciones de
distribucién para un tamafio de muestra 60, un valor de

A arbitrario c¢on un 10% de contaminacidn, 20% de censura y con
" los mismos ﬁaiorcs del parémetro 0 de  contaminacibn,es decir,

A/6 igual a 1.2 y 5.

Ahora bien, al ‘analizar entre si las figufas 5 y 6 hay que
notar que a pesar de las diferentes caracteristicas consideradas,
las 2 gréficas en si. son semejantes, 1lo que _podria estar
reflejando' que el patrdn de censuray el de contaminacidn se
compensan de tal manera que no prdducen éambios radiéales en las

funcibnes de distribucidn.

"Finalmente, para analizar el efécto que tiene el grado.de
contaminacibén, se presentan las figuras 7 y 8. La gréfica 7
corresponde a distribuciones con un tamafio de muestra 40, uﬁ
valor arbitrario de A » sin censuray con A/6 =2, mientras
que 1la figur? 8 corresponde a muestras de tamaho 60 con

A arbitrario. 30% de censura y A/0 =5. Como puede apreciarse

en las 2 figuras, al aumentar el grado de contaminacidn se sufre
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un corrimiento a la 4izquierda lo cual es8 debido., como se
esperaba, a que los valores miximos grandes aparecen con mayor
pFobabilidad 1o que ocasiona que el velor VP disminuya. Al tener
cUpvas e¢asi paralelas (figura 7) y/o que no tienen cruce alguno
(figura 8) se muestra que para estas situaciones nuncaiva a ser
igual tener un gﬁado mayor o menor de contaminacidn, eé decir, 1la
contaminacidn va a tener un efecto significativo sobre el VP vy
dichd erécto incrementard a medida que el porcentaje de

‘—ebhtafinazsidn aumente,

La diferencia mas marcada entre las curvas se presents en la
figura 8, pues al pasar de un grado a otro de contaminacidn se
' veh involucradas 3 observaciones contaminantes adicionales., que

en conjunto tienen un efecto significativo.

En la gréfica correspondiente a estas mismas condiciones pero
con un tamafio de muegtra 20 (la cual no se presenta), el cambilo
entre 1las funciones e3 casi insignificante pues aqui solo se.
involucra 1 observacidn contaminante adicional al cambiar de un

nivel a otro de contaminacidn,
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k.2.4 EJEMPLO
Para mostrar el uso e interpretacidn de la curva de 1nf1uencia_
propuesta se presenta el siguiente ejemplo. Para ello’ se generd
una muestra de tamafio 20 con un valor de A= 0.1, 6 =0.05 con

un grado de contaminacién del 10% y un 30% de censura,.

Las observaciones de la muestra ya ordenada fueron

0.473 2.848 5,885 11.542
0.803 3.185% 7.603% 12,404
1.035+ 3.58%4 8.721 14,945%
1.282 4,443 9.672 31.2114
2.661 . 4,509 11.087 37.238

en donde * denota una observacidn censurada.
El estimador K-M que se obtiene a partir de estos datos es

0.000
1.000 0
0.950 0.473
0.900 0.803
0.847 1.282
| 0.794 2.661
0.741 2.8u8
§%¢t) = 0.684  3.584
: 0.622 4.504
0.560 5.885
0.490 8.721
0.420 9,672
0.350 11.087
0.280 11.542
0.210 12.404
0.000

0
0.473
0.803
1.282
2.661
2.848
3.584
4.509
5.885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404
37.238
37.238

T a%at 22432 a%a%a% 2525 as et e
ettt crctctctctet et ctor ot

WAAAAAANAANAANAAANAANANANAANA




140

Las magnitudes de los saltos son

D =z 1-0,950 = 0.050 D = 0.062
1

D = 0.050 D = 0.070
2 9

D = 0.053 D = 0.070
3 10 :

D = 0,053 D = 0.070
4 11

D = 0.053 D = 0.070
5 “ 12

D = 0.057 D = 0.070
6 13

D = 0.062 D = 0.210
7 14

Entonces el area bajo la curva es
Area = 12,829109

el VP del estimador K-M es
VP = 0.3445

y el valor de la funcibén de distribucidn es
F(VP) = 0.84125

Analizaremos ahora el efecto que tienen cada una de las 6
observaciones censuradas sobre el estimador K-M. Como se ha
mencionado ya, esto se harh considerando ﬁn cambio de estado en
estas observaciones y entonces se calculari el nuevo valor
promedio del estimador K-M tomando en cuenta que cada una de

ellas pasa a ser una observacidn no censurada.
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Recordando que la funcién de influencia esth dada por

F(VP) - F(e VP )
i 1

CI

F(VP)
se tendr& para este ejemplo que
0.84125 - F(VP )
i
CI = 1=23,7,9,12,18,19

0.84125

- Para la observacidn nimero 3 (1.035) tenemos que el nuevo valor

del estimador K-M es

0.000 t <O
1.000 0 £t <0.473
0.950 0.473 ¢ t < 0.803
0.900 0.803 ¢ t < 1.035
0.850 1.035 ¢ t < 1.282
0.800 1.282 ¢ t € 2.661
0.750 2.661 £ t < 2.848
0.700 2.848 £ t < 3.584

5%t = 0.646 3.584 ¢ t < 4.509
0.587 4,509  t < 5.885
0.529 5.885 ¢ t ¢ 8.721
0.463 8.721 £ t < 9.672
0.397 9.672 § t < 11.087
0.330 11.087 ¢ t < 11.542
0.264 11,542 £ t < 12.404
0.198 12.404 § t < 37.238
0.000 t » 37.238

y entonces tendremos
Area = 12,1717
3 - . o n KS
VP = 0.3267
3

F(VP ) = 0.74292
3



por 1o que

0.84125 - 0.74292
CI = = 0,.1169

3
' 0.84125

- Para la observacidn nOmero 7 (3.185) tendremos

0.000
1.000 0
0.950 0.473

0.900 0.803
0.847 1.282
0.794 2.661
0.741 2.848

0.688 3.185
4 0.635 3.574

0.578 4.509
0.520 5.885
0.455 8.721
0.390 9.672
0.325 11.087
0.260 11.542
0.195 12.404

L 0.000

8%y
7

PN YW WYY
et ettt ecrtercrctrcrctctorot ottt

y entonces

Area = 12.1117
7

VP = 0.3253
7

F(VP ) = 0.73228
7

CI

0.1295

NWAAAAAAANAAAANAANAAANAANAN

0

0.473

0.803
1.282
2.661
2.848
3.185
3.584
4.509
5.885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404
37.238
37.238
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- Para la observacidn nGmero 9 (H.U43) tendremos

( 6.000
1.000

go
9(t)

.u
.

y los nuevos valores son

‘Area = 12.0657
9 .

VP = 0.3240
9

F(VP ) = 0.7224
9

CI = 0.1413
9

0.950
0.900
0.847
0.794
0.741
o.68u
0.627
0.570
0.513
0.449
0.385
0.321
0.257
0.192
0.000

0
0.473
0.803
1.282
2.661
2.8u8
3.584
4,4n3
4,509
5.885
8.721
9,672

11.087
11.542
12.404

4\4\4‘\4’\4\4\4\/{\4\0\4\4\4’\4\‘\
dr ettt ch ettt crot et
VAAAAAAAAAAANAAANA

o

0.473
0.803
1.282
2,661
2,848
3,584
4,443
4.509
5. 885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404
37.238
37.238
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- Para la observacién nfmero 12 (7.603) tendremos

a0
S1ét)

L

[ 0.000

1.000
0.950
0.900
0.847
0.794
0.741
0.684
0.622
0.560
0.498
0.435
0.373

0.3
0.249 .

0.187
0.000

y los valores correspondientes son

Area = 12,0182

12
VP = 0.3227

12

F(VP ) = 0.71252

12

y )
CIl = 0.1530

12

ﬂaﬁﬂﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬁﬁﬂu‘

o

0.473
0.803
1.282
2.661
2.848
3.584
4,509
5,885
7.603
8.721
9.672
11.087
11.542
12. 404
37,238
» 37.238

AA/\AAAAA/\AAAAAI\A
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~ Para la observacién nGmero 18 (14.945) el nuevo valor del

estimador K-M es

0.000 t <O
1.000 0t < 0.473
0.950 0.473 ¢ t < 0.803
0.900 0.803 ¢ t < 1.282°
0.847 1.282 ¢ t < 2.661
0.794 2.661 ¢ t < 2.8u8
0.741 2.848 ¢ t < 3.584
0.684 3.584 ¢ t < 4.509
e = { o0.622 4.509 ¢ t < 5.885
0.560 5.885 ¢ t < 8.721
0.490 8.721 ¢ t < 9.672
0.420 9.672 ¢ t < 11.087
0.350 11.087 ¢ t < 11.542
0.280 11.542 ¢ t < 12.404
0.210 12.404 € £ < 14.945
0.140 14.945 ¢ t < 37.238
L 0.000 t » 37.238

y los valores correspondientes son

"Area = 11.2693

18
VP = 0.3026"

18

F(VP ) = 0.56336

18

y
CI = 0.3303
18

-~ Por Gltimo, para la observacién nfmero 19 (31.211) el estimador
K-M que se ontiene en este caso es igdal al obtenido para 14,945
con la pequefia diferencia que en lugar de aparecer 14.945 en los
2 penfiltimos 1nfervalos aparece el valor 31.211. Entonces, en
este caso los walores son

Area z 12.4075
19
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VP = 0.3332
19

F(VP ) = 0.78496
19

CI = 0.0669
19

Resumiendo los resultadog de estos 6 cambios se tiene la

~siguiente tabla.

Observacidn que VP F(VP ) CcI
_ i i i
deja de ser cen-
surada., _
1.035 0.3267 0.74292 0.1169
3.185 0.3253 0.73228 0.1295
4,443 0.3240 0.72240 0.1413
7.603 0.3227 0.71252 0.1530
14,945 - 0,3026 - 0,56336 0.3303
31.211 0.3332 0.78496 0.0669

Por lo tanto, si consideramos que entre mas cercana a ceéro sea
la CI esto indicara una menor influencia (pues el valor del VP
seri muy parecidb al de la muestra original) entonces en este
ejemplo se puede afirmar que la observacidn censurada nGmero 19,
31.211. tiene 1la menor influencia posible pues la funcibn de
distribucién del VP solo se ve afectado en un 6% de su valor, el

cual no se espera que sea significativo.

Por otro lado, la observacidén censurada nOmero 18, 14.945,
tiene una influencia muy fuerte, pues en principio es la mayor de
todas y al mismo tiempo estd reflejando que el hecho que dicha

observacién sea censurada va a modificar el valor de la funcidn
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de distribucién en un 33% lo cual es significativo pues es casi

una tercera parte de su valor.

Las otras 4 observaciones tienen un efecto medianamente
significativo pues variarén el valor de la funcibén de
distribucidn entre un 11 y un 15% aproximadamente, el cual va

aumentando a medida que la observacidn censurada sea maybr.

Hay que afladir que la forma de afectar es en sentido opuesto
pues se tiene una disminucibén en el valor de 1la funcidén de
distribucién si 1la curva de influencia es positiva mientras que

se tendri un aumento 31 esta curva es3 negativa.

Ahora analizaremos el efecto que tienen algunas de las
observaciones no censuradas, debido a su naturaleza, en el VP,
Para esto se escogleron U de jas 14 observaciones de interés y se
les considerd como observaciones censuradas una por una. La
forma de calcular 1la curva de influencia en este ca3o e3 igual

que en el anflisis anterior;



"= 81 consideramos la observacidn nCmero 1 (0.473)

censurada, el estimador K-M seri

:

§(1,(t) = J
\
y tendremos
Area = 13.4T795
1
VP = 0.3620
1
F(VP ) = 0.9072
1
Yy
¢I = ~0,0784

1

0.000
1.000
0.947
0.892
0.836
0.780
0.720
0.655
0.589
0.516
0.442
0.368
0.295
0.221
0.000

0.803
1.282
2.661
2.8"‘8
3.584
4.509
5.885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404

PN WV VW WV W N T T
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como si fuera

0.803
1.282
2.661
2.848
3.584
4.509
5,885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404
37.238
y 37.238

AAAAAANAAAANAANAANAANNA
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~ 81 la observacidn nGmero 8 (3.584) fuera-cenaurada. el

estimador K-M serd

0.000 t <0
1.000 0 ¢t < 0.473
0.9%0 0.473 ¢ t < 0.803
0.900 0.803 ¢ t < 1.282
0.847 1.282 ¢ t ¢ 2.661
o s 0.794 2.661 ¢ t < 2.848
satt) = { 0.781 2.8u8' ¢ t < 4,509
0.674 4.509 ¢ t < 5.885
0.606 5.885 2 t < 8.721
0.531 8.721 { t < 9.672
0.455 9.672 ¢ t < 11.087
0.379 11.087 ¢ t < 11.542
0.303 11.542 { t < 12.404
0.227 12.404 ¢ t < 37.238
0.000 t 3 37.238
Area = 13.6416
8
VP = 0.3663
8

F(VP ) = 0.91838
8

CI = -0.09165
8



- Si la observacién ntmero 15 (11.087) fuera censurada, el

estimador K-M serh

o0
S1§t)

\

0.000
1.000
0.950
0.900
0.847
0.794
0.711
0.684
0.622

* 0.560

0.490
0.420
0.336
0.252
0.000

y los valores correspondientes son

Ares = 13.9517
15
VP = 0.3747
15
F(VP ) = 0.94398
.15
y

15

€I = -0.1221

0.473
0.803
1.282
2.661
2.848

3.584.

4.509
5.885
8.721
- 9.672
11.542
12,404

P W W W WV W W W PN Y Y
cter et et et et ot ot o ot o cF CF CF CF

0.473
0.803
1.282
2.661
2.848
3.584
4.509
5.845
8.721
9.672
11.542
12.404
37.238
3 37.238

AAAAAAAAANAANAAANAANNA
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- 81 la observacidn nlmero 20 (37.238) fuera cenaurada.‘el

estimador K-M serf

(o.ooo £t <0
1.000 0 ¢t < 0.473
0.950 0.473 & t < 0.803
0.900 0.803 ¢ t < 1.282
0.847 1.282 ¢ t < 2.661
0.794 2.661 ¢ t < 2.848
0.741 2.848 ¢ t < 3.584
0 0.684 3.584 ¢ t < 4.509
%nft) z { 0.622 4.509 { t < 5.885
. 0.560 5.885 ¢ t < 8.721
0.490 8.721 ¢ t < 9.672
0.420 9.672 ¢ t < 11.087
0.350 11.087 < t < 11.542
0.280 11.542 § t < 12.404
0.210° 12.404 ¢ t < 47.238
L 0.000 t 3 47.238

En este caso, para la construccidn del estimador K-M se dié a h
el valor de una desviacién esténdar de la poblacidn estudiada,

es decir, h = 1/ A = 10, por lo que

t = t =Y + 10 = 37.238 + 10 = 47.23%
20-6+2 16 (20)

Y los valores en este caso son

Area = 14,9282
20
VP = 0.3160
20
F(VP ) = 0,666
20
v , _
CI = 0.2083
20

Resumiendo los resultados de las 4 Gltimas situaciones, se

- llega a la siguiente tabla:



1Y

Observacidn que VP "~ F(VP ) ' cI
- i 1 1
paaa a4 3ser censu-
rada.
0.473 0.3620 0.90720 - -0.07840
11.087 : 0.3747 0.94398 -0.12210
37.238 0.3160 0.66600 0.20830

Al analizar los. valores de la curva de ipfluencia de estas 4
observaciones llegamos a que la observacibén nGmero 20, 37.238,
tiene 1la mayor influencia Entre las observaciones no censuradas
pues tiene un efecto tal que modifica aproximadamenpe un 20% de
su valor a la funcidn de distribucidén; adem&s, esta modificacidn
es-en sentido inverso, es decir, disminuye el correspondiente

vaior del VP,

Por otro lado., las otras 3 observaciones tienen un efecto tal
qué aumenta el valor de VP ai tener un valor negativo de la curva
de influencia. Lo anterior es 18gico si pensamos que, al ser
estas observaciones censuradas(con valores pequeﬁos)Q se tendrd
que los verdaderos tiempos de falla son mayores por lo que el
tiempo de vida esperado es mas grande; esto se refleja en un VP

mayor.

Adem%s, la observacidn maa influyente entre las analizadas es
la mas cercana al verdadero tiempo promedio de vida. Sin embargo,
no hay que olvidar que en este caso se esth ebtﬁdiando el efecto

por no censura y no por la presencia de la observacidén en la

muestra,
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Finalmente se analizarh el efecto que tienen las observaciones,
tanto censuradas como no censuradas, por el hecho de estar

presentes en la muestra obtenida.

Hay que recordar que en este caso el cambio que se produce en
cada paso nos lleva a calcular el VP a partir de una muestra de
tamafio 19 con lo cual la constante de correccibn es

¢ = 20/19
i

por 1o que la curva de influencia estd dada por

0.84125 -~ F((20/19)VP )
-1

CI
-1

0.84125

en donde el subindice (-1) indica que la i-&sima observacidn es

eliminada.

En este caso se escogleron 4 observaciones de las 20 para dicho

anflisis.



- 51 se elimina la observacidn nﬁmero.z. 0.803,

censurada, el estimador K-M serf

0.000
1.000

0.947
0.892
0.836
0.780

- 0.720

Py ﬁ 0.655
-2 0.589
0.516

0.442
0.368
0.295

0.221
_ 0.000

por lo que los nuevos valores son

Area = 13.4621
-2
VP = 0.3615
-2
F((20/719)VP ) = F(0.3805) =
: -2
CI = =0,71444

-2

0.473
1.282
2.661
2,848
3.584
4.509

8.721
9.672
11,087
11.542
12.404

0.9627
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la cual es no

0
0.473
1.282
2.661
2.848
3,584
4,509
5.885
8.721
9.672
11.087
11.542
12.404
37.238
37.238

WAAAAAANAAAANAAANAN
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- Si{ se elimina la observacidn niimero 7. 3.185, la cual es

censurada, el estimador K-M seri

( 0.000 t <0
1.000 0§t <0.473
0.947 0.473 ¢ t < 0.803
0.895 0.803 ¢ t ¢ 1.282
0.839 1.282 { t < 2.661
0.783 2.661 { t < 2.848
R 0.727 2.848 ¢ t < 3.584
sg(t) = 0.671 3.584 ¢ t < 4,509
- 0.610 4.5090 { t < 5.885
1 o.589 5.885 ¢ t < 8.721
0.480 8.721 ¢ t < 9.672
0.412 9.672 ¢ t < 11.087
0.343 11.087 ¢ t < 11.542
0.275 11.542 't < 12.404
0.206 12.404 § t < 37.238
0.000 t 3 37.238

y los valores son

Area = 12.6150
' -7
VP = 0.3388
-7
F((20/19)VP ) = F(0.3566) = 0.88976
-7 s
y R
CI = -0.0576

-7
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- 81 se elimina la observacidn nGmero 14, 9.672, la cual es no

censurada, el estimador K-M seré

0.000 t <0
1.000 0t < 0.473
0.947 0.473 ¢ t < 0.803
0.895 0.803 ¢ t < 1.282
0.839 1.282 ¢ t < 2.661
: 0.783 2.661 ¢ t ¢ 2.848
AO 0.727 2.848 ¢ t < 3.584
S(t) = 0.666 3.584 ¢ t < 4.509
-14 _ 0.600 4,509 ¢ t < 5.885
: 0.533 5.885 { t < 8.721
0.457 8.721 £ t < 11.087
0.381 11.087 ¢ t < 11.542
0.305 11.542 ¢ t < 12,404
0.228 12.404 ¢ t < 37.238
L 0.000 t 9 37.238
y entonces
Area = 13.1970
il _
VP = 0.3544
=14 .
F((20/19)VP ) = F(0.3731) = 0.9386
: -14
y
CI = =0.1157

-14
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- Por Gltimo, si se elimina la observacid4n nlmero 18, 14.945, la
cual es censurada pero con la caracteristica adicional qhe su

censura es la que mas influye en el VP del estimador K-M, el

estimador K-M ser} | U 4
0.000 t <0
1.000 ' 0t < 0.473
0.947 0.473 ¢ t < 0.803
0.895 0.803 ¢ t < 1.282
0.839 1.282 ¢ t < 2.661
. 0.783 2.661 { t < 2.848
0 0.727 2.848 ¢ t < 3.584
37(t) = 0.666 3.584 ¢ t < 4.509
-18 0.600 4,509 ¢ t < 5.B85
0.533 5.885  t < 8.721
0.457 8.721 { t < 9.672
0.381 -9.672 { t < 11.087
0.305 11.087 ¢ t < 11.542
0.228 11.542 £ t < 12.404
0.152 12.404 ¢ t < 37.238
\, 0.000 t 3 37.238
y entonces
Area = 11,0976
=18
VP = 0.2980
=18
F((20/19)VP 8) = F(0.3137) = 0.65105
-1 .
y .
CI = 0.2261

-18
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La siguiente table resume estas iltimas 4 situaciones

Observacidn eli- VP F{((20/19)VP ) Cl

. -1 -1 "'1
minada de la -=-=
muestra
3.185 0.3388 0.8898 -0.0576
9.672 0.3544 0.9386 ~0.,1157

14.945 0.2980 0.6511 0.2261

De nuevo se encuentra que la observacién nlmero 18, 14,945, es
la observacidn cuya presencia en la muestra es mas altamente
intluyente, ya que, como se dijo anteriormente, el hecho de ser

censurada implica que el verdadero tiempo de falla sea mayor.

Por otro lado, la presencia de la observacidn censurada nOmero
7, 3.185, no causa mucho efecto pues, como se puede apreclar,

solo atecta en un 5% al valor de la funcién de distribucidn.

Ahora bien, las otras 2 observaciones son medianamente
intluyentes en el mismo sentido, es decir, 1las 2 esthn
contribuyendo a aumentar el valor de la VP. Este efecto es mas
marcado en 1la primera de ellas, pues al eliminar observaciones
pequefias se estd produciendo un aumento en el tiempo de vida

‘meaio. IR o S x

Para concluir, se presentan las siguientes 2 figuras en las que

se representa al estimador K-M de 1la muestra original y los
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estimadores K-M para las 2 modificaciones sobre la observacidn
nOmero 18, las cuales nos van a permitir apreciar el cambio que
sufre este estimador. pues, como se mostrd arriba dich#

observacibn es la que tiene mayor influencia.
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Figura 9. Estimador Kaplan-Meier para una muestré de tamafio 20
considerando todas las observacicnes (5 (t)) y con -
uE cambio de estado para la observacidén nGmero 18

1 (t)).
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Figura 10. Estimador Kaplan-Meier para una muestrgode tamafio 20
considerando todas las observacioneéo( (t)) y al --
eliminar la observacién ntimero 18 ( _18(t)).
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S, CONCLUSIONES

La expresién que ha sido propuesta en esta tesis como medida de
intluencia tiene una forma simple y pefmite estudiaf ficilmente
la inrluencia-dg las observacliones muestrales tanto censuradas
como no censuradas, asi coﬁo la influencia de. posibles

observaciones contaminantes.

A pesar de no tener una expresibn de la funcibn de distribucidn
des valor promedio del estimador Kaplan-Meier (VP)., con la ocurva
de influendia propuesta se obtuvieron, en todas las situaciones
estudiadas, los resultados que se deseaban con respecto a la
deteccibn Idel efecto de las obsefvaciones en el estimador
Kaplan-Meier. Aunque estos resultados solo fueron estudiados para
el caso exponencial. se espera quella forma propuesta se comporte

de razonablemente para otros modelos de tiempo de falla.

Una ventaja édicional de 1la expresién analizada es que no
depende de A , el inverso del tiempo de falla medio esperado,
en el caso exponencial, sino de la razbn \/0 ,» en donde @ es
el parimetro de contaminacién. Lo anterior nos evita el prblema
de tener una funcidén de distribucidén para cada valor de

A posible y ademés nos da una posibilidad de generalizacibn

para cada valor constante de A/0 .

Cabe mencionar que 1la funcidn de influencila considerada se

" obtuvo después de haber propuesto -y estudiado otras dos
alternativas, La primera de ellas se referia a analizar la
influencia utilizando como estad{stica la mixima ﬁagnitud de los

_saltos del estimador Kaplan-Meler obtenido, pero tal propuesta no
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fue satisfactoria, entre otras cosas, por no tomar en cuenta la
posicibn de dicho salto, la cual es 1mpoftante sobre todo para '
las observaciones contaminadas. La segunda prophesta fue
considerar como estadistica el area bajo la curva del estimador
Ksplan~Meier. Aunque esta alternativa no tenla el mismo defecto
de la primera debendia del parémetro desconocido A f.' por 1lo
cual serlia necesaric tener otra muestra de la misma poblaéién.
pero 3in contaminacidn y censura .para obtener una buena

estimacidn de este parimetro.

Finalmente, un pequeﬁo- inconveniente del método propuesto en
-este trabajo es gue para su c@lculo se debe contar con la fupcibn
~de distribucidn del VP para la situacidn dada por 1la muestra

pearticular obtenida. Sin embargo, para evitar este inconveniente
Se esth actualmente estudiando el comportamiento de una curva de
intluencia diferente que consiste, esencialmente, en comparar
directamente el cambio relativo que sufre el VP al realizar un
cambio en cada una de las observaciones. Es decir, la nueva

expresibn es

VP - ¢ VP

VP

. Los primeros anflisis que se han realizado con esta expresidn
muestran resultados equivalentes con los obtenidos a partir de la
-expresidn utilizada en este trabajo por 1lo que, al parecer,

también produce resultados satisfactorios.
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6. APENDICES

6.1 APENDICE 1

La existencia de la curva de influencia de un estimador depende
‘'de las caracﬁeristicas y propiedades matem&ticas de la funcional
que determine el parfmetro considerado, dentro de estas
propiedades se encuentra el que la funcional sea lineal y

derivable en alglin sentido. En este apéndice se dard una breve

ijdea ae tales requerimientos.

Supongamos que 3e tiene una métrica d' o por lo menos una
pseudo—métrica. en el espacio M de las medidas de

probabilidad, tal que:

1. Es compatible con la topologia (débil) de M , en el
sentido que: '

(7 a4, (6 F) <€}
es abierto para toda e > 0.

2, Es compatible con 1la estructura afin de M ., es3
decir, S1

¥y (\- ¥I% + ¥R
entonces

d, CF,FD = o ( \t-s\) +e,s
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" Ejemplos de métricas que cumplen estas 2-caractehisticaa son:

- Métrica de Lévy
4, (F,6): \"-‘ XL e>0\ Nx F(x-6)- ¢ $60YE Flxe) H..}

- Métrica de Prohorov
LCR )< ind Lesol BARY ¢ GCA®) ve thea}

donde
A‘: (\:f.em.“\'\'ﬂ Al u) ¢ S\
'36-
eés una 6 -vecindad cerrada de A,
~= M&trica Lipschitz _acotada. Con la suposicibén que la

distancia d en &" estid acotada por 1, en caso
contrario se puede reemplazar por la métrica '

d(x,4)
L v dCxy)

la métrica entonces estid dada por

34, CF,0) = swop | Swde - (wae|

donde el supremo se toma sobre todas las funciones
vV que satisfacen la condicidn Lipschitz

\\Pu.) - \P(.\-;\\ ¢ 40x,4).



166

= Métrica de variacidn total.

d.(F,6) « sop LRGN - o(aY
vt
Ae 5 _
Hay que hacer notar que aqu!l F es usada tanto para la medida
como para la funcidn de distribuciédn.
Definicibn 1.~

Se dice que una funcional estadistica T es Fréchet
diferenciable en F si y solo si existe una funcional lineal L de

M en © que depende de F tal que para toda G e M

| T€6) - TCRY - LCe-F)| « o (d4Cr.0))

donde | | es la métrica en © espacio parametral.

Definicibn 2.-

S1 T es una funcional estadistica Fréchet diferenciable en toda

F eM entonces se dice que T es Fréchet diferenciable en M .

Supongamos que para F fija existen L y L funcionales lineales
1 2
que satisfacen la definicidén 1, entonces

L G B) - 1y Com) |

2| T = T(F) - Lalo-F) = (T(&) =TCR- K Lo-FY) |
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¢ LT - TEY- W Co-®)
Y T(e)- TCEY - Wle-®)

b OCA.(‘)GXX

por 10 cual L es esencialmente Gnica para cada Fe M .,

Esta forma de derivacidn, es una generalizacibn propuesta en
1925 por Fréchet, de la derivada cléasica de funciones reales de

variable real, es decir, de la sigulente proposicidn

Una funcidn f: f » & tiene derivada m en el punto ae & si y

80lo sl

¥ 3 5. \'ﬁ-(:;\-lgiﬂ_m\sg s \x-alc¢§

€0 3o

0 equivalentemente

¥ 3 5.\ 200-8 - m(x_.-c\)\: ¢ \x-a\ s \x- q‘\qt

&0  S»o

Un . primer paso par la generalizacidn, es considerar 2 espacjios

lineales normados E y E y una funcibn f:E -+ E ., La derivada
1 2 -1 2
de f en un punto a E serf definida por una transformacidn
1
lineal L (:E = E ) tal que se satisface
1° 2
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I R ey~ §Cad - Wex-ad N\ e & Wx-all s¢ Wx-alle§

Hay que notar que 31 E =E = & y L: € * & tal que x ~ mx,
. 1 2 .
se tiene la derivada usual.

Ahora si consideramos E = M , E=2© , =T, tendremos
1 2
entonces esencialmente la diferencial de Fréchet.

Teorema 1.-

Sea T una funcional Fréchet diferenclable en F, continua en una
vecindad de F, entonces L=T (F) la derivada de Fré&chet en F es
una funcional lineal continua y acotada, y ademds se puede

representar como
L( G- ) = 83\?',Ac,
con wF continua y acotada que cumple con
S\?,:\\'—=o

Desafortunadamente, el concepto de diferenciabilidad de Fréchet
es muy fuerte y en muchos casos la derivada de Fréchet no existe
o 81 existe es muy diffcil de demostrarlo. Por lo anterior surgid
un concepto mas débil de diferenciabilidad de funcionales, ei
cual es mas sencillo de trabajar y que para la existencia de la

funcidn de influencia es suficiente, este concepto es la
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diferenciabilidad de Gateaux la cual también es llamada a veces

la'derivaua de Volterra.
Definiciébn 3.~

Se dice que una funcional eatadistich T es Gateaux
diferenciable en F 381 y 30lo si existe una funcionalﬁlineal L (

de M en © ) que depende de F tal que para toda G ¢ M

\trn  TCEN -TCE) W Co-F)

tao £

con

F".. = Q\—'t\c » 6

Como puede verse, la derivada de Gateaux es un limite que se
calcula sobre dominios convexos de M , es decir, considerando

funciones de distribucidn cuya forma es
Fe £(6-F):= Q-YF & £tO , o¢t s\

Por Lo tanto, dado el par&metro de la poblacidén de interés como
una tuncional de la funcidn de distribucidon asociada, la curva de
intluencia tedrica existirh siempre y cuando dicha funcional sea

diferenciable en el sentido Gateaui.
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6.2 APENDICE 2
Demostrar que & PLEN. Q- nie)) d¥e(e)

Fuld)s PLYcst, Sct]

. PLEca 1] - RIXe2E, Sen V],
pero

m‘,-q Pixt e =\ 7 gmu%\%al

& g_"(_-aQC\—-\-\Lx.)\c\-r_ - \ QN - W YA F°

Y

'P[K‘;'),t) SC. = \-k o ?LX\"/";)XE S \{b-l
2P Lwmin (XLYO) 2 €, XY)
« Plxert, Yo7, %8 N

El evento que nos permite evaluar la Giltima expresidén esté
representado por el area rayada en la figura siguiente.

'R 1
|
f\
N
O P -
- Y xi{‘
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Por lo que

| ® v
P{xert, Sc=v)s S S 2°(s) M(ds de
t 7L
g ”‘MU 2 ds | de
S W0 L Foen = FoeY dve = &’A(ﬂ\: &Y
- (0 et - &‘::F"(v\AH R O\ e
& :
Integrando por partes, tenemos que
PUXvt, Se=V L e v-omnm\ g WA Fe. g (t)

* () (k)

=\ - co(k) - g:;*(;\é‘;o

&tdF" - \tu (VaFe, g’:(\- HEANE?,

Por lo tanto

il

.‘P‘_Y\\‘.‘: t) 3L=\_X \00(\_ \.\(_‘-C.\\AFQ_ &t(\_ HC:Q\ATJ

€
® & (A= MG A RC
e o

Yy entonces,

Fred = (FC- weydee

QER( Y o Ch- MR dPLEY,
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6.3 APENDICE 3

Demostrar que i (‘:\(:.‘:‘__-

Lo

rt

W |
x

La demostracidén se hari por inducciédn.

Para n=1, tenemos que
) R IR
L () =
) 4 v
Ny

Ay

Suponiendo que se cumple para k-1, es decir,

%! _ ‘ RNl i ‘Ar ,
A.l-}l(t:)u: ) 2-:\ h

se demostrari para k.

Foges - e - (O

Lxy

Y-t . =)
: I ( -\

£=| A Y.
Ahora bien,

R\ k- L vl - .-\!
(»\ (13‘ m\ Q’iﬂ\(u-\-x\\.

R S GV | SO A T T \L-_L\\
A0 P CTET A B

(w-tyt Cvaiy) 2 ket
e ol = s
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por lo que

RN {b

Lmes };U"“B 5): L)

Tene « g T (e
i L 3: (-n

.);. [ % (%) (‘ﬁ\c—«\'—(“\cﬂ

Finalmente

i(“\cﬂi‘—‘:)ﬂ%-@“_‘.‘ v G A
A..'-\ * X ):'\ A ¥ A
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6.4 APENDICE 4

: n
NP
Simplificacibn de 2‘(1\(-\\ g; .
| Lt Y

puesto que %" - \% < d e )se tiene que
[

A

RGN

caitad L B (et et
Y * ey R NN
(% RN A
(R e
pero
“'\. R PR . A ~ c .
g‘m\» Y g(g\@mf:-a;_i%@aqu
\a)
- tt(\-l\ -\-S =

\ =~ (- "
x .
Por IOIQue
TN e -g% ERICA
iz : £ e -~ R

V-9 \¢%=-d1
g
&;%(\ Py s 4" ) oy

4 Y . n o\ |
(s vgn - o R0

R AT AR
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(—M

\-i-l

s Q\ e
Simpllflc?c16n de Qt}‘*B\ .
I“. Ay el LT ety
CO % - A - >
X )CA% 6y A ?;\ L*A+°\L

! A=\ {
2( *)LQ Lr.)«-»o N

A=

: -}x\; (RN (- B )

4O - Bl

CiryONL
net _nt -;\ NV YD) :
:";T_,?;. (%) - © Z‘Q" Q)we).:\

ahora bien,

st 0=\ (‘\\L o.; - '\-I‘ ne L-\\&. (’:)\%’:

t’J

1:. n\\u\ii__ @E("‘)“\L LN —}

R (LA 36)A>

.
R -
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PG ‘\‘L"%ﬁ PIIES

| 2 (_“‘\‘-ﬂ: S X."‘&t.

- &% "2‘(“ \y \:\EEK Ax

° =1

O (T et

A3}

| 2 &g"- .L('t“ \ =~ g\.-x‘x")_d.k

-\ ﬂ' _ (..‘ r-

='§;\*'Jf(g o -!--—\?E- 6\1)
) . e

" 2 _\I“ng “_'.)/__

A3

s '}\‘\j EL“;‘\@# - 9-2.:(“*‘ cyigd _\ |

Kzt QA+B)J\
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L ek 4
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SN

6 L3
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% n-l A -
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) &o % E‘ » ?—l Al *

A3 Yy
- <

.
YT Y osz\ s

Por lo que finalmente se tiene

A=\ )\-\-Q Y

Fepest o o[- F epd)-0 O

L G- & 53(“ 3cl—g‘%
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