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I N T R O D U C C I O N

Loe procec¡oef de lvlarkov cdngtl"tuyen una de lae ramas mús

J-mportantes. de la Teor{a de ra probabflrdad, debldo a la

gran cantldad de fenómenoe para loe cuares un modelo de

tlpo markoviuno resulta adecuado.

Una t**ff fo de procesoe de Markov que aparece muy

freeuentemente eE¡ la que forman ros procegos que ee pueden

descrlbrr como homogénéogr temporar y eepaclalmenter f eue

tamblén pueden eer modl.f icadog por ra preeencia de una o

dos  ba r re ras .

Et  obJeto de este t rabaJo es conslderar  una e laee muy

especJ-al de procesos de Ir larkovr homogéneos temporal y

espacl-almente¡ que reeulta de gran fmportancJ.a para el

estudlo de la  teor fa de eolas¡  lnventar los y  prec dE .

Nuestro punto de part lda es uns eeurción en di ferenclae que

def lne le craee de proceeos de t ipo estocÉet leo que vamos ü
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t r t tar ,  a gaberr ,  log reeorrLdos o caml-noa aleatorLos.

Tómeee un proceso eet,ocáetl-co deflnldo por unü varlable

aleetor la ln lc la l  Zo y por Ia efgulcnte eeuaclón en

dLferencl-ae r

Z n + I  E  Z n  +  X n + I  n  -  O r I 1 " " ' r '

donde tx l  ) i  es una euceeLón de varfables aldator lae

fndependlentes e ldént lcamente dletr lbufdas.

Este proceeo conetLtuye 1o qtus se denoml-na un recorrfdo o

ea¡n l -no a leator io  l r resür lc to.  La def ln tc fón del  proceso,

t ZnlE por medlo de una ecuqclóir en dlferenciae de prlmer

orden pone de rel leve eu curÉcter markovl-anor y Ia

hipóteele de que { *rr} i  és una euceeLón de varl-ablee

aleator las lndependLentes e l -dént lcamente d ls t r lhufdae es

Ia Uue est,ableee la homogeneLdad temporal y eepaelal del

proceso

Podemoe v leual izar  un eamLno a leator l -o  l - r rest r ic to  como la

trayeetorta db una partfcula q¡ue se mueve sobre el eje

real ,  egta par t fcu la ocupa la  poeic ión Zo aI  fn le l -aree e l

proeeso,  a cont l -nuacldn "sn1ta"  Begún una ley de t raneie ldn
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de t lpo probabl l ísL ico y  pasa E oeuprr  la  poelc ión zL,

deepuéa, obedecl-endo a la mLema ley de traneJ-eLón, vuetve

t  sar tar ,  ahorar  a la  poeJ.c lón zr r  f  r r f  suceervamente"

Desde ruego debemoe pedlr qrre ra ley de trunsfcrón que

rige los raltoe s€E unü ley probabilfstfcr yr ($rsr tf no

es nef, el c,eráeter aleatorl-o del procc,eo eetrfba

únLcamentE en la postcl6n LnLcfel .

IJblquemos en el proceao un punto ,,r.. ü cuya rzquierda no

pueda prsür la partfcula que ae musver entoncee¡ cualquler

deepla,zaml-ento que de ordlnarlo manderfa ra partfcura

hecla ese lado, ya resulta J.mpoeLble, por ro que efcmprb

q[ue se presente eete deaplazamiento, Ia partfcula tlene

que quedaree en el punto "a". Eeto sg denomlna unr barrera

l-mpenetrable lnferl.or en eL punto "r"r por rnarbg{a queda

deflnlda la barrera J.mpenetrable euperJ.or en un punto.

ctaro que se puede penggr en otros tlpoa de barrerae y ra

erecclón de éstas depende del problema que se consLderg.

Lse más eomunes Eon lae ref leJantes,  las abeorbentee y

las del t lpo descrLto, l lamedae LmpenetrabLes. r
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El efecto de r¡ lntrodgccrón de barrerae erl un recorrfdo

areator l -o  l r reet r ic to  ee ar terar  la  homogeneldad del

proceso; coneÍderarlEs comprlea er probremd yr sl_n

embarqo, pard una gran cantLdad de fenómenos, lae barreras

aparecen como lnherentes E ra naturaleza del proeeso mrsmo.

El elgulente eJemplo no6 eErvlrá para acrarar el paper qtoe

juegan eetae bárrerae

Tenemos una presd con un eontenfdo lnlclal No y capacldad

r r .  En  ros  l ne tan tes  t l '  t 2 r . . .  ee  ex t rae  de  Ia  p reea  una

cant ldad de egua y.  (cuando eI  eontenldo de le  presa en eI

Lnetsnte t .  es menor  qfue y+,  Ésta se vacfa to tarmente)  yI  
-+  - l

j -

una cant idad *J* t  de l fgr r tdo ent fa  en rn preea en er

in terva lo de t , lempo ( tJ '  a ,* r ) .  como ra presa t iene una

capacldad f inlta T,, en crralquLer momento en qqe la

cantidad de lfquido que entra t lende a hacer Ere er Bgua

sobrepaee eeta capacided, eI l fqufdo e¡rcedente ee derrama

y se pferde

Sl, para slmpllf lcar el problemh, fgnoramoa que la

eapaeldad de ra presü es f ln l ta ly que er contenido de

éeta sJ.empre eE poeftlvo o eero, ya que en nlngún momento
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la presa puede gontener una cant, ldad negatirr l  de aguar la

cantl-dad de lfquido preeente ee puede representar por un

recorr fdo a leatorLo l - r rest rLcto de la  e lgu lente manera¡

S e a  N l  e l  n L v e l  d e  l a  p r e s a  e n  e l  l n s t a n t e  J  ( J  =  L , ? r . . , ) l
J

entoneee

N l  =  N l  Y _ , . ,  +  X  J - O r ' 1 r . . . ,- ' J+ r  
J  

- j+ r  
. - - J+ r

Se ve claramente que este proceso ee homogéneo eepectal y

temporalme'ntel ein embargo¡ ee dé póca utt l f f lad eomo modelo

pÉra deecrLbLr la eltuacLónr ya qflre ¡rermJ.te que el contenfdo

de Ia preoa eobrepaee I r 'o  rc  hage ncgat l .vo '  lo  cual  no tLEne

eent l -do . r ,  t *  rea l tdad.

Ee una propiedad lntr lngeca del proceso eI hecho de que el

n ive l  de Ia  presa t lene que estar  ent re O y l r t  .es decLr  r

O g  N l  * a  I r  J  -  O ,  J - ¡ . . . .
l

E l  e fecto de la  capacldud f in l tu  de Ia  preaa es e l  mlgmo

qi l re  eI  de in t roducl - r  enr  e l  proceeo Lrrest rLcto{Nl }  E , rn t
l

barrera impenetrable euperior elt I¡ y eI hecho de ! lüe, por

otra parter BU contenido no pueda s€r negatlvo fnsertq uns

barrpra lmpenetrabl-e inferior en eI origen.
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vemoe que er mlsmo Frocego augl-ere ra coneideraelón de rae

barrerae J.mpenetrabree r una l-nferior en el orrgen y otra

euperJ.or en rr. Podemog así obtener un modelo qrre refreJa

Ia eltuaclón real con múe ftdelldad por medio de urra dobre

ecrlacfón markovLana del t ipo

* J * t  r  m i n  {  m a } c  {  o ,  " J  -  " J * ,  *  * j * ,  } ,  L }

d  m a x  {  o ,  m l n  t  * J  -  " J * ,  *  * r * r ,  L } }  J  -  o r r , . . .

(ambae eeuacl-onesr son desde luego equlvalentes).

Dado un recorr ido a leatorLo Lrrest r le tor  hay una ln f ln ldad

de t lpoe de barreras que podrfamog Lntroducir. En aLgunosr

easos (como en e l  e jemplo anter f  or )  r  e I  ml .emo proceso

sugJ.ere ra c laee de batr reras que es eonvenl -ente ut l r izar l

en ot roe,  eeta e lecc lón no reeuJ. ta  tan ev l_dente,

Una barrera absorbente super l -or i . r ,  on punto , ,b , ,  es aquel la

que altera la homogeneldad eepacJ-al de un recorrl_do

aleator l -o  l - r reet r l -c to  de Ia  sJ,guJ-ente manera:  en e l  momento

en que ocurre un deeprazamiento que de ord lnar fo co locErfa

a la  par t ícu la a 1a derecha de "b, ' ,  la  barrera abeorbe eI

tnóvt r  y  e l  proceso termLnnI  anúrogamente ee puede def ln i r
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una barrera absprbente ln ferLor  en un punto "4" '

I

una barrera ref le jante auperJ.or  en "b"r  es aquel la  que

euendo ocurre un deaplazaml-ento que normalmente mgndarfa

la partfcula a Ia derecha de "b"r Ia barrera ' la devuelve

aI elt lo de donde part ló¡ anáIoggmente ee define una

barrera ref leJante fn fer l -or .

En eete t rabs jo lae barrerac que nos l -n tereean eon las

J.mpenctrablee y las absorbentcs, pueg Eon lae que [parecen

de manera natura l  aL eEtudfar  proolemae de presas,  co1aBt

fnventar foerproblemas de t r ru fna del  Jugadorr r ,  e tc .  r

Pffmero se constderan únfcamente barrerae fmpenetrablee,

y después ee harÉ ver que el caso de una barrera
' I

absorbente podemoe resolverlo conocfendo Ia eoluefdn de

un problema con una barrera fmpenetrablet '

En lo  que stguef  a  menoB que Ee fndfque lo 'contrar for  BE

conslderarán únÍeamente camfnoe'  a leator fos f r reet r fc toe o

caminoe en loe que edlo ee permften barrerag Ímpenetrablee

que permanecen f lJee a l-o largo de todo eI deearrol lo del

p roceso .

Reeul ta  c laro que una ecuacfón del  t f -po
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Z n + I  r  m a x  { a ,  r n t n  { z r ,  *  X n + l ,  b } }

I

n  *  O ,  l r . , r . . ¡

que nos representa un recorrLdo a leatof lO con una barrera

super for  ent rb i lde t lpo fmpenetrable,  Ínc luye eomo caso

par t Ícu lar  Ia  ecuacf6n

z n + t = z r r + x n + I

qqe nog representa un recorrJ .dO a leAtor lo  Lrrest ' r ic to ,

baeta con deJar  tender  uau hacia menos ln f ln f to  y  'b '

hacfa máe fnf Í .n t to  Para ver f f lcar  eeta úI t fma af l rmaclón.

S t  tZ , ) :  es  e I  p roceÉo  a  que  noe  re fe r fmos ,  I oB  va lo res
J L '

de ?,1 se denomlnan I 'estados o poefc loneÉ" y  J  ee n la etapa"
J

en que Ee encl lent ra eI  proceso¡  es decl r  zr ,  =  *  e fgnf f fca

nen la  n-éefma etapa¡  e l  proceeo ee hal la  en la  poefcfdn

o  eg tado  r r x r f  n

Una especff l-cacf6n com¡rleta del Proceco e gue nos rEferfmoe

debe  fnc lu Í r ¡

1 l  E l  estado ln lc ia l  Zo o,  máe genera lmente,  Ia  d ls t r fbucfón

de probabf t tdad deI  eetado fn fc fa l '

2 l  Las leyes de t ransfc lón que r lgen eI  paeo de una etapa a

otra. (como se exfge homogenetdad temporal y eepacial,

eetas leyee deben de Ber  lae mfsmae en todae lds etapae

y  en  todos  l oe  ee tadoe  de l  p roceeo) .

n  =  o ,  l r .
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3)  Sl  hay bar¡eras (que por  ahora,  como ee /d fJo¡  nog

reetr fngÍmos a lae lmpenetrablee) ,  de qpÉ t lpo Bon y

dofide eet6n,

En general ,  para cualeequfera recorr fdog aleatorfos,  gea

frreetr ictoe o bfen modif lcadoe por la preeencfa de una o

doe barrerar¡ de algún tlpo, hay una eerÍe de problem&s

que reeulta Lntereeante reeolver, y loe máe lmportentee

EOn 3

l , )  DetermLnar  lae func lones de dfs t r lbucLón de Z '  para

I r  E  1 ,  2 r . . . ,  é s t o  e e ,  I a  d f s t r f b u c f ó n  d e  e e t a d o e  d e l

proceso en cada etapa.

2 l  Determlnar  la  dfs t r lbuctdn de Z I  s f  Be eabe que e l

proceso es ergódico,  Éeto ee,  que hay una var fab le

aleator ia  Z únfcE,  ta l  güer  a medfda que n t fende a

lnf fn f to ,  Zt t  converge eh dfet r fbucfón a Z

f .ndependlentemente del  estado ln ic fa l  Z^ del  e fetema.o

3 )  E l  p r fmer  paeo  po r  I ' b ' .

S i  e l  p roceso  Be  fn i c fa  con  un  c Íe r to  va lo r  f n f c la l  2o ,

determLnar la funcfón de dLstrfbucl6n del nümero de

etapae que tranecurren antee de gue ocurra por prLmera

vezr  un desplazamfento que mande a Ia  par t fcu la a Ia

derecha de1 punto 'b ' r  e f  Zo -n b '  ,  o  a la  lzquferda de

f r b r r  e f  Z o  ¡  b .
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4) Determfnar el número de etapae

ocurrencfa congecutÍva de doe

que traneetlrre entre la
:

eventoe recurrentee.

Cuando eI  proceeo es erg6dfco,  hay una c laee de eventos

recurrentee que reeul ta  de par t fcu lar  ln terée.  Debfdo aI

carácter markovfano del proceeo, eabemos que el número de

etapáe que transeurre entre Ia ocurrencfa consecutfva de

doe de estoe eventoe,  eonet i tuye una euceel6n de var lab lee

aleator lae fdÉnt lcamente dtet r ibufdae.  Como eJemplo,

podemoe cÍ tar  en Ia  teor fa de preeae eI  eetudfo de los

t fempos de vacfado.

5)  Aver fguar  euál  de las doe barrerae ee a lcanza pr tmero.

Eete problema €B de fnterée para el  eetudfo de. procesos

con doe barrerae y aparece en 1o que Be conoce eomo

"problemae de rufna de1 Jugador".

6) DetermÍnar eI náxfmo valor alcanzado entre doe choquee

consecut fvoe contra Ia  barrera fn fer Íor  (y  su anÉl logo,

el valor mfnfmo alcanzado entre doe choques coneecutlvoe

con t ra  l a  ba r re ra  euper fo r ) .

Este problema provfene de la  teor fa de preeae,  e fn tereea

conoeer la máxfma altura que pueda alcanzar el nlvel de

una preea entre doe vacfadoe consecut fvoe de la  misma.

Ha habtdo una serle de autoree que ee han dedfeado a Ia
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tarea de resolver  estoe problemae,  dando lugar  asf  a

d f fe ren tes  técn fcae  de  so luc f6n .  S in  embargo ,  l os

fntentoe que sq han hecho para crear una teorfa general

que permfta t ra tar  estos problemae,  no t ran tenÍdo eI  Éx l to

que s€ pudfera desear i  en genera l  Ia  mayor  par te de Ia

Ifteratura preeenta tan eólo solucfonee a problemae muy

par t lcu lares qu€ apar€cen en la  práct fca.

Ent,re loe mÉtodoe que han resultado mÉe poderoeoe y

genera les,  podemoe c i tar  en prLmer lugar  e l  de ,J .  KeÍ leon

(8 ) ,  e l  cua l  ha  ap l f cado  l ae  func fones  de  Green  que  Ée

eetudÍan en la  teor fa del  potencfa l  a  procesos markovl -anoe

homogéneoe en t lempo y eepaeÍo y a la famllfa asóeiada de

procesoa markovfanos heterogéneos lnducfda por la

conalderacfón de la  poeÍb le fn t roduccLón de barreras aI

p r o e e E o .  -

Keilson ha tenido buen éxlto en tratar una eefle muy

genera l  de problemaa,  puea ha t rabaJado no eóIo en

rocorr ldos a leator foe,  s f -no tambfén en proeeeog de

pará.metro contlnuot ademáe de que ha coneiderado barrerae

Ímpenetrablee y  abeorbentee,  y  d€ ot roe t l .pos.

Para recorr fdoe a leator fos Kef leon coneldera la  s igu iente

genera lLzacfónr  güÉ é1 denomfna un proeeso de reemplazo,
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sup6ngaee que Ée tlene un cferto recorrido aleatorÍo

deffnfdo de la efguient€ manera:

x o r o

* J * t  E  * J  +  " J * t  J  -  o ¡  r ¡ " " '

donde {YJ } ;  eE¡ una eucesLdn de varfabree aleator ias

lndependfentes,  doe a doÉ, e fdÉnt lcamente dfstr ibufdas.

Eete camfno areatorfo Lrreetr fcto vamos a al terar lo de ra

efguf.ente man€ra I

Cuando X, + t j * ,  resul ta menor gue cero,  e l  proceso

::.::".:J:;."::::::I.-il1;""i1:;,."::" 
""""' var'r

* J  Y  " J * t  J  E  o t  r ¡ . . ' . .

con  una c fe r ta  d ie t r lbuc ión  Br (x ) .

sÍmLl-armente,  cuando x,  *  "J*t  reeurta mayor que r , ,

entoncee *J*,  = * j i ,  en que nuevamente t j i f  eE una

var iable aleatorfa fndependÍente con dfstr fbucÍ6n Bz (x)  .

Lae d le t r ibuc fones  Br (x )  y  e r (x )  t fenen"su  eopor te"  e r l

e l  fntervalo (Orr,¡  es decir  e l  recorr fdo de las varfablee

Yj  y  Y j  '  ee tá  conten fdo  en  e l  fn te rva lo (Or l ) , .

Formalmente,

X , .  E  Y i  e f  X t _ t * y k  \ <  O
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x L  !  x t _ t  +  y k  e l  o * x r _ I f Y r < L

x k E Y t sf L *(  xL_t *  Yk

Claramente,  eI  proceeo

x r r o ef xf_t  + Yk *< O

X L  E  X t _ t  +  Y t  e t  O * x k - l  +  Y k . L ,

x r = L sl  L *< Xk-I  + Yk

ee un caeo par t fcu lar  de l  t ra tado por  Kel IEon.  Basta

euet f tu f r

o ,  x  <  o o,  l (  <  L

n ,  ( x )  - B Z  ( x )  E

1 ,  X  F  O L t  X  7 L

Kel leon l lama BI  (x)  Y BZ(x)  las d l 'e t r fbuc loneg de

reemplazo y Eupone que {Yi } ;  es una suceeÍ6n de var iab lee

aleator las lndependfentee e id6nt , fcamente d iet r fbufdae con

dfet r fbucfón n,  (x)  ¡  análogamente hace lae hfp6tes le

correspondfentes Para Ia  suceefón tY i l ] ; .

El tratamlento que el autor emplea se centra en la

apl fcacfón de functonee de Green.  Lo que hace por  medfo

de eet.e mÉtodq es Lntroducfr unae funclonee de compens.acfdn

que descr fban e l  ln f luJo de Ia  heterogenefdad in t roducfda
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L 4

al  proceso l r reet r fc to por  las barrerag co locadag en e l .

o r l gen  y  en  I , .

Deede luego que r¡us resultadoe Bon generalee y no hay

nLnguna necesLdad de que Ia barrera ln fer for  eeté co locada

en e l  or igen aún cuando Él  s fempre Ia  consfdera co locada

en este punto.

Pa ra  da r  I a  d fe t r t buc f6n  de  es tadoe  de l  p roceeo ,  Ke f l eon

obt fene lo  que l lana Ia  dfs t r fbucfdn de estados del

proceso f r reet r lc to ,  deepuée ln t roduce lae func lones de

compensacfón,  y  la  d le t r fbucf6n de estado del  proceso

acotado Ia obt lene en térmfnoe de lae re lacfonee que

establece entre Ia  func lón de Green del  proeeeo y lae

funclones de compensaclón.

Sus mÉtodos son muy compleJos y  están or fentadoe a obtener

soluc lonee df rectamente expreeables eomo funcÍonee de

dens idad  o  de  d ie t r f buc l6n .  Como ya  ee  d l Jo ,  no  s6 lo

t rata esta c lase de problemae,  efno tambfén una gama muy

amplia de proeeE¡os de Markov, homogéneoe ealvo por la

Lntroduccfdn de barrerae de muy dfverso t lpo,  y  tampoco

se l fmf ta a procesoa de parárnetro d iscreto,  pues tarnbfén

lneluye los de parámetro cont fnuo.

Sfn embargo,  obtener  resul tadoe expl fc f tos ut l l fzando

func fonee  de  Green ,  resu l ta  muy  d i f f c f l ,  a  menoe  que

las dfs t r fbucfones báefcae E¡ean efmples.  Ademáe,
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1 5

fnformacfonee ¡rráctfcae, como la obtencfdn de los momentos

der  procego,  pueden reeul tar  máe df f fc f lee de obtener  que

ut f l fzando e l  método de t raneformadae de Laplace,  que es

el  que a cont fnuacf6n pasamos a degcr fbf r .

F,  Pol laczek (9)  ha desarro l tado e l  t ra tamfento del  problema

por medfo de traneformadae. No usa argumentos de tfpo

probabfr fe t fco,  e lno que par te c le  la  ecuacf .6n bÉlefca,

Xk*t = max { o ,  x k  *  Y L } .
I

Encuentra de eeta forma la transformada de Lapl-ace de la

funcfdn 'de d ls t r fbucfdn de rae var fabree x*  medfante er

uso de una ln tegra l  de contorno. ,  Resul ta  f t tc t r  generar fzar

entoncee el mÉtodo para loe casoe en que la barrera no eetÉl

en e l  orLgen,  o t r ien cuando en lugar  de t ra tarÉe de una

barrera fn fer lor  se t iene una super for .  syekf  ( r r )  expone

er  método de Porraczek en un ar t fcuro gue lo  reracfona con

otroe enfoques del  probrema y eetablece e l  deearrorro

te6r fco de eete t fpo de procesoe en Bu perspect fva hfetór fca.

Máe  ade ran te ,  T .  Garza  (6 )  genera l f za  ee te  mé todo  pa ra  e r

easo de dos barrerae fmpenetrabree una fnfer lor  en nan y

ot , ra  auper for  en "b" ,  por  medio de la  ln t roduccÍón de dos

operadoree gue produc€n de una manera expedfta las trans-

formadae de Laplace-St fe l tJee de lae func ionee de

dls t r fbucfdn del  procego acotado.  En e l  preeente t rabaJo
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1 6

para obtener  14 so l r rc f6n de a lgunoe problemqe ee apt fcan

precfsamente estoe operadoree.

se podrna obJetar  que roe mÉtodoe de eorucfón en er  prano

-comp leJo  como e l  deec r l t o ,  dan ,  con  es te  en fogue ,

reeul t 'adoe formaree de poco va lor  práct feo.  Eeta obJecfón

no eE¡ vá l tda puesr  €n pr fnc lpfo,  conociendo las

t raneformadasr  B€ pueden Ínver t r r  y  obtener  aef  ras

funcfonee de dfet r fbucf6n o rae deneidadee,  cen ra venta ja

de guq,  con eete mÉtodor  EB re lat fvamente fÉcf l  ca lcu lar

egas t rangformadae.

Ademásr  BB f recuente que ra formE de lae d iet r fbucr .onee

sea tan compllcada que obtener 10e momentoa del proceeo

a  pa r t Í r  de  d fchaa  exp res fonee  reeu r ta  d f f f c f r ,  r o  cua l

ee mucho más sencr- r ro hacerro de rae t raneformadas r  €r l
que por efmple dr.ferencfacf6n ee pueden obtener dfchos

momentog.
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C A P I T U I ' O  I *

Et obJeto de eete prfmer capftulo ee deduofr  una regla que

permJ-ta hal lar  Ia t raneformada de Laplace-$t fe l tJes de qna

varfable aleatorÍa z deffnfda por una ecuacfón del  t fpo

Z  -  m i n  { m a x  ( a r X ) ,  b }

!  m a x  { a ,  m f n  ( X r  b )  }

donde X es una var fab le a leatOrfa cualquÍera cuya t ranefor-

mada Ée conoce.

Reeul ta  c laro l lue r  e f

Z t  E  m a x  ( a ,  X )

z ' t  -  m f n  ( X r b ) ,

entonces

Z = m i n  ( z ' ,  b )

=  m a x  ( a ,  Z " )  .

*  Para mayores referencfae véase (6)
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Podemoer pu€g, reducir nueetro prohlema aI de conocer eI modo

de reeolver dos ecuaclones del t lpo

(Entendemoe por resolver estae ecuacLones eI poder dar lae

t ransformadee de Z '  y  Z"  a psr t l r  de l  eonoeLmLento de Ia

t ransformada de X) .

Comencemos por anal-l-zur ta ecuaclón

z  É  m a x  ( a ,  X ) .

La vurlable aleatorLa Z deflnlda de este modo tiene cotlno

funelón de dletr lbuclón¡

x  <  ü r

z '  E  m a x  { a ,  X }

Z "  -  m L n  { X ,  b }

I o '
F, (x) il 

J
I  r * ( x ) ,

de la barrera J.mPenet'rab1e

la funelón de dietr lbuelón

deJándo la ' l na l t e rada  en  Ia

E I

de

( -

efecto

eor tar

E r  a )

x  ?  a .

i n fe r l o r  en  ' r a ' e  es  e l

de X y hacer l t  cero en

,  * ) .
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Deffnfmos ahora un operaaor Uf, Uue actüa eobre f,unclonee de

dfstr lbuctón y que t iene el  ÉfguÍente efecto¡

Dada una funcf6n de dietr fbucfdn cualqulera,

ObsÉrvese que

cont fnua Por

ee decfr ,  e l  oPerador ul  aa

varfable aleator l -a

por  ser  F"  (x)  una funcf6n de d l .e t r fbucfónr  €El

Ia  de recha .

l (  4  E r

{ F x  ( x )  }  =

F x ( x ) r x l a ¡

o ,
M:

Ia func i6n de d ls t r fbuctón de Ia
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Z  r m a x  ( a ,  X )  ,

Én que X ee una varfable con dfetr ibucf6n F* (x) .

Deffnamoe, aefmfsmor u 'operador ul  eue eetüa robre t ransfor_
madae de Laptace-Etfel tJee.

Deffnfcfdn¡ sf  T {F* (x)}  es ra t ranrformada dc r .aplace-
EtfcltJes de ra varr,abre areatorr,a x con funcfdn ds dfstrfbu
c lón  Fx(x ) ,  en tonoee

+ .
t f ;  { r  {Fx  (x ) } }  -  r  {m j  t r *  ( x ) } }

deede luego ee aprtea este operedor püra obtener ra trane-
fo rmada de Z  r  max (a ,  x ) .

Paeemoe ahora a efrnprffrcar er problema por medr,o dcr st_
gufente

rJ€mr: ef x ee una varfabre aleatorfa cualqufira con funcL6n
de 'd fe t r fbuc fdn  F*  ( t )  ,

entonoes

uj  t r  { rx  ( r )  } }  n  s-Bn u l  t r " .  r  {Fx ( t )  } } .

Demoetracl6n I

Sea

Z E max (a,  l ( )  .y
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2 L

entoneee

7 r - € l

y por un resuLtado

de lrap1ace,

T  { F . . ,  ( r }  }  -
¡\

De aquf ques

y  ¡  f f na lmen te ,

N r = ) ( a

E  m a x  ( 4 ,  x r  +  a )

n  m a x  ( O ,  x r )  +  a

r :  m a x  ( O ,  X t ) ,

elemental de la teorfa de tranef ormadag

T {FX-a  ( t )  }  É '  t " *  Í  {Fx  ( t }  }

T { F z - s  ( t }  }  -  r " *  T { F z  ( ü )  }  ,

eEt t{r,  { t)  }  -  r tr*** 
to j i l  I  

t

-  r  u j ' {Fx ,  ( t )  }  '

-  ,u :  { i tFx ,  ( t )  }  }

T { F z  ( r )  }  =  s - g a  M :  { o " *  T t F x  ( r )  } }

I ¡a  ut i l fdad de eete lema radfca en e l  hecho de que para
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reeolvEr una ecuaelón del

Eabsr retolver Ia ecuaclón

tlpo Z - max (a, X)

Z'  r  malt  (O, X-a) .

noe basta con

Ahora consfderemoe

Eeta varfable alea

F,  (* )

EI  e feeto de

l-nalterada Ia

hueer la  I  €n

Ie ecuacLón

z  -  m l n  ( x ,  b ) .

torlu tlene eomo funeLón

l ' t * ( x )  x < b
l ^- 1
I

L t  
x  ¡ b

do dfutrlbuclón

Ia burrera

funclón de

[u , *  ¡  .

lmpenetrable

dl-etrlJruclón

€n r rb r r  gg  e I  de

d e X e n  ( - * ,

deJar

b ) y

I
I
I
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2 3

En eeta f Ígura se dE un eJempro en er que Be recarca que

F (b -  o)  puede ser df ferente de F (b),  hecho que resul ta

Lmportante cuando se bueca Ia traneformada de Z,

Deffnamos ahora, de manera análoga a como lo hfefmoe antes,

doe operadoreer el prfmero de erros actúa sobre funcfonee

de dfetrfbucfón y €r aegundo eobre traneformadas de L-s.

Deffnfcfdn: sf  x eB una varfcbre aleatorfa cualqufera,  Fx (x)

Eu funcldn de dfetrfbucfdn y T {FX (x} } eu transformada de

L-6 . ,  en tonces

x ( x )  x < b

M¡ {Fx (x}  } -

x  > - b

M i  t r  { F x ( x ) } }  =  r  { q  t r * ( x ) } } ¡

y tenemoe, análogo al prf.mero, eI el.gufente

Lema;

u i  t r  {F * (x )  } }  -  € -Bb  u l  t e "b  *  {Fx  (x )  } } .

Desde ruego ra ut l l fdad de eete rema es la mfema gue la der

anterforr  €B decfr ,  nos basta gaber resolver una ecu&cfón

de la forma tzt .* mfn (x - br 0I para poder reso]_ver una más

genera l  de l  t fpo  X ¡ r  m ln  (X ,  0 ) .

Este rema ee puede demoetrar de manera análoga a como ae
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2 4

demostró er lema anEerfor,  o bLen, dlreetaméht€.

Se tlene qlu€

Mi  , r  {Fx  (x ) } }  r  r  . tM ;  t r x  ( x ) } }

r  / : -o  e*s*  dH;  1F*(x)  1  + / i l_o e-Br  d ! , t ;  { r *  (x) }

(por qrri ee divlde er l-ntervero de integraclón de -6 ü

b-O y de b-O a ,ü ee haés evl-dente de Ia f lgura 2 ) .

E r : : "  " -"*  d **  (x)  + *-eb 11 -  F (b *  o)  ]

por otro lado,

M-  1 "sb  r  {Fx  ( x )  } }  -  M ;  { r  t r x  ( *  +  b ) ¡ ¡

'  T  { *o  {Fx  ( x  +  b )11

E 
l]" 

"-"* d M; {Fx (x + b) I + ,- e-stc d r,rl tr* 1x + b) }-o

Hac iendo

l f - ¡ t + b ,
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entonceg

,  / b -o  " - s (v -b )  d  " ;  {Fx  ( y } l  +  r  -  F  (b  -  o )

= uub r : : "  e -Bv  d  Fx  (y )  +  I  F  (u  o )

-  * = b  T  { %  { F *  ( x ) } } e .  q .  d .

NueEtro problema or fgfnal ¡  ünÉ ecuacf6n eon dos barrerag

fmpene'trablee, fuÍmoe redueiéndoro ar de una ecuacfón con

una sora barrera rmpenetrabre y de ahn a doe ecuacl.ones

con una sora barrera fmpenetrable en el 0rlgen. Ahora

demoetraremos la  equfva lencfa entr€ rae scuacfonegr

Z  -  m l n  ( X ,  h )

t z t  =  m a x  ( a ,  X ) ,

1o que nor¡ permitfrÉl reduefr nuestro problema ar de una

ecuacfón con una barrera fn fer for  Lmpenetrable en er

o r l gen .

Para e l lo  consfdÉrese la  ecuacf6n

Z  =  m f n  ( X ,  h ) ,

de donde
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2 6

'¿ t  E  max ( -b ,  -X)  I

ei  ú  (s)  denota la  t raneformada de Z |  ,

ú (e )  *  e -B ( -b )  u l  tes  
( -b )  r  {F*x  (x )  }  }  v

T  { F ,  ( x ) }  É  ü ( - e ) .

vemog, puesr gu€ noe baeta con har lar  una tÉcntca que

permfta resolver la ecuación

Z = m a x ( o r X ) r

donde x es una varfable areatorLa cuarqulera,  dadarpara

poder consJ.derar las formas mÍle generalee

Z - m a x ( a r X ) y

z  ' .  m fn  (X ,  b )  r

y t por lo tanto, poder resolver ra forma attn nrÉle general

Z  =  m a x  { a ,  m i n  ( X ,  b )  } .

La  ecuac Í6n  Z  =  max  (o ,  X )  f ue  ee tud lada  po r  po l l aczek  (9 ) ,

e l  cual  encontrd eI  s lguLente teorema¡

sf  x  ee una var iab le areator fa  con t ransformada de L-s ú(e)

y Z es una var fab le def in tda como

Z  -  m a x  ( o ,  X ) l
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2 7

en tonces r  pa rá  rea l  ( s )  ¡  o r

r  i F "  ( x ) ]  =  M l  { , t ( s ) }  F

l a -= 2-frf /r ú(r) ;fr a k,

donde k es lndependlente de s  y  r  eg una t rayeetor Ía,  en

el  p lano compreJor  qu€ cofncfde con er  e je  fmagfnar fo

recorr fdo desde f*  haeta + fo

Antee de demoetrar  este teorema,  demostraremos er  e igu lente

Lema:  s f  t  es un número real  y  B un compleJo con par te rea l

pos f t l va ,  en toncee ,

a) ei t  ¡  or -fu. t ,  *-"t  u$ * e-Et,

b )  E i t - o ,  , * , . t - * - t t r + - +
I '  

-

c )  e f t < o  I  r  * - r t  d r  = o .'  f f i  
j r  

B  r

Demostracf6n:

E) En este easo eonsfdéreee la eiguiente t rayectorÍa I '  t  Cn

Neevia docConverter 5.1



t
I
t
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
t
I
I
l

d o n d e  n  e s  u n  e n t e r o  t a l  q u e  n  r  l e l .

AI hacer  tender  11 a 6,  la  ln tegra l ,  a

c f r cu lo  Cr r ,  t i ende  a  ce ro t  pa ra  ve r lo ,

t res par tee de la  e lgufente manera:

c

1o largo del  seml-

d lv fd lmos C'  en

f ,n  es eI  eegmento

f n )  y  ( n  c o s  e ,  f n

de C'  comprendldo entre los puntos (o,

Een 0 )  ¡  B '  e l  ss¡ ¡ r i r€ [dfdo entre ] -os

2 8
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p u n t o e  ( n  c o s  0 ,  i n  s e n  o )  y  ( n  c o e  0 ,  f  n  B e n  0 ) r  y ,

f Ína lmenter  yn  e l  que eg tá  en t re  (n  coe O,  - f  n  Een e)  y

( o ,  I  n ) .

Entonces ,

l I ^  * - t t  -+  l - * l / o  * - t t  = j � -==  l+ l ¡ ^  " - r t  = ! '= ¡  +'  u n  S  
n  S  r  ' ' '  ' r 6 n  g  -  r l

l /vr ,  " - t t  # t  i

pero ,

l / o  * - t t  -  3 +  l {  t  j l l l z ,  ! ,  e )
n  E l  r  ' *  n  -  

l " l  
,

trun *-=t -*?l - #11¡ y

|  ¡  " - r t  d r  l - <  n  ( r / Z  _  e )'  Y n  s  i l a  n  
l u l

tomando lfmfte cuando n tfende a E I

r e e u l t a  s u e ,

L t f r  n  
J I I / 2 r ; ,  

e )  E  n / 2  e  y
n + 6  n  l u l

Lh, elr t  "1"9

, ' + o  n  l u P = o f
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3 0

entoncee,

l l T  | ¡ ^  " - t t  d r  l+  z  t t r / z  -e ) t
1 1 + 6  ' ' C n  S  f

yr  como 0 es arbf t rar fa ,  podemoe hacer  Ia  expreelón T l /2  -0

tan pequefra como queramos. Por Io tanto,

l f *  l ^  * -= t  d r  ¡  o .n + F  
' C n  

B  r

Por el cáIculo de reeLduos se obtfen€ para toda n mayor que

l " l

r  /  e - t t = 9 " ¡ ' . - t t tTT-T "r, * E' E.

en tonceB,

] - �  - r t  d r  - B t
2_i-f 'r e É--¡; 

= e

b)  Conefdérese la  t rayector fa  fn .  EE poeib le def fn l r  una

rama holomorfa del  logar f tmo en Ia  reg lón.  rea l  ( r )  <real  (e)

y tenemos

I  ,  d r  I  , +  l s  f n l
rffi /r,, E*::T = - ffiT tt"r 

fi¡:¡frf 
+ I ars (s rn)

I  a r g ' ( e  +  f n ) ]  .
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Al  hacer  tender  n a É,

r B  f . n r
lE--IEl + r t

a r g  ( e  f n )  +  -  Í / 2 ,  y

arg (s * tn) -F rI/2

o Bea

I d r l
T i l  T  r r  i l : - ?  

' T

c) Ahora eonc¡lderamoe la trayectorl.a I ' + e -
n

3 1

d o n d e  n  t l s l .
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3 2

Al fgual que en

que n t lende a

eemlcf rcu lo C'n

mfgma.

e l  cago

fn f  f n Í t o ,

t lende r

t  ¡  or  haremog ver  que,  a  medfda

Ia fn tegra l ,  a  Io  largo del

cero.  La demoetracf6n ee caef  la

E leg imos  un  ndmero  0 ,  en  e l  f n te rva lo  (n /Z rn l  y  de f i n lmos

cfi como er eegmento cte cf, comprendfdo entre roo puntos

(o ' f n )  y  (n  eos  0 ' ,  f  n  een  e - )  i  F f ,  e r  comprend Ído  en t re

l o e  p u n t o s  ( n  c o s  0 - ,  i  n  e e n  0 - ) ,  y  ( n  c o e  0 - ,  _ f  n  g e n

e- )  y r  f f na tmen te ,  y ;  e l  gue  ee tá  en t re  (n  cos  0 , ,  _ fn  sen

e ' )  y  ( o ,  - f n )  .
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¡ i * , 1  "  * " 4  1 +  ¡ i o , l " - ' t " * i  +

¡rni *- ' t  u-+ | + J/rn "-"t #l

y  a  s u  v e z ,

Como

en tonceB,

l/o; "-"t "+ | -. affil-,]*r, - ,/2, y

¡'u,l * t - d' t -. ffifrlo n*r o,,

l t r , r . , - t t  ; f l ,  lo ' f f i "* l  u '  -  t r /z,

l i :  l /c :  u- ' t  "$ |  * .  z(e,  Í . /z t ,- n E

Yr como gt  ¡ 'odemos eregfr la  arbf t rar famente en e l  Ín terva l .o

l r / 2  , I t l  I  e r l l o  f  mp l f  ca  gü€  r

Lim ,  -r# . l r  I
rr-+o l /c;  € -- 

; f t l l  
-  o.

Por e l  cá leu lo c le  resfduos se t fene que para toda n entero

p o s l t f v o ,
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' r , , * E ; t t  " 4  r o '

Por lo tanto,

r  o-r t  J-' r  B  f t ;  =  o '

Paeamos ahora a demoetrar eI teorüma,

Por deffnÍcfón¡ B€ t fene que

T  {F¿  ( x )  I  =  i l l  t u  ( e )  }  =  E  { " - " 2 } .

Para rralores de E con parte rear poslt, tva podemos eecrfbfr

***z = rh /, *-rx ;$ * "

donde

En  e fec to ,

f
l o  e l X > e

I  u  
1 I / z  

e f  X  =  o

U  e i X < o  .

F r x

# t r * - t x ; $  * o = * - t x r

sl  11 = o,  z -  or  *-"2 = r ,  y del  rema gue se demost.ró Be

deduce que

-#-¡ t, *-tx ;* - Llz = r, y,
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f Í na lmern te ,  B f  X  <  e ,  Z  -  o r  " - "2  ü  l  y

r+= r, "-'* #+. I ü r,
tomandqr eÉperanza,

E (e-Ez) - E ru-+T {I. *-tx E4' - y}

r f, trfr1. r, e-rx $l + E (y);

tntercambfando eI sfg¡no cle eeperanua y el de integralf

E (e -Bz l  -  
f r r \  r ,  E  {e - rx f  ; $ .+  e  ( y )

E l

Trr-1- /, u (r)

* Par.a Just i f rcar el  fntercambro der eigno de eeperanza y
el de integrar dernostraremos que exrete un entero no tar
gue para toda n > no

¡  I  . in  ^- rX dr  Irffi irn e 6frll

en donde K es una conc¡ tante.  
'

I )  C a s o  X  > -  o .

E l f j ase  n  r  2 le f  y  cons ide rese  una  t rayec to r fa

la  f fgura

+  E  ( Y )  
c . q . d .

como i.a de
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"+t /rrr*",, *-tx ;* = t-t" '�

Pero e 1o largo del eemfcfrculo Cr, Be tfene que

l/c *-tx "*+ | + r"r, le-tx +l d= _*-n

t"r, t*l dr *{ +iEI < zn (ya que n > z ls | ) .

Este resul tado y Ia  fgualdad

rh rrr, * a4. fh r.,, * F+. "-"",

fmp l fcan  que para  toda n  t  2 l " l

r  I  .  e - r x = 4 = ¡  *  l e - r s l  + r  < 2 .lf-l- "r, = E:iil

C a s o t < o

Ef f Jase  de  nuevo  n  t  2 l " l  y  cone fdÉreee  unq  t rayec to r l a

Por el teorema del reefduo
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como la de Ia fÍgura

Por el teorema del reefduo

( y a  q u e  n  r  Z l e l ) .

Eeta desigualdad y la igualdad

rfu t", e

t+ /c ;+r , , .  E# o  e¡

A lo largo de Ci Ee tfene que

l /c; *- 'x #t \< l/c; "*l \< *ft - zi l

dr
E¡ T

=  O ,
n

fmpllcan que para toda

-rx 
;fr, * #T /rr, "-

n  "  Z l u l  v  t  <  o

-rX dr I- - - s - T l  4 1 ' �lr+T ,r,, *

E s  d e c l r  p a r a  t o d a  n  t  2 l e l
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I de Lebeegue para tener que

3 8

, Í n
lr+T /:;" "-'x ;*l < z .

I ' ,  ,L fm I  , .1 t  ^ - rx  .d rE tr*- fT-f itr, * ;ft;i 
=

li: rE {r+T rll .-'*" Elrr .

I 
pero E rr+T ¿i: "-'* $r -,+-= ¿ll "(.-'x) -fr

| 
(aquf eL fntereambto del eÍgno de eeperanua y el de fntegral

eetEl Juetfffcado por er- hecho de gue como ee vfó

I
I  

l¿ l l  * - 'x  " * l  <  r  para roda n > z le l ) .

I
I 

u tsJr- r. *-'x #r c f, {"tiT ,"! ¿ll .-'* #r

I
I
I
I
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C A P I T U I J O  T I

En eete capfturo se congfdera un reeorr fdo areatorfo en eI
que la ley de tranefcfón que rlge er paso de una etapa a
otra es Ia eLgulenter

r.a probabfrfdad de que) J.a magnitud der ealto sea menor o
fgual  que y es r-s-FY'  Er earto ee da hacra ra derecha
con probabllfdad p y hacta la fzqulerda con probabflfdad
q - [J.=p) r

Pera eete ¡ecofrfdo reeolyeferBo8 loe efgulentee problemaBi

Al Er de lqs densrdedee de eetado cuando er proceso s€
fntcfe en un punto xo.

Bl  El  del  pr fmer paso por un punto a I  Xoe

cl  EI  del  pr lmer retorno a Xo,

Dl Et de rae dfstr ibucfonee de eetado cuando Be fntroducen
qI pracego unE o doe barrerqs fmpenetrqbles

t  
El  obJeto de consfderar este recorr fdo es Llustrar la

| ;;,:':.::,il :1":::':_:: :" ;,",il:::::":,:::".:":";.
I  

f recuentemente en la teorfa de loe procesos eetocástlco' .

I
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EI método de eolucfón que se empleará eetá eeencfalmente

haeado en el-  ueo de ecuacl .ones sn df ferenefas y

I  t rensformadas de Laplace-Stfel tJes.

I 
A) Sf deffnlmos la variable aleatorfa I{n como la

poslcfón de Ia part fcuLa al  conclufr  Ia n-Ésfma etapa

I y xn+t como el  sal to entre Ia ctapa n y la n f  I ,

I 

tendremos quel

I  

w o E x o

I  

wn+r  -  wt  +  xn+t  (n  '  o t l "  "  ' )  '

Denotemos con úrr(e) Ia t raneformada de Ir-S, de Ia

I  
varfable hlrr l  eeta t raneformada exfste en una regl6n det

t  

p lano compleJo,  y  la  re lac ión

I  

ú r r * r ( e )  F  ú r r ( s )  T ( x r r * t ) . . . . . . ( 1 )

vale en la  Lnterseccf6n de egta regLón con la  reg l6n en

I  
\  que está def in fda la  t ransformada de L-S de Xn+Ir

t  

En vf r tud de que {Xn} i  es una suceeLdn de varLablee

aleator lqe fndependlentes doe a doe e ldÉnt fcamente

I  
d fs t r ibufdae,  todas eetas var lab les t fenen Ia mfema

transformada de L-S

I  Esta trqneformada ee +# + S r ra regtón de

I
t
I

4 0
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I
t  convérgenc fa  es  l rea l (e )  l *u .  Suet f tuyendo es te  va lo r  de

I  r  (xn+r)  en ( t )  ,
t

r D  
( e )  

=  o - B X' o  o  Y

t
r ¡  - . ( e )  =  ú ,  

( e )  
{  P , u  +  

q  u  }  ( n  -  o r L , . z r . . . ) .Y n * r  t n  '  u * g  u - 8  
t

t

I  
La eol-ución de eeta ecuaefdn en di ferencfae ee puede

obtener de manera lnmedfata por recurrgncÍa, y reeulta

I que

I  * r r ( " ) -  t l # *  f l + ) n  * - " * o  ( n - o ' r ' 2 ¡ " ' l '

I  En pr Ínc lp lo  nuegtro problema está reeuel tor  t ru€B

r conocer  la  t ransformada de L-S de una dfs t r ibuc l6n dada¡

t
es equlvalente a conocer Ia dLetr fbucl6n miema, ya gue

I por eL teorema de Ia unfcfdad (4),  (?)  sabemoe que hay
I

una relacfdn uno a uno entre estae dos funcioneg.

I
Esta relacfón eetá repreeentada por una fdrmula de

I  lnversf6n que permfte paear  de la  t raneformada de L-S a

la d ie t r ibucÍón,  y  por  ot ra fórmula que permÍte pasar

I
r  de la  d ls t r fbucJ.6n a Ia  t ranef  ormada de L-S,

t  Además,  Ia  obtencldn de c fer to  t fpo de fn formacldn

I  
bás ica,  ta l  como los momentos,  ee mucho más fácf l

r  hacer la  a par t f r  de Ia  t raneformada de L*S (a par t f r

I  de 6eta, los nromentoÉ EÉ van obtenfendo por
I

I

4 7
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df ferenciacfón euceeJ.va) ,  que a par t f r  de Ia  dfet r lbuctdn

mLsma (este proceso fnvolucra eI  cá lcu lo de una ln tegra l ) .

Princfpalmente por eete motfvo algunoe autoree prefferen

trabaJar  con Lraneformaclae que con dfat r ibuc ionee,  y  aef

conefderan un problema reeuel to  cuando donoctsn La '

traneformada de Ia varfat ' Ie que lee lntereea. Como

eJemploe ee pueden cftar en la teorfa de loe proceeoa

e e t o c É e t f c o s  a  P o l l a c = * r ( 9 )  y  P r a b h u ( 1 0 ) .

Sfn embargo,  como f lust racf6n,  vamoe¡ a lnver t f r  estas

traneformadas para encontrar explfcftamente lae funcLoneg

de densfdad de Ios estadoe y ee verú que ext raer  de e1lae

cterta Lnformaeldn tal eomo los momentoe puede: reeultar

labor foso debldo a n¡u forma compl fcada.

En eI  proceso gue estamos consfderando,  las var iab lee

W n ,  ( n  =  I , 2 r . . . ) ,  r e s u l t a n  c o n t f n u a e  d e b l d o  a  q u e  I a

ley  de  t rans l c f6n  que  r fge  e I  paso  de  una  e tapa 'a  o t ra

eE¡ contfnua: podemos por 1o tanto aplfcar el teorema de

lnve rs fón  (4 )  ,  ( 7 )  y  o l r t ene r  as f  gue  l a  deneLdad  de  Ia

v a r l a b l e  W '

f n ( r )

es

I= 
TfT , r1*  *s  

( t -x . . , )  {p  u + g*}1n dE,
- t o  

-  ' U * s  u '

estE fn tegra l .  Por  eL teorema delProcedemos a evaluar

bfnomfo¡ tenemoe que
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tfr* + F#]" t#rJ r*:1"-Ju n  E n
J ' 0

(l)

euetituyendo en la expreefdn cle f n ( t )  r  r os  queda

f n  ( t )  =

e fntercamblsndo

I
frT r:;..  *e (t-xo) un 

l:" 
(#) t ,u+,n-J t l l  de,

el elgno de aume y el  de tntegral ,

llo 
rir ot qn-J # r1;_ eE (t*xo)f n  ( t )  =  p n

Para ca l -cu lar ,

d e . ( r )
(u -e )  n -J

r {  E + / f -  *e  ( t -x r )  r
r  L ' ' L  - l o  

( u + " ) T

d e ,
( u * e )  n - J

empleamoe en eL caeo t - xo x 0 un contorno
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y en el  easo t  -  xo ?O, eI  contorno

yr  f fna lmente,  tomamoe e l  l fmf te cuando n t fenda E ór

Sl  en eI  pr lmer  caeo,  ( t -xo l0) ,  n  > u y  C'  denota e l

eeml.cfrculo tndfcado en LE ffgura, entoneeo

|  /c  "e 
( t -xo)  t  

r  
t  

,= .  d= l r *-n  ( ¡ r t e  )  - l  ( u  -É )  " - J

I 1

l"-n I l"+u irT
[ n + o

n + 8 ,

y t como para n > u el únfco polo del J.ntegrando en el

fnterlor del contorno consfderado se encuontra en

E r  *U r  reeuJ- ta que tJ  es eJ,  res lduo en s  -  -u  .
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t  
Caleu lemoe este reefduo. '

t ::,,:':"':': ,"-=, -- n derÍnrmoe

I
h  (s )  . o  e "  

( t - xo )  I  
,  ,

t  
(u-e)  n-r

I 

entonces el reelduo en s E -u es lgual E

I 
tf+l= h (J-r) (-u ) '

Bn que  h (J - I ) ' ( - u ) " *  l a  de r l . vada  de  o rden  J  *  r  de  Ia  func f6n

I  h ( e ) .

I  Ut f l fzando la  fdrmula de Lefbnf tz  para la  der tvada de un

t 

producto, noe queda que

n ( J - r )  ( " )  =  
, l _ {  , l ; t ,  ( r - x o } J - l - k  e E ( t - x o )  D ( k )  r  .

I  
r l o  k r  ' � e ' r o '  t  

t r . " l t J

I 
Por lnducci6 puede ver que la derfvads de orden k de ta

funcf6n ++ Ba

|  
( u - s ) "  r

t 
n+k-r-r) kr 

#ffi

I  en tonces  6 tJ - i l  ( " )  =

J - l  J  i  - , r -  r  r

l ; I ; . : ; ' , l n + k ; r - J ) t t ( t - x o ) J - r - k e 8 ( t - x o ) # � r y |

I
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expresLdn que en s = -u toma eI valor

¡ ( i - r )  ( -u ,  - : i l  , r ; t ,  (n+k- r -J )  k l  ( r -xo)J - r -k  * -u ( t -xo)
k-o 

rr

I

f f i '
y aef reeul ta que'

,r r 
"j-t 

"-'o 
li: ,n+k-r-rt trfirt rf,-f (zu6) r-r-k

g  a  l t - x  I'  o r
donde

Sue t f t uyendo  en  ( I ) ,

rn (r)  r  #+rir , l ,prq'-r  l i l ,n+k-I-J, i t f f i
Sf  r=J- j . -k ,  en tonces

f,, (r) = 
#i ,1, 

(i) prq'-r 
,lr_r# 

(j: i:Í) (Zuo)r

lntercamblando eI orden de suma,

r  ( t )  =  ue -ud  t i t  l l - uo ) t  f'n *L'  
,n-t  , t=o 

----F 
J3r*r

pero rk  -  J - r - I  y  nos  queda

rn (r) E 
#+ ,¡: 

(2+t)' 
;L 

t (,.,-r,1,-r) ("-il-z,nk+r+r

nn-k- r -1

,  n  .  , n - r - Z .  l J q n - J  it t r - J '  * J - I - r '  I
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'  El caso t-*o < o E¡e puede tratar de manera análoga aI

caEo que aeabamos de tratar, De hecho 1o ür¡l .eo que hay

que haeer es conefderar el otro contorno de fntegrael6n

que Be fndic6 en la f igura y repetfr paso a pseo 1o

que ee hf zo cuando t**o r. e.

Sfn embargor reeulta ftucho mÉe fntereeante hacer ver guer

ef coneÍderamos un recorrtdo aleatorÍo eemeJante al aquf

eupuesto,  pero en eI  que p y  q eetán fn tercambLadasr  BE

decl.r, los saltoe Bon a la f zqul.erda con probabf l ldad. p

y E la  derecha con probabt l fdad q,  Ias denefdades de

estado de eete nuÉvo recorrfdo, en eI caso t-*o ( o de

nuestro recorr fdo or lg ina l .

Por la sfmetrfa de la ley de tranefcfón, eabe'mog que €n

eI nuevo recorrfdo, en eI caao t-*o F o ee cumple para

1 1  r E  I ¡ 2  ¡ . .  .  .  I a  r e l a c f 6 n

fn(r) ü _+ i="
n- r - I

I=o 
(n-il-r-r) tt-t-z)

fnfc la l ,  tsnemos

t < * o

t = * o

t t x o  I

k+r+I n-k-r- lq p

donde 6 es Ia dfstancfa de t  a xo.

Volvfendo a nuestro r ecorr fdo

f .
1 1

[ "

f o ( t )
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y ,  p a r á  n  -  L r ? r , . .  r  f r . ( t )  a d o p t a  l a  f o r m a ¡

sf  * l*o menof gue cero,

' re- t  t ; r  teuf  )  t  
" i t - '  

,  ,  ,n-r-zr  ok+r+r nn-k-r- t  ,
;n=r , io T *i" 

tn-lr-r-Ir ( k '

y t e1 t-*o mayor o lgual que cero¡

u e - u 6 n - I ( Z u 6 ) r  
n - r l  

,  n

FrÍo-rF rÉo 
\n-k-r-r) (t- i l-z) Pk+r+l nn-k-r- l

El paso p = e preeenta un Lnterée eepecf.al .  I ras expreefones

de la denefdad Ee pueden entoncee reeecr lb l r  como

y  p a r a  n  =  L r ? r . . .

. ^ - u d  n - l  ( Z u 6 ) r  n - r - l  
,  t 1  rrn( t )  =  

F, Ío  Jr  n Ío  
t ' -k - r - r ,  { t - [ -2)  '

Ee bÍen eabfdo que para a y  b rea lee y  m ontero (5)

a

i  t *1*r  t? l -  tu lor ,
.9,=O

e n t o n c e s  p a r a  I :  ¡ r  I r 2 r . . . . . . ' r

fn(r) - F"+ :i: + (21:l:i) .

r
I  o  t < o

f o ( t )  -  
1  t  t  ' "  o

L "  
t  >  o  ,
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Para 61 cüEo p -  qr  EÉ t fene aef,  gue

o  t < * o

t  t = * o

o  o t X o

p a r f l  n  -  l ¡  ? ¡ t t t ¡  f n ( t )  a d o p t a  I a  f o r m a ,

E f t * * o

u*-u (xo-r) ";t (2u (xo-r) )r (zfi : I : i) ,
Tffi- ,*o 

-T

y e f t > . x o ,

fo  ( t )  ¡E

u€-u 
( t -xo) " ; t  (2u ( t -Fo) ) r  ,zn-r-2,

l tT -  r io  T  tn - r - l "

Expresfones que concuerdan eon las que B. W. ConoIIy obtfene

( 3 ) .
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I  
Noe fnteresa ahora reeolver un problema de prfmer paso,

ee deefr ,  81 el  proceso Be fnlcfa en un cferto punto Xor

I ¿cuáI eE la probabflfdad de gue Juetamente durante la

r n-ésfma etapa paee por prlmera vez por un punto a I Xo?
I

Conefdetemoe dos caeos.

r  I . -  a  (  X o .

I  s f  e t  punto ' � ra"  está a I -a  fzquierda de xor  para que e l

I 

prfmer paeo por rrarr ocurra preefsamente en Ia n-éeLma

e t a p a  ( n  -  L r ? r . . . . )  r  € B  n e c e s a r Í o  q u e  e n  l a s  n - j _  e t a p a a

I  
: " ter foree 

a la  n,  e l  proceso se mantenga B Ia derecha de

ra"  y  Juetamente en Ia  n etapa pa6e a l  punto *a l  o  a la

I  t zqu ferda  de  ée te .

I  sea N Ia varfable aleatorfa que nor¡  lndfca eI  n{ lmero de

l .a etapa en que ocurre el  pr imer pago por ua".

t
TambfÉn def intmo* *J como Ia poeic i6n del  móvi l  a l

t  conclulr  la J-éelma etapa y Xn+I como eI eal to gue da

I 
entre la n y Ia n* l  etapaer entoneee, tomando como or lgen

e l  punto  Xor

I
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w o É o

n 1 * t  E  * J  +  * J * t  ( J  -  o t L r ? r ' " " ' ) '

En eetae condlc lonee, el  pr fmer paso por rrare ee ver i f  fca

en Ia n-ésima etapa, Bf y e6lo sf  ocurre eI  evento

{ * t

Entoncee eI evento {N = n} ea lo mlsmo que el evento

{ w t  }  8 ¡ . . .  ¡  W n - I  ¡  E r  W r ,  - *  a }  .

Sea

V r . ,  -  P r  { N  -  n }  =  P r  t w f  }  B r , . . r  W n - l  ¡  B r  W r ,  S  a } ¡

tenLendo en cuenta que para n u- 2

{ w r  }  8 r . . .  w n _ r  >  a }  ü  { w r  }  n r . . . r  w r r _ r  }  É r  w r ,  >  a }  +

{ W t  }  E l r .  r  r  r  W n _ L  >  E ,  W n  - {  a } ,

podemoe eeer lb i r

Vt = i .  Pr  t * r  >  a]

V n  E  e r  { h I ,  }  E r ¡ , . .  ¡  W n _ l  >  a }  -  P r  { W l r  a , r . . .  r W ,  }  a }

( n  -  2 1 3 r . . . ) .

Nos basta entonces con conocer  lae probabl l idades de loe

eventoe {Wf
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I
t

reeuelto nuestro problema.

I
Ahora b len,

t
t  

{ * t  ¡  E r " " "  w "  >  a }  =

{  m f n  t w , i  >  a }  =  { _ m Í n  { W { }  -  a  >  o }

I 
l*<Jt<n rsj+n r

I 

sr An - 
,-Ti-|" 

{wJ } - a ' Y Fr, (x) eB la functdn de

dfetr ibucldn de Arr ,  entoncee

I
I  

Pr  {wr  ¡  8r " ' r '  wr ,  >  a}  =¡  Pr  { r5r |_1, ,  {wJ}

I P r  {  m t n  { W J }  a  }  o } -  I  -  F r r ( o ) r
I+J+n

I y lae reracfonee

t vr-  = I  {pr  r { ,  >,  a}

t  v n  = . p r  { w r  }  B r . . .  r  w n - r  >  a }  p r  { w ,

t  ( n -  2 , 3 , . . . . )

I  Be convierten en

I  v r  =  F r ( o )

I
I

5 2
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I
I  v r ,  =  F n ( o )  -  F n - t ( o )  ( n  -  2 , 3 , . . . . . ) .

t  
sf v(z) '  i .ur, "tr es ra funcldn generatrfz de {vrrl i ,*

,  n=l

I 
entonces 

6

I  
v(z)  -  Fr (o)  "  * r r l r ( r r r (o l  -  Fr r_r (o) l  z t

I 
= F,- (o) z *r,ir",r,o, "n -r,ir'rr-, (o) "t

t E r, (o) i^',, to) "t z i. r,, tot ,t
n=2 n=l

I  r r 1  , 1 1 6- (r r, 
nlrur, 

,o, zx .

I
slr  por otro l -ado, consfd€ramos er recortr fdo areatorfo

I
U  r o

o

I
U n + I  =  m f n  ( U n  +  x n + t ,  9 )  ( n  o  o r l r . , . . )  ¡

t  se t fene que en eete recoruÍdo

I  
, r  

-  m i n  ( x r  *  x z  +  " r  t  x r r ,  x 2  +  . , r  t  x r ,  l t i t ¡  x n ,  o )

|  

( n  =  O r L r ? r r r r r l r

I  

D e f f n l . m o s  p a r á  n  =  L r ? t . 1 . . i  y r ,  =  U n _ t  *  X " ;  e n t o n c e e

Y r ,  =  m l n  ( X l  +  X Z  +  r . ,  f  X r r ,  X Z  +  , r r  *  X r r t , , . t  X r r ) .

I  *  Nota:  El  radfo de convergencfa ee no nulo ya que v(z)

t  

c o n v e r g e  a l  m e n o s  P a r a  l " l n r '

I

5 3
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5 4

y como {x{  } ;  eE¡  una euceeión de var fab lee areator lae
J r

lndependfentee dos a dos e fdéntfcamente dtstr fbufdee,

reeul ta gue

Y r ,  *  *  m l n  ( x r  +  x z  +  r . r  *  x r r ,  x I  +  . . .  +  x a - l  , . . . ,  x r )

-  m Í n  ( $ I n ,  W n _ I  t . . .  I  W f  )

-  mÍn (WJ) -  Ar,  *  at
I*< J{n

e É  d e c f r ,

+ x r r11 t  o )

A r ,  *  a  *  U n - I  +  X n  ( n ,  L r Z r . . . . ) .

Eeta reracÍón nos permfte encontrar la dLstr fbuci6n de A'

t  
a part lr  de Ia de Ur,.

I  
En e l  proeeso {Un} ; ,  Ia  ecuactún

Un+I = mln (U'

es equlva lente a

-Un+l E max (-Ur, - Xo*l I o) '

Sea Ul*,  E -Un+l;  Lntonces

url*f = max (u; - xn+r, ol .

*Notar Er snmboro n,  quiere decfr  * t fene ra mfema dletr ibu-

c lón  quen
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I  
En vir tud de que {-XJ } l  efgue efendo una sucesfón de

varfablee aleatorfas lndependientes doe a dos e ldÉntfcamente

I  dfetr fbufdae con traneformadae de I¡=S.

I  p u  +  s u  ( r " r * u ) ¡

I  

u - E t  u + s

sf úrr(e) denota la transformada de L-S. de Ulr Ia t l t t fma

I relacf6n ee puede l levar a Ia formar.

|  ün+t  (s)  E Mi  { { r ,  ts t  { f t  + u _ " r . l l ,

I  Yr debfdo a la l - fneal fdad del  operador Ml,  éeto üI t fmo

podemos eserfblrlo como

I
I  

o,r*r(s) = q MI {o,r(s) ¡ j- t  + e M: {+rr(e) o-ft . l

pagamos ahora a carcurar ul r 0r, (e r ;{;ry M: { ó,, (s t fr;r .

l :
De Ia regla para calcular eI operaaor lUj tenemos gue

I  , t t  Í t  r - \  i l  r  l -  , - - r  ui l l  {on{s) , h.} = 2-*- r, ó,,rrt ,+T "* * o.

I donde ün es fndependlente de s y I  es una t , rayectorfa que

I  
o fnc fde  con e I  e je  fmag inar fo  recor r fdo  de  - f *  a  *1*

I  
Para evaluar esta lntegral ,  consfderarnoe una trayector ia

cemo la de Ia ffgure y deepuée tomamos eI lfmfte cuando rl

I  t iende a  ln f fn f to ,

I
INeevia docConverter 5.1



I
t
I
I
t
I
I
t
I
t
I
I
I
I
I
t
I
I
I

Por E¡er orr(e) la traneformada de L-S de t-1,-, que es una

var fable a leator iq  no negat ivq,  podemos garant izar  que,

para real  (s)  ts-  or  éeta t ransformada.  es anaLf t ica y  eetá

acotada en mddulo por  1.

Entonces a 1o largo de C* y  para una s f lJa

l r .  ó,,(r) f t .  *s' l  -r ,n lontr)t l6¡¡ i-1-*¡ l  a' '
tN "N

-{ ! + lt ----.-+ o
N  N  - l " l  N  +  *

y como el- t lnlco polo del fntegrando se encuentra en r = E ¡

Eenemos que

2fr t, on(r) dr

5 6

F t E E t  f
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es eI  resfdüor  con efgno cambfador  t t r  F = f .

Euetltuyendo ¡ I IQB guede

M: {+n(s) #t  = on(e) f r  *  o '

Para e -  o  egta expresfén debe Valer  unot  u t l l lzando eeta

condfcf6n ee obtí.ene que a' vale cero y

rr ' l l  {órr(sl ftt F ün(e) tr 
'

Eete reguttado era de esperarse ya que ürr(s)  eE Ia

transformada de una Var iable no negat lva U1u+e eF Ia

traneformada de una varfable con dengtdEd

r ( x )  E  

{

Entonces 0r . ,  (s)  es Ia  t raneformada de Ia  auma de 'eetas

doe var fab les;  como eeta suma resul ta  una var l 'ab le no

negat iva,  s€ debe tener

,u: {+r.,(s) frt E +,r(s) fr-

EI caso Ul f  ún (s) 
; fr- t  

es de naturaleza un poca

df ferente,  ya que,  eLendo u Ia  t ransformada de una
ET

x 4 0

u  e * F x  x  ¿ o
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var fable no poe f t Í va  con 'dens ldad

- i lx

f  ( x )
x { o

x l o

y 0rr(s)  la t raneformqda de unq varfable no negatfva,  eI

producto ürr(s)  "+.  "  regurta la t ransformada de rE Euma

de eetae doe varl.ablee y eobre ra traneformada de eeta suma

no podemos decir  nada a pr lor f .

Apl tcando ra regra para carcurar et  operador Mj,  
' r "" , r r ta,

M+o {+,r(sl  ;* ;r  
= t*-  ¡ , c,,r(rt #T #+ * 3-"

Para evaruar esta fntegrar empleanoe exactamÉnte loe mlsmo=

contornos que en eI  caso anter lor ,  por lae mfsmEs razonee

de an tee  Ee t Íene guer  a  med ida  que N t fende a . fn f fn l to ,  Ia

lntegral  a 1o largo de C* t iende a ceror y

E+-T , ,  o,r( r ) ,+T "$
f

es fgual  a  menos la  suma de reglduoe en eI  in ter Íor  de Ia

t rayec to r i a .

P a r a  u n a  e  f f J a ,  N t l e l  v  H  F . p  e r  l n t e g r a n d o  t l e n e  d o e  p o r o s

en el  lnter lor  de Ia t rayeetor la,  uno €n ¡  = s y otro en
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r E u i  calculando los reefduos correspondfentee se tfene

que

#  r ,  ú r r ( r )  , + -  E -+  -  s r r ( s )  l l -E �  +  ó r r (u )  # ,

y de aquf

M: {+r r (s)  ,  * - l  E ó , r (e)  #*  
-  o , r (u t  f t .  +  Fn.

Para.obtener  Bn,  nuevamente empleÉmos Ia condlc l6n de que

para s  = or  l -a  expreelón anter for  debe valer  unof  aef  que

Br ,  =  { r r (u )  ,  Y r  f f na lmen te ,  t enemoe

.¡.M;  {Qn(s )  u+  " }  -  ü , r (e )  f t . .  ü , r (u )  "+T

+
Como M; {úrr(e) ;ft.} sE ta transformada de una

var lab le  no  negat fva ,  en  Ia  reg fón  rea l  (s )  F-  o t  ee ta

t raneformada es  ana l f t f ca ;  por  1o  tan to  e I  po lo  en  s  = .u

eE¡ aparente.

Para eI  recorr fdo qleator lo {Uf i } l  noe quedan lae relaclones

0 o ( s )  =  1

0,r*, (s) E 
, ft 4r, (s) + r, +h 0r, (s) - l9--= sr, (u ) .

Sl  úrr (s)  es l -a  t raneformada de L-S de la  var lab le Urr r  B€

t lene úrr (s)  = +n ( -s)  I  ya que Ur l  -  -  Un,  por  Io  tantg
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t ú o ( - e )  -  I

I  + r r *1 i - " t - ; f t .  ú r r ( *e l *#  ú , r ( -e ) - f f i .  Ú r r ( -u )

I
y para eI recorrfdo aleetorlo turr l i  tas ült fmas relacfonee

I Fe convlerten en

I  , [o(s)  o r

I  ún+r(s¡  =--p '  ún(e)  + ,+k ü, r (e)  + ,+% ü,r ( -u)

I  - ^ -  - * s  , r ,  r o l  r r  # r r ' r n fn rmsda  de  L -S  de  una  va r fab le  noPor ser  úr r (s)  la  t ranefqrmada de L-S de

t  
p o s f t l v a r  s f  r e a l  ( e )  \ <  o ¡  ú r r ( s )  e e  a n a l f t l c a .  P o r  I o

tanto,  e I  poto en a E u de Ia  ecuacf6n en df ferenctas es

I edlo aparente (éeto se puede comprobar con facfl fdad

I  

apl lcqndo La resla ae lÉospftEt) '

Sea  f i ( s , z )  =  ;  ú r r (e )  zn  ra  func l6n  genera t r f z  de  l a

I  sucesión . .  l ; : ; rormqdae tún(s)  ) ;  *

t  Reescrfbiendo las ecuacfones

t  + o ( s )  =  I

I ú,r*r(e) = {'ft. + ft} ür,(e) - f+= u,,r(*u)

I  
*  Nota, r , lo* r , " t  " t  conv"rge ar  menos Para lz l+ l -  y  rea l

I  
( e )  I  ! ,
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en Ia forma

ú o ( s )  !  I

(u2  e2 ) , l , r r * ,  {e )  =  {  u2  +  us  (q -p )  } ,1 ,n  (e )  +  pe  (u -s )  ú r ,  ( -u ' )  ,  y

mult fp l fcando Ia ú l t fma por  "**1,

( u 2  u t ) , l , r r * ,  { u )  " n + r  =

z  { u 2  +  u e  ( q - p )  } , l , r r ( s )  z n  +  z p s  ( u - s ) ú r r ( - u )  " n .

Sumando luego sotrre n,

I  ( u 2  e 2 ) , l , r r * ,  { s )  " n + r  !

nro

F q

i  "  { u2  +  us  ( q -p )  } ü r r ( e )  zn  +  i  upÉ  (u - s }ú , r ( - u )  " n ¡
n=o n=o

y  d e  I a  d e f  l - n f c 1 6 n  d e  n ( e , z )  r e s u l t a n

{  n  ( s ,  z )  ú o  ( s )  }  ( u 2  - " 2 )  =

t  t  u  
2  +  u s  ( q - p )  i n  ( s  . z )  +  z p s  ( u - e )  f ¿  ( - u  ,  z )  .

D e s p e J a n d o  a  n ( e r z )  n o e  q u e d a
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Ahora b lenr  E€ puede demoetrEr  que la  ecuacf6n

u 2  " 2  " { u 2  +  u e  ( q - p )  }

t fene un cero e,  (z)  con parte real  poeÍt fva y un c€ro

a r l z )  c o n  p a r t e  r e a l . n e g a t f v a ,  e L  l " l * f .  F a c t o r f z a n d o ,

queda

u

en que

e ,  ( z )  -

e r ( z )  -

L a e  r e l a c l o n e s  " I  *  , Z  = .  - . z u  ( q - p )

t  ( t - " )" I " 2 E  U

serán u t f l l zadae máe ade lan te .

Suet f tuyendo en  Ia  expres f6n  de  f¿(s rz ) r  ob tenemos

n ( e r z )  =
( u - e )  { u + e  *  z p s f ¡  ( - u , z )  }

( s - e r )  ( s r - e )

v

n ( e r z )  e s  a n a l f t L c a  e n  l a  r e g l ó n  r e a l  ( e ) ¡ o  y a  q u e
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ó l

úr,  (e)  es Enal í t ica en est  regfón, como ya se habfa

mencl-onadol  por lo tanto,  BI  polo en e2(z) es aparente'

'

De  ee ta  cond{c idn  ob tenemos quer  püra  s  E  e ,  (z ) ,

(u  e )  { ¡ r *e  *  Eps  n  ( * t  ,  z l }

ge anulat  pero u-92 no es cero,  yü que F es un real

posl t fvo y -sZ un compleJo eon parte real  poeft ívat

entonceg

u * 8 2  +  z p s '  n  ( - u ,  z )  -  o r

de donde

Ep f¿  ( -u  ,  z l  r  u*sz  r
- s2

SustJ- tuyendo eate va lor  en Ia  exprecfón de f l  (e ,  z)  '  nos

gueda

n ( s , z )  -  
= { }  

l '
t r  s z

E  I  u r r t u )  = t '
n E o '

Recordando que Yn+I - ur, + Xn+l

tenemog que T (Yn+fl = T (Unl T [Xrr*t)

( n  -  o r I r . . . . . ) ,
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6 4

E  S r n  ( e )

de

d

I
nro

don{e

T  (Yn+ l )  " t+ r  -

, r io*nt " 'W
n*1

y de Ia relacf6n Yn " A' t  a s€ deduce que

"8 " .  T {Y r r )  =  T (A r r )  r

f l ( e r z )
g a

E e

2
=  " = *  U -  +  u s  ( q - P )

u * s Er  - .  s I  , 2

Es ta  t l l t lma  ecuac Ídn  nos  da ,  en  p r fnc fp fo ,  l a  soLuc f6n

a nuestro problema,  ya que a par t f r  de e l la  podemos

encon t ra r  F r r ( x )  y  po r  I o  tan to  f r r (o ) .  S fn  embargo ,  €F

posfb le obtener  Ia  so lucfón aI  problema de una manera

máe  e legan te ,  u t l l l zando  una  fdea  de  po t l aczek  (9 ) .

De f i n fmos  H  (x rz )  =  i  * - t * t  zn  y  cone fde ramoe  la
n- l  "

( q -

2
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t ransformada de L-  S de esta func lónr*

.r-* e-sx d:{ (H (x, z | ) - /I-*-"* u*rrlrur, (*) "D

E /I-  *-"* _i-u* ,r . ,  (x) zt  -  i  , "  / l*  "-"* d Fr,  (x) r
n=l  

¿1 r l  
n i l  

*6

pero

I *  -  * - * *  d  F -  ( x )-0o n

no es máe que Ia traneformada de L - S de rr, (x) |  qlue es

Ia funcJ,ón de dietr ibucfón de Ia varLuble Arrr pof lo

tanto,

a

I : ^  * - = *  d - -  H  ( x r z )  =  " " f ,  u -  +  H s . '  ( q - p )  u u
r d o  x  _  

u + f ¡  g l " z

D e  I s  d e f i n i c l ó n  d e  A r ,  =  m i n  ( w I .  w ' r . . . . r * n )  r e e u l t a

! [üe ,  como ü I1 r  ! {2 r . . , . . ,  w '  t J -enen  d le t rLbucLones  con t i nuae ,

entonces A '  tamblén t iene d iet r ibuc ión contLnus,  y  de

aqu f  que  H  (x , z )  E  i  r r r ( x )  z t r  eea  con t i nua  en  x .
n=1

Aplicando Ia fórmulu de trr*r*"" ión para truneformadas de

Laplace St ie l tJes,  tenemos quÉ

* Nota¡  El  rad lo de convergencLa de i -  r r , (x)  z t r  eB no
n=I

nu lo ,  ya  que  l a  se rLe  eonve rge  abso lu tamen te  pa ra  l " l * f .

Neevia docConverter 5.1



I
I
t
I
I
t
I
l
I
I
I
I
I
I
t
t
t
t
I

H (o,z) * , j- r,r*
y - l

E # "i** _* IrT _

6 6

f n  ^ s Y  - g o
r , L m  |  ,  *  - ; "  

T ( H ( x , z ) )  d e- - l n  E
6 n - | ' E

1n
/_rn ""v- l  u2+rJe (q-p) z *J ¿s .

E  ¡ r * S 8 2  " - " 1

Para evaluar
' f n

Lrfm I
n + d  

- r n

empleamog un

esY- t  u  
2+ue (q -p)

s  u l É
z
,2

contorno eomo eI de la

de8-"r

f lgura

De l-a forma del lntegrando,

* " *  *u f  -  r  u2  +  uq  (q -p)-r- FÉ

reeul ta  c laro que cutndo n

seml-cfrculo Crr. * o, yE que

z
, 2 s " I

+ E I a

por ser

ln tegra l  a  1o J .argo de1

r ra r r  e  r r y '  nega t l voe ,
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6 7

E¡ aparece f l  la potencla tres en eI denomfnaclor y a Ia

potencfa uno en e l  numerador .

Por lo tanto

z j r ¡
s 2 s B l

* " Y - r " e a u 2 t + E ( q : F l  q  u  d s
s  

-  
u + E ¡  8 , 2  S  8 1

loe tÉrminos " t*  y *"Y - t r

Iargo de C. la real  de s

la expreefón

L,fm l- . iD
rr+6 FII-T ' - fn

*= t t - ,  " " ru* r

eetán acotados en m6dulo (a Io

eB no negat lva)  y  en eI  reeto de

eB igual  a  menos Ia  euma de resfduoe en eI  ln ter lor  de la

t rayec to r fa .

Para n> le . ,  I  e I  ünfco polo det  fn tegranclo en eI  fn ter for

de Ie  t rayector f  a  eet ,á  en I  E BI .  Calcu larrdo eI  reefduo

correspondÍente,  obtenemos que e l  l fml te  ee

u2 +  r , , s t  (q -p)  z  u
¡ r * s l  " z

Tomando lfmite a esta expresLdn cuando y + *, tenemoÉ que

E . E l  2  l r - G { -  ¡  \  -H ( o , z )  = € t - f f i r i +

P.ecordanclo que -É1 "Z E uz(t  aI  ,  eÉ¡to se convlerte en
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H (o '  z )  -  * " l o  u *  +  us t  (g -P )

u  +  s ,  u ( I - z )
t

I
I
t
t
I
t
I
I
I
t
I
I

Por úIt lmo, eomo

6 8

I I )  r r  t  *o .

'SI  e t  punto a está s i tuado a la  derecha de xor  en lugar  de

t ratar  de resolver  eI  problema de una manera df recta,

consid* t**o"  un proceso en eI  cunl  la  ley de t runelc lón

que rlge el paso de una etapa a otra es la mlsm¡ qlue en

nuestro proceso or fg ina l r  pero en eL que p y  q ln tercambian

s u s  p a p e r e s .

Es Claro que 1-a probabtl idad de que en nuestro Proceso

or ig ina l  e l  pr imer  paso por  a ocurr t  en la  n-és ima etapa

es igual  a  Ia  probabl l ldad de que en e l  nuevo prc lceso eJ-

r  pr imer  paso por  -B ocurra también en la  n-ésfma etapa.
t

V ( z )  =  ( I - z )  H ( o , z ) ,  a u a t f t u y e n d o  o b t e n e m o s

V ( z ) E r * " I *  P t " I ( q - P )

u * " L

E i u "  r n
n=I

( e  *  * o  -  e ) .

Haets  aqu f  e I  aná l i s i s  de1  cueo  h  . (  xo .

t
I

A l l - n t e r c a m b i a r p y { ,
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6 9

s 1  ( z )  -

se convferte en

r Ú  -  E z  ( z )

y v (z) adqrrlere la forma

v (z )  ' �  " t " "  u  -  '2  (q -P)
(a>xo -  o )  .

u-s2

Iras eolucLones que ee han encontrado correeponden al cÉso ,,

en que eI ¡runto xor donde se lnLcLa el proceso, ee sl

or igen

EI problema que ahort vamor ü eonefderar ee el del primer

retorno. Suponiendo que eI proceso se lnlcla en un punto

xo,  ¿cuáI  es Ia  probabi l tdad de qrre en lae a lgu lentee n- l

e tapas,  e l  proceso se mantenga a la  derecha ( tzqrr ierda)  de

*o y precisamente en la n-óelma etapa pase por prlrnerq v€z

al punto xo o a ocupar una poelclón e la lzqulerda (derecha)

de  és te?
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I  Sf eI proceeo s€ lnfcla en eI punto xor dada la forma de

| ::"I'":.,::::"1,,1; :: :l':il:",::-:'il1:"'::':;i:,*-
t  

l fdad f le que x,  Bea.,csro eE nular For lor t ,ento hay un

Ea l to  y  le l lm6vf .1 ,  FaHa a :ocupar ,unü poafc fón  b fen  a  Ia

I  derecha o bl"en a '  la fzqulerda'dg xo.

I 
Noe lntereea que án laa prfmeraa n-I etapae eI m6vfl

permanezCa del mLsmo lado de xo en que qued6 al ffnallzar

t la primera etapa y precleamente en la n-éefma etapa PaEe

I  
F  xo ,o ,a l  t rado oonürar fo t  ee  dsc f r  noe Ln tereFan Ia f l

probabt l fdadee de los I  eventoe

I (Wrrxo, w'{xo) + (Wr+xor t{2} 'no) r

t
(wlt*o, w2"4o, w3{xo) + (wr'cxo, wzf*or t{3Fr'(o) |

I
l :
I  

(Wln*or  : . . ,  Wn* jFxo,  Wrr r<xo)  +  (WI ' *o ,  . . . . "1

I : 
wt*I**o' wn>'x¿r) I

I  Pero ra probaurrraa¿ aer evento

I  
( w t l x o ¡ r r r i . ,  w n - l F x o ,  w n r < x o )  ( n  *  2 r 3 r " " )

I
INeevia docConverter 5.1



t
I
l
I
t
I
I
I
I
I
I
t
I
I
t
t
I
I
I

7 L

la conocemos del problema anterfor y no

tamblÉn del problema anterfor conocemoe

del evento

( W I * x o r  r . . ,  W r r - 1 { x o r  
\ } x o )  r

y  t  e f  def ln lmos

es  l gua l  a

v
P r  { w t  }  * o }

¡ r  *  u I  (q -p )

¡ t f s l

z  *  [  r r  { w . ,  {  x ^ r . . . ,
I l =  ¿

máE que Vn,

probabll ldad

e g

la

c (z)  =  i  t "=  (wr lxor .  r . . ,  wn- l t *or  wrr r<xo)
n-3

+  P r ( W r < x o ¡ i t t ¡  W n - 1 4 * o ,  W r r > y ' r o ) I  " t ,

reeul ta  que

t -

C ( z )  -  I - p r ( w r > x o r . . r r f  w r r _ I r x o ,  W r r g x o )  " t  +
n=2

nlrnt 
(wr<xo |  '  '  '  ' ,  wn-'r{ f io. wntlo) zt +

Pr (Wrr<xo) z Pr (hlr*<xo) z + Pr (wl>,*o) z * Pr (W., r-xo) z.

DeI pr:oblema anterfor eabemoe que

Pr (wasxo)  z  +  i ^ t r (w r>xo  , .  r . . ,  wn- r>xo ,  ! , l r r *<xo )  " '
* v n = 2

*o]  =trw" n - l  " O t  " n  t
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Noe queda asf qo*

I
I
I
I

c ( r )  E ¡  z  r u  
*  " r  ( q - p l  

*  
u  -  E 2  ( g - P )  

-  r ,
u  I  " I  u  t z

ya que

Pr  {wr¿xo}  =  p  y  P r  { v Í l *<o }  -q .

7 2

u -  ,Z  (q-p l

u - s z

I 
Tenemoe reeueltor pues, nuestro problema del prfmer retorno a

r un punto xo.

I
I
I
I
t
l
I
I
I
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C A P I T U I J O  I V

j

Supdngaee ahora que Bc fntrqduce al proceeo una barrera

fmpenetrable Én un punto a *< ro.donde xo €ü eI punto en

que Ee lnfcfa el  proceeo.

Esta barrera tfene la propfedad de que Bf en algün momento

ee produce un deepl.azamfento qu€ de ordfnarfo mandarfa el

m6vf I  a Ia f  zquferda de na",  Ia barrera 1o ret feno 6n t ta".

DeJemoe que W' denote Ia poefcf6n dal móvll de conclufr. Ie

n-Églma etapa y Xn+I €l raalto" que da entre Ia n y la

n * I etapa, entoncee tomando como ortg€n el punto xor

w o E o

wn+I ¡¡ ma!(: (d , Wn + Xn+I)

Sea úrr(e) Ia t ranefomada de I¡-S

demoe garantlzar que en la regfón

formada ee 'ana l f t foa t  para  v6r lo ,

( n  -  O r I r . . . )  .

d e  l { n  ( n  -  O r I r . . . i ) .  P o -

rea l  (s )  D O eetá  t rane-

baeta notar qlu€ Wn - a eE una
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7 4
I

varlable nunca negatlva y por tanto en Ie regl6n rcal

(c) >r o Eu transformada rs anelft lc¡ y estÉ ecotade cn

mddulo por l. La transformada de \ cerÍ B-lE T(\-a)

que-rÉEulta rnel l t fca en Ia rcgfdn sn que es anar l t lca

t(wn-a) r guü eabemoe lncluye eI mrnos le regfón real

( e )  D  o .

Aplleando cl operedor ¡+ tcnemoa quc

ü o  ( r )  -  l ,

ú,r*, (e) r i l+ '  {vrrte) {ft+ ftf r

r e-Et M+ {e8e ú,r(e) t¡fi" fft¡t r .
O F T F

El operador [f] eE un operador llnealt aprovsehando eete

hechor

r¡, - (e) esa - p M+ {eüa u, (s)fl-=l+ n tt:' n+ I  
o  ' ¡ 1

Proeedemoe r calcular

M+ {*s'  ü,r(")#.=.}--h r,  *ta únrr}$; #-. o¡1.

{t"" úr, (") 
u +-E}

Paru evaluar la fntegralr corrsldersmos un contorno'eomo eI

de la figura

Neevia docConverter 5.1
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7 5

c o n  n r l s l .

AI hacer tender unn a lnf ln l to,  Ia fntegral  a 1o lergo del

eemLcf rcu lo  Cn t lende a  c€ro  ya  quer 'E l  r  eE un  eompleJo

cualgufera con parte real  poeft fva,

^ - reÉ l  ( r )  a .
E l

For Io tanto,

I u n { r t  |  - l  / " - o .-tt ut*r, (t) | +

t *

y en eI  reeto de Ie

t "  * n ( r )  l * * r

expreaf6n f, apaf,ece a la ¡rotencfa dos
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7 6 .

en el denomJ.nador y no apareco sn eI nümerador.

Paru n¡ le l ,  e l  únlco polo del  lntcgrendo ee Eneuentra en'

r  ¡ !  st  eñtoi lcegr

r*- tr' *tt ü,r(r) I* t+ 
- sumt dc residuoc en

eL interlor de Ia

trayeetorla

ü osa+rr(a) #, E

para s r)or esta úI t lma expresión vnle unot por 1o tanto

g d o .
n

cnleulemoe ahora [ , t+ {e8a,r-  (e)  ;  }  '  ut ' f l lzando el
o -  ' n  E '

mLemo contorno. fn + Cn, ts tLener por Las ml.emae razonÉat

gue

-#*1 r, .r* ün(r) ;4 # ! - BürnE de reelduos en

el  lnter lor  de la

trayectorla

esü'¡r(e) 
#-E + eFE ü,r(ut #

Para I É o¡ se debe tener
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de eeta condl,cf6n

reeul ta que

M :  { e 8 a  ü , r ( a l

Entoncee,

-  I ,

o  e rc  ú r r (u )  .  sus t f tuyendo,

uj tesa ur ,  (e)

ge deduce qpe

? 7 ]

I
l

E
g

u

Bn

I

- E Er  E  t p n  ( 8 ) -  eu t  ú r r (u ¡  - -B  .

Por ser ün (e) e 'a r .a t ransformada de r , -g de Ia varf  able \
que es no negaLjvar püra réal  (e)  >.  o €Ba transformada ée
anal f t , tca y eetá acotadu en mdduro por uno, Aprovechando
Btte hecho, deffnimoc para I  "  |  * f

n (s ,  r )  -  
_ i^  €Bu úr ,  (s )  zn
nEo

gue no ee mf,e que la funcl6n

r ie  I , -S de las var fab les Wn

De la  ecuaei6n en df ferencfae

ú,r* r (s)  e"n -  *e"  ün{e)  r ¡ { \  *  
¡ f t }  

_  era, l , r r (u)

ee obtfene

r t r r r r . * (e)  .8"  un+l  -  e" t  ú , r (a l  tuz*üt (q-Pl  ,n+ l
, ,  u t ,  -  B '

: '

generatr la de lae t raneformndas

a .

*q8  t
i l - 8

! ,  1
u  -  a -
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Sumando. sobrE Fr

É l

[  ú . * '  t r ¡  * " *  " t# l  -
n r o  - ' ' - ü I ."" úr ,  ( r )  ¡n

nro

-"  (uls)  qE 
i  .u" ur,(u) un t

u' -  E-  n lo 
r r

es decfr ,

$ ( s r z )  -  e B ü  - z  n ( t , i ¡ l - ü  n ( u l z )

Debpe jando a  f ¡  (e ,E) r  se  ob t lene

n ( B 1 z )  -

Ya sabemoe que Ie eeuacfón 2 -  "2 z (pz + u" (q *  p)  )  -

t lene un cero e1 (z)  con parte real  poel t fve y un e6ro e,  ( r )

con  par te  re ,a l  negatLva ( rccuérdeeÉ que lz l< I ) .

Como n (er z)  €E anal f  t lca para real  (e)  r r  or  e l  polo Én sl

es apürentel  por lo tantor parü E r  B1r

(  u  +  e )  t  ( u - e )  " 8 t  -  u Í l c  f ¡ ( u r z ) ]

se  debe anu la f . .

Utl l lzando eeta condLclón, BÉ obtlene que
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7 9

( u - s l )  E l l e
E q  n ( u r E )  - ,8 r

rurt l tuycndo eete valor cn Ia expreeLdn dc f l ( t rE)rse

obtl,ene

e ,  ( u - s l  c 8 r  -  a ( u - a r )  e " I *

Sf,  por otro lador 
,conslderamoe H ( t r r )  r  i  ürr(e) zn,

(funcfdn generatrLs de lae trenrformao"" L-oo-, o. la¡

varlablee Wrr) r E€ tJ.enc que

H  ( e ,  r )  r  s * 8 ü  5 ¡ ( a ,  z )  t

f t ( s , z ) - u l "
t l ( r -a r )  (n r - r l

e r ( u - e )  e ( u - e r ) . ( a r - r ) "

a s  f ,

u + s
i {  ( s '  z )  r

" r

AnalLzamoe ahora eI easo en que se Lntroduce unü barrera

euper lor  fmpenel rable en b.

Si  Wn denota Ia  pos lc fón del

Etapa y Xn+l  eL sa l to  qué dü

entonc€s, tomando como orJ.gen

el  proceeo,  reeul ta  que

W i oo

móvlt  a l  coneluÍr  la n-éelma

cntre La n y la n + I" etapar

el punto xo donde s€ lnlela

Neevia docConverter 5.1



I
I
I
t
I
I
I
l
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

(-Wn -Xn+', -b) ,

8 0

wn+1

PGrO,

mln

- mfn (Wn * Xn+I , b) ( n  -  o ,  1 1  . . . . ) l

Xn+', b) .- - rlldt(( w +
n

ss deefrr

! Ú r- ' o

- Wn+l r max ( -b , -Wn ( n  r  o r l ¡ . . . . ) .

( n  -  o ,  I r . . . . ) .

Iar mltmas que

dc una barrera

o

- Xn+I

Sea Wfi - - Wrrt entonceg,

w ¿ i o

Eetas doe ecuacfonee son e¡(acttmcnta

tenfamoe cuando consLdertmos el caso

lnferfor fmpenetrable, ró1o que ahora la ley dc tranelcldn

qfue rfge eI prso de una etapa r otra aparsc€ eon eI elgno

cambl-ado. Aprovechando Ia elmetrfa de la funcf6n de

dietrlbuclón de la ley de traneÍcJ.ón¡ vemos que Ia

dietrlbuelón de ra varlebre -xn+r es exactarnente la mlema

wrl*f E müx ( -¡ , w; - Xn+l )

qtue Ie de la varJ.abl" Xn*lr p€ro con p y q fhtereambLadas.
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8 1

A e f

l a g

tenemoe gu€,

traneformadae

es la  func lón generat lz

l as  va rLab les  W ' r

s  (u+e2)  "  ( - "2  e )  ( -b )

e i  H '  ( s ,  z )

d e  L -  S  d e

- E Z  ( u * e )

de

H '  ( e ,  z )

(ya que

- e ,  ( z )  y

Como *J, = -

Wn,  ú¡  (e)  -

E  u + g
* s 2 ( e  +  " z )

aI l"ntereambJ.ar p y

e 2  ( z )  e n  - s I  ( z )  ) .

( - " 1  s )

gr e, (z) se convlerte en

es Ia

de Ia

H(e ,c )  r  
, r l o  

* r r r " ,  z i l

funcfón generatrla de las trensformadee de L- $

s  v a r l a b l - e "  W r ,  ( n  - . O ,  l r  2 ¡  .  .  .  . )  t

wrr, el úrr(e) eE Ie traneformada de I-,- I  de

ú ;  ( - e ) ,  e n t o n c e r ,  s l

H ( e r s )  r  H r ( - e r z )

( e  " t )  ( e Z  e )
- ! - E

' 2 .
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C A P I T U I J O

Pürü ffnalLsat enellzar€mos el ceao sn que ÉÉ Lntroducen

eI proceso doe barreras lmpcnetrablet, una Lnferl.or en

"1" y otrr  süperLor Én rrbt l

Sear como al.empre, Wr, la poaletón det móvll aI conclulr

la n*Ésfma etapar V *n+l el ealto quc da entre la n y la

n + I etapas. Entonees, tomendo como orfgen eI punto xor

donde se lnlcfa cI proceeo¡

wo ¡r ot

W-, ,r = mln {max ( a,
n+ I

Wr, *  xn+l  )n bl

E  m E *  { a ,  m i n  (  w n  *  * r r * l  ,  b l }  r  .  ( n  -  O r l ¿ . . . , ) "

úrr(e) la transformeda de L - S de la varJ.able W.

= o, 1, ,  .  .  ) .  Eete traneformada ee analft , i .ca en todo

plano compJ.eJo¡  ademJsr  püra real  (e)  r -  e ,

S e a

( n

e 1
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y  para  rea l  (s )  {  o ¡

t 
I u,, (e) l, - , , l-:-" ' o*,, (t) I + *- (real (e) lb'

I
Deflnlmoa Wii - mLn ( Wr, + xn+l t b ).

I
Claramente '

I
-vf;i il me¡f ( -Wn - xn+I r -b ).

I
TEmblén deflnlmos

I
I  

%  + - w *

I 

Entoneeg 

$r-r, r max ( -b, -wrr).

$ea 4t")  Ia t ransformade de L- S de la ver labLeEn'

Aplfcando el operador l'f+, obtenemoe

I 
úr,(") - e-E (-h) il+ rec (-b) {tr (-") (u +k + i-flh) }

t 
= *"o ,ft ,, *-'o ún(*r) (il+h ¡fl\r ;*, + ÉBb o,,.
Pare evaluar Ia lntegralr consLderemo8 una trnyeetorfu

I eomo la de la ftgura,

8 3 "

I
I

I
t
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y e n

8 {

Para reel (e) r, ot rü tlsne parto r€Él no potftLvü.

Entoncea | 
"

lU  ( -e )  l * {  e*  ( rea l  ( rD b ,  '
n

1 .

1o que lmpller glüer pürü reel (¡) }!  or

f u,, (-e) e-sb I *n I .

Rproveehando este hechor rsaultr fdcfl ver ![r,o1 ¡l

hacemoe tender riarr a - r ld lntsgrel. r 
' '1o 

largo á" Cn

tlende ü Éero, ya {rle, eI r es un punto ds Cn,

I un {-r) "-tb ls r r

- 'PU +u - . r

(reeto

f l ! r
u + r '

d e  l e

E F T E

expteefún)

I
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I r aPürecÉ ü la ¡rptencfa doa en sl denomfnadon y no apar€cs

I 
en sI numsradorr por 1o tanto¡

I lil #T t"n"-'o *n

I 
y cstc resultado tmplfca quc

#-T ,, '-"o ún(-it 1-JI- * n#) ¡;an -

ctu dr
f f i  E - r

! - [ qeefduoe en el fnterfor dc la treyeotorfa.

(#+ 1 -gf¡ E-$+ - o

I ü r-"b ün(-e) u + + .-"b ú,r(-a) ,,th * .-ub. ú,r(-ult+T

I t1r rt,,
, - "-"b ü,r(*el (u+h t ,, +h)+ e-ub ü,r(-ul 6ft .

I .
Suetftuyendo eete valor dE Ia lntegral an Ia expreci6n ae 

-,lrr(a) 
r

I queda, que

I  F,r{e) -  ú,r , ( -e) ( i l+h * dh)+ e(c-u)b ú,r(-u) #\  *  ""b o,r .
1 , ,

I 
Para E r or eeta expreefón debe valer rl de aqIuf que

I
tNeevia docConverter 5.1



t
I
I  o , ,  =  " - i lb  ú r r ( -u )  P '

I  Yr f inalmente,  qbtenemoe

I  [n{e) = ú,r(-el  { ; { \  + , f t1-"(s-u)b 
u,r(-u) 

u-g1

I  
Por eer [ r r1e¡ Ia t raneformada de l , -S de \  

-  -w;1,  tenemoa

guer sÍ  ú i {e)  ee Ia t ransformada de L-S de Ia varfable wff  ,

I
I 

.t,; (e) E ilr, {-"¡

I  
- ürr{e} (- +h * ff i)+ e-(u+e)o *',-u)#i .

I  
De la def lnfc lón

I  
w i i  *  * t r ,  (w.  t  Xn+I ,  b)  (n  ¡  or  1 , . .  ' )

I  
se obt lene ta relacldn

( n  5 . o r  1 n . . . ) .

t 
wn+t r max (er 'wi)

I  
para lae t raneformadae, eetae relacfonee ee convlerten en

I  
ú,rnr(e) = M: t ,r , i tet r  a s-8é ul t t*ea uit" l  r

t 
= *-86 {f+-i ,, "'o ,ritrl E*. - B,r}.

I 
para obtener eI valor de Ia tntegral¡ conef.d€ramos de nuevo

t 

eI contorno f r, * C' Y, hacÉmos tender n a (D

I

8 6
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Notamos l lu€,

r | t  t ,  * t *  tü , r ( r )  ' (u  
+  *  ¡n l  ¡ )  +  e-  (u+r)b  

ür r ( -u)

p r , d r
+ l -

1  *  f , '  I  -  r

* T+-T /, *t" ürr(r) ils'

9u
u + r s r

dr- f+T /,. e-ub *-(b*a)- ,t,,r{-u) ,fr, s * r
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Apfovechando eI hecho de gue para real (r) F o,

t  I  u" '  tr)  I  *( "- (real (r) )  a'

I  
o¡ Io que eE Io mismo

I  i v " ( r )  " . t i  * (  r '

l
t
t y

| "+='",-, " ü,r(rl ,++ #+ -F o,

t yq que t El r eE un punto de crrr 8u parte real 68 mayor o

I  
lguar que c€ro¡ ro gue supone que lUrr{r)  * t* l  **  I  y en el

resto de las expresionee de amboe fnte grandos r aparec€ E.

| Ia potencfa doe en er denoml.nador y no aperece en er

' lumerador. Eeto fmplfca quet
t # t, e'* ün(r, #q =fr - eEE ür,(er " +h

l v

I  
t+- /¡ ,  era u,r(r,  #h"+ , *É* ün(e) u+h +

I
I

8 8
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u a r ! [ !e  u n ( u J  I  r  .

Para demostrar  que,  a l  tender  n a * t

*-ub úrr( -u l  e ¡$-1 r"  " - (b-a)r
u * r S - f

t iende a cero,  subdfv id fmos C'  en t ree subtrayector fae t r ' ,

t r ? '  t r 3 '

La eubtrayectorÍa 11 eÉ el eegmento de C' comprendfdo entre

loe  pun tos  (o r fn )  y  (n  coeO,  fn  een0) l  t r 2 r  e l  comprend Ído

e n t r e  ( n  c o s 0 ,  f n  s e n e )  y  ( n  c o e 0 ,  - Í n  s e n o ) r  y r  f f n a l m e n t e ,

t r 3 ,  e I  c o m p r e n d i d o  e n t r e  ( n  c o s o ,  - f n  e e n o )  y  ( o ,  - l n ) .

Aquf  0 eB un número arbf t rar lo  del  fn terva lo (o,  Í f /21 .
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Eet,á c laro que

I  r  ^ -  ( b - a )  r
l J ¡  E

v n

d * 1 .
g i l

- -d¡- l  *
! ;  -  f  I

r  d r l
f f iETI i l

I  r  ^ - r  (b -a )
l J r  E I" 1

+  l / r 3  " - r  ( b - a )

n-  
(b -a l  n i .  coee

u + r

u + r B T

¡ r f r
d r r- l

El - f I

l / ,  e, . 2

pero,  pdra

- r  ( b - a )

r t  Y  1 3 '

- r  ( b - a )

¡ r * f

v * r

- r  ( b - a )  r
¡ r * r

l / ^ r  e

y  para  t rA ,

e s  d e c f r ,

+ tt lZ

11+d

0
u f t :

l / r z  . - r  ( b -a ) n T' I ln
l n - u l  n - l s . l

l1-)É

y,  como podemos e legl r  0  arbLtrar famente en eI  fn terva lo

(o,  n /21 ,  T l /2  0 podem.rr  hacer lo  tan pequef io  como queramog.

Eeto lmpl fca guÉ

l i :  ¡ /cn " - r (b-a)

L l m  l r  a
l l '+É t 'Cr,

<  2  ( t I / Z : E l  .

"4+l  = ot

d r l
- l

a  r l

, r 2  ( n / z - e )
B

d r r
- l
B  r '

de aquf que
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l e l

t*- t, "-r (b-a' 
#= il+ - *-" (b-a) 

, fo

I
Suet f tuyendo eI  va lor  de estas Lntegra lee en la  expreeión

t de v,r*, (s) , obrenemos

I ú,r*r(a) = ürr(s) (ff i. * ¡ft) + e(u*e)a ü,r(u) r+\ +

t
I  

e - ( u + e l b ü ¡ ( - u , O g  + * " *  B n .

t  

Para a = o,  esta expresión debe valer uno; de aquf que

I  
8 , .  =  qeua r l r r (u)  ,

I 
Y aef obtenemos

I  
ürr* t (e) E úr,(e,  ,O45 * u*�)  + e-(u+s)b ünt-u,  

n+i

I  * ( u - s ) a  ú n ( u ,  
,  * .

t
En v l r tud de que l+r r tu l l  eetá para toda n acotada,  (s f  rea l

I  
( s )  +  o  p o r  * - ( r e a r ( e ) ) a  y  s l  r e a t  ( e )  \ <  o  p o r  * - ( r e a l ( e ) ) b ) ,

podemos  de f fn i r  pa ra  |  "  l . f  ,

t

t
I
I

f ¿ ( s , z )  =  I  U . ( z )  z n .
n=o - '
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Reescr fbfendo la  ecuacfón

* (u -e )a  ú r r (u ,  
O* i

en Ia forma

(u2 - "2 ¡  ' t , n+ r  ( s )  =  ú r ,  (e )  {  u2  *  ue  (q -p )  }  +  e -  
(p+e)  b  

ün  t -u  }

( u - s )  p s  -  e ( u - E ) a  { r r ( u )  ( u + e )  q e ,

multfplfcando pot "t*I y eumando gobre n, se obtlene

( u 2 - " 2 )  { n ( e , z ¡  - r }  E  ,  { r 2  +  u s  ( q - p )  }  n ( s , z )  *

( u - s )  s z p  B  
( p + e ) b  

n ( - u  ,  z l  ( u + e )  E z q  e ( u - e ) a  n ( u  I  z l ,

Despe jando,

f ¿ ( s , z )  =  u 2 - s 2 + ( u - s ) e z P  e - ( u f s ) b  n ( - u , z )  -  ( u + s ) s z q

u 2  F 2  " { u 2 + u e ( q - p ) }

La ecuacÍón ,2-u2-,  {u2* E¡ (q-p) }  = o sabemos que se puede

factor izar en la forma (e * l )  (*Z-=) (recuerdeee que I  u |  <1)

c o n  r e a l  ( e n ( z ) )  F  o ,  y  r e a l  ( s r ( z ) )  (  o r  e n t o n c e s

Neevia docConverter 5.1



9 3

I
I
I
t
t
t
T
T
l
t
t
t
T
t-
t-
I
I
I
t-

, 2 - " t *  ( u * e )  s z p

0 ( s r z )  ! !

* * ( u + s ) b  n  ( _ u  , z l - � ( r r + s )  s z q  e  
( u - e )  a  f ¿  ( u  ,  z )

( s  u l )  ( s e  s )

Nos  f  a l t a  de te rm ina r  n  (u ,  z l  y  n  ( *u  ,  z l  .  Pa ra  e r ro  u t i l i za rF 'og

l a  c o n d i c i ó n  d e  q u e  Q ( s r z )  e B  a n a l f t l c a  p a r a  t o C a  e ¡  I ' p o r  l - o

tanto e l  po lo en E = " I  y  e I  po lo en I  -  s ,  de Ia  expresf6n

de  n (s rz )  Gon  apa ren tes ,  €B  dec Í r  gue  pa ra  r ¡  E  " I  Y  pa ra  s  E  r z

e I  numerador  de  l a  exp res ión  f ¡ ( s rz )  se  debe  anu la r .

Def  Ín imos

o  ( s )

B  ( s )

I  ( s )  E

-  ( u + s )

( u - e )  s

2 2
u  ' - s

- s a
se

-eb
e

a

f i  u  z p e + u a  n  ( + p ,  z )

B  -  " q * t u b  n  ( - u ,  z )

En tonceE,

u 2 * " 2 *  ( r r - s )  * . * * b  z p e - u b  n  ( - u ,  z )  ( ¡ r + s ) Be-Ba  zqeua  f t  ( t r  ,  z )

se convfer te  en

P a f a  g  E  u I ,

D e s p e j a n d o  A ,

y ( , s )  +  B ( s )  B  +  a ( s )  A

Ia expreslón anter lor  ee debe anular y queda

v ( s r )  +  R ( s r )  n  +  a ( e 1 )  A

( c ,  ( s t )  /  o )  .

1 ( s r )  +  B � ( s r )  e
[ = "qT--
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vamoe a  demoet ta r  que,  E f  l " l ' f ,  en toncee Ia  ecuac ión

u 2  , 2  , ( u z  +  t r s ( q  -  p )  )  =  o  t f e n e  u n  c e r o  e r ( z )  c o n

parte real  posf t lva y un cero arf t )  con patte real  negatfva.

Para  e l lo r  c le f Ín lmoe

f  ( e )  E  u 2  , 2

g ( E )  =  u u  ( u 2  +  e ( q  -  P ) ) ,

y para n > 2u, conefderalrroa la trEyeetorfa lrr * Cn como ee

fndica en Ia  f fgura.

T a r n b f É n  s e a  R  =  { s l l * l . t t ,  r e a l  ( s ) > o }  e s  d e c f r  R  e s  e I

fn ter for  de Ia  curva fn  + Cn.

I
I
I
l
I

Tenemos que

desfgua ldad

para toda s

l g  ( s )  I  .  l t  ( " )

Ia curva r 'de

t .

+ C ee cumple
n

La
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Para

punto

probar

d e  t n l

I

eeta ú l t fma af i rmaci6n baeta v€r  gu€r  Ef  a  es un

e n t O n c e e ,  r e a l  ( e )  *  O ,  y

l g ( e ) l  -  l " u  ( u  +  B ( g  -  p ) ) l  < u l r r +  e ( q  -  p ) l  \ <

l u  s l  l u  +  e J  F  l r ( " ) 1 .

Slrpor otro lado, o eE un punto de Crrr

l u ( e ) l  =  I t u l  l u  +  e ( q - p ) l - < l z u l  l u  +  e l

* l u l  l u  +  e l l u  É l  l u  +

Como Ia curva tr, * C* es tal que eJ. fndlce

e del  p lano cornple jo es uno o cero,  podemoe

de  Rouehé  (1 )  pa ra  conc lu f r  gue r  en  R ,  f (e )

t lenen eI  mfsmo nümero de ceroe y t  como en

e l =  l f  ( s )  l .

de cualquier punto

aplÍcar el teorema

y  f  ( s )  +  s ( s )

ee ta  reg fón  f  (s )

la regL6n R se traneformq en eI

conpleJo con parte real" posftfva

deseado.

\<

tf ene rrn solo (:ero (e = u ) , se ef gue que en egta mf ema regf 6n

f (e) + g (e) también t lene un E¡olo cere.

Al  hacer  t ,ender :  n  a fn f fn f tó ,

conjunto de puntoe del  p lano

y obtenemoe .rsf eL resul-tado

La demostrac l6n para e l  cero s ,  (z)  ee anáIoga.ú
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B I B L I O G R A F I A

A h l f o r s  L .  ¡  C o m ¡ t L e x  A n a l g t i t ,  M c G r a w  H i I I ,  1 9 6 6  ,

Aposto l  T.  t l .  ¡  l , la themat+cal  Analgt ia  a Modenn

Appnoach to Advanced CaLcuLu¿,  Readfng Maee.  ¡

A d d f s o n  W e e l e y ,  1 9 6 0 .

ConoI Iy  B,  W. I  Marche AlÉato l re dont  Ia  Répar t f -

t fon de Ia Lrongueur dee Etapes euft une LoJ- Expo-

nen t i e l l e  NÉga t f ve ,  Ann ,  I nÁ t , ,  Henn l  Po l .nca tn t , ,

V o L ,  2 t  N o .  2 ,  1 9 6 5 ,  p ,  1 7 1 - 1  8 4  . .

Cramer H. s l" l t todot Matemdtlfcot di!.  EttadÍ.tt ica,

Ed fc fonee  Agu f la r ,  1963

Fe l l e r  w .  r  A ¡ r  I n f . ¡od .uc t+on  to  Pnobab i l i t q  Theong

and  l t¿  App l i ca , t i on t ,  Vo I .  r ,  second  ed . ¡ . i t ohn

Vüf ley , L957

G a r z a  H .  T . :  T h e  u ^ e  o [  } p Q . t L a . t o t L t  i n  t h e  S o l u t l o n

od  tome Pnob l -emt  t -n  the  Theon le ¡  o {  S tonage  Queue t ,

Ph .D .  Thes i s ,  London  Schoo l  o f  Economfcs t  1967  o

G n e d e n k o  B .  v . :  T h e  T h e o n q  o d  P n o b a b i l - i t g ,  C h e l e e a

Pub l l sh fng  Company ,  New York ,  N .Y . . ,  1962

Ke i l son  , .T . :  G t teen ' ^  Func t l on  Me thod  tn  Pnobab iL t t t ¡

Theo t tg ,  Be fng  Number . seven teen  o f  Gr f f f i n ' s  S ta t i e -

t i ca l  Monographs  and  CourÉeÉ,  Ed t ted  by  M.G,Kenda l l ,

1 9 6 5

4 ."-

5  . -

7  . *

'  
B  r -
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9 . -  Po l laczek  F .  r  p / rob ldn¿¡  S tochat t ique t  po¿üt  pan Le

Phtnomi.ne d.e FotmrLt ion d, 'une Queue d. 'at t .ente i  un

Guichet ei patL Ph€-nomi.ne¿ Appalenttt , Gauthfer

V f l l a r e ,  P a r f e ,  L 9 5 7

10.*  Prabhu N.U. ;  Queu 'e r  and l ¡ tven ton i -eÁr ,Tohn Wf ley ,

1 9  6 5

11. -  Saaty  T .L .  t  E lement¿  o{  Queue|ng  Theong w l th  App l - i -

cat l -ont  ,  McGraw Hlt I ,  1961 .

L2.-  Syeki  R.:  Po|Laczel¿ t let l tod, t  ln Queuel.ng fnuqng,

Queueing Theonq Rec¿nt Developnent and hppl- tcat l ,qná,

The Engl leh Unfversf ty Press,  London I  1-967 .

13 . - . 'Ventura  E.  ¡  Sur  1 'u t i l f sa t ion  des  lq tegra les  de  Contou f

dans 1es Problemes de S.tocka et  de Detaf  s d.Attente,

M a n a g e m e n t  S c l e n c e  ,  V o L , 6 ,  N o , 4 ,  J u Í . g  J  i 6 0  ,  p ,  4 2 3 - 4 4 3 ,
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