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INTRODUCCTION

Los procesos de Markov constituyen una de las ramas mas
importantes de la Teor{a de la Probabilidad, debido a la
gran cantidad de fenémenos para los cuales un modelo de

tipo markoviano resulta adecuado.

Una familia de procesos de Markov que aparece muy
frecuentemente es la que forman los procesos que se pueden
describir como homogéneos, temporal y espacialmente, Y que
también pueden ser modificados por la presencia’de una o

dos barreras.

El objeto de este trabajo es considerar una clase muy .
especial de procesos de Markov, homogéneos temporal Y
espacialmente, que resulta de gran importancia para el

estudio de la teoria de colas, inventarios y presas.

Nuestro punto de partida es una ecuacidn en diferencias que

define la clase de procesos de tipo estocastico que vamos a



tratar, a saber, los recorridos o caminos aleatorios.

!

TOmese un proceso estocdstico definido por una variable
aleatoria inicial Z, y por la siguiente ecuacidén en
diferencias:

Z = 2 + X

n+1 n n+1 n’o,l’..aat-t

donde {X,}7 ea una sucesidén de variables aldatorias
i R

independientes e idénticamente distribuidas.

_ Eéte proceso.conatituye-lo que se denomina un recorrido o
camino aleatorio irreatricto. La definicidn del proceso
(2,5 Por medio de una ecuacidn en diferencias de primef
orden pone de rélieve su caracter markoviano, y la
hipdtesis de que {Xn}? eés una sucesidn de variables
aleatorias independientes e idénticamente disfﬁibuidaa es
la que establece la homogeneidad temporal y éapacial del

1

proceso.

Podemos visualizar un camino aleatorio irrestricto como la
 trayectoria de una particula que se mueve sobre el eje
real, esta particula ocupa la posicidn Z, al iniciarse el

proceso, a continuacién "salta" segin una ley de transicién



de tipo probabilistico y pasa a ocupar la posicidn Zy.
después, obedeciendo a la misma ley de transicidn, vuelve

a saltar, ahora, a la posicién 2,, y asi sucesivamente.

Desde luego debemos pedir que la ley de transicidn que
rige los saltos sea una ley probabilistica ya que, si no
es nsi, el caracter aleatorio del procego estriba

Unicamente en la posicién inicial.

Ubiquemos en el procesb un punto "a" a cuya izquierda no
pueda pasar la particula que se mueve, eﬁtoncea; cualquier
desplazamiento que de ordinario mandaria l1a particula
hacia ese lado, ya rgsulta imposible, por lo éue siempre
que se presente este deaplazamiento, la particula tiene.
que quedarse en el punto "a". Esto se denomina una barrera
impenetrﬁble inferior en el punto "a"; por anaibgia queda

definida la barrera impenetrable superior en un punto.

Claro que se puede pensar en otros tipos de barreras y 1a
elaccién de éstas depende del problema que se considere.
Las mas comunes son las reflejantes, las abaorbentes Yy

las del tipo descrito, llamadas impenetrables.



El efecto de 1lp introduccién de barreras en un recorrido
aleatorio irrestricto es alterar 1la homogeneidad del
- Proceso; considerarlas complica el problema Y. 8in
embargo, para una.gran cantidad de fendmenos, las barreras
apareceh como inherentes a la naturaleza del proceso mismo.

El siguiente ejemplo nos servira para aclarar el papel que

Juegan estas barreras.

Tenemos una presa con un contenido inicial N, Y capacidad
|| : - ,

L. En los instantes t,, tyr... se extrae de la presa una

cantidad de agua Yj (cuando el contenido de la presa en el

instante tj es menor que Yj’ Esta se vacia totalmente) y
una cantiéad Xj+l de l{quido entra en la presa en el
intervalo de tiempo (tj, tj¥i)‘ Como la presa ?iene una
capacidad finita L, en cualquier momento en qﬁé la
cantidad de iiquido que entra tiende a hacer que el agua

sobrepase esta capacidad, el liquido excedente se derrama

y se pierde,

Si, para simplificar el problema, ignoramos cque 1la
capaclidad de la preaa es finita'y que el contenido de

ésta siempre es positivo o cero, ya que en ningin momento



la presa puede gontener una cantidad negativa de agua, la
cantidad de liquido presente se puede representar por un

recorrido aleatorio irrestricto de la siguiente manera:

Sea Né el nivel de 1la presa en el instante § (j = 1,2,...)7
entonces

! . = ¥ — + = “ tevew
S TN T Y TNy, 3o

Se ve claramente que este proceso es homogéneo espacial y

temporalmenﬁe: sin embargo, es de poca utilidad como modelo.
para describir la situaeidn, ya que permite que el contenido
de la presa sobrepase L' o se haga negativo, lo’cual no tieng

sentido en la realidad.

i

Es una propiedad intrinseca del proceso el hecho de que el
nivel de la presa tiene que estar entre O y Ly es decir:

0\4 Naé L | j='0. J-'.._..

El efecto de la capacidad finita' de la presa es el mismo
que el de introducir en' el proceso irrestrictC{N;}-; una
barrera impenetrable superior en L Y el hecho de que, por
otra parte, su contenido no pueda'ser negativo inserta una

barrera impenetrable inferior en el origen.



Vemos que el mismo proceso sugiere la consideracidn de las
barreras impenetrables: una inférior en el origen y otra
superior en L. Podemos asi obtener un modelo que refleja
la situacidn real con més fidelidad por medio de una doble

ecuacién markoviana del tipo

“l

Nj+1 = min ‘{max (O, Ny - Yj_'_l + xj+l}, L%

= max {0, min {N, = Y + X

j j+1 j+l' L}} j -Qolf...

(ambas ecuaciones son desde luego equivalentes).

Dado un recorrido aleatorio irrestricto, hay una infinidad
de tipos de barreras que podriamos introducir. En algunos
casos (como en el ejemplo anterior), el mismo proceso

suglere la clase de barreras que es conveniente utilizar;

en otros, esta eleccidén no resulta tan evidente.

Una barrera absorbente auperiorien un punto "b“ es aquella
que altera la homogeneidad espacial de un recorrido
aleatorio irrestricto de la siguiente manera: en él_mOmenté
en que 0curre un desplazamiento que de ordinario colocaria

a la particula a la derecha de "b", la barrera absorbe el

mévil y el proceso termina; analogamente se puede definir



)
una barrera abéprbente inferior en un punto "a".

Una barrera reflejante superior en "b", es aquella que
cuando ocurre un desplazamiento que normalmente mandaria
la particula a la derecha de "H", la barrera la devuelve
al sitio de donde partid; analogamente se define una

barrera reflejante inferior.

En este trabajo las barreras que nos interesan son las
impenetrables y las absorbentes, pues son lag gque aparecen
de manera natural al estudiar problemas de presas, colas,

inventarios, problemas de "ruina del jugador", etc. .

Primero se consideran dnicamente barreras impenetrables,
'y después se har& ver que el caso de una barrera

. i
absorbente podemos resolverlo conociendo la goluci6n de

un problema con una barrera impenetrable,

En lo que sigue, a menos que se indique lo* contrario, se
considerarin dnicamente caminos aleatorios irrestrictos o
caminos en los que s6lo se permiten barreras impenetrableé
que permanecen fijas a lo largo de todo el desarrollo del

proceso,

Resulta‘ciaro que una ecuacifn del tipo
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Zn+1 = max {a, min {Zn + xn+l, b}} nw=o, l,ieeean

que nos representa un recorrido aleatorio con una barrera
superior en"b"de tipo impenetrable, incluye como caso
particular la ecuacifn

Zn+1 = .Zn + Xn+1 n=0,1,......

que noé representa un recorrido aleatorio irrestricto,
bagta con dejar tender "a" hacia menos infinito y "b"

hacia mfs infinito para verificar esta dltima afirmacifn.

Si'{Zj}; es el proceso a que nos referimos, los valores

de Zj ge denominan "estados o posicionea" y j] es "la etapa"
en que se encuentra el proceso; es decir Zn = x significa
"en la n-&sima etapa, el proceso se halla en la posicifn

o eatado "x"".

Una especificacifén completa del proceso a que nos referimos

debe incluir:

1) El estado inicial Z o, m&s‘generalmente, la distribucién
de probabilidad del estado inicial.

2) Las leyes de transicifén que rigen el paso de una etapa a
otra. (Como se exige homogeneidad temporal y espacial,
estas leyes deben de ser las mismas en todas las etapas

y en todos los estados del @rocesb).



3) Ssi hay barreras (que por ahora, como se ﬁijo, nos
restringimos a las impenetrables), de qué tipo son y

»

dofide est&n,

En general, para cualesquiera recorridos aleatorios, sea
irrestrictos o bien modificados ﬁor la presencia de una o
dos barreras de algdn tipo, hay una serie de problemas
que resulta interesante resolver, y los mis importantes

s0n:

1) Determinar las funciones de distribucién de Zn para
n=1, 2,..., ésto es, la distribucién de estados del

proceso en cada etapa.

2) Determinar la distribucién de Z, si se sabe que ei
proceso es erg8dico, &sto es, que hay una variable
aleatoria Z dnica, tal que, a medida que n tiende a
infinito, 2~ converge en distribucién a 2 |

independientemente del estado inicial Zo del sistema.

3) El1 primer paso por "b",

Si el proceso se 1nicia cén un cierto valor inicial Zo,
determinar la funcién de distribucién del ndmero de
etapas que transcurren antes de que ocurra por primera
vez, un desplazamiento que mande a la partfcula a la
derecha del punto "b" si zo 2 b', o a la izquierda de

"b" 8i 5, > b.
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4) Determinar el n@mero de etapas que transcurre entre la

ocurrencia cqonsecutiva de dos eventos recurrentes.

Cuando él proceso es ergbdico, hay una clase de eventos
recurrentes que resulta de particular interds. Debido al
cardcter markoviano del proceso, sabemos que el ndmero de
' etapés que transcurre entre la ocurrencia consecutiva de
dos de estos eventos, constituye una sucesifn de variables
aleatorias idénticamente distribuidas. Como ejemplo,
podemos citar en la teorfa de presas el estudio de los

tiempos de vaciado.
5) Averiguar cudl de las dos barreras se alcanza primero.

Este problema es de interés para el estudio de procesos
con dos barreras y aparece en lo que se conoce cComo

"problemas de ruina del jugador"”.

6) Determinar el m&ximo valor alcanzado entre dos choques
consecutivos contra la barrera inferior (y su analogo,'
el valor mfnimo alcanzado entre dos choques consecutivos

contra la barrera superior).

Este problema proviene de la teorfa de presas, e interesa
conocer la mdxima altura que pueda alcanzar el nivel de

una presa entre dos vaciados consecutivos de la misma.

Ha habido una serie de autores que se han dedicado a la
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tarea de resolver estos problemas, dando 1ug£r asi a
diferentes té&cnicas de solucién. Sin embargo, los
intentos que se han hecho para crear una teorfa general
que permita tratar estos problemas, no han tenido el éxito
que se pudiera desear; en general la mayor parte de la
literatura presenta tan s8lo soluciones a problemas muy

particulares que aparecen en la préctica.

Entre los mé&todos que han resultado mé&s poderosos y
generales, podemos citar en primer lugar el de J. Reilson
(8), el cual ha aplicado las funciones de Green que se
estudian en la teorfa del potencial a procesos markovianos
homogéneos en tiempo y espacio y a la familia asdciada de
procesos markovianos heterogéneos inducida por la
consideracidén de la posible introduccifn de barreras al

proceso.

Keilson ha tenido buen &xito en tratar una sefie muy
~general de problemas, pues ha trabajado no s6lo en
recorridos'aleatorios, sino tambié&én en procesos de
par@metro continuo; ademds de que ha considerado barreras .

impenetrables y absorbentes, y de otros tipos.

Para recorridos aleatorios Keillson considera la siguiente

generalizacibén, que €l dehomina un proceso de reemplazo,
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Supbngase que se tilene un cierto recorrido aleatorio

definido de la siguiente manera:

j Ll 0' l,-o-ol

donde'{Yj}; es una sucesibn de variables aleatorias
independientes, dos a dos, e idénticamente distribufdas.
Este camino aleatorio irrestricto vamos a alterarlo de la

giguiente manera:

Cuando xj + Yj+1 resulta menor que cero, el proceso
= ]
tiene el valor aleatorio xj+1 Yj+1' Este nuevo valor

es una variable aleatoria independiente de

xj Y Yj"']. jEO, l,.--on

con una cierta distribuci®n Bl(x).

Similarmente, cuando xj + Yj+l regsulta mayor que L,
— 11" L |
entonces xj+1 = Yj+1 en que nuevamente Yj+1 es una

variable aleatoria independiente con distribucién Bz(x).

Las distribuciones Bl(x) Y Bz(x) tienen"su soporte" en
el intervalo (0,L) es decir el recorrido de las variables

Yj Y Yj' egtd contenido en el intervalo(O,L).

Formalmente,
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X = X4 * Y si O <X . +Y <L

X, = Y; sl L g X + Y

X, = O Bl X, 4 +t¥ <0
X, = X4 7 Yo Bl O <X, , * Y < L
_xk = L sl L& X , + Y

es un caso particular del tratado por Keilson. Basta
sustituilr
0, X <O 0, X <L
B; (x) = B,(x) =

1, X » 0 1, X 2L

-

Keilson llama Bl(x) Yy Bz(x)'las distribuciones de
reemplazo y supone que‘{Yi}I es una sucesifén de variables
aleatorias independientes e idé&nticamente distribuidas con
distribucién B, (x); andlogamente hace las hipbtesis

correspondientes para la sucesién'{Yﬂ};.

El tratamiento que el autor emplea se centra en la
aplicacién de funciones de Green. Lo que hace por medio
de este mé&todo es introducir unas funciones de compensaciln

que describan el influjo de la heterogeneidad introducid&
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al proceso irrestricto por las barreras colocadas en el

origen y en L.

" Desde luego que sus resultados son generales y no hay
ninguna necesidad de que la barrera inferior esté& colocada
en el origen afin cuando 81 siempre la considera colocada

en este punto.

Para dar la distribucifén de estados del proceso, Kellson
obtiene lo que llama la distribucifn de estados del
proceso irrestricto, después introduce las funciones de
compensacién, y la distribucién de estado del proceso
acotado la obtiene en términos de las relaciones que
establece entre la funcibn de Green del procesgo y las

funciones de compensacibn,

Sus métodos son muy complejos y estdn orientados a obtener
soluciones directamente expresables como funciones de
densidad o de distribucibén. Como ya se dijo, no sélo
trata esta clase de problemas, sino tambi&n una gama muy
amplia de procesos de Markov, homogé&neos salvo por la
introducci6én de barreras de muy diverso tipo, y tampoco

se limita a procesos de pardmetro discreto, pues también

incluye los de par8metro continuo.

Sin embargo, obtener resultados explicitos utilizando
funciones de Green, resulta muy dificil, a menos que

las distribuciones bésicas sean simples. Ademis,
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informaciones précticas, como la obtencién de los momentos
del proceso, pueden resultar mds diffciles de obtener que
utilizando el mé&todo de transformadas de Laplace, que es

el que a continuacibn pasamos a describir,

F. Pollaczek (9) ha desarrollado el tratamiento del problema
por medio de transformadas. No usa argumentos de tipo

probabilfstico, sino que parte de la ecuacién bdsica,

X = max {0, X

k+1 MR E

k

Encuentra de esta forma la transformada de Laplace de la
funcibn'de distribucién de las variables xk mediante el

uso ée una integral de contorno., Resulta f4cil generalizar
entonces el método para los casos en que la barrera no estﬁ
en el origen, o bien cuando en lugar de tratarse de una
barrera inferior se tiene una superior. Syski (1l) expone
el método de Pollaczék en un artfculo que lo relaciona con
otros enfoques del problema y establece el desarrollo

tebrico de este tipo de procesos en su perspectiva hist6rica.

Mds adelante, T. Garza (6) generaliza este mé&todo parﬁ_el
caso de dos barreras impenetrables una inferior en "a" y
otra superior en "bL", por medio de la introduccién de dos
operadores que producen de una manera expedita las trans-
formadas de Laplace-Stieltjes de las funciones de

distribucién del proceso acotado. En el presente trabajo
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para obtener la solucién de algunos problemas se aplican

precisamente estos operadores.

Se podria objetar que los m&todos de solucién en el plano
complejo como el descrito, dan, con este enfoque,
resultados formales de poco valor prictico. Esta objecién
no es vdlida pues, en principio, conociendo las
transformadas, se pueden invertir Yy obtener asgf las
funciones de distribucién o las densidades, con la ventaja
de que, con este m&todo, es relativamente f8cil calcular

esas transformadas.

Ademds, es frecuente que la forma de las distribuciones
sea tan complicada que obtener los momentos del proceso
a partir de dichas expresiones resulta diffcil, lo cual
es mucho mds sencillo hacerlo de lasg transformadas, en
que por simple diferenciacidh se pueden obtener dichos

momentos.



CAPITULO I*

'El1 objeto dé este primer capftulo es deducir una'regla que
permita hallar la transformada de Laplace-Stieltjes de una

variable aleatoria Z definida por una ecuacidn del tipo

7z = min {max (a,X), b}
= max {a, min (X, b)}

donde X es una variable aleatoria cualquiera cuya transfor-

mada se conoce.
Resulta claro que, si

7' = max (a, X)

Z“ = min (X,b) [
entonces

2 = min (2', b)

= max (a, 2").

* Para mayores referencias véase (6)
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Podemos, pues, reducir nuestro problema al de conocer el modo

de resolver dos ecuaciones del tipo

Z' = max {a, X}

2" = min (X, b} .

(Entendemos por resolver estas ecuaciones el poder dar las

transformadas de Z' y 2" a partir del conocimiento de la

tranaformada de X).
Comencemos por analizar la ecuacidn
Z = max (a, X).
La variable aleatoria Z definida de este modo tiene como

funcidén de distribucidn:

O, x‘:al

Fo(x) =

Fy (), X > a.

El efecto de la barrera impenetrable inferior en "a" es el

de cortar la funcién de distribucidn de X y hacerla cexo en

(- =, a) dejandola ‘inalterada en [a, =),
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Obsérvese que por ser F, (x) una funci6n de distribucibn, ea

continua por la derecha. .

Definimos ahora un operador Mz que actfia sobre funciones de

distribucién y que tiene el siguiente efecto:
Dada una funcién de distribucién cualquiera,

+ o, X < a,
M, {Fx (x)1 =

Fy (x), x 2z a;

es decir, el operador M; da la funcibn de distribucibn de la

variable aleatoria
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Z = max (a' X) )
en que X es una variable con distribucién Py (x).

Definamos, asimismo, un operador M:_que actda sobre transfor-

madas de Laplace-Stieltjes.

Definicién: Si T'{Fx (x)} es la transformada de Laplace-
Stieltjes de la variable aleatoria X con funcidn de distribu

cién Fx(x), entonces
MIT (R, (01} =it (R ()}
a { { x (% { " { x (x

desde luego se aplica este operador para obtener la trans-

formada de Z = max (a, X).

Pasemos ahora a simplificar el problema por medio del asi-

. guilente

Lema: 81 X es una variable aleatoria cualquiera con funcién
de ‘distribucidn Py (£),

entonces

Wy (TP (6133 = a™ WP (e 1z (b)),

Demostracifn:
Sea

Z = max (a, X) fy
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Xt =X -~-a ;
entonces

Z = max (a, X' + a)
= max (0, X') + a

Z - a = max (0, X'),

y por un resultado elemental de la teorfa de transformadas

de Laplace,

| T {Fy, (£)} = T (F (t)} = e T (F

%a L (B

T{Fz_a(t)} -.e T{Fz(t)} .
De aqui que:

o2 T{F_(t)} = T{F (t)
‘ ‘ max (0,X")

4 \ -
= T Mo {Fx,(t)} .

T
= W {RLEy, (0)))

y, finalmente,

T(F_ (£)) = e7%° Mz (5 T(r, (£)})

X

La utilidad de este lema radica en el hecho de que para
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resolver una ecuacidén del tipo 2 = max (a, X) nos basta con

saber resolver la ecuacién Z' = max (0, X~a).
. Ahora consideremos la ecuacidn
Z = min (X, b).

Esta variable aleatoria tiene como funcién de distribuciédn
Fx (x) X «<Db

F (%) =

1 X 2b .

El efecto de la barrera impenetrable en "b" es el de dejar
inalterada la funcién de distribucién de X en (- =, b) y

hacerla 1 en [b.oo') .
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En esta figura se da un ejemplo en el que se recalca que
F (b - O) puede ser diferente de F (b), hecho que resulta

importante cuando se busca la transformada de Z.

Definamos ahora, de manera an&lpga a como lo hicimos antes,
dos operadores: el primero de ellos actda sobre funciones

de distribucibn y el segundo sobre transformadas de L-S.

Definicifn: Si X es una variable aleatoria cualquiera, Fx (x)
su funcién de distribucién y T'{Fx (x)} su transformada de

L-8., entonces

M {F, (x)}=

Mg'{T‘{FX(x)}} = T {M {F,(x)}};

Y tenemos, andlogo al primero, el siguiente

Lema:;

My (T (R ()3} = 7% WD (™ 1 (R, (x)1).

Desde luego la utilidad de este lema es la misma que la del
anterior, es decir, nos basta saber resolver una ecuacién
de la forma Zz' = min (X - b, O) para poder resoiver una mas

. general del tipo X = min (X, 0O).

Este lema se puede demostrar de manera anfloga a como se



24

demostrd el lema anterior, o bien, directamente,

Se tiene que

Mo {T {Fy (x)}} =T '{M;{Fx (x) 1}

b-0

w [ e 89X dM p {Fy(x)} + ,;_‘o e™8X gy ; {Fx (x)}

(por qué ge divide el intervalo de integracidén de -~ a
b-0 y.de b-0 a » s8e hace evidente de la figura 2).

. -Bx
=0 e Tar (x) +e 1 -F (b-o0))

por otro lado,

- sb . - - .
My {e77 T {Fy (X))} = M_ (T {F, (x + b)})

= T {MO {Fx (x + b))}y

m 7O ¢7BX 4 M;'{Fx (x + b))} + ;~ ™8 g M;'{Fx (a +'b.)}_

-0 -0

- f;° e 8X d (Fy (x +Db)} +1 = F (b - o).

- 02

Haciendo

Y =x+Db,
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entonces

fPmo s ly-b) 4 Mo (F, (Y)} +1=F (b= o)

— O

= esb fb—o e %Y g Fx (y) +1 - F (b - o)

= oSb T (M {F, (x)}} c. q. d.

Nuestro problema original, una ecuacién con dos barreras
impenetrables, fuimos reduciéndolo al de una ecuacién con
una sola barrera impenetrable y de ahf a dos ecuaciones

» con una sola barrera impenetrable en el origen. Ahora

demostraremos la equivalencia entre las ecuaciones:
Z = min (X, b)
l 2' = max (a, X),

[ lo que nos permitir& reducir nuestro problema al de una
I ecuacifn con una barrera inferior impenetrable en el

origen.
Para ello considérese la ecuacidn

. Z = min (X, b),

de donde
- 2 = max (-b, =X).
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Sea

. 2' = max (~b, =X);

81 y(s) denota la transformada de %',

vie) = e Pyt (o8P o p )3y o
TP, ()} = y(-8).

A

Vemos, pues, que nos basta con hallar una técnica que

permita resolver la ecuacién

2 = max (o, X),

donde X es una variable aleatoria cualquiera, dada, para

poder considerar las formas mfs generales

Z = max (a, X) y

Z = min (x, b)'
Y, por lo tanto, poder resolver la forma adn mds general
Z = max {a, min (X, b)}.

La ecuacifén z = max (o, X) fue estudiada por Pollaczek (9),

el cual encontré el siguiente teorema:

S1i X es una variable aleatoria con transformada de L-S v (s8)

Y 2 es una variable definida como

Z = max (o, X)j
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entonces, para real (s) > o,

TF, 0) ="M (y(e)) =

" v ¥k,
donde k es independiente de s Y ' es una trayectoria, en
el plano complejo, que coincide con el eje 1imaginario

recorrido desde - ix hasta + ie .,

-

Antes de demostrar este teorema, demostraremos el siguiente

Lema: Si t es un nfimero real y 8 un complejo con parte real

positiva, entonces,

a) 8i t > o, i—%—I'IF e_rt 5 ?rr ] e-st;
. r

) sit<o, ygp/ett o,

Demostracién:

a) En este caso considérese la siguiente trayectoria Iy t Cn
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donde n es un entero tal que n > |s].

Al hacer tender n a =, la integral, a lo largo del semi-
circulo C,» tiende a cero; para verlo, dividimoa'cn en
tres partes de la sigulente manera:

Q
n

™

a, €8 el segmento de C,, comprendido entre los puntos (o,

in) v (n cos 6, 1in sen 8); Bn el commrendido entre los
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puntos (n cos 8, in Qen ) vy (ncos 8, - 1 n sen 8), Y,
finalmente,'yn el que estd entre (n cos 8, -1 n sen 9) y

(o, -1 n).

Entonces,

-rt dr ~rt dr -rt dr
e e g lsly, o7 525 Ialr, 7T 2
n n n
-rt dr .
' IfYn © 8 - rl !
pero,
lfa e—rt . grr | n én{2 - 0) ,
n 18]
-nt cogé
-rt dr e mn
Ian € B - rl s n - lsl y
-rt dr n (/2 - o)
lfYne 8 - r I‘s n - IBI

tomando limite cuando n tiende a = ,

resulta cue,

n (/2 - g)

Lim e |S| = H/Z - 8y
n+o

-nt cosé
Lim In_ .o,

L
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entonces,

Lim
I+

-rt dr
lfcne = l¢ 2 (/2 -0);

Y, como 6 eg arbitraria, podemos hacer la expresién n/2 -6

tan pequefia como queramos. Por lo tanto,

Lim e—rt dr
n-ie« Cn 8 - r

Por el cdlculo de residuos se obtiene para toda n mayor que

R § -rt dr -gt
=T i) e el !
rn + Cn
entonces,
1 -rt dr -8t

ST fr e s -1~ © «

b) Considérese la trayectoria rn. Es posible definir una
rama holomorfa del logaritmo en la regidn. real (r)<real (s)

Yy tenemos

1l dr=_. 1 - 8 - 1in _
2 01 fr 8 =-'r 2 1 {Ln.|5“1—15+ + 1 arg (s in)

1

-1 arg (8 + in)} .
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Al hacer tender n a «,

IB - inl

+ 1
8 + n ' ’

arg (8 = in) + - 1/2, ¥y

arg (s + in) -+ 1/2

O Bea

donde n »>|s]|.



32

Al igual que en el caso t > o, haremos ver que, a medida
que n tiende a infinito, la integral, a lo largo del
semicirculo C; tiende a cero. La demostracién es casi la

misma.

Elegimos un ndmero 6” en el intervalo (H/Z,ﬁ) y definimos

-

a, Como el segmento de C; comprendido entre los puntos

(0,in) y (n cos 6”7, 1 n sen 8~); Bﬁ

los puntos (n cos 6“, 1 n sen 0~), Yy (n cos 67, -1 n sen

el comprendido entre

87) v, finalmente,yﬁ el que estf entre (n cos 6”, -in sen

9‘) y (0, _in).
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Como
-rt dr . -rt dr
IjCﬁ_e 8 - r l N IJa' e 8 - rI +
IJ. e—rt dr I + |f e-rt ___dr_'_l
Bﬁ 8 ~ r Yn 8 - r !
Yy a su vez,
- -
[y ertsfrr I.::"(I?_“/g) *e' - 1/2, y
n "] now
: -nt cos §!
~-rt dr e n n
If e " - | < —~ > 0, Y
Bﬁ 3] r N n |s|' fovoo

;| et _4r_ | n(e' - 1/2)

Y s -~ r ' N TTp= El > 8 - 1/2,

n-o

entonces,

Lim -rt dr
n-eo IICE € 8 - r I

= 2(9' - H/Z)y

Y, como ' j‘odemos elegirla arbitrariamente en el intervalo

(n/2,n), ello implica que,

Lim
n-+o

e-rt dr

IJCA 8 - r

| = o.

Por el c8lculo de residuos se tiene que para toda n entero

positivo,
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Por lo tanto,

-rt dr

Pasamos ahora a demostrar el teorema.

Por definicibn, se tiene que
T {F,(x)} = W {y(8)} = B (7%},

Para valores de s con parte real positiva podemos escribir

-57 1 ~rX dr
= +
e > 1’re s -r ¥
donde
(u} si X > o
Y = 1l/2 Bl X = o
1 gi X < o ,
En efecto,
si X > 0, entonces Z = X, e % = g 58X y

1 -rX dr -rX
2 1 1 fr e B - r tor-e i

gi X =0, 2 = o, e_sz = 1, y del lema que se demostré se

deduce que

1 - d
T e 12 =1, y,
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finalmente, 81 X < 0, 2 = 0, e 52 a1 y

T fr_e 5 =T + 1 =],
tomando esperanza,

-52Z : 1 * =rX dr
Ele ™) =Bilgqgire  gogt ¥

: 1 -rX dr .
."E{m-fre B-r}+E(Y)'

intercambiando el signo de esperanza Y el de integralj

—sz) 1l : -rx} dr + E (Y)

E (e =7w1/rEfle 8 ~ I

= 1 dr
201 fr v(r) 5 -1 | B(Y) c.q.d.

* Para Justificar el intercambio del signo de esperanza y
el de integral demostraremos que existe un entero n, tal

que para toda n » n,

i o~ rX
T Lin =gl < kg

en dopde K es una constante,

1) Caso X » o.
Elfjase n > 2|s| y considerese una trayectoria como la de

la figura
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36

Por el teorema del residuo

1 ' -rX dr -rg
21 frn+Cn e s-¢r °® )

Pero a lo largo del semicirculo C, se tiene que

nll

—| dr g S -TsT < 20 (ya que n > 2|s]).

Este resultado y la igualdad

1 -rXx dr
| T/r © 5 - £l

-rs |

|e + 1< 2,

‘ Caso t < o

i Elfjase de nuevo n > 2|s| y considérese una trayectoria
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como la de la figura
r
n
CI
'n n
Por el teorema del residuo
1l ~rX dr :
T L ’cr'l+rn° s -¢r 0.

A lo largo de Cﬁ se tiene que

-rX dr
8 - r

|fcv e
n

(ya que n > 2]|s]).
Esta desigualdad y la igualdad

1 -rX dr 1 ~rX dr - . -
211 ICA € s-r 13 ni fr N 8 -r Q'

implican que para toda n > 2|s| y ¢t < o

1 ~rX _dr | _
T e o7 soEl e

Es decir para toda n > 2|s|
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in -rX dr | <2 .

1
|§ m i f—in e 8 -r
Podemos entonces aplicar el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue para tener que

Lim 1 fin a-rx - dr }
n+» 2 11 1 =in B -Tr

E {

in

Lim : X -rX dr - ‘
n+« (B {2 T Lin e 8 - r}} ‘
in in
1 -rX dr - 1 -rX dr
Pero E {m iin a | -B-—:-—f-} T -'{-:Ln E(e ) B - T

(aqui el intercambio del signo de esperanza y el de integral

estd justificado por el hecho de que como se vid

-rX ar
Iiin e 8 -r

| < 2 para toda n > 2|s]).

Y asi finalmente nos queda que

in :
1 -rX dr Lim 1 ~-rX dr
. E.{§ m i fP e g - r} = B {n+w-§ T 1 Iin e 8 - r}.

in
.Lim 1l
* he 3T 1 £in E (e

=

-rx) dr
8 - r

1l =-rX dr
inIfrE(e‘ ) 0%




CAPITULGO II

En este capftulo se considera un recorrido aleatorio en el
que la ley de transicién qhe rige el paso de una etapa a

otra es la siguiente:

La probabilidad de que la magnitud del salto sea menor o
igual que y es l-e "Y' El1 salto se da hacia la derecha

con probabilidad p Y hacia la izquierda con probabilidad

q = (-pl,
Para este recorrido resolveremos los slguientes problemas:’

A) El de las densidades de estado cuando el proceao ge

Inicia en un punté Xo.
B) El del primer ?aso por un punto a ¢ Xo.
C) El del primer retorno a Xo.

_D) El de las distribuciones de estado cuando se introducen

al proceso una o dos barreras impenetrables.

El objeto de considerar este recorrido es ilustrar la
manera en que el operador M+ nos proporciona una técnica
para resolyer cilerto tipo de problemas que aparecen muy

frecuentemente en la teorfa de los procesos estocdsticos,
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El mé&todo de solucifn que se empleard estd esencialmente

basado en el uso de ecuaciones en diferencias y

transformadas de Laplace-Stieltjes.

A) S1 definimos la variable aleatoria Wﬁ como la
posicién de la partrcula al concluir la n-&sima etapa
Yy xn+1 como el salto entre la etapa ny lan + 1,

tendremos que:

W -Wn+Xn+1 (n-O,l.....).

n+l

Denotemos con wn(s) la transformada de L-8, de la
variable W, i esta transformada existe en una regibn del

plano complejo, y la relacidn

Vot (8 = ¥ (8) T(X 1)eeenaa(1)

vale en la interseccifn de esta regifn con la regifn en
que est8f definida la transformada de L-S de X +1°
En virtud de que {Xn}; es una sucesifn de variables
aleatorias independientes dos a dos e idénticamente

distribufdas, todas estas variables tienen la misma

transformada de L-S,

Esta transformada es —E;%— + —%ﬁ%—v y la regifn de



convergencia es |[real(s)|<u. Sustituyendo este valor de

T(X, 4q) en (1),

(a) _ () - u u :
Yoe1 = Vg (BL+ L2 (m=o0,1,2,..0).

La solucifn de esta ecuacifn en diferencias se puede

obtener de manera inmediata por recurrencia, y resulta

que

(s) _ P
v (S

n _-8x
n }

u q u -
s ¥ UTs e "o (n=0,1,2,...).

En principilo nuestro problema estf resuelto, pues
conocar la transformada de L-S5 de una distribucién dada,
es eéﬁivalente a conocer la distribucién misma, ya que
por el teorema de la unicidad (4), (7) sabemos que hay

una relacifn uno a uno entre estas dos funciones.

Esta relacifn estd representada por una f&rmula de
inversién que permite pasar de la transformada de L-S a
la distribucibn, y por otra f6rmula que permite pasar

de la distribuci®n a la transformada de L~S.

Ademds, la obtencién de cierto tipo de informacién
bdsica, tal como los momentos, es mucho mds fdcil
hacerla a partir de la transformada de L-S (a partir

de &ésta., los momentos se van obteniendo por

41



diferenciacién sucesiva), que a partir de la distribucidn

misma (este proceso involucra el c8lculo de una integral).

Principalmente por este motivo algunos autores prefie;en
trabajar con transformadas que con diatribuciones; y asf
consideran un probleha resuelto cuando conocen la .
transformada de la variable que les interesa, Como
ejemplbs se pueden citar en la teorfa de los procesos

(9) (10)

estocdsticos a Pollaczek y Prabhu

Sin embargo, como ilustracidn, vamos a invertir estas

tranfformadas para encontrar explfcitamente las funciones
de densidad de los estados y se ver8 que extraer de ellas
.cierta informacién tal como los momentos puede resultar

laborioso debido a su forma complicada.

En el proceso que estamos considerando, las variables
Wn’ (n =1,2,...), resultan continuas debido a que la
ley de transicién que rige el paso de una etapa a otra
es continﬁa: podemos por lo tanto aplicar el teorema de

inversién (4), (7) y obtener asi que la densidad de la

variable Wn es

_ 1 1w s(t-x_) u . n
£(t) = 77 f_im e o {1:—3;5+ %:%} ds.

Procedemos a evaluar esta integral. Por el teorema del

binomio, tenemos que

42
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: U TR%. n _n | n P .q  n~j
”{513 + E:E} = ¥ §_0 (J) (n+s) (u—s)

}

suatftuyendo en la expresitn de fn(t). nos queda

= 1 1eo s(t=x.) n _n . bl - n=j n
a(6) = gpp s ePT g_o Bt LMD as,
e intercambiando el signo de suma y el de integral,

£.(k) =" 5" (?)pj g3 L i s(tex))

jl:O I -]
1 1_ n-q ds. (1)
(u+39 (u=-8)
Paralcalcular,
Ij =" f%f fi: g8 (t=x ) 1 ds,

(uts)d  (u-g) I

empleamos en el casgo t -~ X, > 0 un contorno




Yy en el caso t - x 30, el contorno

Y. finalmente, tomamos el lfmite cuando n tienda a =,

81 en el primer caso, (t—xoaO), n»>uy Cn denota el

semicirculo indicado en la figura, entonces

‘fc eB(t—xo) 1 ] 1 _ ds|,5
n (p+s) (u-8)" J
1 1
In <+ O
|n-u|j |n+u|n ) n + ®

y, como para n > y el @nico polo del integrando en el
interior del contorno considerado se encuentra en

8 = ~u, resulta que I, es el residuo en 8 = -y,

44
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Calculemos este residuo.’
Esti claro que I, =0

Ahora, si para l £ § £ n definimos

h(s) = e®(E7%) 1 _
' (n-8)

entonces el residuo en 8 = -y es igual a

1 (§-1)
G-nT b

w),

en gue h(j-l)(—u)es la derivada de orden j - 1 de la funci6n
h(s). ‘

Utilizando la f6rmula de Leibnitz para la derivada de un

producto, nos queda que

§-1 ;
(3-1) _ j-1  4-1-k  s(t-x_) (k) 1
h (8) = ( ) (t-x) e o' D
k=0 X ° (p~8) D3

Por induccifn se puede ver que la derivada de ofden k de 1la
1

funcibn (u-s)n_j es
(tRel=gy gy L
k (n-s)P-IFk
entonces h(j_l)'(s) =
j=1 : ‘
j=1, n+k-1-j ey yJ=1-k _8(t-x) 1
kZo ( k)¢ X Yk! (¢t xo) e 0 m ’
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expresidén que en 8 = -y toma el valor

- i-1 - . i wlek =y (t-
Ry S Y ALY ORI kit (pex ) 371K e (e
k=0 ' .
1
- ’
(2u) " IFE
y asi resulta que-
I = 1 e’“G'jfl (o+k=1-3) 31, k! (g5 3"1"k
I o™l T ke k k ©3EDy

donde s = Je-x_| -

_ Bustituyendo en (I),

: -uéd n =1 ' i j~1-k
£,060) = EEo ] (D) plgPTd Ty (kelm) (2u6)
n 2"l 42y 3 k=0 k (§-1-k) !
51 r=j~l1l-k, entonces
-ud n o)
£ (t) = ke ny 3 _n-j 1  n-r-2 2us) L
n (t) E;H:T jzl (j) P q rzj—lET_ (j—l—r) ( UG)'
intercambiando el orden de suma,
-8 n-=1 r n
£ (t) = e | {2u8) (P (B2 plgnd
n : -1 2o x. j£r+1 n=j’ "j=l-r
pero,k = j=-r-l1 y nos queda
-ud n-1 r n-r-1
: e (2ud) n n-r~2, k+r+l
fp ) = T LS 0 (e OO

2 reo * k=0

-k-r-1
qn k-r
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-E1 caso t-x, < o se puede tratar de manera ahaloga al
caso que acabamos de tratar. De hecho lo ﬁq%co que hay
aue hacer es considarar el otro contorno de integracidn
que sBe indic6 en la figura v repetir paso a paso lo

que se hizo cuando t-x_ 2 oO.

Sin embargo, resulta mucho m&s interesante hacer ver que,
81 congideramos un recorrido aleatorio semejante al aquf
supuesto, pero en.el que p Y q estén intercambiadas, es
decir, los saltos son a la izquierda con probabilidad p
Y a la derecha con probabilidad q, las dénsidadaa de
estado de este nuevo recorrido, en el caso t-xo < 0 de

nuestro recorrido original.

Por la simetrfa de la ley de transicién, sabemos que en
el nuevo recorrido, en el caso t--x° > O 86 cumple para

n=1,2,.... la relacién

-yg N-1 y Pr-l :
by = ME L 7 (28 LS B G
n D= r=0 r. k=0 n-k-r-1 k

k+r+1 n-k-r-1
d P

donde § es la distancia de t a xo.

Volviendo a nuestro recorrido inicial, tenemos

£ (t) = 1 t = x
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y, paran = 1,2,..., fr(t) adopta la forma,

ni t-xo menor que cero,

e ML 2w ™ M m o nere2) gkrdl ncker-l
T R xme  Pok-r-l k ' P '

Yy, 81 tho mayor o Jlgual gue cero:

- n-1 -
e ué (zud)r n-rl

( n 1)(n-ll;:-z) pk+r+l qn—k--r—l

2n—-l r! S n=k=r-

r=o k=o

El paso p = g presenta un interés especial. Las expresiones

de la densidad se pueden entonces reescribir como

e} t <o
fo(t) B2 1 t =0
0 t» o,
Yy para n = 1,2,...
e by =20 YT @O)F P nere2
n 2En--I reo . Y7 keo D=k-r-1 k 7 °

Ee bien sabido que para a y b reales y m entero (5)

a
a b a+b
REO (m—k) (g)'l= ( m ),
entonces para n ® 1,2,.00040 Y
£ (t) = ue-ud n-l (2u6)r (2n—r-2)
n 2n-1 r! n-r-1’ *

2 r=mo



Para el caso p = g, se tiene asi, que

para n =1, 2,..., fn(t) adopta la forma,

Bl t < x _,

o
n~1 r
e uix, -t) (2u(x? t)) (22_;%) ,
22n-l r=o r.
y si t > xo'
n-1 : r
ue-u (t"'xo) (2\1 (t-?co) ) 2n_r_2)
22n-1 =0 r. n-r-1’"

Expresiones que concuerdan con las que B, W. Conolly obtiene

(3).
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CAPITULO IIT

Nos interesa ahora resolvar un problema de primer paso,
es8 decir, si el proceso se inicia en un cilerto punto xo'
¢cudl es la probabilidad de que Justamente durante la
n-ésima etapa pase por primera vez por un punto a ¥ xo?

Congideremos dos casos.
Ia_' a < x .
o

S1i el punto "a" estd a la izquierda de xo, para que el

primer paso por "a" ocurra precisamente en la n-&sima
etapa (n = 1,2,....), es necesario que en las n-1 etapas
anteriores a la n, el proceso se mantenga a la derecha de

"a" y justamente en la n etapa pase al punto "a" o a la

izquierda de &ste.

Sea N la variable aleatoria que nos indica el nfimero de

la etapa en que ocurre el primer paso por "a".

También definimos Wj como la posicién del m6vil al

concluir la j-ésima etapa y xn como el salto que da

+1

entre la n y la n+l etapas; entonces, tomando como origen

el punto xo,



ijrl = wj + xj+1 (1 = 0,1,2,.....).

En estas condiciones, el primer paso por "a" se verifica

en la n-&sima etapa, 81 y 88lo sl ocurre el evento
AWy > a, Wy > A, W

Entonces el evento {N = n} es lo mismo que el evento

W, > A, W o>a, Woga) .,
Sea
v, = Pr (N = n} = Pr'{wl > A,..., W

teniendo en cuenta que para n » 2

-

{wl > 8y, Wn—l > al = {W1 > A,004 wn-l

> 8, W o> “a) +
{Wl > a’l.l' wn_l > a, wn‘s a-}'

podemos escribir

vV, = 1 - Pr (W, > a}

1

vV, = Pr {w, >a,..., W , >a}~Pr (W>a,..., W >a}

(n=2,3’.|n)l
Nos basta entonces con conocer las probabilidades de los

eventos {Wl > Bpeeey Wn > a} para n =1,2,..,,, para tener

51



resuelto nuestro problema.
-Ahora bien,

.'{w1 > Bpevess, W3 a} =

"{ min {Wj} > a} = { min '{Wj} - a > o} .
lgjgn 1lsjsn

Si1 A = min '{Wj} —a, yF (x) es la funcitn de
T 1gjsn

distribucién de A, s entonces

Pr {W; > a,...., wo>a} = Pr { min '{Wj} > a}) =
lgjsn

Pr { min {W,} - a >o=1-F_(0),
l¢jgn I n

Y las relaciones

v, =1 - {Pr W, > a}

[

V,=Pr (W, >a,..., W > a} - Pr'{Wl':ra,.‘..,W‘:'a}

n-1 n

ge convierten en
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VnﬂFn(O) -Fn'—l(O) (_n- 2,3,-..0.)-

S1 V(z) = } Vn z" es la funcidén generatriz de'{Vn};1*
g n=1 '

entonces

V(z) = Fl(o) z +h§2(Fn(Ol - Fn-l(o)) 2z

=F,(0) z+ [ F (0) 2" =T F___ () 2
1 - n=2 n n=2 o 1

n

n n

= F.(0) z+ } F (0) 20 -2 ] F (0) z
! n=2 " n=1

= (1-2 }F() zD,
n=1

51, por otro lado, consideramos el recorrido aleatorio

Uo =0

Uppp = Min (U + X 0) (n =0,1,....),

n+l n+l’

ge tlene que en este recorrido
U, = min (x1 TRyt # Xor Xyt 000 t Xorevey xn, o’)
(n = 01112-00.0)_0

Definimos para n = 1,2,,,..; Yn = Un-l

Yoo = min (X 4 Xp b il b Ko, Xy F e R X ey XD

+ xn; entonces

* Nota: El radio de convergencia es no nulo ya que V(z)

converge al menos para |z|<l.
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y como {xj}; es una sucesldn de variables aleatorias
independientes dos a dos e ldénticamente distribufdas,

resulta que

- *
Yn '\' min (xl + xz + LI BN ] + xn' xl + LI I ] +‘xn_1'l..' xl)

= min (Wn' wn_l'coi' Wl)

= min (W,) = A + a;
i n
lgjgn

es decir,

An+a'\:Un_1+Xn (n‘l,z,.-.-)o

Esta relaci6n nos permite encontrar la digtribucién de Al

a partir de la de Unf

En el proceso {Un};, la ecuacién

= min (Un + X

Un+l n+l’ o}

@8 equivalente a
“U,4q = max (---Un - xn+1, o).

Sea U!

n+l = 'Un+l; entonces

gv

-— ' -
41 = max (Un X

n+l’ o).
*Nota: El sfmbolo ~ quiere decir "tiene la misma distribu-

cidén que"
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;

En virtud de que-{—xj}; sigue siendo una sucesidn de
- variables aleatorias independientes dos a dos e idé&nticamente

distribufdas con transformadas de L-S.

Py + Qe (|B|<u):
-8 . ¥+ 8

s1i ¢n(s) denota la transformada de L-~8, de Uﬁ, la dltima

relacidn se puede llevar a la forma, -

: = ut ' qu pu g
*ne1 (8) Mo {¢n (s) {u + 8 T T B}]f

y, debido a la linealidad del operador M, ésto dltimo

podemos escribirlo como

+- U + :
dpe1(8) = @ MO Lo, () o 5) + p Mo {4, (s) —h)

e (s) —Ey,

. . )
Pasamos ahora a calcular Mo {¢n(s) Fe;-g}y MG n TR

De la regla para calcular el operador M; tenemos que

a

+ U - 1 U dr
My {¢,(s) E-;—g} = 31T fr ¢, (rl VT 5 - T + o,

donde a  es independiente de s y I' es una trayectoria que

coincide con el eje imaginario recorrido de -ix a +ie«

Para evaluar esta integral, consideramos una trayectoria

como la de la figura y después tomamos el lfmite cuando n

tiende a infinito.
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Por ser ¢n(a) la transformada de L-S5 de Uh que es una
variable aleatoria no negativa, podemos garantizar gue,

para real (s) » o, ésta transformada es analftica y esté

acotada en mbdulo por 1.

Entonces a lo largo de CN y para una s fija

H dr H ! '
lfc ¢n(r) p+r 8- rl N IC |¢n(r)[ |1u+r)(s—r)' dr
N N
1 N It “+ 0O
N N -|s] N + o

y como el dnico polo del integrahdo se encuentra en r = 8,

tenemos Jgue

1

/ ¢ _(xr) ! dr
2 0 1 r n T —




es el residuo, con signo cambiado, en 5 = r.

Sustituyendo, nos queda

+ u — : 1\
MO {¢n(s) _— s} ~_¢n(a) N + @

Para s = o esta expresifn debe valer uno; utilizando esta

condicifén se obtiene que o vale cero y

+ u v M .
Mg e, (s) " =1 = ¢, (8] s

Este resultado era de esperarse ya que ¢n(s) es la
transformada de una variable no negativa ﬁ/u+s es la

transformada de una variable con densidad
£f(x) =

Entonces ¢n(s) es la transformada de la suma de estas
dos variables; como esta suma resulta una variable no

negativa, se debe tener

+ ‘ H - . u .
ME (4, (8) =) = 4, (8) g

El caso M;'{¢n(sf- E B} es de naturaleza un pocc

U

diferente, ya que, siendo .y  la transformada de una
yp = 8

57
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variable no positiva con densidad

pGMx X & O
f(x) =

o] X >0

Y ¢n(s) la transformada de una variable no negativa, el

producto ¢ (s) ——g resulta la transformada de la suma

de estas dos variables y sobre la transformada de esta suma

no podemos decir nada a priori.

Aplicando la regla para calcular el operador M;,'resulta,

+ u - 1 i dr
Mo- {¢n(5) - s} 2 ni (F ¢n(r) p—-r 8-r + Bn'

Para evaluar esta integral empleamos exactamente los mismcsz

contornos gue en el caso anteriorr Por las mismas razonec

de antes se tiene que, a medida que N tiende a infinito, la
i _

integral a lo largo de CN tiende a cero, y

1l dr

- u
201 fr ¢y (r) y-r 8 ~r

es igual a menos la suma de residuos en el interior de la

trayectoria;

Para una s fija, N>|s| y N » p el integrando tiene dos polos

en el interior de la trayectoria, uno en r = s y otro en
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r = p; calculando los residuos correspondientes se tiene

- que
1 u _dr : u ' u
T‘"”—nifr fbn(r)u__r P ¢n(s)u_s+¢n(u) 5=
y de aqui
MY {6 (8) —E )} = ¢ (8) —E— = ¢ _(n) - + B
o n U - 8 n U - 8 n p=-8 . 'n’

Para. obtener Brn? nuevamente empleamos la condicifn de que
para s = o, la expresién anterior debe valer uno, asf que

By = ¢n(u); y, finalmente, tenemos

+ u ‘ 8
My {¢,(s) o =1 = ¢ (8) — * ¢, (0) = .

Como M+ {¢_(8) L } es la transformada de una
o n u -8

variable no negativa, en la regidn real (s) » o, esta
transformada es analitica; por lo tanto el poio en 8 =y

es aparente,
Para el recorrido aleatorio'{Uﬂ}; nos quedan las relaciones
bo(8) = 1

y pu s
dps1 (8) = g ep(e) + BEoy () - B ).

S wn(s) eg la transformada de L~5 de la variable Un’ se

tiene wn(s) = ¢n (-8), ya que Uﬁ W - Un; por lo tanto
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vo(-8) = 1
: , .
by (-8) = B v (e o+ Ry e ER v ()

y para el recorrido aleatorio'{Un}: las dltimas relaciones

se convierten en
wo(s)..ﬂ 1

bpp (8) = 755 v (e) t e B MO R =By
Por ser'wn(s) 1a transformada de L-S de una variable no
positiva, si real (s) < 0, v,(8) es analftica. Por lo
tanto, el polo en s = - u de la acuacién en diferencias es
g6lo aparente (&sto se puede comprobar con facilidad
aplicando la regla de LHospital) .

Sea Q(s,z) =} v, (s) z" la funcién generatriz de la
n=0 ‘

sucesidn de transformadas {wn(s)}z *

Reescribiendo las ecuaciones

wo(s) = 1

- pu_ ‘qﬁ ps -
Vo4 (8) v st - = v, (s) e Wy, (=1)

* Nota: ) wn(s) z" conyerge al menos para lz]<1 y real
n=o

(8) % u.



an la forma

lpo.(s) = ]

(¥ = 8%, (8 = (u® + us(a-p) 1y, (8) + ps(u=a)y, (-u), y

multiplicando la dltima por zn+1,

2 2 n+l
(v -8 )wn+1(s) z -

z'{u2 + vs(qg-p) Yy (s) 2" + zps (u-s)wn(—u) ;n.

Sumando luego sobre n,’ .

o

n+l

2 2,
Do - 8%y ,(8) z =
n=o
} oz (u? v us(aptu_(8) 2™ + ] zps (u-8)¥_(-n) 2"
n=o0 _ n=o

y de la definicibn de-ﬁ(s,z) resulta,

{a(s,2) - wo(s)} (u2 -52) =

P {u2 + us(g-p)lia(g,z) + zps (u-s)Q(~u,2).
Despejando a f(s,2) nos queda

C(u o~ 8) {(u + 8) + zpsf(-u,z)}

Q(s,z) =
W2 - 8% - 2(u° + ys (q - )}

61



Ahora bien, se puede demostrar que la ecuacién ‘

u2 - 82 - Z{ﬁz + us(q'P).}

tiene un cero 31(2) con parte real positiva y un cero
s,(z) con parte real negativa, si |z|<l. Factorizando,

queda

w?- 8% - ztu® + vs(@p)} = (8 - 8)) (s, - 8)

en que

8,(z) = -z (q-p)~+\/ 22y (q-P)2 + 4y (1-z) vy
2

8. (z) = =24 (g-p) - 2232 (g-p)? + 4u? (1-2)
2

2

Las relaciones 8) + 8, =~ Zu (g-p)

5, 8, = - u2 (l-2)

garin utilizadas mids adelante.

.Sustituyendo en la expresién de 2(s,z), obtenemos

(u-s) {u+s + zpsf(-u,z)}
(s—sl) (52—5)

R(s,z) =

Q(s,2z) es analftica en la regifn real (8)go ya que



Wn(s) es analitica en esa regién, como ya Se habia

mencionado; por lo tanto, el polo en s, (z) es aparente.
De esta condicidén obtenemos que, para 8 = Bz(z).
(Q - 8) {p+s + zpas Q (~n , z)}

ge anula; pero p=-s,

2 no es cero, ya que p, es un real

positivo y ~g, un complejo con parte real positiva:

entonces
u+32 + zps, 0 (=p, z) = o,
de donde
+
zp @ (=, z) = H¥8, .

Sustitﬁyendo este valor en la expresidén de § (s,z), nos

queda
R(s,z) = B2 K
s -8, 8,
= § y_(8) z".
neo
Recordando que Y ., = U+ X 1 n=0,1..... ‘):

tenemos que T (Yn+l) =T (Un) T (Xn+1)
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r
u2 - B
de donde
¥ OT(Y, . 4) PR } oy (s) M.t u8 (g-p) gPtL
n+l L "n
n=0 =0 TR -1

'y de la relacién Y, v An + a se deduce que

sa
e .T(Yn) = T(A),

I ra) 2" = e®* | T(y ) 2"

n=1 n=1

2
+
- eBa 2 u us

éq-p) R(s,z)

u2 - 8
2
= 52 U=+ us (g-p) z u
ut+ 8 8 - 8; 9, *

Esta dltima ecuacib6n nos da, en principio, la soluci6n
a nuestro problema, ya que a partir de ella podemos
encontray Fn(x) y por lo tanto Fn(o). Sin embargo, es
posible obtener la solucifn al problema de una manera
mds elegante, utilizando una idea de Pollaczek (9).

Definimos H (x,z) = | Fn(x) z" y consideramos la
' n=1
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transformada de L~ S de esta funcidn:*

o0 -gX -3 - -
1S,e a1 (x,2)) = ST e a [ F (x) 2"

n=1

m

n n L] -
F,oo(x) 20 =) 270 /e 8% g F o (x))

m T e ¥ d,
n=1 n=1

pero

e © d Fn (x)

no es mds que la transformada de L. S de F, (x), que es
la funcidén de distribucién de la variable A1 por lo

tanto,

vas OO

® - 2
7, a B (x,z) = 52 bt us (gup) =z .

n+s 8, 8,
De la definicidén de A = min (Wy, Wos.....W ) resulta
n 1 2 n’
que, como Wy, Wys.euor W tienen distribuciones continuas,

entonces An también tiene distribucién continua, y de

aqui que H (x,z) = Y Fpx) z"' gea continua en x.
n=1

Aplicando la formula de inversién para transformadas de
Laplace Stieltjes, tenemos que
* Nota: E1l radio de convergencia de ¥ Fn(x) z" es no

n=1
nulo, ya que la serie converge absolutamente para |z|<l.
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in 8 80

1 e¥.g
It -in

5 Lim . Lim / T(H(x,z)) ds

y.’.—m‘nf-—)-w

H (o,z) = T

in sy 2,
- 1 e =1 u“"+us (g=-p) z u
T MM U ST Sws s, asy 0

Yy + =on -+

Para evaluar

in e®Y-1 u2+ﬁs (g~p) z u ds
-in 3] u+a8 8, a-sl

Lim /
n -+ o

empleamos un contorno como el de la figura

De la forma del integrando,

L e -1 u2 + pus (g-p) Zz ﬁ
1 B+ s 8, 8 = By

resulta claro que cuando n + = la integral a lo largo del

semicirculo C, ” © ya que por ser "a" e "y" negativos,



los términos eB

2y e®Y -1 estdn acotados en médulo (a lo
largo de C, la real de 8 es no negativa) y en el resto de
la expreeién

(u2-+ s (g-p) 4 u )
8 (p + 8) 8, 8 ~ 8y

s aparece a la potencila tres en el denominador y a la

potencia uno en el numerador.

Por lo tanto

Lim _1 _ ,in &% - 1 _sa u + us (q-p) _z u
n-+« EHI -in 8 u -+ 8 52 8B -

es igual a menos la suma de residuos en el interior de la

trayectoria.

Para n>l91| el Gnico polo del integrando en el interior
de la trayectoria estd en s = B,. Calculando el residuo
correspondiente, obtenemos que el limite es

12 4% 4 Sy (g-p) =z

81 wotos, 82

Tomando limite a esta expresién cuando y + «, tenemos que

12,2 4 P8y (g-p) 2z W

_ 8
H(o,z) = e

Fecordando que -8y B, = uz(l - z), esto se convierte en

67
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2
H(o,z) = 1% ¥ _* ¥8 (a7P) ¢z
W+ o8y u(l-z)
Por dltimo, como
v(z) = (1-z) H(o,z)., suﬁtituyendo obtenemos

. u+Bl
=) vn 2" (a < x_ = o).
n=1 o

Hasta aqui el andlisis del caso a < X,.

I1) a » x_.
o

‘S1 el punto a estd situado a la derecha de x,. en lugar de
tratar de resolver el problema de una manera directa,
consideramos un proceso en el cual la ley de transicidn
que rige el paso de una etapa a otra es la misma que en
nuestro proceso original; pero en el que p Yy qvintercambian

susg papeleé.

Es cdlaro gue la probabilidad de que en nuestro proceso
original el primer paso por a ocurra en la n~ésima etapa
es igual a la probabilidad de que en el nuevo proceso el

primer paso por -a ocurra también en la n-ésima etapa.

Al intercambiar p y q,
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o

s, (z) = =2 {9=p) ;\Jzz u® jqufz + ap? (1)
5

se convierte en

-zy (p-9q) +\/22 uz (p-q)2'+ 4u2 (1-2)
2

- - -2t _(g-p) :\/22 p2 (g-p) % + ay? (l-2z)
: » - ‘

| f - 8, (z)
y V(z) adquiere la forma

a

82

W= 8, (q-p) (a>x° = 0).

V (z) = ze
u-8,
Las soluciones que se han encontrado corresponden al caso -

en que el punto x donde se inicia el proceso, es al

ol

origen.

El problema que ahora vamos a considerar es el del primer
retorno. Suponiendo que el proceso se inicia en un punto

X, ¢cudl es la probabilidad de que en las siguientes n-1

OI
etapas, el proceso se mantenga a la derecha (izquierda) de
X, Y precisamente en la n-ésima etapa pase por primeras vez

al punto x, o a ocupar una posicién a la izquierda (derecha)

de este?
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s1 el proceso se inicia en el punto x_, dada la forma de
la ley de transicifn, al finalizar la primera etapa, el
mévil no puede séguir en el mismo punto ya que la probabi-
lidad dg.que.xl sea cero ea nula, por lo tanto hay un
galto y el mbvil pasa a;ocu?ar,una posicibn bien a la

derecha o bien a la, lzquierda de P

Nos interesa que én las primeras n-1l etapas el mévil
permanezca del mismo lado de X, en que quedQ al finalizar
la primera etapa y precisamente en la n~&sima etapa pase.
A xo,ozal 1édo“contrario; eg dacir nos interesan lasg

probabilidades de los eventos
(w1>xo, wquo) + (Wlﬁxo’ Wz;xo),

(W1>xo, Wy>Xor W34xo) + (wldxo' WysXoe WBExo)'

(Wlb'xo, | [N ] '. Wn_'iPxop Wnéxo) + (w1<x°' o8 w0y

- Whe1%%o7 Wnaxb)'

Pero la prob&bilidad del evento

(wl?xofto.l..' Wn_l>xo, Wnéxo) (n = 2,3,-.-‘0)



la conocemos del problema anterior y no es més que-Vn;
también del problema anterior conocemos la probabilidad

del evento

(Wl<x ey w <x°’ wn;xo) [

o' n-=1

y, 81 definimos

c(z) = hzz{Pr(Wl>xo,..,;, Wn_l>xo, Wﬁ5xo)

+ Pr (Wl(xo, isey Wn_l“xo' wn;xo) } 4 ’

resulta que

l...'w.

c(z) =} Pr(W1>x n-1

: n
>X _, W sx ) z= +
n=2 o n~“o

0’

z- Pr (Wl':xo, vee Wn_']_‘xo’ Wn,;'xo) z +

n=2
Pr(wrsxo)z - Pr(Wlsxq? z + Pr(Wlaxo) z - Pr(ngxo) Z.

Del problema anterior sabemos que

Pr(Wlsxo) A +n£2Pr(wl>xo,...., W

: n
»X W <x z
n~1""0o" "o~ o)

es igual a u* sy (q-p)
2 o ,
H 1
Y w
Pr (W, > x_} 2 + nX: 2Pr‘{Wl < %

A

- a % <x w
r ! Wn o' 'n

o)

}

71
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w8, (q-p).

U"'Bz

Nos queda asi que

n + 8, (g-p) ﬁ - 8, (g=-p)
(—2 oo 72 R
u 1 Bl ‘ H = 82

C(z) = z

ya que
Pr {Wlaxo} = p Y Pr {wlso} = q..

Tenemos resdelto, pues, nuestro problema del primer retorno a

un punto L



CAPITULO IV

Supdngase ahéra que se introduce al proceso una barrera
impenatrable en un punto a <« xo_donde X, es al punto en

Que se inicia el proceso,

Esta barrera tiene la propiliedad de que si en algdn momento
se produce un desplazamiento que de ordinario mandarfa el

mévil a-la 1zquierd§_de "a", la barrera lo retiene en "a".

Dejemoé que Wn denote la posicidn del m8vil de concluir la

n—ésima etapa y xn+l

n + 1'etapa, entonces tomando como origen el punto xo,

el "salto" que da entre la n y la

Wy = O

1] = max (& y W+ xn+1) {(n = 0,1,...).

n+l

Sea wn(s) la transformada de L-8 de L (n = 0,1,....). Po=
demos garantizar que en la regifn real (s) > O estd trans-

formada es' analftica; para verlo, basta notar que Wn - &4 es8 una
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¢

variable nunca‘negativa y.por tanto en la regién real
(s) 2 o au-tranaformada'qa analitica y eatd acotada én
médulo por 1. 1La tfaﬂpfbrmada.de.wh gera e™32 T(W,,~a)
que:reaqlta anaiitica.en la regién en que es analftica
T(Wn;a), que sabemos inéluyelal'menﬁs la régiéﬁ real

(8) 3 o.
Aplicando el operador M: tenemos que

wo(ﬂ) = ],

= yt: PH_, . qu .
Ve (@) Ma {¢n(“)ﬂ,+ gt 5}

= s WY (et () Rge R,

El operador M* es un operador lineal; aprovechando este

heCho )

n+l

sa _ +.  _sa o + . _8a ”
e 5 TP 0 g

Procedemos & calcular

+ esa (B)
Mo n

}lll 1l ‘era. wn(r)ﬂ H dr

u
u+ s 201 fr W+t rs-r + n

Para evaluar la integral, consideramos un contorno como el

de la figura



con n>|s

Al hacer tender "n" a infinito, la integral a lo largo'del
semicfrculo Cn tiende a cero ya que, si r es un complejo
cualquiera con parte real positiva,

o Tt ar

v e = /s Gy (t) | s o

-real(r)a
H IS,

por lo tanto,
ra
le™™ vy (r) |52

y en el reato'de_la expresifn r aparece a la potencia dos

75
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en el denominador y no aparece en el numerador.

Para n*|s|, el dnico polo del integrando se encuentra en-

r = gy entonces,

=7 't et by (x) ;*ﬁ’r S frr = -~ suma de residuos en

el interior de la

trayectoria

)

f eB’wn(s) 7 s

Para s >0, esta dltima expresidén vale uno; por lo tanto

a_ = O,
n
Calculamos ahora M+’{agaw (8) .Y 3} . Utilizando el
_ o n Wwe-8
mismo contorno. Fn + Cn' se tiene, por las mismas razones,
que
1 ra T u dr
7T ‘@ v,(x) < s -% " - suma de residués en

el interior de la

trayectoria

na o u
et v, o

= eaawn(ﬂ) =

-8

Parm = = o, gse debe tener -
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M+'qua u(8) E—%ma} =1

o
de esta condicidn se deduce que 8, eyafwn(u).'Sustituyando,
resulta que

+ . 8a - | o - . - na y _8
M, {e Wn(g) Tag! e® wn(B) p=8 ~® V) ——m—,

'Entonces,

qu_y _ gha 8
Yme gty 30

sa
Yhep(8) 7 = 2y (s)(u + 5 T =&
Por ser wn(s) e®2 14 transformada de L-5 de 1la variakle Wn - a,
que €8 no negativa, para real (8) > o esa transformada es
analftica y estd acotada en médulo por uno. Aprovechando
este hecho, definimos para |z|<1

2(s,2) = ] e®® v, (8) 2"

n=o

gque no es m&s que. la funcién generatriz de las transformadas

de L-S de las variables Wﬁ - a.

De la ecuacién en diferencias

o . . .
Vpep(8) e = eBa Wn(s)_{p Pov iy - g8 o) —25

se obtiene

. ' ) . . ' 2 .
Vpep (8) %2 g0*L o w (a) {H_Iiﬂiﬂ_gl} 2"t

- 8

*‘"’ﬂgﬁ—r



Sumando sobre n,

- . 2 -
L ¥pey(8) €52 2l o g LOUS(R) } o83 (g) 5P
‘w - 8 ‘ ;

n=o " n=o
(u+a B ua n
-z *—g—l-gg 1 &' v (w) 2"
\ uo = g° nmo n-.
as decir,
_ _ ,

A(8,z) - %% w LFWSILAR) 5 q(g,z)- LU4BIGB. 5 gy

H - 8 -8

Despejando a q(s,z), se obtiene

Q(BpZ)_- iﬁ+5; {(HEQ) eﬂa . zgs n(ﬁlz)}
| W= 8" -~z(” + us (q-p))

‘2 2

Ya sabemos que la ecuhcién pe =~ 8 -z (pz +us (Q~p)) =o

tiene un céro 81 (z) con parte real positiva y un cero nz(z)

con parte real negativa (recuérdese que |z|<l).

Como Iﬂ(a,z) es analitica para real (s) g

es aparente; por lo tanto, para g = 8y
(M + 8) { (ums) 3 - zgs a( uz)}
se debe anular..

Utilizando eata.condicién, se obtiene que

o, el polo en 8y
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(u-8,) e®1%
zq f(w,z) = 8y )

sustituyendo este valor en la expresidén de (s, z),se

obtiene

81-(u-8) o2 - B(u-ﬂi) a?lal

f(s,z) = 212 .
1 (s-8,) (8,-8)
8i, por otro lado, consideramos H (s,z) = § ¢ (s) 2P,
, n=o

(funcién generatriz de las transformadas de L-8 de las

variables W,), se tiene que

H (8,2) = e”%8 q(s,z);
asi,
" + g 81 (u-8) -'s(u—s‘s el817%),
"H (8,2z) = 1
8, (8 - sl) (52 - 8)

Analizamos mhora el caso en que se introduce una barrera

superior impenetrable en b.

'§1 W denota la posicién del mévil al concluir la n-ésima
etapa ¥ X,.q el salto gque da entre lany la n + 1 etapa,
entonces, tomando como origen el punto X, donde se inicia
el proceso, resulta que

W = 0
0O
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Wh+l

= min (wn + Xn+1

[4 b) ‘ I. (n-O'lrl..o),

pero,

mig (wn X g0 b) = = max (-wn =X .1+ =b),
as decir,
Wo = o:
"'Wn_'_l-max (.-bl '-Wn-_x ) (n-O,l,....):-. |

n+l

San w; - Wn; entonces,
Wé = 0

Wl

n+1 ) (n-°'1'.-|t)l

m - ! -
max ( -b , woo= X

Estas dos ecuaciones son exacfamenta las mism&a que
tenfamos cuando consideramos el caso de una bafrara
ihférior impenetrable, s6lo que ahora la ley de transicién
que rige el paso de una etapa a otra ﬁparace con el aigno
cambiado. Aprbvechando la gimetri{a de la funcidn de
distribucién-de la léy de transicién, vemos gue la

~distribucién de la variable -xn es exactamente la misma

+1

que la de la variable xn pero con p y ¢ intercambiadas.

+1'



Asi tenemos que, si H' (8,2) es la funcidn generatiz de
las transformadas de L~ 8 de las variables WQ.

-5, (u-8) - s(u+8é) o8, - 8) (-b)

H'(s,z) = & ts
: "8, (8 + 8,) (-8, - 8)

(ya que al intercambiar p y q; 91(2) se convierte en

—sz(z) Y sz(z) en.-al(z)).

Como Wﬁ = = Wn' si wn(a) ags la transformada de L= 8 de

Wor vy(8) = ygo (-8), entonces, si
H(s,z) = L ¥ (s) zP
n=g n
. es la funcidn generatriz de las transformadas de L-§

de las variables Wn (n =.0,1,2,.004)0

H(s,z) = H'(-s,z)

N o- 8 52(u+8) - 8(u+s,) 9(32 - 8)b

52‘ (é - sl) (32 - 8)
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CAPITULO v

Para finalizar analizaremos el caso en que se introducen
al proceso dos barreras impenetrables, una inferior en

"a" y otr& superior en "b".

Sea, como siempre, W, la posicidén del mévil al coneluir
la n-ésima etapa, y xﬁ%l el aalto‘que da entre la n y la
n + 1 etapas. Entonces, tomanddvcomo origen el punto Xt
donde se inicia el proceso,

W° f of

w

L = min_'{max ('a, W, + xn+1')a b}f

= max {a, min ( w, + Xoe1 ? b) } o (n=0,1,....)., °

Sea y,(s) la transformada de L -S de la variable W
(n =o0,1,...). Esta transformada es analitica en todo
el plano complejo; ademas, para real (s) o,

b : )
|¢n(g)| = | ¢ o8t den (t) | < o~ (real(s))a,
' a-o .



y para real (s) £ o,

o b
o) = | 1 ™% amw (6 | ¢ " (FeRLENID.
R a-o .

Definimos W, = min ( W, + KXol * b).
- Claramente,

-W; = max ( “W, = Xy ¢ «b ).
También definimos

ﬁ. = “"W (1]
n n

Entonces,

W, = max _( =b, —Wn).

Sea Wn(a) la transformada de L~ S de la variable "Wn.

Aplicando el operador M*, obtenemos

qu ,
8 u+B)}

$;(s) - =8 (-b) .M+'{eﬂ("b) wn(—a)( P}
0 . v =

b 1 ~rb pu qp dr sb
= e
501 fr.e _ Wn(_r)(ﬁ -r n r) 5 - T + ea a

Para evaluar la integral, consideremos una trayectoria

n.

como la de la'fiéura,
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" Para foal (s) > o0, -8 tiene parte real no positiva.
 Entoncas,
v (=8) |¢ et (real ) b,
‘ n .
lo que impiiun que, para real (u) > 0,

-8b) 1.

e

lv,(=8) e

" Aprovechando este hecho, resulta facil ver que;, si .
hacemos tender "m" a = , la integral a 'lo largo de Cn

tiende a cero, ya que, 8l r es un punto de cn.;
v (-r) e™Pls 1,

Yy en

_BM_ 4 o_quy )
TR T r? B - r

(resto de la'expresiénj
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r aparece a la potencia dos en el denominado;sy no aparece

' en el numerador; por lo tanto,

: 1 ~rb - _pY: gy, _ dr  ;;'
k-{i‘ ml‘cﬁe wn(r) (u-r+u+r’ s -1¢  ©
y eafe resultado 1mplicﬁ que

1 - g dr .
T fr w (-r) (u - r Y E v =T
T/, O e G T 7L gt
qu dr
W+ r 8-7
= - residuos en el interior de la trayectoria.

B =y

= o7%P by l-8) —BE- 4 e8P v, (-8) 'u——?_u + e w (-u)—P--

~-8b
=e Y (-'-s)(u +

i u + ,)+ e w (=u) ;—E—; .

[

Sustituyendo este valor de la integral en la expresidn de E;(s),

queda. que

- B u L]

r

Tole) = b, (-s) (-BL_ 4 S 2 e“' DBy () -P-—_+ e®® 4

Para 8 = o, estareﬁpresidn:debe*valer‘1; de_hQuI-quo



a = e HP v, (=u) P,

y, finalmente, obtenemos

m = - Pﬁ qu - _ (s=u)b ¢_(=u) g8
b (s) = v (-8) (—EEo 4 Ly-e n u—f_f—;

Por ser Wh(s) la transformada de L-85 de Wh = -Wg, tenemos

que, si y"(8) es la transformada de L-5 de la variable w" ,
n n

b (8) = F (-8)

= Vo ~_Pu _qu -(u+s)b . _. ps
n(8) G5 + =gt e L2 D e

De la definicién

W = min (Wn + X 1 b) (n=o0, 1,...)
se obtiene la relacién
wn+l = max (a,'W;) ; (n =0, 1,i..)0

Para las transformadas, estas relaciones se convierten‘en
: + 0"y, o o B8 yt 4sa V.
Vpey 8) = M (v (8)) = e M, e v (8)}

r o et? w;(r) _4r_ 4+ 8 ).

—Baf{” 1.
r 8 - r n

Para obtener el valor de la integral, consideramos de nuevo

el contorno T +'Cn y, hacemos tender n a «.
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Notamos que,

1 ra <, pu | qu -(p+x)b L
m fI, e {'bn(r) (u e + T r) + e Wn( U)
pr } dr
u+r 8§ -r
ro c,
o o1 ra . pu dr 1 ra
2T T /r e W Y sTEt T e e v @)
qu dr
M+r 8 -r
+ 1 f e"'l-lb e." (b-a)r v ) pr dr
2Tmicr n" "V ¥r g-r¢ ¢



Aprovechando el hecho de que para real (r) 2 0,

, 'wn(r) I \( E- (.reﬂl (r))ap

0, lo que es lo mismo .

Sl

Iwn(r) e 1,

es obvio que, al hacer .tender n al infinito,

1 ra - \
T / e v (r) pu dr
_ I "Cn n w+rs-r *0©
' n W-I 8¢ !

ya que; Bl r es un punto de Cn' su éarte real es mayor o
'igual que cero; lo qgue supone gue |, (k) e ¢ 1y en él-
resto de 1&9 expresiones de ambos intgg;andos,f aparece a -
la potencia dos en el denominador y no aparece en el

numerador. Esto implica que

1. ra ‘ L o
T S e y. (r) P dr _ .sa .\ . pu
N A A M O e =

! - ra | ! ,
> T r© lJJn(r) qu dr  _sa v_(8) ;‘%HE +

H=-rs--1r n




ua H
e by () g—%~;

Para demostrar que, al tender n a =,

&Py (-1) p oy s, " PTAE
n

" tiende a cero, subdividimos Cn en tres

La subtrayectoria Ay €8 el segmento de
los puntos (o,in) y (n cosé, in sené);
entre (n cos6, in send) y (n cose, =~in

A

r dr
‘u+r s -r

subtrayectorias_kl,

Cn comprendido entre
,Az, el comprendido

sené), y, finalmente,

37 el comprendido entre (n cosé, -in send) y (o, -in).

Aquf ¢ es un nmero arbitrario del intervalo (o, 1/2).

A

89



90

Estd claro que

-(b-a)r r dr -r (b=-a) r -dr
|ane H+rs - r| < IIAl e Nt r 8 - rl +
o -r(b-a) X dr ~h' -r(b—ay\ :f“ d:
IIAZ ¢ u+rs - r| * |fx3 ° v+¥re-r¢ !
pero, parg Al Y A3Q
I _ )
-r (b-a) X dr n® (n/2 -6) _
|f}‘]_ e T o rl < Aoy TacTa] + /2 - 6
n+
Yy para Az,
-r (b-a) r dr ~{(b-a)ni.coso n Tin
|fx2 e u+rs - r| <e in=u| n=|s]| * o
n-+w

es decir,

Lim

Nn+ow

=r(b-a) r dr
|fC e utras - rl

< 2 (n/2=8).
n ) :

y, como podemos elegir 6 arbitrariamente en el intervalo

(o, m/2), 1/2 - & podem.~ hacerlo tan pequefio como queramos.

Esto implica que -

'e-r(b—a) r dr

Lim .
|f p+rsg=-r

e
n-e Cn

| = o3

de aqui que
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Sustituyendo el valor de estas integrales en la expresifn

de ¢

n+l(s), obtenemos

- pu qu (u-8)a ‘ u
Vor1 (8) = v (s) R+ iy 4 e boln) I 4

-(u+8)b (-u) 8 sa
e ¥n F—h + e Bn

Para 8 = 0, esta expresifn debe valer uno; de aquf que
a
By = ae’® v (),

n

y asi obtenemos

Ypep (8) = ¥, (s) (R o+ iy 4 e~ (Hts)b v, (=u) __ps

En virtud de que |wn(s)| estd para toda n acotada, (si real

-(real(s))a -(real(s))b

(s) > o por e y 81 real (8) & O por e ),

podemos definir para |z]|<1,

Q(s,z) = Z‘wn(z)'zn.
n=o ‘



Reescribiendo la ecuaci6n

Vo (8) = v (a) pu qu -(u+8)b _ s _
n+l n R+ gt e v () —E

e("-B)a.wn(u) gs
-8

en la fqrma

-(u+8)b

(wles?)y_, () = v (8) (u? + us(g-p)} + e b, (=u)

e(u-s)a

(u~8) ps - -wn(“) (ut+s) qs,

multiplicando por'zn"'1 y sumando sobre n, se obtiene

(uz-sz) {a(s,2z) -1} = z {u2 + us (g-p)} a(s,z) +

(u-s) szZp e_(”+s)b (=-u , 2) =~ (u+s) szqg e(u—s)a Qlu, 2).
Despejando,
u2-52+(u—s)szp e-(“+s)b Q(=u,z) — (u+s)sB2q

Q(s,z) =

u2 - az - 2{u2+us(q-p)}

oH—8)a a9 (u,z)

La ecuacidn uz—sz—z {u2+ 8 (g~p)} = o sabemos que se puede

factorizar en la forma (8 - si) (sz—s) (recuerdese que|z|<1)

cbn real'(sl(z)) > o, y real (sz(z)) < 0, entonces
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Q(s,z) =

w2-52+ (u-g)szp e WP gy p)- (uts)szg e W78 gy, 2)

(s - 5,) (8, - 8)

Nos falta determinar Q(u, z) y Q(-p, 2z). Para ello utilizamos
la condici6én de que Q(s,z) es analitica para toda s, y por lo
tanto el polo en s = s, ¥ el polo en 8 = sz'de la expresidn

de 2(s,z) son aparentes, es declr gque para 8 = 8, Y para 8 = 8,

el numerador de la expresidn Q(8,z) se debe anular.

Definimos
o (s) = ~(u+s) ge -4 A = zpe+ua Q(+u, z)
6(s) = (u-s) se °P B = zqef'ub Q(-u, 2)
y(8) = u2 - 82 .

Eﬁtonces,

u2es+ (1-s) se”ﬂ‘b zpe_ub Q(-u, z) - (u+s) se °8 zqeﬁa Qp,z)

se convierte en

vy(s) + B8(s) B + a((s) A
Para 8 = 8y, la expresifn anterior se debe anular y queda

Y(Sl) + B(sl) B + a(Sl) A
Despejando A, (a(sl) # o),
y(8;) + B(sy) B

A= - T(E])
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Vamos a demostrar que, si |z|<l, entonces la ecuacifn
2 2 |

ue - 8" - z(u2 + us(q - p)) = O tiene un cero el(z) con
parte real positiva y un cero 32(2) con parte real negativa.
Para ello, definimos

£(8) = w2 - g

g(s) = - 2zu (u2 + slqg - p)).,

y para n > 2u, consideramos la trayectoria rn + Cn como se

indica en la figura.

También sea R = {s||s|<n, real (s)>o0} es decir R es el

interior de la curva fn + Cn.

Tenemos que para toda s de la curva T+ Cn se cumple la

desigualdad |g(s)|<|£(s)].
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|
' Para probar esta filtima afirmacién basta ver gue, si & es un

punto de Fn, entonces, real (8) = O, y

lg(e)| = |zu (v + 8(q = pP))| <uju+ B(q - P)| &

lu = 8] |u + 8] = [£(8)
Si,por otro lado, s es un pﬁnto de'Cn,
Ja(e)| = fzu] lu + sa=p l<lzul lu + sl
<lul T+ sl sl = sl +sl= |£a)].

Como la curva I, + Cn es tal que.el Indice de cualquier punto
8 del plano cowplejo es uno o cero, podemos aplicar el teorema
de Rouché& (l) para conciﬁir que, en R, £(8) y f£(8) + g(8)
tienen el mismo ndmero de ceros y, como en esta regibn £ (s)
tiene un solo cero (8 = u), se sigue que en esté miBma regidn

f(s) + g(s) también tiene un solo cero..

Al hacer tender n a infinito, la regifn R se transforma en el
conjunto de puntos del plano complejo con parte real positiva

y obtenemos asi el resultado deseado.

La demostracién para el cero az(z)'és andloga.
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