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SUMARICOC

El objetivo de este estudic es llevar a caboc una revisitn del
trabajo producido enrelacién al tema de Discriminacién Estadfstica -
(también conocido camo Clasificacibn, Kdertificacibn, Asignacié-n, o And
tisis Discriminarte). Este tema ha irteresado a un gran nimero de -

imvestigadores y esti lejano de ser agotado.

En el primer capftulo se presenta el problema y algunos ejem
plos de situaciones en las cuales surge la necesidad de desarrocliar téE
nicas de discriminacibén. Se determina la naturaleza del problema que
se desea solucionar y se discuten las diferencias que existen con pro
blemas relaciorades. Se efecb:a el planteamiento formal de la solu -
cién y se presertan diferertes situaciones y una breve idea de las so
lucicres. Se anexa una nota histérica en relacién a la evolucidén de -

las soluciocres.

El segurdo capftulo comprende la presertacidn de algunas de
las soluciones propuestas (frecuertistas o cldsicas, bayesiarmas y no Pa
ramétricas). Se preserta su desarrollo, suposiciores subyacentes, ven

tajas y desvertajas.



En el tercer capftulo se preserntan los resultados de trabajos
relaciorados irdirectamerte con el problema como son: la estimacién

de probabilidades de clasificacién (tarto correcta como equivecada), cri

terios de seleccidn de '\.m!r;iables, efecto de clasificacidn equivocada en

las muestras de "ensayo", tratamierto de valores faltantes en las obser
vaciores. Ademis se presertan algunos trabajos gque tratan sobre proce
dimiertos iterativos, descriminacién secuerncial y comparacién ertre al-

gurcs métodos de clasificacidn.

En el cuarto capftulo se presentan y discuten brevemerte ejer_z

plos de aplicacién de algunos de los métodos.

Se arexa un apérdice en el que se presertan programas para

computadora que pueden utilizarse para efectuar discrimiracibn.

Se incluye una bibliografia que se espera sea Gtil para aque -

llos irteresados en el tema.



INTRODUCCION. -

El arélisis multivariade es ur;a rama-de la Estadistica que se
dedica al estudio simultdreo de variables aleatorias las cuales estan -
correlacionadas ertre sf. Es, por asf decirlo, el enriquecimierto del
andlisis corvencional de ura sola variable permitiendo estudiar los pro
cesos con ura "herramierta™ més adecuada ya que se gama para el a.r'é
lisis l; informacidén que prestan en conjurto las variables estudiadas,

lo que en ocasiones no brindan individualmerte.

La idea del anilisis multivariado no es rueva (en relacidén a
la edad de la estad{stica moderna) y muchos trabajos técnicos se han
desarrollado desde hace tiempe. Sin embargo, hasta época muy re -
cierte la aplicacién de resultados del andlisis multivariado a datos rea
les requerfa de un considerable esfuerzo, largas horas de cilculos ma

ruales o con calculadoras de escritoric y un conocimierto, © mejor -



aefm, un sertido "art{stico" para escoger niveles de significancia e in
terpretar resultados. Esta situacidn se alterd drasticamente con el
adverimierto -y cada vez mayor difusiém de los recursos de célculo
de gran velocidad pr-oéorc?orados por las computadoras digitales. Ade
méas, el impacto causado por los paguetes de programas de biblicteca
para tales computadoras ha puesto a la disposicién de un gran nimeroc
| de persormas rutinas de cbmputo Sptimas (o casi éptimas) para resolver
problemas reales que requieren el uso de técnicas del anilisis multiva
riado. AGn cuandc se ha de hacer la cbservacidén de que las rutinas
ce cbmpute sdlo serdn realmerte Gtiles para aguellos usuarios que en
tierden completamerte las suposiciones subyacertes en el modelo para

el cual la rutima fue disefada.

Ertre los temas del andlisis multivariade se encuertra el de
discriminacién (también conocido como de andlisis discriminarte, cla
" sificacifn o idertiﬁcaciécn) el cual bha servido por muchos afios en
artropolegfa y taxonomia, y que actualmerte estd encortrando una cre
cierte aplicacién en &reas tan disfmbolas como son el reconocimiernto

ce patrores o el mercadeo ¥ la publicidad.

Debido al irterés de este tema se han producido (¥ cortindan
produciéndose) un gran nimero de trabajos alredecor de él, lo que ha

ce necesario un trabajo monogréfico de revisién de la materia. Este



trabajo tiene esa finalidad y se espera que facilite la labor de futuros

imteresados en esta &rea de la Estadfstica.

La revisién monogréafica cubre los artfculos aparecidos en re
lacidn al tema en las revistas: Apmals of Mathematical Statistics (poste
riormente con el nombre de Annats of Statistics), a partir de 1843 -
Journal of the American Statistical Association a partir de 1843 Biome
trics y Technometrics desde su aparicibn, Biometrika a partir de -
1952, Jourral of the Royal Statistical éociety series A, B y C desde
1945 aproximadamerte, todas estas revistas se encuertran en el acer
vo de la Biblicteca del IIMAS. Ademés se revisaron otros art{culos
a los cuales se hacfa referercia en los inicialmente considerados. Es
ta blisqueda de trabajos relacionados comprerde la captacidn de mate -
rial en revistas que no existen en México como es Sankhyd, o la b.i_s_,
queda de artfculos en revistas de regocios, economfa, etc., como el
Jourpal of Advertising Research, Quaterly Journal of Economics, tam
bién se r*eyisé material irdispensable como los reportes técnicos de -

Fix y Hodges, elaborados para la Fuerza Aérea de los Estades Unides.

La tarea de recopilacién se vio dificultada por el gran rdmereo
de trabajos respecto al tema. Como es bien sabido la evolucibn de la
imvestigacidén prircipia con un trabajo que abre brecha y gue en genaral

se cortinda y diversifica por un sinrgmero de investigadores irteresa-



dos en el tema, asf también, es muy notable en esta rama el irterés
por épocas y las modalidades que esto causa en los trabajos.

El trabajo tr-;:.a. d_epresertar‘ la evolucidn cronclbgica de las
solucicres, homogeneizando la notacién {(que cambiaba de autor a autor
y época a época). Se debe aclarar que no se trataba de werificar ri
gurcsarmerte los resultados de los trabajos revisados (o que hublese
sido una labor titinica) sino simplemente ubicarlos, encortrar relacio

res ertre ellos vy clasificarlos en cierta forma.

Como un subproducto de este trabajo quedarédn todos los artfcu
los, reportes técnicos, tesis doctorales, folletos conseguidos y revisa
dos, estos trabajos estardn a disposicién de los irteresados en la Bi-
blicteca del IIMAS, clasificados de acuerdo al tema principal detl tra

bajo.

Ctro subproducto es la bibliografia ubicada que aparece al _F_i—
ral de esta revisidén lo cual presenta de manera casi exhaustiva los tra

bajos aparecidos con respecto a la materia.

Firalmerte he de sefalar que aunque no se preserta algin re -
sultado origimal, este trabajo puede servir como furnto iniclal para aque

llos que se irteresen ya sea en la investigacidn acerca del tema o en-—



la aplicacidn de los métodos ya propuestos.



.- . EL PROEZELEMA DE DISCRIMINACION.-

I.1 Presertacién y ejemplos de situaciones en las que surge el

protlema de discriminacibn.

Ertre los problemas que trata el anilisis de variables zaleato
rias rultidimensionales se encuertra el de discrimimacién también cono
cido como clasificacién, o (como propore Rac (1965, 1873)) idertifica-
cién.! Como quiera que sea tal problema ha atrafdo la atercién de -
gran n.’ameroI de irnestigadores de varias disciplinas (no exclusivamente
estad{sticos). Esta rama de la imvestigacibn que se desea idertificar
un "indivi'duo" en base a un conjurto de mediciones efectuadas scbre él
(un animal, un vegetal, un fésil, un proceso, etc.) como pertenecierte
a algura de k posibles clases o poblaciores, las cuales se consideran

determinadas.

1. Aurque en la literatura se encuertran otres nombres aso
ciados a problemas semejantes camno: asignacibn, predic
cibn, clasificacién de patrones y seleccién. -



1)

Los siguiertes pueden servir como ejemplos de tales situacio

Determinacién del sexo de huesocs humanos fosiles basadrdcse en -

mediciones artropométricas en créneos (SBarmard (1924)).

2)

3

4

5)

8)

Idertificacidn de un irdividuo como pertereciente a uno de dos gru
por étnicos en base a mediciones de estatura, altura del individuo
sentado, lorngitud de l-a cabeza, largo de la nariz, perfmetro toréd |
cico, etc.

Clasificacién de riesgos —buenos y malos— en préstamos para com
pra de autos basada en precio del autombdvil, ergarche, ingreso-
del individuo que sdlicita el préstamo, plazo a pagar el préstamo.
(Durard (1941)). r.

Clasificacidn por 4reas de estudio de cardidatos a ingresar en urma
universidad en base a las calificaciones obtenidas en diferertes ma
terias en su bachillerato.

Clasificacién de un individuo como buen o mal agerte de ventas, -
vasindose en la puntuacibn obtenida en diferentes pruebas psicol&gi
cas (Wallace y Travers (1938)).

Clasificacidn en bieres de consumo y bieres de produccidn basé&rdo
se en caracterfsticas coma longitud, amplitud y tasa de cambioc en

el ciclo de precio de los artfcules (Tirtrer (18946)).



8)

9)

10)

11)

12)

Diagnrdsticos de personas gque padecen © no padecen una erferme =
dad particular (diabéticos y no diabéticos) basados en diferertes -
pruebas clinicas como cartidad de cclesterol en la sangre, de urea,
presidn sa.ngufr'ea;”e&é:r.ﬂ

Determinar la procedencia de un lote de carbbn de entre dos mi
nas posibles en base a mediciones de materia volétil, porcentaje
de ceniza del carbbn, "carbtn fijo", etc. (Baten y Dewitl (19443).
Asigrmar calificacién (MB, B, S o NA) a un irdividuo en base a -
sus notas cbtenidas en exAmeres, ejerciciocs, parﬁcipacién en cla
se, etc.

Discrimirar ertre dos especies de vegetales: Iris Setosa e Iris
versicolor (clasico ejemplo debido a Fisher (1936)), basindose en
las mediciones obtenidas de longitud de sépalo, ancho del sépalo, ’
longitud del pétalo y ancho del pétalo.

Serterencia a ura de ciertas clases de neurosis determinada, para
un individuo en base a meuidas como: estado de ansiedad, serti —
mierntc de culpa, etc.

Determinacibn de tipo de sociedad (edad de brorce o edad de hie
rro) a la que pertenscid un individuo cuyo esqueleto fue encortra
do en Inglaterra basirdose en caracterfsticas como: altura méxi -
ma, anchura maxima, anchura frortal minima, arco sagital to_tal,
arco biporial transverso a través del '"bregmz', altura basi-breg

mética y altura facial superior. (Goodwin y Morart ¢1940), Rao
]



13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

(19483).

Discriminacién ertre individuos con dispepsia no ulcerosa y coriro
les en base a mediciores de ansiedad, dependercia, perfeccionis -
mo, culpa. (Hamitton (1850)).

Determinacidn del autor de un artfculo diputado, si fue escrito por
Cervarntes o no, en base a la frecuencia de diferentes palabras.
Determinar si un suelo tiere o no "azotobacteria en base a las
cartidades de fésforo, nitrégeno y P que cortiene dicho suelo (Cox
y Martin (1837))

Discrimirar ertre pilotos de aviores e ingenierocs en base a resul

‘tados obtenidos en pruebas de inteligercia, coordinacibn. {(Travers

(1939)).

Discriminar ertre dos clases diferertes de cadéveres de cordero,
digamos Royal y Tallarock, en base a mediciones del ancho del -
hombro, grosor del flanco, archo del flanco, longitud de ta pata,
etc.

Idertificar a un individuo como pertenecierte a uno de dos conjun
tos de poblaciones en base a mediciones efectuadas en él. (Burma
by (1865), Rao (1968)).

Discriminar ertre parejas de gemelos (del mismo sSexo) monocigét_i_
cos y dicightices, en base a mediciones artropométricas obtenidas

en ellos, (Bartlett y Please (1963)).



I.2 Caracterizacibn del problema y diferencias con problemas

afires.

En _los ejemplos presertados anteriormerte pueden cobservarse

ciertas caracreristicas comunes gque son:

¢ 1) Se desea clasificar a un individuo en una de k poblaciones (k 2
2). AdemAs no se desea idertificar a las poblaciones sinc discri
mirar a los individucs, es decir, determinar a qué poblacidén (de

finida a priori) perterece un individuo dado.

¢ii) Oebido a la complejicad gque implicarfa efectuar un gran rimero
de medicicnes para caracterizar al individuo en base a ellas se
recurre a utilizar unas cua.r'd:asl, sean estas p, gue sirven como
irdicadores, i.e., mediciones que se espera varien erntre las po
blaciores y permitan idertificar la poblacién de la que proviene

el individuo.



(iii) Por las caracteristicas mismas del problema existe la posibili -
dad de cometer el error de rno clasificar correctamente al indivi

" duo, lo que en gereral acarreari un costo (o pérdida). De lo -
arterior se desprende la recesidad de encontrar una regla © cri
terio de clasificacién dptimo en cierto sertido, como el de mini

mizar costos.

Se encuertra cierto desacuerdo en la literatura respecto no sé
1o a la denominacidn para el problemé sino también a su definicibn es
pecifica. Asf se puede encortrar, por ejemplo, gque Kerdall usa el -
término discriminacién para el problema del que trata este trabajo -
mientras Arderson [o designa como clasificacidn, término que Kendall
reseva para otra técnica asociada que, sin embarge, no es ta misma.
En este trabajo se ha adoptado el término discr-imi.racién y con el pro
pbsito de puntualizar las diferencias con otras técnicas relacicnadas se

hace agquf una breve presertacidn de ellos.

a) Reconocimiento en patrones. Tal técnica tiere como objetivo el =
desarrollar medios mecénicos de reconocimierto de un patron prede
terminado, por ejemplo: programar ura méguina para distinguir en
tre las letras del alfabeto, o diferentes formas geométricas. Es -
esencial que la forma del patron sea determinada de artemano, per

mitiéndose algin grado de tolerancia.



B)

c)

Clasificaciédn. En este caso no hay patrones predeterminados. El

proolema es el siguierte: dado un conjurtc de objetos (enguajes, or
ganismos biolégicos, tipos de cerdmica, ciercias, etc.) se debe cla
sificarios de alguna forma Gtil, con cierta jerarqufa o estructura. -

Esta clasificacidén no es Gnica pues a posteriori.

Agrupamierto (Clustering). Este término incluye una coleccidn de

tdcricas gue son usadas para agrupar ertidades multidimensionales

de acuerdo a varios criterios de sus grados de homogereidad y he

terogereidad. £l problema certral es repartir n individuos en K
grupes (k 2 n) de tal manera gue, en algin sertido, los individuos

dertro de un grupd muestren homogereidad y los individuos de gru

pos diferertes ses heterogéreos ertre si.

Fuede observarse de las definiciones de los problemas relacio

rados las diferencias gue existen con el de discriminacitn.



1.3 Plarteamierto formal y una solucidn via teorfa de decisiones.

El problema de discriminacién se puede plantear de la siguien

te manrera en términos de funciores de decisién estadistica:

A cada individuo, objeto o proceso se le efectlian p mediciones
i.e., se dbservan en él los valores de p v.a. y en base al wector de
observaciores se desea determinar a qué poblacidn perterece al irdivi
duo, objeto o proceso. Supbrgase gue se conocen las probabilidades a
priori, Y {» de que un individuo perterezca a la poblacion P; (G =1 ,
..., k, kK > 2)y ademés se puede fijar la pérdida ci3 asociadas a la
asignacién de un individuo de la clase 1 a ia j (claramerte cij; = 0), es
ta asigracién‘ se puede efectuar definiendo primero k regiones Ry, Ro,
e Ry cortenidas en el espacio de cbservaciores IRP v tales que
?}=1 Ry =[prRinRj =?5 i # 4, con las regiones as{ definidas la -

discriminacién de un individuo en base a un conjurto de mediciones to

madas en él, X, se lleva a cabo de la siguiente forma: si x € & el in



dividuo con vector de mediciones X se clasifica como proveniente de

la poblacibn Pj- Esta serd ura regla de decisién no aleatorizada y -

en este caso el problema se reduce a encortrar la particidn (Rig: opti
i= —

ma, en el sertido de minimizar la pérdida asociada a clasificar algin

individuo.

Ctra posible regla de cecisidn consiste en determinar una fun
ci6n vectorial de x, N 00 = (g @ -os Ap (), tal que AyG0% O
v ,T: Ay ¢ =1, y asignar un individuo con mediciones x a la i-ési

i=

ma podiacidn con probabilidad A, (), 1 =1, ..., k. O sea, que una
vez obsewadoI x, un experimento aleatorio se realiza para generar una va
riable aleatoria la cual toma los vatores 1, ...,  con probabilidades
)-i Q) y eres >Lk (2 respectivamerte y si el resultado es { el indivi-
duo se asigna a la poblacion P;. Asf{ planteado el problema es encon

trar la funcidn A éptima en el sertido artes mercionado.

Para encortrar las solucicres, tanto bajo la regla de decisibén
no aleatorizada como con la aleatorizada, se.,consider‘arén: P1 3 sasy
P, poBlaciones con funciones £y, ..., fic de densidad de probabilidad
conrespecto a ura medida ¥ - finita en las k poblaciones ¥y Cij la pé:
dida ;sociada a la asigracidn de un irdividuo de la clase i a la j. En

estos términos la pérdida esperada asociada a la aplicacidn de una re



gla dada para la clasificacidn de un individuo provenierte de la pobla

cibn P; es, bajo la regla no aleatorizada:

L;= \ Sy fi)dv + ... + cijk fi &> dv
R| Ry

y para la regla aleatorizada:

L= Vg g @O+ s o P lfav

IRP

En cualquier caso el wector de pérdida (Lq, «.., L3I caracte
riza a ura regla de decisidn dada y permite ltevar a cabo comparacio
res ertre diferertes reglas. Asf{, si hay dos reglas de decisisn C1 v
C2 son vectores de pérdida asociada (Lyq, ---s Lqds (ots «ovs Lo
se tiemre que C1 es mejor gque C2 si

Ly € Lo » =1, ..., k
¥ Lit € Lo al rmencs para alguna i. Si la igualdad se tiere para to
da i las reglas son equivalentes, en caso de que Ly > L;p Para algu
nos valores de i y Lyy < L;o para los restantes valores, las reglas
de decisidn mo son comparables (se puede comprobar facilmente que -

as{ definido - se induce un orden parcial en el espacio de reglas de de

Sin embargo en cualguier situacidn que ocurra enla practica se debe
considerar la posibilidad de que un individuo observado no pertenez-

ca a alguno de los grupos especificados como cuardo un biélogo descu
bre a un miembro de una rueva especie. Rao (1973) menciona que pa
rece que no existe alnura teorfa gereral que ircluya tal posibilidad.



cisién). Por lo tarto, se hace recesaric introducir un criterio adicio
ral para escoger ertre las reglas de decisién, tal criterio esta rela -

cicrado con el concepto de reglas de decisién admisibles.

Ura regla de dacisidn C es admisible si no existe otra regla
la cual sea mejor que C. Cbviamerte, si la clase de reglas de deci
sién admisibles cuenta con un solo miembro se tiene ura sclucibn 6ptl
ma. Sin embargo la clase de decisiones admisibles es amplia lo que
mativa la necesidad de cotros criterios para seleccionar ertre ellas.
=n el caso de que se conozcan las probabilidades a priori W i=1, .

.. k dorde

TTi=Pr.[5provengade Pi]

el protlema admite una solucién sencilia pues la pérdida esperada to .

tal queda como sigue:
= T4 1_,+...+1Fi‘k:_k

L definidas arteriormerte. FPor lo tanto para una regla de decisitn
no’ &éa.tor-izada, L se puede expresar CoOmo:

k

—

(1]’1 Sy fi.+ aee + “kckifk)dv

r
U

=t

= S—S1d +...+S—Skdv
R, ' R, —



donde Si=—(‘ﬂ'1c1if1+...+chkifk)seconocecomoe1r~g
sultado discriminarte de un individuo de la i—ésima poblacibn. FPara

una regla de decisidn aleatorizada la pérdida esperada total es

K
L= Wy Aq @+ +oy AL @) av

=1
rearreglando los términos
3
L = —[Z ')\i Qi)SiQ_c)]dv
=1
Para encortrar la solucién para la regla de decisidén no alea
torizada se utilizard el siguierte:
Lema. Sea Gy, «--s G UM divisién del espacio G en K regicnes my
tuamente exclusivas. Sea Gi¥s eees Gi* una divisién en k regiores

mutuamerte exclusivas tales que
x € G* = fi(x)}fj(x) j =1, «.s K

con i, -«ss fi irtegrables scbre G con respecto a una medida v.

ertonces
f1d°V+..-+ fde)/ f1dV+..-+ fde

* *
Gy G,

Aplicando este resultado para encortrar la sclucidn Bptima me

diarte ura regla de decisién no aleatorizada se obtiene la particion Ry *



*
cees Ri
tal que

x € RTD S @25 Vj... 1.3.1
t=1,...,k

iderxificando S; con f; del lema,R;* con Gi" i=1, ..., k se tiere que
el valor de -L se maximiza, i.e., el de L se minimiza escogierdo co
moen [,3.1. a R_‘L' Queda por especificar como actuar en caso de que
en [.3.1 se tenga ura igualdad para dos o mis irdices, supbngase por

ejemplo que para una x se tienea

>

Sit &) = +e-=Sim 0 ¥ Sip, ® ¥ .. 25 @

*

ertornces se puede asignar x a cualquiera de las regiores Ri", Ri
= ) m

de una manera arbitraria.

La particién R¢*, ..., R * coincide con la inducida mediarte '
el razoramierto seguido en Arderson (1958) pues éste (ltimo propone
minimizar la pérdida esperada de asignar x a F’j en términos de la -
funcidn de probabilidades a posteriori |

e e
K

h(P{!E)=

™ r
S = L@
octeniendo que la pérdida esperada de asignar X a F’-1 se puede expre

sar como



k
Kk
. f
Th@Elwey=y L&
i=1 : _
i=t T’: £ %)
i L
i i 2:21 L &
k
_1 T fi @iy --o [.8.2.
= 42
i=1
17

y en base a esto asignar X a Pj‘ tal que para } =k.j‘ se minimice I.3.2.,

perco minimizar (@) es equivalente a minimizar Z T‘._ L.y c_--}
vz
i.{s

i.e. min “1 f1 cij+"'+ Trk

f c |
3 koK

que a su vez es equivalernte a

max - (W, f, cij+ eas +kak S ) = Mmax S

i) j

y ertonces las regicres de discriminacidn coinciden, por lo que las solu

ciores son equivalertes.

En caso de utilizar una regla de decisibn aleatorizada se utili

zaré el resultado del siguierte:

Lema. Sean i, ..., fk funciones irtegrables sobre S con respecto a

una.medidaqusi(x)éO i=1,..,kta1que(qb1+...+qik)=1.

Considerar la eleccidn q)ir~+1* = ..., = gﬁik* =0 y gﬁﬁ*, cees gbir' no

negativos pero arbitrarios sujetes a ¢,* + ... + B * =1, cuando f; =

cee =F_ 2 T > f

>, > e
iy lprsp % eew /flk’ ertornces
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'3 k

Z f; O av 2 Zfioidv

i 1

Idert{fiquense Sm () = fm, M =1, ... ky Ay 00 = $* 60,
en el caso gereral de que Si1 (§)=...=S.ir_ o) Sir-+1 ) Y ¥
St () por el resultado del lema eligiendo ?‘u GO+ .ae + 'hir ¢ =1
Y ‘Ai,..ﬂ x)= ... = 2ik (x) = O se obtiere una sdlucidn dptima para

la regla de decisién aleatorizada, en particular si § 2 = Y j=1,
..., m la regla de decisidn aleatorizada &ptima queda como sigue:

7‘1(§)= 1y ;\j(:)=0%-

De lo arterior se puede observar que las soluciornes bptimas
para las reglas de decisidn aleatorizada y no aleatorizada son esencial
mente las mismas. A la decisién aleatorizada definida anteriormerte
se le llama regla de decisidn de Bayes con respecto a la distr'itu.cién
apriori W, §=1, ..., k. Si se denota al vector de pérdida de tal
‘decisibn de Bayes mediante L'y = Cqq » --+» Lyg)s s puede carac
terizar a la decisidén de Bayes como aguella tal gue, para un vector

—

Wo=(%,, ..., W) de probavilidades a priori dado,

dorde L es el vector de pérdida asoclado a cualquier otra decisidn.

Ahora bien, se debe de considerar un caso que ocurre frecuen



temerte en la préctica, cuando se desconocen las probabilidades a prio
r o estas no son relevaries. Cara tratar este problema, sé debe de

considerar la clase minima de reglas de decisién para, de tal conjurto,
elegir aquella gue solucione el problema con algdn otro criterio. Con

este fin se debe de considerar primero una clase de reglas de deci -
sién completa,se dice que una clase de reglas de decisidn C es comple
ta si para cualquier regla de decisidn $ fuera de C existe SI & C tat
que §' es mejor o igual que S . Una clase completa la cual no con-—
tiere una subclase que a su Vez sea completa se dice que es ura clase

completa minima.

Una clase completa mipima puede ser caracterizada (si se de

sea ver la prueba de las proposiciones ver Rao (1973) y Wald (1950))

como sigue:

iy Uma cordicién recesaria y suficierte para la existencia de una =
clase completa minima es que la clase de reglas de decisibn ad

misibles sea completa.

ii) La clase A de todas las reglas de decisidn admisibles es ura —

clase completa minima.

iify Toda regla de decisién acmisible es una regla de Bayes con res



pecto a alguna distribucién a priori.

vy La clase B de todas las reglas de 2ayes es unma clase completa

(puede o no ser minima).

v) La regla de Bayes con respecto a cualquier vector de probabilida
des a priori W= (W, ..., T )es admisidle si todos los com

porertes de Il son positives.

Ura posible eleccidn ertre las reglas de decisién admisibles -
es la llamada minimax, que es aquella regla de decisidén (¥ tal que

max (1_1“, cees L*) = min max 0‘1’ N )
tei ¢tk S5ed 124 £k :

ﬁ el espacioc de reglas admisibles de decisién, que se puede pensar

como aquella que elegirfa un estadfstico pesimista.

FPara la idertificacidn de la regla minimax puede sarvir el s_i_

quierte:

Teorema. Si existe un vector de probabilidades W' = (ﬁ.], eees T
tal que para la correspordierte solucién de Bayes los componertes del

vector de pérdida son todos iguales, ertonces ﬁ es litamada la distri

bucidn a priori menos favorable y la regla de decisidn de Bayes aso-—



ciada a T es urma regla minimax.

En este caso si se tiene un procedimierto de ctasificacidn pa
rpa el cual el vector L =k {1, ..., 1) , kuna constarie, entonces
tal procedimiento es la regla de decisién minimax i.e, minimiza.la méax

xima pérdida posible.

Se ha pglarteado el problema de discriminacién en términos de
funciores de decisibn estadfstica, proponiéndose las soluciones optimas
en caso de conocer las probabilidades a priori y ciertas soluciones po

sibles si tales probabilidades se desconocen.

Tal erfoque, aunque gereral y analfticamerte elegarte, tiene
la desvertaja de que en ciertos casos la funcidn de pérdida es diffcil
(y abn précticamerte imposible) de establecer por la dificultad de asig
rar valores de pérdida en situaciones tales como la identificacidon de
un fosil, la clasificacidn de un candidato a ingresar a ura universidad,
etc. Ademés en gereral las poblaciones no se conocen completamente,
por lo que las densidades de probabilidad fy, ..., fi, nO estén total -
menrte especificadas, debido a esto es recesario optar por caminos al
ternatives pues las solucicnes anteriores, aungue apiica.blcs, ya no son
bptimas. En la siguierte seccidn se presentan las situaciones gerera
les del problema y ura breve exposicibn de soluciores bajo diferertes

enfoques.



1.4 Diferertes formulaciones y breve idea de las soluciores.

S1) Considér*e,_nse k diferertes poblaciones P, ..., Py uma
muestra aleatoria (de tamafion % 1 & una sucesibn en el caso secuen
cial) de unidades experimertales que provienen de una poblacibn Pg la
cual se sabe coincide con alguna de las poblaciones Fy paﬁa alguna -
t=1, ..., k, el problema es determinar la i especffica. En general
para distinguir las poblaciones un irdividuo serd caracterizado por un
cornjurto de mediciones © airibu.;tos que se indican mediarte el vector
b—dimensional 2<_' = (%15 XDs ceey x.p) y en el caso de que el individuo
pertenczca a la i-ésima poblacidn (de las k. que se considetr-a.n como —
posibles) x tiene ura densidad f; con ura distribucién blen definida Fj{.).

Un gran rmimero de los desarrollos supore que cada Fj (.) es —

una distribucidn normal multidimensiomal!, aunque esta suposicién no

1.- Como se recordara la distribucidn normal es fundamertal en el
ardlisis de variatbles unidimensionales debido, prircipalmernte, a
su papel como distribucidn 1{mite de sumas de variables aleato
rias indeperdiertes e idérticamente distribufdas con segundo mo
merto finito (caso especial del teorema certral del l{mite). El”
analogo multidimensional justifica la Lrnp-orta.nma de la distribu
cibn normal multivariada.



es esencial en el desarrollo de la teorfa, simplifica enormemerte los
clleulos y es (til en el estudio de las propiedades de los procedimien

tos cuando se desconocen los paradmetros de las distribuciores.

Para resolver esta situacién se necesita desarrollar una regla
tal que después de observar un vector x se pueda decidir en qué pobla
cibn clasificar al irdividuo que tiene asociado tal wvector.

sS2) Ctra posible formulacidn se tiene en el casoc de conside-
rar a Pg como una mezcla de las poblaciores Py, ..., Pk. De ruevo
un irdividuo estaré caracterizado por un vector x de mediciores. Se
considera ertonces una variable aleatoria [ que toma valores 1, 2, ...,
k que indica a que poblacién perterece el individuo a clasificar, i.e. -

lapob{aciéna'laquepertereceidadoqueI=iesPi.

Como es de suponer para los individuos a clasificar el wvalor
de I no es observable y el problema es decidir scbre el valor de 1 en
base al con-ocimie_rto del wvector x. El problema se denominara como
"mezcla conocida™ o "mezcla desconocida" de acuerdo a si se conoce

o desconoce la distribucién de I sobre el conjurto 11, oo ki.

As{ plarteado el problema presenta variartes ya gque la distri



bucién de (x, I) se desconoce y para obtener inforrmacidén acerca de =

ella se toma una muestra de "ensayo, de tamafio, m 7 1, de PO.

Tal! muestra de ensayo puede ser de tres tipos:

i nldertificada” o "supervisada” donde para cada elemento muestral
),

x e 1 son observables.

ii) "No idertificada™ o "ro supervisada¥ donde para cada elemerto -

muestral solo x es observable.

{ii) "Post-idertificada” o "Post - supervisada", que es el caso cuando
se tiere una sucesidn de irdividuos a ser d;siﬁcados y después
de clasificar al j—&simo irdividuo su correspondierte valor aso-=
ciado de I se conoce exactamerte., Entonces para la clasificacién
del n-&simo irdividuo los n-1 irdividuos previamerte clasifica -

dos forman una muestra ensayo idertificada.

La situacidn S2 tiere una gereralizacidn, la cual es conside -
rar a [ en vez de variable artificial, una variakble contfrua o discreta
con significado fisico y la poblacién P; corresporde a 1 € S; donde
{sﬂs‘;ﬁ es ura particién det espacio.de valores de I. Marshall y O

kin tratan un problema bajo esta situacidn.

Las sotuciones "clésicas" conducen a efectuar una particién del



espaclo de observaciores posibles en k regiones ajeras E; t = 1, «»a
-k, tales que, si un individuo estd caracterizado por un vector de me
diciores x ¥ x € EJ-, ertorces es clasificado en la poblacibn j—ésima.
Rao (1950, 1951, 1952) discute de unma manera heurfstica la irtroduc =
cibn de regiones de duda, dorde se tiene la posibilidad de tomar una
decisién provisional y obtener mayor informacién y también decisiones
preferenciales (cuardo se deben efectuar las asignaciones en una cier

ta proporcidn) ademés de las k acciores naturales.

Las soluciones no paramétricas se agrupan en tres grandes -

categor{as:

i) Partir de ura buena regla (en el sertido de toma de decisiones)
suponiendo que las distribuciones se cornocen. Reempltazar tas —
funciores de distribucién o probabilidad por sus respéctivos estl
madores muestrales. Por esta caracteristica, tales reglas son

conocidas como de insercidn.

ity Usar estad{sticas surgidas en el estudio de pruebas para compa

rar dos muestras o k—muestras.

iii) Trabajar con métodos especfficos para el prodlema de discrimi

nacién, como por ejemplo: reglas de ndistarcia minima.



Las soluciores bayesianas al problema parecen ser més sim
ples para ciertas densidades a priori, Estas se. basan esencialmerte
en el calculo de las protabilidades a posteriori de que el irdividuo con
vector de mediciones 5 per;er'ezca o proverga de la poblacidn Pj, las
cuales resultan proporcionales al producto de las probabilidades a prio
ri por la verosimilitud de la observacidn dados los estimadores (o en

caso de conocerlos los parametros) basados en la muestra inicial o de

ensayo de la poblacidn P;-

En el siguierte capftulo se presertan con ‘detalle las solucio -



1.5 Nota Histbdrica.

Como menciona Kendall (1957), sin duda la idea de discrimi -
rar ertre poblaciones podrfa ser rastreada muy atrids en el pasado (tal
vez no de modo explicito semejante a los tratamiertos actuales pero la
idea subyacerte si era la misma). Sin embargo, para marcar un ini
cio se puede considerar que éste ocurre con el trabajo de Karl Pear —
son alrededor de 15920 y cuyc objetivo era encortrar un coeficierte et
cual "midiese la distancia”, en algin sentido aceptable, ertre dos po
blaciores basirdose en datos artropométricos. El primer trabajo pu-
blicado sobre el coeficierte de Pearson de semejanza racial, denctado

por C2, fue el de M. L. Tildesley (1821) sobre crdreos de Birmania.

Alrededor de la misma época P. C. Mahalanobis se irteresd
en la materia y llegd a la conclusién de gue la solucisn propuesta por

Pearson no era adecuada (el valor de 2 deperde en gran medida del



tamafo muestral, etc.). Mahalancbis presertd una medida alternativa
llamada por él 02, la cual usd en 1925 para discutir las mezclas ra-
ciales en Bergala. Kerdall considera que este trabajo visiorario fue

el purto ini¢ial de imvestigacidn de la "robusta” escuela hindG,

En 1926, Pearson publicd el primer trabajo tebrico acerca del
coeficierte C2 dorde sugirid una forma para calcular el coeficierte cuan

do las variables son deperdiertes.

Ertre 1927 y 1930 Mahalancbis y Pearson martuvieron su coriro
versia. Manhalanobis (1930) cortirud su investigacién préctica y tedrica
sobre O2. Tal cortroversia cortirud hasta la muerte de K. Pearson en
1935. Més tarde se encortrarfa la relacidn existerte entre la D2 de Ma

nalancbis y la T2 de Hotelling propuesta por éste en 1931,

Parece que existe un receso en la imestigacién alrededor del -
problema y es hasta 1936 en que el gran R. A. Fisher publicd su pri -
mer ar'tfc.:lvo sobre funciones discrimimartes el cual se arigind debido a
que E. S. Martin (1938), deseaba clasificar huesos de la mandfbula re
cuperados de un sepulcro, como pertereciertes a individuos de sexo =
masculino o femeninc. Para resolver et pnoblemal Fisher sugirid caleu

lar una funcidn lireal de las mediciones hechas al hueso de la ma.ndfbvi



la la cual ofreciese umna separacidn méxima ertre las distribuciones de
las mediciores para los dos sexos en t&rminos del coc:ierté de la dife
rencia en los valores medios ertre la desviacibn estandar comin, su
puesta para simplificar el problema , ¥ resclvib el problema de prue
ba de significancia. Hay que hacer notar gue todo el trabajo desarro
llado hasta agquf se enfocaba a diferenciar ertre dos poblacicres sim -
plemerte. La diferercia principal entre el enfoque de Mahalanocbis vy
el de Fisher es que mientras Mahalancbis estaba interesado en medir
distancia ertre dos poblaciones, a Fisher sbio le irteresaba dividir el
espacio rmuestral en dos regiones y asignar un valor muestral a uma po
blaﬁ:iénoaotradeacuerdoaenwal regiéanedabatélvalormueE—
tral, &ste Gltimo erfoque estd muy cercano al de teorfa de decisiores

que se discutiré en el capftulo II de este trabajo.

Bose (1936), Bose y Roy (1938), vy el mismec Fisher {1538), -
trabajaron sobre la D2 de Mahalancbis. Welch (1939) unifica la teorfa
de funciores discriminantes y la de pruebas elstadfsticas de una mérera
simple. Este Gltimo demostrd que la solucién en base a tales funciones
es equivalente a la obtenida mediante el cocierte de verosimilitudes uti
lizado para probar que las mediciones en las que se basa el criteric —

pertenescen & un miembro de una de dos problaciores propuestas.



Después de ésto, el tratamierto del problema estad{sticamente
sufre una irterrupcidn en cuarto a la cortiruidad en la investigacién —

(ray que recordar que se presertaron afos de guerra), que se debe ade

méas a un cambio de irter;e”ses de imestigacién de la escuela inglesa. -
Sin emtargs, en los Estados Unidos la idea habfa empezado a irnteresar
a estadfsticos como Wald (1944) que propuso ura solucidn muy interesan
te, Cochran (1943} el cual toca un punte’ sumamerte atrayerte, Von i
ses (1945) que encuertra la solucién para clasificar en un caso tebrico
a un irdividuo entre .k pcblaciores, Cochran y Bliss (1948) cortiruan

la investigacién, generalizardo el problema para la clasificacién en dos

poblacicnes mismo gue s tratado por Arderson (1S51).

S. N. Roy y principalmerte C. R. Rao (1946 a 1548, 1949,
1950) llevaron a cabo oircs desarrollos tebricos, Kendall (1951) sefiala
atinadamerte que Rao hizb algunas sugerencias sobre el problema gere
ral de medir distancias, aungue tal camino no parece haber sido segui
do, pcsiblemerte porgue el andlisis tensorial y la geometr{a diferencial
son campos no muy familiares para ta mayorfa de los estadfsticos ma

temaricos.

Rao (1952) presertd la extersion a més de dos alterrativas y

la aplicacién préctica de los resultados. La impcrtancia de la funcién



discriminarte se basa en un teorema debido a C. A, B. Smith (1847)
que establece su suficiencia con respecto a las dos poblaciones alterma
tivas bajo consideracibn, asf que ninguna pérdida de inforwﬁa.cién resul
ta de la reduccidén de las mediciones mfltiples a ura funcidén discrimi
marte lineal individual. Rao (1942> generalizd el resultadc de Smith -
para establecer la suficiercia de la funcibn discriminarte derivada de
dos poblaciones para el conjurto més amplio de poblaciones alternati —
vas definidas por las medias vectoriales sobre el segmerto de tinea -
que ure las posiciones de las medias de las dos poblaciores originales.
Este resultado es tilt en la prueba de la propiedad (o suficiencia) de —
la funcidn discriminarte en la clasificacidén de un individuo cuandc se —

admice la posibilidad de que pertenszca a un tercer grupo desconocido.

Rao (1988, 1973) preserta una posible gereralizacidn al proble
ma originada por la necesidad de determimar si el Australopithecus afri
carus, un fésil descubierto en el desfiladero de Olduvai (Africa) por -
Leakey, era més homfnido que artropoide. Tal determinacibn se basbd
en la comparacién de las mediciones en el A, africarus, el vector X,
con aguellas de grupos conocidos de fésiles de haminidos y de artropoi

des para idertificar sus afinidades.

En esta situacién la suposicién de que el fésil observado es un



miembro de uro de dos grupos conocidos de fdsiles no es plausible,

" se debe de terer en cuerta la posibilidad de que el fésil puede pertene
cer a un grupo desconocido cuya existencia no ha sido establecida toda
via. Asf también, a.ur;q.:ees posible obtermer estimadores burdos de -
las medias y matrices de covarfanza de las mediciones para cada gru
po conocido, mo parece existir ningln método para obtener las probabi
lidades a priori pues los datos referertes-al ridmero de fbsiles en los
diferertes grupos no son necesariamerte buenos indicadores de la abuE
darncia relativa en la poblacidn de fbsiles. AdemAs no hay posibilidad

de asignar_- prcbabilidades a priori a locs grupos no-descubiertos.

La situacién asf.plarteada, requiere una solucibn especial, -
pues las propuestas para el problema mo son aplicables en este caso,
Es*e es un problema que requiere mayor irvestigacién aungue Rao -~
(1573) propore una solucidn bajo ciertas restricciones la cual se discu

tirA mias adelarte.
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II. ALGUNAS SOLUCIONES PROPUESTAS.-

En este capftulo se presertan alguras soluciores al problema.
La irtencién es observar la evolucién que han tenido las mismas, asl

como presertar alterrativas para ura situacién especffica.



II.% Soluciores clisicas para poblaciones normales.

m.1.1 £1 caso de dos poblaciones con homoscedasticidad.

Se tratard inicialmerte el caso de discriminacién para dos po
blaciores. La primera solucién gue se presenta es la propuesta por

Fisrer (1986), cuyo plarteamiento es el siguierte:

sSupdrgase que se tiene un vector de cbservaciones x' = (X9, -~
ey xp) el cual se sabe que pertenece a una de las poblaciores P_1, F’2,
que se distribuyen mediarte ura normal multidimensional con medias p-l
y Ko respectivamerte y la misma matriz de covarianza I— Se propo
re resclver el problema de discriminacién en base a uma funcidn lineal
de las comporertes de x digamos A' x, y deperdiendo del valor que -
tome esta furcidn considerar la observacidn como provenierte de la po
blacién Py o de la poblacidn Py. EL vector A debe terer caracterfsti

cas bptimas en el sertido de que maximice el coclerte ertre la diferen



cia absoluta de las medias muestrales de los valores de A' xylades
viacién estandar dertro de las muestras de los valores de A" x, t.e.,
se desea encortrar A tal que

| Mecia de X' x en P, - Mediade A' xen Pyl
Desviacion estardar de ' x derkro de poblaciones

(I1.1})
se maximi
ce. El procedimierto asf planteado tiere la vertaja de dismiruir la di

mensién del problema, de uno p-dimensional a otro uni-dimensional.

Analfticamerte el valor fptimo de A se encuertra al maximi

12 wr - Ape) _ JarE) .
@7 22 (AT )72 a2

con respecto a 'l Es més conveniente maximizar el cuadrado de I1.2

o sea trabajar con
A5 5 A
A'T A ar-%

maximizandc el rumerador de la expresién I1.8 marteniendc el denomi

nador constarte., Sl se dencta por 1 a un multiplicador de lLagrange



se deberid maximizar

L=A'§ § A4 AT 2D

derivardo e igualando a cero se obtiere

. R a4
2L A-1=0 : ar.s)
3

del conjurto de ecuaciores Il.4, premultiplicando por 2! se tiere
A'8 5TA =Y

i.e. el valor del rultipticador es igual al del rumerador de II.3, co

mo II.4 es equivalerte a

(§'5 -\ToA=0 aLe

que tiere solucidn distirta de la trivial sf y sblo si I 1 z I =0
de donde se ottiere que 11 es ura rafz caracter{stica de 352.' en la mé
trica de 2 Y Z es su wector caracter{stico asociado, por lo tarto pa-
ra maximizar L hay que escoger como valor de ‘1 la méxima rafz de
]i_&_' - Ili ‘ = 0 y encortrar A, su vector asociado. Puede b
servarse que T = _S_' l_es un escalar por lo que Il.4 puede escribir

52 como



y de aguf LA = Sz
z

=7 E\

z s
i.e. la solucién es proporcional a g, y finalmerte se obtiere que*

~4

Az Zg

TN

abteniendo la funcibn discriminarte lineal de Fisher como

Al x = %(P -Fz)'2'1 x ' ar.7)

En caso de desconocer los parémetros P1,F2 yi se propo
re substituir sus valores por el de sus respectivos estimadores mues
trales 31, 3_2 y S . Aurgque no se sabe exactamerte que efectos ten

ga esto, se espera gue para muestras grardes las alteraciones no sean

grardes.

Wald (1944), en relacidén al mismo problema  atacado por Fi
sher y considerardo que se tiene una muestra aleatoria de N1 unida -
des pertereciertes a la poblacidn Py ¥y ctra rmuestra aleatoria indepen
dierte de la arterior gque consta de Ny unidades pertenecientes a la po

blacion Py, presenta uma solucidn que se deriva de la prueba de la h_l_

¥ recordar que ;. es definida positiva.



pbtesis Hy, gue la observacidn a discriminar, x, fue extralda de P

frerte a la altermativa H, de que fue extrafda de Py
Si se conociesen '}HJ v P y Z la regidn se encontrarfa facil
merte mediarte la aplicacibn del lema de Neyman — Pearson, obtenié_r_'n

dose el siguierte procedimiento:

Considerar a x como proveniente de Py si

fy ¢
= k {1.s)
f2 (5?
L8] = o , d ni
dorde k es tal que P o < kK \ f1 = » rivel de significancia

de la prueba y f; (x) dencta la densidad” para P, i = 1, 2.
En otro caso considerar a x como proveniente de P1 -

De la aplicacién del lema en la situacidn que irteresa y efec
tuardo posteriormerte alguras transformaciones se obtiere la siguiente
desigualdad

- 1 - r -1 - 1 _'1 .
lE AT e (z—#,a)]s lnk
- al.s)

De uma marera directa (ver Anderson (1868)) puede demastrar

se que II.2 es equivalerie a

* la cual se considera que existe




2‘_"2-1 (_’11 -_}4_2)-_12.(_}1_1 +r_2)' 2_1 (_;"\_1 —r_g) 2 Ink (I.10)

wald (1944) trabaja con la desigualdad

AV B ar11)

que puede obtererse ficilmerte de (11.10). En vista de que el valor de
_}l-t_ » anz se desconoce, Wald (1844) propone usar

la estadfstica U = x' S"1 &4 - %) para llevar a cabo la discrimina -

cién.

Como puede observarse U esta ligada frtimamente con la fun
cibn discriminarte lineal de Fisher expresada en II.7, pues si se con
sidera el transpuesto de esta Gltima, que por ser un rimero real no

sufre alteracién en su valor, se tiere que

' = [ -1 -
x A n= pa Gy - o)
de donde se puede cbservar gue U es proporcioral a la funcibn diseri
mirarte lincal de Fisher, Dado que se desconocen 7&_1 s y Z

rece intuitivamerte razonable usar en vez de los pararnetros los co -

rrespondiertes estimadores insesgados y consistertes.

Y

|
i

A -—
.,"-‘_1 = X4

~ 9 “1_
[=s=N1+N2_2 2.(51; Rq - R + 2 oy =~ Ro) o - 52)]
J‘




N.
1 i

dorde ﬁ=T\IT z -’fij i=1,2
j=

per lo que, substituyerndo en la expresibén de U

Debido a su caréacter aleatorio es preciso analizar la distr-ibzi
cibn de la estadfstica U. wWald (1944) preserta la solucidn en el caso

en gue N, ¥ N, son "grardes”. En esta situacién y como los estim_a_

1
dores substitufdos en vez de los pardmetros cornvergen estocasticamen
te a éstos (ltimos, puede demostrarse que la distribucibn asintética de
_Uesmmalcmmediaa{iyva.r'iarza G2si5provier'edepi i=1,
2 dorde

-1 2 -1
ad. = H! - ) Y g = - * -
TR Uo ™y (}4_2 J40 P <F2 pod
utilizardo lo arterior la regién de rechazo para la hipbtesis H; anterior

merte seri

d

}]
W

que bajo H, se distribuye asintdticamente como N (0, 1) st Ny , N,

]
son grardes, donde d se escoge tal que L e_22/2 dz = 5
¢ 0¥ '

y [ es el tamafio de la regidn critica.



En casoc de que se opte por utilizar la soluciédn minimax (ver

seccién 1.2 de este trabajo) d ha de escogerse de manera que

(&, - dog + D

o
cip L e gz = oy L e'z2/‘2 dz
T ¥
d -=
Cip » Cpq las pérdidas asociadas a los resultados equivocados.

Sin embargo, si Ny ¥ Ny no son gr-a.ndeé se recesita derivar

la distribucidn muestral exacta de U lo cual se trata de marera gereral
més adelarte.

En relacién al mismo problema Anderson (1951), sigue un pro
cedimiento semejarte al de Wald (1844) pero propone usar la estadfst_i

ca

- 1 o = “1 - <
w=x s @1'52)“2'(’51‘*52)'21 Xy~ %)

que puede observarse gue es el primer miembro completo de la des -

igualdad (1.10).

El mismo Anderson (1951), trata la distribucidn de tal esta -

distica bajo la supcsicién de que ltas medias F_1 ¥ tE son proporcio



nales. Sitgreaves (1952) trata la distribucién gereral de una matriz
aleatoria simétrica, Moo, con la caracterfstica de que las estadfsti
cas U de wald y W de Arderson pueden ser escritas como funciones

de los elemertos de M.

Como Wald y Sitgreaves Indican la distpibucidn muestral de
U, esti cortenida como caso particular de la distribucitn muestral de

la variable
Vo= kY, A v, (notacibn de Sitgreaves)

k ura constarte conocida, Y1 ¥ Y2 variaples aleatorias p - dimensiona
les con vectores de medias c Y E respectivamente vy Apxp ura matriz
simétrica con distribucidén Wishart con n = Ny + Np — 2 grados de liber
tad y los tres conjurtos de variables distribufdas irdeperdiertemerte con

la misma matriz de covarianza.
LLa estadfstica W puede expresarse COmo:
W =[§'(1/N1 +Ng) (Ny Xy Nazz)] rs &y ~ Xp)
+ [CN-l"' 2)/2(N1+N2)] @1_22)‘ 5-1 @1—32)

yladistrib.zciénmestraldew,yaseaque_:-_cprovergader—"1odeP,



es un caso particular de

wW* = av] Al v

-1
o+ Y] AT Y

2

dorde a y b son escalares conocidos, Y, , Yo ¥ A definidas como an

tes.

wald (1944} llega a expresar la distribucién muestral de V co
mo ura funcidén de 3 variables my; , My ¥ Mg que Sitgreaves dencta ~

como myy , Map;My, elementos de la matriz simétrica Moo dorde
M=Y" BY
Y=(Y1,Y2‘) v B=A+YY
en términos de los elementos de M gqueda como

-1
V=km12 [(1 - myyd (1 - mgy) — m122]

Sitgreaves presenta una derivacién analftica de la distribucidn .

de M en el casoenque'gyi sea.npropor*cionalesa(}&1 —#1), ob

teniardo la constarte de la distribucidn y ademdés la distribucién de la

1

matriz asociada M* = Y' A ' Y , proporcionando la funcibn de densi -

dad de M que es:

™ Notar que Y es una rmatriz de dimensiones px2



. 3

x] TUE) (XY (s 25w M ma)
Clery) G

=0

£ 1

11 ,0% m, < 1 im1 2 o 11-ml > o0

<
con O ST m o0

v la distribucién de M* es tal que su funcidn de densidad es:

YO 3

oty . _r) & L he
mEn ) r(F) S D)
2 r(%.(u.-\-ﬂ ¥ 3\ (111.'))
x
?: FEey o
| 3
y Mt pablawl b wr ¥ (L) Y]

T :
i (w4} 3y

| T4t

Las distribuciores de M y de M* son (Gtiles debido al interés

en las distribuciores exactas de las estadfsticas U y W, ya que -



-1
M* = ¥' A Y efectuando este producto se obtiene:

v &Y, AR
3 -k [}
o (RN KO =] .
‘i;' L":AY:. 'f;A‘fz_
P"‘: “r:
) u\‘ Maa

de donde, como V = kK Y; Al Y, se tieme que V < m12* por lo gue
se puede observar que la distribucién de V estaré relaciorada con la

de myp*, asf también, como W* = aYj AT Y, + bY] A1 v, 1a dis -
tribucin de W* puede obtenerse del estudio de am;,* + bmpp*. Esto

hace lrteresarte el estudio de ta distribucidn de la matriz ME.

Kabe (1963) trata el mismo problema, pero sin suporer la pro
porcionalidad de §y§ cc.nrespectoa_i=()ﬂ_1 - K. obteniendo —

los siguientes resultados:

fomy = ¢! 1 - mj P2 [m| @~ 372 G(¢12 s 9522) .12



dorde

oLy - -~ (h;\-ifu(k:f“?t P{_i(nﬂ Py dq,{z..']
& (k, y ¥1 - .Z_. lu*f‘wP'" at 1 ' f‘[{(f-\).\-d.l
d'P"f‘;-‘° : G.. (5‘

[‘[!ﬁ-_tm:.\«aap._] [‘[Jilﬁﬂ-l-d]
[‘[_:l'._? +1d.i{5.+(&,,‘] f‘[ii(nn.\ +J]

1.13)

9512 ¥ ¢22 son las rafces de la ecuacidn _
bt -1 .
l YZ oy - an 1 =0 (11.14)

donde L}’=.c§.§)
C= syt SARCHECI P{aeman)

si ‘g ¥ g son proporcionales como en el caso tratado tarto por An -
derson (1951) y Sitgreaves (1852) sea § = k1§ v F = k2S ernten

ces (I1.14) tiere sdlamente ura rafz*

?512 = (5_"2.-12 I)<k12 m11 2 k1l-<2m12 + Ir<22 m

m{-

i el elemerto ij de la matriz M, de dorde el resultado de Sitgrea

ves ((1952), ecuacidn 21) se tiene substituyerdo en (II.12) ol=0,

r,-2=o , Po=0 , @y =P, de AL1D)

* 1o cual se puede verificar ficilmente substituyendo
valores en (11.14)



Se recordar& que se obtuvo también la distribucién de M* =

M(I+M)-1, Kabe a su vez encuentra que
- -3 - 2 2
p(M")=C1 |M*| ® )/2I1+M|<n+2)/26<11. ’FQ)

donde 7\‘2)!72290n1as rafces de

N
o

| @579 - AL anIHT

En retacién al mismo problema puede utilizarse el criteric de
cocierte de verosimilitudes, el cual puede plarteé.rse de la siguiente -
manera: considerar que se esti probardo la hipftesis compuesta Hy
5(1) N as s X (a cbservacidn por discrimirar) han sido extr‘a_f

eesy XpNp
@ 3 sess 5\(;) han sido extraidos -

(1)

dc:\sdeu.ar'aN(_I&.I » 2. ) ¥ que x,
de N(#E » 2 ) cortra la a.l'cer-mativai—{2 s sess ﬁt\ﬂ) han sido

extrafdosdeN(_'y_1 ,i)yx, ,...,_)_f.‘,\éz),ﬁ deN(]lig,Z)

con _F1 » P 5 Y 1 no conmocidos. Desarroilando la prueba se obtie

re el coclerte (para més detalle en esta derivacién ver Anderson (1858)).

2 N - ~ T
e LU T SR RITEL
= Z % - ; “ - —o  (1.15)
e BRI S S ATCEL T |
donde u = N, + N, + 1



[

2 M «Y Wy \
¢ = Z Z (x, -2V (xa —ER
iat &=i

~
21 i =1, 2, es el estimador maximo verosimil dej_ bajo la hipd

tesis respectiva.

la expresidn (II.15) se puede escribir también como

e
i | M (xezg) & Cs-ED
1 - “:.""
= - (11.16)
l L A N (e -3%0
N+

obteniérdose como regidn de discriminacién de x como de |=>1 todos los

puntos para los cuales el cociente X c una Vfun:ién monétona creciente

de &l, sea rmayor qQue ura constarte determinada por el tamafio especi

ficado para la prueba de hipétesis efectuada. Aun cuardo este resulta

do luce muy elegarte ya qué tanto el rumerador como el denominrador

son transformaciones simples de wvariables T2 de Hetelling, sin embar



go, existe el problema de que no son independientes por lo que se

szbe poco acerca de la distribucibn de tal cocierte.

En este punto cabe mencionar la interesarte analogla que exl._g

te ertre discriminacién y ardlisis de regresién.

Si se considera la siguierte ecuacién de regresibn

EGO = oi+(5§

I1.17)
donde 11 st x proviene de P,

;12 st x proviene de Py

§ una variable ficticia, A, , 7\2 constartes

1

x el wvector de mediciores o atributos para un individuo vy si

1 1
Lty g el - PTG TR
mediarte SJb;é_Il;_itUCiéﬂ directa puede wverificarse que el miembro derecho
de (I1.17) seneduce a #1 cuardo i= }1 y a Pe cuando i = 32.
Ertonces la écuacidn que aparece en (I1.17) es formalmerte la regre —
sién de x en o sobre § (ver Cramér (1946)). Dado que en este caso
lo que se desea es decidir si un individuo perter‘ece a P1 o a P2 en

ba_.s';e a las mediciores efectuadas, esto conduce a considerar la regre



sibn irmversa, i.e., la regresidn de 'g en o sobre Xx; obteniendo

e [(§]=x¢
donde X* = ( e , X') de dimensiones (, +nyx (p+ 1)
e=(1, o0y 1) con ngy + ng elemertos

x = ()_:1(1) » EQCU y esr 5—n1(1) » _251(2) s ...,_>ch(2) ) una matriz de

p X (n1 + ng) componertes.

El vector b se obtiene de las ecuaciores normales

o(tl xt) Et = Xttz - (II-?B)

de donde b = (X* X*y ' x* ¥
efectuando el producto X*' 1_ se tiene

. At “\1,11.
x i_ = Ry

(il’i z}
TN

por comadidad se eligen 11 Y 7\2 tales que 11 ny + 12 n, = c

"> -n .

p. ej. 7‘1 = — ’ 12=—1— )  Asf elegidos ‘/{1 Y
ng + g ™M + np

12 vy a partir de las ecuaciores normales (II.18) se tlene

(Talores utilizados por Fisher, los cuales facilidan los célculos
y como se observaré los valores de 3.1 s Ap aiin cuando conducen
a diferertes valores del vector b ro tienen verdadera importancia
pues todos los vectores p vy porlotanto ala furcidn discriminarte
lineal, que se obtengan serén proporcionales, pues la funcién dis
criminante que se obtenga ha de estandarizarse artes de usarla,
con lo cual la proporcionalidad no afecta en los resultados finales.




btl x*r xt b‘ = b#l x#r

n
1 T2 -
== b - 3
e P &%
bo
dorde E‘ = i.e. b es el vector de los coeficiertes de regresibn
b

.de los elemertos de x ¥ b, es el término constante de la regresidn.
Ademés, es necesaria ura expresién de b en términos de la irforma
cibn muestral. Efectuardo el producto X*' X* b se tiere
1 T
geb +e'XDb

XX b= (11.20)
Xe b +XX'b

entonces de (11.19) y (11.20) se tere

e' X b

y ertonces puede demostrarse que

1 1 1 _. n,Nx z - %
X(1 - E—%e-e)X‘a = e % )

de donde mediarte un poco de algebra se cbtiene que

R S -



dorgde X = [x1 :XQ], >3 la matriz de observacicrnes correspordien
tes a la muestra de Py , Xelarespectivaparalapoblacién P, »
g=(>31 —3'_<2) R e“i =1, ooy 1) ved:orconnielemertosi =1, 2. ,

I, la matriz idertidad de orden nj.

L

1
Se = Xl (1‘. -“L g..@:. )X: + y‘:. Ll.‘-'}ke_'hg.“t\X1
T onM
- nn*“l—

Las ecuaciones normales, expresidn (I1.21), pueden escribirse

en forma concisa utilizando el resultado que aparece en Press ((1972),

pag. 23).
T -1

b = < S.d

- [P )

de donde se cbserva que b es proporcional a st d y b' x es propor
cional a la funcidén discriminarte lineal de Fisher (1I.7), habierdo subs
titufdo los parémetros por los respectivos estimadores y tomando en
cuerta que S, = (n1_ +ny - 2) S. Por lo anterior y excepto por una
 constarte de proporcionalidad la funcidn discriminarte lireal y la fun
cién de regresién son iguales por lo que este enfoque del problema con
duce al mismo procedimierto de discriminacién que el de la funcidn li

neal de Fisher.

Kshirsagar (1965) preserta ura interesarte discusidn acerca de
lo apropiado que puede ser el aplicar los métodos del ardlisis de regre

sién a este caso, ya que no se cumplen las suposiciones de dicho aréli



sis. Sin embargo, la justificacién para usar la prueba de F para pro
bar que los coeficiertes de la ecuacidn de regresidn verdaderos son

iguales a cero (lo cual es equivalerte a que #_1 = #2 i.e..las pobla
giones coinciden) proviene de la distribucién de la Dﬁ ya que el cocien

te de sumas de cuadradcs que se debe calcular es

(Suma de Cuadrados debido a ta regresidn)/g.l.

Fo= (Suma de Cuadrados del error)/g.l.
n, Ny ¢ =1 C.t 31.
P . M -1 v

2 -1 b
dorde Dp =(y +ny - 2)d' 5, desun mlltiplo de la distancia mues

tral de Mahalanobis.

Se desprende de lo arterior gue los programas de computado
ra escritos para resolver problemas de regresién pueden ser usados

también para resoclver problemas de discriminacidn.

Es comin que la furcibn discriminarte lineal sea interpretada
en forma subjetiva, i.e., si en la funcibn 2_‘ x el coeficiente de una
variable es "grande' se considera que esa variable tiene valor discri
minatorio, por lo cortrario, si el coeficierte de ura variable es "pe
quefo" (cercanc a cero) se considera que dicHa variable no tiere va -

1

lor discriminarte.



I.1.2 El caso de dos poblaciores con heterocedasticidad.

diferertes asf como matrices de covarianza diferentes. Arderson y Ba
hadur (1962) presertan una solucidn (supeniendo conocidos los paréme
tros) para esta faceta del problema, la cual esti basada eh el uso de

un procedimiento lineal.

Se define un procedimiento lireal como aquel gque asigna uma
observacibn x a la podlacibn Py, sila combinacidn lineal b' x € c -
e 7 0 un vector p = dimensioral ¥ ¢ un escalar) en otro caso asigna x

a la poblacibn P,, para ura eleccién adecuada de b y c.

Suponiendo er’é:on:es_}é_1 ;E_F_z ,‘21 ;£<Z2 iy L deno -
: tan el vector de medias y la matriz de covariar; en la poblacibn P
i=1,2 L, y.7_2 no singulares, Arderson y Bahadur (1962) se avo
can al estudio de procedimiertos lireales bptimos. En los términos en
que se ha planteado el problema puede observarse facilmerte gque las -

protabilidades de clasificacién equivocada deperden de las cartidades

f [}
., bR -e
3‘:—(_‘-1'_“’--_%‘1 Y 5=“T§ET§"



los cuales se obtienen al calcular las probabilidades de clasificacibn

equivocada bajo cada poblacibén y son

Pt 7_?{!;1&:,[1‘.?‘] I-?‘_‘313>c-\'5’-?.,.\
Wa 2=

L1 "%"‘il-\ *

y - P[brse fze®)

—0
o
]
-J
—
|4 9
®
LY
f¢)
[T
»
fad
[
\

P - By ¥

dorde § (2) dencta la distribucién normal evaluada en z, y se plantea

1a sclucidn a los siguiertes problemas:

i) encorirar el procedirmiernto que minimice la probabilidad de un

error de clasificacién cuardo el otro sea especificado.

ii) encortrar el procedimierto que minimice la méxima probabilidad

de error

tif) encortrar el procedimierto que minimice la probabilidad de error
cuando se han especificado probabilidades a priori para ambas -

potlaciones.

La solucién a estos problemas se encuentra dentro del conjun

to de procedimientos lineales admisibles. Un procedimierto I.1 es me

* hay que observar que las probabilidades de clasificacibén
equivocada son funciores decrecientes de vy ¥ de ¥o




jor que otro lp si cada probabilidad de clasificacitn equivocada para
l1 esmenoroigaalweparal2yaln1enosunaesestrictarnertemf._
nor. Un procedimiento es admisible si no hay otro procedimiento me

jor que él.

Para caracterizar anal fricamerte los procedimiertos lireales
admisibles, lo cual significa encortrar el vector b que maximiza yy4

para cada Ya, obtenierdo la constarte ¢ correspordiente de las f’or-rn._:

las para yi & Yp S2 tiere que
-1
=L g+t L) 2 a1.22)

t1,t2esca1ar~es Y l='F'4—-F_1

y entonces

- TR 2 b=b F -, 0T ,0 (11.28)

Arderson y Bahadur (1962) prueban que el procedimierto defini
do por (11.22) y (I1.23) es admisible para cualquier t1 Yty tales que
ty L

_é_ tenga ura relactén especial con I1 y'i 2 tcdos los procedimiertos

1 + t2§: o Sea definida positiva (Teorema 2) ¥y a menos de que

agmisibles quedan definidos por las cordiciones artes citadas. Ademés

se espera que estos resultados cubran los casos de irterés préctico.



Ertonces dados tq ¥ t, puede obtererse el vector b fptimo ¥

a su vez la constante c. A merudo t1 Y t2 no son especificades

de antemano, y la solucidén se determina de otra marera. Ahora -

bien, retornando a los problemas iy, il) y 1ii) se tiere:

D

minimizar una probabilidad de clasificacién errénea habiendo es
pecificado la otra. Suponiendo que se da yp (que equivale a fi-
jar la probabilidad de discriminacidn equivocada de un individuo

de la poblacidn Ppy) y se desea maximizar Yy i.e. minimizar ch.

La solucibn para este problema la proporcionan Anderson y Baha
dur (1962) y consiste en que st yy 7 0 (i.e. PQU < 1/2) si max
y1>,053deseaercortr~a.r' tp =1 -t; tal que y2=t2(2'22

by 172 donde
b= [t1z1+t212]-1_5_ a1.22)

la solucibén puede hallarse via ensayo y error. Para t, =0

v, =0 y para ty =1 y2=@'222)1/2=@.'.8;)1/2'
- 1

g '

dorde 2 ,b=3§

Pamt2?0 » t1<0 ¥ t2—t1=1 s yzesurafuﬂ—

. _ _ -1 1/2
c16ndecr'eciertedet2yent2—1 )@—(_8_22 _S_) .



_1 1
Sy, > % 25 i)’?=> y1< O y se busca t, tal que

vp =ty 1;1 2)1/2 G.e. proporcional al mbaulo de b en la
, métrtcade7_'2). Cuardot, € 0, t.> O y t -ty =1
se tiere yo L O (i.e. P1I2 v 1/2), enestecasoy2esuna—

functén creciernte de t,, de ruevo se busca el valor de t, tal que

-1 12
Yo =t @25 B

iiy minimizar la maxima probabilidad de error.

La solucién es el procedimiento minimax, i.e., el procedimierto
para el cual y; = yp *. Ya que para este procedimierto P112 .
P2l1>0 y1=y2>0yt1)0 R t2>0,ser§

guiere ercortrar t = 1:1 =1 = t2

el que 0= oi-yr st Vb - (1-1V 57.;5

- e [€7, - (-t¥2]e
existerdo una solucidn para lo anterior, la cual puede aprcnumaf
se por ersayc y error. Un enfoque altarnativo es resolver para
c en las expresiones de y; ¥ ¥ obtenierdo

s
Y,z 2 = =
1= 3 TERS)

Wi

+(2Z, %) (i1.25)

107

buscando el vector b gue maximice (11.25) dorde b es de la for

mag=1t51+(1-t)i2] Oc¢ted Ql.26)

* ver seccidn 1.3 de este trabajo



iti)

Cuando }:1 =52 al doble del méximo de (1I.25) se le conoce CoO
mo la distancia ertre las poblaciones F’1 A P2 lo que sugiere la

idea de extender la dencminacidn a este caso.

minimizar la probabllidad de error cuarndo han sido especificadas

probabilidades a priori.

Suponierdo que tales probabilidades son qq de que provenga de Py
Y 45 de que proverga de Py, se tieme que la probabilidad de cla

sificacidn errbrea es

ql[“ - §L5|‘-§ + qi—[ L= §%t\] = "-’t.*qn. - T_a-hé(‘ﬁﬂ*'ia. §{'ﬁ1ﬂ

-1 - LaBedva.3u)

el objetivo es ertorces, minlmizar esta dltima expresidn.

Como este procedimiento involucra a yy ¥ & Yo si se sabe que

Yy s Y2 > 0 (d.e. Popq » P1I2 < 1/2) se puede substituir

: 1/2 : 1/2
y, =t @2, B s Yp= (- @@L, D) donde b esta
dada por (11.23) ertorces, maximizando con respecto a t se obtie
ne
@) A% (4 )23 = ©
%, 95 =1 i ¥ % ?S 4 Fe il ar.zr)

donde 515(a,|)=21’i'e'1/2n2



la expresién (11.27) no es facil de resolver para t pero puede

modificarse obteniendo

B v
sra) TEES
= 1.28)

los autores aconsejan graficar la curva de soluciores admisibles
y tratar valores de t en (I[.28) para encontrar una solucibn ope

rativa.

Por Gltimo sefialan que para todo procedimiento lineal admisible
o' § #0, ie., & #_1 ey # 0 , lo cual significa que todo

procedimierto lineal admisible hace uso del hecho de que 7&_1 # F .



[M.1.3 El caso de k poblaciores.

El problema de discriminacidn ertre k (k » 2) poblaciones es
la siguierte etapa ratural en la evolucién del problema de discrimina
cibn., Von Mises (1945) presenta una solucién bajo la suposicién de -
que se tienen k poblacicres cada una con furcidén de densidad F’j j=1,
2, ..., k y se desea discriminar a N ruevos individuos, la sclucibén
consiste en subdividir el espacio p - dimensional de las cbservaciores
en k regiones Ry, R2, caes Ry asignr;:.rdo a un irdividuo gque caiga en
la regidn Rj a la poblacidn Pj, el objetive es minimizar el riesgo de
efectuar una decisién equivocada, que es el complemerto 2 1 de la -

probabilidad de decisién correcta que para un irndividuo de la poblacién

j' estaré dado por

W = Py’ ) dx 121,2, «o0p K

R.!
]

Las caracterfsticas* que debe terer la particién &ptima son:

1) pa.ratcdasla.skr'egi.oresRl l=1,...,ke1valordeﬁ1es

congtarie.

i) a lo largo de la frontera ertre dos regiones sean estas Ry ¥ RL'

* las cuales en al caso de k = 2 coinciden con las
propuestas por Welch (1939).



x)

el cocierte i{_(._ es constante, puede observarse facilmente
T &

que en el caso unidimernsional sblo la primera caracter{stica es

relevarte. En todo caso la probabilidad de decisibén correcta es

igual al valor comidn ﬁl'

En cuarto a este problema tratardo exclusivamente con paobla
ciores rorrmales multidimensicnales la mayorfa de las soluciones para
2 poblaciones pueden extenderse de uma manera di_necta. Se presenta
aqui el tratamierto dado por Arderson (1958) al problema de discrimi
rar ertre k poblaciones normales con vectores de medias distirtos vy
la misma matriz de covarianza bajo la suposicidn de que los paréme -
tros se conocen., Para costos (o pérdidas) arbitrarias y probabilidades
a priori conocidas pueden formarse las k funciones Jefinidas en térmi

nos de la expresion 1.3.2.

Si los costos de discriminacidn equivocada son iguales se usan

las funciores

y conociérdose las probabilidades a priort se defire la regidn Rj (re -
cordar ‘desarrollo en la seccibn [.3) como el conjurto de las x'S tales

que



u_ﬂ>1n%1_ 1=1, «.., k 1 #j
J

q L=1, ..., K, probabiltdadaprior'ideprmnirdepl.

Rqy sees F&deﬁnidas en (II.28) por las constartes dj’ las cuales son
determinadas de marera que las siguientes irtegrales:

?{\}\ &,'},QT’) =S .. - g gsd“s‘"-&uj'}l A‘-\j}u ---AIJ-‘-}"
a-dy dy-4,

donde f; es la densidad de la variable Uy @ = 1, coa, W i #K
L] _l(
= -4 . - .
v {Rk dencta la particién del espacio p - dimensional en R, Ry, «.-s
Rk'

tergan un valor igual, minimizan la méxima pérdida (o costo) esperada

cordicional .

Arderson ((1958) teorema 6. 7. 1) afirma que asf definidas Ry»
Ry 5 s minimiza el costo esperado de asignacidn equivocada. Si
se desconocen las probabilidades a priort % queda definida por desi —

gualdades de la forma

ujl>)c1j-<:I 1=1, +.., K I #j d1>,0 I =1, ...,k



del teorema 6. 7. 2 Anderson (1858) se tiere que bajo los supuestos
establecidos arteriormerte las regicres R1, esss Rk definidas en -
(11.28")con las constaries dj determinadas de manera gue las integra

les:

?Cj'h!:{?'lﬂ = S S €3 Aus‘-..dunddas?‘...d‘usv_

4-d, I

donde fj es la densidad de la variable Uji i=1, 0., Kk} i #k

Y

-1
Uif[f"’?(]‘!—i‘-,tj)]'z B0
R\ dencta la particién del espacic p - dimensicnal en Ry, «..,
1 R

tengan un valor igual, minimizan la méxima pérdida (o costo) espera

da cordicioral.

Si los parametros se desconocen, suponiendo que se cuenta
con ura muestra de cada poblacidn, en vez de los pardmetros, pueden
substituirse en la expresidn para Uij (>_<_), los estimadores muestrales

que son

.7

i{ x

1 @
—_— x i=1, ..., K para .
Np o= 1&1

A

O

x, ura cbservacién de la muestra de N, unidades de la peblacién P



ke
D = = =
S : = ST (-3 NGE -2
({;_\l‘—'k.‘ =t dud
sin embargo, sflo se pueden utilizar los resultados artes citados si se

cuerta con muestras Msuficientemerte" grandes.

Se ha propuesto para resolver la misma situacidn un procedi
mientc que sigue un razonamiernto anflogo al de la funcidn discriminan
te lineal de Fisher. Si se dencta por E a la matriz de cuadrados me
dios y productos cruzados ertre las poblaciones y por D la matriz de
cuadrados medios y productos cruzados dertro de las poblaciores para
el caso de dos poblaciones, Fisher sugirié encortrar la combinacion
A' x (ver seccibn II.1) gue maximizase al cocierte P=A'E A / 2"
D A del cuadrado medio ertre poblaciones artre el cuadradc medio den
tro de poblaciones de la combinacién A' x. Para méas de dos poblacic
res los vectores A que maximizan @ corresponden a soluciones de 1a

ecuacidn,

E-§yDDA =0 (11.29)

Esta ecuacién tieme soluciores que son los vectores caracter{s
ticos de D! E y existen a lo mas f = min (k - 1, p), donde k es el
rlmero de poblaciones y p es la dimensidn del espacio de observacio
res. A las variables germeradas por combinaciones lineales ertre estos

vectores caracter{sticos y el vector de cbservaciores, i.e., a ‘v1 = _&1'



X, Vo =ALX , ..o, v"=l'r~§ se les llama variables cand
micas. Estas variables también se interpretan en forma intuitiva al -

igual que la furcién discriminarte lineal individual para el caso de dos
potlaciones. De hecho se puede pensar que, en este caso, se tieren r

furciones discriminaries linesales.

Es 4til hacer una grafica con los valores para las primeras -
variables canbnicas (funciones discriminartes) en los purtos muestrales,
de acuerdc a la dispersién de esos purtos se pueden irferir aralogfas en
tre poblaciores o grupcs considerados. Para ejemplos de ésto ver -

Blackith y Reymert (1971) ¥ Seal (1964.

f
Ya que {—l'i x }i-—1 son transformaciones l.reales de varia -
Hes normales, ellas son rnormales a su vez (dado el valor de ii) Y -
entonces la regla de decisién, tomando en cuenta r vectores propios de

D"1 E, es la siguierte: asignar la "rueva" observacibn x a Pi si

L 4
¥ 2
1 a 2 . ! ~
T (Aa-p) = o ) (- aneo
1= } JEIN
en ctros términos asigrar x a Py si
19.Y9 = wmax (9 -1V -\'v-
(y - 4933 = ; 47z TS

- . ) -



donde Woo (Ale, Aex,.. 2E)

El desarrdllo que cornduce a la regla de decisidon arterior es
anilogo al seguido en la seccién II.1 que es el considerar el proble -
ma como uno de regresibn habilerdo definido k-1 variables ficticias.

| si una observacién x proviene de P
0  de otra manera (=1, ..., K= 1)
y entonces

E =_;ik + (#_1 —_r_k) Y, Foeee T (-FK-1 _‘F'k) Yoy @IS

la expresibn arterior se reduce a_}&j g=1, ..., k) cuando x proviere

de Pj y se puede escriblr como

E[§]=_r_k+ [s AN : ar.a2)

rmww o m

F,:{ ;__‘ —'}1"“-']5'2 —_r_k, e e _IL“] una matriz de px(k—1)

§= (445 9 2> ...,5k_1)' vector de k — 1 comparertes.

El objetivo serid ertonces maximizar el cociente de la suma de

cuadrados entre grupos ertre la suma de cuadrados dentro de grupos en



el andlisis de varianza de la funcibn lineal _);' x i.e. maximizar el

cociente

que es equivalerte a maximizar

Ai
AT E +tDA

llevardo a cabo la diferenciacidn se obtiene gue _2_ debe satisfacer el

conjurto de ecuaciones

[E—r2(D+E)]_§=g a1.33)

dorde r2 es ura rafz de la ecuacidn del determiparte
. _ .
le-rPo+e] = 0 Q1.34)

que es una cordicién recesaria y suficiente para gue (11.33) terga solu

cibn difererte de la trivial.

Se tiere la vertaja de gue la expresibn (11.34) tiene como r'a_i.'

ces::'r-*;g) r-22> ces 2 rf2 ¢ = min {p, k = 1) = rango (P))los

cuadrados de las cornelacwres candnicas muestrales ertre la variable

x y el vector de variables ficticias _j__. Ademis ya que generalmente

* es preferible tra.ba;ar- con esta expresién por moti
vos de célculo.



se desconocen ta.rto_,tl__i G=1, o0, K) comoz se pueden utilizar las
pruebas de significancia de las correlaciones canbnicas para determi -
nar cuiles son significativamerte diferentes de cero, supbngase que son
r , y asf determinar cuartas funciones discriminartes utilizar. Por es

ta razbn se llama variables carndnicas a estas funciones discriminartes.

La razbn de utilizar la expresién (I1.30) se deriva del hecho de
que mediante las r funciones discriminartes basadas en '_);1, veos lr-
se pueden definir "ruevas coordenadas” con respecto a los ejes A g, -
.3 lr.pa,rael valor X, quesedeseaasigraraurade las k poblacio

res, 1.e., definlendo

Upg =4 %X » Upp=2Ag X » «eo s U =2 x

-2 - or —r —

que equivale a dismiruir la dimensionalidad del problema considerando
solamerte el subespacio affn en el que estin las k medias poblacionales,

as{ también las ruevas coordenadas de la media est*lmar:la.zi de P; son:

Uy = A K 5 Yp=25% » - Up =20 X%

y la distancia entre el purto x y la media muestral Zj en base a las
ruevas coordenadas es
¥ Ny ¥ . a2
- o - %,
1" Rz

de donde la eleccién de la regla de decisidén de la expresidn (I11.30) es



irtuitivamerte cdlara. En cuarto a la posibilidad de aplicacibn de las
pruebas de significarcia de las correlaciones canbnicas entre x y Y
no existe ningln impedimerto tedrico pues es suficierte que una de

las variables tenga distribucidén normal para poder aplicar tales prue

bas.

En el casc de comnocer 'a forma funcional de las densidades
f; O f=1, ..., k. aln cuando se desconozcan los parametros de
elias, puede utilizarse dora solucibn la cual maximiza la probabilidad
media de clasificacidén correcta y consiste en asignar la observacién

"rueva x a F’i st

q fi &= m?x q; fj 00

dorde q; es la probabilidad a priort de gque un irdividuo perterezca a
P;. Tal regla, en el caso de probabilidades a priori iguales, se re
duce a asignar x a Py st f; (x2 = mjax f (). Los parémetros pueden
estimarse por algin métcdo v.g., méxima verosimilitud, Si las denst
cades involucradas pertenecen a poblaciores ._normales con la misma -
matriz de covariarza la regla anterior conduce a asignar x a la pobla

cion Fi st

x- 172 £ PR R = max (5-1/2%3-)'2:‘]‘&3



para efectos préacticos ‘F‘" es substituida por 3{ y ) por S. Este -

método es comocido como Furcidn Discriminante Miltiple.

En cualqulera de las dos Gltimas soluciones las fronteras de
las regicnes de asignacifn son hiperplanos. En el caso del método -
que utiliza los vectores propios correspordiertes a las correlaciones
cardnicas la dimensién de tales hiperplanos es min k=~ 1, p) - 1 =
f-1yenel caso de la F_uncién Discriminante Mltiple la dimensidn

es p-1.

Matusita (1971) discute el uso de la afiridad’ ertre distribucio
nes como una medida de informacidn para la discriminacion. Matusi
Cta (1973)'emplean:io la afinidad preserta un método para determinar -
una proyeccidn para efectuar la discriminacion, el cual minimiza la -
afinidad ertre las distribuciores irvolucradas. La funcidn discriminan
te lineal presertada anteriormerte para discrimirar erntre dos poblacio
res con la misma matriz de variarza también se ‘puede obterer por
este método, asf como una furcibn discriminarte para el caso de ma

trices de covarianza diferentes.

Matusita (1973) establece alguras propiedades de la afinidad -

como ura medida de informacién para la discriminacién, donde la afi

* en el sertido de Matusita,



rnidad ertre dos poblacliones se define como:

€, (5 ;5 = S {panpo dw
e

F1 > F2 dos distribuciores en el espacio R en el cual una medida m
(Lebesgue, o de corteo, © mixta) esta definido vy P1 GO, P2 (x) son

las funciores de densidad de Fy ¥ F2 con respecto a m.

As{ definida ?2 Fy 5 F esti relacionada a la distancia en

“'L
e (e - gl
e

mediante la expresidén

aQf Fy s Fpd= 2.0 = ¢y (Fy » FY)

En el caso de varias distribuciones se defire la afinidad como
sigue, Sean F1’ essny Fr distribuciores en R con funciores de densi -

dad con respecto a M Py (X}, ..., Pp 0O respectivamerte.

' Fy= \®, 0 P o)’ dm
Qr (F1, ares r 1 ( .. r\(

R
Este valor, Matusita afirma, gue puede demostrarse que es ig

deperdierte de la eleccidn de la medida subyacente m. Ademas poses



la propledad de ser simétrico en Fy, ..., F. ¥ ctras més (ver Matu
sita (1973)). Tlene caracter{sticas similares a medidas de informa -
cibn, tales como la de Kullback - Liebler para discriminacién y es me
jor que esta en cuarto a simetrfa en distribuciones y relacibn directa

con la probabilidad de error en discriminacién.

En cuanto a la bdsqueda de urma proyeccitn, E, sobre un sub

espacio s - dimensional se busca que minimice
Cn & ) vevs E (FRID

obteniendo el siguiente resultado (Matusita (1973) ):

Sean B una matriz s x p de rango s y E uma proyeccidn de Rp
sobre un subespacio s - dimensional entonces para resolver el proble -
ma de ercortrar la proyeccién buscada no siempre hay necesidad de con
firarse al conjurnto de proyecciores E, se puede buscar una matriz B la

cual minimice la afinidad Qr. (B (F{ds -os B (F) ).

Considerando especfficamerte poblaciones normales p - dimensio

nales se tiere que si F1, .-, FposON distribucicnes normales F1 =

_1 —
N(#1,A1)...,FP=N(#_P,AP1)donde_'Ej son vectores p - di
mensionales ¥y Ay ..., A, matrices definidas positivas, simétricas,

pxp. Ertorces



€, 5 ¢ AL avE'é,['zr-ia-.r-.-(éa;r;)'(iﬁx'%‘;a;ra’] .
i 1 A v

@ar1.3s5)

que es invariarte bajo transformaciones no singula.res.

En el caso de que las matrices de covarianza coincidan i.e.

A1=...=Ar=Asetiere

¢, (Fa,... Fe) = ex® {—t[iriﬂk‘ - (%%‘B{\;\I(rﬁ\.‘(éﬁﬂ;\]

= exy ~}x[‘iril‘\}\ - Q‘ir\'% P‘—‘@,[‘J]

Como puede notarse, las soluciones mediante el enfogque clé.s_i

co estin muy restringidas en este caso.

* Irexplicablemerte matusita (1973) presenta un resultado que
al parecer no es equivalerte y no concuerda con resultados

suyos arteriores ver Matusita {1967).



o.z _ Soluciornes bayesianas.

Geisser (1964) considera el problema de discriminacién entre
k poblaciones basardo ia decisidn en la probabilidad de gue la rueva -
observacidn _>5 perterezca a una de k poblaciones normales. Presenta
ura alterrativa a los procedimientos clésiceos ya que estos tieren la -
desvertaja de que en el caso de desconocer los pardmetros de las den
sidades normales irvolucradas, los problemas distribucionales gue se
erfrertan son muy complicades, ademés de que por su mismo desarro
lio "son métodos de clasificaciér en masa, los cuales son (tiles para
clasificar gran nfamero de observaciones sujetas a errcores fijos de fre
cuencias de clasificacibdn eguivocada”, pero que no permiten erunciado
alguro acerca de la probabilidad de que uma observacidn particular per

terezca a ura u otra de las poblaciores.

Proporne ertonces asignar urna densidad a priori (impropia) ta



cual refleja la ignorancia que se ternga en el caso particular acerca de
los parédmetros para la poblacién P; » ertonces utilizando la verosimi

litud de que x pertenezca a Pi y via el teorema de Bayes obterer una

solucién para la probabilidad a posteriori de que la observacidn x perts
nezca a P; suponiendo conocidas las probabilidades de provenir de la -
poblacién Py. En lo que sigue x denctard uma "rueva" observacién por
discriminar con probabilidad q; de pertenecer a la poblacidn P » la -

distribucitn en P; uma normal con media _’UL_I y matriz de covariarza

A P
Zi » X =-ﬁi Yy S =7_i . Ademas se omitirén factores de propor

cionalidad que no afecten el resultado ﬁrai.
Caso I. zi conocida , _]L‘ conocida Vi
-t -1 '
P(Riz,q) w g 12l ey AT cropaapd

Caso 2. Zi conccida , )l"‘_l desconocida (medias diferentes) Vi se tiene
que
-V‘ —_—=t - 1
ferg g, 2, T « 1Z) axp &_‘Lz Nt &, (""?‘\(1‘75“’&

i

bajo la suposicién de gue la densidad impropia a priori de _‘t\_1 es
a-')tli.‘.\d}ii <« “}5.: (no irformativa) *

artonces

* para ura discusién acerca de las densidades a priori no in

formativas de @ . vy T, ver Box y Tiao (1973) o mejor aln Gei
sser y Corriield (1563)



- 83 =~

it =43 NE o o
{ A LSS T_.Ls;-;ksc—ﬂs
P(Rirg) « (.F‘T'ﬁ'\ A =y IL T A

Z i = i
Caso 3. j conccida , 15{_1 ‘P Vi media comdn, desconocida

de ruewvo

‘5(]5}&]1 «© cll-g .

-1 - o _ '
P(RAT ) @ g \Tox AT exp hoit GeraSiE @

donde -t k =
N o= T W2y
— v e
EXE AP RS
Caso 4. L, desconocida }4_ conocida ¥
ot 1 i
en este caso
H;
}1;_ 3“*_; = L (1'4“;.- ]'\u;_\(tdt'.-rti\
dut

es =l estimador de la compornerte ut — ésima de la matriz Si que esti
ma a Zi , ademés utilizardo la densidad & priori, impropia y no irfor

mativa

v -1 {5 _t
%(z:’.\all - 8 lz‘-\ di‘_ J&u; 2

se ootiere finalmerte

* para ura discusidén sobre el valor v consultar
Geisser y Cornfield (1963)



L (M +g- 1)

phaCag-s o)) | s
¢ {-’-_L(_)\;-\n-:.\'\l | NoS 42 .‘__-\{Lﬂ;a-?-»z-\n

Pl 9)ex g

Caso 5. i { desconocida , F_l desconocida Vi

Este es el casc que ocurre mis frecuentemerte, acul

(RN Sl S z Coa” i‘%\h"i"i -%eo)
o .

que seré la comporerte ut — ésima de la matriz Si que estima a la ma
tr*izczi. La densidad conjurta a priori impropia ¥y no informativa para
_I&i b 1{_1 es

6(!5; ,i?\a\l&;aﬁ_l‘ o \t;_\k"‘sd‘& A')_'; ge N

finalmerie se tHere

1t 1 (W W
M p{LL "+?-J+‘
’\)(.?;. 1= lﬂ') < 4. {.(“‘1“5“\5 S {i{,“i*“‘-ﬂ.’] \(H;_-QS;\&

4 (i ap-s41

R
x{ | 4+ H; (Lo-2)0 (L=
LRLa.-\](H;-l)

Caso 6. 7—i desconocido ,Vi 1”‘1 = Ilj_ desconocida (pero vectores de

medias iguales). Suponierdo la misma densidad a priori para # v la
- - )

misma densidad a priori d-ez ; como en los casos 4 ¥ 5 se obtiens

la densidad a priori conjurta



\5_5\

(B
-
‘_M,_
}Al
—
e
=l

El

y firalmerte " -4 (M- $2-5)
(P 1z ,q) < "cig &\ii’&d:r—“hr#ﬁ - precpt |
EE

N ATy
FL dw .
Gelsser apurto que debido a la dificultad de irtegrar socbre _]:l_ debe de

jar el resultado en la forma anterior.

Caso 7. ii =§, desconocida pero comin, ]I-k_i conocida | ¢

De rueveo se utiliza el estimador-dei » S como en el caso 4 y

ademis se define como densidad a priori para la z comian

«
iy - .
a(THaT o 12 VAT e M MWy
-
Y. S= -}*1“_-,35 cotentendo
33 .
L (\.’Hg*?—-‘\

?(?;\g'gr\ < q(—‘(l 1 4 N-‘(!-_‘Fa.}' SJ C‘!‘-_-Fc} 15‘—

Caso 8. Zi = Z desconocida pero comdn, '}ii desconocida Vi (mif_

mas suposiciones gue en MANOWVA)
K k
) __ 1 . _ _ .
Definierdo S = o ‘12-1 (M, = 1) S| dorde N = ; N, v S, definida



-1
como en el caso 5, la densidad a priori para 2. es la misma que
en el caso 7 sdlo que con la restricelon v £ N-kypar-a]&_iladeﬂ

sidad a priori como en el caso 5.

Se tlere ie P,['-li_(}.i-‘k.\-?-n:-\-l\H

Hi
? (_?;_ \e, '3;\ < | (“;H\ T iji (M-¢ -'JJ.'L\S

- (M-er oo )

M-S (Eemx)
* |+ -
R+ (R -

Como puede observarse, excepte para el casc 6, se tieren for
mas relativamente simples para expresar la solucién con respecto a las

probabilidades a posteriori.

La regla de decisibn, como es comin en el andlisis bayesiano,
se ha de basar en las distribuciores a posteriori (que indican el grado
de credibilidad después de obtenida la informacion). Es por esto que
no se proporciona ura regla especfﬁcé sino que ésta debe ser determi
rada por el imvestigador, por ejemplo usar "momios" relativos, o asig
rar la rueva observacién , x , a la poblacién con mayor valor de la

probabilidad a posteriori dado x. .

En cuanto al célculo de logs momios relativos (relative odds) —



Press (1972) preserta el cllculo en base a la densidad predictiva defi

rida como sigue:

h (e 1, =) = | Gt teygletx,,. x)0

dorde qo i, .., en) € Il I SURT-S

h ¢-]-) dencta la densidad predictiva

g (-]+) dencta la densidad de uma cbservacién futura

p ( &) es la densidad a priori para ©

f (X535 ++-» Xn |@) es la funcidn de verosimilitud de las observaciones
para el parémetro ©

y

q (9151, ve-, %) es la densidad a posteriori del parémetro dados

los datos

La densidad predictiva resulta en caso de desconccer los pard

metros (_J_u_'s v 2.5y ura densidad t de Student multivariada:

\
. - o - Wb
[1 PR VR —53)'3 ‘LE-E:J{E
LYY 3

?(1 1&«3—051?‘9 =

dordeikjlz'es ura constarte que no depende de x dada por
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Pj la probabilidad a priori de provenir de la poblacidn Pj

Nj es el rMimero de cbservaciores extrafdas de Pj

Para que sea aplicable este enfoque no es recesario que el ta
mafio de las muestras de ensayo sea grande y ademés las matrices de
covarianza no rnecesitan ser iguales {(como en gereral se requiere en -

los erfoques ''clésicos™).

Queda por discutir el problema cuandc se desconocen las pro
babilidades a priori de perterecer a alguna de las poblaciores F;. -
Geisser apunta que hay dos posibles situaciores, la primera cuardo se

considera que las q; son estimables a partir de los cociertes N;/N pa

=

I
-

rai=1, ..., k, N= N,. Esta situacion se originarfa en el ca

so de haber rruestr*ea.dt‘) l.ur'nidauck-ls aleatoriamerte de urna mezcla total -
merte aleatorizada de las k poblaciones de manera que los cociertes

N; /N reﬁ.e;ien la probabilidad de que una observacion proverga de la po
Hacién respectiva. En este caso se tiere una densidad multinomial pa

s = - =
ralasNJ-' recordandoq.:eNk—N—(N1+N2+... Nk—1)qu 1

- (q1 + ... +q_y) ertonces la verosimilitud dadas las Nj‘s es
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L (‘1-;----‘31») < 3= 6(.3

Si se supore que la dersidad a priori de las qi's es de la -

forma Dirichlet se tiere

T e,
S(qu...,qb‘) o{_:‘:\:\: %SJ

se obtiere as{ la densidad a posteriori:
] . -
T q.0%
:F(Qh y- 1 Fe L &, 3 tl‘__‘) x it q‘&
Firalmente ut*il'tza.rdo esta densidad y la correspordierte a x
dado Q1, --.s G4 SO ottiene la densidad a posteriori de P; dado x
que resulta
PRt - (}l;.*d-_u‘} 1%
T (N 44 5D
3

dorde f (x Pi) denota cualquiera de las densidades predictivas previa
rmerte obtenidas con los rumeradores represertardo los "momios relati

vos" de las varias P;'S.

Anhora bien, en casc de que lés cocientes Nl/N no permitan es
timar de ura marera adecuada las probabilidades q; se supone que las
Ni's se escogen de tal marera que no guarden relacidn con el incremen

to de irformacién con respecto a la estimacidn de las q-i's, lo gque es



equivalente a suporer que N; = 0 Yi en la expresién anterior de don

_ de resulta que:

P2 ]z) a Caat)) £ (e A%

dorde las ..Li's pueden considerarse que reflejan frecuencias previas o
impresiores acerca de las frecuencias de las diferentes Pi‘s, en caso
de no cortar con datos previos ni otra clase de informacién a priori,
Geisserseﬂalaquealelegk%=d. i=1, ..., k se llega al mis
mo resultado que se hubiese obtenido de considerar a las k poblacio —

res igualmente probables a priori. (l.e. q; = 1,/1).

En cuarto a la eleccidén de v se propone como un valor comve
rnierte en caso de desconocimiento a priori de los par&metros de Py -
al usar v=p + 1. Como puede observarse en el caso de que se co

nozcaz se escoge v = 0,

Dunsmore (1966) enfoca el problema desde el purko de vista
de teorfa de decisiores bayesiana, considerdrdolo como una categorfa
de un problema més amplio que tiene la siguiente estructura: una cla

‘_‘ =
se 5.,: in H 4 6¥"§ de futuros experimentos dorde cada Fx tie
re el mismo espacioc de resultados B, ademés el espacio de decisio

res coincide con X o con ura clase de subconjuntos de X. Para un



valor dado vy, sea Yo » SE requiere un estimador del correspordierie
valor -de x o ura regidn en la que se piensa que x se encuertra. Se
tiernen los resultados de -un experimento informativeo E 3 Y13 Yps3 eees
¥n que son los resultados de realizaciones de experimentos irdepen -

diertes Fx1’ ey F"n dorde x sees X SON conocidas, pero pueden

1’
nabzsrse originado aleatoriamente. Otras categorfas de este problema
son i) la calibracién (ver Aranda y Valencia (1974)), ii) la regulariza

cibn vy iif) la optimizacidn.

As{ plarteado el problema, tenierdo como objetivo maximizar
la utilidad esperada (o minimizar la pérdida esperada) con una furcién
de utilidad definida comenientemerte, Dunsmore genera un modelo para
protlemas en los cuales Fx se ha desarrollado para un valor desconoci
do de x v lo aplica al praolema de discriminacién. En estos proble —
mas los valores de x son cualitativos, es méas,x actla como urma varia

ble indicadora.

Dungmore (19668) encuentra primeroc la solucién para el caso en
que las parejas (xq , Yy Yy es-y (XA s yn) del experimento, provienen
de ura densidad bivariada, ademis se restringe a y unidimenstonal, don
0'2) » © descubre la.s- caracter{sticas de

de p (yix, BesN (A ,

incertidumbre en el modelo i, p (x =1 | P = & i=1, ..., k,LlJ



dencta la incertidumbre en la distribucién de x @, =1 - @, - ...

= By

St se conoce G2 la varianza de la distribucibn cordicional de y
dado x se tienen dos parémetros © = (rl1, ...,rk) yys= (¢1, e
$—q) definiendo distribuciones conjugadas a priori para © y §seob

tiene fimalmente que la utilidad esperada es de la forma

L ) . Ny . (5.-?.:]1 S
U(e,4,,@) « V(@ mae) (poirmdlats B wﬂcE"z Tomp o)

donde 2 dencta el conjurto de parejas ordenadas (Xg , y1) sees Xy 2 ¥

V (R, x = i). dencta a la furncidn de utilidad para la regién R (la cual
puede ser un purto) si el valor de la variable irdicadora x es igual a

i.

(bi i=1, ..., k es el parémetro de la distribucidn de Dirichlet que

es la conjugada de LP

" m; es el rdmeroc de unidades en el experimento inrformativo que perte

necen a la poblacién Pi'

Bﬁ es la comporente i1 de la matriz de covarianza B de la distribu

cidn a posteriori de 2 dado z.



A es el elemerto i - ésimo del vector de medias de la distribucidén a
i

posteriori de € dado z.

Yo €s el valor por asignar a algura de las k poblaciocnes.

2

Como podrfa esperarse el casoc para ¢° desconocida se com

plica afin méas obteniérdose que
4 (et}
b B (3-8
- . . v 3 + _._"._
O &, 30)1\ c(_'i Y(Q’:l:"\ LF““"\& Cluen )13 i— CL'H?B"')
el
con la misma notacidn de la f6rmula arterior ydode D =d+n, d

pardmetro de la densidad conjugada normal gama®* para 8 , nel total

de observaciones en el experimerto informativo.
C = _:T( T 4 xdba -~ ABA +ed)

2 vector de medias de la densidad conjugada normal gama citada arte
riormenrte.

b matriz de covariarza de tal distribucidn ,

¢ paréametro ‘de la misma distribucidn.

E)ii dencta la comporerte ii de la imversa de la matriz B.

Para el caso en el cual los valor'esdex‘l,.... x, en el experi

merto irformativo (muestra de ensayo, como se le llamd en el capftulo

* ver De Groot (1970)



D son especificados de artemano se tiene que la densidad a priori de
_x como Tf(x=i)='“'i i=1, ..., k vy la Gnica alteracidén que

sufren los dos resultados anteriores es que Tfi substituye a <P1 + mi)

Como puede observarse, a pesar de que es posible exterder
los resultados a y multidimensionales de una marera directa {segin -
afirma Dunsmore (1966) ) la complejidad aumenta enormemente debido
al ircremento en el nGmeroc de parimetros. Es la opinién de este au
tor que simplemerte cbservando los res.;ltados de p&ginas arteriores
se nota la mayor simplicidad y tal wvez efectividad de los resultados de

Geisser (1964).



I1.3 Soluciores especificas para casos que involucran variables

diferertes de la normal.

Como es de suporer el problema de discriminacién no sclamen
te se preserta entre poblaciores normales, es més en muchas situacio
res la discriminacién se ha de basar en variables cualitativas por lo -

que el estudio de casos con variables diferentes ha atrafde el irterés

de muchos irvestigadores. Aquf se preserta un breve resumen de las

soluciones presentadas agrupadas de acuerdo al tipo de distribucibn con

siderado.



I[I.3.1 Distribucitn multinomial.

Considerardo una variable x multinomial con m categorfas en

cada una de las posibles poblaciones de or-igen.i

Matusita (1956) propone una solucidn para discriminar ertre -
dos poblaciores Py y Py, contando con muestras de ng ¥y n, unidades
correspondiertes r‘espectiva_.merte a P1 b P2. Se cuerta también con
una muestra de n unidades que provieren de la poblacién P la cual pue
de ser P, o Py. La solucidn consiste en una regla de distancia mini
ma basada en las muestras artes citadas. La distarcia se calcula en

tre las furciones de distribucién empfrica construldas para cada pobla

cidn, la funcibn distancia se defire como la rafz cuadrada de

tr-ei?= (& v

[

dorde (Pqs +++s P Y (q1, <++5 gy son las probabilidades de cada ca
tegor{a o celda correspordientes a las distribuciones F y G respectiva
mente, determindndose que la poblacién de ia que proviere la muestra
no clasificada, es aguella para la cual la funcidén distancia es menor.

Matusita (1956) obtiene cotas mfnimas para la probabilidad de clasifica
cibn correcta y un valor de tal probabilidad cuando los tamafics de las
muestras son grandes, ademds disclute el caso de que se terga n = 1

i.e., un "individuo" a discrimirar solamenrte.



Chernoff (1959) también énfoca el problema de dos poblacio
nes con la restriccidn de que uma de ellas, Py, tiere la misma proba
bilidad para cada una de sus categorfas, en tartc que para la ctra,
P2, simplemerte se establéce que se desconocen las probabilidades por
caegorfa. Se tiere una muestra de n, unidades de la poblacidn P, vy
ta solucidn se disefa ;ﬁara determinar si ura muestra de tamafio n de
una poblacibén P pertenece a Py 5 P5. Los resultados estin dirigidos

nacia aplicaciornes cuando m, N, ¥ n son grardes y el cocierte de las

probabilidades de error es muy pequefio 0 muy grarde.

Wesler (1959) considera el problema de dos poblaciones multi
nomiales donde las probabilidades por categorfa son cualguier permuta
cibn de las comporertes de un vector de probabilidades Pa a=1, 2.
El objetivo es clasificar ura muestra de n observaciores de la pobla =
cibn P (que puede ser P, & P,) minimizando una probabilidad de error
‘marteniendo cortrolado el ctro en un valor méaximo que se martiere fi
jo. Wesler (1959) obtiere una solucidn apr‘qximada para n grarde y -

considera el caso m = 2 {.e., vartables dicotbmicas.

Cochran y Hopkins (1961), se interesaron en el problema debi
do a discusiores sostenidas acerca del posible uso de andlisis discr_‘_i_-

mirarte en diagnistico médico, El problema que se plantea es el del



manejo de datos cualitativos y donde cada medicidn toma sélo un mi
nimo finito (gereralmerte pequefic) de valores distirtes. Los autores
cbtieren la forma de la regla de Bayes y consideran en particular la
regla de méxima verosimilitud. Consideran el efecto de un tamafio —
de muestra finito sobre la estimacién de la probabilidad de clasifica—
cién egquivocada. Se proponen métodos para obtener estimadores inses
gados de tal probabilidad y de la difererncia ertre la PCE (probabilidad
de clasificacién equivocada) Sptima tebrica y la real. Se analiza tam
bién la relacién que parece ser adecuada ertre el tamafio de las mues

tras de ensayo y el nimero de estados o categorfas.

Hitls (1966) preserta desarrollos tebricos en los estudios de
los errores de clasificacidén equivocada para la regla cbtenida median
te el método de méxima verosimilitud para el caso de dos poblaciores.
Para una poblacién dicotémica, demuestra que la PCE para la regla de
maxima wverosimilitud, es mayor une la correspordiente para la misma
regla bajo conocimierto completo de las distribuciornes. CObtiene aprg
ximaciones normales para el valor esperado del estimador de reasigna
cién (Smith (1947)) de la PCE el cual subestima la PCE de la regla

de maxima werosimilitud.

Bunke (1966) estudia asirntéticamente una propiedad de la regla



minimax estimada mediarte funciones de distribucién empfricas para -

distribucicres multinomiales.

Glick (1969) considera distribuciones discretas en gerneral pero
tamrbién trata especialmerte la distribucidn multinomial. Este trabajo
generaliza algunos de los resultados de Cochran y Hopkins (1961) v —
Hills (1968), artes mencionados y proporciona pruebas rigurosas. Glick
(1973) tratando en especial distribuciones multinomiales demuestra gue
fa regla intuitiva basada en muestras para discriminacion entre dos dis
tribuciones muttinomiales tiene una tasa de no-error real, la cual con
verge a la tasa bptima exponencialmerte al aumentar el tamafio de mues
tra (n). Se prueba también que el sesgo optimista™ de la tasa aparente
de rno—error (como un estimador del ptimo) es proporcional a n—‘/2 an,
dorde a € 1 excepto para el caso especial considerado por Cochran y
Hopkins (1961). Las comergencias arteriores se relacionan a los ejenin_
plos numéricos de Hills (19668) y se comparan a estudics analfticos vy -
via método Montecaric de las correspondiertes corvergencias para dis

crimirartes lineales para normales multidimensionales basados en mues

tras.

- Goldstein y Rabinowitz (1975), presertan un procedimierto basa

do en muestras para seleccionar un subconjunto dptimo de variables pa

* optimista en el sertido de que subestima



ra el problema de cla_.siﬁcacién {discriminacidn) en dos grupes o pobla
_ciones. Basardose en los trabajos de Glick (1972, 1973) examinan -
dos variaciores de un procedimierto el cual busca diferencias en les

resultados discriminartes como un método para evaluar la importancia
de varios subconjurios de variables. Dos ejermplos sirven para ilus -

trar los métodos.



I11.3.2, ODistribucicres Bernaulli multivariadas.

La wvariable aleatoria x es un vector p x 1 y cada componente

de_::tcmava]‘.or‘es061.

Bahadur (1961) tratardo el caso de dos poblaciones da algunas
aproximaciones a la regla mediarte logaritmo del cociente de ver-osim_i
litudes. También se ottienen alguras aproximaciornes a la medida de
irformacién simétrica de Kullback — Leibler, J. Estas aproximaciores
también son {tiles cuardo J es pequefo, p es grarde y la interdepen —

dercia erire las comporentes del wvector X no es apreciable.

Solomon (1960, 1961) con respecto a dos poblaciones también
preserta un estudio rumérico de la efectividad medida en términos de
la OCE y comparaciores relativas erntre: reglas basadas en la suma de '
las compcrertes de x, funcién discriminarte lineal de Fisher, estadfsti
ca de cocierte de verosimilitudes y algunas funciones truncadas obteni
das de la representacibn en series para mreims de probabilidad de

Bahadur (1961).

©nills (1967) para el caso de dos poblaciores, considera algu -

nas alterrativas simples a la FDL * de Fisher basadas en muestras de

* Funcidn discriminarte lineal



cada una de las poblaciores bajo consideracibn ry cbservaciones de Py

y ny de P2. Trata el problema de estimar el logaritmo del cociernte ——

de wverosimilitudes en un punto dado x = X, , sugiriendo diferentes es

timadores (tiles en diferertes situaciones: si el nimero m de catege
rfas es peqi.ier"io el cocierte de verosimilitudes en X, puede estimarse
mediarte el cocierte de frecuercias de sujetos de las muestras de Py
y Py que cayeron en la misma celda que x,. Si m es grande en rela
cidn con ng y np , se propore un estimador por '"wecino priximo'" de
orden 1:

1

rq +r~1 r

S 1 2 =2
™ "2

1
+r‘2

donde r-j' es el Mamero de vecinos préximos en una muestra de ny de
P; cuyos valores X difieren de x, en solamerte un componerte. Tam
bién propone estimadores por "vecino proximo" de orden 71y eswu -
dia ruméricamerte las distribuciones de estos estimadores. Preserta
extensiones a sus métodos para tratar con datos discretos no solamen
te del tipo (0, 1) y para més de dos poblaciones. Se sugiere un mé
todo paso a paso para seleccionar comporentes mediante el usc de la

medida de informacidén J de Kullback y Leibler.

Martin y Bradley (1972) considerando ura funcién de probabili

dad de la variable x como



P; G0 =F (x) [1+h5(a.i,x)]

en la poblacidn P donde h_ es més furcidén linecal de los polinomios -
ortogonales sobre el espacio muestral de x. Este trabajo trata el pro

blema de estimacién de a; y f sujeto a algunas restriccliores.



II1.3.3 Distribuciones contfruas paramétricas diferentes de la normal.

Cooper (1962, 1963), demuestra que el procedimierto Sptimo
de discrimiracién para distribuciones normales multidimensicnales en
el cual se asigna la rueva observacién en base a la comparacion de -
formas cuadréticas puede extenderse a una clase de distribuciores mu
cho més amplia. Estas clases son las distribuciones del tipo de Pear

son Il y VII (ver Kerdall y Stuart (1958, 1961)).

Battacharya y Das Gupta (1964), consideran el caso de dos po
blaciores. La distribuciém de la variable aleatoria se toma como un -
miembro de la familia exponercial con un sblo parédmetro. Se obtiere

una clase de reglas de Bayes admisibles.

Nuevamerie Cooper (1965), trata el problema considerardo en

esta ocasién que la funcibn densidad de probabilidad de x en P es

ne=a 1L 12 nl @ ']

dorde Q; es ura forma cuadrética definida positiva y by (U) es una fun
cidn monftona decrecierte, Se estudia la estadistica del cocierte de

verosimilitudes.

Day y Kerridge (1967}, consideran la f.d.p. para x en P; co



-1
fi(§)=die>'1p{—1/2(§'_}‘_j)' A (x-jluz)XhCX)

estudiando dos casos: (1) hx) =1 , (2)1:1 y he)=1
sitoda.slast:ompor‘ertesdefsonoé‘!yh(>_<)=0enctr~ocaso. La

probabilidad a posteriori de la hipitesis H; : P = P , dado la cbserva

exp X b+c
1+exp(§'g+c)

cidn x=x,seexpr~esacomo

Este trabajo trata principalmente con los estimadores méximo veros{-
miles de b y c. La idea de decisibdn "dudosa" se incorpora en el pro

blema de discriminacibn.

Firalmente Anderson (1972}, trata el caso de 2 & més pobla-
ciomes, cuardo tcde o la mayorfa de las observaciones son cualitati -
vas. El método de discriminacidn logfstica sugerido ;:;or Cox (1966) y
Day y Kerridge (1967), se extiende a la situacidn en que se tieren =
muestras separadas de cada poblacion usandc los resultados de
vy Silvey (1958) sobre estimacidn méximo verosfmil con restricciores.
Tal método de discriminacidén se extiende a més de dos poblaciores, =
se inmvestigan las propiedades del método via sirrulacién y se aplica a

un caso real.



I1.3.4. Otroes casos.

Kendall (1966), sugiere algunas reglas basadas en la categori

" zacibn de los datos.

Marshall y Olkin (1968), en relacién a la situacion especial -
formulada en el primer capftulo de este trabajo consideran una varia
ble aleatoria binomial x, con ura probabilidad de é;<ito T la cual se
distribuye a su vez como uniforme en el intervalo (0, 1). Se obtiere

la forma de la regla de Bayes.

Chang y Afifi (1974), presertan un procedimierto Bayesiano pa
ra clasificar ura observacidn consisterte de una observacidn dicotdmi
ca x y un vector b — dimensional con comporertes cort{ruas y, tal pro
cedimierto se deriva para un modelo biserial suponiendo que la distri
bucidn de y dado x es normal. El procedimiento se reduce a dos fun
ciones discriminartes lineales, una para cada valor de x. Se presen
ta un ejemplo utilizando datos en pac.ientes en estado critico. Se dis
cuten ademés las extensiones, considerando variables politdmicas o va

rlas variables dicctbmicas.

Shumway y Unger (1974) aplican ciertas apr-oxm\a.cmres espec
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trales al problema de discriminar entre dos procesocs rormales me -
diarte filtrade lireal. Los valores limites de i) la tasa de informa
cibn de discriminacidn de Kullback — Liebler, 1i) tasa de divergencia
J y iii) probabilidad de deteccibn, se expresan en términos de densi
dades espectrales de las dos poblaciones y la transformada de Faurier
- Stielties de la difererncia media entre ellas. Filtres discriminantes
lireales que maximizan (i),l @ai) y (@ii) se. apraximan por los mismos —
métodos y se aplican a registros s{smicos de temblores seleccionados

y explosiones rucleares.

KrWski (1975), deriva la regla de clasificacion o discrimi
nacidn mediarte cociente de vercsimilitudes a partir del modelo de lo
calizacién (tratado en Afifi ¥ ElashofT (1969), Chang y Afifl (1974) ¥ en
Clkin y Tate (1961)). Esta regla es aplicable cuando los datos corkie
ren variables binarias y cortfruas. Se propone un método para esti -

“mar tal regla en situaciones pricticas y evaluar su funcionamiento.
Las pérdidas que se incurren por este procedimiento de estimacién.se
imvestigan y se estudia el uso de la ﬂJr‘ciér'; discriminante lineal para
el caso de pardmetros poblacionales conccidos. Se compara el funcio
ramierto del método propuesto con cotras reglas de clasificacibn (discri

minacibn) aplicAndolo a algunos conjurtos de datos.



1.4 Soluciones no paramétricas o de distribucibn libre.

Como se vid en el capftulo I la-s soluciornes en este terrenoc -
se pueden agrupar en tres grandes categorfas: reglas de insercibn, uso
de estad{sticas involucradas en el desarrollo de algunmas pruebas para
problemas con 2 muestras o con k-muestras y algunos métodos que tf
picamerte se han utilizado en problemas de discriminacibn como -

por ejemplo distancia mfnima, afinidad ertre distribuciores, etc.

Ertre las reglas de insercibén con estimadores de densidad exis
ten varios trabajos irkeresantes erntre los gue destacan las de Glick -
(1969, 1972), en dorde se estudian algunas propiedades de tales proce

dimientos.

Fix y Hodges (1951), consideran también estés reglas de entre

las cuales las de vecino més priximo se presertan brevemerte aquf:



Sea %n = 4 X5 eees ?—(nj} un conjunto de n observaciones -
idertificadas y sea x', £ X" ta cbservacién més cercana a x , la
observacién a discriminar. La regla de vecino més préximo para cla
_sificar a x es asigrario a la poblacidn a la que pertenece 5;1' Esta -
regla es un procedimierto sub-&ptimo, i.e., su uso gereralmerie con
duce a cometer una tasa de error més grarde que el minimo posible,
la correspordierte a regla de Bayes. Sin mM@o puede demostrarse,
ver Duda y Hart (1973), asirntéticamerte la tasa de error es a lo més

el docle que la tasa de Bayes.

Ura extensidn directa de la regla del vecino méas préximo es
la de k vecinos mis préximos®. Esta regla asigna x a la poblacién a
la que perterecen més cbservaciones ertre los k vecinos més priximos.
En el capftulo Il se estudiarn més a fordo las caracter{sticas en cuan

to a tasas de error de las dos reglas artericres.

Esto es tratando una sola muestra de una mezcla de las pobla
ciores, sin embargo, originalmente Fix y Hodges consideran ’._yﬁj H
j=1, ... nii ura muestra aleatoria de la i;ésima poblacidn, i =1,
.--, k. Se considera uma funcidn distarcia de ertre xij ¥ X la cbser
vacidn a discriminar. Ertorces se ordenan los valores de dexij s X

i=t, cee,y , =1, ... k, la regia R — NN (R vecinos més prd

* estas reglas estan irtimamenrte relacionadas con los
con los procedimientos de estimacidén de densidades .
(ver Duda y Hart (1973)).



ximos) asigna x a la poblacibn Py

Ry = max RI-
_rT{ j donde R, es el nimero de observaciores de Pi

St n; i
en las R observacioresméscercanasai,loscasosdeempa:tesa

]

resuelven de algura marera preestablecida.

Matusita (1956), propore una regla de distancia mfnima basa
da en la distancla de Matusita entre funciones de distribucién empfricas.’
Das Gupta (1964), considera la regla de distancia mfnima (con una dis
tarcia arbitraria) para el problema de k poblaciones y rmuestra la con

sistercia de tales reglas bajo condiciones apropiadas.

Glick (1969), desarrolla sisteméticamente las reglas "mejcres
en su clase" bajo la suposicién de que la observacién a ser clasificada
proviene de una mezcla de m poblaciones. Considera la coleccidn, { R
de particiores en m regiones ordenadas del espacio muestral, tales par
ticiores se utilizan para asigrar al irdividuo, X, a alguna de las pobla=
ciones. Define como regla mejor en su clase aguella (si existe} para -
la cual el estimador de Smith de la probabilidad de clasificacidén correc
ta alcanza su supremo en f Cbtiere resultados acerca de las carac-
terfsticas del estimador citadc en ’X y en una cdeccibn 4‘ relativamen

te mas restrictiva.



Otros autores (Aoyama (1950), Stoller (1954), Hudimoto (1956,
1957)) tratan casos mas simples que el tratado por Glick y presentan

resultados un tarto més.débiles.

Un enfoque difererte al problema es el de disefar reglas basa
das en regiores de tolerancia. El germen de tal idea ya se encuentra
en el trabajo de Fix y Hodges (1951}, aunque es en el trabajo de An -
derson (1966) dorde se sugiere por vez primera. En ese trabajo An -
derson sugiere definir blogques al asignar rangos a las observacioreé -
vectoriales y posteriormerte utilizar métodos univariades. Anderson
también propore utilizar la muestra ensayo combinada para definir "blo
ques" vy una observacidén x se considera como perteneciente a P; si el
blogue al cual x pertenece estd definide por uma mayorfa de observacio

res de Pi.

Queserberry y Gessaman (1968), presertan un método para -
efectuar discriminacién ertre poblaciones en un espacio euclidiano con
funciores de distribucidén contfruas. El espé.cio de decisiones (de car
dinalidad 2k - 1 si son k las posibles poblacicres) que los autores lla
man "parciales” y las probabilidades de error son variables aleatorias
con distribucion beta (ver Wilks (1962)). EL procedimierto es el si —

cuiernte: suponiendo gque se tiene una muestra {xj‘!’ sessy xjnj-() de la



poblacién Pj 5=1, ceep k ;3 sean (g, «es, ) cONn a!i & ©, 1
1=1, ..., k constartes y a; dencta la parte entera de dy (mj + 1)
Usando la teorfa de coberturas (Wilks (1962)) y la j—ésima muestra

se construye una regién de tolerarcia no paramétrica Aj que cortiene
3y blogues sobre el espacio euclidianc de medida A para la distribu
cién. Cada conjurto Ay formado de la j—ésima muestra y su comple
merto 7\]‘ constituye una particidn en dos conjurtos del espacio mues -
tral K. Una ‘particién "producto" se forma de estas particiones como

sigue:

Deffranse los conjurtos Sj,, «--» Sis ¥ S, como

511....‘-.5 ='°“11 Ais AjsH *°* Aik s =1, «.., k-1
So = Ay -0 ADUGE .-r Ay

dorde {11, ""[s'l es un subconjurio propio de s elementos de {1, .

ees ki difererte gel vacfo, i.e., s > 1.

En base a lo anterior el procedimiento de discriminacién d* se

defirne por

si e S

%

Su,...,tg i12°°"7 is
da* & =
& SO

1%

fo st



- dorde

gn, ey ]-ssigniﬁca decidir que P ¢ EP“, aees Pig

SO significa reservarse juicio (no asignar a alguna pobla
cién)
P es la poblacidn de procedencia de X

Dado que se comete un error si la observacibn x proviere de
. k=1 -
la poblacidn Pj pero x cae en el conjurto 8_1 = AJ. U Ay ..
i=

R . ces A dond la primera unidn sblo se pueden esco
Ajs A‘s+1 ik)) e para p u pu -0
ger {rdices tomados de {1, ey J=1 5, 4t 4, ..., k’g Y S.is+1 > o
.-s ik_1‘i es en cada caso el conjurto restarte. ‘Como Bj < AJ es

to implica q.JeP(Bj) iF’(Aj) j=1, cee K dorx:IeP(Aj)es

una variable Beta con parémetros (a‘i » Ny - oAy + 1) con media

B s a1 O(R) o(5)>°
- ) 3 3

yvaria.nzaaj(r\j—aj-l—1)/(nj+1)2(nj +2). St & (ny + 1) es en

terc la media es alj y la variznza olj a - d-j)/(nj +2)

Aplicardo la desigualdad de Chebyshev se tiere que

[1]
-

4 ve

P .
?3(53\ —_—— al-} st w, —> \4!

Puede observarse que el procedimiernto as{ definido tiere la

propiedad de que cuardo x tlene distribucidn Fj (distribucién de la po
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blacion Pj) la probabilidad de error puede acctarse por urma variable
aleatoria Pj (AJ.) con distribucién beta y pardmetros (a.-i s 0y 3y + 1.
La eleccibn de las Aj no es Gnica lo gque hace gque el procedimierto —
tenga gran flexibilidad, la cual puede aprovecharse para cbterer cier

tas propiedades deseables.

Cuando se consideran procedimiertos basados en distribucio -
res, un lfmite natural lo proporcionan los procedimientos basados en
distribuciones completamerte conocidas (ver definicibn procedimientos

consistentes en Quesenberry y Gessaman (1968)).

En la prictica puede suceder que se cuerte con tan poca irfor
macidén acerca de las distribuciones gue sea imposible sugerir una fa
milia paramétrica probable, con la cual 'calibrar” el procedimiernto,
i.e., evaluar comportamiento del método no paramétrico frerte al &pti
mo que usa la informacibn acerca de las distribuciones (asf lo hacen
los autores en dos ejemplos). También en muchos cascs no se cono
cen procedimientos no paramétricos éptimos y aiin conociéndolos es pro
bable que procedimiertos no paramétricos consistentes con respecto a
los paramétricos dptimos estén asociados con particiones muy compli
cadas del espacio de cbservaciores, las cuales dificulta su uso en la

préactica.



La seleccidn de AJ ,j=1, «.. k, determina el procedi -
" mierto. Parece razorable selecciornar AJ de tal marera que la densi
dad de la distribucidn para F’j produzca un valor pequerio de probabili
dad de estar en A, tal vez ésto no conduzca a procedimientos bpti -

mos pero para muestras grardes puede originar procedimierios buenos.

Los procedimiertos-prop..xestos tieren la propiedad de que pro
porcionan un cortrol de las probabilidades de clasificacién equivocada
para toda poblacién con funcién de distribucion contfrua y para todo ta
maio de muestra. Esfe cortrol de probabilidades de error se debe al
hecho de ccrlsider'ar' decisiones de reserva y decisiornes parciales, i.e.,
considerar a x como provenierte de un grupo de poblaciones. En caso
de que las poblaclones estén muy "jurtas”™ o que las regiones de tole —
rarcia se escojan de manera inadecuada la probabilidad del juicio de re

serva (no asignacidn) puede ser alta.

En cuarto a la comparacidn que hacen los autores de sus pro
cedimiertos con los de Fix y Hodges (1951 ,. 1952), estos Gltimos tie -
ren la vertaja de consistencia (en el sertido de Quesenrberry y Gessa
man (1968) que a su vez es una ligera gereralizacidn del dado en Fix
y Hodges (1951)), ante clases méis grandes de distribuciones. Sin em
bargo, los procedimiertos de Quesenberry y Gessaman son mis faciles

de usar en la practica ya que unma vez que se tieren las muestras de



ensayo (que ellos llaman de calibracidén) se determinan las regiones
de clasificacién y solamente ha de determinarse en que regidn cae la
observacién a discriminar, lo que para distribuciones uni o bidimensio
rales puede ser llevado a cabo facilmerte adn por persoral no especia

lizado.

Pelto (1969), trata el caso de dos poblaciores de las cuales
supone tiene muestras de tfa.rmﬁo Ny ¥y Ng respectivamente. Propore
un procedimiento basado en la insercibn de uma hiperesfera de radio r
en el espacio de caracteres, esencialmerte su idea es estimar las den
sidades de probabilidad mediante el cornteo de "purtos" idertificados -
que se encuertran dertro de la citada hiperesfera, el radio r de ésta
se fija de marera que se minimice la pérdida esperada estimada de
la regla de decisibn. Este procedimiento puede operarse de dos for
mas, una es en base a muestras de origen conocido y proceder a cla
sificar (discriminar) una serie de observaciores cuyo origen es desco
nocido, i.e., utilizar una muestra supervisada para efectuar la discri
minacion; en la otra forma se supone que existe un irtervalo de tiem
po entre cada arribo de observaciones con origen desconocido de tal
marera que se pueda verificar la poblacién de la cual provierne la ob
servacién x , después de asigrarla y asf esta observacién aumerta la

informacidn y por lo tarnto se tiene ura muestra post — supervisada tver



capitulo I de este trabajo).

Arderson y Benning (1970), evitan en cierta manera la dificul
tad que significa la informacién insuficiente acerca de las distribucio
res involucradas en el problema de discriminacidn, mediante el uso de
técnicas de agrupamierto (clustering) para obterer informacién scbre -

los cociertes de wercsimilitud. Patrick y Fisher (1970) usan las re
gicres de tolerancia para estimar las funciones densidad de probabilidad
y poder usarias en reglas de insercidn. En su trabajo scbre ur'a- -
comparacién de alguros procedimiertos de discriminacidn con variables
multicﬁmer‘siohales, Gessaman y Gessaman (1972), también sugieren al
guros procedimiertos basados en bloques equivalentes estadfsticamerte,

los autores llevan un estudio de ellos mediarte métodos Morte Carlo.

Kerdall y Stuart (1966), sugieren un método de discriminacidn
basado en la suposkidn de que una vez que ha sido empleada unma varia
ble en el andlisis, todo el poder discriminatoric o informacidn propor
cionada por -esa variable se ha agotado. El procedimiento que propo —
ren para discriminar entre dos poblaciornes es un método basadc en el
examen secuercial de las distribuciones de frecuerncila marginal de los
individuos no clasificados, dividierdo el espacio p-dimensional de obser

vaciones en regiores mutuamente exclusivas.



Posteriormerte Richards (1974) demuestra que la suposicidn
de Kendall y Stuart (1966) no es recesariamerte cierta, ya que aun -
que es cierto que no vale la pera re-examinar una variable ya irclu_f
da en la regla de discriminacién cuardo se usa ya sea la funcidn i -
neal o la cuadrética usuales, el criterio no se aplica a un método co
mo el sugerido por Kendall y Stuart, Richards (1974), sugiere un re
finamiento que consiste en examinar casi todas las variables, incluyen
do aquellas que previamerte se han empleado en cada paso, la Unica -
variable la cual no debe ser examinada en un paso dado es la varia -
ble usada en el paso irmediatamerte anterior. Ademis propone una -
extensidn, aplicable a los casos de duda, la cual consiste en examirmar
las distribuciones de frecuencia conjurta de los casos en los cuales per
sista la indecisién, después de haber utilizado el arflisis de Kendall y
Stuart. El objetivo del examen es detectar separaciones que sean con
sistertes con la regla de discriminacidn basada en el anilisis de distri
bucitn de frecuencias marginales. Tal extensién no recesita restringir
se a las distribucicres de frecuencia conjurta de dos variables sino que

se pueden utilizar més variables.

Das Gupta (1962, 1964), sugiere el uso de las estadfsticas em
pleadas en procedimientos no paramétricos de pruebas de rangos. Con

sidera en la discriminacién de dos poblaciones el uso de la estad{stica



de Wilcaxon, siendo la regla de decisién considerar que las observa -
ciones a discriminar provienende P, 1 =1, 2, si el valor absoluto
de Wi , estadfstica de Wilcaxon basada en muestras de Pi’i =1, 2

vy la muestra a clasificar, es el menor de los dos valores calculados.
Hudimoto (1964), utilizando también la estad{stica de Wilcoxon, modifi
ca la regla de decisibén considerando W; en vez de { W] cuardo @
> Fp, 69 ¥ , proporciona ura cota para la propabilidad de dlasifica
cidn correcta y posteriormerte en otro trabajo I—-udimoto (1965), estu -
dia la regla en el caso de ocurrir empates. Kirderman (1972}, di.sc_f
pulo de Das Gupta, propore una clase de pruebas basadas en estadf{sti
cas de rargos lineales. Calaula la eficiencia relativa asirtética (en el
sertido de Pitman) de la regla de clasificacién especffica para el caso
de das poblaciores. Govindorajulu y Gupta (1972), consideran estadfs
ticas similares para el caso de k poblaciones dorde los tamarios de -
muestra de ensayoc de cada poblacibn pueden ser diferentes y obtieren
ura regla que cortrola el promedio (con respecto a probabilidades a -
priori de procedercia conocidas), de las probabilidades de clasificacién

correcta.

En cuartc a un enfoque de Bayes empirico, Johns (1961) consi
dera el 'problerna. de dos poblaciores y la variable indicadora I se -

considera aleatoria y tal que las dos categorfas son defiridas por una



particibén del espacio de resultados de 1 . El autor propone ura re

gla basada en ura muestra de ensayo de tamafio N y demuestra que el
riesgo de Bayes de tal regla tiende al riesgo minimo de Bayes, i.e.,
bajo conocimiento total de la distribucibn de (X, I ) (ver capftulo I de
este trabajo), Johns (1961) trata los siguiertes casos: 1) muestra de -
ensayo supervisada y X del tipo discreto ,' 2) muestra de ensayc
supervisada y X del tipo contfrue y 3) muestra de ensayo postsu

pervisada ¥y X del tipo discreto.

Gessaman y Gessaman (1972), presentan un método de discri
minacibn, sin embargo, la parte eserncial de su trabajo es la compara
cibn de métodos de discriminacién por lo que es referido al capftulec

II1 de este trabajo.

Habbema et al. (1974), tratan el casc de discrimiracién ertre
dos poblaciores, para la solucidén del problema plartean un modelo de
teorfa de decisiones el cual admite decisiores no corclusivas, i.e., -
casos de duda. Bajo el supuesto de que se desconocen completamente
las distribuciones en cada una de las dos poblaciones estiman las den
sidades, utilizando el estimador propuesto por Sebestyen (1962)y Specht
(1967) y llevan a cabo la asignacién de un irdividuo mediarte el cocien

te de verosimilitud estimado, aplicando a éste la regla Optima disefia
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da para minimizar la pérdida esperada correspordiente a la accién de

asigrar el irdividuo a la poblacién Py 6 Py & no asignario.

El objetivo d-epr\esertar un desarrodlo detallado para alguncs
de los métodos es hacer explfcitas las suposiciones gue en muchas oca
siores pasan inadvertidas. Ademés de esto, se considera importante
la presertacidn de soluciores poco conocidas desarrolladas mediarte el
enfoque bayesianc o bajo el de procedimiertos no paramétricos, pues
proporcionan ura alternmativa que en algunos casos puede ser més ade

cuada que los métodos tradicionales de los cuales se abusa un poco.
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IIr. ESTUDIO DE LAS CARACTERISTICAS DE LAS SCLUCIONES.—
l.1 Estimacidn de las probabilidades de clasificacién correcta e
incorrecta. -

Este problema ha atrafdo Gltimamerte la atencién de un gran
Mimero de imestigadores, aunque siempre esti presente en relacibn a
reglas de decisidén basadas en muestras i.e., cuardo se desconocen to
tal o parcialmerte los pardmetros y aln ta distribucién de las poblacio
res bajo las diversas alternmativas. EI probiema surge debido a que -
las probabilidades de clasificacidén (correcta o equivocada) dependen de
la distribucién exacta de la variable aleatoria considerada, i.e.,depen
den de la forma de la furcién y de los pardmetros que se desconocen y

por otra razén hay que estimar las probabilidades de clasificacibn.

Debe sefialarse que existen varias medidas de probabilidades
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de clasificacibn equivocada las cuales se consideran generalmerte, que

sON:

1

23

3)

- 4)

53

La probabilidad de error (clasificacién equivocada) o probabitidad
de Bayes que resulta cuando se tiere conocimierto completo de -
las densidades, para las poblaciones involucradas, con las cuales
construir la regla de ldecisic’)n éptima o de Bayes. Se la denota

raporPeB.

La probabilidad de error para el caso arterior pera en vez de uti

lizar la regia 4ptima se utiliza alguna ctra. Se la denctaré F’z -

La probabilidad de error en futura utilizacién de la regla diseﬁ_a_
da, también conocida como probabilidad cordicional, se le dencta
~ ~
ra como Pe .

£1 val ado de la arterior E [P} , tarto P SRR
valor esperado a arterior Pe 3 o e comio e

aproximan la llamada probabilidad "real' de error I'—"e (que es aque

lla en la que no se hace distincidn entre PeB y PD.

t a probabilidad de error "aparente" P; que se puede obtener es
timando las distribuciores poblacionales o sus pardmetros y subs
tityendo estos valores estimados en la expresidn de la probabill

dad de error. También se puede cbtener al usar el clasificador



8)

g

8)

o funcidm discriminarte en un nimero infinito de observaciones
que provengan de distribuciores cuyos parimetros sean los esti
mados en vez de los reales, gereralmernte este valor esta sesgado

optimf{stamente.

La probabilidad de que ura observacién pertereciente a la clase

i sea clasificada como de la j se dencta en general como Pe'l .
) ili

B, =1, ceey & 1 #J.

Para la probabilidad de error condicionada en ura clase se tierne

K
que Pgo = ya Pe.,. Que es la probabilidad de que uma
fei j =1 H
i#i

observacién de la clase i se clasifique mal.

La probabilidad de error dada ura observacién particular Pe[x?
que se relacicna con P, mediante la siguiente idertidad P, = j P

= P

elx d X, donde P (x) es la distribucién incondiciomal o una

mezcla de las distribuciores involucradas.

Se han presentado trabajos gque tratan sobre las relaciones en

tre algunas de las probabilidades artericres, por ejemplo Sorum (19723,

corcluye que los problemas de estimacidn de £ LPeS y Pg pueden con

~
slderarse précticamerte uno solo ¥ Pe ha de considerarse separadamen

te, pues este Gltimo, a diferencia de los dos arteriores, es también -



una funcién de la muestra. Posteriormerte en 1968 (ver Sorum (1968))

se avoca a estimar P‘E y E (Pg).

Mc Lachlan (1974) utiliza la expansién del error cuadrético =
medic asintético (ECMA), encuertra relaciones interesantes entre los

estimadores de PE » Po ¥y E (Pg) que ademéis mejoran las de Sorum.

Cabe comertar que sl las muestras son "suficientemente gran
des™ se pueden dividir en dos subconjuntas y utilizar uno de ellos en
el disefic del procedimierto de discriminacifn, las observaciores res
tartes se utilizan para estimar las probabilidades de error. Sin em
bargo, la situacidn que parece ocurrir més a merudo es la de terer =
muestras relativamerte pequefias por lo que la aplicacién de la regla-
citada ro da buencs resultados, en clertos casos se utiliza simplemen
te para temer una idea aproximada de las probabilidades de clasifica -
cién equivocada, pero la regla de decisidn se construye posteriormen-
te usardo todas las observaciores, por lo que en este caso, se tiene —

la desvertaja de que los resultados son un tanto engafiosos.

Ertre los métodos que se han propuesto para estimar las pro
babilidades de error en el caso de dos poblacicnes se tiernen los si -

gulertes:



Los estimadores de Fisher para la probabilidad de errcres de cla
sificacién de la regla minimax que consiste en substituir en la ex
presién que proporciona ese valor, i.e. § (—92.), en lugar de A
el estimador muestral D*. Este método deperde de la suposicibn
de normalidad, ademés es sesgado pues como D scbreestima A

(ver Kshirsagar (1972)) ertonces, el estimador obtenido subestima
la probabilidad de error de clasiﬁcaci;én. Para muestras peque

fias generalmernte produce resultados enganosos.

Estimador por contec o de reasignacidon para errores de clasifica
cibn equivocada, sugerido por Smith (1947), para el caso de dis
criminar entre dos poblaciones, que consiste en tomar una mues
tra de la poblacién P1 y ver con que frecuercia se asignan a la
poblacién P, en base a la regla de decisldn disefiada de arntema
no. El mismo Smith (1947) sefiala que si se usa la misma mues
tra que se utilizd en la construccibn de la regla de decisibén para
postericrmerte estimar las probabilidades de error (o cual sugie
re él mismo), el error estArdar de los estimadores no éer‘é el —
valor que corresponderfa a una media de variables bernoulli. -
Este méitodo puede usarse para cualguiera que sea la distribucién
de las observaciomes. Tiere la desvertaja de que subestima las
probabilidades de clasificacibén equivocada (por su misma construc

cibn) y debe usarse con rmucho cuidado, en particular cuardo se

* dorde D2 = (X~ %) S ! (&4 - Xp) la distancia
muestral de Mahalanobis.



tergan muestras pequerias. -

John (1961), deriva la distribucibn de los errores de clasificacitn
equivocada para la regla de decisidn minimax y ademés obtiene -
la media de estos bajo la suposicién de que la matriz comin de-
covarianza se conoce, ottiene resultados similares cuando la -
constarte cortra la cual se compara para llevar a cabo la deci -
sién es difererte de cero. Preserta aproximaciones para el caso
en el cual se desconoce la matriz de covariar'za_.ly los tamafios de
muestra de cada poblacién son grandes. Posteriormerte el mismo
autor en John (1963), estudia las probabilidades de clasificacién -~
eqqivocaﬂa correspondiertes a las estadfsticas de clasificacién R =
propuesta por Rao (1954) y unma de las propuestas por Arderson — |
- (1951, 1958); en (1964} John trata el mismo problema que en
su trabajo de (1961), pero bajo la suposicidn de gque la media de
la poblacidén de la cual procede la observacitn por discriminar es
difererte de 1&1’ Fg las medias correspordiertes a las poblacfo

nes propuestas como alternativas de procedencia.

Dunn y vVarady (1968), usardo métodos de simulacién Monte
Carlo, irnvestigan la relacidn entre la .proba.bi.lidad de clasificacion co
rrecta usando la funcidn discriminarte lineal muestral y el estimador

de tal probabilidad el cual puede obtenarse estimando la distancia de



Mahalanobis ertre las dos poblacicrnes. Presentan gréficas para obte
rer irtervalos de conflanza conservadores para las probabilidades de
clasificacién correcta dada la probabilidad estimada. Utilizando los -
mismo métodos obtienen que, para un rdmero dado de variables usa -
das para calcular la funcibn discrimirarte, el estimador de la probabi
lidad es mé&s satisfactorio (en términos de longitud del irtervalo de -
corfiarza construfdo), a medida de que el tamafio de muestra se incre
merta. Ademds para un tamafic de muestra fijo el estimador de la -
probabilidad de clasificacion correcta se vuelve menos satisfactorioc al
incremenrtarse de dos a diez el nmamero de variables. Se presertan ta
blas que muestran clertos percertiles en las distribuciores de estas re

laciocres.

Hills (1966} obtiere la distribucidn de /F\’e2“ para la regla mi
nimax con parédmetros estimados, compara las esperanzas de 682 \ Y
Peojy también para la regla minimax y las del estimador de Smith me
diarte expresiones exactas y célculos numéricos. También menciona -
los resultados en ese entorces iréditos de Lachenbruch (1965). Obtie
ne que la E s‘ Pe minimax, parédmetros conocidosj) < E [Pe mini
“max parédmetros estimados} Entre lo més irteresante del artfculo es
ta la discusidn que de él hacen estadfsticos de renombre como P. Ar

mitage, W. G. Cochran, D. V. Lindley y otros més que presertan —



atrayertes sugerencias.

Lacheroruch (1 §67) propone otro método para estimar los erro
res de clasificacidn equivocada. ELl método puede ser usado para cual
quiera que sea la distribucién de las cbservaciones y produce estimado
res casi insesgados para las probabilidades Poyg ¥ P“2. Lachenbruch
sefiala que experimertos muestrales indican que puede usarse para oote
rer irtervalos de confianza aproximados para las probabilidades de cla
sificacién equivocada. ELl método pueds ser usado también en prob-lg-

mas de discriminacién no paramétrica.

Lacherbruch y Mickey (1968) evallan mediarte simulacidn va
rios métodos para estimar tasas de error en andlisis discriminante.
Estos autores obtieren gque los dos métodos més comGrmerte usados -

son significativamerte inferiores gque atros métodos ruevos que ellos -

proporen.

Ertre los rnétodo-s que ellos evaldan se encuertran el de Fister
v el de Smith antes mencionados, también consideran ctro método inspi
rado en el que se usa cuando ™ ¥ rgmsongrardescmrespectoa
Ps lsigue el razonamierto del de Fisher pero el estimador de A2 que

se usa es el insesgado.



o*2 = iD2—(m1-2)mp/r\1 rb(m—p—S).S‘(m—p—a)/(m'g)

"donde m = ny +ng, que sin embargo, tiene la desventaja de gue D"2 fre -

cuentemerte es regativo. Lacherbruch y Mickey proponen en cambio
= 2
=(m-=-p-3HD" /(M-

que corrige parcialmente el sesgo en 02 y es consisterte para 52 '
es mo negativo para el rango de valores de interés. El método basado

en DS parece terner alguraé vertajas sobre el de Fisher.

Los autores presertan también un método® basado en la distri
bucibn asintftica para las probabilidades de clasificacién eguivocada pa

ra la estadfstica W (x) de Anderson que es la siguierte:

9(—A)+ .a_'2_:3__

P2h=|=[w<5)<o]5ep1] n1 ="

byy b b b
1;+ S22 418 428 4

4 r\22 Ny ry (M=-2) n2(m—2) (m—2)2

b bgg o

+S

(Ii.1)

un resultado anilogo se tiene para Py|5- Okamoto ha tabulado los valo
res de las a'S y de las b'S para alg‘ur'os casos especiales, asf se pue—
den estimar Ppiy ¥ Pyjp substituyendo en (III.1) A por D. Una modifi
cacién consiste en usar el estimador insesgado de A2 dado anteriormen

te, tal modificacibn es llamada OS.

# con base en el trabajo de Okamaoto (1963)



L_os mismos autores proponen un método que como el métado
de Smith hace uso de todas las observacicres pero que no tiene las -
desvertajas de un sesgo serio. En este método W (x) no se calcula
sea que per't:car'ezca.a.F’1 oaP2yW(§)seobtiereden1 +r2—1’09
servaciones. Tal método preserta la vertaja de que tiene sesgo pegue
fio pero para distribuciones discretas tiene uma varianza mayor que el
método de resubstitucidén de Smith, como demuestra Glick, este proble
ma también ha sido estudiado por Lurts y Brailovskiy (1962). En Ks-
hirsagar (1972) se pre#erta el desarrollo computacional, aln cuardo -
los autores demuestran que sdlo se necesita un reajuste matricial (ver
Bartlett (1952)) para llevar a cabo los célculos, también para el caso
de discriminacidn mediarte métodos de distribucién libre, continGa exis
tierdo el prcblema de cilculo, sin embargo, hay que hacer ndtar que =

este trabajo aumenta si los tamafios de muestra son grardes.

En el mismo artfculo proponen el m-étodo-L-Jcpe consiste en cal
cular las medias El,l=1, 2 de las estadfsticas de clasificacibn WJ“
calculada.senbasean1+n2-1obser-vacionesparaj=1, sees Ny
ng +1, -.. Ny dertro de cada muestra y dividirlas ertre la varianza

B * _
muestral SD[ delasnlcart[dadeswj ()_cj) l—1,2yenbaseae§to

calcular



Paj1 = 8 ¢~ By y P2 =8 (- By

Como puede observarse este método también in.volucr‘a gran -~
trabajo computacional. Lacherbruch y Mickey (1968) efectdan una eva
luacidn cfompa.r‘ativa de los métodos citados anteriormente basada en ex
perimentos de simulacidn Morte Carlo. Ellos ltegan a la corclusidn de
que tarto el método de Smith como el de D son relativamerte malos.
Los mejores métodos son los denctados como OS, Uy U aungue el mé
todo O tuvo un buen desempefio gereral; Ahora bien, si puede suponer
se normalidad aproximada los métodos OS ¥y U son bueros, el U no sa
ca vertaja de la suposicifn de normalidad. Para muestras de tamafio

pequefio los métodos U v U se deben usar y no el OS.

Cochran (1968), en un comertario al artfculo reseflado arterior
merte sefiala los puntos buenos de tal artfculo aungue errbreamerte se
refiere al método U como ura aplicacidén de la técnica de "jackknife' -
(de la cual objeta el nombre por el desconocimierito del significadc ori
ginal de tal palabra). Cochran. lleva a cabo algunas simulaciones de —
las cuales preserta resultados de las comparaciones que él efectia, ob
servArdose que en gereral los métodas OS y DS tienden a resuttar 1
geramente mejores de lo que sugleren Lacherbruch y Mickgy. Propo

rne ademés que serfa Gtil mayor investigacidén con respecto a los méto



dos més prometedores bajo poblaciones no normales.

Lissack y Fu (1972) proponen un método que llaman método F,
encuertran que presenta menor sesgo y varianza que el método U, es
te resultado lo ottuvieron para experimentos con datos provenientes -

de poblaciones normales.

Toussairt (1969, 1970 jurto con Donalds.m) proporne el. método
q‘T, el cual consiste en separar pequefos subconjurtos de cbservacioc -
res muestrales de ensayo en vez de una sola unidad y probar en tales
cbservaciones el clasificador diseflado en base a los restantes, para de
esta marera estimar el error a cometer con el funcionamiento futuro.
En el caso de que los subconjurtos separados cuerten con un solo elg

merto este método coincide con el U antes citado.

Posteriormerte Toussaint (1974), presenta un estimador para
la probabilidad de error en funcionamiento futuro de una regla de cla
sificacidén, el cual es una combiracidén cormvexa del valor del estimador
mediarte el métode L y el valor obtenido medlante el método R de -—
Smith. Al mencs empfricamente pueda demostrarse que este estima
dor 'e's;iésern:ialmerte insesgado, tiene como vertaja el que parece pro

porciorarbuenosres:ltadosaﬁnconmestrasdeersayodetamaﬁopg



queio (ver Foley (f972)) y requiere un trabajo computacional menor que

para el método U.

Mclachlan (1974 Biometrics) sugiere otra técnica para estimar
las tasas de error en discriminacién, tal método que se designard como
método M se basa exclusivamente en las muestras de ensayo y ademés
de terer un sesgo pequefic con respecto al de otros estimadorweé {su ses
go es el término de ten;::er-_onden en la expansidén de la esperanza de - |
P211 dada por Okamoto (1962)), reguiere menor esfuerzo computacio -
nal que el método U. En comparacidén con el métode OS se encuertra
mediarnte simulacién Morte Carlo vy bajo el criteric de Error Cuadrati
co Medio Asintético que el estimador compite aceptablemerte. El esti
mador proporcionado por este método puede expresarse explicitamerte
come ura funcidn de D2, p, n, ¥ ng. Las desvertajas que preserta se
deben principalmente a que su construccidn se apoya en el hecho de que
las poblaciones son normales. Su uso esta restringidg pues no es re
comerdable para casos en los que se tieme un valor pequefic de D2 -

{ sea D?'( 1 ) cuando "y Ny no son.relativarnerte grandes con res -
pecto a p. El estimador de Pia = obtiere Fhcilmerte pues basta in
tercambiar los papeles de Ny y n, en la expresidn para P211' Poste
riormerte MclLachlan (1974) basado en el estimador anterior proporne. —

uno para la probabilidad dptima de error.



.2 Seleccidn de variables y problemas relacionados.

Cochran (1964) toca este tema al interesarse en el p-r*oblerﬁa
de precdecir la probabilidad de clasificacidén equivocada (al considerar
dos poblaciones), a partir de las probabilidades dadas por las varia -
bles usadas irdividualmerte. El resultado principal que obtiere es que
"es gereralmerte seguro excluir de un discriminarte, antes de calcu -
larto, un grupo de variables cuyas potercias discrimiratorias irtlividua__l_
les sean bajas, excepto por alguna que tenga correlaciores negativas ~
con la mayorf{a de las buenas discriminadoras™. Otro resultado es que
el funcioramierto de la furcidn discriminante puede ser predicho satis
factoriamerte a partir del-conoci.mierto de lés potencias discriminato -
rias individuales y el coeficiente de correlacién pramedio, dado que ba
jo la suposicidn de que todo par de variables tieme una correlacién -
igual al promedio, produce buenos resultados en la prediccion del fun

cioramierto de la furncidn discrimirarte lireal de Fisher.



Weiner y Dunn (1966), esbudian el comportamierto de tres re
_glas de seleccién de variables frerte a la seleccibn aleatoria. Se su
pone que el nimero de variables se ha reducido tarto como se ha po
dido utilizando el conocimierto del problema, sin embargo, se reguie
re dismiruir adn més el citado mdmero, para lo cual se requiere un
procedimiento de seleccidn de variables. Erfocando la situacibn de -
dos poblaciores estudian tres métodos: uno basado en seleccionar las
variables que muestran las més grardes diferencias "studertizadas" *
ertre las observacicrnes de las rr'uestra.s. de ensayo, en el segurdo la
seleccidn se lleva a cabo considerando los coeficierntes normalizados -
mas grardes en la furcidn discriminarte y el tercerc selecciona las va
riables mediarte un programa de seleccidn de variables por pasos ori
ginalmente disefiado para tratar el problema en casos de regresion -
mdltiple. Los tres métodos se comparan con la seleccién aleatoria de
variables para establecer si son relevartes y notar diferencias enire -
ellos. El procedimiento de di.scriminacién (clasificacitn) que los auto

res usan es el basado en la estad{stica W de Anderson.

Las comparacicnes se realizan aplicando el método de discri
minacién basado en diez, cinco y dos variables seleccionadas de veinti
cinco de ellas, cbservardo el nimero de obser-vacionés mal clasifica —

das en las propias muestras ensayo y después aplicando las funciones

* Diferencias entre medias de una variable en cada
poblacién suponierdo la varianza desconocida.
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discriminartes a otros irdividuos. El ndmero de individuos por clasi
ficar cambia segln el estudio (los autores consideran cinco estudios —
diferertes) aque se trate. Se preserta.n los resultados de tales compa
raciores para las muestras énsayo y para las observaciores "nuevas"
se debe considerar gue los resultados para las muestras ensayo han =
de tomarse con reservas pues es mas notable el efecto que sufre la —
potercia discriminatoria de W a medida que se utilizan menos variables,
va que se reasignan las observaciones que se utilizaron para disenar -
la funcidn discriminarte respectiva. En cambio para las "ruevas" cb
servaciores los resultados para 10 y 5 variables muestran que el me
jor método de seleccidn (a grosso moda) es el.basado en la seleccién
por pasos (paso a paso), sin embarge, no difiere significativamernte en
el sertido estad{stico a un nivel del 0.1 de ninguno de los otros tres -
(adn cel aleatorio), para dos variables, el que ruméricamente se com -
porta mejor es el basado en las diferencias de t pero no es significa
‘tivamerte diferernte del método paso a paso y el de coeficiertes de la
funcidn discriminarte. El método de seleccidn al azar consistentemen
te fue el peor como era de esperarse. Caﬁecornertarmetalvezse
debid tratar con un nivel de significancia mayor que al 10% ya que se
rfa deseable conocer diferencias que existan ertre los métodos, no obs
tarte gue sean pequefias. Queda ain mucho trabajo por hacer al res

pecto.



Elashoft et al. (1967) erfocan el problema de seleccidn de va
riables en el caso en que estas son dicotémicas, encuertran que los -
resultados de Cochran. con respecto al mismo problema no son aplica
bles en este caso. Los autores examinan en detalle el caso de selec
cionar dos variables de entre p de ellas, obtenlerdo como resultado el
que la correlacidn positiva puede incrementar la discriminacidn mien-

tras la negativa la decremerta.

Francis (1967) trata el caso de selecciorar v variables de en
tre p en el caso de dos poblaciones normales, supone gue se tiernen -
dos muestras de ensayo. Utiliza un método paso a paso para seleccio
nar las v variables en base a las muestras ensayo, sin embargo, seﬁé
la que las variables asf relacionadas bien pueden ser las de mayor poc
der discriminante para las muestras ensayo pero en él caso de discri
minar ruevas observaciones pueden presertar el efecto de regresion, -
i.e., su funcionamierto regresa hacia el promedio. Escoge la procabili
dad de clasificacién equivocada como medida de la habilidad para discri
minar, esta es entonces uma funcién de la distancia poblacional de Maha
lanobis A2 para las v variables seleccionadas, que a su vez es ura fun
cibn de las diferencias ertre las medias poblaciorales, §i, de las varia
bles seleccionadas. De la distribucién conjurta a posteriori para las v

diferencias mencionadas se puede encontrar el valor esperado a posterio



ri de ﬁQ, ertorces se tiene un estimador de A2 {y de la probabilidad
de clasificacién equivocada) el cual esta libre del efecto de regresibn.
El autor muestra como encortrar la distribucidén conjurta a posteriori
de las 51'; (en particular de las v variables seleccionadas). Esto -
no es posible en gereral sinc s8lo en caso de que la matriz de cova -~
riarnza cde las 5«;"‘ pueda apraximarse por una matriz de cierta for -

ma.

Hills {1967) considera también el problema de seleccidn de va
riables para el casc en que estas son discretas, presenta tres procedi
miertos, dos paso a paso y uno mixto gue incluye tanto la técnica_ paso
a pasc, como la de vecino més priximo (ver comertario seccibn II. 4, de
este trabajo). Propone dos medidas de discriminacién para poder cor_!::_.
parar las reglas basadas en los subconjurtios de variables formados por
los procedimientos de seleccitn, tales medidas satisfacen las cuatro - -
propiedades que debe poseer una medida de discriminacién. Como se
comertd anteriormente, en el trabajo se presertan extensiones para va
riables con més de dos estados. Se refiere también a otros procedi -
miertos de seleccidn de variables que son el de Belson (1959) y el de
Mac Naughton — Smith (1963), los cuales son del tipo paso a paso no
restmrgldos (aurgque el de Belson fue sugerido corigiralmente para pro -

ducir muestras apareadas). Se refiere al modelo logfstico sugerido por



Cox (1966) y sugiere que los procedimiertos paso a paso presentados
en Hills (1967} pueden ser (tiles para seleccionar variables a incluir

en el modelo logfstico y para sugerir posibles términos de interaccibn,

Hortan et al. (1968) analizando datos agrupados, sugieren la
recesidad de un método que combine las ventajas del andlisis multiva
riado con la economfa en relacién al mimerc de variables reguerido.
Para alcanzar este objetivq utilizan dos programas de computadora, el
primero de ellos se ocupa de la seleccidn de un subconjurto de las va
riables originales tal que la varianza entre grupos restarte no es sig-
nificativa, el segundo programa realiza un anflisis candnico (que como
va se vib en el capftulo II, esta {rtimamerte relacionados con la dis -
criminacién ertre varias poblaciones). Tal anélisis permite idertificar
variables que mediarte las técnicas univariadas no presertaban diferen
cias significativas entre poblacicnes pero que consideradas en conjurto
cortribuyen significativamerte a la determinacién de diferencias entre

poblaciores.

En el caso de discriminacién entre dos poblaciones basada en
muestras de ensayo de tamafios nqy y np respectivamente. Baullion et
al. (1975) estudian las relaciones ertre la estimacién de la probabili -

dad de clasificacibn equivocada y la seleccifn de variables mediarte -



métodos de sirmulacidn Morte Carlo, su trabajo tiene dos objetivos: el
primero es estimar la probabilidad esperada de clasificacién equivocada
la cual ocurrirfa en muestras repetidas de ensayo de tamafio iy = n, =
n y segundo, estudiar el problema de selecciocnar el "mejor"subconjuD
to de variables para discriminacién. Ya que la prcbabilidad de clasifi
cacibn equivocada es asint&ticamerte deperdiente de b2 (la distancia
de Mahalanobis) v no de p el Mimero de variables, entonces con tal -
que la separacibn entre poblaciones permanezca constarte (medida en
términos de A2), es factible gue un Mimero menor que p var-iableé sea
usado con fires discriminatorios sin dismirucibn en la exactitud del pro
cedimierto. EnN el caso de poblaciones normales con matrices de cova
riarza 21 b 5-2 diferertes la medida de divergencia sugerida por Kull

back (1952, 1958 p 190) gueda como:
1 -1 -1, 1 -1, 1 '
JEztr(l -0 (2, - Ly DH+gtr (L +12)(F1-F2)(F1—P‘2)

gue para el casc en que 5.1 =12 se recuce a la AZ ge Mahalanobis.
En situacicres reales cuardo 7-1 # 12 es méas facil usar A2 en vez
de J, utilizando como m&ﬂz de covarianza.com-ﬁn pA =é (Z, +12),
esta substitucidn se usa en el trabajo de Baullion et al. (1975) y estos

autores corcluyen que es razonable.

Baullion et al. efectuaron las simulaciones para diferertes va



lores de A2, py n comparéndolos cortra aquellos en que se conocen
__)_(_1 . J.\_e y 2_; para amalizar la factibilidad de selecciomar un nimero
menor de variables en base a las cuales discriminar y las consecuen
cias que esto tiene en cuarto a la separacién de las poblaciores. Tam
bién se estudia la equivalercia ertre A2 vy U como criterios para la -
seleccidn de variables. Las conclusiones que se obtienen para el ca
so que estudian detenidamente es gque indeperndientemerte de la medida
de separacidn seleccionada se obtiene muy poco incremerto en la méx_l
ma separacién al considerar més de cierto nimero de variables. Ade
mAs se observa que cualquiera de las dos medidas de separacibn es -
un criterio adecuado para la seleccidn del subconjunto de variables de

seado.

Con respecto a la probabilidad de clasificacién equivocada -
(usardo la estadfstica W de Anderson) se obtiene que P211 es una fun
sz . A2 : A2 -
cidn decreciente de (fijos ny p) ¥ de n (fjos ¥ p). Paran

fija los resultados indican que Ps |y es una funcidn creciente de p.

La corclusidn final es que para tamafios de muestra peguefios
puede escogerse un subconjunto de variables de tal marera que produz
ca mejores resultados que el total de ellas y que la seleccidon de varia
bles se puede lograr mediante la consideracibn de la separacifn ertre

poblactioes.
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‘NI.3 Comparacidn de algunos métodos 'de discriminacidn.

Este tema ha irnteresado hasta (ltimas fechas a los estadisti -
cos. La recesidad de estudiarle nace principalmente del uso exterdi
do que se ha hecho y se hace de la funcidn discrimirarte lineal de Fi
sher (FDL), por lo que las comparaciones que se han realizado com —

prerden a la FDL y a otros métodos de discriminacion.,

Gilbert (1968) en un trabajo gque forma parte de su tesis docto
.'r-al, preserta los resultados de ia comparacidn de cinco métodos para
discrimirar ertre dos poblaciores en base a variables vectoriales, x,
tales que la distribucidn marginal de cada comporerte es Bernoulli, -
considera unma variable Bernoulli adicional, y, cuyos valores caracteri
zan a las poblaciores i.e., si es cero la observacion perterece a una
poblacién y si es uno a ctra. El problema de discriminacidn se redu
ce a predecir el valor de y a partir del vector x. Los resultados que

obtiene basados en los criterios del coeficierte de correlacién y la pro



babilidad de clasificacién equivocada son que para uma dimensidén del

_ wvector de observaciores igual a 6 y varios tamafios de muestras de
ensayo, existe poca diferencia entre los procedimientes lincales (entre
ellos la FDL) usados pero todos son ligeramente superiores al sugeri
do por Cochran y Hopkins (1961). EI resultado mis importante es -
que, los experimentos Morte Carlo llevados a cabo y la evaluacidn de
la FDL considerando conocidos los parémetros, sugieren que la pérdi
da o costo debide a usar lg FDL en vez de otro procedimiernto disefia
do para discriminacién con el tipo de variables. considerado es muy pe
quefio para ser de importancia. Ademés el comportamiento de la FDL
se martiere bastarte estable cuando el nMimero de comporerntes del vec
tor de cbservaciones aumérta, ¥ es muy probable que produzca urna re
gla de discriminacién superior a casi todos los métodos considerados.
Revo (1970) esbudia el furcionamiento de varias reglas para tratar va
riables discretas ordernadas y encuentra que la FDL se camporta ba§¥

tarte bien en relacidn a tales reglas consideradas.

Posteriormerte Gilbert (1962) analiza el efecto de heterocedas
ticidad sobre la FDL comparada con la funcién cuadrética éptimal', su
ponierdo conocidos los parédmetros para el caso de discriminacién ertre
dos poblaciores, se estudia el coeficiente de correlacidén ertre ambas -

reglas y las probabilidades de clasificacién equivocada respectiva.

1. Cbtenida al utilizar el cociente de verosimilitud para
disefar la regla de discriminacién



Sblo se considera el caso en que 7-2 =d L 1» d uma constarte
. (que corresponde a la sitwacién en la que las correlaciones son iguales
y las Gnicas distirtas son las varianzas y covarianzas, las cuales difie
ren Gnicamerte en una corgtinte de proporcionalidad).

° .

Los resultados se pueden resumir en que la funcitn discrimi
rante cuadrética y la FDL muestran una concordancia adecuada sola ~
merte para un rango moderado de valores de d y con cierta separa -
cibn (medida en términos de la A2 de Mahalancbis), tal concordarcia
dismiruye a medida de que p (dimensién del vector de observaciones)
aumenta. Adernés, se observa que la FDL puede ser adecuada para -
la clasificacién perc no para estimar la probabilidad a posteriori de -

cierta poblacibn dada uma observacitn especffica.

Gessaman y Gessaman (1972) presertan un ruevo método de -
discriminacién basado en el usc de bloques estadfsticamente eguivalen
tes (ver Wilks (1962)), tal método cae dertro de los de distribucién Ui

% )
bre. I_osartones llevan a cabo comparaciores con respecto a otros -
métodos de discrimiracién sin decisiones de "reserva" * v con métodos
que si ;.:.».ermiten decisiones de reserva, tales comparaciocrnes se basan
en los resultados de experimentos de simulacidn Morte Carlo realiza-~

dos para 3 problemas de dos pablaciones alternativas normales bivar-i&

* i.edecislores no corclusivas.



das, ademas se toman tres tamafios diferertes de muestras de ensayo:

729, 200 y 64, los procedimientos se calibran con muestras de 250 -

cbservaciones de cada uma de las poblaciones consideradas. Es la opi

nién de este autor que las corclusiones extrafdas de tales resultados —

son un tanto engafiosas por varias razores:

1°,

2°.

El tipo especffico de distribuciones, ya que exclusivamerte se tra
ta con normales bivariadas que son muy "adecuadas” para utili -
zar el método propuesto por Gessaman yVGessarnan, pero mere
cerfa pensar acerca de la relacién entre rimero de variables y
potencia discriminarte de los métodos (gue més adelante se tra -

ta).

Los tamafios de las muestras ensayo, ya gue cortar con mues -
tras de 729 y 200 observaciones para cada poblacitn se artoja un
tanto ideal, en muchos casos aln 64 individuos parece diffcil de

conseguir sobre todo en problemas taxondmicos y arqueolbgicos.

No se compara cortra cotros métodos que podrfan haberse compor
tado bastante bien sobre todo en los casos de diferentes medias
y wvarianzas y en los de diferencia rula en la medias (ver Ar’de:

son ¥ Bahadur (1962}, Geisser (1873)).

Press (1972) discute el usc de las matrices de corfusién pre
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sertadas en el trabajo de Massy (1965}, para probar la potencia discri
,'_‘,rrjir.ator‘ia de un procedimierto, Esta potencia discriminatoria se prue
baccrnparardo mediarte ura prueba ji-cuadrada, los resultados obteni
dosa.laphcar- un cierto método con los que hipotéticamerte se obten -

drfan al efectuar la discriminacién aleatoriamerte.

Al aplicar esta prueba, se debe tener cuidado al interpretar -
el resultado puesto que sdamente es Vilido sl se aplica a ruevas ob -
servaciones, pero si se usan las observaciornes de las muestras de en
sayo utlhzadas para disefiar la funcién discriminarte se incurre en un
sesgo optimista, puesto que tal funcidn es la mejor para discriminar —
ertre las observaciores de ensayo. Para ura discusibn méas amplia de

este asunto ver el trabajo de Frank, Massy y Morrison (1965).

Lacherbruch et al. (1973a) analizan la robustez de la FDL vy
la funcidn discriminarte cuadritica (FDC) arte ciertos tipos de no — nor
malidad, los mismos autores camertan que nada se ha hecho al respec
to hasta dorde ellos conocen. Las distribuciores de origen considera
das presertan un alto grado de no - normalldad y son las sugeridas por
Johnson (1948). El criterio de funcionamiento elegido'son las probabi

lidades ‘de clasificacidn equivocada.

En base a exparime'rtos de simulacidn para diferertes nimeros



de variables, distancia entre las poblaciones y tamafios de las mues -
tras de ensayo, los resultados prircipales son los siguiertes: la FDL
se ve muy afectada por la no normalidad de las poblaciores, ademdis
este efecto depende del tipo especffico de no normalidad que se trate,
para las distribuciones estudiadas los menores efectos se observan pa
ra las distribuciones del tipo logfstico (las cuales estan acctadas por
arriba y por abajo), la FDC tiere un funcionamiento pobre y en algu -
nos casos peor gue la I-—DI__, dependiendo del tipo de no normalidad, -
ésto no es muy rarc ya que a pesar de estar disefladas ambas furncio
nes para tratar con variables normales, la FDL tiere la veriaja de -
que un modo alternativo de llegar a ella es el determinar la combina
cién lirneal de las cbservaciones que maximice la variacién ertre gru
pos con respecto a la variacién dentro de grupos, por lo que su apli
cacién alin en situaciones con poblaciones diferentes de la normal tie
ne ura justificacién intuitiva. De ser posible, deben de transformarse

los datos para aproximarse a la normalidad y asf usar la FDL.

Lacherbruch (1973b), efecbja‘una comparacién entre dos méto
das para discrimimar entre k poblaciones, uno de ellos basado en la -
idea de Fisher, el cual se denominara aquf el de vectores propios o va
riables candnicas (VC), el otro es conocido como funcidn discriminante

mdltiple (FDM). Se trata el caso de poblaciones normales homowdéf



El objetivo del trabajo de Lacherbruch es resporder a las si

guiertes preguntas:

i) <Bajo qué cordiciones el método VC se comporta mejor que el

FDM?

ti) <&Cual es el efecto del tamafio de las muestras de ensayo en el —

comportamiento de los métodos analizados?

ili) &Como afecta el namero de poblaciones el comportamiento de los

métodas?

iv) dComo los afecta la dimensién de las observaciores?

La comparacién se efectia en base a experimertos de simula

cidn, los resultados prircipales son los siguiertes:

a) El método VC se comporta mucho mejor para la estructura coti
real (C)* de medias poblaciorales que para la estructura sim =

plex (S) de tales medias.

b) El incremerto del tamafio de muestra conduce a un decremerto

en la probabilidad aparerte de clasificacién correcta (ver seccibn

* En el trabajo solamerte se analizan dos estructuras de
las medias poblacionales: colineal con distarncias iguales
y simplex k dimensional, para diferentes distancias.,



HI.1), la explicacidn més plausible es debido a que se usa el -
método de resubstitucién para estimar tal probabilidad, el sesgo
"optimista” de esta se reduce al aumertar el ndmero de varia -

bles.,

c) Un incremenrto en el rimero de poblaciones conduce a decremen
tar la probabilidad media de clasificacibn correcta pues aumen -

tan las oportunidades de efectuar asigraciores errbreas.

d) La probabilidad de clasificacién correcta se incremerta al aumen
tar el rimero de variables por observacién. Esto es sumamente
irteresante va que no se proporciona més informacifn en las va
riables adicionales, lo que parece suceder (segin el autor), es -
que el conjurto de datos puede ser ajustado més exactamerte cuan

do se usan méas variables.

De lo anterior se desprende que sl las medias de las varia -
bles son colineales (o casl) el método VC se comporta apraximadamen-
te como el FMD. Por lo tarto, st el nidmerc de variables es grarnde
(dimensién de las observaciones) el método VC es una alternativa comp
putacionalmente adecuada. En cuarto a los efectos del tamafio de mues
tra el mismo Lachenbruch menciona que son un tarto inciertos aungque

tal parece gque ambos métodos se ven afectados de marera semejarte.



El ndmero de grupcs esti imversamente relacionado al funcio
ramierto de ambos métodos afectndolos de igual marera aproximada

merte.

Debido a que se han aralizado poco los métodos para mas de
2 poblaciones, serfa deseable que se llevasen a cabo méas trabajos se
mejartes al de Lachenbruch sobre todo para analizar robustez con res
pecto a no normalidad, violacién de la hipdtesis de homocedasticidad vy

efectos de diferencias en las proporciones de las muestras de ensayo.

Cabe hacer el comertario de que los métodos FMD y VC son
equivalertes, en el caso de que el método VC no se use desechando -
agquellas variables candnicas cuyas correlaciones candnicas sean no sig
nificativas, esto se debe a que tarto la funcidn discriminarte de Fi -
sher como la D? de Mahalanobis son irvariartes bajo trasnformacionres
no sirgulares de x, vector de observaciornes (Kshirsagar y Arseven =

(13975)).

Fisher y Van Ness (1973) proporen comparar varios algorit -
mas de discriminacién mediarte la proposicidn de propiedades desea -
bles requeridas para un caso especf{fico y as{ en base a ellas poder -

encontrar el procedimiento admisible con respecto a tales propiedades,



Comparan varios procedimientos, cinco de ellos utilizados para efec —
tuar agrupamiento (clustering) que son wvecino més préximo, vecine - »
més alejado, certroides, eslabonamiento promedio y mfnimos cuadra -
dos con otros usados exclusivamernte en discriminacién FDL (dos mo -
dalidades) FDC (dos modalidades) y una regla basada en probabilidades

a posteriori vfa el teorema de Bayes.

Es irteresante seguir su discusitn aurque de los criterios pro
puestos para verificar la admisibilidad, algunos tiemren poca importan
cia en el problema de discriminacién y parecen mis irteresartes para
el problema de agrupamiento (cabe hacer notar que los autores presen
taron anteriormerte un trabajo semejante sobre técnicas de agrupamien

to).

En base a los criterios establecidos por ellos, los autores en
cuentran que los procedimient.os de vecino més préximo, vecino méas -
lejano v el que se basa en el teorema de Bayes son los "mejores™. -~
Se debe tomar este estudio simplemerte como ura proposicién y deter
mirnar el "mejor" procedimiento para el caso especffico en base a las

propiedades deseables adecuadas en la situacién que se trate.

Marks y Dunn (1974) comparan mediarnte experimerntos de si -
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mulacién Morte Carleo, el comportamiento de tres funciones discrimi
rartes para el caso de dos poblaciores con matrices de covariarza di
ferertes. Las funciones comparadas son la cuadrética (FDC), la me
jor lireal de Nﬂersm"y"ssf@r‘ y la FDL. La comparacién se lle
va a cabo usando mmuestras y en forma asintética en base a la probabt

lidad gereral de clasificacién equivocada.

El problema se estudia en su forma canbnica (sugerida por -
Dunn y Holloway (1966) con respecto al anlisis de la T,~ de Hotteling)
ey =9,]}l_2 =¥ ,2,=1,2, =4 una matriz diagonal con
valores en ésta )‘1, aeey Ap. Se tratan diversas combinaciones pa
ra los valores de (Aq, ..., Ap) = A, componentes de ¥ , Ny i=1,
2 (los tamafios de las muestras ensayo). Se presenrtan cuatro combina
ciores de _A_ » ¥ , diferertes distarcias entre las poblaciones y dife -
rerte rimero de componerntes del vector de observaciores. Los resul
tadas prircipales pueden resumirse en que para muestras grandes de
distribuciones normales la FDC es rmucho mejor que la FDL para valo
res grardes de A {valor utilizado para formar diferertes matrices A),
para los valores peguefios es ligeramernte mejor. Para muestras pe -
quenas la FDC furciona peor que la FDL para valores pequefios de A
y tal comportamiento se hace més crftico si el rimerc de parfmetros

aumerta. Para valores pequefics de A la mejor funcidn lineal se com

* presertada inicialmente por Clunies — Ross Y
Rifferburgh (1960a , 1960b)



porta ligeramente mejor que la FDL y para A mAs grande se com =
porta mucho mejor, sin embargo, para tales valores la FDC es gere
ralmente la mejor. Welch y Wimpress (1961) comparan la FDC y la

x

mejor lineal en un problema més especifico con un conjurto de datos.

Goldstein (1975) presenta una camparacién entre algunos proce
dimientos détclas{ﬁcacién basados en estimadores de densidad, el obje
tivo de ta.l estudio es analizar la "capacidad" para clasificar correcta
merte cbservaclones no clasificadas como una mejor altermativa para
el irmvestigador, al que sblo le preoccupa clasificar sus observaciores

en vez del comportamiernto asirtdtico de un procedi.miert_b particular.

El estudio se basa en los resultados de experimentos de simu
lacién Morte Carlo, las poblaciones consideradas son normales bivaria
das y diferertes tamafios de muestra para estimar las densidades, los
métodos utilizados son el de Loftsgaarden y Quesenberry (LQ) v el de
Roserblatt, Parzen y Cacaullos (RPC), el método paramétrico frerte
al cual se comparan es el de irsercié_n de estimadores para la regla
de discriminacion entre varias poblaciores. Los resultados obtenidos
son que los métodos no paramétricos se comportan muy bien frente al
procedimierto paramétrico, aunque el mérito de los métodos LQ vy = —

RPC, dependen en gran manera de la eleccidn de las constantes irvolu



cradas en su definicidn. Se conéluye que el método LQ parece ser

méas adecuado o ratural para el problema de discriminacidn.

Se debe comeft'ai:d.ie se hacen recesarios estudios de este ti
po para aralizar la robustez de los métodos, asf también probarlos -
con observaciornes de ura dimensién mayor. Un problema que se avi
scra es gue los métodos no. paramétricos. requieren en ocasiores un -~
mayor conocimierto de las técnicas utilizadas (a diferencia de la situa
cién en otros casos), por lo que se puede pensar que esto es una des

wvertaja de tales procedimiertos.



L4 Tépicos especiales.

En esta seccibn se presertan los resultados de algurnos traba
jos relacionados con situaciones especiales del problema de discrimina

cidn.



I1.4.1 Los efectos de clasificacibn equivocada de las muestras de

ensayo.

De ruevo es Lachenbruch (1966), el que se preocupa por el
problema de discriminacidn, en este caso estudia la situacidn en la -
cual alguras observaciones en las muestras de ensayo est&n mal clasi
ficadas, los resultados que obtiere son que para el caso de muestras
grardes es que la distribucidn de la funcién de discriminacién es una
normal univariada con las medias respectivas a cada poblacién més -
cercaras de lo que tebricamente se supone, los coeficiertes de discri
minacidn basados en las muestras mal clasificadas difieren de los ver
dadercs por urna constarte de proporcionalidad que depende de las pro
porciores de observaciones mal clasificadas para cada poblacibén, los
tamarios respectivos de muestras de ensayo y la distancia de Mahalano
bis ertre las poblaciones. Adem&s la funcién discriminarte difiere de
la verdadera en un términc constarte lo que significa que se usarf una

constarte equivocada al efectuar la discriminacién.

Vale la pena hacer notar que las dos probabilidades de clasift
cacidn equivocada, para el caso de costos de clasificacion errdrea Y
proba'.b{ﬁdades a priori iguales, no se ven alteradas si la proporcidén -

de individuos mal clasificados es igual para ambas muestras de ensayo.



Para el caso de muestras pequefias, debido a la dificultad de
analizar la distribucién de la funcién discriminarte, el estudic se basa
en amalizar experimentos de simulacidn en los cuales solamerite se cla
sifica equivocadamerte una proporcibn de una de las poblaciores, los
resultados indican que lo observado en el caso de muestras de ensayo
grardes es una buena apraximacién al comportamierto en muestras pe

queias.

. Mclachlan (1972), presenta un enfoque altermativo al de La -
cherbruch (1966) ya que el efecto de clasificacidn equivocada lo expre
sa en la forma de expansidn asintftica. L._os resultados para pequefias
muestras difieren de los del citado trabajo de Lachenbruch pero para
muestras grandes concuerdan en gereral. El autor considera que se
cuerta con ura muestra de ensayo de cada poblacién en las cuales hay
algunos irndividuos mal clasificados, los cuales se supore gque son um
muestra aleatoria de su poblacién de origen (tal vez esta es una suposi
cién que no se cumple en la préctica ¥ que puede llevar a resultados
un tanto engafiosos). Bajo la consideracitn de que o, =0 (&, 1i=1,
2, dencta la proporcidn de observaciones de P; clasificados como de
Pa_{) encuertra las esperanzas de P2‘1 Yy P1l2 » SUs respectivas va —
riarzas y analiza el efecto que tiere, tarnto en las esperanzas como-en
las variarzas, el valor de "‘2 . Los resultados pueden r‘esumirlse en

que Var (Ppy4) esuma funcién creciente de o 5 en tarto que -



var (P1I2) es decreciernte, supotﬁendo que los tamafios de las mues -
tras de ensayo son iguales, i.e., Ny =Ng =N, E (PQH) (correcta
hasta el orden N~ ') es una furcién crecierte de &, lo cual concuerda
con los resultados de Lacherbruch, para E(P't\a) no se tiere un resul
tado gereral, sin embargo, para cierta relacién (Mclachlan (1974) pag.
410), entre la dimensibn de los vectores de observaciores y el tamafio
comin de las muestras de ersayo”®, se tiere que E(P112) es una fun--

cién decrecierte de ol,.

Firalmerte, Lacherbruch (1974), estudia el problema conside -
rardo dos modelos de clasificaciones equivocadas iniciales no aleato -
rias. Basfrdose en los resultados de experimertos Morte Carlo eva -
da el comportamierto de la funcidn discriminante lineal en este caso.
Los modelos de clasificacién equivocada son el llamado de separacibn
completa defirido como sigue: asignar la observacién de ensayo x a
lapoblaciénparalawal({—_l,_k_i)‘@—_‘u_i) i =1, 2 tenga el valor
menor; el segundo modelo es una gereralizacibn del anterior pero en
este caso la observacidn x proveniente de Pi,. se clasifica errbneamen
te st (:_(-_g_i)' ()_c-.Fi)esmayor-queunva-lorcorstarte Vi » en su
estudlfo Lacherbruch usa para tales wvalores percertiles escogidos de -
una: li dorde p es la dimensién de las observaciones x. Los resulta

dosqueobtier‘esonparadiferertesvaloresdep,n(tama.ﬁ-ocomdnde

* esta relacidn varfa también en relacidén a la distancia
ertre las poblaciones -



las muestras de ensayo), Vq ¥ Vj. lAd.emés considera tres valores -
de la distancia ertre las medias de las poblaciores. Se observa que
las probabilidades verdaderas de clasificacion equivocada solamerte -
son afectadas ligeramente por los tipos de clasiﬁcaci’dn equivocada con
siderados, es més, el efecto gereral parecen ser que se separan me
jor las poblaciones, la. razdn de esto puede ser que otros métados ell
miman los efectos que cualquier observacidn "extrafa" (outlier) terga

sobre la funcidn discriminante.

En el estudlo también se analiza el comportamierto de dos es
timadores de errores de clasificacién, que se presertaron en la sec -
cibn MI.1 : el rr‘l-étodo de resubstitucidén y el D (de Fisher). Puede —
conclulrse que tanto el método R (resubstitucidn) como el D, en caso
que se sospeche la existencia de cualquier clasificacidn equivocada ini
cial, no deben usarse ya que los valores proporciorados por los mé

todos citados son afectados considerablemente.



11.4.2 EIl tratamierto de valores faltartes.

Chan y Dunn (1972), presentan un trabajo en el cual utilizan
la probabilidad de clasificacidn correcta bajo los métodos de manejo
de valores faltartes méis comlnmerte utilizados para realizar una com
paracién ertre éstos. Bajo la suposicién de que se tieren dos mues-—
tras de ensayo indeperdientes de dos poblaciones normales multivaria
das homocedasticas, la regla para efectuar la discriminacién es la FDL.,
(por cierto los autores llaman incorrectamerte a la regla de discrimi-
nacibn gue usan funcidn discriminante lireal de Fisher, en realidad se
refieren a la regla W de Arderson). La probabilidad incordicional de
clasificacidn correcta, ver Dunn y Varady (1965), se usa como criterio

para comparar los métodos en base a métodos Monta Carlo.
Los métodes comparados son los siguientes:

Método A. En este método no se usan las cbservaciones a las

cuales les falta algin valor.

Método B. En vez de desechar las observaciornss con valores

faltartes, se utiliza toda la informacién posible.



Método BA (modificacién del B). Debido a que en algunas =
ocasiornes la matriz de covariarea muestral no es definida positiva al
usar el método B, se verifica esto mediarte el valor estimado de la

distarcia de Mahalanobis y si éste es negativo se utiliza el método A.

Método C. Método de substitucidn de la media. Se calculan
primero las medias muestrales para las variables en base a todos los
valores que se tengan, posteriormerte se substituyen por los valores

faltartes respectivos.

Método D. Método de Regresibn. En este casbt se obtieren
ecuaciores de regresién ertre las variables en base a las observacio
res completas y ertonces se substituye por cada valor faltarte el esti

mado de la ecuacibén apropiada.

Método DS (modificacién del método D). Semejante al D, pe
ro en este caso se va hacierndo usc de marera secuencial de la infor
macibn en las observaciores con un valor faltante, posteriormernte con

dos y as{ en adelante.

Método E. Método de Comporertes Principales. La primer '

comporerte principal de cada urma de las dos matrices de observaciones



muestrales se usa para estunar‘los valores faltantes.

Método O. En este caso no hay valores faltartes en las ob -

servaciores (se usa como control).

La comparacidn se lleva a cabo bajo el supuesto de que las Po
blaciones son normales multivariadas homocedisticas con parémetros
r,=0,B, =K vy 2. =8 , & matriz de correlacién con es
T 1_2 T
tructura de igual correlacidn il.e., eﬁ =1 vy Qij =g i#ji.
Ademés se utilizan 250 matrices de correlacibn escogidas aleatoria
merte. [Los parfmetros b&sicos son 91, A, m (proporcibn de valo

res faltartes, escogidos de marera aleatoria) ny ¥y ny. El criterio de

comparacién es la probabilidad general de clasificacidn correcta.

Los resultados pueden resumirse como sigue: para p = 2 el
método D parece ser el mejor para valores pequeiios de la" > el mé
todo E para valores moderados y el C para valores grandes. Aungque
el método A no es tan buenc como los métedos D, E y C, las diferen
cias son muy peqguefias; sin embargo, el mét&io A va comportindose ca
da vez peor en tarto p aumenta (excepto para valores extremadamerte
pequeﬁos de 1@l ), E1 método E es preferible para valores pequefios

de | &\ (excepto para valores extremadamerte pequefios de IR] ) y el



C para valores grandes.

Todos los métodos de manejo de valores faltantes mejoran (en
relacién al método O) cuardo A se incrementa. Cortinjan las relacio
res ertre ellos pero las diferencias disminuyen. ELl rango de valores
de 1R\ en el cual el método C es preferible al E se incrementa al -

ca.mbiarA de 2 a 4.

Todos los métodos mejoran al aumeriar los tamafios de las -
muestras de ensayo, especlalmente el método A. Urma cosa similar su

cede al dismiruir el valor de m.

En términcs de la esperanza de la probabilidad de clasificacidon
correcta parece que los tamafios de muestra diferertes tienen poco efec
to sobre las diferencias ertre los métodos de marejo de valores faltan

tes.

Para valores negaiivosdeq con p > 2 las matrices de equi
correlacibn produjeron resultados diferertes que las matrices con ( po
sitiva. A excepcidén del A, todos los métodos funciomaron més satisfac

toriamerte para valores positivos de g .

Se utilizaron diferentes formas de ;{_ desde (d, O, ..., 0) has



tad, d, ..., d). Los métodos'c y D mejoraron gradualmente en re

lacibén a estos cambios en }l_

Finalmerte los autores aralizan la variabilidad del funciora -
mierto de los métados en base al error estardar del valor estimado de
la esperanza de clasificacién correcta y en los estimadores del 5¢(Fos) .
50 (P50 95°(P95) percertiles de la distribucin de la PCC. En
gereral los métodos con valores bajos de E (PCC) muestran valores de
error estirdar grandes y valores bajos de Pgg. Por otro lado losl valo

res de Pgg fueron muy similares para todos los métodos,

La variabilidad en los métodos se incrementd al aumertar el
rmidmero de variables. Los valores de muestra diferertes causaron una

mayor variabilidad de los estimadores de E (PCC).

Posteriormerte los mismoes Chan y Dunn (1974), comparan los
métodos C, D y E en vase al comportamierto asint&ico de la probabi
lidad de clasificacién cor*r-'ecta bajo cada método. Las comparaciones
las efectian mediarte experimertos de simulacién Morte Carlo con el
modelo de equicorrelacidn®antes refer'idé. Los resultados son los si -
guientes: aungue hay ligeras variaciones en el comportamierto asint&t

co ertre los diferentes métodos, las diferencias de E (PCC) no son -

* aurgque un poco reducido en cuarto a variedad
de situaciones
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apreciables o substarciales. El que parece ser el método més débil es’
el E (método de comporertes principales)}. Ademés, se nota uma ten -
dencia de E(PCC)aircmnertarseenrelaciéndirectaconkwando Q

es positiva y decrementarse con respecto a k para e negativa.

Debido a que los métodos A y B siempre alcarzan la méxima -
probabilidad asirtfticamente y dado que para los métodos C, D y E los
valores asirtéticos no esté.n muy lejanos del méximo, el sesgo asintéti
co parece terer poca importancia practica. De lo anterior se despren
de que el estudio del tratamierto de valores faltartes en ardlisis discri
minarée debe de circunscribirse a muestras de tamafio pequefio y media

no.
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I1.4.3 Un procedimiernto iterativo de reclasificacion.

McLachlan (1975), considera el problema de dos poblaciones
normales con difererter vector- de media pero matriz de covariarza co
mian, iguales probabilidades a priori e iguales costos de clasificacibn
equivocada. Supone que se tiemen muestras de ensayo de tamafios ry

Yoy adem&s, que hay M individuos sin clasificar.

El procedimiento iterativo consiste en calcular la estadfistica
WdeArﬁar‘_sonenbas-ealasn.‘ + ny observaciongs de ensayo, usar
la furcién encortrada para discriminar las M observaciones ruevas ob
teriendo myq ¥y Mgy (donde mMyy + My, = M) que son observacionea -

asigradas a P, v a P, respectivamente y ertonces construir

1 2

1
W1 ={f - 12 (511_+’_‘21)‘ E“‘1 (’511 -21)3

‘dorde xj1 es la media de iy + Mgy observaciores (i = 1, 2) ¥ Sy es la
matriz de covarianza muestral usual basada en ry + mqq n, + mpq
ooservaciones considerando como si las ny + myy observaciones perteng

ciesen a P a=1, 2).

La estadfstica W, se aplica ruevamente a las M cbservacio

nes no asigradas obterdendo M, ¥ My, de marera similar a la arte
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rior se calcula W2 y de marera iterativa se obtieren ruevas estadfst_i

cas Wk.

Al analizar el comportamiento asintétice de tal procedimi.erﬁ:o,
se obtiere que el riesgo (o pérdida esperada) promedio, ey, tiende al
riesgo del pr*oeedin;:ierto éptimo, r (cuarndo se conocen todos los pard
metros), cuando el nimero de iteraciones tiende a irfinito y ademés se
considera M muy grande en relacién a ny + . Ademis para ura A
distancia de Mahalanobis grarde, la diferercia e - r es muy pequefia

después de sbBlo unas cuartas iteraciores.

. El procedimierto sugerido se evallia para M finita, mediarte
un experimento Morte Carlo. Los resultados obtenidos sugieren que —
urna regla con un riesgo promedio menor que para la original se obtie

ne gereralmerte después de una iteracion.

La idea de usar las ny + ny, + M observaciones con propbsitos
de mejorar los estimadores y disefiar ura regla de discriminacién me
jor, no es rueva., Hartley y Rao (1968), discuten la cbtencidn de esti
madores méaximo verosimiles de los pardmetros considerando primero
estimadores _méxlmo verosfmiles cordicionados en todas las posibles -~

subdivisiores de los M observaciores no asignadas ertre las dos pobla
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ciores. Sin embargo, el procedimiento sugerido por MclLachlan (1975),

" parece mas manrejable computactoralmente,



- 174 -

1I1.4.4 Erfoque secuencial al problema de discriminacién.

Samuel (1963 a), considera el siguierte problema: se debe cla
siflcar un grupo de n individucs que se sabe perternecen a la poblacitn
P, bala F’1 . Los individuos del grupo llegan secuencialmerte para
inspeccidn y cia,siﬁcaci&n, la clasificacién del i-ésimo individuo se -

efectfia inmediatamente después de que ha sido inspeccionado.

Existe uma estructura de costas de clasificacion equivocada pa
ra el problema que en gereral se consideran diferentes para cada ac
cidn errbnea. El interés se centra ertonces en la pérdida,o costo pro

medio, esperads - debida a la clasificacién equivocada.

Samuel propons un procedimiento secuercial en el cual se uti
lizan las obser;/;cimes ya clasificadas para la clasificacién de la ob -
servacion actual, este procedimierto forma uma clase completa minima,
(ver primer c;pftulo de este trabajo), de reglas de decisidn. Ademés
las reglas propuestas son "fuertemente . secuenciales™ en el sertido de
que si se establece Una sucesidn de decisibén en base a tales reglas pa
ra toda n, n-;-j1_, 2; ... la regla sugerida forma la parte inicial de
la sucesibn, iie., no se necesita conoccer de artemanc el rdmero de in
dividuos pertereciertes a la poblacién i, 1= 0,1 y que se deben -

clasificar.



Ertre las interpretaciores posibles para la regla propuesta se
tiene gue es una regla que usa en cada etapa todas las observaciores
previas para llevar a cabo la asignacién de un ruevo individuo. Ade
mé&s la distribucién a priori, para la cual la regla es la solucibn de
Bayes, se va actualizardo a cada etapa, tomando en cuenta todos los
irdividucs ya clasificados (una especie de uso de muestras post-—super

visadas).

La misma autora propore en Samuel (1963b), soluciones para
el caso en que el grupo por clasificar (discrimirar) no provenga total

merte de la misma poblacidn.

Postariormerte Srivastava (1973), considera el problema en el
cual las pobtlaciones son normales multivariadas. Este autor considera
tres poblaciores Py , Po ¥ Py , la cual coincide con Py para i=16
2, en realidad el problema que resuelve corresponde al de idertificar
a la poblacion Pg. Bajo la suposicion de que Py es N (_}\_1 ST Y Py
es (_’11_2 ,Z ), trabaja inicialmerte el caso en el cual conoce
: E°= P1 -]{2 sin pérdida de gereralidad sflo se necesita muestrear
de ura de las 2 poblaciores, el resultado que obtiene es que se debe to
mar un rimerc n de cbservaciones tarto de Py 6 P,y de Py la va

riable de zlto (parada) se define por
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_ T
N = menor n"(2Zn,) tal que n % Sq_-\
- £
8 o,
donde a es tal que la distribucifn de una normal estirdar en a es
1-d ,del ya.l,t(:r- cortrol para la probabilidad de clasificacion equi
vocada del procea'imien‘.o
'

ALY s R (RgrBa)  were

o jn\

Y

!

n

.
. = t x_. \'.:o,l
oY

¥
(enesteqasoxr_r'ﬁ:estreas’clode Py ¥ Py

no es tal que "2ng, D p+2

Cuando se termina de muestrear se clasifica Py como P &

Padeaa:erdoaisi

- _1-
Gon = Zan+12§ ¥S | § 20

fes mal weaie S
Srivastava' (1973), demuestra que tomarndo un nimero finito k,
de observaciores ‘."adtciorales a la n fijada por la regla de parada se -

puede lograr un cori:r-ol ol sobre la probabilidad de clasificacibén equivo

-cada,kp.:ededépgrﬂerde “;per'omdeJ‘(.l ,)‘2 YZ-

!

En el caso de Sdesc:onccidasarruestr\eadetodaslaspcbl_a_



ciores y ertonces la regla de muéstreo queda como

2
) &

————

g

15

N=n1ernrerte}~on(?,no)ta1q.:e A

¥
'.-
l

dorde

z -
W o= LAY (!*i -2 (35;,3- gi_\ Le 3w-1)

i. - A "L_ tao,v,2

La regla de discriminacidén queda como: clasificar como P, 6

P, de acuerdo a si

2
[£.- 4GB W £ %0

Como un comertario se tiene el que nNo es necesario terer muestras
de igual tamafioc de las tres poblaciones, se puede muestrear de acuer

do a alguna proporcion especificada.

Se demuestra en el artfculo que el costo de desc:onooer‘z la

matriz de covarianza es el de necesitar las k observaciones adiciona

les a las que marca la regla de parada.
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V.- Alguncs efiemplos de aplicaciores,

En este c':a-.pfu.llo se presertan al-g.unos ejemplos de apticaciores
de los procedimientos de discriminacién. Se describen brevemente las
caracterfsticas de-las variables imvolucradas y se comertan los resulta
dos del uso de la'. i:.écnica. Los ejemplos se presentan en orden croto

16gico.

Kossack (1945), preserta una aplicacién en la cual el objetivo
es clasiflcar un irdividudo entrerado en el grupo con trabajo satisfactg_
rio o en el de f;fabajo insatisfactorio en el primer perfodo del curso -
de matemdaticas (los lndlﬁduos estaban cubrierdo los prerequisitos de
ingenlerfa en la "Uni\érsidad de Oregon), las variables usadas fueron
los resultados en tres diferertes pruebas, dos de mateméticas y una
geraral, Bajo la suposiciébn de distribucibn normal de los vectores de

cbsarvaciones lleva a cabo la discriminacién usando la estad{stica de



Waid (tlama la atencidn el hecho de que presenta desglosados todos
los valores ruméricos utilizados), con la cual obtiere una probabilidad
" de clasificacién equivocada igual al 20% apraximadamerte, la cual com
para con la que realmerte se cometid resultando que el valor estima
do aproximd bastarte el valor real. Es irteresarte seguir los cllcu-
los de Kossack aurgue en la actualidad ya resulte de poco valor préc

tico su estudio.

Tirtrer (1946), discute en su trabajo una ap!ic;‘-.\cién efectuada
por Durard (1941) a datos fimancieros para discriminar entre présta -
rmos buenos y malos. Las variables utilizadas fueron el engarnche, el
precio del préstamo, el ingreso mensual (todos en d&lares) y la longl
tud (en meses) del perfodo del cortrato. Se obtuvo la funcibn discri
mirante lineal de Fisher, la cual parece aﬁropia.da aunque es obvio que
la longitud del per{odo del cortrato no se distribuye normalmerte, sin
ermbargo, por las caracter{sticas de la FDL ésta funciond bien en tal

situacidn,

Tintrer en el mismo artfculo trata el‘».cas:o de aplicar el proce
dimierto de Fisher para discriminar entre los preclos de biernes de -
prcduccién v los bieres de consumo, las variables consideradas fuaron:
la mediana de la longitud del ciclo en meses (el ciclo medido de mini

mo a mi{nimo), la mediana del porcertaje de la duracibn de preclos as



cerdertes relativa-_a la duracifn total del cicelo, la mediana de la am
plitud ciclica y l;'tasa media de cambio en el ciclo. Tintner discute
los resultados obtenidos y comerta gque las variables utilizadas proba
blemerte no se distribuyan normalmerte con lo que una comblnactén -

no lineal de las variables fuese més adecuada en ese caso.

Rao y éai:er- (1949), aplican los métodos para distinguir indi
vjduos reur&icosde nt:mma!es, los resultados se basan en tres clases
de mediciones sic::él‘égiéas. Los individuos se clasifican en 5 grupos
de neurfticos y un grupo cortrol de irdividuos normales. El estudio
no sblo abarca lo concernierte a la discrimiracibn sino que también -
armaliza los datos media.rl:e correlacién canbnica de una marera bastan
te amplia, para liévar a cabo la discrimimacién un método sugerido por
Raoc (1948) con el ob]et.o de minimizar el nimero de individuos mal cla
sificados suponie-nr.lo conocidas las poblaciones (via probabilidades a pric
ri), este rnétodo' pr&.ctimrte coincide con el expuesto por Anderson
(1951). Los resultados son iradecuados para un uso préctico puesto -
que el propésito del artfoulo es. presentar alguras técricas del andlisis

multivariado, las cuales :tler'en una aplicacién potencial en sicologfa.

Barks (1850) utilizb la FDL para discriminar entre camprado

res y no compradores (poterciales) de un producto, Se tratan especffi
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camerte dos casos un blanquea&or y una marca de café. Las varia
bles consideradas para el primero fueron apariercia del empaque, hE
bilidad para limptar, abrasividad en el uso, irritacién para las ma -
nos, olor y precio, er_:n ta;';:oque para el café, las variables fueron a
su vez aparlencia del empaque, sabor, capacidad para vender més ta
zas por libra y precio. Obviamerte las variables gue se trataron fue
ron cualitativas y se les asignaron ciertos valores (rangos). Se utili
zan métodos para variables cuartitativas lo cual es eviderte que cau -
sa alguna distorsién en los resultados. Los coeficlertes de la funcibn
discr‘imir'artg se irten-:retan en forma intuitiva, lo que no es muy vAli
do debido a gque la escala elegida para asignar valores a los resulta -
dos fue arbitraria. Con los procedimientos con los que se cuerta ac
tualmente para tratar variables cualitativas se estima gque se hubiesen

obtenido resultados més confiables.

Arderson (1951), analizd el problema considerado por Rac -
(1948), en el que se deseaba discriminar ertre tres castas comures en
la India (Brabmin, Artisan y Korwa) en base a las mediciones de esta
tura, altura estando sertado, profurdidad nasal y altura de la mariz.
Compara sus resultados (mediarte la solucidn minimax (ver capftulo I,
.con los de Rao (1848) corregidos por el propio Anderson y encuerira -

que el procedimierto minimax produce una probabilidad méxima de cla



sificacitn equivocada menor gue el método de Rao.

Evans (.1959), aplicd la técnica para discriminar ertre dos po
blaciones una de poseedores de autos Ford y la otra de Chevrolet, él
objetivo del estud:io era probar la facultad de los métodos psicolbgicos
y objetivos par'a’ discriminar entre los poseedores de un automévil de
una clase de la.s: d_os citadas marcas. Las variables consideradas fue
ron mediciones de actitudes psicdlogicas: logro, deferencia, exhibicio
res, autonomfa, ;;‘lliacién, intracepcidn, domimancia, humillacion, cam
bio, agresibn v h:eterosemalidad. £l método de discriminacién usado
fue la FDL de ;=tsher-, observirdose que el porcertaje de individuocs -
mal clasificados fue del 37% global (siendo mayor tal porcertaje para
los poseedores :_:EI_Ford), los mismos datos fueron presertados a un -
grupo de psicéloé'_os, los-cuales obtuvieron una clasificacién més pobre
que la efectuada.r'nedia:te la FDL. Se ciiscu‘ten los resultados obteni
dos llegarndo a la conclusién de que las necesidades de personalidad,
medidas en el estudio son de poco valor para discriminar en este ca
so. Se eligier'c-nl:ctr'a.s variables para comparar sierdo estas: "edad"
del autombvil q.:ese posefa en ese mamento, uso del automévil por -
mas o menos de *115 000 millas al afio, comprador que tratd con mas

de un vendedorartesd-e ‘la compra, fumador o no fumador, poseedo-

resdecasacori:mamrdatarios, % més hijos que viven en casa o no,
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preferencia religiosa, asistercia a la iglesia més de una vez o menos
de ello al mes, partido polftico de preferencia, edad del duefio, si el
duefio habfa permanecido en su trabajo m&s de 5 afios 0 menos de ese
laps;b, ingreso arual familiar. Los resultados obtenidos fueron gue la
FDL basada en las arteriores variables (demogréficas) no tenfa sufi -

ciente poder predictor para ser de uso préctico.

Se irtentd un tercer método mezclardo las variables con ma
yor significancia en las funciones discriminantes arteriores (medido es
to mediarte los valores absolutos de los coeficientes asociados a las
variables, a mayor valor absoluto del coeficiente méas significativa la
variable), este irnternto tampoco tuvo el éxito deseado, aunque se mejo
ra en cuarto a poder discriminante de una marera ligera. Se compa
raron estad{sticamerte los resultados de las tres funciones discrimiran

tes intentadas,

Cabe comentar que una posible causa de que las técnicas utili
zadas no fuesen de gran ayuda practica, puede ser el hecho de utilizar
una furcidn discriminante disefada para variabies esencialmente contd
ruas. Tal vez con métodos especificarmerte disefiados para tratar con

vanables de tipo discreto los resultados hubiesen sido mejores.



Cochran y -Bliss (1961), presentan un ejemplo ampliamente des
arrollado con l; intencién de familiarizar a los irvestigadores en los-
métodos de dLscrimiramon utilizardo covariables en la cual los meto -
dos para llevar.a ca.bo un ané.lisis de covarianza se usan jurto con los
de d{scr-imina.c[fm Las variables utilizadas fueron lecturas de azicar
en la sangre de las unidades muestrales (corejos) a diferentes periodos
después de aplicarlés una dosls de insulina. ELl objetivo del estudio -
era encortrar u;'a combinacion lineal entre tres lecturas (para simplifi
car los célculos -s'&o_uﬁliza.n tres mediciones) de azlcar en la sargre
que mediese mejor'el efecto de la insulira (8sta se aplicd en 4 dosis
diferentes). Este .estudio es muy irteresante por las caracter{sticas -
del problema que se estudia, aunque no es un ejemplo de discrimina -

cidn puro.
L.ubisch.e}v (1962), utiliza la funcibn discriminarte lireal para
discriminar erlil;we dos espc_ecies del género Haltica®*, las cuales se pue
den idertificar con cer-teza Gnicamerte mediarte los érganos copulativos
del macho de la especie. El objetivo de Lubischew era encontrar un
medio de efectuar la idertificaclédn en base exclusivamerte en medicio
nes externmas y de una marera confiable. Las variables utilizadas fue
ron 21 ertre las cuales se escogleron 4 en base al coeficierte de dis

criminacién sugerido por Lubischew (1969), que tlene la desvertaja de

* de orde\/acea'y.carm.:rum



considerar individualmerte a la variable en estudio. En base a tal
_ criterio se eligieron las wvariables: distancia de la garganta o rarura
transversa desde la oriila posterior del protorax, la lorngitud de los
élitros, la longitud de la segunda articulacion de las artenas. Lo;; -

resultados obtenidos fueron satisfactorios.

Bartlett y Please (1963), estudiaron el caso en el cual las po
blaciores no difieren en w_a:to a la media. El ejemplo que tratan es
el de discriminar ertre gemelos™® monocegéticos y dicigbticos. Las
observaciones fueron las diferencias entre las observaciones en cada
par de irdividuos siendo especfficamerte: altura, peso, longitud de la
cabeza, anchura de la cabeza, perfmetro crareal, distancia interpupi
lar, presién sangufrea - sist8lica y diastdlica -, intervalo del pulso,
intervalos de la respiratorio, presién marual — mano derecha e iz -
quierda—, agudeza visual — ojo derecho y ojo izquierdo-. Se escogie
ron 30 pares de gemelos hombres y 30 de mujeres dorde 15 pares de
cada sexo fueron juzgados camo moncciglticos y 15 como dicigfticos.
S8lo 10 de las mediciones anteriores fueron usadas efectivamerte pues
en las variables 8%, 132 y 142 existfan muchos valores faltartes y pa
ra la décima sus correlaciones con las otras mediciones variaba gran

demerte ertre los cuatro grupos de gemelos.

* del mismo sexo



[Los se.xo.s. se consideraron separadamerte y se supuso un pa
trén de equico;*rle-lactén ertre las variables (que no parecfa irrazona
ble obser*va.rrlorl-aslfnatrices de correlacidon muestreal). La discrimi
racién fue mejorf"en el .caso de mujeres que en el de hombres. Se
. tratd de utilizar ura furncién discriminante dnica para ambos sexos lo

cual mostrd no ser satisfactorio.

Geisser-y Desu (1968), en relacién al mismo problema estudia
do por Bartlett y Hea.;e presentan una solucidn bayesiana al problema.
Los datos que uﬁlizan y las variables consideradas fueron las mismas
que en el estudio de Bartlett y Please lo cual permite la comparacidn
de los métodos qtili_za.dos. En base a los resultados no hay diferencia
aparerte en la .pd:encia discriminatoria de los dos procedimiertos com
parados aan c.:a.l;'do, como es obvio, la interpretacién que se da a los

resultados obtenidos segin cada método es difererte.

%ssy (1965), preserta una aplicacidén en el &rea de mercadeo
{marketing) y publicidad en el que el andlisis se uso para discriminar
ertre radioeswc@ de. 5 estaciones de FM en Boston. El estudio es
interesarte pues preserta el atague al problema de temer un gran nd
merc de var*iable-s (47), lo cual se resolvid utilizando en la primera

etapa andlisis factorial para asf determinar un rimero reducido de va
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riables (12) en base a las cuales efectuar la discrimiracién mediante
5 funciores discrimirartes lineales (tantas como poblaciornes). Una no
vedad es el uso de las Iiamadas matrices de confusibn para analizar
el poder discrimirante de las funciones y establecer posibles relacio =
ﬁes entre las poblaciones de interés. Ademés Massy en base a los -
coeficientes asociados a las variables para cada una de las poblacio -
nes propore un esbozo de las caracter{sticas socliceconbmicas de los
overtes para cada estacidn de radio FM. Este estudio es muy atracti
vO pues muestra un erfoque fresco y una aplicacidon novel del anilisis
discriminarte. La hipBtesis de normalidad que se hace acerca de las
potlaciones tal vez valdrfa reconsiderarse as{ como la suposicién de -
igualdad de probabilidades a priori de proveniencia de alguna de las =
potlaciores. Como ya se menciond arteriormerte los coeficlertes de
las variables en las funciores discriminartes (en este caso miitiples)

se irterpretan intuitivamerte.

Addelman y Morris (19€8), pr‘esertar_\ un estudio para determi
rar las furciones lireales de caracter{sticas de funcionamiento nacional
que discrimiren mejor entre grupos de naciomes en vias de desarrollc.
El método que utilizan es el basado en las variables candnicas (dencta
do arteriormerte como de vectores car-acterfsticos).' Todas las varia

bles utilizadas estén relacicradas con funcionamiento econbmico. Lo



mas sobnesalierte-. es la utilizacién iterativa Hlevada a cabo con lo cual
reubican ciertas” r'e.cmnes vy clasifican naciones no asignadas inicialmen
te. Obtienen adermfs probabilidades individuales de perterecer a un
grupo dado para cada nacién lo que en este caso es muy importarte,
pues pr*opor*ciona; un medio para evaluar el desarrollo potencial de pa_f_
ses previamerte no clasificados, as{ como para reevaluar la estima -
cién original (i.e,,los datos que sirven como muestiras de ensayo) de

las perspactivas de desarrollo de uma nacion.

Higgins "(:1970), aplicéd el método de FDL para discrimimar en
tre empresas de defensa y no de defensa en relacién al empleoc en ca
da una de ella;.--_ “Las variables utilizadas fueron de caracter econmbmi
co (longitud promedio de oscilacidén en meses, promedic de razones de
crecimiento, amplitud promedio de las oscilaciores, promedic de tasa
mensual de cambic y error estdndar muestral de la variable anterior)
los resultados obtenidos son bastante satisfactorios, pues permiten dis
criminar entre las dos poblaciones consideradas en cada caso (se anali ~

zb el emplec totﬁ y el empleo en produccién).

Anderson (1972), analiza la aplicacidn de la técrica de discri
minacién al problema de diagnr’::st_ico médico. Debido a que hay un . -
riesgo de que personas que sufren artritis reumatoida cortraigan kera

to-conjurl:ivit{.'s stcca Yy aungue este mal p.:ede' ser diagnosticado de uma



marera corfiable por un oftalmblogo, se preserta el problema de gque
estos servicios no estidn disponibles para todos los paciertes con artri
tis reumatoide. Serfa deseable cortar con un procedimiento simple -
que permitiese al grupo de “médicos de un cerntro reumdético, quieres
no sean oftalmdlogos, decidir cuflles pacientes erviar a la seccidn (hes
pital, certro) oftilmico. Anderson aplica discriminadores logfsticos -
(ver seccibn 1.3 de este tra;bajo) para resolver el problema. EI siste
ma de diagndstico se basb en 10 sintomas del tipo auserncia o presercia
(l.e.,variables dicctédmicas). Las muestras de ensayc cortaban con 40
paciertes que padecfan lel mal oftdlmico y 37 que no lo padecfan. In
cluyénrdose d-écisiores no corclusivas, los resultados demuestran ser sa
tsfactorios, Mayores detalles se pueden encontrar en el trabajo de -

Arderson, Whaley, Williamson y Buchanan (1972).

Los ejemplos presertados son sdlo una muestra de los posibles
campos de aplicacidn de los métudos de discriminacidn., Otros ejem -
plos pueden ematrﬁrse en los textos de Bogk (1973), Seal (18649, Coo
ley y Lohres (1962 y 1866), un compendio hasta el,a:’io de 1950 se en
cuertra en el trabajo (catalogado como excelerte) pero bastarte inacce

sible de Hodges (1950).
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OBSERVACIONES

Es evidernte de los resultados presentados, el que el tema de

Discrimiracién Estadfstica esti lejanoc de ser agotadn.
En cuanto a los posibles caminos de investigacidn se hallan:
i} la comparacibén metédica de métodos sugeridos hasta la fecha.

ii) el estudio a fondo de las técnicas para estimar las probabilidades

de clasificacibn, correcta o incorrecta, y en su caso mejorarlas.

{ii) cortiruar el estudio del problema para k- poblaciones sobre todo

mediarte el erfogque clasico

En relacién a las aplicaciones, estas son muy amplias, camo
puede observarse de los ejemplos presertados en el capftulo IV vy en

el I.



Apérdice. Programas de computadora.

Se presentan en este capftulo los datos referertes a varios -
programas para.computadora con los cuales se puede efectuar clasifica -

cibn.

1. Nombre: Andlisis Regiomal y Clasificatorio mediante iteraciones
discriminartes.
Nimero de .c6digo del programa y lugar en el que puede ser lo
calizado: -
UCSM 503
Certro de Cbmputo, Universidad de Chicago, Chicago,

NMinois.

Maguira para la cual el programa fue escrito:
1BM 7004
Lenguaje: ‘ "FORTRAN II
Limitacior;es: ‘ha.sta 150 observaciores
* hasta 20 poblaciores
hasta 10 dimensiones por observaciones .
los datos deben estar ortonormalizados.

Forma de
Salida: : i) Carga de las dimensiones en cada funcibn de dis
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cr‘imir‘aciéh.
{i) Resultados de cada observacidn con respecto a
cada funcibn discriminante.

illy S#vi® de las rafces propias en cada etapa.

Descripcién gereral y notas: Este programa idertifica y evalda clasifi
caciores. La iteracidn discrimimante aplica un procedimiento discrimi
rante a todos los objetos de una clasificacién con los cuales el procedi

mierto esta furcicoralmente relacionado.

2. Nombre: Anflisis Discriminarte para var-‘Ios.gr'upos.

Ndmero de cbdigo del programa y lugar donde puede ser localiza
do:

BMD OS5 M

Recurso de Cdompute de Cierncias de la Salud, UCLA,

Los Angeles, California.

Méquira para la cual fue escrito el programa:
IBM 7094
Lenguaje: FORTRAN IV
Limitaciones: Hasta 5 grupos (g)
g a 25 dimensiones

hasta 175 observaciones por grupo-



Forma de
Salida: - 1) Matriz de productos cruzados

ii) Matriz de covarianza y su imversa
. "iii) D? de Mahalanobis
:iv) Coeficientes y constantes

S v) Resultados para cada observacién.

Descr-ipéién/'ger‘er'al y notas: Este programa calcula un conjurto

de funciores lireales asf que un individuo puede ser clasificado en uno

de varios grupos. El procedimiento de asignacién de grupo estd deri

vado de un modelo de ura distribucién Normal multivariada de observa

clones, dentro de grupos tales que la matriz de covariarza es la mis

ma para todos los grupos. El individuo es clasificadc en el grupo para

el cual la densidad de probabilidad estimada es mayor.

Nombre: Anélisis Discriminante para Dos Grupcs.

Namero de cédigo del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado: v

BMD 04 M

Rec}.mso de Cbmputo Ciercias de la Salud, UCLA,

Los Angeles, California.

Méguira para la cual fue escrito el programa:

IBM 7094



Lenguaje: FORTRAN IV
Limitaciores: hasta 25 (p) dimensiones
de p a 300 ocbservaciores por cada grupo

Forma de
Salida: _ Matriz de suma de cuadrados y productos cruza

dos de desviaciones y su imversa.

Descripci®n gereral y notas: Este programa proporcioma la fuﬂ
cibn discriminarte ertre dos grupos para la discriminacibén ertre los
{rdices medics de cada grupo. La diferercia ertre las medias dividi

da por la desviacién estirdar de los fndices es maximizada.

4. Nombre del programa: Mesa 97 (NYBMUL)

‘Nfu'ner'o de cbdigo del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado:

uUcsL 705

Centro de Cdmputo de la Universidad de Chicago,

Chicago, [linois.

Méguina para la cual fue escrito el programa:
IBM 7094

 Lenguaje: FORTRAN NV



Limitaciores: Hasta cerca de 100 variables y cerca de 4,000
celdas, si se necesita almacenamiento adicional,
partes del programa pueden ser removidas.

Forma de v
Salida: 1) varianza de la variable canbrica

ii) Criterioc de Roy

iil) Coeficiertes de la funcién discriminarte

iv) Critér*io de traza de Hctteling

v) Prueba ji-cuadrada de Bartlett para la significa
cibn de variables candnicas siucesivas.

vi) Forma canénica de las estimadas por mfnimos

cuadrados.

Descripcién gereral y notas: Este programa efectfa un anilisis
de furcibn discriminarte para cada hipftesis entre celda. Correlacién
canbnica, arilisis de varianza multidimensional y regresibon son por -

'ciqr'es precedertes del programa.

5. Nombre del programa: Analizador Estad{stico Multidimensial.

.Nﬁmero de cbdigo del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado:

Sin rdmero de cédigo

Certro de Chmputo de la Universidad de Harvard,

Cambridge, Massachusets.



Magquina par'a. la cual fue escrito el programa
BM 7000
Lenguaje: .'1 FORTRAN I
Limitmiq?;: hasta B0 dimensiores
. hasta 50 grupos
(D? de Mahalancbls hasta para 30 dimensiones y
20 grupos).

Forma de
Salida: -~ Coeficiertes y constartes

- Resultados para cada observacidn

02 de Mahalanobis

Descripcién gereral y notas: Este sistema puede también mane
jar anrflisis factt;ﬁial, anrdlisis de covarianza y problemas de discrimi

-

nacidn. R

8. Nombre: Progr‘a.ma.s de Estadistica Multidimensional.

NGmero d-e‘;::édig-o del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado:

Ve

B l_a.borator-io de _Biometrfa, Universidad de Miami,

‘Coral Gables, Florida.



Magquina para la cual fue escrito el programa:

IBM 7090

Lerguaje: FORTAN IV
Limitaciones: 2 poblaciores
| hasta 100 dimensiones
hasta 99,999 observaciores por poblacibn
* sin datos extraviados

Forma de" : .
Salida: : i) Funcldn discriminante

_il) Resultados para cada observacion

- Descripcién gereral y notas: Esta rutina proporciona ardlisis dis
criminarte para dos grupos. Rutinas adicionales del sistema tncluyen
anflisis de variarza multidimensional, correlaciones canbnicas y anréli

sis factorial.  °

Te Nombre: SSLPAC - Programa de Clencias Sociales, Paquete Es

tadfstico de Biblicteca.

Ndmero d;a_oﬁdigo del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado: |
UCSL. 509
Certro de Cbmputo Universidad de Chicago,

.Chicago, Iilinois.



Miquina para la cual fue escrito el programa.

IBM 7094

Lenguaje: FORTRAN Il

Limitaciones: hasta 80 dimensiones {d)
nimerc de discrimimartes < d &6 <
rimeroc de poblaciones mencs 1

Forma de
Salida: i) Ralces caracter{sticas

ii) Coeficierte eta
iii) Porcentaje de variarza extrafda represertado por
cada discriminante

iv) Cociernte de verosimilitudes.

Descripcién gereral y notas: Este programa también efectla and

lisis factorial y correlaciores canbnicas.

a. Nombre: Anélisis Discriminarte Pasoc por Paso.

NGmero de cddigo del programa y lugar en el que puede ser loca
lizado:
BMD 07 M
Recurso de Cbmputo de Cliencias de la Salud, UCLA,

Los Angeles, California.



Méquina para la cual fue escrito el programa:

Lenguaje: FORTRAN v
Limitaciones: hasta 80 dimensiornes
2 a 80 grupos

Forma de
Salida: i) Correlacién entre grupos y matrices de covarian

za
1i) Estadfsticas U y F
.", i1i) Matriz de Clasificacidn .
iv) Rafces caracter{sticas
-v) Correlaciones canfnicas y coeficlentes para va
riables canbnicas.
. vi) Probabilidad a posteriori de estar en cada grupo
para cada cbservacifn

vii) D° de Mahalanobis

Descripcidn genér-al y notas: Este programa lleva a cabo andli -
sis discriminarte mdltiple paso por paso. En cada paso la variable -
con el valor F més grande ertra en el conjurto de variables discrimi
redoras. Una variable es suprimida si su valor de F se wuelve muy
bajo. Este programa también calcula correlaciores .canﬁnicas y coefi

cierntes para variables candnicas.



Nombre: Clasif

Lugar donde puede ser localizado el programa:

Multivariate Data Analysis

william W. Cooley y Paul R. Lohres, Wiley 1966,

Maquina para la cual el programa fue escrito:

iBM 1620

Lenguaje;

Limitaciores:

Forma de

- Salida:

FCRTRAN IV
hasta 99 variables
hasta 99 grupos

hasta 99,999 individuos

El programa cuerta con dos opciones, bajo uma
de ellas suprime la escritura y perforacibn de
probabilidades para los individuos y da cuenta
de los aciertos y equivocaciores y bajo la otra
imprime probabilidades irdividuales y suprime
la cuerta. Esto se debe a que esti disefiado ba
jo la suposicidn de que si se desean las probabl
lidades un criterio de membrecfa real no esti

disponible y vicewversa.



Descripcibn gereral v notas: Este programa calcula probabilida
_ des de clasificacién para individuos, asigna cada irdividuo a un grupo
en base a su més alta probabilidad de perterencia y lleva cuerta de

aclertos y equivocaciones (si la perterencia real de los individuos a —
un grupo se coroce). El método que usa es el propuesto por Geisser
(1964}, para egtlmadas de centroides de grupo separadcs y uma matriz

de variarnza (dlspérstén) com(n para los grupcs.

Otro programa aparece en Blackith y Reyment (1971), junto con

ura discusiédn del problema erfocada a biSlogos.
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BIBLIOGRAFIA GENERAL.,.

Se presenta aquf la bibliograffa para este trabajo. I_
nicialmente se planeb una biblicgraffa exhaustiva del tema pe_
ro finalmente se optS§ por presentar la que aquf aparece. Ser§
motivo de otro trabajo de este autor la presentacifn de una
bibliograffa mas extensa gue pueda merecer el adjetivo de ex_

haustiva.

No debe sorpremxier el que se encuentren algunos qrticu_l
los intimamente ligados con reconocimiento de patrones, ya que
los problemas gue se enfrentran, en cuantc a estimacifn de pro
babilidades de clasificacibén, seleccifn de variables y trata_
miento de valores faltantes, son comunes tanto a la té&cnica de
Discriminacifn como a la de reconocimiento de patrones. Por 1lo
tanto, puede aprenderse n:n._1cho de los avances gue se han logra_
do en la solucidn de los problemas antes citados y al conjun_

tar tales avances allanar el camino para mejores soluciones.
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