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Caṕıtulo 1

Introducción

A lo largo de la historia, la f́ısica ha probado ser una disciplina capaz de
describir de manera muy precisa ciertos fenómenos de nuestro Universo y en
los últimos años los f́ısicos han decidido aplicar sus métodos al fenómeno más
fascinante de todos: la vida. Esta incursión ha significado el nacimiento de áreas
completamente novedosas en la investigación cient́ıfica, donde la colaboración
entre f́ısicos, biólogos y matemáticos se ha convertido en una necesidad.

La evolución es un proceso continuo mediante el cual, las especies se han
ido modificando a lo largo de sucesivas generaciones. Hasta el d́ıa de hoy, la
explicación más aceptada del mecanismo de la evolución es la “teoŕıa sintética
de la evolución” que está basada en la genética mendeliana y en las ideas de
Charles Darwin. Darwin propuso que el proceso evolutivo se da a partir de
cambios aleatorios en los organismos y que estos cambios son seleccionados
por un proceso llamado “selección natural”. Darwin fue un visionario, un gran
genio y sus ideas han padecido una falta de comprensión por parte de muchos
evolucionistas postdarwinianos que han tenido la tendencia de propagar una
visión sumamente empobrecida de la selección natural centrada en la idea de la
“lucha por la vida” y la “supervivencia del más fuerte” [27]. En mi opinión, las
ideas de Darwin deben servir como una base de la cual partir para estudiar la
vida y la evolución, y no un pedestal en el cual estemos subidos que nos impida
descubrir nuevos terrenos.

En este sentido, cualquier incursión hacia nuevos terrenos debe ser bien
recibida si está bien fundamentada. Por ejemplo, el concepto de auto-organización,
de acuerdo con la propuesta de Stuart Kauffman [20], es un mecanismo a través
del cual los elementos de un sistema se organizan por śı mismos sin la necesi-
dad de un poder central que regule y dirija la actividad de todos lo elementos.
Este mecanismo actúa como una fuerza evolutiva desde etapas tempranas del
desarrollo restringiendo la variabilidad (producida por cambios aleatorios) sobre
la cual pueden actuar otros procesos evolutivos como la selección natural o la
deriva génica.

Como dijera Jacques Monod:

2



“Muchos esṕıritus distinguidos, aún hoy, parecen no poder
aceptar ni incluso comprender, que de una fuente de ruido
la selección haya podido, ella sola, sacar todas las músicas

de la biósfera. La selección opera, en efecto, sobre los productos
del azar y no puede alimentarse de otra forma; pero opera
en un dominio de exigencias rigurosas donde el azar es
desterrado. Es de estas exigencias y no del azar, que la

evolución ha sacado sus orientaciones generalmente
ascendentes, sus conquistas sucesivas, el crecimiento

ordenado del que ella parece dar la imagen.” [27]

Fue precisamente Monod quien en 1961, junto con François Jacob, des-
cubrió que el control de la concentración de enzimas en células procariontes
se da mediante la retroalimentación en la transcripción de secuencias de DNA.
Sus experimentos y sus ideas representaron el surgimiento de lo que hoy son
grandes áreas de estudio relacionadas con la regulación de la transcripción en-
tre las cuales se encuentra la bioloǵıa del desarrollo (desde el punto de vista
molecular).

Con el avance de la bioloǵıa molecular, en años recientes se ha logrado de-
scifrar el genoma completo de muchos organismos y mucho trabajo se está ha-
ciendo para identificar y clasificar a las protéınas codificadas por estos genes.
El siguiente reto es determinar las interacciones que existen entre los genes, las
protéınas y otros componentes celulares e integrar este conocimiento para llevar
nuestro entendimiento de los procesos de la naturaleza a otro nivel, que involu-
cra, entre otras cosas, relacionar las caracteŕısticas estructurales y dinámicas
de las redes genéticas con el fenotipo de los organismos. Sabemos que las redes
de interacción y regulación entre las diferentes entidades celulares es altamente
compleja y su estudio requiere de mucho trabajo teórico, experimental y de
modelaje [3].

Los genes y sus productos interectúan a distintos niveles formando redes. En
particular, a nivel genómico, protéınas de un cierto tipo, llamadas factores de
transcripción, activan o inhiben la transcripción de genes a mRNA. Debido a
que estos factores de transcripción son, a su vez, productos de genes, el resultado
es un grupo de genes que regulan mutuamente su expresión formando una red
de regulación genética (una explicación más detallada se da en el caṕıtulo 2).

Las redes de regulación genética juegan un papel sumamente importante
en el desarrollo de los seres vivos. Sabemos que cada célula de un organismo
contiene exactamente el mismo DNA. Sin embargo, en ningún momento de su
existencia habrá una célula en particular en la que se expresen todos sus genes.
Se debe precisamente a las diferencias en la expresión de los genes que una
célula de riñon es diferente a una célula de piel, por ejemplo, en un ser humano.
La red que se analizará en este trabajo es la red genética de desarrollo floral de
Arabidopsis thaliana, una planta angiosperma empleada como organismo modelo
en la bioloǵıa.

Para poder comprender el funcionamiento de una red de regulación genética,
es necesario conocer, en primer lugar, los componentes de la red y sus interac-
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ciones. Esta información estructural debe complementarse necesariamente con
la información cinética de las interacciones. Como sabemos, el desarrollo (de la
flor, en este caso) es un proceso dinámico y al ser aśı, para estudiarlo se re-
quiere definir una variable que indique el estado de cada componente de la red
y analizar cómo se modifican estos estados a partir de las interacciones en la
red.

El mapeo de redes de regulación genética es bastante reciente. Sin embargo,
el modelaje de aspectos generales de las redes de regulación comenzó a finales
de los años sesenta con el trabajo de Stuart Kauffman, en particular, y de otros
pioneros en el área como René Thomas.

En ausencia de datos experimentales, Kauffman estudió redes genéticas con-
struidas aleatoriamente. En sus redes considera a todos los genes equivalentes
y le asigna aleatoriamente un número K de inputs de manera aleatoria. Las
variables que describen el estado de los genes son variables binarias (encen-
dido/apagado) y la dinámica de cada gen depende de una función Booleana
cuyos argumentos son precisamente los inputs de cada gen (para una descrip-
ción detallada de las redes de Kauffman, ver la sección 2.3). Kauffman estudió la
dinámica de estas redes Booleanas aleatorias concentrándose en los atractores
encontrados en el espacio fase. Entre otros hallazgos, Kauffman propuso que
se podŕıa identificar a los atractores de una red de regulación genética con los
diferentes tipos o destinos celulares, o más generalmente, con el estado funcional
de la célula [18]. Además notó que el número de tipos celulares parećıa aumentar
aproximadamente con la ráız cuadrada del número de genes por célula, sugirien-
do que las redes de regulación genética se encuentran en un estado cŕıtico, en
la frontera entre el orden y el caos [19].

Las redes Booleanas utilizadas por Kauffman se han aplicado al estudio
de redes de regulación genética encontradas en la naturaleza. La red de genes
de polaridad de segmentos en la mosca de la fruta Drosophila melanogaster
[1, 3, 10] y la red de desarrollo floral de Arabidopsis thaliana [13, 24, 25] son
ejemplos, entre otros [16, 26], en los que los atractores dinámicos del modelo se
han identificado con tipos celulares.

Sin embargo, el método de Kauffman ha sido criticado pues se pensaba que el
modelo era una descripción muy lejana de la realidad. En esta tesis se proponen
3 modelos (dos aśıncronos y uno continuo) que introducen diferencias respecto
al modelo de Kauffman con el propósito de demostrar que estas cŕıticas no
están bien fundamentadas. Mediante el estudio de la red de desarrollo floral de
Arabidopsis thaliana con estos 3 modelos, se pretende mostrar que alteraciones
en el modelaje de la red no acarrean resultados tan diferentes. Estos análisis
pretenden dar una evidencia más de que es la estructura básica de la red y no
los detalles finos los que determinan la dinámica de la red.

Aśı pues, me embarco en esta tarea no sin antes recordar a uno de los f́ısicos
que me inspiró a adentrarme en el terreno de la bioloǵıa a pesar de haber
estudiado f́ısica. En el primer caṕıtulo de “What is Life?” [30], seguramente
uno de los libros que más ha influenciado a la ciencia desde mediados del siglo
XX, Erwin Schrödinger escribió:
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“Propongo, en primer lugar, desarrollar lo que podŕıamos
llamar las ideas inócentes de un f́ısico acerca de los organismos,

es decir, las ideas que pueden surgir en la mente de un f́ısico quien,
después de haber aprendido su f́ısica y, particularmente, las fundamentos
estad́ısticos de su ciencia, comienza a pensar en los organismos y en la

forma en la que se comportan y funcionan y que llega a preguntarse de una
manera concienzuda si él, a partir de lo que ha aprendido, desde el punto

de vista de su comparativamente simple, clara y humilde ciencia,
puede contribuir de forma relevante a resolver la pregunta.” 1

1Traducción del autor
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Caṕıtulo 2

Redes de regulación
genética

El dogma central de la bioloǵıa molecular establece que la información alma-
cenada en el DNA se transcribe a RNA mensajero (mRNA) y luego se traduce
a protéınas. Repasemos rápida y simplificadamente cómo se lleva a cabo este
proceso. El DNA (siglas en inglés del ácido desoxirribonucléico) es la molécula
en la cual está almacenada la información genética de todo ser vivo. En las
células eucariontes, el DNA se encuentra en el núcleo y cada célula tiene una
sola copia de DNA. Al dividirse una célula, el DNA se duplica de manera que
ambas células resultantes mantienen una copia del DNA de la célula original.
El RNA (ácido ribonucléico) es una molécula muy parecida al DNA que tiene
distintas formas y funciones celulares. Una forma en la que encontramos al RNA
se conoce como RNA mensajero (mRNA) y su nombre proviene de su función
de intermediario entre el DNA y la śıntesis de protéınas. Un gen es un frag-
mento de DNA, y al expresarse su información se transcribe ensamblándose un
fragmento de mRNA. Este mRNA se recorta de manera que sólo queda en él
la información relevante. El mRNA se acopla a un ribosoma y la información
que contiene se utiliza para sintetizar una protéına, en un proceso que se conoce
como traducción. Decimos entonces que cada gen codifica para una protéına, o
para un pedazo de protéına.

Las protéınas son la maquinaria de la célula. Podŕıamos decir que cada
protéına es una máquina especializada en una función celular espećıfica. En la
célula existen protéınas que actúan ya sea como enzimas catalizando reacciones,
como receptores de membrana respondiendo a est́ımulos externos, como canales
iónicos regulando el flujo de part́ıculas cargadas entre el interior y el exterior de
la célula, como medios de transporte dentro de la célula o como componentes
en rutas metabólicas [12]. Pero existe otra función de las protéınas que resulta
sumamente interesante: algunas protéınas se unen directa o indirectamente al
DNA para regular su transcripción. Es decir, que DNA, RNA y protéına forman
un ciclo de retroalimentación cuando las protéınas sintetizadas a partir de la
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Figura 2.1: Representación gráfica de la red de transcripción genética de E. Coli
K-12. Para esta red, la probabilidad de que un gen cualquiera tenga K regu-
ladores es P (K) = e−zzK/K! (topoloǵıa de Poisson en inputs), mientras que la
probabilidad de sea un regulador de otros n genes es P (n) = Cn−γ (topoloǵıa
libre de escala en outputs). (Imagen repreducida con el consentimiento de M.A.
[5].)

expresión de ciertos genes, regulan a su vez cuándo, cuánto y en qué células se
van a expresar esos u otros genes. A estas protéınas se les conoce con el nombre
de factores de transcripción.

La regulación de la expresión genética no sólo se da en la transcripción del
DNA (por la presencia o ausencia de factores de transcripción); también se da
en otras etapas de la śıntesis de protéınas: mediante regulación de la traducción
de RNA, durante el transporte de RNA o mediante la modificación de protéınas
[12]. En cualquier caso, los factores responsables de estas regulaciones son, a
su vez, protéınas sintetizadas a partir de la expresión de otros genes. De esta
manera, tenemos un conjunto de factores (DNA, RNA y protéınas) que están
relacionados por medio de una red de regulación.

Las redes de regulación genética pueden ser sumamente complejas ya que
involucran interacciones entre un gran número de factores a distintos niveles.
Para poder reconstruir una red de regulación genética se requieren técnicas de
experimentación avanzadas. En los últimos años se han desarrollado técnicas
experimentales como los microarreglos de cDNA que han hecho posible medir
de manera rápida y en forma paralela los niveles de expresión de varios genes.
De esta manera, se han podido obtener datos reales de redes de regulación en
organismos como Escherichia coli [29], Bacillus subtilis [22] y Saccharomyces
cerevisiae [21]. A partir de estos datos, se han llevado a cabo análisis para
conocer la estructura (topoloǵıa) de estas redes [4]. Los análisis muestran que
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estas redes tienen una topoloǵıa de Poisson en inputs y una topoloǵıa libre
de escala en outputs (ver Figura 2.1) (para una definición precisa de inputs y
outputs ver la sección 2.2).

Por otro lado, se puede modelar, simular y estudiar la dinámica de las redes
de regulación genética mediante métodos computacionales.

2.1. Métodos

Monod y Jacob fueron los primeros en proponer que el genoma deb́ıa consistir
en circuitos complejos que conformasen programas para estabilizar el metabolis-
mo y regular la diferenciación celular [28]. Propusieron también que para estu-
diar estos circuitos genéticos se pod́ıan utilizar modelos continuos basados en
ecuaciones diferenciales.

Los modelos continuos son la herramienta más utilizada cuando se intenta
modelar procesos regulatorios. Asumiendo ciertos detalles (en ocasiones, mucho
más trascendentes de lo que estamos dispuestos a admitir), se puede transformar
prácticamente cualquier sistema de reacciones qúımicas y restricciones f́ısicas en
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, cuyas variables son
las concentraciones de protéınas, mRNA, complejos qúımicos, etc. Conocer todas
las variables cinéticas necesarias para describir un sistema determinado resulta
cada vez más complicado conforme aumenta el tamaño del sistema. Además,
otro aspecto que resulta cada vez más relevante al crecer el tamaño del sistema
es el tiempo de cómputo necesario para encontrar las soluciones [14].

En los modelos Booleanos, más sencillos que los continuos, los genes sólo
tienen dos estados posibles: “completamente expresados” o “no expresados”.
Estos modelos tienen ciertas ventajas: dado un estado al tiempo t, el estado al
tiempo t + 1 está dado por una sencilla función Booleana; además, dado que el
espacio-fase es finito, en principio se pueden explorar todos los estados posibles
(en ocasiones habrá que aplicar “fuerza bruta computacional”), a diferencia de
lo que ocurre en un espacio-fase infinito. Los modelos Booleanos consideran que
todos los genes cambian de estado al mismo tiempo (sincrońıa) [14].

También existen diversos modelos h́ıbridos. En algunos, se combinan fun-
ciones Booleanas y continuas para determinar el estado de distintos genes [31],
y en otros, los estados de expresión genética son discretos y las transiciones en-
tre estados se determinan por ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Estos modelos permiten la introducción de distintos umbrales de
expresión y tiempos de relajación para cada gen [14].

En este trabajo, se realiza un análisis de robustez de la red de regulación
genética de desarrollo floral de Arabidopsis thaliana. Para llevarlo a cabo, se
comparan los resultados obtenidos con el modelo Booleano con los resultados
de otros modelos. En particular, se analiza la red con tres diferentes modelos:
“aśıncrono de orden aleatorio secuencial”, “aśıncrono de orden aleatorio grupal”
y “de Glass” (para una descripción detallada de cada uno de estos modelos, ver
el caṕıtulo 4).

Mediante este análisis se demuestra que, en el caso de la red de desarrollo
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floral de Arabidopsis thaliana, las cŕıticas al modelo de Kauffman no están bien
fundamentadas. El modelo de Kauffman ha sido criticado tanto por su carácter
śıncrono, como por su carácter discreto, y los modelos utilizados tienen modi-
ficaciones respecto al modelo Booleano precisamente en estos dos aspectos. La
similitud entre los resultados de los distintos modelos apoya a la idea de que a
pesar de ser modelos sumamente simplificados, los modelos Booleanos son una
excelente herramienta para modelar redes de regulación genética sin necesidad
de recurrir a modelos más complejos [2, 7].

2.2. Redes Booleanas

Una red está compuesta por un determinado número de nodos y reglas de
interacción. En el caso de las redes genéticas, se identifica cada nodo de la
red con un gen. El estado de expresión de cada gen está representado por una
variable Booleana Xi. Cuando el gen i está expresado (o “activado”), Xi = 1,
cuando no esté expresado, Xi = 0. Dada una red con N genes, el estado de
todo el sistema se representa por un conjunto (de tamaño N) de estas variables:
{X1, X2, . . . , XN}. El número total de estados posibles de la red será 2N .

Como se trata de una red genética, las reglas de interacción son formas de
regulación genética. Existen esencialmente dos tipos de regulación: positiva y
negativa. Cada gen puede estar regulado positiva o negativamente por cualquier
gen de la red, incluido él mismo. El número de genes que regulen a un determi-
nado gen, serán los inputs de dicho gen, mientras que el número de genes que
son regulados por un gen determinado serán sus outputs.

Cada variable Xi tiene asociado un conjunto de ki inputs (o reguladores),
que determinan el estado de expresión de Xi.

Xi ←−
{

Xi1 , Xi2 , . . . , Xiki

}
(2.1)

El estado de expresión de los genes de la red cambia en el tiempo, de manera
śıncrona, de acuerdo a la ecuación:

Xi(t + τ) = Fi

(
Xi1(t), Xi2(t), . . . , Xiki

(t)
)
, i = 1, 2, . . . , N (2.2)

donde Fi es una función Booleana que se construye de acuerdo con la natu-
raleza activadora (positiva) o inhibidora (negativa) de los reguladores.

Dado un estado del sistema al tiempo t, el sistema cambia determińıstica-
mente a otro estado al tiempo t+1 y a este estado le llamaremos su sucesor.

Un análisis del espacio de atractores de la red nos brinda un conocimiento
amplio de la red misma. Debido a que existen un número finito de estados en
la red, partiendo de un estado inicial, el sistema pasará por un secuencia de
estados y eventualmente deberá alcanzar un estado por el cual ya haya pasado.
A partir de este momento el sistema atravesará una misma secuencia de estados
ad infinitum y le llamaremos a esta secuencia atractor de la red. La longitud
del atractor será el número de estados que lo conforman, a saber, el número de
estados que el sistema debe atravesar antes de alcanzar un estado previamente
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alcanzado. A los atractores de longitud 1 (un estado cuyo sucesor es él mismo),
les llamaremos atactores puntuales o estados de equilibrio, mientras que a todos
los demás les llamaremos atractores ćıclicos. A los estados que conforman un
atractor les llamaremos componentes del atractor.

Otras definiciones serán necesarias para describir más fácilmente la red. El
tiempo transitorio es el número de estados entre un determinado estado inicial
y la primer componente del atractor que sea alcanzada. A cada estado corre-
sponde un tiempo transitorio. Nótese que aqúı estamos equiparando un tiempo
con un número de estados. Esto no representa problema alguno pues en el mod-
elo Booleano, en cada unidad de tiempo se cambia de un estado a otro. Por otro
lado, una cuenca de atracción estará conformada por todos los estados que even-
tualmente alcancen el mismo atractor, incluyendo los componentes del atractor
mismo. El tamaño de la cuenca será el número de estados que la conformen.

2.3. Redes de Kauffman

En 1969, Stuart A. Kauffman publicó un art́ıculo reportando el compor-
tamiento de grandes redes de “genes” interconectados de manera aleatoria [18].
Cada uno de estos “genes” era considerado binario, es decir, que sólo teńıa dos
posibles estados (encendido y apagado). En este art́ıculo, Kauffman presentó ev-
idencia de que redes de genes (binarios) conectados aleatoriamente eran alta-
mente ordenados y estables, como los seres vivos; que estos sistemas presentaban
modos o ciclos de comportamiento y que las longitudes de estos ciclos predećıan
el tiempo de replicación de las células en muchos phyla; que el número de difer-
entes modos de comportamiento distinguibles en una determinada red genética
con conexiones aleatorias predećıan el número de tipos celulares en un organ-
ismo con una red genética del mismo tamaño; que en la presencia de ruido,
un determinado estado pod́ıa diferenciarse en tan solo unos cuantos modos de
comportamiento y que estas limitadas posibilidades de transición entre distin-
tos modos de comportamiento permit́ıan establecer una teoŕıa de diferenciación
para redes genéticas con conexiones aleatorias.

El carácter visionario de Kauffman le hizo percatarse, desde un principio,
de las inmensas posibilidades que significaba ahondar en este tema. El trabajo
de Kauffman se ha basado en la hipótesis de que las principales propiedades
biológicas de los seres vivos dependen de su estructura bruta y no de los detalles
espećıficos de la misma. En su libro titulado “At Home in the Universe” [20],
Kauffman escribió:

“Los organismos no son sistemas aleatorios sencillos, sino
sistemas heterogéneos y altamente complejos que han evolucionado
durante casi cuatro mil millones de años. La esperanza de que se

pueda construir una teoŕıa del orden biológico radica en la
existencia de propiedades clave de estos organismos que no dependan

de los detalles. Si las propiedades de los sistemas vivos dependen
de los detalles en su estructura y su lógica, si los organismos
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son mecanismos arbitrarios construidos a partir de propiedades
arbitrarias hasta el último detalle, entonces los problemas
epistemológicos que enfrentaremos al intentar entender la
maravilla de la biósfera serán vastos. Si, en cambio, los

principales fenómenos, aquéllos de la mayor importancia, no
dependen de los detalles, entonces podremos soñar con

encontrar teoŕıas profundas y hermosas.” 1

Esta tesis es una pequeña contribución a la evidencia experimental que apoya
la hipótesis de Kauffman. En la red de regulación del desarrollo floral de Ara-
bidopsis thaliana, el modelo de Kauffman ha resultado ser un modelo excelente
para reproducir resultados experimentales a pesar de no hacer enfásis en los de-
talles de la red sino únicamente en su estructura bruta. Los detalles finos de la
red no se conocen y por lo tanto seŕıa imposible en este momento analizar la red
mediante modelos más precisos. Sin embargo, se pueden simular estos detalles
introduciendo modificaciones aleatorias al modelo de Kauffman. Si la introduc-
ción de variables aleatorias al modelo no afectan los resultados del análisis, la
conclusión obvia es que los resultados son independientes de los detalles, y en
esto consiste precisamente esta tesis.

1Traducción del autor
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Caṕıtulo 3

Arabidopsis thaliana

El objeto de estudio de esta tesis es un grupo de genes pertenecientes a
Arabidopsis thaliana (L.) Heynh. (a partir de ahora, Arabidopsis). Esta planta
angiosperma se emplea como organismo modelo para el estudio de la bioloǵıa
molecular, la fisioloǵıa y la genética de las plantas. Fue la primera planta cuyo
genoma fue completamente secuenciado. La secuenciación se terminó en 2000
por la “Iniciativa para el Genoma de Arabidopsis” [32] (AGI, por sus siglas en
inglés). Arabidopsis presenta ventajas muy importantes para la investigación
básica:

Se tiene un mapeo genético completo de sus 5 cromosomas.

Tiene un genoma pequeño que consta de 157 millones de pares de bases
[6] y alrededor de 27,000 genes que codifican 35,000 protéınas [17].

Tiene un ciclo de vida muy rápido: alrededor de 6 semanas entre la ger-
minación y la aparición de semillas maduras.

Su pequeño tamaño es ideal para cultivarla en condiciones de laboratorio.

Cada planta produce varios miles de semillas.

Tiene un gran número de ĺıneas mutantes.

Su transformación utilizando Agrobacterium tumefaciens para transferir
DNA a su genoma es muy eficiente.

3.1. Modelo ABC

Las flores maduras de Arabidopsis thaliana presentan una morfoloǵıa que
consiste en cuatro capas concéntricas de órganos. De afuera hacia adentro, éstas
son: cuatro sépalos (capa 1), cuatro pétalos (capa 2), seis estambres (capa 3) y
dos carpelos fusionados (capa 4). Mutaciones en distintos genes pueden alterar
el desarrollo normal de la flor y aśı, modificar la arquitectura final de la misma.
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A partir del análisis de estas mutaciones se propuso un modelo que se ha utiliza-
do ampliamente para describir la morfoloǵıa de las flores de Arabidopsis, tanto
silvestres como mutantes. El modelo ABC de desarrollo floral de Arabidopsis
[11] postula la existencia de tres diferentes funciones o actividades genéticas (A,
B y C) cuya combinación determina la identidad de los órganos que se desar-
rollan en las flores. De acuerdo a este modelo, la presencia de A determinará la
diferenciación de los sépalos, una combinación de A y B dará como resultado
pétalos, mientras que la actividad de tanto B como C resultará en estambres,
y finalmente, la sola presencia de C resultará en la formación de carpelos [24]
(ver figura 3.1).

Existen varios genes relacionados con las tres actividades antes mencionadas.
APETALA1 (AP1 ) y APETALA2 (AP2 ) son considerados genes del tipo A
pues mutaciones inducidas en cada uno de estos genes dieron como resultado
flores sin sépalos ni pétalos. APETALA3 (AP3 ) y PISTILLATA (PI ) son genes
del tipo B y AGAMOUS (AG) es el único gen relacionado con la función C
[24].

El modelo ABC resulta sumamente robusto al describir la morfoloǵıa de
plantas tanto mutantes como transgénicas [24]. Además, la estructura estereot́ıpi-
ca de las flores de más de 250 000 especies angiospermas (plantas con flor) y los
datos moleculares y genéticos disponibles sugieren que el modelo ABC se con-
serva en prácticamente todas las plantas con flor [8] y más particularmente en
el grupo de las eudicotiledóneas. La única angiosperma que no conserva la mor-
foloǵıa floral t́ıpica es una especie endémica de México: Lacandonia schismatica
[23].

A pesar de que el modelo ABC ha servido de gúıa para numerosos exper-
imentos en diversas especies de plantas, no nos brinda una explicación acerca
de la dinámica mediante la cual se alcanzan los patrones estables de expresión
genética caracteŕısticos de los órganos florales ni de las interacciones regulatorias
entre genes incluidos en el modelo y otros genes relacionados con el desarrollo
floral de Arabidopsis.

3.2. Red de regulación genética de desarrollo
floral de Arabidopsis thaliana

En 1998, Luis Mendoza y Elena Álvarez-Buylla, del Instituto de Ecoloǵıa
de la UNAM, publicaron una red de regulación genética de desarrollo floral de
Arabidopsis thaliana conformada por 11 genes, cuatro de los cuales hab́ıan sido
descritos por el modelo ABC [24]. Se llevó a cabo un análisis dinámico uti-
lizando un modelo semiśıncrono y se obtuvieron 6 atractores. Cuatro de ellos
correspond́ıan a patrones de expresión genética observados en las células pri-
mordiales de los órganos florales de Arabidopsis (sépalos, pétalos, estambres y
carpelos) predichos por el modelo ABC. El quinto correspond́ıa a células no
relacionadas con la floración y el sexto no se encontraba en plantas silvestres
pero pudo ser inducido experimentalmente. Análisis posteriores brindaron re-
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Figura 3.1: El ABC de Arabidopsis. Los diferentes tonos de gris representan las
actividades combinadas de los genes ABC identificados con los cuatro órganos
florales: sépalos (se), pétalos (pe), estambres (st) y carpelos (ca). Los diagramas
longitudinal y radial de la flor silvestre de Arabidopsis thaliana muestran las
cuatro capas concéntricas de órganos florales con los tonos de gris correspondi-
entes.

sultados similares [25].
En 2004, habiendo adquirido un conocimiento más profundo de los com-

ponentes genéticos de la red y sus interacciones, se introdujeron nuevos genes
conformándose una red de 15 genes [13]. Las reglas lógicas se establecieron a
partir de datos experimentales de genética molecular y capturaban información
que determinó la base de esta red de regulación. Ocho de los quince nodos de
la red se consideraron Booleanos con dos posibles estados: 0 (apagado) y 1 (en-
cendido); mientras que para los otros siete se consideraron tres posibles niveles
de expresión: 0, 1 y 2, donde 1 representaba un nivel intermedio de expresión.

Para el análisis dinámico de la red se implementó un modelo discreto śıncrono
como el descrito en la sección 2.3. Al analizar esta red se obtuvieron atractores
coherentes con datos experimentales. En particular, se encontraron diez atrac-
tores puntuales: seis correspond́ıan a células primordiales de los cuatro órganos
florales y cuatro a células meristémicas que dan lugar a inflorescencias. A partir
del análisis dinámico, se pudo incluso hipotetizar acerca de otras interacciones
entre los genes de la red aún sin descubrir.

En 2006, se le hicieron modificaciones aleatorias a las funciones lógicas que
determinaban las interacciones entre los genes y se demostró que los atractores
de la red eran estables ante este tipo de perturbación [9]. Posteriormente, se
redujo la red que conteńıa genes con tres posibles estados a una red Booleana
en donde cada gen sólo teńıa dos estados posibles (0 y 1). Curiosamente, esta
red modificada alcanzó el mismo número y tipo de atractores que la red original
y respondió ante perturbaciones de una forma cualitativamente idéntica a la
red anterior. Además, algunas de las interacciones predichas en el 2004 fueron
corroboradas experimentalemente e incluidas en esta nueva red. También se
corrigieron ciertos errores a partir de nuevos descubrimientos y los atractores y
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Figura 3.2: Red de regulación de desarrollo floral de Arabidopsis thaliana. Los
ćırculos representan a los genes que conforman la red; las flechas indican una
regulación positiva y las ĺıneas chatas, una regulación negativa. Reproducido
con el consentimiento de E.A-B. y M.A. [9]

sus correspondientes cuencas de atracción se modificaron mı́nimamente. La red
de 15 genes y sus interacciones se muestra en la figura 3.2.

Todos los resultados encontrados a largo de estos años sugieren que la base
del modelo ABC no se encuentra en las señales espećıficas entre genes sino en
la estructura básica y la d́ınamica de la red de regulación genética. El objetivo
de esta tesis es encontrar más evidencias de este hecho y comprobar que los
resultados obtenidos mediante un análisis śıncrono se mantienen si se analiza la
red con otros modelos.

3.3. Resultados del análisis śıncrono de la red

Como se mencionó en la sección anterior, con un análisis śıncrono del modelo
Booleano, se obtuvieron diez atractores puntuales que corresponden a patrones
de expresión genética observados en los primordios de los 4 órganos florales y a
células meristémicas de inflorescencias. La configuración de la red, es decir, el
estado de cada uno de los 15 genes en los 10 atractores se muestra a continuación.
Las columnas corresponden a los 10 atractores puntuales encontrados con el
análisis śıncrono de la red Booleana del desarrollo floral de Arabidopsis thaliana.
Los renglones corresponden a los 15 genes que conforman la red y los unos y
ceros indican si el gen está activado (1) o desactivado (0) en cada atractor.
TamCA indica el tamaño de la cuenca de atracción de cada atractor.
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Infl1 Infl2 Infl3 Infl4 Sep Pe1 Pe2 St1 St2 Car
TFL1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
LFY 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
FUL 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
AP1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
AP3 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
PI 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
AG 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
FT 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
EMF1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
WUS 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
AP2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
SEP 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
UFO 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0
LUG 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
CLF 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

TamCA 128 128 64 64 152 160 8 3744 136 3608

En este marco, podŕıa parecer que haber encontrado atractores de la red
que concuerdan con datos experimentales es, digamos, normal. Recordemos que
Kauffman propuso en 1969 que los atractores dinámicos de una red de regu-
lación genética podŕıan identificarse con tipos o destinos celulares [18]. Kauffman
recibió un sinnúmero de cŕıticas pues se consideraba que su modelo resulta una
aproximación demasiado alejada de la realidad; en primer lugar, por el carácter
binario de los genes y la nula consideración en el modelo de la concentración
de las protéınas codificadas por los genes. Śı se puede hablar de genes activados
o desactivados, pero la acción de la protéına codificada por cada gen depende
de la concentración de la primera y ésta aumenta de manera continua. Además,
el umbral por encima del cual se considera que la protéına está activada de-
pende de cada gen y el modelo de Kauffman no lo considera. Otra caracteŕıstica
del modelo de Kauffman que fue ampliamente criticada es el carácter total-
mente śıncrono de la dinámica de la red. En los organismos existen diversos
factores, como las constantes cinéticas de cada gen y los tiempos de difusión de
las protéınas en la célula, que determinan el ritmo de la dinámica. Sin embargo,
en el modelo de Kauffman todos los genes se actualizan al mismo tiempo, una
vez por cada unidad de tiempo, sin que se consideren tiempos de relajación.

A pesar de todo lo antedicho, en el caso de la red de regulación del desar-
rollo floral de Arabidopsis, los resultados hablan por śı mismos. El modelo de
Kauffman es una simplificación de lo que se observa en el fenómeno de regu-
lación genética, pero captura los aspectos esenciales de dicho proceso. Además,
la hipótesis de Kauffman de identificar atractores dinámicos con tipos celulares
se cumple.
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Caṕıtulo 4

Modelos

4.1. Modelos aśıncronos

Consideremos una red de N genes donde el estado de expresión de cada gen
está representado por una variable Booleana Xi. Generalmente, la dinámica de
un modelo Booleano se estudia actualizando simultáneamente el estado de todos
los nodos de la red de acuerdo a:

Xi(t + τ) = Fi

(
Xi1(t), Xi2(t), . . . , Xiki

(t)
)
, i = 1, 2, . . . , N (4.1)

donde Fi es la función regulatoria del nodo Xi, como se describe en la sección
2.2.

Una hipótesis subyacente a esta actualización simultánea consiste en la ex-
istencia de una sincronización perfecta entre los distintos procesos regulatorios.
Sin embargo, se sabe que las escalas de tiempo de los procesos de transcripción,
traducción y degradación vaŕıan mucho (desde minutos hasta horas) de un gen
a otro.

Existen diversos métodos que introducen diferentes escalas de tiempo para
los distintos procesos regulatorios propios de la red. Se puede emplear, por
ejemplo, un algoritmo completamente aśıncrono, en el cual el próximo tiempo
de actualización para cada nodo se elige aleatoriamente a cada instante. Otra
posibilidad es un algoritmo un tanto más intuitivo que le asigna un tiempo de
actualización constante a cada nodo. En este trabajo se utilizarán dos algoritmos
aśıncronos que llamaremos “algoritmo aśıncrono de orden aleatorio secuencial”
y “algoritmo aśıncrono de orden aleatorio grupal” y que se describen a contin-
uación.

4.1.1. Modelo aśıncrono de orden aleatorio secuencial

El algoritmo de orden aleatorio secuencial garantiza que cada nodo se actu-
alice exactamente una sola vez en cada tiempo t. Al inicio del tiempo t y previo
a la actualización de los nodos, se elige aleatoriamente una permutación φt de
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{1, 2, . . . , N} entre las N ! posibles. El orden de las entradas de la phit elegida
determina el orden en que los N genes se van a actualizar en el tiempo t.

A pesar de que en este algoritmo no estamos introduciendo constantes cinéticas
para cada nodo, estamos haciendo variar aleatoriamente el intervalo entre dos
actualizaciones para cada nodo en cada intervalo de tiempo. El valor de este
intervalo puede ir desde 1

N hasta 1 + N−1
N , donde N es el número de nodos

de la red y 1 es el intervalo de tiempo en el cual se actualizan todos y cada
uno de los nodos una sola vez. El algoritmo garantiza que un mismo nodo no
se actualice más de dos veces seguidas antes de que todos los demás nodos se
hayan actualizado por lo menos una vez.

4.1.2. Modelo aśıncrono de orden aleatorio grupal

El algoritmo de orden aleatorio grupal se deriva del algoritmo de orden
aleatorio secuencial y la diferencia radica, como su nombre lo indica, en que la
actualización en el algoritmo de orden aleatorio grupal se lleva a cabo en gru-
pos. Todos los nodos que formen parte de un mismo grupo se van a actualizar
al mismo tiempo. Al igual que en el modelo anterior, se elige aleatoriamente un
orden de actualización φt al inicio de cada tiempo t. Además de esto se eligen
aleatoriamente los tamaños de los grupos de actualización mediante un algorit-
mo que opera de la siguiente manera: para cada tiempo t se elige aleatoriamente
un número βt

1 ∈ [1, N ], posteriormente se elige un nuevo número entero βt
2 ∈

[1, N − βt
1] y aśı sucesivamente se eligen las βt

n ∈
[
1, N − βt

1 − βt
2 − · · · − βt

n−1

]
hasta que la suma total de los tamaños de los grupos sea N .

De esta manera obtenemos un arreglo {βt
1, β

t
2, . . . , β

t
n} que determina el

tamaño de los grupos de actualización simultánea. Los nodos que pertenecen
a cada uno de los grupos quedarán determinados por la permutación φt, es de-
cir que para el tiempo t se van a actualizar simultáneamente, primero los nodos
{φt(1), . . . , φt(βt

1)}, luego los nodos {φt(βt
1 + 1), . . . , φt(βt

1 + βt
2)} y aśı hasta

que se actualicen todos los nodos.
Claramente, la manera en la que se eligen los tamaños de los grupos provoca

que sea más probable tener grupos grandes al inicio de cada tiempo t que hacia
el final. Sin embargo, este hecho no es relevante pues al elegirse aleatoriamente
(para cada tiempo t) los nodos que conformarán estos grupos se evita cualquier
recurrencia que pudiera surgir.

4.2. Modelo de Glass

Un modelo que nos brinda un puente entre los modelos continuos y los mod-
elos discretos fue propuesto por Leon Glass en 1975. Glass [15] propuso un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales por pedazos (“piecewise linear dif-
ferential equations”) que combinan las reglas lógicas para la śıntesis de protéınas
con el decaimiento lineal de las mismas mediante la descripción de cada nodo
mediante dos variables: una continua y otra discreta. Sean X̂i la variable contin-
ua asociada al nodo i, Xi la variable discreta y Fi la función Booleana asociada
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al nodo i.
Si desarrollamos X̂i(t + τi) hasta el primer orden en potencias de τi, obten-

emos:

X̂i(t + τi) ≈ X̂i(t) +
dX̂i(t)

dt
τi (4.2)

Si ahora combinamos la ecuación 4.2 con la ecuación 4.1 del modelo Booleano,
se obtiene inmediatamente:

dX̂i(t)
dt

= αi

[
Fi

(
Xi1(t), Xi2(t), . . . , Xiki

(t)
)− X̂i(t)

]
, i = 1, 2, . . . , N (4.3)

donde αi = 1
τi

representa un tiempo de relajación asociado a cada gen, que
está relacionado con las vidas medias de las protéınas codificadas por cada gen
[10]. Si no se conocen estos tiempos de relajación, se puede modelar la red
eligiendo aleatoriamente las αi y analizando su dinámica.

Por otro lado, sabemos que la función Fi debe estar evaluada en argumentos
discretos, pues se trata de la misma Fi de la ecuación 4.1. Por lo tanto, para
determinar el valor de la función Fi en la ecuación 4.3, debemos asignarle, en
cada tiempo t, un valor discreto a la variable Xi a partir de la variable continua
según la ecuación:

Xi = H
(
X̂i − θi

)
(4.4)

donde θi ∈ (0, 1) es el valor umbral (“threshold”) asociado al nodo i y H la
función de Heaviside (también conocida como función escalón).

Las variables discretas Xi representan el estado discreto de los nodos del
modelo Booleano, es decir, si Xi = 0 significa que el nodo está apagado y si
Xi = 1 significa que el nodo está encendido. Como Fi ∈ {0, 1} y si elegimos
X̂i(0) entre 0 y 1, es evidente que los valores ĺımite para las X̂i serán también 0
y 1. En este caso, X̂i = 0 significa “ausencia del producto del nodo i” y X̂i = 1
significa “concentración máxima del producto del nodo i”.

En cada instante de tiempo y para cada nodo, la dinámica continua se tra-
duce en un estado Booleano de encendido/apagado dependiendo del valor de
θi: en el instante en que X̂i > θi, se considerará que el nodo i estará encen-
dido; mientras que esto no suceda, el nodo i se considerará apagado. De esta
manera, el parámetro θi define la concentración mı́nima necesaria para que una
protéına realice su función biológica. Llamaremos entonces a θi el “parámetro
de concentración mı́nima asociado al nodo i”.

Este método nos permite estudiar la dinámica continua de una red genética
simplemente especificando θi, sin la necesidad de conocer los parámetros cinéticos
espećıficos para cada gen. En este trabajo se analizarán la dinámica de la red
y el espacio de atractores de la misma, variando el parámetro θi. Cuando se
utilice el mismo valor de θi para todos los genes, le llamaremos simplemente θ.

19



Nótese que los atractores puntuales del sistema dado por (4.3) deben ser
iguales a los del modelo śıncrono pues

dX̂i

dt
= 0⇐⇒ X̂i = Fi

(
Xi1(t), Xi2(t), . . . , Xiki

(t)
)
, i = 1, 2, . . . , N (4.5)

Es decir, que en modelo de Glass se deben obtener al menos los mismos atrac-
tores puntuales que en el modelo Booleano. Los atractores ćıclicos del modelo
Booleano (inexistentes para nuestra red) se perderán, en principio, y se podrán
obtener nuevos atractores con en el modelo de Glass.

Para modelar la red, se resolvió el sistema de ecuaciones 4.3 numéricamente
eligiendo los parámetros αi y θi como se describe en la sección 5.3.

4.3. Determinación de atractores

Las formas en que se van a determinar los atractores de la red difieren entre
los distintos modelos que vamos a utilizar. Es importante recalcar la manera en
que se determinan los atractores en el modelo śıncrono. Como se trata de un
modelo completamente determinista, se puede conocer el sucesor de cualquier
estado inicial. Si conocemos el sucesor de todos los estados iniciales posibles po-
dremos identificar a los atractores, que se definen como estados iniciales cuyos
sucesores son ellos mismos (atractores puntuales) o grupos de estados que de-
spués de pasar por uno o varios estados intermedios, regresan a ellos mismos
(atractores ćıclicos).

4.3.1. Atractores en modelos aśıncronos

La forma que se eligió para determinar a los atractores en los dos modelos
aśıncronos fue utilizando el mismo principio de que a cada estado inicial cor-
responde un estado sucesor, que sirvió como base para encontrar los atractores
en el modelo śıncrono. Sin embargo, en los modelos aśıncronos, el sucesor de
cada estado inicial puede ser distinto en cada realización. Para determinar estos
sucesores se hizo lo siguiente: en cada realización se le asoció aleatoriamente
un orden de actualización φ a cada estado inicial. Dada una φ, el sucesor de
cada estado inicial queda completamente determinado para una realización es-
pećıfica. Una vez conocido el estado sucesor de todos los estados iniciales, las
trayectorias y atractores quedan definidos para una realización espećıfica.

Cabe señalar que elegir una φ para cada estado inicial y mantenerla fija
para la realización en cuestión conlleva ciertas implicaciones. En particular,
los atractores ćıclicos encontrados serán, en cierta medida, atractores espurios.
A juzgar por los modelos presentados en las secciones 4.1.1 y 4.1.2, que una
trayectoria atraviese dos veces por el mismo estado, no implica necesariamente la
existencia de un atractor ćıclico, pues al modificarse el orden de actualización φt

para cada tiempo t, la trayectoria saldŕıa del ciclo probablemente al cabo de poco
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Figura 4.1: Trayectorias de 13 genes partiendo de un estado inicial, con θi = 0.5
y αi = 0.05, ∀i. En la gráfica se muestra la trayectoria hasta las 100 iteraciones.

tiempo. Es decir, que únicamente debeŕıan encontrarse atractores puntuales en
los modelos aśıncronos.

Siendo aśı, tendŕıa sentido no fijarse en estos atractores espurios. Sin em-
bargo, el carácter espurio de estos atractores pasó desapercibido durante la
mayor parte de la realización de esta tesis y el análisis que se llevó a cabo,
arrojó resultados curiosos que se mencionan en la sección 5.2.1. Por otro lado,
el análisis principal de los modelos es en torno a las cuencas de atracción y
para este análisis sólo se tomaron en cuenta las realizaciones en las que se obtu-
vieron únicamente atractores puntuales (ver secciones 5.2.2) siendo irrelevantes
los atractores espurios en este caso.

4.3.2. Atractores en modelos de Glass

Para determinar los atractores en el modelo de Glass se requiere de un pro-
ceso completamente distinto pues en este caso no se puede determinar el sucesor
de un estado inicial al cabo de un tiempo unitario, ya que la dinámica se lleva
a cabo de manera continua. En este modelo se eligen primeramente el número
de iteraciones n y el valor de los parámetros αi y θi. Dada un estado inicial−→
X (0), se le asigna aleatoriamente un valor X̂i(0) a cada nodo, dependiendo del
valor del umbral θi, es decir, si el estado inicial del nodo i es 0, a X̂i(0) se le
asignará un valor aleatorio entre 0 y θi y si el estado inicial del nodo i es 1, a
X̂i(0) se le asignará un valor aleatorio entre θi y 1. En cada iteración, el valor
de cada uno de los nodos cambiará de acuerdo a las ecuaciones 4.3 y 4.4.

En el modelo de Glass existen diferencias sustanciales entre los atractores
puntuales y los atractores ćıclicos. Los atractores puntuales se pueden determi-
nar muy fácilmente si las trayectorias de todos los nodos convergen a 0 o a 1.
En la figura 4.1 se muestra un ejemplo t́ıpico de cómo se ven las trayectorias de
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cada uno de los nodos (genes) en una realización. Las trayectorias muestran el
nivel de expresión de cada gen. El estado X̂i del gen i cambia, incluso en varias
ocasiones, de dirección pero eventualmente se acerca de manera asintótica a 0
o a 1.

Podŕıa también darse el caso de que la trayectoria de uno o más de los nodos
adquiriera un carácter ondulatorio periódico. En este caso, deberá verificarse si
esta oscilación significa o no un atractor ćıclico. Esto dependerá por supuesto
del valor de θi, pues si al oscilar la trayectoria se modifica el valor de Xi (ver
ecuación 4.4), querrá decir que el atractor alcanzado por el estado inicial

−→
X (0)

es un atractor ćıclico. Por otro lado, si la oscilación ocurre siempre por arriba o
por abajo del valor de θi, se tratará de un atractor puntual.

En el modelo de Glass, en todas las realizaciones que se llevaron a cabo e
independientemente de los parámetros escogidos, nunca se dio el caso de que la
trayectoria de un nodo en particular adquiriera un carácter ondulatorio periódi-
co y tampoco se encontraron atractores puntuales diferentes a los del modelo
śıncrono.
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Caṕıtulo 5

Resultados

5.1. Resultados del modelo aśıncrono de orden
aleatorio secuencial

Para poder realizar un análisis de robustez, se implementó, en primer lugar,
el algoritmo aśıncrono de orden aleatorio secuencial descrito en la sección 4.1.1.
Por simplicidad nos referiremos a este algoritmo o modelo como “aśıncrono
secuencial” a partir de ahora. Este algoritmo se asegura que cada gen se actualice
únicamente una vez durante cada intervalo (unitario) de tiempo. Sin embargo,
esta actualización se lleva a cabo gen por gen. Con fines de claridad, pongamos
un ejemplo con una red de 3 genes en donde la regla de actualización para cada
uno de ellos depende de los otros dos. Al inicio de cada intervalo de tiempo se
elige un orden de actualización aleatoriamente. Supongamos que el orden elegido
para el tiempo t es 2,0,1. Esto implica que primero se va a actualizar el gen 2,
tomando en cuenta los estados de los genes 0 y 1 al tiempo t-1. El segundo en
actualizarse será el gen 0, sin embargo, éste se actualizará tomando en cuenta
el estado del 2 al tiempo t y el estado del gen 1 al tiempo t-1. Por último, se
actualizará el gen 1, tomando en cuenta los estados de los genes 0 y 2 al tiempo t.
De esta manera, a pesar de que para fines de análisis consideraremos que durante
el proceso descrito sólo transcurrió un intervalo de tiempo, la actualización se
llevó a cabo en 3 pasos. En el tiempo t+1, el orden de actualización se elige de
nuevo aleatoriamente y por lo tanto, puede ser distinto al anterior. El estado de
la red al tiempo t claramente depende del orden de actualización elegido para
ese determinado tiempo.

El análisis de la red del desarrollo floral de Arabidopsis thaliana utilizando
el algoritmo aśıncrono secuencial, arrojó varios resultados que apoyan la tesis
de que la red es robusta. Se llevaron a cabo 35000 realizaciones, y los resultados
obtenidos de se muestran a continuación.

En primer lugar, el hecho más relevante es que en el 100 % de los casos (35000
realizaciones), se obtuvieron todos y cada uno de los 10 atractores obtenidos
con el modelo śıncrono. A partir de ahora, nos referiremos a estos 10 atractores
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Figura 5.1: Promedio de la fracción del espacio de atractores que ocupa cada
cuenca de atracción en 35000 realizaciones.

como los “atractores originales”. Éste hecho forzó a redirigir el análisis hacia
otros aspectos.

5.1.1. Cuencas de atracción

A pesar de que se obtuvieron los 10 atractores originales en las 35000 re-
alizaciones, las cuencas de atracción variaban entre realizaciones. Se calculó el
tamaño promedio de las cuencas de atracción entre todas las realizaciones y
esto evidenció que el tamaño de las cuencas de atracción de Car y St1 (las dos
mayores) disminuyó considerablemente entre el modelo śıncrono y el aśıncrono
secuencial. En promedio, la cuenca de St1 disminuyó en un 26.38 % y la cuenca
de Car disminuyó en un 39.45 %. Obviamente, si estas cuencas disminuyeron,
debe haber otras que en promedio hayan aumentado de tamaño. Resulta que
son todas las demás. En la figura 5.1 se muestra el porcentaje que representa
cada cuenca de atracción en ambos modelos.

Para poder comparar más visual y cualitativamente los cambios en las cuen-
cas de atracción entre el modelo śıncrono y el aśıncrono se graficó un mapa
comparativo de cuencas de atracción (ver Figura 5.2). Este mapa es un cuadra-
do de 10x10 y cada cuadro está sombreado en escala de grises. En ambos ejes
están los atractores originales de la red. El eje de las abscisas corresponde a los
atractores en el modelo śıncrono y el eje de las ordenadas a los atractores en
el modelo aśıncrono secuencial. La escala de grises denota la probabilidad de
que un estado inicial que alcanza el atractor X en el modelo śıncrono, alcance
el atractor Y en el modelo aśıncrono secuencial, donde blanco respresenta 1 y
negro, 0. Cada probabilidad está calculada en relación al tamaño de la cuen-
cas de atracción originales, con lo cual, cada columna suma 1. Por ejemplo, el
100% de los estados inciales que alcanzan el atractor Pe2 en el modelo śıncrono,
también lo alcanzan en el aśıncrono secuencial y por lo tanto, el cuadrado que
corresponde a Pe2-Pe2 es completamente blanco. Por otro lado, el 11.33 % de
los estados que forman parte de la cuenca de atracción de Car en el modelo
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Figura 5.2: Mapa comparativo de cuencas de atracción entre el modelo aśıncrono
de orden aleatorio secuencial y el modelo śıncrono. La escala de grises denota la
probabilidad de que un estado inicial que pertenece a una determinada cuenca
de atracción en el modelo śıncrono, pertenezca a otra (o a la misma) cuenca de
atracción en el modelo aśıncrono secuencial. Las probabilidades son el promedio
de 35000 realizaciones.

śıncrono pertenecen a la cuenca de atracción de Sep en el aśıncrono secuencial
y por lo tanto, el color del cuadrado Car-Sep tiene un tono grisáceo.

En el mapa (Figura 5.2) se puede notar como, en general, las cuencas de
atracción no se modificaron drásticamente al modelar la red con el modelo
aśıncrono secuencial. Si las cuencas de atracción entre ambos modelos fuer-
an idénticas, el mapa mostraŕıa una diagonal completamente blanca y todo lo
demás seŕıa negro. En este mapa se puede apreciar perfectamente la diagonal
(entre blanca y gris claro) y fuera de la diagonal hay tan sólo algunos cuadros
color gris muy obscuro.

Otro aspecto del análisis se puede hacer desde el punto de vista de los estados
pertenecientes a las cuencas de atracción en lugar de los atractores. Por ejemplo,
más del 27% del total de estados iniciales (2224 de 8192) alcanzan siempre el
mismo atractor que alcanzan en el modelo śıncrono. Por otro lado, sólo 8 de los
8192 estados iniciales pertenecen, en el 100% de las realizaciones, a una cuenca
de atracción diferente a la que pertenecen en el modelo śıncrono.
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Figura 5.3: Promedio de los tiempos transitorios de todos los estados
pertenecientes a cada cuenca de atracción en 35000 realizaciones.

5.1.2. Tiempos transitorios

Se calculó el promedio, entre las 35000 realizaciones, de los tiempos transi-
torios de todos los estados iniciales pertenecientes a cada cuenca de atracción y
de nuevo se hizo la comparación entre el modelo aśıncrono secuencial y el mod-
elo śıncrono. Los resultados se pueden ver en la Figura 5.3. El promedio de los
tiempos transitorios de los estados iniciales pertenecientes a las cuencas St1 y
Car es significativamente menor en el modelo aśıncrono secuencial. Haciendo un
análisis más detallado, resulta que estados pertenecientes a la cuenca de St1 y
Car tienen tiempos transitorios de hasta 9 en el modelo śıncrono. Sin embargo,
en el modelo aśıncrono, el tiempo transitorio máximo para estos mismos estados
es 5. En el modelo śıncrono, la sincrońıa es una restricción que impone rigidez
a la dinámica, mientras que en el modelo aśıncrono secuencial la dinámica es
menos ŕıgida y probablemente sea ésta la razón por la cual los estados iniciales
pueden explorar caminos más cortos para llegar al atractor.

El promedio de los tiempos transitorios de todos los estados en el modelo
śıncrono es ∼ 3.57, mientras que en el aśıncrono secuencial es ∼ 1.55. Estos datos
pareceŕıan no concordar con la Figura 5.3, pues de la gráfica podŕıa deducirse
que ambos modelos tienen promedios cercanos, sin embargo, esto no es cierto
pues cabe resaltar que las cuencas de St1 y Car son mucho más grandes que las
demás y por lo tanto, pesan más en el promedio.

5.2. Resultados del modelo aśıncrono de orden
aleatorio grupal

El modelo aśıncrono de orden aleatorio grupal, a partir de ahora, “aśıncrono
grupal”, descrito en la sección 4.1.2 se propuso como un modelo posible para
analizar la red de Arabidopsis pues introduce una dinámica que no es ni com-
pletamente śıncrona ni totalmente aśıncrona.

Para analizar la red con el modelo aśıncrono grupal se llevaron a cabo 35000
realizaciones. Los resultados son alentadores pues apoyan la tesis de que la red de
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Figura 5.4: Frecuncia de distintos números de atractores encontrados, resultado
de 35000 realizaciones con el modelo aśıncrono grupal

Arabidopsis es robusta ante alteraciones en los modelos utilizados para estudiar
su dinámica. Los resultados obtenidos se presentan a continuación.

5.2.1. Atractores

En el 100 % de las realizaciones se obtuvieron al menos los 10 atractores pun-
tuales originales de la red. De hecho, en poco más del 75 % de las realizaciones
se obtuvieron únicamente los 10 atractores originales, pero en el restante 25 %
se obtuvieron entre 11 y 14 atractores (ver figura 5.4), habiéndose obtenido 14
atractores en tan sólo 3 de las 35000 realizaciones.

Curiosamente, ninguno de los 9795 atractores nuevos encontrados fue pun-
tual: 9664 fueron de peŕıodo 2, 121 de peŕıodo 4, 6 de peŕıodo 5, 3 de peŕıodo
6 y 1 de peŕıodo 7. Resulta aún más extraño que ninguno fue de peŕıodo 3,
pero śı de peŕıodo 5 y 7. Como se comentó en la sección 4.3.1, estos atractores
ćıclicos son atractores espurios, sin embargo, esto de ninguna manera justifica
que ninguno de los atractores haya sido de peŕıodo 3.

5.2.2. Cuencas de atracción

El análisis de las cuencas de atracción se hizo únicamente para aquellas
realizaciones en que se obtuvieron los 10 atractores originales, es decir en 26409
realizaciones. El análisis que se hizo es exactamente el mismo que el realizado
para el modelo aśıncrono secuencial descrito en la sección 5.1.1. El resultado se
muestra en el mapa comparativo de cuencas de atracción de la figura 5.5. Al
igual que en el modelo aśıncrono secuencial, los resultados del modelo aśıncrono
grupal muestran una congruencia fuerte con los resultados del modelo śıncrono.
La imagen muestra una clara diagonal blanca que indica que la gran mayoŕıa
de los estados iniciales alcanzan el mismo atractor en ambos modelos.
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Figura 5.5: Mapa comparativo de cuencas de atracción entre el modelo aśıncrono
grupal (35000 realizaciones) y el modelo śıncrono.

5.3. Resultados del modelo de Glass

El modelo de Glass difiere sustancialmente de los otros modelos en la deter-
minación de los atractores de la red. Un análisis preliminar de la red utilizando
el modelo de Glass consiste en asegurarse de que los atractores alcanzados por
el sistema sean los mismos que los alcanzados con el modelo śıncrono. Como se
mencionó en la sección 4.3.2, no se encontraron atractores ćıclicos y los atrac-
tores puntuales encontrados fueron únicamente los mismos que en el modelo
śıncrono.

Una vez comprobado que no se alcanzaron atractores nuevos, se analizaron,
al igual que en los modelos anteriores, las cuencas de atracción. En el modelo
de Glass, existen dos parámetros que se pueden variar obteniendo resultados
diversos. Los parámetros en cuestión son: θi y αi. Estos parámetros pueden
variarse de manera controlada o aleatoriamente para cada gen y/o en cada
realización, con lo cual, tenemos una gran gama de análisis posibles.

El análisis de las cuencas de atracción se hizo esencialmente desde dos frentes:
variando αi manteniendo θi fija y variando θi manteniendo αi fija. Se utilizarán
los términos α y θ cuando αi y θi sean iguales para toda i en una misma
simulación.
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Figura 5.6: Mapas comparativos de las cuencas de atracción obtenidas con el
modelo śıncrono y las obtenidas con cada uno de los siguientes modelos: A)
modelo de Glass con α = 0.05; B) modelo de Glass con α = 0.005; C) mod-
elo aśıncrono secuencial; D) modelo de Glass con tiempos de relajación para
cada gen aleatoriamente distribuidos en el intervalo α ∈ [0,001, 0,1]. Nótese la
similitud entre todos los casos.

5.3.1. Variación de αi

Una de las cŕıticas al modelo de Kauffman era que cada gen tiene su propio
tiempo de respuesta y de relajación y que éstos no se consideran en el modelo
śıncrono. Recordemos que αi = 1

τi
representa precisamente un tiempo de rela-

jación. En esta sección se comparan los resultados de simulaciones con distintos
valores de α (iguales para todos los genes) y una simulación con distintas αi

para cada gen. Para todas las simulaciones se mantuvo θ = 0.5 fija en todas las
realizaciones.

Se llevaron a cabo 5 simulaciones con distintos valores de α. Cada simulación
constó de 100 realizaciones y cada trayectoria se obtuvo con 5000 iteraciones.
Se utilizó el mismo método en todas las simulaciones para determinar los atrac-
tores alcanzados (ver sección 4.3.2). Los valores de α elegidos fueron: 0.005, 0.01,
0.025, 0.05, 0.1. No se eligieron valores de α mayores a 0.1 pues en estos casos
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las trayectorias decáıan inmediatamente. En la figura 5.6 se muestran las mapas
comparativos de las cuencas de atracción para α = 0.5 (imagen A) y α = 0.005
(imagen B). Los diferencias entre estos dos mapas son mı́nimas, casi indistin-
guibles, y lo mismo ocurre para las otras 3 simulaciones (mapas comparativos
de éstas no se muestran). La conclusión que se obtiene a partir de este análisis
es que los resultados obtenidos con el modelo de Glass son independientes del
valor de α, si éste es menor a 0.1. Además, las diferencias en las cuencas de
atracción entre el modelo śıncrono y el modelo de Glass son muy pequeñas (la
diagonal en los mapas comparativos es sumamente clara).

Por otro lado, si comparamos los mapas del modelo de Glass con el mapa
del modelo aśıncrono secuencial (imagen C de la figura 5.6) observamos algo
inesperado: las diferencias en las cuencas de atracción entre el modelo śıncrono
y el modelo aśıncrono secuencial son prácticamente idénticas a las diferencias
entre el modelo śıncrono y el modelo de Glass. Esto es un resultado que implica
una robustez aún mayor en el modelo, pues a pesar de que las diferencias de
ambos modelos respecto al śıncrono son completemente distintas, los resultados
son los mismos.

Para que quede demostrada la invariancia del modelo frente a cambios en
αi es necesario hacer una simulación en donde se elijan valores de αi diferentes
para cada gen en cada realización. Se le asignó un valor de αi entre 0.001 y
0.1 aleatoriamente para cada gen al inicio de cada una de las 100 realizaciones.
El mapa comparativo de cuencas de atracción se muestra en la imagen D de
la figura 5.6. El análisis confirma que los resultados del modelo de Glass son
independientes del valor de αi (si son menores a 0.1). Al variar α entre 0.001 y
0.1 se están variando los tiempo de relajación en un factor de 100. Es verdader-
amente sorprendente que los resultados no cambien ante tiempos de relajación
tan diśımiles.

5.3.2. Variación de θi

Una vez demostrada la invariancia de los resultados respecto al valor de α
se llevaron a cabo análisis variando el valor de θi. Para todas las simulaciones
presentadas en esta sección se mantuvo fijo el valor de α = 0.05 para todos los
genes de la red. Cada simulación constó de 100 realizaciones y cada trayectoria se
obtuvo con 8000 iteraciones. Se hicieron 4 simulaciones y en cada una se eligieron
las θi dentro de los siguientes intervalos: θi ∈ [0,4, 0,6], θi ∈ [0,3, 0,7], θi ∈
[0,2, 0,8] y por último θi ∈ [0,1, 0,9]. En cada realización se eligió aleatoriamente
un valor de θi dentro del intervalo establecido, distinto para cada gen. En la
figura 5.7 se muestran los mapas comparativos de cuencas de atracción entre
las 4 simulaciones y el modelo śıncrono. Las imágenes muestran como, conforme
el rango de θi aumenta, la diagonal (desde la esquina inferior izquierda hasta
la esquina superior derecha) se vuelve cada vez más difusa. Esto implica que
la elección de valores de θi alejados de 0.5 provoca mayores diferencias entre el
modelo de Glass y el modelo śıncrono. A partir de las imágenes se puede afirmar
que el modelo de Glass es robusto ante variaciones aleatorias de ±0.1 respecto
a 0.5.
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Figura 5.7: Mapas comparativos de las cuencas de atracción obtenidas con
el modelo śıncrono y las obtenidas con el modelo de Glass con θi elegidas
aleatoriamente para cada gen en los siguientes intervalos: A) θi ∈ [0,4, 0,6];
B) θi ∈ [0,3, 0,7]; C) θi ∈ [0,2, 0,8]; D) θi ∈ [0,1, 0,9].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El modelo Booleano śıncrono propuesto por Stuart Kauffman para modelar
redes de regulación genética ha probado ser una herramienta útil, pues en var-
ios casos [1, 13, 16, 26], los resultados de las simulaciones han reproducido de
manera precisa las observaciones experimentales. En el caso de la red de reg-
ulación genética de desarrollo floral de Arabidopsis thaliana, con la simulación
se obtienen 10 atractores puntuales y éstos corresponden a 10 patrones de ex-
presión observados experimentalmente. Este resultado refuerza la tesis expuesta
por Kauffman de que los atractores de la red deben corresponder a destinos o
tipos celulares.

Sin embargo, han habido algunas cŕıticas al modelo de Kauffman. Éstas
consideran que dicho modelo es muy poco realista desde el punto de vista bi-
ológico y se centran en tres aspectos principales: en primer lugar, la sincrońıa en
la actualización de los genes; en segundo lugar, el carácter discreto del estado
de los genes; y por último, la nula consideración de que distintos genes tienen
distintos tiempos de relajación. La riqueza del modelo de Kauffman radica pre-
cisamente en su simplificación. Kauffman [18], al igual que muchos otros autores
[15, 28, 2, 7], considera que la dinámica de una red depende de las propiedades
generales de la red y no de sus detalles espećıficos.

En esta tesis se abordaron los tres aspectos principales de cŕıtica al modelo
de Kauffman mencionados anteriormente. Se modeló la red de desarrollo flo-
ral de Arabidopsis thaliana, cuya estructura y reglas lógicas de regulación se
obtuvieron a partir de datos experimentales, utilizando 3 diferentes modelos: el
“modelo aśıncrono de orden aleatorio secuencial”, el “modelo aśıncrono de orden
aleatorio grupal” y el “modelo de Glass”. Los primeros son modelos discretos
que introducen dos algoritmos distintos de actualización aśıncrona (una secuen-
cial y otra grupal) y el último es un modelo continuo en el cual se introducen
distintos tiempos de relajación.

El modelo aśıncrono secuencial tiene una dinámica completamente aśıncrona
en la cual los genes se actualizan uno por uno en orden aleatorio. Con este
modelo se obtuvieron los 10 atractores originales de la red en el 100% de las
35000 realizaciones. Las diferencias entre el modelo aśıncrono secuencial y el
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modelo śıncrono radican en el tamaño de las cuencas de atracción y en los
tiempos transitorios. Las cuencas de atracción de mayor tamaño y con mayores
tiempos transitorios en el modelo śıncrono corresponden a los atractores St1 y
Car (identificados experimentalmente como los órganos sexuales de la flor). En el
modelo aśıncrono secuencial, tanto el tamaño de las cuencas de atracción como
los tiempos transitorios de ambos atractores fueron menores. Este hecho parece
indicar que las trayectorias que siguen muchos de los estados para alcanzar un
atractor son más sencillas en el modelo aśıncrono secuencial en comparación al
modelo śıncrono. Sin embargo, en general las cuencas de atracción como tales
son muy parecidas entre ambos modelos.

El modelo aśıncrono grupal introduce una dinámica semiśıncrona, en la cual,
se eligen grupos de genes de tamaño y componentes aleatorios que se actualizan
śıncronamente. Con este modelo se obtuvieron los 10 atractores originales de la
red en el 75 % de las 35000 realizaciones. Al comparar las cuencas de atracción de
estas realizaciones con las cuencas obtenidas con el modelo aśıncrono se observa
una concordancia sorprendente. En el restante 25 % también se obtuvieron los 10
atractores, pero además se encontraron otros atractores. De éstos ninguno es un
atractor puntual ni de peŕıodo 3 cuando a priori no hay ninguna razón por lo que
esto deba ocurrir. Por otro lado, ninguno de los nuevos atractores encontrados
se consideró relevante pues ninguno apareció con la suficiente frecuencia como
para destacar entre los demás.

Por último, el modelo de Glass introduce un dinámica continua, utilizando el
método de Euler para encontrar el valor continuo de una variable que denota la
concentración de la protéına codificada por cada gen. Sin embargo, la función de
actualización es la misma función Booleana utilizada en el modelo śıncrono y por
lo tanto, depende de los estados discretos de cada gen. Éstos se determinan al
comprobar si la varibale continua se encuentra por arriba (1) o por abajo (0) de
un umbral determinado en cada instante de tiempo. De manera que este modelo
permite la variación de dos principales parámetros que hemos denominado αi

y θi y que corresponden a los tiempos de relajación y al valor de los umbrales
para cada gen.

Por construcción, con el modelo de Glass se deben obtener los mismos atrac-
tores puntuales que en modelo śıncrono. Sin embargo, no deben ser forzosamente
los únicos atractores ni debe necesariamente haber una semejanza en las cuencas
de atracción. El análisis mostró que no se obtiene ningún atractor ćıclico sino
únicamente los 10 atractores puntuales originales y que las cuencas de atracción
resultan ser similares a las del modelo śıncrono y sumamente parecidas a las del
modelo aśıncrono secuencial. Los resultados obtenidos con el modelo de Glass
resultaron ser invariantes ante diferencias en los tiempos de relajación hasta en
un factor de 100 entre distintos genes y robustos ante variaciones aleatorias de
±0.1 respecto a 0.5 en el valor de los umbrales de cada gen.

En general, el análisis de la red mediante los 3 modelos brindó resultados
muy similares a los obtenidos con el modelo śıncrono propuesto por Kauffman.
Estos resultados refuerzan la hipótesis de que es la estructura básica de la red
de regulación la que determina la dinámica y contribuyen a anular las cŕıticas al
modelo de Kauffman en relación a la sincrońıa, los estados discretos de los genes
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y los tiempos de relajación. Un método de modelaje puede ser elegido en lugar
de otro dependiendo de las ventajas o desventajas que ofrezca, pero a partir de
los resultados encontrados en esta tesis, se puede afirmar que en particular para
la red de desarrollo floral de Arabidopsis thaliana el modelo śıncrono Booleano
propuesto por Kauffman es una excelente herramienta. Es de esperarse, claro
está, que estos resultados sean similares para otras redes de regulación genética
encontradas en la naturaleza.

Es importante entender que la labor de los cient́ıficos es llevar nuestro en-
tendimiento de la naturaleza lo más profundo posible no sólo para nuestra propia
satisfacción, sino para poder entablar una relación mucho más ı́ntima y fortale-
cedora con ella y aśı poder contribuir a que prevalezca. La f́ısica, las matemáticas
y la computación han resultado ser herramientas enormemente útiles para de-
scribir ciertos aspectos de la naturaleza, pero en particular la vida ha probado
ser un terreno mucho más complejo de lo que podemos describir a través de
puras ecuaciones.

Kauffman ha sido criticado porque muchos consideran que su acercamiento
al estudio de la vida, la denigra, pues la sobresimplifica y le roba parte de
su riqueza. En mi opinión, es todo lo contrario: la riqueza de la vida radica
justamente en la inmensidad de posibilidades que surgen de relaciones que en
principio son sencillas. Nuestro acercamiento al estudio de la vida debe ser
siempre teniendo en cuenta que nuestras herramientas servirán para estudiarla y
comprenderla hasta cierto punto. Lejos de intentar explicar fenómenos biológicos
a través de fundamentos f́ısicos, esta tesis representa una expresión del diálogo
entre ambas disciplinas; un diálogo encaminado a mejorar el entendimiento del
orden y el desarrollo en los seres vivos.
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