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T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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Introducción

En este trabajo recapitulamos resultados importantes de
la Teorı́a de Núcleos, ası́ como algunos resultados recientes.
También veremos algunas aplicaciones que tiene dicha Teorı́a,
las cuales nos muestran por que es útil.
Una gráfica está formada por un conjunto finito no vacı́o de
objetos llamados vértices, junto con una colección de pares
no ordenados de vértices distintos, llamados aristas. Si en
una gráfica le damos importancia al orden de las aristas,
la llamamos digráfica, y en este caso las aristas se llaman
flechas.
En digráficas tenemos una teorı́a muy importante, que es la
Teorı́a de Núcleos. Un núcleo es un subconjunto de vértices
de una digráfica que es absorbente e independiente. Deci-
mos que un subconjunto es absorbente si cualquier vértice
que no es parte del, pero que si es parte de la digráfica, tie-
ne una flecha que va hacia algún vértice del subconjunto. Un
subcojunto se dice que es independiente si no existen flechas
entre los vértices de dicha subcojunto.
En el primer capı́tulo de este trabajo damos las definiciones
mas importantes de la Teorı́a de Gráficas, junto con algunos
teoremas de dicha teorı́a.
El segundo capı́tulo nos da algunas aplicaciones de la Teorı́a
de Núcleos. A lo largo de este trabajo muchas personas me
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INTRODUCCIÓN 3

preguntaron para qué servı́a la Teorı́a de Núcleos, ası́ que en
este capı́tulo pueden encontar la respuesta.
Las definiciones mas formales de la Teorı́a de Núcleos las
veremos en el tercer capı́tulo.
Aparte doy los teoremas mas importantes en dicha Teorı́a.
Tambien se incluyen conseptos que generalizan al de núcleo
como cuasi-núcleo, (k, l)-núcleos y núcleos por trayectorias
monocromáticas.
El cuarto y quinto capı́tulo son de artı́culos un poco más
recientes en los que se ha trabajado la Teorı́a de Núcleos
[10][13].
Los núcleos fueron considerados por primera vez por Von
Neumann en Teorı́a de Juegos, lo llamó solución de un juego
de cooperación entre n personas. Posteriormente C. Berge
[1] vió que esta misma idea era de utilidad en otros contex-
tos, lo llamó el núcleo de una digráfica y demostro algunos
teoremas importantes sobre la existencia de núcleos.



Capítulo 1

Principios básicos

Empezaremos por dar unas definiciones de Teoría de Grá-
ficas, las cuales usaremos ya que son la base para trabajar
posteriormente con núcleos.
Daremos algunos teoremas importantes que se obtienen de
dichas definiciones.

Definición 1 [6] Una gráfica G consiste en un conjunto fini-
to no vacío de objetos llamados vértices, denotado por V(G).
Junto con una colección de pares, no ordenados, de distintos
vértices llamados las aristas de G, y denotados por A(G).

Podemos ver la definición de gráfica geométricamente. En
la figura 1.1 vemos un ejemplo de esta representación geo-
métrica.

Definición 2 [6] Una digráfica D consiste en un conjunto
finito no vacío de objetos llamados vertices, denotado por
V(D), junto con una colección de pares ordenados de dis-
tintos vértices llamadas flechas, y se denota F(D).
Decimos que (u, v) es una flecha de D que comienza en el
vértice u y termina en el vértice v.
En la figura 1.2 vemos una representación geométrica de

4
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1 2

34

55

Figura 1.1: En esta figura representamos a V(G) = {1, 2, 3, 4, 5}, y a A(G) =

{(1, 3), (4, 2), (3, 4)}.

una digráfica, donde V(D) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y F(D) = {(1, 2),
(2, 3), (3, 1), (4, 2), (4, 5), (5, 6), (6, 4)}).

1

2 3

4 5

6

Figura 1.2: Digráfica.

Si f = (u, v) ∈ F(D) diremos que f incide desde u y que f
incide hacia v.

Definición 3 Una digráfica D es completa si D tiene todas
las flechas que existen entre V(D).
La digráfica de la figura 1.3 es un ejemplo de una digráfica
completa.

Definición 4 Decimos que la digráfica Dc es complemento
de la digráfica D si:
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Figura 1.3: Digráfica completa.

1. V(Dc) = V(D) y

2. F(Dc) ∪ F(D) es la digráfica completa formada por
V(D).

Para ver un ejemplo, podemos ver la figura 1.4.

1 2

3 4

12

3 4

D D
C

Figura 1.4: Ejemplo de complemento de una digráfica.

Definición 5 Un camino C de una gráfica G es una sucesión
de vértices (v1, v2, . . . , vn) tal que (vi, vi+1) ∈ A(C) ⊆ A(G)
para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} con vi ∈ V(G).

Definición 6 Un paseo P de una gráfica G es una sucesión
de vértices (v1, v2, . . . , vn) tal que (vi, vi+1) ∈ A(P) ⊆ A(G)
para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} con vi ∈ V(G). Donde (vi, vi+1) ∈
A(G) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} y no se repiten aristas.
Para ver un ejemplo de paseo, véase la figura 1.5.
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1 2

34
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6

5

Figura 1.5: Las aristas oscuras forman un paseo en G. P = {6, 4,2, 5, 3, 4}

Ahora veremos unas definiciones análogas para digráficas.

Definición 7 Un camino dirigido C de una digráfica D es
una sucesión de vértices (v1, v2, . . . , vn) tal que (vi, vi+1) ∈
F(C) ⊆ F(D) para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} con vi ∈ V(D).

Un camino dirigido cerrado es un camino en el cual el primer
y el último vértice son iguales.

Definición 8 Un paseo dirigido P de una digráfica D es una
sucesión de vértices (v1, v2, . . . , vn) tal que (vi, vi+1) ∈ F(P) ⊆
F(D) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} con vi ∈ V(D). Donde
(vi, vi+1) ∈ F(D) ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} y no se repiten flechas.
Un ejemplo de paseo dirigido lo vemos en la figura 1.6.

1 2

34

5

Figura 1.6: Las flechas oscuras forman un paseo dirigido en D.

Decimos que un camino dirigido es generador si pasa por
todos los vértices de la gráfica (digráfica).
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El camino de la figura 1.5 no es generador, pero el de la
figura 1.7 sí.

1 2

34

5
6

5

Figura 1.7: Las aristas mas oscuras formas un camino generador en G.

Definición 9 Una trayectoria dirigida T de una digráfica D
es una sucesión de vértices (v1, v2, . . . , vn) con vi ∈ V(D)
para toda i = 1, 2, . . . , n, tal que (vi, vi+1) ∈ F(T ) ⊆ F(D) y
vi , v j para cada i , j.
El camino dirigido de la figura 1.6 es una trayectoria.

Notemos que todo paseo es un camino, pero no todo cami-
no es un paseo. También toda trayectoria es un paseo, pero
no todo paseo es una trayectoria. Asi que todo paseo y toda
trayectoria son caminos.
La longitud de una camino dirigido se define como el número
de flechas que tiene dicha trayectoria.

Definición 10 Un ciclo dirigido C de una digráfica D es
una sucesión de vértices de la digráfica D (v1, v2, . . . , vn =

v1) tal que vi , v j para toda i , j (con excepción de 1 = n),
y (vi, vi+1) ∈ F(C) ⊆ F(D), par cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}.
En la figura 1.8 vemos un ejemplo de ciclo dirigido.

Podemos definir la longitud de un ciclo de manera similar a
como definimos la longitud de una trayectoria. La longitud
de un ciclo es el número de flechas que existen.
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1 2

34

5

Figura 1.8: Ciclo dirigido, C = {1, 4, 3, 2, 5, 1}.

Definición 11 Decimos que una digráfica D es bipartita si
podemos partir a V(D) en dos conjuntos V1,V2 tal que todas
las flechas de D van de V1 a V2 o de V2 a V1.

Las digráficas bipartitas no tienen ciclos impares.

Definición 12 Sea D una digráfica. El conjunto S es una
subdigráfica de D si cumple que V(S ) ⊆ V(D) y F(S ) ⊆
V(D).

La subdigráfica generada por S , donde D es una digráfica
y S ⊆ V(D), denotada por D[S ], es aquella que tiene como
vértices a S y todas las flechas que en D hay entre dichos
vértices.

1

2

4

3

5

1

3

5

A B

Figura 1.9: La digráfica de la figura B es D[S ] con S = {1, 3, 5}, de la digráfica de la
figura A.
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Definición 13 Una subdigráfica inducida H de una digráfi-
ca D es una digráfica que cumple que, V(H) ⊆ V(D) y para
cada u, v ∈ V(H), si (u, v) y/ó (v, u) ∈ F(D), entonces estas
flechas también están en F(H).

Una subdigráfica inducida propia H de una digráfica D es
una digráfica que cumple que, V(H) esta contenido propia-
mente en V(D) y para cada u, v ∈ V(H), si (u, v) y/ó (v, u) ∈
F(D), entonces estas flechas también estan en F(H).
Un ejemplo de ésto lo podemos ver en la figura 1.10.

2

34

Figura 1.10: Esta es la subdigráfica inducida propia por los vértices 2, 3 y 4 de la
digráfica de la figura 1.6.

Definición 14 Una subdigráfica generadora H de una digrá-
fica D cumple que V(H) = V(D) y F(H) ⊆ F(D).
Veamos la figura 1.11 para ver un ejemplo.

1 2

34

5

Figura 1.11: Esta es una subdigráfica generadora de la digráfica de la figura 1.6.

En una gráfica G, el grado de un vértice v ∈ V(G) es el
número de aristas que inciden en v.
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Definición 15 Sea D una digráfica y uεV(D). El ingrado
(exgrado) de u es el número de flechas que terminan en
(comienzan en) u. En la figura 1.6 el vértice 4 tiene ingrado
1 y el vértice 3 tiene exgrado 2.

Definición 16 Sea uεV(D). El grado de u es la suma de su
ingrado y su exgrado. El grado del vértice 4 en la figura 1.6
es 2.

Denotamos por δ−D(u) al ingrado del vértice u, por δ+
D(u) al

exgrado del vértice u y por δD(u) al grado de u.
El siguiente es un teorema que nos brinda una forma de saber
cuando una digráfica tiene ciclos dirigidos.

Teorema 1 Sea D una digráfica tal que para toda zεV(D)
δ+

D(z) ≥ 1, entonces D tiene algún ciclo dirigido.

Demostración Sea T una trayectoria dirigida en D de lon-
gitud máxima T = (z0, z1, . . . , zn).

Z1 Z2 Zn

Por hipótesis, δ+
D(zi) ≥ 1 para toda i = 0, . . . , n. Sea w ∈

V(D) tal que (zn,w) ∈ F(D). Por la elección de T se tiene
que w ∈ V(T ), ya que si no fuera así T ∪ (zn,w) sería una
trayectoria de longitud mayor que T , w , zn, entonces w es
igual a un zi ∈ V(T ). Por lo tanto γ = (w = zi, zi+1, . . . , zn,w)
es un ciclo dirigido en D, i ∈ {1, . . . , n − 1}.
Ahora daremos un teorema que será importante en la de-
mostración de otros teoremas que veremos en el capítulo 3.

Teorema 2 Todo camino dirigido cerrado contiene un ciclo
dirigido.

Demostración Este teorema lo demostraremos por induc-
ción sobre la logitud del camino.
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1. Demostraremos para el caso en que el camino cerrado
tiene 2 vértices (u1, u2, u1). Ya acabamos pues este ya es
un ciclo dirigido.

2. Suponemos que el teorema se cumple para todo camino
de longitud k, donde k < n.

3. Demostraremos para un camino dirigido cerrado C =

(u1, u2, . . . , un−1 = u1) de longitud n.

a) Si C no repite vértices, mas que el inicial y el final,
entonces C ya es un ciclo dirigido.

b) Supongamos que C repite algún otro vértice. Sea
ui = u j el primer vértice que se repite, supongamos
sin perdida de generalidad i < j.
C′ = (u1, u2, . . . , ui = u j, u j+1, . . . , un = u1) es un ca-
mino dirigido cerrado y l(C′) < n (donde l(C′) de-
nota la longitud de C′). Por hipótesis de inducción,
C′ tiene un ciclo dirigido, y como C′ ⊂ C, entonces
C tiene un ciclo dirigido.

El siguiente teorema nos va a ser muy útil en las demostra-
ciones de otros teoremas que vamos a ver adelante.

Teorema 3 Todo camino dirigido cerrado de longitud impar
contiene un ciclo dirigido impar.

Demostración Esta prueba es muy parecida a la del teo-
rema anterior, y también lo demostraremos por inducción
sobre la longitud del camino.

1. Demostraremos para el caso en que el camino cerrado
tiene 3 vértices (u1, u2, u3, u1). Ya acabamos pues este
ya es un ciclo dirigido impar.
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2. Suponemos que el teorema se cumple para un camino
de longitud k, con k impar, donde k < n.

3. Demostraremos para un camino dirigido cerrado impar
C = (u1, u2, . . . , un = u1) de longitud n.

a) Si C no repite vértices, mas que el inicial y el final,
entonces C ya es un ciclo dirigido de longitud impar.

b) Supongamos que C repite algún otro vértice. Sea
ui = u j el primer vértice que se repite, supongamos
in perdida de generalidad que i < j.
Tenemos que C′ = (u1, u2, . . . , ui = u j, u j+1, . . . , un =

u1) es un camino dirigido cerrado y l(C′) = p < n.
Si C′ es de longitud impar, por la hipótesis de in-
ducción C′ tiene un ciclo dirigido de longitud impar,
como C′ ⊂ C entonces C también contiene a dicho
ciclo dirigido de longitud impar.
Si C′ es de longitud par, entonces C − C′ = C′′ =

(ui, ui+1, . . . u j = ui) con l(C′′) = q < n es un ca-
mino dirigido cerrado. Como l(C) = n es impar y
n = p + q, entonces q es impar, ya que p es par. Por
hipótesis de inducción C′′ tiene un ciclo dirigido de
longitud impar, y como C′′ ⊂ C, entonces dicho ci-
clo también esta en C.

Definición 17 Sea D una digráfica, la gráfica subyacente de
D (denotada por GD) esta definida por:

V(GD) = V(D)

(u, v) ∈ A(GD)⇔ (u, v) ∈ F(D) ó (v, u) ∈ F(D).
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La gráfica subyacente de la digráfica de la figura 1.6 es la
gráfica de la figura 1.12.

1 2

34

5

Figura 1.12: Esta es una gráfica subyacente de la digráfica de la figura 1.6.

Decimos que una gráfica G es conexa si para cualquier par
de vértices de G u y v existe un uv-camino. La gráfica de la
figura 1.1 no en conexa.
Para digráficas tenemos definiciones semejantes, solo que en
este caso podemos analizar 3 distintos tipos de conexidades.

Definición 18 Sea D una digráfica. Se dice que D es conexa
si GD es conexa. La digráfica de la figura ?? si es conexa.

Definición 19 Sea D una digráfica. Decimos que D es débil-
mente conexa si para cualesquiera dos puntos u, v ∈ V(D)
existe un uv-camino dirigido ó un vu-camino dirigido. Un
ejemplo de digráfica débilmente conexa lo podemos ver en
la figura 1.13.

Definición 20 Sea D una digráfica. Decimos que D es fuerte-
mente conexa si para cualesquiera dos vértices u, vεV(D)
existe un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido (ver
figura 1.8).

A continuación revisaremos algunas condiciones para saber
algo mas sobre la conexidad de una digráfica (gráfica).
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1 2

34

5

Figura 1.13: Esta digráfica es debilmente conexa.

Teorema 4 Una digráfica D es débilmente conexa si y sólo
si D tiene un camino dirigido generador.

Demostración ⇒)Supongamos que D es débilmente co-
nexa. Sea C un camino dirigido que tiene al máximo número
posible de vértices de D. C = (x0, . . . , xn)

1. Si V(D) = V(C) ya terminamos, pues es lo que quere-
mos.

2. Supongamos que existe u ∈ V(D) − V(C).
Por hipótesis existe un camino dirigido entre x0 y u, C0.

X1 X2 XnX0

U

Xi Xi+1

Si C0 va de u a x0 es una contradicción pues C0 ∪ C es
un camino dirigido que tiene más vértices que C, por lo
tanto C0 va de x0 a u. Análogamente podemos suponer
que existe un camino dirigido Cn de u a xn, ya que si Cn

fuera de xn a u entonces C ∪ Cn seria un camino dirigi-
do que tienes mas vértices que C. Por lo tanto existe un
camino dirigido C′1 de xi a u y existe un camino dirigido
C′2 de u a xi+1 para alguna i = 0, 1, 2, . . . , n − 1 (dicha
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i debe de existir ya que si no fuera así no existiría un
camino de u a x j para toda j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}).

(x0,C, xi) ∪C′1 ∪C′2 ∪ (xi+1,C, xn) = C′

es un camino dirigido que tiene mas vértices de D que C
y esto es una contradicción. Por lo tanto V(D) = V(C).

⇐)Sea C un camino dirigido generador de D, C = (x0, . . . ,

xn). Sean u, v ∈ V(C), ya que C es generadora se tiene, sin
pérdida de generalidad, u = xi, v = x j con i < j (xi,C, x j) es
un uv- camino dirigido.

Teorema 5 Una digráfica D es fuertemente conexa si y sólo
si D tiene un camino dirigido cerrado generador.

Demostración ⇒)Supongamos que D es fuertemente co-
nexa.
Sea C un camino dirigido cerrado de D que pasa por el may-
or número de vértices de D.
Probaremos que V(D) ⊆ V(C) por reducción al absurdo.
Supongamos que existe z ∈ V(D)−V(C), sea C = (x0, x1, . . . ,

xn = x0). Existe C1 un xoz-camino dirigido en D y existe C2

un zx0-camino dirigido.
Consideremos C′ = C1 ∪ C2 ∪ C es un camino dirigido cer-
rado tal que |V(C′)| > |V(C)|, esto es una contradicción pues
supusimos que C era el camino dirigido cerrado que más
vértices tenía, por lo tanto V(C) = V(D).
⇐) Existe un camino dirigido cerrado generador C = (x0, x1,

. . . , xn = x0).
Sean u, v ∈ V(D) por lo tanto u = xi y v = x j sin pérdida
de generalidad tomamos i < j, (xi,C, x j) es un uv-camino
dirigido en D, y (x j,C, xn = x0)∪ (x0,C, xi) es un vu-camino
dirigido.
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Teorema 6 Sea D una digráfica, D es fuertemente conexa si
y sólo si para toda partición de V(D) en dos conjuntos V1 y
V2 existen V1V2-flecha y V2V1-flecha.

Demostración ⇒) Supongamos que D es fuertemente co-
nexa.
Sea (V1,V2) una partición de V(D).
Sean x1 ∈ V1 y x2 ∈ V2, como D es fuertemente conexa en-
tonces existe una trayectoria dirigida de x1 a x2 T = (x1 =

z0, z1, . . . , zn = x2). Sea zi el último vértice de T que esta en
V1. Por lo tanto zi ∈ V1 y zi+1 ∈ V2. Por lo tanto (zi, zi+1) es
una V1V2-flecha.
Tambíen por ser D fuertemente conexa, existe una trayecto-
ria dirigida de x2 a x1 T ′ = (x2 = z′0, . . . , z

′
n = x1). Sea z′j

el último vértice de T ′ que esta en V2, ésto quiere decir que
z′j+1 ∈ V1. Por lo tanto, (z′j, z

′
j+1) es una V2V1-flecha.

⇐) Supongamos que para toda partición de V(D) existe V1V2-
flecha y también existe V2V1-flecha.
Por demostrar que D es fuertemente conexa. Sean u, v ∈
V(D), vamos a demostrar que existe un uv-camino dirigi-
do.
Sea V1 = {z ∈ V(D)|∃ uz-camino dirigido en D}

1. Si v ∈ V1 ya terminamos, pues ya tenemos lo que querí-
amos.

2. Si v < V1, sea V2 = V(D) − V1. V1,V2 es una parti-
ción de V(D), por hipótesis existe x1 ∈ V1, x2 ∈ V2 y
(x1, x2) ∈ F(D), como x1 ∈ V1∃C un ux1-camino dirigi-
do, entonces C ∪ (x1, x2) es un ux2-camino dirigido en
D por lo tanto x2 ∈ V1 y esto es una contradicción. Por
lo tanto v ∈ V1.
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Con esto demostramos que D es débilmente conexa, para
terminar la demostración tenemos que demostrar que tam-
bién existe un vu-camino dirigido.
Sea V ′1 = {z′ ∈ V(D)|∃ vz′-camino dirigido en D}

1. Si u ∈ V ′1 ya terminamos.

2. Si u < V ′1, consideramos V ′2 = V(D) − V ′1. V ′1,V
′
2 es

una partición de V(D), por hipótesis existe x′1 ∈ V ′1 y
x′2 ∈ V2 tales que (x′1, x

′
2) ∈ F(D), como x′1 ∈ V1 existe

C′ un vx′1-camino dirigido, entonces C′ ∪ (x′1, x
′
2) es un

vx′2-camino dirigido en D por lo tanto x′2 ∈ V1 y esto es
una contradicción. Por lo tanto u ∈ V1.

Por lo tanto D es fuertemente conexa.



Capítulo 2

Aplicaciones

En este capítulo veremos algunas aplicaciones importantes
que existen de la Teoría de Núcleos.

2.1. Toma de decisiones [13]

Ésta es una aplicación muy importante.
Supongamos que m personas se reúnen para tomar una de-
cisión. Tienen que elegir de n posibilidades la mejor.
Sea X = {x1, x2, . . . , xn} donde xi es una posibilidad, para to-
da i.
Para resolver esto tenemos que definir una forma de decir
cuando una posibilidad es preferible a otra. No podemos
tomar en cuenta cada una de las preferencias de cada per-
sona, porque a menos que todas las personas tengan prefer-
encia por la misma posibilidad, este método no nos da una
solución al problema. Así que tomaremos el siguiente crite-
rio.
La posibilidad xi es efectivamente preferible a la posibilidad
x j si existe un grupo capaz de imponer la preferencia de xi

sobre x j.

19
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Ponemos una flecha de xi a x j si la opción x j es efectiva-
mente preferible a la opción xi.
Formamos una digráfica D donde V(D) = X y (xi, x j) ∈
F(D) si x j es efectivamente preferible a la posibilidad xi.
Si podemos encontrar un conjunto de vértices en V(D) el
cual no tenga flechas entre los vertices de dicho conjunto y
que ademas de cualquier otro vértice de V(D), que no este
en él conjunto, salga una flecha hacia algún vértice del con-
junto, entonces el problema se nos reduce a escoger un vér-
tice del conjunto que encontramos. Ésto pasa ya que si no
hay flechas entre los vértices del conjunto entoces quiere
decir que entre estos vértices, ninguna posibilidad es efec-
tivamente preferible a otra, aparte que del hecho de que de
cualquier otro vértice que no esta en el conjunto salga una
flecha hacia uno del conjunto, nos deice que todas las posi-
bilidades del conjunto son efectivamente preferibles que cual-
quiera que no este en el conjunto.

2.2. Base de axiomas de una teoría [3]

Siempre es muy útil tener una base de axiomas para to-
da teoría, ya que con esto sabemos cuales son las proposi-
ciones mas importantes y necesarias para una teoría. Este es
un problema que podemos solucionar con Teoría de Núcleos
de una manera muy sencilla.
Dada una teoría T formada por un conjunto finito de proposi-
ciones p1, p2,

p3, . . ., podemos encontrar una base de axiomas formada por
sus proposiciones.
Esto se modela tomando una digráfica D de la siguiente for-
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ma. Tomamos un vértice por cada proposición y ponemos
una flecha de pi a p j si la proposición p j es implicada por la
proposición pi. Lo que queremos es encontrar un cojunto de
los vétices de D que cumpla que entre los vétices de dicho
conjunto no haya flechas y que para cualquier otro vértice
que no este en el conjunto salga una flecha hacia el conjun-
to. El hecho de que entre vértices de este conjunto no haya
flechas nos indica que ninguna de la proposiciones de dicho
conjunto se sigue de ninguna, y la otra condición nos indica
que todas la proposiciones que no esten en el cojunto son im-
plicadas por alguna proposición del conjunto. Si lo gramos
encontrar un conjunto así, lo s vértices de este conjunto nos
dan una base de axiomas para el teorema.
Esta digráfica es transitiva (ya que si pi es implicada por p j y
p j es implicada por pk entonces pi es implicada por pk) por
lo tanto siempre vamos a podes encontrar un conjunto con
las caracteristicas que nesecitamos. Este es un resultado que
demostraremos en el capítulo 3.

2.3. Contraejemplos [2]

Sean P = {p1, p2, . . . , pn} un conjunto de proposiciones y
T una teoría (de la forma proposición pi implica proposición
p j).
Queremos ver que esta teoría es completa, o sea, queremos
demostrar que todas las implicaciones representadas por las
flechas de una digráfica D (donde V(D) = P y (pi, p j) ∈
F(D) si) son todas las que son verdaderas, o sea que todas
las flechas de Dc (donde Dc es el complemento de la digráfi-
ca D) son falsas. Para ver ésto de un modo más rápido lo que
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queremos es encontrar el mínimo número de contraejemplos
para probar la completitud de la teoría.
Consideramos la digráfica Dc . Definimos la digráfica D̃ co-
mo sigue:

1. Tomamos un vértice por cada flecha de Dc, los llamamos
{y1, y2, y3, . . .}

2. Ponemos una flecha de yr a ys cuando pasa que si la
implicación yr es verdadera entonces la implicación ys

es verdadera.

Si D̃ tiene un conjunto Ñ que no tenga flechas entre los vér-
tices de Ñ y que aparte para cualquier vértice que no perte-
nesca a los vértices de Ñ exista una flecha hacia uno de Ñ,
entonces el problema se reduce a probar la falsedad de cada
implicación de Ñ.
Para ilustrar mejor esto voy a considerar la siguiente digrá-
fica como D:

P1

P2

P3

P4

D
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Entonces Dc queda de la forma que sigue:

P1

P2

P3

P4

2

3 4

5
1

6

7

8

9

10

D
C

Por lo tanto, la gráfica D̃ nos queda de la siguiente man-
era:

1 2

34 5

6 8
9

107

D
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En este caso Ñ = {3, 4, 5, 7, 10} es un conjunto que cumple
con las condiciones que necesitamos. Por ser Ñ absorbente,
tenemos que si las implicaciones 3, 4, 5, 7 y 10 son falsas,
entonces todas las implicaciones de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 10
son falsas. Como Ñ es independiente, entonces este conjun-
to es mínimo con las propiedades anteriores. Con esto pode-
mos ver que con que demos cinco contraejemplos podemos
demostrar que todas las implicaciones de D son falsas.



Capítulo 3

Núcleos

En este capítulo veremos la definición de unas digráficas
que son muy importantes ya que con base en ellas podemos
resolver muchos problemas de la vida matemática diaria, co-
mo son los ejemplos que ya vimos en al capítulo 2.

Definición 21 Sean D una digráfica y S ⊆ V(D), S , ∅.
Decimos que S es un conjunto independiente si para cuales-
quiera dos puntos u, v ∈ S no existe uv-flecha ni vu-flecha.
En la figura 3.1 podemos ver un ejemplo de un conjunto in-
dependiente.

Definición 22 Sean D una digráfica y S ⊆ V(D), S , ∅.
Decimos que S es absorbente si para cada xε(V(D) − S )
existe xS -flecha.
Veamos la figura 3.1 para ver un ejemplo.

Definición 23 [13] Sean D una digráfica y S ⊆ V(D), S ,
∅. Se dice que S es núcleo de D si S es un conjunto inde-
pendiente y es absorbente.
Un ejemplo de núcleo lo podemos ver en la figura 3.2.

No todas las digráficas tienen núcleo pues se necesitan cum-
plir dos condiciones muy fuertes para que esto suceda. Un

25
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1

2

3

4

5 6

7

8

Figura 3.1: En esta digráfica el conjunto S = (3, 7, 8) es un conjunto absorbente, y el
conjunto S ′ = (4, 5, 7, 8) es un conjunto independiente.

1

2 3

4 5

6

Figura 3.2: En esta digráfica el conjunto S = (2, 6) es un núcleo.

ejemplo de digráficas que no tienen núcleo son los ciclos de
longitud impar. En estas digráficas siempre se va a quedar un
vértice que no pueda ser absorbido por algún vértice de un
subconjunto independiente máximo, o puedemos encontrar
un subconjunto que absorba a todos los vértices que no estén
en dicho subconjunto pero que no pueda ser extendido a un
cojunto independiente. También existen digráficas que con
núcleo como es el caso de los ciclos de longitud par, estas
digráficas tienen núcleo y de hecho no es único.
En la figura 3.3 podemos pueden encontrar un ejemplo de lo
antes mencionado.
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1 2

3

A

B C 4

A B

Figura 3.3: La figura A es un ciclo de longitud impar, por lo cual no tiene núcleo.
La otra figura, la B, es un ciclo de longitud par que tiene dos núcleos, S = (1, 3) y
S ′ = (2, 4).

En lo que sigue de este capítulo veremos algunos teoremas
que sirven para identificar cuando una digráfica tiene núcleo.

Teorema 7 Sea D una digráfica. N ⊆ V(D) es núcleo de
D si y sólo si N es independiente máximo de D y N es ab-
sorbente mínimo de D.

Demostración ⇒) Sea N un núcleo de D, por definición
N es independiente y para cada x ∈ V(D) − N existe xN-
flecha por lo tanto N es independiente máximo.
Por definición de núcleo N es absorbente y como para cada
xεN no existe xN-flecha se tiene que es absorbente mínimo.
⇐) Esto se tiene por definición de núcleo.

Definición 24 Las componentes fuertemente conexas de una
digráfica D son las subdigráficas inducidas de D que son
fuertemente conexas y son máximas por contención. Para
entender más claramente esta definición podemos ver un
ejemplo en la figura 3.4.

Definición 25 La digráfica de condensación de una digráfi-
ca D, D∗, se define de la siguiente forma: V(D∗) = {C ⊆ D|C
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1

2 3

4

5

67

8

Figura 3.4: Esta digráfica tiene dos componentes fuertemente conexas, una esta for-
mana por la digráfica inducida por los vértices 1, 2, 4, 8, y la otra esta formada por la
digráfica inducida por los vertices 3, 5, 6, 7.

es componente fuertemente conexa de D} y (Ci,C j) ∈ F(D∗)
si y solo sí en D existe flecha de Ci a C j. Para ver un ejemplo
veamos la figura 3.6.

Decimos que una componente fuertemente conexa es ter-
minal si en la digráfica de condensación de la digráfica, el
vértice que corresponde a dicha componente conexa tiene
ingrado 1.

Teorema 8 D∗ es acíclica.

Demostración Supongamos por contradicción que D∗ tie-
ne un ciclo C = (X0, X1, . . . , Xn = X0) donde Xi ∈ V(D∗).
La digráfica generada por (X0, X1, . . . , Xn = X0) es fuerte-
mente conexa, ya que forman un ciclo. Si existe (Xi, X j)-
flecha en D∗ esto quiere decir que en D existe una flecha
de Xi a X j para todo i, j ∈ V(D∗), esto nos dice que en D
existe un ciclo que une a todos los vértices, como todo ci-
clo es fuertemente conexo y cada Xi es fuertemente conexa,
entonces D es fuertemente conexa y solo tiene una compo-
nente fuertemente conexa, entonces D∗ solo sería un punto.
Por lo tanto D∗ no puede tener ciclos.
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1

2 3

4 5

6

Figura 3.5: Digráfica.

C1 C2

Figura 3.6: Digráfica de condensación de la digráfica de la figura 3.5, donde C1 es la
componente conexa inducida por los vértices {1, 2, 3} y C2 la componente fuertemente
conexa inducida por {4, 5, 6}.

Definición 26 Sea D una digráfica y f = (u, v) ∈ F(D), f es
simétrica si (v, u) ∈ F(D) (ver figura 3.7).

Definición 27 Sea D una digráfica y f = (u, v) ∈ F(D), f es
asimétrica si (v, u) no es flecha de D (ver figura 3.7).

La parte asimétrica (parte simétrica) de una digráfica D, de-
notada por Asim(D) (S im(D)), es la subdigráfica generadora
de D cuyas flechas son las flechas asimétricas (simétricas) de
D. En la digráfica de la figura 3.8 vemos la parte asimétrica

1

2

3
4

5

6

Figura 3.7: En esta digráfica f = (4, 5) y f ′ = (3, 6) son flecha simétricas, y todas las
demás son asimétricas.
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Figura 3.8: Esta es la digráfica de la parte asimétrica de la digráfica de la figura 3.7.
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Figura 3.9: Esta es la digráfica de la parte simétrica de la digráfica de la figura 3.7.

de la digráfica de la figura 3.7, y en la digráfica de la figura
3.9 podemos ver la parte simétrica de la misma digráfica, la
de la figura 3.7. Una digráfica D es simétrica si cada flecha
de D es simétrica.

Teorema 9 Sea D una digráfica. Si D es simétrica, entonces
cada conjunto de vértices independiente máximo es núcleo
de D.

Demostración Sea N ⊆ V(D) un conjunto independiente
máximo, vamos a demostrar que N es absorbente.
Supongamos por contradicción que N no es absorbente, en-
tonces existe xεV(D) − N tal que no existe xN-flecha, como
D es simétrica tampoco existe Nx-flecha. N ∪ {x} es un con-
junto independiente mayor que N y esto es una contradicción
ya que a N lo tomamos independiente máximo, por lo tanto
N es absorbente.
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Figura 3.10: Esta es una digráfica transitiva.

Definición 28 Sea D una digráfica, diremos que D es transi-
tiva si dadas (u, v), (v,w) ∈ F(D), entonces también (u,w) ∈
F(D). Un ejemplo de una digráfica transitiva lo podemos
ver en la figura 3.10.

Esta definición nos será de utilidad para encontrar otra man-
era de saber cuando una digráfica tiene núcleo.

Observación 1 Cada componente fuertemente conexa de u-
na digráfica transitiva induce en D una subdigráfica com-
pleta simétrica.

Observación 2 Si D es transitiva y fuertemente conexa, en-
tonces cada vértice de D es núcleo.

Teorema 10 Toda digráfica D transitiva tiene núcleo, y to-
dos sus núcleos tienen la misma cardinalidad.

Demostración Sea D una digráfica transitiva y D∗ su di-
gráfica de condensación. Por el Teorema 8 D∗ es acíclica ,
por lo tanto tiene vértices de exgrado cero, por el Teorema
1.
Sea N = {z∗1, z∗2, . . . , z∗n} = {z∗ ∈ V(D∗)|δ+

D∗(z
∗) = 0}. Elegi-

mos un punto zi ∈ V(D) para cada z∗i . Afirmo que Z = {zi|i =

{1, 2, . . .
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, n} es núcleo de D. Es fácil ver que Z es independiente (ya
que en D∗ no hay flechas de z∗i a z∗j, ni de z∗i a z∗ j).
Por demostrar que Z es absorbente. Sea x ∈ V(D) − Z, si
δ+

D(x) = 0, entonces {x} es una componente fuertemente co-
nexa de D que tiene exgrado cero en D∗, por lo tanto x ∈ Z
y esto es una contradicción, por lo tanto δ+

D(x) > 0.
Sea Cx la componente fuertemente conexa que contiene a x
y sea T ∗ = (Cx = Cx0,Cx1, . . . ,Cxn) una trayectoria dirigida
de longitud máxima en D∗ que empieza en Cx. Como D∗ es
acíclica y T ∗ de longitud máxima, entonces δ+

D∗(Cxn) = 0.
Como D es transitiva, entonces D∗ también es transitiva por
lo tanto existe (Cx,Cxn) ∈ F(D∗). Como D es transitiva, Cx

es fuertemente conexa y Cxn también es fuertemente conexa,
entonces para cada a ∈ V(Cx) y b ∈ V(Cxn) (a, b) ∈ F(D),
en particular, (x, zk) ∈ F(D) en donde zk ∈ V(Cxk) para toda
k = 1, . . . , n y zk es el punto elegido de Cxk . Por lo tanto, Z
es un núcleo.
Ahora veremos que todos los núcleos tienen la misma cardi-
nalidad:

1. Si D es fuertemente conexa, entonces D es completa
simétrica y todo núcleo tiene cardinalidad 1.

2. Si D no es fuertemente conexa, cada núcleo de D debe
tener al menos un punto de cada componente terminal
(componente fuertemente conexa de exgrado cero en
D∗) y debe tener a lo más un punto de cada componente
terminal (si tuviera dos ya no sería independiente).
Ya observamos que para cada punto z que no esta en
una componente terminal existe una componente termi-
nal Cn tal que hay flecha en D de z a cada punto de Cx.
Por lo que z no puede estar en un núcleo. Por lo tanto
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la cardinalidas de cada núcleo es el número de vértices
terminales de la digráfica D∗.

Por lo tanto todos los núcleo tienen la misma cardinalidad.
Si aplicamos el proceso de esta demostración a la digráfica
de la figura 3.10, claramente las componentes conexas son
los mismos vertices de la digráfica. En este caso los vertices
de exgrádo cero son el 3 y el 6, los cuales son independientes
y absorben a todos los de mas vértices.

Teorema 11 [13] Toda digráfica sin ciclos dirigidos tiene
un único núcleo.

Demostración Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos, y
sea X0 = {z ∈ V(D)|δ+

D(z) = 0}, entoces X0 , ∅, pues si no
fuera así D tendría un ciclo dirigido, esto pasa por el Teore-
ma 1.
Sea Y0 = {zεV(D)|∃zX0-flecha en D}.
X1 = {zεV(D) − (X0 ∪ Y0)|δ+

D−(X0∪Y0)=D1
(z) = 0}.

Y1 = {z ∈ V(D) − (X0 ∪ Y0)|∃zX1-flecha en D − (X0 ∪ Y0)}.
Y así nos seguimos, si Xi y Yi están definidos, entonces Xi+1 =

{zεV(D) − (
⋃i

j=0 X j
⋃i

j=0 Y j)|δ+
Di+1

(z) = 0} y Yi+1 = {z ∈
V(D) − (

⋃ j
i=0 Xi

⋃ j
i=0 Yi)|∃zXi+1-flecha en Di+1}. Donde te-

nemos que Dn = D −⋃n−1
i=0 Xi

⋃n−1
i=0 Yi

Sea n0 = min{n ∈ N|Xn+1 = ∅}. Sea N =
⋃n0

k=0 Xk. Por
demostrar que N es núcleo de D.

1. Supongamos que N no es independiente, entonces existe
(u, v) ∈ F(D) ó (v, u) ∈ F(D) con u ∈ Xi y v ∈ X j i, j =

0, . . . , n0, sin pérdida de generalidad suponemos que i <
j. No puede existir (u, v) ∈ F(D) ya que δ+

Di
(u) = 0 y i <

j. Entonces existe (v, u) ∈ F(D), esto quiere decir que
v ∈ Yi ∴ v no puede estar en X j. ∴ N es independiente.
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2. N es absorbente ya que cada Xk absorbe a los vértices
de cada Yk para toda k = 0, . . . , n0. No existen vértices
en Yn0+1 ya que si existiera al menos uno esto implicaría
que Xn0+1 , ∅, y esto es una contradicción.

La forma de obtener el núcleo fue única, por lo tanto el nú-
cleo es único.
Esta demostración es vastante clara ya que la fuimos con-
struyendo el núcleo.

3.1. Núcleo imperfecta crítica

Definición 29 [8][14] Una digráfica D es núcleo perfecta si
toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo.

Definición 30 [4] Una digráfica D es núcleo imperfecta crí-
tica si D no tiene núcleo, pero toda subdigráfica inducida
propia sí tiene núcleo.

Lema 1 Si D es una digráfica que no tiene núcleo, entonces
D contiene una subdigráfica inducida que es núcleo imper-
fecta crítica.

Demostración

1. Si D es núcleo imperfecta crítica ya acabamos.

2. Si D no es núcleo imperfecta crítica, entonces existe S 0

una subdigráfica inducida de D que no tiene núcleo. Si
S 0 es núcleo imperfecta crítica ya terminamos, de otro
modo existe S 1 subdigráfica inducida de S 0 que no tie-
ne núcleo. Si S 1 es núcleo imperfecta crítica ya termi-
namos dado que S 1 también es subdigráfica de D; si
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S 1 no es núcleo imperfecta crítica existe S 2 subdigrá-
fica inducida de S 1, así seguimos el proceso. Este pro-
cedimiento es finito ya que la digráfica es finita y to-
da digráfica de a lo más 2 vértices es núcleo perfec-
ta, sea S n la última digráfica del proceso, esto quiere
que S n ya es núcleo imperfecta crítica pues ya no exis-
te S n+1 subdigráfica de S n que no tenga núcleo. Como
S n ⊂ S n−1 ⊂ . . . ⊂ S 0 ⊂ D, entonces S n es una subdi-
gráfica de D que es núcleo imperfecta crítica.

1

2

3

4

5

Figura 3.11: Esta digráfica no tiene núcleo, y tampoco es núcleo imperfecta crítica.
Tomamos S 0 = {3, 4, 5}. D[S 0] no tiene núcleo, pero si es núcleo imperfecta crítica.

Por lo tanto D contiene una subdigráfica inducida que es
núcleo imperfecta crítica.

Teorema 12 Sea D una digráfica. Si D es fuertemente cone-
xa, entonces contiene ciclos dirigidos.

Demostración Como D es fuertemente conexa para cada
u, v ∈ V(D) existen T1 una trayectoria dirigida en D de u
a v y T2 una trayectoria dirigida en D de v a u. T1 ∪ T2 es
un camino dirigido cerrado, y todo camino dirigido cerrado
contiene un ciclo dirigido.
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Teorema 13 Sea D una digráfica. Si D es núcleo imperfecta
crítica, entonces Asim(D) tiene ciclos dirigidos.

Demostración Sabemos que Asim(D) es fuertemente co-
nexa, y por el teorema anterior tenemos que tiene ciclos di-
rigidos.

Teorema 14 Sea D una digráfica, D es núcleo perfecta si
y sólo si la digráfica inducida por cada componente fuerte-
mente conexa de Asim(D) es núcleo perfecta.

Demostración ⇒) Supongamos que D es núcleo perfec-
ta y sea C una componente fuertemente conexa de Asim(D),
entonces D[V(C)] es una subdigráfica inducida de D y como
D es núcleo perfecta se tiene que D[V(C)] es núcleo perfec-
ta.
⇐) Supongamos que para cada componente fuertemente co-
nexa C de Asim(D) se tiene que D[V(C)] es núcleo perfecta.
Vamos a demostrar por reducción al absurdo que D es nú-
cleo perfecta.
Supongamos que D no es núcleo perfecta, entonces D con-
tiene una subdigráfica inducida H, H ⊂ D tal que H es
núcleo imperfecta crítica. Ya demostramos que Asim(H) es
fuertemente conexa, por lo tanto Asim(H) ⊆ C’, C’ compo-
nente fuertemente conexa de D (ya que Asim(H) ⊂ Asim(D)).
Por hipótesis D[V(C’)] es núcleo perfecta, H ⊂ D[V(C’)] y
H es núcleo imperfecta crítica, esto es una contradicción.
Entonces se sigue que D es núcleo perfecta.

Teorema 15 Si D es núcleo imperfecta crítica, entonces GD

(gráfica subyacente a D) no tiene puntos de corte.

Demostración Supongamos por contradicción que D es
núcleo imperfecta crítica y que GD tiene un punto de corte
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x ∈ V(GD) = V(D)). Como GD tiene un vértice de corte,
entonces podemos partir a V(GD) − {x} en dos conjuntos, V1

y V2 tales que no existe arista de V1 a V2 en GD − {x}. Dado
que D es núcleo imperfecta crítica, D[V1] y D[V2] tienen nú-
cleos, N1 y N2 respectivamente. Vamos a ver los siguientes
casos:

1. Si x ∈ N1 ∩ N2, entonces N1 ∪ N2 es un núcleo de D y
esto es una contradicción.

D[V ]1
D[V ]2

N2
N1

X

2. Si x < N1 o x < N2, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que x < N1 pero x ∈ V1:
Como x < N1 existe xN1-flecha en D[V1], y tomando N′2
núcleo de D[V2]−{x}, tenemos que N1∪N′2 es un núcleo
de D.

D[V ]1
D[V ]2

N2
N1

X
Y

D[V ]1
D[V ]2

N2
N1

X

Y

Y
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Por lo tanto GD no tiene puntos de corte.

Observación 3 Si D es núcleo imperfecta crítica, entonces
Asim(D) tiene al menos un ciclo dirigido.

Demostración Como Asim(D) es fuertemente conexa se
tiene que Asim(D) tiene un camino dirigido cerrado gener-
ador, por el Teorema 2.
Asim(D) tiene un ciclo dirigido (todo camino dirigido cerra-
do contiene un ciclo dirigido).
Es decir, toda digráfica núcleo imperfecta crítica contiene al
menos un ciclo dirigido asimétrico.

Teorema 16 Si D es una digráfica tal que cada ciclo dirigi-
do posee al menos una flecha simétrica, entonces D es nú-
cleo perfecta.

Demostración Supongamos por contradicción que D no
es núcleo perfecta, por lo tanto existe H ⊆ D tal que H es nú-
cleo imperfecta crítica. Por la observación anterior, H con-
tiene un ciclo dirigido asimétrico γ y como H es subdigráfica
inducida de D se tiene que γ es un ciclo asimétrico en D.

Teorema 17 Si cada ciclo dirigido impar de D posee al me-
nos dos flechas simétricas, entonces D tiene núcleo.

Demostración Sea C una componente fuertemente cone-
xa de Asim(D), como C no posee ciclos dirigidos impares
entonces C es bipartita y por lo tanto es núcleo perfecta.
Probaremos que D[V(C)] es núcleo perfecta. Sabemos que
C es bipartita, entonces existe una bipartición de V(C) en
dos conjuntos, V1 y V2, tal que toda flecha de C une un vér-
tice de V1 con algún vértice de V2.
Afirmamos que V1,V2 es una bipartición de V(D[V(C)]) que
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hace a D[V(C)] bipartita.
Supongamos que existe una flecha de D[V(C)] con ambos
extremos en V1. Por la elección de V1 y V2 esta flecha debe
ser una flecha simétrica de D; sea f = (u, v) dicha flecha.
Como C es fuertemente conexa y bipartita con bipartición
V1 y V2 se tiene que ∃ uv-trayectoria dirigida T en C con
l(T ) par. Por lo tanto γ = (u, v) ∪ T es un ciclo dirigido im-
par con exactamente una flecha simétrica, lo cual resulta en
una contradicción. (Nótese que T ⊆ C ⊆ Asim(D)).

V1
V2

U

V

Teorema 18 [9] Sea D una digráfica completa, D es nú-
cleo perfecta si y sólo si todo ciclo dirigido tiene un flecha
simétrica.

Demostración ⇒) Supongamos, por contradicción, que
Γ ⊆ Asim(D) es un ciclo dirigido de D que no tiene flechas
simétricas.
Consideremos D′ = D[V(Γ)]. Tenemos que D′ es completa
y por hipótesis D′ tiene un núcleo, que consiste de un único
vértice {v}. Si Γ = (x0 = v, x1, . . . , xn = v) entonces clara-
mente (v, x1) es una flecha simétrica de Γ.
⇐) Supongamos que D no es núcleo perfecta, entonces D
contiene una núcleo imperfecta crítica tal que contiene un
ciclo dirigido en Asim(D).
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V

X1

X2

X3

Xn-1

Definición 31 Dados una digráfica D y un ciclo dirigido im-
par γ = (z0, z1, . . . , z2n, z0) en D, una pseudodiagonal de γ es
una flecha f = (x, y) ∈ F(D)− F(γ) tal que x = zi y = z j con
i , j.

Definición 32 Una diagonal de un ciclo γ = (z0, z1, . . . , z2n,

z0) de una digráfica D es una flecha f = (x, y) ∈ F(D) −
F(γ),x, y ∈ V(γ), y (y, x) < F(γ).

Teorema 19 [10] Si D es una digráfica núcleo imperfecta
crítica x ∈ V(D), (x, y) ∈ F(D) etonces existe un ciclo impar
Cx = (x0 = x, x1 = y, x2, . . . , x2n, x) que no tiene pseudodi-
agonales que terminen en {xi|2 ≤ i ≤ 2n con i par}.
La demostración de este teorema es muy extensa y compli-
cada, así que no la veremos en este trabajo. Solo pondré un
dibujo ilustrando las flechas que no pueden estar.

Teorema 20 [10] Si D es núcleo imperfecta crítica y x ∈
V(D). Existe f = (x, y) ∈ F(D) y un ciclo dirigido impar
C′x = (x0 = x, x1 = y, x2, . . . , x2n, x) que no tiene pseudodi-
agonales que terminan en {x2i+1|1 ≤ 2i + 1 ≤ 2n − 1} ∪ {x}.
Igual que el Teorema anterior, la demostración de este Teo-
rema también es muy compleja y larga, así que tampoco la
veremos aquí. Solo ilustraré un poco esta idea.
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X1 X2

X3

X4

X5

X6

X

Figura 3.12: En esta figura las flechas oscuras son las flechas del ciclo, y las flechas
punteadas son las pseudodiagonales que no tiene.

X1 X2

X3

X4

X5

X6

X

Figura 3.13: En esta figura vemos un ciclo formado por las flechas mas oscuras, y las
flechas punteadas son las pseudodiagonales que no deben de estar.

Teorema 21 [10] Si D es una digráfica tal que cada ciclo
dirigido de longitud impar tiene al menos dos pseudodiag-
onales con puntas consecutivas en el ciclo, entonces D es
núcleo perfecta.

Esto tampoco lo demostraremos aquí ya que es una demostra-
cion muy extensa que ya correspondería a otro trabajo de
tesis.

Teorema 22 (C. Berge). Una gráfica G es perfecta si y sólo
si no contiene como subgráfica inducida, ningún ciclo impar
(C2n+1) ni su complemento (C2n+1), n ≥ 2.

Definición 33 Una orientación por pozos es una orientación
en la cual cada digráfica completa tiene un núcleo.
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Conjetura (C. Berge-P. Duchet). Una gráfica G es perfecta
si y sólo si toda orientación por pozos es núcleo perfecta.

3.2. Cuasi-núcleo

Definición 34 Sea D una digráfica, un conjunto Q ⊆ V(D)
es un cuasi-núcleo de D si Q es independiente y para cada
x ∈ V(D) − Q se cumple al menos alguna de las dos condi-
ciones siguientes:

1. Existe xQ-flecha.

2. Existe xQ-trayectoria dirigida de longitud dos.

Teorema 23 Toda digráfica posee un cuasi-núcleo.

Demostración Este teorema lo demostraremos por induc-
ción sobre |V(D)|.

1o Si V(D)| = 1 entonces este mismo vértice es el cuasi-
núcleo de la digráfica.

2o Supongamos que si D′ es una digráfica con p′ vértices,
p′ < n, entonces D′ tiene cuasi-núcleo.

3o Sea D una digráfica con p = n vértices. Sea x0 ∈ V(D).
Tomamos D′ como sigue:

D′ = D − ({x0} ∪ {z ∈ V(D)|(z, x0) ∈ F(D)})
a) Si D′ = ∅, entonces {x0} es núcleo de D.

X0
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b) Si D′ , ∅, entonces por hipótesis de inducción D′

tiene un cuasi-núcleo distinto del vacío, Q′.
Si Q′ ∪ {x0} es independiente, entonces Q′ ∪ {x0} es

X0

Q’

D’

cuasi-núcleo de D. Si Q′ ∪ {x0} no es independiente
entonces existe x0Q′-flecha y por lo tanto Q′ es un
cuasi-núcleo de D.

X0

Q’

D’
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3.3. (k, l)-núcleo

Definición 35 Sea D una digráfica y x, y ∈ V(D) la distancia
de x a y (dD(x, y)) se define como sigue:

dD(x, y) =



∞ si @ xy-trayectoria dirigida de x a y en
D.
n = min{l(T )|Tes una xy-trayectoria dirigida
de D} Si existe xy-trayectoria dirigida de x a

y en D.
(3.1)

Definición 36 Sea D una digráfica y N ⊆ V(D).

i) El conjunto N es k-independiente si para cualesquiera
x, y ∈ N, dD(x, y) ≥ l y dD(y, x) ≥ l.

ii) Decimos que N es l-absorbente si para cada x ∈ (V(D)−
N), dD(x,N) ≤ k.

iii) N es (k, l)-núcleo si N es k-independiente y l-absorbente.

Definición 37 Un (h − 1, h)-núcleo se llama un h-núcleo.

Definición 38 Una digráfica D se llama h-partita cíclica
(h ≥ 2) si existe una partición de V(D) = V0 +V1 + . . .+Vh−1

tal que si (u, v) es una flecha de D entonces u ∈ Vi, y v ∈ Vi+1

(notación mod h).

Podemos observar que si en la definición 38 h = 2 obten-
emos una digráfica bipartita.

Lema 2 Todo camino dirigido cerrado de longitud . 0 (mod
h), h ≥ 2, contiene un ciclo de longitud . 0 (mod h).

Teorema 24 [9] Sea D una digráfica fuertemente conexa,
D es una digráfica h-partita cíclica si y sólo si existe una
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subdigráfica fuertemente conexa H ⊆ D tal que todo ciclo
de longitud . 0 (mod h) tiene al menos dos flechas en F(D)−
F(H).

Demostración Es claro por la definición 38 que si D es
una digráfica h-partita entonces todo ciclo de D tiene lon-
gitud ≡ 0 (mod h). Cuando D es una digráfica fuertemente
conexa h-partita cíclica, la subdigráfica H = D satisface lo
requerido.
Supongamos que existe una subdigráfica fuertemente cone-
xa H ⊆ D tal que todo ciclo de longitud . 0 (mod h) tiene al
menos dos flechas en F(D) − F(H).
Sea m0 ∈ V(D) y para cada 0 ≤ i ≤ h sea Ni ⊆ V(D) definido
como sigue: Ni = {z ∈ V(D)| existe un m0z- camino dirigido
contenido en H de longitud ≡ i (mod h)}.
(i) Afirmamos que Ni∩N j = ∅ para i , j, j ∈ {0, 1, . . . , h−

1}. Si z ∈ Ni∩N j entonces existe un m0z-camino dirigido
T1 contenido en H, tal que l(T1) ≡ i (mod h) y existe un
m0z-camino dirigido T2 contenido en H con l(T2) ≡ j
(mod h). Ya que H es fuertemente conexa existe un zm0-
camino dirigido T3 contenido en H; T1∪T3 y T2∪T3 son
caminos dirigidos cerrados contenidos en H, entonces
se sigue del Lema 2 y de la hipótesis que l(T1 ∪ T3) ≡
l(T2 ∪ T3) ≡ 0 (mod h) lo cual es imposible.

(ii) Afirmamos que cada Ni es un conjunto independiente de
D.
Sean x, y ∈ Ni y supongamos que (x, y) ∈ A(D). Sean
Tx un m0x-camino dirigido contenido en H, Ty un m0y-
camino dirigido contenido en H tales que l(Tx) ≡ l(Ty) ≡
i (mod h) y T un ym0-camino dirigido contenido en H.
Como Ty ∪ T es un camino dirigido cerrado contenido
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en H y Tx ∪ (x, y) ∪ T es un camino dirigido cerrado
con a lo mas una flecha en A(D) − A(H) se sigue del
Lema 2 y de la hipótesis que l(Tx ∪ T ) ≡ l(Ty ∪ T ) ≡ 0
(mod h) y l(Tx ∪ (x, y) ∪ T ) ≡ 0 (mod h) y entonces
l(Tx ∪ (x, y) ∪ T ) ≡ l(Tx ∪ T ) + 1 ≡ 1 (mod h) lo que es
imposible.

(iii) Toda flecha que empiece en un vértice terminal en Ni

termina en un vértice terminal de Ni+1 (notación mod h)
y V(D) =

⋃h−1
0 Ni. Sea (x, y) una flecha que empieza en

un vértice terminal en Ni se sigue por (ii) que y ∈ N j

para alguna j ∈ {0, 1, . . . .h − 1} − {i}. Sea Tx un m0x-
camino dirigido contenido en H con l(Tx) ≡ i (mod h),
Ty un m0y-camino dirigido contenido en H con l(Ty) ≡ j
(mod h) y T un ym0-camino dirigido contenido en H.
Tenemos Tx ∪ (x, y) ∪ T es un camino dirigido cerrado
con a lo mas una flecha en V(D) − V(H) se sigue por el
Lema 2 y la hipótesis que l(Tx ∪ (x, y)∪ T ) ≡ 0 (mod h)
además tenemos l(Ty ∪ T ) ≡ 0 (mod h) entonces l(Tx) +

1 ≡ l(Ty) (mod h) y j ≡ i + 1 (mod h) y ya que j ∈
{0, . . . , h − 1} se sigue que j = i + 1.

Concluimos por (i), (ii), (iii) y la definición 38 que D es una
h-partita cíclica.

Teorema 25 [9] Sea D una digráfica. Si existe una subdi-
gráfica fuertemente conexa H ⊆ D tal que todo ciclo de lon-
gitud . 0 (mod h) tiene al menos dos flechas en F(D)−F(H)
entonces D tiene un h-núcleo.

Demostración Se sigue del Teorema 24 que si D es una
digráfica h-partita cíclica fuertemente conexa, y si V(D) =

N0 + . . .+ Nh−1 es una h-partición de V(D) que toda Ni es un
h-núcleo de D.
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3.4. Núcleos por trayectorias monocromáticas

Definición 39 Una k-coloración por vértices (por aristas) de
una digráfica D es una asignación de k colores distintos a
V(D) (a A(D)).

Si a una digráfica D la damos una k-coloración decimos que
D esta k-coloreada.
Una coloración por vértices (por aristas) es propia si dos
vertices (aristas) adyacentes tienen distinto color.

Definición 40 Sea D una digráfica m-coloreda, una trayec-
toria dirigida monocromática en una trayectoria dirigida con
el mismo color en todas sus flechas.

Definición 41 Sea D una digráfica m-coloreada por flechas,
N ⊆ V(D) es un núcleo por trayectorias dirigidas monocro-
máticas si cumple que:

1. N es independiente por trayectorias dirigidas monocro-
máticas (para cualesquiera x, y ∈ N no existe una xy-
trayectoria dirigida monocromática en D)

2. N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromá-
ticas (para todo v ∈ V(D)−N existe una vN-trayectoria
dirigida monocromática en D).

Definición 42 Sea D una digráfica m-coloreada. La cerradu-
ra de D, denotada por C(D), se define como sigue:

1. V(C(D)) = V(D)

2. F(C(D)) =
⋃m

i=1{uv de color i si existe uv-trayectoria
dirigida de color i en D}
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Teorema 26 N ⊆ V(D) es un núcleo por trayectorias mono-
cromáticas en D si y sólo sí es un núcleo de C(D).

Demostración

1. N ⊆ V(C(D)) es absorbente en C(D) si y sólo si existe
una xN-trayectoria dirigida monocromática en D (por
definición de cerradura) si y sólo si N es absorbente por
trayectorias dirigidas monocromáticas en D.

2. N ⊆ V(C(D)) no es independiente en C(D) si y sólo
si existen n1, n2 ∈ N tal que existe una n1n2-flecha en
C(D) si y sólo si existe una n1n2-trayectoria dirigida mo-
nocromática en D si sólo si N no es independiente por
trayectorias dirigidas monocromáticas en D.

Definición 43 Una orientación de una gráfica completa se
llama torneo.

Teorema 27 [12] Sea T un torneo m-coloreado que no con-
tiene C3 (ciclo dirigido de longitud 3 con sus tres flechas
de distintos colores) ni T3 (torneo transitivo de longitud 3
con las flechas de tres distintos colores). Entonces existe un
vértice v de T tal que para todo vértice x de T existe un
trayectoria dirigida monocromático de x a v.

Demostración Probaremos esto por inducción sobre el
orden de T , n.

1o Para los casos n = 1 y n = 2 es claro.
En el caso en que n = 1 el Teorema se cumple ya que el
torneo consta de tan sólo un vértice x, y este es el vértice
que buscamos.
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Cuando n = 2 tenemos dos vértices, x1 y x2, como lo
que tenemos es un torneo, entonces (x1, x2) ∈ F(T ) ó
(x2, x1) ∈ F(T ), en el primer caso x2 sería el vértice que
buscamos; en el segundo caso el vértice sería x1.

X1 X1X2 X2

Caso 1 Caso 2

2o Supongamos que el resultado se cumple para todo tor-
neo m-coloreado T de orden menor que n, donde n > 2.

3o Desmostraremos que el teorema se cumple para n.
Por hipótesis de inducción tenemos que para cada vér-
tice v de T existe un vértice de T , lo llamaremos f(v), tal
que para todo x de T − {v} existe una trayectoria dirigi-
da monocromática de x a f(v). Definimos f : V(D) →
V(D). Si f(u) = f(v), u , v, o si para alguna v existe una
trayectoria dirigida monocromática de v a f(v), entonces
para cada vértice x de T existe una trayectoria dirigida
monocromática de x a f(v), y obtenemos el resultado.
Así que suponemos que f es biyectiva y no hay trayecto-
ria dirigida monocromática de v a f(v). Por lo visto y sin
pérdida de generalidad, f(vi) = vi+1, los vértices de T se
pueden separar en ciclos (v1, v2, . . . , vn1), (vn1+1, . . . , vn2),
donde f(v1) = v2, . . . , f(vn1) = v1, f(vn1+1) = vn1+2, . . . ,

f(vn2) = vn1+1.
Si existen más de un ciclo , entonces por hipótesis de in-
ducción existe un vértice v en el subconjunto {v1, v2, . . . ,

vn1} tal que para todo vértice x en dicho subconjunto
existe una trayectoria dirigida monocromática de x a v.
Esto contradice la hipótesis, ya que v = f(w) = w + 1
para alguna w ∈ {v1, v2, . . . , vn1}.
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Concluimos que sólo existe un ciclo (v1, v2, . . . , vn). Co-
mo no hay trayectoria dirigida monocromática de vi a
vi+1, entonces existen las flechas (v2, v1), (v3, v2), . . . ,
(v1, vn). Coloreadas con colores a1, a2, . . . , an, respecti-
vamente. Si a1 = a2 = . . . = an−1, entonces vn puede
llegar a v1 por una trayectoria dirigida monocromática
vnvn−1 . . . v2v1 con color a1. Esto contradice la hipótesis.
Por lo tanto a1, a2, . . . , an−1 no pueden ser todos iguales.
Deben de existir as−1 y as con as−1 , as. Sin pérdida de
generalidad, suponemos que as−1 = 1 y as = 2. Existe
una trayectoria dirigida monocromática de vs−1 a vs+1,
con color b. Claramente b , 1 y b , 2, ya que si b = 1
existiría una trayectoria dirigida monocromática de col-
or 1 de vs a vs+1, y si b = 2 existiría una trayectoria
dirigida monocromática de color 2 de vs−1 a vs. Supong-
amos que b = 3. Sea u1, u2, . . . , ut la trayectoria dirigi-
da monocromática mas corta de vs−1 a vs+1 de color 3,
u1 = vs−1 y ut = vs+1.

Vs

U1 U2 U3 Ut

1 2

3

Consideremos el color de la flecha entre vs y ui, para
1 < i < t. No puede ser de color 3 ya que si dicha flecha
fuera de color 3 y fuera de vs a ui, entonces existiría una
trayectoria dirigida monocromática de vs a vs+1 de color
3; en el caso en que la flecha fuera de ui a vs existiría
una trayectoria monocromática de vs−1 a vs de color 3.
Existen flechas en {vs, ui} y {vs, ui+1} con distintos col-
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ores entre ellos, esto pasa ya que (vs, u1) y (ut, vs) tienen
distinto color. Entonces vsuiui+1 es un triángulo con sus
tres flechas de distinto color, el cual es un T3 ó un C3.
Esto es una contradicción a las hipótesis del Teorema.



Capítulo 4

Seminúcleos de una digráfica.

En este capítulo veremos unas definiciones que nos sirven
para encontrar condicciones adicionales para la existencia de
núcleos en una digrádica.

Definición 44 [14] Sea D una digráfica. Diremos que S ⊆
V(D) es un seminúcleo de D si S es independiente y siem-
pre que exista S x-flecha en D se cumple que también existe
xS -flecha en D, claramente x ∈ V(D) − S ya que S es inde-
pendiente.
Podemos ver un ejemplo de seminúcleo en la figura 4.1.

1 2 3

4

567

8

Figura 4.1: En esta digráfica el conjunto S = {1, 2, 3, 4} es un seminúcleo.

Definición 45 Si D1 y D2 son digráficas, el productoD1×D2

se define por V(D1 × D2) = V(D1) × V(D2), F(D1 × D2) =

52
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{((v1, v2), (v′1, v
′
2))|(v1, v′1) ∈ F(D1) y (v2, v′2) ∈ F(D2)}.

V1 V2

V’1 V’2

Definición 46 [14] Diremos que D es una R-digráfica, si to-
da subdigráfica inducida de D posee un seminúcleo no tri-
vial (es decir, no vacío).

Teorema 28 [14] Todo seminúcleo está incluido en un se-
minúcleo máximo.

Demostración Si la digráfica es finitas, el resultado es in-
mediato.

Lema 3 El conjunto de seminúcleos de D, ordenado por in-
clusión, tiene cota superior.

Demostración Sea C una cadena de seminúcleos de D, es
decir, una colección de seminúcleos tal que si S 1, S 2 ∈ C, se
tiene S 1 ⊆ S 2 ó S 2 ⊆ S 1. Pongamos U =

⋃
S∈C S .

a) U es independiente, pues si existiera una flecha f =

(v1, v2) con sus dos extremos en U, se tendría v1 ∈ S 1 ∈
C para algún S 1 y v2 ∈ S 2 ∈ C para algún S 2. Luego
v1, v2 ∈ máx(S 1, S 2) ∈ C lo que es imposible.

b) Si f es una flecha que va de U a x, existen s y S tales que
f = (s, x) y s ∈ S ∈ C. como S es seminúcleo, existe
una flecha f ′ que va de x a S y por consiguiente a U.
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Lema 4 [14] Sea S un seminúcleo de D, B = {v ∈ V(D)−S |
no existe flecha de v a S } y S ′ un seminúcleo de la subdigrá-
fica B de D inducida por B. Entonces S∪S ′ es un seminúcleo
de D.

Demostración Sea f una flecha de u a v, consideremos
los siguientes casos

i) u ∈ S , v ∈ S .

ii) u ∈ S ′, v ∈ S ′.

iii) u ∈ S ′, v ∈ S .

iv) u ∈ S , v ∈ S ′.

Los casos i) e ii) no pueden cumplirse por ser S y S ′ inde-
pendientes (pues son seminúcleos). El caso iii) es imposible
ya que S ′ ⊆ B. Finalmente, si iv) se cumpliera, existiría otra
flecha de S ′ a S , por ser S seminúcleo, la cual satisfacería
iii). Luego S ∪ S ′ es independiente.
Pongamos A = V − (S ∪ B). Sea f una flecha de S ∪ S ′

a x. Si x ∈ A, obviamente existe una flecha de x a S y por
consiguiente, a S ∪ S ′. Si x < A, f necesariamente sale de

S

B
V

S’

A
X

S ′ y llega a B − S ′ y, por ser S ′ seminúcleo de B, existe f ′

de x a S ′ y , por consiguiente, a S ∪ S ′.
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Teorema 29 [14] Toda R-digráfica posee al menos un nú-
cleo.

Demostración Sea D una R-digráfica, S un seminúcleo
máximo de D, y B = {v ∈ V − S | no existe flecha de v a S }.
B = ∅ pues si B , ∅, existiría un seminúcleo S ′ , 0 de la
subdigráfica B de D inducida por B. S ∪ S ′ seria un seminú-
cleo de D por el Lema 4 y contendría propiamente a S , pero
esto seria una contradicción pues S era máximo.

Teorema 30 [14] Si D es una digráfica que no tiene ciclos
dirigidos impares, entonces D contiene un seminúcleo no
vacío.

Demostración Definamos en D las relaciones ∼ y . po-
niendo:

a) v′ . v si y solo si existe en D un camino de v a v′.

b) v ∼ v′ si y solo si v . v′ y v′ . v.

Es fácil ver que . es un preorden (relación binaria transitiva
y reflexiva) y ∼ es una equivalencia.
Sea m0 ∈ V un elemento mínimo con respecto a . (es decir,
tal que m . m0) y M = {m ∈ V |m ∼ m0}. Si se toman
S = {m ∈ M| existe un camino de longitud par de m0 a m} e
I = {m ∈ M| existe un camino de longitud impar de m0 a m}
se tiene:

i) m0 ∈ S .

ii) S ∩ I = ∅ pues si existiera s ∈ S ∩ I, habría un camino
de m0 a s de longitud par y otro de longitud impar y
además otro de s a m0 por ser m0 ∼ s. Luego existiría en
D un camino cerrado de longitud impar y, por lo tanto,
un ciclo impar, en contra de la hipótesis.
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Es fácil ver que todas las flechas de D que salen de elementos
de S llegan a I y que de cada vértice de I sale alguna flecha
hacia S . De aquí se sigue sin más que S es un seminúcleo de
D.

Corolario 1 (Teorema de Richardson)[14]. Si D es finita y
no posee ciclos impares, entonces D es R-digráfica y, por
consiguiente, posee un núcleo.

Se demuestra que toda digráfica bipartita contiene un núcleo.
Damos aquí una demostración simple de que las digráficas
bipartitas son R-digráficas. Como toda subdigráfica de una
digráfica bipartita es bipartita, basta probar que cada digrá-
fica bipartita contiene al menos un seminúcleo no vacío. La
demostración es como sigue:
Demostración Si existe algún vértice v del cual no salen
flechas, {v} es un seminúcleo. Si no es ese el caso, sea (V1,V2)
una descomposición de V en conjuntos independientes aje-
nos. V1 y V2 son, claramente, núcleos de D.
Sean N1 y N2 núcleos de D1 y D2 respectivamente. Pong-
amos N′1 = V(D1) − N1 y N′2 = V(D2) − N2. Se tiene:
S = N1xN2 es seminúcleo de D1xD2. Usando la notación del
Lema 4, B = (N1xN′2)∪ (N′1xN2). Ahora bien, como N1xN′2 y
N′1xN2 son independientes, B es bipartita y por consiguiente
contiene un núcleo N. Es inmediato que S ∪ N es un núcleo
de D1xD2.

Teorema 31 Si D es una digráfica núcleo imperfecta crítica,
entonces D no tiene seminúcleo no vacío.

Demostración Supongamos por contradicción que D es
núcleo imperfecta crítica y que D contiene un seminúcleo
no vacío S .
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S D’

N’

X

Figura 4.2: Esta gráfica es un bosquejo de la demostracion del Teorema 15. En esta
gráfica x ∈ V(D − S − D′).

Sea BS = {z ∈ V(D) − S |@zS -flecha en D}.
BS no puede ser igual al vacío porque si lo fuera S sería nú-
cleo, por lo tanto BS , ∅. Sea D′ = D[BS ]. D′ es subdigrá-
fica inducida propia de D pues S , ∅. Por lo tanto D′ posee
un núcleo N′. No existen flechas entre S y N′. No puede ex-
istir N′S -flecha ya que los vértices de N′ son vértices de D′.
Si existiera una S N′-flecha por definición de seminúcleo ex-
istiría una N′S -flecha y esto no puede ser. Por lo tanto S ∪N′

es independiente.
Sea x ∈ V(D) − S ∪ N′). Si x ∈ D′ entoces existe una xN′-
flecha. Si x < D′ entonces existe una xS -flecha. Por lo tanto
S ∪ N′ es un núcleo de D, y esto es una contradicción.
Por lo tanto D no tiene seminúcleo no vacío.
De este teorema obtenemos algunas consecuencias.

Consecuencia 1 Si D es núcleo imperfecta crítica, entonces
D no tiene vértices de exgrado cero (es decir, δ+

D(z) ≥ 1 para
toda z ∈ V(D)).

Consecuencia 2 Si D es núcleo imperfecta crítica, entonces
D tiene al menos un ciclo dirigido impar.
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Teorema 32 Sea D una digráfica. Si D es núcleo imperfecta
crítica, entonces Asim(D) es fuertemente conexa (de hecho,
todo D lo es).

Demostración Supongo que Asim(D) no es fuertemente
conexa, entonces existe una partición de V(D) en dos con-
juntos V1,V2 tales que no hay V1V2-flecha en Asim(D) (es
decir, toda V1V2-flecha en D es simétrica, esto por el Teore-
ma 6).
Como D es núcleo imperfecta crítica se tiene que D[V1] tie-
ne núcleo N1. Como N1 es seminúcleo de D[V1] entonces
es independiente. Si existe una xy-flecha con x ∈ N1 ⊆ V1 y
y ∈ V2, dicha flecha es simétrica, por lo que señalamos antes.
Por lo tanto N1 es un seminúcleo de D distinto del vacío y
esto contradice el Teorema 31.
Por lo tanto Asim(D) es fuertemente conexa.



Capítulo 5

Sobre caminos monocromáticos
y 4-ciclos monocromáticos en
torneos bipartitos con flechas
coloreadas.

Para demostrar el teorema principal de este capítulo nece-
sitaremos de otros resultados.

Lema 5 Sea D = (V1,V2) un torneo bipartito, y sea C =

(u0, u1, . . . , un) un camino dirigido en D. Para {i, j} ⊆ {0, 1, 2,
. . . , n}, (ui, u j) ∈ F(D) o (u j, ui) ∈ F(D) si y sólo si j − i ≡ 1
(mod 2)

Demostración Sin pérdida de generalidad podemos supon-
er que u0 ∈ V1, entonces claramente tenemos ui ∈ V1 si y
sólo si i ≡ 0 (mod 2) . . . (1) .
u j ∈ V2 si y sólo si j ≡ 1 (mod 2) . . . (2), por (1) y (2) j−i ≡ 1
(mod 2) si y sólo si ui ∈ V1 y u j ∈ V2 ⇔ (ui, u j) ∈ A(D) o
(u j, ui) ∈ A(D).

Lema 6 Para un torneo bipartito D = (V1,V2), todo camino
dirigido cerrado de longitud a lo más 6 en D es un ciclo
dirigido de D.

59
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Demostración Sea C un camino dirigido cerrado con l(C)
≤ 6 (donde l(C) representa la longitud de C). Por demostrar
que C es un ciclo dirigido. Ya que D es bipartita l(C) es
par (ya que todo camino dirigido cerrado impar contiene un
ciclo dirigido impar); l(C) = 2 es imposible ya que un tor-
neo bipartito es una digráfica asimétrica. Supongamos que
l(C) = 4, y sea C = (u0, u1, u2, u3, u0), podemos asumir sin
pérdida de generalidad que ui ∈ V1, para i ∈ {0, 2} y u j ∈ V2

para j ∈ {1, 3} esto implica que ui , u j. Ya que (u1, u2) ∈
A(D) y (u2, u3) ∈ A(D) tenemos que u1 , u3 (pues es una
digráfica asimétrica) y análogamente u0 , u2; entonces C
es un ciclo dirigido. Finalmente supongamos l(C) = 6 y sea
C = (u0, u1, u2, u3, u4, u5, u0). podemos asumir sin pérdida
de generalidad que ui ∈ V1 para i ∈ {0, 2, 4} y u j ∈ V2 para
j ∈ {1, 3, 5}, entonces tenemos que ui , u j.
Ya que {(ui, ui+1), (ui+1, ui+2)} ∈ A(D) para i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}
(notación (mod 6)) y D es asimétrica tenemos ui , ui+2 para
i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Lema 7 Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal que todo
ciclo dirigido de longitud 4 es monocromático y u, v ∈ V(D).
Si existe un uv-camino dirigido monocromático y no existe
vu-camino dirigido monocromatico (en D), entonces al me-
nos una de las siguientes condiciones se cumple:

1. (u, v) ∈ A(D).

2. Existe (en D) un uv-camino dirigido de longitud 2.

Demostración Sean D, u, v ∈ A(D) como en las hipótesis.
Procederemos por inducción sobre la longitud l de un uv−
camino dirigido monocromático.



CAMINOS Y 4-CICLOS MONOCROMÁTICOS EN TORNEOS BIPARTITOS 61

1o Claramente el lema 7 se cumple cuando existe un uv-
camino dirigido monocromático de longitud a lo más 2.

2o Supongamos que el lema 7 se cumple cuando existe un
uv-camino dirigido monocromático de longitud l con
2 ≤ l ≤ n.

3o Ahora supongamos que existe un uv-camino dirigido
monocromático T = (u = u0, u1, . . . , un+1 = v) con
l(T ) = n + 1; podemos asuponer sin pérdida de gen-
eralidad que T es de color uno.

Afirmación 1 Si (ui, v) ∈ A(D) para alguna i ∈ {0, 1, 2,
. . . , n− 2}, entonces (u, v) ∈ A(D) o existe un uv-camino
dirigido de longitud 2.

Supongamos que (ui, v) ∈ A(D) para alguna i ∈ {0, 1, . . . ,
n− 2} y sea i0 = mı́n{i ∈ {0, 1, . . . , n− 2}|(ui, v) ∈ A(D)}.
Si i0 = 0, entonces (u, v) ∈ A(D) y si i0 = 1 entonces
(u, u1, v) es un uv-camino dirigido de longitud 2, pode-
mos suponer que i0 = {2, 3, . . . , n − 2}.
Ya que i0 ≡ i0 − 2 (mod 2) y i0 . n + 1 (mod 2) (ya que
(ui0, v) ∈ A(D)), tenemos que i0 − 2 . n + 1 (mod 2) y se
sigue por el Lema 5 que (ui0−2, v) ∈ A(D) o (v, ui0−2) ∈
A(D). La elección de i0 implica que (v, ui0−2) ∈ A(D)
y tenemos C4 = (ui0−2, ui0−1, ui0, v, ui0−2) un ciclo dirigi-
do de longitud 4, que por hipótesis es monocromático.
(ui0−1, ui0) es de color 1 (ya que es una flecha de T ),

U0 U1 Ui -20 Ui0Ui -10 Un-2 Un+1

por lo tanto C4 es de color 1. Entonces tenemos que
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T ′ = (u, T, ui0)∪ (ui0, v) es un uv-camino dirigido mono-
cromático con l(T ′)
< n + 1; y por hipótesis de inducción se cumple el Lema
7.
Ahora se sige por el Lema 5 que para cada i ∈ {0, 1, . . . ,
n−2} (ui, ui+3) ∈ A(D) ó (ui+3, ui) ∈ A(D) (ya que i . i+3
(mod 2)).
Analizaremos dos posibles casos.

a) Existe i ∈ {0, 1, . . . , n − 2} tal que (ui, ui+3) ∈ A(D).
Sea j0 = máx{ j ∈ {i + 3, i + 4, . . . , n + 1}|(ui, u j) ∈
A(D)}. (Notemos que el Lema 5 implica que i . j0
(mod2)).

a.1) j0 = n + 1.
En este caso el resultado se sigue de la afirmación 1.

a.2) j0 = n e i = 0.
Tenemos (u0 = ui, u j0 = un, un+1) es un uv-camino
dirigido de longitud 2.

a.3) j0 = n e i > 1.
Ya que i . j0 (mod2), tenemos que i − 1 . j0 + 1 =

n + 1 (mod2) y se sigue del Lema 5 que (ui−1, un+1 =

v) ∈ A(D) ó (v, ui−1). Si (ui−1, v) ∈ A(D) el Lema 7
se cumple, se sigue de la afirmación 1. Si (v, ui−1) ∈
A(D) obtenemos C4 = (ui−1, ui, u j0 = un, v, ui−1) un
ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipótesis es
monocromático, de hecho C4 es de color 1 (ya que
(ui−1, ui) ∈ A(T )∩A(C4)) y entonces T ′ = (u,T, ui)∪
(ui, u j0 = un, un+1 = v) es un uv-camino dirigido mo-
nocromático con l(T ′) ≤ n. Se sigue de la hipóte-
sis de inducción que (u.v) ∈ A(D) ó existe un uv-
camino dirigido de longitud 2.
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U0 UiUi-1 Uj0 Uj +10

a.4) j0 ≤ n − 1 e i . j0 + 2 (mod 2).
Se sigue del Lema 5 que (ui, u j0+2) ∈ A(D) ó
(u j0+2, ui) ∈ A(D), por la elección de j0 tenemos que
(u j0+2, ui) ∈ A(D). Por lo tanto C4 = (ui, u j0, u j0+1,

u j0+2, ui) es un ciclo dirigido de longitud 4, que por
hipótesis es monocromático y es de color 1 (ya que
(u j0, u j0+1) ∈ A(T ) ∩ A(C4)), en particular (ui, u j0)
es de color 1 y entonces T ′ = (u, T, ui) ∪ (ui, u j0) ∪
(u j0, T, v) es un uv-camino dirigido monocromático
con l(T ′) ≤ n y por las hipótesis de inducción se
cumple el Lema 7.

U0 Ui Uj0 Uj +10 Uj +20 Un-1 Un Un+1

b) Para cualquier i ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, (ui+3, ui) ∈ A(D).
Ci

4 = (ui, ui+1, ui+2, ui+3.ui) es un ciclo dirigido de
longitud 4 y por hipótesis de inducción es mono-
cromático, Ci

4 es de color 1 pues (ui, ui+1 ∈ A(T ) ∩
A(Ci

4)), para cualquier i ∈ {0, 1, . . . , n − 2}
Sea k ∈ {1, 2, 3} � k ≡ n + 1 (mod 3), entonces
(v = un+1, un−2, un−5, . . . , uk)∪ (uk, T, u3)∪ (u3, u0) es
un vu-camino dirigido monocromático. Esto es una

U0 Ui Un-1 Un Un+1U1 U2 Ui+1 Ui+2 Ui+3 Un-2

contradicción a la hipótesis, por lo tanto este caso es
imposible.
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Teorema 33 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si to-
do ciclo dirigido de longitud 4 en D es monocromático, en-
tonces C(D) (la cerradura de D) es núcleo perfecta.

Demostración Durante esta demostración usaremos el Le-
ma 6 con más explicación.
Por el Teorema 29 es suficiente probar que cada ciclo dirigi-
do de C(D) tiene una flecha simétrica.
Vamos a proceder por contradicción. Supongamos que exis-
te un ciclo dirigido de C, C = (u0, u1, . . . , un, u0), con C ⊆
C(D).

Afirmación 2 Para cada i ∈ {0, 1, . . . , n}, (ui, ui+1) ∈ A(D) ó
existe un uiui+1-camino dirigido de longitud 2 (modn + 1).

Sea i ∈ {0, 1, . . . , n}. Ya que (ui, ui+1) ∈ A(C(D)) tenemos que
existe un uiui+1-camino dirigido monocromático en D, ya
que C no tiene tiene flechas simétricas, entonces no existe un
ui+1ui-camino dirigido monocromático en D, la afirmación 2
se sigue del Lema 7.
Vamos a considerar 2 posibles casos:

a) n = 2.
Ya que D no tiene ciclos dirigidos impares (puesto que
D es bipartita), tenemos que para alguna i ∈ {0, 1, 2},
(ui, ui+1) < A(D) (mod 3), sin pérdida de generalidad
asumimos que (u0, u1) < A(D), entonces se sigue por
la afirmación 2 que existe un u0u1-camino dirigido de
longitud 2 en D, (u0, v0, u1).

a.1) {(u1, u2), (u2, u0)} ⊆ A(D).
En este caso (u0, v0, u1, u2, u0) es un ciclo dirigido de
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longitud 4 en D, por hipótesis es monocromático; en-
tonces (u1, u2, u0) es un u1u0-camino dirigido monocro-
mático en D y por lo tanto (u0, u1) es una flecha simétri-
ca de C en C(D).

U0 U1

U2

V0

a.2) {(u1, u2), (u2, u0)} * A(D).

Afirmación 3 Vamos a suponer que {(u1, u2), (u2, u0)} ∩
A(D) = ∅

U0 U1

U2

V0

V1

Si (u1, u2) < A(D), entonces (u2, u0) < A(D), ya que
(u1, u2) < A(D) se sigue de la afirmación 2 que existe un
u1u2-camino dirigido de longitud 2, (u1, v1, u2), cuando
(u2, u0) ∈ A(D) obtenemos (u0, v0, u1, v1, u2, u0) un ciclo
dirigido de longitud 5 contenido en D, lo cual es imposi-
ble. Análogamente si (u2, u0) < A(D) entonces (u1, u2) <
A(D). Se sigue de la afirmación 2 que existe un u1u2-
camino dirigido de longitud 2 en D, (u1, v1, u2) y un
u2u0-camino dirigido de longitud 2 en D,(u2, v2, u0). Por
lo tanto (u0, v0, u1, v1, u2, v2, u0) es un ciclo dirigido de
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longitud 6 en D, y se sigue del Lema 5 que (u0, v1) ∈
A(D) ó (v1, u0) ∈ A(D). Cuando (u0, v1) ∈ A(D) obten-
emos (u0, v1, u2, v2, u0) que es un ciclo dirigido de lon-
gitud 4 en D y por hipótesis es monocromático, en par-
ticular (u0, v1, u2) es un camino dirigido monocromático
en D lo cual implica que (u2, u0) es una flecha simétri-
ca de C en C(D), lo que es una contradicción. Cuando
(v1, u0) ∈ A(D) tenemos (u0, v0, u1, v1, u0) es un ciclo di-
rigido de longitud 4 en D y por hipótesis es monocromá-
tico, por lo tanto (u1, v1, u0) es un u1u0-camino dirigido
monocromático en D y entonces (u0, u1) es una flecha
simétrica de C en C(D), esto también es una contradic-
ción.

U0 U1

U2

V0

V1V2

b) n ≥ 3.
En lo que sigue, la notación es tomada (mod n + 1).
Por la afirmación 2, para cada i ∈ {0, 1, . . . , n} podemos
tomar un uiui+1-camino dirigido como sigue:

Ti =



(ui, ui+1) cuando (ui, ui+1) ∈ A(D) y
uiui+1-camino dirigido de longitud 2 cuando
(ui, ui+1) < A(D)

(5.1)
Sea C′ =

⋃n
i=1 Ti. Entonces C′ es un paseo dirigido ce-

rrado en D, sea C′ = (z0, z1, . . . , zk, z0), definimos la fun-
ción ϕ : {0, 1, . . . , k} → V(C) como sigue: para cada
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i ∈ {0, 1, . . . , n} si Ti = (ui = zi0, zi0+1 = ui+1) entonces
ϕ(i0) = zi0 = ui, y si Ti = (ui = zi0, zi0+1, zi0+2 = ui+1)
entonces ϕ(i0) = ϕ(i0 + 1) = zi0 = ui.
Diremos que un índice j ∈ {0, 1, . . . , k} es un índice

Z0

Z1

Zi

Zi+1

Zi+2

U0

U1

Ui

Ui+1

principal cuando ϕ( j) = z j; y denotaremos por Ip al
conjunto de índices principales. Notemos que en C′ los
indices son todos diferentes y también notemos que un
vértice u j puede corresponder a un índice principal l y
también a un índice no principal p.
Supongamos sin pérdida de generalidad que u0 = z0.
Ya que D es un torneo bipartito tenemos que k ≡ 1
(mod 2) y por el Lema 5, para cada i ∈ {1, . . . , k−3

2 }
(z0, z2i+1) ∈ A(D) ó (z2i+1, z0) ∈ A(D). Consideramos
los siguientes casos:

b.1) (z3, z0) ∈ A(D).
En este caso tenemos (z0, z1, z2, z3, z0) es un ciclo dirigi-
do de longitud 4 y por hipótesis es monocromático. La
definición de C′ implica que z1 = u1 ó z2 = u1. Si z1 = u1

entonces (u1 = z1, z2, z3, z0 = u0) es un u1u0-camino di-
rigido monocromático en D lo que implica que (u0, u1)
es una flecha simétrica de C en C(D), esto es una con-
tradicción a lo supuesto en C. Entonces z1 , u1, por
consecuencia z2 = u1 y entonces (u1 = z2, z3, z0 = u0)
es un camino dirigido monocromático en D, por lo tanto
(u0, u1) es una flecha simétrica de C en C(D), lo que es
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una contradicción.

Zk

Z1

Z2

Z3

Z4
Z0

b.2) (z0, zk−2) ∈ A(D).
Lo supuesto en el subcaso b.2) implica que (z0, zk−2, zk−1,

zk, z0) es un ciclo dirigido de longitud 4 que por hi-
pótesis es monocromático. La construcción de C′ im-
plica que zk = un ó zk−1 = un. Cuando zk = un te-
nemos que (u0 = z0, zk−2, zk−1, zk = un) es un u0un-
camino dirigido monocromático en D lo cual implica
que (un, u0) es una flecha simétrica de C en C(D) lo cual
es una contradicción a nuestras suposiciones. Tenemos
que zk , un, entonces zk−1 = un; ahora tenemos que
(u0 = z0, zk−2, zk−1 = un) es un u0un-camino dirigido
monocromático en D lo que implica que (un, u0) es una
flecha simétrica de C en C(D), lo que también es una
contradicción.

Zk

Z1

Zk-1

Zk-2

Zk-3

Z0

b.3) (z0, z3) ∈ A(D) y (zk−2, z0) ∈ A(D).
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Ya que {(z0, z1), (z0, z3), (zk−2, z0)} ⊆ A(D) tenemos que
k − 2 ≥ 5 y existe j ∈ {1, . . . , k−5

2 } tal que (z0, z2 j+1) ∈
A(D) y (z2 j+3, z0) ∈ A(D). Sea i0 = mı́n{ j ∈ {1, . . . , k−5

2 }|
{(z0, z2 j+1), (z2 j+3, z0)} ⊆ A(D)}. Sea C̃ = (z0, z2i0+1, z2i0+2,

z2i0+3, z0) es un ciclo dirigido de longitud 4 en D el cual
por hipótesis es monocromático. Ahora vamos a consid-
erar 2 posibles casos:

Zk

Z1

Zk-1

Zk-2

Zk-3

Z0

Z2
Z3

Z4

b.3.1) 2i0 + 1 ∈ Ip.
En este caso z2i0+1 = u j para alguna j ∈ {2, . . . , n −
2} ( con 3 ≤ 2i0 + 1 ≤ k − 4). Por la construcción
de C′ tenemos que z2i0+2 = u j+1 ó z2i0+3 = u j+1. Si
z2i0+2 = u j+1, entonces (u j+1 = z2i0+2, z2i0+3, z0, z2i0+1 =

u j) es un u j+1u j-camino dirigido monocromático en D
lo cual implica que (u j, u j+1) es una flecha simétrica de
C en C(D) contradiciendo nuestras suposiciones. En-
tonces z2i0+2 , u j+1 y consecuentemente z2i0+3 = u j+1,
por lo tanto (u j+1 = z2i0+3, z0, z2i0+1 = u j) es un u j+1u j-
camino dirigido monocromático en D, lo que implica
que (u j, u j+1) es una flecha simétrica de C en C(D), y
esto también es una contradicción.

b.3.2) 2i0 + 1 < Ip

Por construcción de C′ tenemos que {2i0, 2i0 + 2} ⊆ Ip
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Z2i +30

Z2i +20

Z2i +10

Uj
Uj+1

Z0

Z0Z0

Z2i +10

Z2i +20

Z2i +30

Uj
Uj+1

es decir que z2i0 = u j−1 y z2i0+2 = u j para alguna j ∈
{2, . . . , n−1}. El Lema 5 implica que (z2i0, z2i0+3) ∈ A(D)
ó (z2i0+3, z2i0) ∈ A(D). Cuando (z2i0+3, z2i0) ∈ A(D) obten-
emos (z2i0, z2i0+1, z2i0+2, z2i0+3, z2i0) es un ciclo dirigido de
longitud 4 y por hipótesis es monocromático; por lo tan-
to (u j = z2i0+2, z2i0+3, z2i0 = u j−1) es un u j−1u j-camino
dirigido monocromático y por lo tanto (u j−1, u j) es una
flecha simétrica de C en C(D), lo cual es una contradic-
ción. Entonces tenemos que (z2i0, z2i0+3) ∈ A(D), la elec-
ción de i0 implica que (z0, z2i0−1) ∈ A(D) (ya que si
(z2i0−1, z0) ∈ A(D) el hecho de que (z0, z1) ∈ A(D) im-
plica que existe j ≤ i0 − 2 tal que (z0, z2 j+1) ∈ A(D) y
(z2 j+3, z0) ∈ A(D) y esto es una contradicción a la elec-
ción de i0), por lo tanto C′′ = (z0, z2i0−1, z2i0, z2i0+3, z0)
es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipótesis
es monocromático; ya que (z2i0+3, z0) ∈ A(C̃) ∩ A(C′′)
tenemos que C̃ y C′′ son del mismo color; entonces
(u j = z2i0+2, z2i0+3, z0, z2i0−1, z2i0 = u j−1) es un u ju j−1-
camino dirigido monocromático en D y (u j−1, u j) es una
flecha simétrica de C en C(D)

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teo-
rema 33.

Teorema 34 Sea D un torneo bipartito m-coloreado . Si to-
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Z2i +30

Z0

Z2i +20
Z2i0

Uj
Uj-1

Z2i -10

Z2i +10

do ciclo dirigido de longitud 4 en D es monocromático, en-
tonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas.

Observación 4 La hipótesis de que todo ciclo dirigido de
longitud 4 es monocromático en el Teorema 34 es indispens-
able.

Sea D un torneo bipartito 3-coloreado como sigue V(D) =

{u, v,w, x, y, z} y A(D) = {(u, x), (x, v), (v, y), (y,w), (w, z),
(z, u), (x,w), (y, u), (z, v)}; las flechas (x,w), (w, z) y (z, u) son
de color 1; las flechas (y, u), (u, x) y (x, v) son de color 2;
y las flechas (z, v), (v, y) y (y,w) son de color 3. Los úni-
cos ciclos de longitud 4 de D son (u, x,w, z, u), (v, y, u, x, v)
y (w, z, v, y,w) los cuales son cuasi-monocromáticos y la di-
gráfica C(D) es una digráfica completa que no tiene nucleos;
entonces D no tiene núcleos por trayectorias monocromáti-
cas.
Además, podemos construir una familia infinita de digráficas
cuyos ciclos de longitud 4 son todos cuasi-monocromáticos
y las cuales no tienen núcleos por trayectorias monocromáti-
cas, como sigue: sea Dn la digráfica obtenida de D añadiendo
vertices z1, z2, . . . , zn y flechas 3 coloreadas por cada uno de
dichos vértices a u, v y w, respectivamente.

Observación 5 El supuesto de que todo ciclo dirigido de
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U V W

XYZ

longitud 4 en un torneo bipartito D es monocromático, no
implica que todo ciclo dirigido de longitud 6 en D es mono-
cromático.

Observación 6 Para cada m existe un torneo bipartito Hamil-
toniano m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
4 es monocromático.

Demostración Sea D una digráfica m-coloreada definida
como sigue:
V(D) = X ∪ Y ∪ Z ∪ W donde; X = {x1, x2, . . . , xm} , Y =

{y1, y2, . . . , ym}, Z = {z1, z2, . . . , zm}, W = {w1,w2, . . . ,wm}.
A(D) = XY ∪ YZ ∪ ZW ∪WX ∪ ZY ∪WZ ∪ XW donde:
XY = {(xi, y j)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . ,m}},
YZ = {(yi, zi)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}},
ZW = {(zi,wi)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}},
WX = {(wi, xi+1)|i ∈ {1, 2, . . . ,m − 1}} ∪ {(wm, x1)},
ZY = {(zi, y j)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i , j},
WZ = {(wi, z j)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i , j},
XW = {(xi,w j)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i , j + 1},
(notación mod m).
Para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} la flecha (xi, yi) es de color i y
cualquier otra flecha es de color 1. Claramente D es un tor-
neo bipartito m-coloreado.

Afirmación 4 Sea D Hamiltoniana. Se sigue de la defini-
ción de D que para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} tenemos el camino
dirigido Ti = (xi, yi, zi,wi, xi+1) y claramente V(Ti)∩V(T j) =
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∅ para j , i + 1, y V(Ti) ∩ V(Ti+1) = {xi+1}. Entonces
C =

⋃m
i=1 Ti es un ciclo dirigido Hamiltoniano de D.

Afirmación 5 Todo ciclo dirigido de longitud 4 de D es mo-
nocromático.
Procediendo por contradicción, supongamos que C4 = (u1,

u2, u3, u4, u1) es un ciclo dirigido de D no monocromático,
entonces C4 debe contener al menos una flecha de color
i para alguna i ∈ {2, . . . ,m}, entonces podemos suponer
que u1 = x2 y u2 = y2. Se sigue de la definición de D
que u3 = z2 y (u4 = w2 ó u4 = yi para alguna i , 2).
Cuando u4 = w2 obtenemos que (x2,w2) ∈ A(D) y entonces
(w2, x2) < A(D), contradicción. Cuando u4 = yi para algu-
na i < 2 obtenemos que (x2, yi) ∈ A(D) contradiciendo que
(u4 = yi, u1 = x2) ∈ A(D).



Conclusiones

Este trabajo, como su nombre lo indica, es una introduc-
ción a la Teoría de Núcleos para todos aquellos que estén
interesados en aprender algo de esta teoría y de sus aplica-
ciones, así como para los que interesados en lo que se está
trabajando en la actualidad en relación a dicha teoría.
En el primer capítulo se muestramos las definiciones y teo-
remas más importantes de la Teoría de Gráficas que son la
base del trabajo posterior. Por eso le llamé principios bási-
cos.
En el segundo capítulo se ven algunas de las aplicaciones
más famosas de la Teoría de núcleos. En este capítulo vemos
como dicha teoría nos puede facilitar la solución de ciertos
problemas.
En el tercer capítulo recapitulamos lo mas importante de
la Teoría de Núcleos. Muestramos muchos teoremas impor-
tantes para saber si una digráfica tiene o no tiene núcleo.
Los dos últimos capítulos muestran algunos de los resulta-
dos que se han obtenido más recientemente. Esto sirve para
que aquellas personas interesadas en el tema se den una idea
de lo que se hace actualmente.
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