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Introduccion

En este trabajo recapitulamos resultados importantes de
la Teoria de Nucleos, asi como algunos resultados recientes.
También veremos algunas aplicaciones que tiene dicha Teoria,
las cuales nos muestran por que es util.

Una gréfica esta formada por un conjunto finito no vacio de
objetos llamados vértices, junto con una coleccion de pares
no ordenados de vértices distintos, llamados aristas. Si en
una grafica le damos importancia al orden de las aristas,
la llamamos digréfica, y en este caso las aristas se llaman
flechas.

En digraficas tenemos una teoria muy importante, que es la
Teoria de Nucleos. Un ntcleo es un subconjunto de vértices
de una digrafica que es absorbente e independiente. Deci-
mos que un subconjunto es absorbente si cualquier vértice
que no es parte del, pero que si es parte de la digrafica, tie-
ne una flecha que va hacia algin vértice del subconjunto. Un
subcojunto se dice que es independiente si no existen flechas
entre los vértices de dicha subcojunto.

En el primer capitulo de este trabajo damos las definiciones
mas importantes de la Teoria de Graficas, junto con algunos
teoremas de dicha teoria.

El segundo capitulo nos da algunas aplicaciones de la Teoria
de Nucleos. A lo largo de este trabajo muchas personas me
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preguntaron para qué servia la Teoria de Nucleos, asi que en
este capitulo pueden encontar la respuesta.

Las definiciones mas formales de la Teoria de Nucleos las
veremos en el tercer capitulo.

Aparte doy los teoremas mas importantes en dicha Teoria.
Tambien se incluyen conseptos que generalizan al de nucleo
como cuasi-nucleo, (k, [)-nucleos y nucleos por trayectorias
monocromaticas.

El cuarto y quinto capitulo son de articulos un poco més
recientes en los que se ha trabajado la Teoria de Nucleos
[10][13].

Los ntcleos fueron considerados por primera vez por Von
Neumann en Teoria de Juegos, lo llamo solucion de un juego
de cooperacion entre n personas. Posteriormente C. Berge
[1] vi6 que esta misma idea era de utilidad en otros contex-
tos, lo llamo el niicleo de una digrdfica y demostro algunos
teoremas importantes sobre la existencia de nucleos.



Capitulo 1

Principios basicos

Empezaremos por dar unas definiciones de Teoria de Gra-
ficas, las cuales usaremos ya que son la base para trabajar
posteriormente con nucleos.

Daremos algunos teoremas importantes que se obtienen de
dichas definiciones.

Definicion 1 /6] Una grafica G consiste en un conjunto fini-
to no vacio de objetos llamados vértices, denotado por V(G).
Junto con una coleccion de pares, no ordenados, de distintos
vértices llamados las aristas de G, y denotados por A(G).

Podemos ver la definicion de grafica geométricamente. En
la figura 1.1 vemos un ejemplo de esta representacion geo-
métrica.

Definicion 2 /6] Una digrafica D consiste en un conjunto
finito no vacio de objetos llamados vertices, denotado por
V(D), junto con una coleccion de pares ordenados de dis-
tintos vértices llamadas flechas, y se denota F (D).

Decimos que (u,v) es una flecha de D que comienza en el
Vértice u 'y termina en el vértice v.

En la figura 1.2 vemos una representacion geométrica de
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PN

Figura 1.1: En esta figura representamos a V(G) = ({1,2,3,4,5}, y a A(G) =
{(1,3),(4,2),(3,4)}.

una digrdfica, donde V(D) = {1,2,3,4,5,6} y F(D) = {(1,2),
(2,3),(3,1),(4,2),(4,5),(5,6), (6, )}).

Figura 1.2: Digréfica.

Si f = (u,v) € F(D) diremos que f incide desde u y que f
incide hacia v.

Definicion 3 Una digrdfica D es completa si D tiene todas
las flechas que existen entre V(D).

La digrdfica de la figura 1.3 es un ejemplo de una digrdfica
completa.

Definicion 4 Decimos que la digrdfica D¢ es complemento
de la digrdfica D si:
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Figura 1.3: Digréfica completa.

1. V(D) =V(D)y
2. F(D°) U F(D) es la digrdfica completa formada por
V(D).

Para ver un ejemplo, podemos ver la figura 1.4.

NN

D D*

Figura 1.4: Ejemplo de complemento de una digréfica.

Definicion 5 Un camino C de una grafica G es una sucesion
de vértices (vi, vy, ..., ) tal que (v, viy1) € A(C) C A(G)
paratodai€ {1,2,...,n}conv; € V(G).

Definicion 6 Un paseo P de una grafica G es una sucesion
de vértices (vi,Vva,...,v,) tal que (vi,vii1) € A(P) C A(G)
para toda i € {1,2,...,n} conv; € V(G). Donde (v;,vi+1) €
A(G) paratodai€{1,2,...,n}yno se repiten aristas.

Para ver un ejemplo de paseo, véase la figura 1.5.
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Figura 1.5: Las aristas oscuras forman un paseo en G. P = {6,4,2,5, 3,4}

Ahora veremos unas definiciones andlogas para digréficas.

Definicion 7 Un camino dirigido C de una digrafica D es
una sucesion de vértices (vi,va,...,v,) tal que (v;,viy1) €
F(C)C F(D) para cadai € {1,2,...,n} conv; € V(D).

Un camino dirigido cerrado es un camino en el cual el primer
y el ultimo vértice son iguales.

Definicion 8 Un paseo dirigido P de una digrafica D es una
sucesion de vértices (vi, vy, ..., ) tal que (v;, viy1) € F(P) C
F(D) para toda i € {1,2,...,n} con v; € V(D). Donde
(vi,viy1) € F(D) Vi € {1,2,...,n} y no se repiten flechas.
Un ejemplo de paseo dirigido lo vemos en la figura 1.6.

Figura 1.6: Las flechas oscuras forman un paseo dirigido en D.

Decimos que un camino dirigido es generador si pasa por
todos los vértices de la gréfica (digrafica).
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El camino de la figura 1.5 no es generador, pero el de la
figura 1.7 si.

Figura 1.7: Las aristas mas oscuras formas un camino generador en G.

Definicion 9 Una trayectoria dirigida 7 de una digrafica D
es una sucesion de vértices (vi,Vva,...,v,) con v; € V(D)
paratodai = 1,2,...,n, tal qgue (vi,viy1) € F(T) C F(D)y
vi # vjpara cada i # j.

El camino dirigido de la figura 1.6 es una trayectoria.

Notemos que todo paseo es un camino, pero no todo cami-
no es un paseo. También toda trayectoria es un paseo, pero
no todo paseo es una trayectoria. Asi que todo paseo y toda
trayectoria son caminos.

Lalongitud de una camino dirigido se define como el nimero
de flechas que tiene dicha trayectoria.

Definicion 10 Un ciclo dirigido C de una digrdfica D es
una sucesion de vértices de la digrdfica D (vi,va,...,v, =
v1) tal que v; # v para toda i # j (con excepcion de 1 = n),
y (vi,viy1) € F(C) C F(D), par cada i € {1,2,...,n—1}.

En la figura 1.8 vemos un ejemplo de ciclo dirigido.
Podemos definir la longitud de un ciclo de manera similar a

como definimos la longitud de una trayectoria. La longitud
de un ciclo es el nimero de flechas que existen.
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Figura 1.8: Ciclo dirigido, C = {1,4,3,2,5, 1}.

Definicion 11 Decimos que una digrdfica D es bipartita si
podemos partir a V(D) en dos conjuntos Vy, V; tal que todas
las flechas de D vande Vi a Vy o0de V, a V.

Las digraficas bipartitas no tienen ciclos impares.

Definicion 12 Sea D una digrdfica. El conjunto S es una
subdigrdfica de D si cumple que V(S) C V(D) y F(S) C
V(D).

La subdigrdfica generada por S, donde D es una digrafica
y S C V(D), denotada por D[S ], es aquella que tiene como
vértices a S y todas las flechas que en D hay entre dichos
vértices.

A B

Figura 1.9: La digrafica de la figura B es D[S] con S = {1, 3,5}, de la digrafica de la
figura A.
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Definicion 13 Una subdigrafica inducida H de una digrdfi-
ca D es una digrdfica que cumple que, V(H) C V(D) y para
cada u,v € V(H), si (u,v) y/o (v,u) € F(D), entonces estas
flechas también estdn en F(H).

Una subdigrdfica inducida propia H de una digrafica D es
una digrafica que cumple que, V(H) esta contenido propia-
mente en V(D) y para cada u,v € V(H), si (u,v) y/6 (v,u) €
F (D), entonces estas flechas también estan en F(H).
Un ejemplo de ésto lo podemos ver en la figura 1.10.

Figura 1.10: Esta es la subdigréfica inducida propia por los vértices 2, 3 y 4 de la
digrafica de la figura 1.6.

Definicion 14 Una subdigrafica generadora H de una digrd-
fica D cumple que V(H) = V(D) y F(H) C F(D).
Veamos la figura 1.11 para ver un ejemplo.

®

Figura 1.11: Esta es una subdigrafica generadora de la digrafica de la figura 1.6.

En una grafica G, el grado de un vértice v € V(G) es el
nimero de aristas que inciden en v.
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Definicion 15 Sea D una digrdfica y ueV(D). El ingrado
(exgrado) de u es el nimero de flechas que terminan en
(comienzan en) u. En la figura 1.6 el vértice 4 tiene ingrado
1 y el vértice 3 tiene exgrado 2.

Definicion 16 Sea ueV(D). El grado de u es la suma de su
ingrado y su exgrado. El grado del vértice 4 en la figura 1.6
es 2.

Denotamos por 6,(u) al ingrado del vértice u, por 65 (u) al
exgrado del vértice u y por dp(u) al grado de u.

El siguiente es un teorema que nos brinda una forma de saber
cuando una digréfica tiene ciclos dirigidos.

Teorema 1 Sea D una digrdfica tal que para toda zeV (D)
0,(z) > 1, entonces D tiene algiin ciclo dirigido.

Demostracion Sea 7 una trayectoria dirigida en D de lon-

gitud maxima T = (29, 21, - - - » Zn)-
2O @
Por hipétesis, 65,(z;) > 1 paratodai = 0,...,n. Seaw €

V(D) tal que (z,,w) € F(D). Por la eleccion de T se tiene
que w € V(T), ya que si no fuera asi T U (z,, w) seria una
trayectoria de longitud mayor que 7', w # z,, entonces w es
igual aun z; € V(T). Porlo tanto y = (W = Zj, Zix1s -+« » Zns W)
es un ciclo dirigidoen D, i e {l,...,n—1}. =

Ahora daremos un teorema que serd importante en la de-
mostracion de otros teoremas que veremos en el capitulo 3.

Teorema 2 Todo camino dirigido cerrado contiene un ciclo
dirigido.

Demostracion Este teorema lo demostraremos por induc-
cion sobre la logitud del camino.



CAPITULO 1. PRINCIPIOS BASICOS 12

1. Demostraremos para el caso en que el camino cerrado
tiene 2 vértices (uy, up, u1). Ya acabamos pues este ya es
un ciclo dirigido.

2. Suponemos que el teorema se cumple para todo camino
de longitud k, donde k < n.

3. Demostraremos para un camino dirigido cerrado C =
(uy,up,...,u,—1 = uy) de longitud n.

a) Si C no repite vértices, mas que el inicial y el final,
entonces C ya es un ciclo dirigido.

b) Supongamos que C repite algin otro vértice. Sea

u; = u; el primer vértice que se repite, supongamos
sin perdida de generalidad i < j.
C' = (ui,up,..., Ui = Uj,Ujs1,..., U, = U) €S UN Ca-
mino dirigido cerrado y I(C”) < n (donde [(C") de-
nota la longitud de C”). Por hipdtesis de induccion,
C’ tiene un ciclo dirigido, y como C” C C, entonces
C tiene un ciclo dirigido.

u
El siguiente teorema nos va a ser muy util en las demostra-
ciones de otros teoremas que vamos a ver adelante.

Teorema 3 Todo camino dirigido cerrado de longitud impar
contiene un ciclo dirigido impar.

Demostracion Esta prueba es muy parecida a la del teo-
rema anterior, y también lo demostraremos por induccion
sobre la longitud del camino.

1. Demostraremos para el caso en que el camino cerrado
tiene 3 vértices (uy, uy, us, u;). Ya acabamos pues este
ya es un ciclo dirigido impar.
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2. Suponemos que el teorema se cumple para un camino
de longitud k, con k impar, donde k < n.

3. Demostraremos para un camino dirigido cerrado impar
C = (uy,uy,...,u, = up) de longitud n.

a) Si C no repite vértices, mas que el inicial y el final,

entonces C ya es un ciclo dirigido de longitud impar.

b) Supongamos que C repite algin otro vértice. Sea

u; = u; el primer vértice que se repite, supongamos
in perdida de generalidad que i < j.

Tenemos que C" = (uy, U, ..., Ui = Uj, Ujiy, ... Uy =
uy) es un camino dirigido cerrado y I(C’) = p < n.
Si C” es de longitud impar, por la hipdtesis de in-
duccién C’ tiene un ciclo dirigido de longitud impar,
como C’ C C entonces C también contiene a dicho
ciclo dirigido de longitud impar.

Si C’ es de longitud par, entonces C — C' = C” =
(i, Uir1,...u; = u;) con I(C”) = g < n es un ca-
mino dirigido cerrado. Como /(C) = n es impar y
n = p + g, entonces g es impar, ya que p es par. Por
hipétesis de induccion C” tiene un ciclo dirigido de
longitud impar, y como C” c C, entonces dicho ci-
clo también esta en C.

Definicion 17 Sea D una digrdfica, la grafica subyacente de
D (denotada por Gp) esta definida por:

V(Gp) = V(D)

(u,v) € A(Gp) © (u,v) € F(D) 6 (v,u) € F(D).
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La grdfica subyacente de la digrdfica de la figura 1.6 es la
grdfica de la figura 1.12.

Figura 1.12: Esta es una gréfica subyacente de la digréfica de la figura 1.6.

Decimos que una gréfica G es conexa si para cualquier par
de vértices de G u y v existe un uv-camino. La grafica de la
figura 1.1 no en conexa.

Para digraficas tenemos definiciones semejantes, solo que en
este caso podemos analizar 3 distintos tipos de conexidades.

Definicion 18 Sea D una digrdfica. Se dice que D es conexa
si Gp es conexa. La digrdfica de la figura ?? si es conexa.

Definicion 19 Sea D una digrdfica. Decimos que D es débil-
mente conexa si para cualesquiera dos puntos u,v € V(D)
existe un uv-camino dirigido ¢ un vu-camino dirigido. Un
ejemplo de digrdfica débilmente conexa lo podemos ver en
la figura 1.13.

Definicion 20 Sea D una digrdfica. Decimos que D es fuerte-
mente conexa si para cualesquiera dos vértices u,veV (D)
existe un uv-camino dirigido y un vu-camino dirigido (ver
figura 1.8).

A continuacién revisaremos algunas condiciones para saber
algo mas sobre la conexidad de una digrafica (grafica).
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Figura 1.13: Esta digrafica es debilmente conexa.

Teorema 4 Una digrdfica D es débilmente conexa si y solo
si D tiene un camino dirigido generador.

Demostracion =)Supongamos que D es débilmente co-
nexa. Sea C un camino dirigido que tiene al maximo nimero
posible de vértices de D. C = (xy, ..., X,)

1. Si V(D) = V(C) ya terminamos, pues es lo que quere-
mos.

2. Supongamos que existe u € V(D) — V(C).
Por hipétesis existe un camino dirigido entre xo y u, Cy.

Si Cy va de u a x¢ es una contradiccion pues Cy U C es
un camino dirigido que tiene mds vértices que C, por lo
tanto Cy va de xp a u. Analogamente podemos suponer
que existe un camino dirigido C,, de u a x,,, ya que si C,,
fuera de x, a u entonces C U C,, seria un camino dirigi-
do que tienes mas vértices que C. Por lo tanto existe un
camino dirigido C} de x; a u y existe un camino dirigido
C) de u a x;yy para alguna i = 0,1,2,...,n — 1 (dicha
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i debe de existir ya que si no fuera asi no existiria un
camino de u a x;j paratoda j € {0,1,...,n— 1}).

(x0, C,x;) UC] U CH U (xi41,C, xp) = C’
es un camino dirigido que tiene mas vértices de D que C
y esto es una contradiccion. Por lo tanto V(D) = V(C).

<)Sea C un camino dirigido generador de D, C = (xy, ...,
x,). Sean u,v € V(C), ya que C es generadora se tiene, sin
pérdida de generalidad, u = x;, v = x;coni < j (x;, C, x;) es
un yv- camino dirigido. m

Teorema S Una digrdfica D es fuertemente conexa si y solo
si D tiene un camino dirigido cerrado generador.

Demostracion =)Supongamos que D es fuertemente co-

nexa.

Sea C un camino dirigido cerrado de D que pasa por el may-

or nimero de vértices de D.

Probaremos que V(D) € V(C) por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe z € V(D)-V(C),sea C = (xg, X1, ...,

X, = Xo). Existe C; un x,z-camino dirigido en D y existe C»

un zxp-camino dirigido.

Consideremos C’ = C; U C, U C es un camino dirigido cer-

rado tal que |V(C”)| > |V(C)|, esto es una contradiccidon pues

supusimos que C era el camino dirigido cerrado que maés

vértices tenia, por lo tanto V(C) = V(D).

<) Existe un camino dirigido cerrado generador C = (xg, X1,
.oy X = X0)-

Sean u,v € V(D) por lo tanto u = x; y v = x; sin pérdida

de generalidad tomamos i < j, (x;,C, x;) €s un uy-camino

dirigidoen D, y (x;, C, x,, = x0) U (xp, C, x;) €s un vu-camino

dirigido. m
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Teorema 6 Sea D una digrdfica, D es fuertemente conexa si
y solo si para toda particion de V(D) en dos conjuntos Vy 'y
V, existen VVy-flecha y V,Vi-flecha.

Demostracion =) Supongamos que D es fuertemente co-
nexa.

Sea (Vy, V») una particién de V(D).

Sean x; € V1 y x, € V;, como D es fuertemente conexa en-
tonces existe una trayectoria dirigida de x; a x, T = (x; =
20,215 - -,2n = X2). Sea z; el ultimo vértice de T que esta en
V1. Por lo tanto z; € V; y z;41 € V». Por lo tanto (z;, zi+1) €s
una V;,V,-flecha.

Tambien por ser D fuertemente conexa, existe una trayecto-
ria dirigidade x, a x; 7" = (x2 = z5,...,2, = X1). Sea Z;-
el ultimo vértice de T’ que esta en V5, ésto quiere decir que
z;. .1 € Vi. Por lo tanto, (z;., z;. 1) €s una V,V;-flecha.

<) Supongamos que para toda particion de V(D) existe V| V-
flecha y también existe V,V;-flecha.

Por demostrar que D es fuertemente conexa. Sean u,v €

V(D), vamos a demostrar que existe un uv-camino dirigi-

do.

Sea V| = {z € V(D)|d uz-camino dirigido en D}

1. Siv € V| ya terminamos, pues ya tenemos lo que queri-
amos.

2.851v ¢ Vi, sea V, = V(D) — Vy. Vi, V, es una parti-
ciéon de V(D), por hipétesis existe x; € Vi,x, € Vo y
(x1,x2) € F(D), como x; € V14 C un ux;-camino dirigi-
do, entonces C U (xy, x3) €s un ux;-camino dirigido en
D por lo tanto x; € V| y esto es una contradiccion. Por
lo tanto v € Vj.
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Con esto demostramos que D es débilmente conexa, para
terminar la demostracion tenemos que demostrar que tam-
bién existe un vu-camino dirigido.

Sea V| = {z’ € V(D)|d vz’-camino dirigido en D}

1. Siu € V| ya terminamos.

2.Siu ¢ Vi, consideramos V] = V(D) — V]. V], V] es
una particion de V(D), por hipétesis existe x; € Vi'y
x; € V, tales que (x], x5) € F(D), como x| € V] existe
C’ un vx}-camino dirigido, entonces C” U (x{, x}) €s un
vx}-camino dirigido en D por lo tanto x} € V; y esto es
una contradiccion. Por lo tanto u € V.

Por lo tanto D es fuertemente conexa. m



Capitulo 2

Aplicaciones

En este capitulo veremos algunas aplicaciones importantes
que existen de la Teoria de Nucleos.

2.1. Toma de decisiones [13]

Esta es una aplicacién muy importante.
Supongamos que m personas se reinen para tomar una de-
cision. Tienen que elegir de n posibilidades la mejor.
Sea X = {x1, x2, ..., x,} donde x; es una posibilidad, para to-
dai.
Para resolver esto tenemos que definir una forma de decir
cuando una posibilidad es preferible a otra. No podemos
tomar en cuenta cada una de las preferencias de cada per-
sona, porque a menos que todas las personas tengan prefer-
encia por la misma posibilidad, este método no nos da una
solucion al problema. Asi que tomaremos el siguiente crite-
rio.
La posibilidad x; es efectivamente preferible a la posibilidad
x; s1 existe un grupo capaz de imponer la preferencia de x;
sobre x;.

19
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Ponemos una flecha de x; a x; si la opcion x; es efectiva-
mente preferible a la opcion x;.

Formamos una digrafica D donde V(D) = Xy (x;,x;) €
F(D) si x; es efectivamente preferible a la posibilidad x;.
Si podemos encontrar un conjunto de vértices en V(D) el
cual no tenga flechas entre los vertices de dicho conjunto y
que ademas de cualquier otro vértice de V(D), que no este
en €l conjunto, salga una flecha hacia algun vértice del con-
junto, entonces el problema se nos reduce a escoger un vér-
tice del conjunto que encontramos. Esto pasa ya que si no
hay flechas entre los vértices del conjunto entoces quiere
decir que entre estos vértices, ninguna posibilidad es efec-
tivamente preferible a otra, aparte que del hecho de que de
cualquier otro vértice que no esta en el conjunto salga una
flecha hacia uno del conjunto, nos deice que todas las posi-
bilidades del conjunto son efectivamente preferibles que cual-
quiera que no este en el conjunto.

2.2. Base de axiomas de una teoria [3]

Siempre es muy util tener una base de axiomas para to-
da teoria, ya que con esto sabemos cuales son las proposi-
ciones mas importantes y necesarias para una teoria. Este es
un problema que podemos solucionar con Teoria de Nucleos
de una manera muy sencilla.

Dada una teoria T formada por un conjunto finito de proposi-
ciones pi, pa,

p3, ..., podemos encontrar una base de axiomas formada por
sus proposiciones.

Esto se modela tomando una digrifica D de la siguiente for-
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ma. Tomamos un vértice por cada proposicion y ponemos
una flecha de p; a p; si la proposicion p; es implicada por la
proposicion p;. Lo que queremos es encontrar un cojunto de
los vétices de D que cumpla que entre los vétices de dicho
conjunto no haya flechas y que para cualquier otro vértice
que no este en el conjunto salga una flecha hacia el conjun-
to. El hecho de que entre vértices de este conjunto no haya
flechas nos indica que ninguna de la proposiciones de dicho
conjunto se sigue de ninguna, y la otra condicién nos indica
que todas la proposiciones que no esten en el cojunto son im-
plicadas por alguna proposicion del conjunto. Si lo gramos
encontrar un conjunto asi, lo s vértices de este conjunto nos
dan una base de axiomas para el teorema.

Esta digréfica es transitiva (ya que si p; es implicada por p; y
p;j es implicada por p; entonces p; es implicada por py) por
lo tanto siempre vamos a podes encontrar un conjunto con
las caracteristicas que nesecitamos. Este es un resultado que
demostraremos en el capitulo 3.

2.3. Contraejemplos [2]

Sean P = {py, p2,..., Py} un conjunto de proposiciones y
T una teoria (de la forma proposicion p; implica proposicion
pj-

Queremos ver que esta teoria es completa, o sea, queremos
demostrar que todas las implicaciones representadas por las
flechas de una digrafica D (donde V(D) = Py (pi,pj) €
F(D) si) son todas las que son verdaderas, o sea que todas
las flechas de D¢ (donde D¢ es el complemento de la digrafi-
ca D) son falsas. Para ver €sto de un modo mas rapido lo que
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queremos es encontrar el minimo nimero de contraejemplos
para probar la completitud de la teoria.

Consideramos la digrafica D¢ . Definimos la digréfica D co-
mo sigue:

1. Tomamos un vértice por cada flecha de D¢, los llamamos
i, y2,¥3, ...}

2. Ponemos una flecha de y, a y; cuando pasa que si la
implicacion y, es verdadera entonces la implicacion y;
es verdadera.

Si D tiene un conjunto N que no tenga flechas entre los vér-
tices de N y que aparte para cualquier vértice que no perte-
nesca a los vértices de N exista una flecha hacia uno de N,
entonces el problema se reduce a probar la falsedad de cada
implicacién de N.

Para ilustrar mejor esto voy a considerar la siguiente digra-
fica como D:

D (e)
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Entonces D¢ queda de la forma que sigue:

Por lo tanto, la grifica D nos queda de la siguiente man-
era:

(He——= O
(o) €——(»)
/ @
@)
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En este caso N = {3,4,5,7,10} es un conjunto que cumple
con las condiciones que necesitamos. Por ser N absorbente,
tenemos que si las implicaciones 3,4,5,7 y 10 son falsas,
entonces todas las implicaciones de 1,2,3,4,5,6,7,8 y 10
son falsas. Como N es independiente, entonces este conjun-
to es minimo con las propiedades anteriores. Con esto pode-
mos ver que con que demos cinco contraejemplos podemos
demostrar que todas las implicaciones de D son falsas.



Capitulo 3

Nucleos

En este capitulo veremos la definiciéon de unas digréficas
que son muy importantes ya que con base en ellas podemos
resolver muchos problemas de la vida matematica diaria, co-
mo son los ejemplos que ya vimos en al capitulo 2.

Definicion 21 Sean D una digrdficay S € V(D), S + @.
Decimos que S es un conjunto independiente si para cuales-
quiera dos puntos u,v € S no existe uv-flecha ni vu-flecha.
En la figura 3.1 podemos ver un ejemplo de un conjunto in-
dependiente.

Definicion 22 Sean D una digrdfica y S C V(D), S # .
Decimos que S es absorbente si para cada xe(V(D) — §)
existe xS -flecha.

Veamos la figura 3.1 para ver un ejemplo.

Definicion 23 [13] Sean D una digrdficay S € V(D), S #
. Se dice que S es nucleo de D si S es un conjunto inde-
pendiente y es absorbente.

Un ejemplo de niicleo lo podemos ver en la figura 3.2.

No todas las digréficas tienen nicleo pues se necesitan cum-
plir dos condiciones muy fuertes para que esto suceda. Un

25
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Figura 3.1: En esta digrafica el conjunto S = (3,7, 8) es un conjunto absorbente, y el
conjunto S’ = (4,5, 7, 8) es un conjunto independiente.

Figura 3.2: En esta digrafica el conjunto S = (2, 6) es un nucleo.

ejemplo de digraficas que no tienen ntcleo son los ciclos de
longitud impar. En estas digréficas siempre se va a quedar un
vértice que no pueda ser absorbido por algun vértice de un
subconjunto independiente maximo, o puedemos encontrar
un subconjunto que absorba a todos los vértices que no estén
en dicho subconjunto pero que no pueda ser extendido a un
cojunto independiente. También existen digrificas que con
nucleo como es el caso de los ciclos de longitud par, estas
digréficas tienen nucleo y de hecho no es tnico.

En la figura 3.3 podemos pueden encontrar un ejemplo de lo
antes mencionado.
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© H¢— 0

A B

Figura 3.3: La figura A es un ciclo de longitud impar, por lo cual no tiene ntcleo.
La otra figura, la B, es un ciclo de longitud par que tiene dos nicleos, S = (1,3) y
S =(2,4).

En lo que sigue de este capitulo veremos algunos teoremas
que sirven para identificar cuando una digrafica tiene nucleo.

Teorema 7 Sea D una digrdfica. N C V(D) es niicleo de
D si y solo si N es independiente mdximo de D y N es ab-
sorbente minimo de D.

Demostracion =) Sea N un nicleo de D, por definicién
N es independiente y para cada x € V(D) — N existe xN-
flecha por lo tanto N es independiente maximo.

Por definicion de nucleo N es absorbente y como para cada
xeN no existe xN-flecha se tiene que es absorbente minimo.
<) Esto se tiene por definicion de nucleo. m

Definicion 24 Las componentes fuertemente conexas de una
digrdfica D son las subdigrdficas inducidas de D que son
fuertemente conexas y son mdximas por contencion. Para
entender mds claramente esta definicion podemos ver un
ejemplo en la figura 3.4.

Definicion 25 La digrafica de condensacion de una digrdfi-
ca D, D", se define de la siguiente forma: V(D*) = {C C D|C
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2) (3)

iyt

Ay

Figura 3.4: Esta digréfica tiene dos componentes fuertemente conexas, una esta for-
mana por la digrafica inducida por los vértices 1,2,4, 8, y la otra esta formada por la
digrafica inducida por los vertices 3,5, 6, 7.

es componente fuertemente conexa de D}y (C;,C)) € F(D")
siy solo si en D existe flecha de C; a C;. Para ver un ejemplo
veamos la figura 3.6.

Decimos que una componente fuertemente conexa es ter-
minal si en la digrédfica de condensacion de la digréafica, el
vértice que corresponde a dicha componente conexa tiene
ingrado 1.

Teorema 8 D* es aciclica.

Demostracion Supongamos por contradiccién que D* tie-
ne un ciclo C = (Xp, X1, ..., X, = Xo) donde X; € V(D").

La digrafica generada por (Xo, Xi,...,X,, = Xo) es fuerte-
mente conexa, ya que forman un ciclo. Si existe (X;, X;)-
flecha en D* esto quiere decir que en D existe una flecha
de X; a X; para todo i, j € V(D"), esto nos dice que en D
existe un ciclo que une a todos los vértices, como todo ci-
clo es fuertemente conexo y cada X; es fuertemente conexa,
entonces D es fuertemente conexa y solo tiene una compo-
nente fuertemente conexa, entonces D* solo seria un punto.
Por lo tanto D* no puede tener ciclos. m



CAPITULO 3. NUCLEOS 29

Figura 3.5: Digréfica.

Ce— 5

Figura 3.6: Digréfica de condensacién de la digrafica de la figura 3.5, donde C; es la
componente conexa inducida por los vértices {1,2,3} y C, la componente fuertemente
conexa inducida por {4, 5, 6}.

Definicion 26 Sea D una digrdficay f = (u,v) € F(D), f es
simétrica si (v,u) € F(D) (ver figura 3.7).

Definicion 27 Sea D una digrdficay f = (u,v) € F(D), f es
asimétrica si (v, u) no es flecha de D (ver figura 3.7).

La parte asimétrica (parte simétrica) de una digréfica D, de-
notada por Asim(D) (S im(D)), es la subdigrafica generadora
de D cuyas flechas son las flechas asimétricas (simétricas) de
D. En la digrafica de la figura 3.8 vemos la parte asimétrica

Figura 3.7: En esta digrifica f = (4,5) y f' = (3, 6) son flecha simétricas, y todas las
demds son asimétricas.
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Figura 3.8: Esta es la digréfica de la parte asimétrica de la digréfica de la figura 3.7.

¥

Figura 3.9: Esta es la digréfica de la parte simétrica de la digrafica de la figura 3.7.

de la digréfica de la figura 3.7, y en la digréfica de la figura
3.9 podemos ver la parte simétrica de la misma digrafica, la
de la figura 3.7. Una digrifica D es simétrica si cada flecha
de D es simétrica.

Teorema 9 Sea D una digrdfica. Si D es simétrica, entonces

cada conjunto de vértices independiente mdximo es niicleo
de D.

Demostracion Sea N C V(D) un conjunto independiente
maximo, vamos a demostrar que N es absorbente.
Supongamos por contradiccion que N no es absorbente, en-
tonces existe xeV(D) — N tal que no existe xN-flecha, como
D es simétrica tampoco existe Nx-flecha. N U {x} es un con-
junto independiente mayor que N y esto es una contradiccion
ya que a N lo tomamos independiente maximo, por lo tanto
N es absorbente. m
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Figura 3.10: Esta es una digrafica transitiva.

Definicion 28 Sea D una digrdfica, diremos que D es transi-
tiva si dadas (u,v), (v,w) € F(D), entonces también (u,w) €
F (D). Un ejemplo de una digrdfica transitiva lo podemos
ver en la figura 3.10.

Esta definicidn nos seré de utilidad para encontrar otra man-
era de saber cuando una digrafica tiene nucleo.

Observacion 1 Cada componente fuertemente conexa de u-
na digrdfica transitiva induce en D una subdigrdfica com-
pleta simétrica.

Observacion 2 Si D es transitiva y fuertemente conexa, en-
tonces cada vértice de D es niicleo.

Teorema 10 Toda digrdfica D transitiva tiene niicleo, y to-
dos sus niicleos tienen la misma cardinalidad.

Demostracion  Sea D una digréfica transitiva y D* su di-
grafica de condensacion. Por el Teorema 8 D* es aciclica ,

por lo tanto tiene vértices de exgrado cero, por el Teorema
1.

Sea N = {z],25,...,2,} = {z" € V(D")|6},.(z") = 0}. Elegi-
mos un punto z; € V(D) para cada z;. Afirmo que Z = {z|i =
{1,2,...
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,n} es nucleo de D. Es facil ver que Z es independiente (ya
que en D* no hay flechas de 7 a 4 ni de zx; a zx;).

Por demostrar que Z es absorbente. Sea x € V(D) — Z, si
07,(x) = 0, entonces {x} es una componente fuertemente co-
nexa de D que tiene exgrado cero en D*, por lo tanto x € Z
y esto es una contradiccion, por lo tanto 65,(x) > 0.

Sea C, la componente fuertemente conexa que contiene a x
yseaT* = (Cy = Cy,,Cy,,...,C,) una trayectoria dirigida
de longitud maxima en D* que empieza en C,. Como D* es
aciclicay T* de longitud méaxima, entonces 47,.(C,,) = 0.
Como D es transitiva, entonces D* también es transitiva por
lo tanto existe (Cy, Cy,) € F(D*). Como D es transitiva, C,
es fuertemente conexa y C, también es fuertemente conexa,
entonces para cadaa € V(Cy) y b € V(C,) (a,b) € F(D),
en particular, (x, zx) € F(D) en donde z; € V(Cy,,) para toda
k=1,...,ny z es el punto elegido de Cy,. Por lo tanto, Z
es un nucleo.

Ahora veremos que todos los nucleos tienen la misma cardi-
nalidad:

1. Si D es fuertemente conexa, entonces D es completa
simétrica y todo nucleo tiene cardinalidad 1.

2. S1 D no es fuertemente conexa, cada nucleo de D debe
tener al menos un punto de cada componente terminal
(componente fuertemente conexa de exgrado cero en
D*) y debe tener a lo més un punto de cada componente
terminal (si tuviera dos ya no seria independiente).

Ya observamos que para cada punto z que no esta en
una componente terminal existe una componente termi-
nal C, tal que hay flecha en D de z a cada punto de C,.
Por lo que z no puede estar en un nucleo. Por lo tanto



CAPITULO 3. NUCLEOS 33

la cardinalidas de cada nucleo es el nimero de vértices
terminales de la digrafica Dx.

Por lo tanto todos los nucleo tienen la misma cardinalidad. m
Si aplicamos el proceso de esta demostracion a la digrafica
de la figura 3.10, claramente las componentes conexas son
los mismos vertices de la digrafica. En este caso los vertices
de exgrado cero son el 3 y el 6, los cuales son independientes
y absorben a todos los de mas vértices.

Teorema 11 [13] Toda digrdfica sin ciclos dirigidos tiene
un tinico niicleo.

Demostracion Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos, y
sea X = {z € V(D)|o}(z) = 0}, entoces Xy # &, pues si no
fuera asi D tendria un ciclo dirigido, esto pasa por el Teore-
ma 1.

Sea Yy = {zeV(D)|dzXy-flecha en D}.

X1 = {zeV(D) — (Xo U Y0)I6p_x,uy,)-p, (@) = O}.

Y ={z€ V(D) - (Xp VU Yp)|AzX -flechaen D — (Xoy U Yy)}.
Y asi nos seguimos, si X; y ¥; estan definidos, entonces X, =
{zeV(D) = (Ujoo X; U YPIop, (1) = Oty Yiy = {z €
V(D) — (UL, X: UL, Y)/FzX;,1-flecha en D;,;). Donde te-
nemos que D, = D — U?z_ol X; U?;OI Y;

Sea ny = min{n € N|X,,; = &}. Sea N = |2, X;. Por
demostrar que N es nucleo de D.

1. Supongamos que N no es independiente, entonces existe
(u,v) € F(D)6 (v,u) € F(D)conu e X;yveX;i,j=
0,...,no, sin pérdida de generalidad suponemos que i <
j. No puede existir (u,v) € F(D) ya que 65i(u) =0yi<
Jj. Entonces existe (v,u) € F(D), esto quiere decir que
v € Y; .. v no puede estar en X;. .. N es independiente.
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2. N es absorbente ya que cada X; absorbe a los vértices
de cada Y para toda k = 0,...,ny. No existen vértices
en Y, +1 ya que si existiera al menos uno esto implicaria
que X,,+1 # &,y esto es una contradiccion.

La forma de obtener el nucleo fue tnica, por lo tanto el na-
cleo es inico. m

Esta demostracion es vastante clara ya que la fuimos con-
struyendo el nucleo.

3.1. Nicleo imperfecta critica

Definicion 29 [8][14] Una digrdfica D es nucleo perfecta si
toda subdigrdfica inducida de D tiene niicleo.

Definicion 30 /4] Una digrdfica D es nticleo imperfecta cri-
tica si D no tiene niicleo, pero toda subdigrdfica inducida
propia si tiene niicleo.

Lema 1 Si D es una digrdfica que no tiene niicleo, entonces
D contiene una subdigrdfica inducida que es niicleo imper-
fecta critica.

Demostracion
1. Si D es nicleo imperfecta critica ya acabamos.

2. Si D no es nucleo imperfecta critica, entonces existe S
una subdigrafica inducida de D que no tiene nucleo. Si
S0 es nucleo imperfecta critica ya terminamos, de otro
modo existe S| subdigréfica inducida de S( que no tie-
ne nucleo. Si S| es nucleo imperfecta critica ya termi-
namos dado que S, también es subdigrafica de D; si
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S'1 no es nucleo imperfecta critica existe S, subdigra-
fica inducida de S |, asi seguimos el proceso. Este pro-
cedimiento es finito ya que la digrafica es finita y to-
da digrafica de a lo mas 2 vértices es nucleo perfec-
ta, sea S, la dltima digrafica del proceso, esto quiere
que S, ya es nucleo imperfecta critica pues ya no exis-
te 5,41 subdigrafica de S, que no tenga nucleo. Como
S,cS,.1 C...C Sy C D, entonces S, es una subdi-
grifica de D que es nicleo imperfecta critica.

Figura 3.11: Esta digréfica no tiene ntcleo, y tampoco es nicleo imperfecta critica.
Tomamos Sy = {3,4,5}. D[S] no tiene nicleo, pero si es nicleo imperfecta critica.

Por lo tanto D contiene una subdigréfica inducida que es
nucleo imperfecta critica. m

Teorema 12 Sea D una digrdfica. Si D es fuertemente cone-
xa, entonces contiene ciclos dirigidos.

Demostracion Como D es fuertemente conexa para cada
u,v € V(D) existen T] una trayectoria dirigida en D de u
a vy T, una trayectoria dirigidaen D de vau. T; U T, es
un camino dirigido cerrado, y todo camino dirigido cerrado
contiene un ciclo dirigido. m
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Teorema 13 Sea D una digrdfica. Si D es niicleo imperfecta
critica, entonces Asim(D) tiene ciclos dirigidos.

Demostracion  Sabemos que Asim(D) es fuertemente co-
nexa, y por el teorema anterior tenemos que tiene ciclos di-
rigidos. m

Teorema 14 Sea D una digrdfica, D es niicleo perfecta si
y solo si la digrdfica inducida por cada componente fuerte-
mente conexa de Asim(D) es niicleo perfecta.

Demostracion =) Supongamos que D es nucleo perfec-
ta 'y sea C una componente fuertemente conexa de Asim(D),
entonces D[V(C)] es una subdigrafica inducida de D y como
D es nucleo perfecta se tiene que D[V(C)] es nucleo perfec-
ta.

<) Supongamos que para cada componente fuertemente co-
nexa C de Asim(D) se tiene que D[V(C)] es nucleo perfecta.
Vamos a demostrar por reduccién al absurdo que D es nu-
cleo perfecta.

Supongamos que D no es nucleo perfecta, entonces D con-
tiene una subdigrafica inducida H, H C D tal que H es
nicleo imperfecta critica. Ya demostramos que Asim(H) es
fuertemente conexa, por lo tanto Asim(H) € C’, C’ compo-
nente fuertemente conexa de D (ya que Asim(H) C Asim(D)).
Por hipotesis D[V(C’)] es nucleo perfecta, H C D[V(C’)] y
H es nucleo imperfecta critica, esto es una contradiccion.
Entonces se sigue que D es nucleo perfecta. m

Teorema 15 Si D es niicleo imperfecta critica, entonces Gp
(grdfica subyacente a D) no tiene puntos de corte.

Demostracion Supongamos por contradiccion que D es
nicleo imperfecta critica y que Gp tiene un punto de corte
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x € V(Gp) = V(D)). Como Gp tiene un vértice de corte,
entonces podemos partir a V(Gp) — {x} en dos conjuntos, V;
y V, tales que no existe arista de V; a V;, en Gp — {x}. Dado
que D es nucleo imperfecta critica, D[V] y D[V;] tienen nu-
cleos, N1 y N, respectivamente. Vamos a ver los siguientes
Casos:

1. Si x € N; N N,, entonces N; U N, es un nucleo de D y
esto es una contradiccion.

DV1] D[V

2. Six ¢ Nyox ¢ N, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que x ¢ Nj pero x € Vi:
Como x ¢ N, existe xN;-flecha en D[V/], y tomando N}
nicleo de D[V;>] —{x}, tenemos que N1 UN] es un nicleo
de D.

D[V'I] D 2] D[V'I] D[VZ]

v

ey R ®
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Por lo tanto Gp no tiene puntos de corte. m

Observacion 3 Si D es niicleo imperfecta critica, entonces
Asim(D) tiene al menos un ciclo dirigido.

Demostracion Como Asim(D) es fuertemente conexa se
tiene que Asim(D) tiene un camino dirigido cerrado gener-
ador, por el Teorema 2.

Asim(D) tiene un ciclo dirigido (todo camino dirigido cerra-
do contiene un ciclo dirigido).

Es decir, toda digréifica nicleo imperfecta critica contiene al
menos un ciclo dirigido asimétrico. m

Teorema 16 Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigi-
do posee al menos una flecha simétrica, entonces D es nii-
cleo perfecta.

Demostracion  Supongamos por contradicciéon que D no
es nucleo perfecta, por lo tanto existe H C D tal que H es nu-
cleo imperfecta critica. Por la observacion anterior, H con-
tiene un ciclo dirigido asimétrico y y como H es subdigrafica
inducida de D se tiene que 7y es un ciclo asimétricoen D. m

Teorema 17 Si cada ciclo dirigido impar de D posee al me-
nos dos flechas simétricas, entonces D tiene niicleo.

Demostracion  Sea C una componente fuertemente cone-
xa de Asim(D), como C no posee ciclos dirigidos impares
entonces C es bipartita y por lo tanto es nucleo perfecta.
Probaremos que D[V(C)] es nucleo perfecta. Sabemos que
C es bipartita, entonces existe una biparticion de V(C) en
dos conjuntos, V; y Vj, tal que toda flecha de C une un vér-
tice de V| con algun vértice de V.

Afirmamos que Vi, V; es una biparticiéon de V(D[V(C)]) que
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hace a D[V(C)] bipartita.

Supongamos que existe una flecha de D[V(C)] con ambos
extremos en V. Por la eleccion de V| y V, esta flecha debe
ser una flecha simétrica de D; sea f = (u,v) dicha flecha.
Como C es fuertemente conexa y bipartita con biparticion
Vi y V, se tiene que 1 uv-trayectoria dirigida 7" en C con
[(T) par. Por lo tanto v = (u,v) U T es un ciclo dirigido im-
par con exactamente una flecha simétrica, lo cual resulta en
una contradiccion. (Notese que T C C C Asim(D)). m

Vi V2

Teorema 18 [9] Sea D una digrdfica completa, D es nii-
cleo perfecta si y soélo si todo ciclo dirigido tiene un flecha
simétrica.

Demostracion =) Supongamos, por contradiccion, que
I' C Asim(D) es un ciclo dirigido de D que no tiene flechas
simétricas.

Consideremos D’ = D[V(I')]. Tenemos que D’ es completa
y por hipétesis D’ tiene un nicleo, que consiste de un tinico
vértice {v}. SiI' = (x9 = v, x1,...,x, = V) entonces clara-
mente (v, x;) es una flecha simétricade I'.

<) Supongamos que D no es nucleo perfecta, entonces D
contiene una nucleo imperfecta critica tal que contiene un
ciclo dirigido en Asim(D). m
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Definicion 31 Dados una digrdfica D y un ciclo dirigido im-
pary = (20,21, - - - » Z2n, 20) en D, una pseudodiagonal de y es
una flecha f = (x,y) € F(D)—F(y) tal que x = z; y = z; con
I+ ]

Definicion 32 Una diagonal de un ciclo y = (29,21, - - - » 220,
Z0) de una digrdfica D es una flecha f = (x,y) € F(D) —
F)x,y e V(y) y (v, x) € F(y).

Teorema 19 [10] Si D es una digrdfica niicleo imperfecta
critica x € V(D), (x,y) € F(D) etonces existe un ciclo impar
C,=(xo=2x,x =Y,X%,...,Xu,X) que no tiene pseudodi-
agonales que terminen en {x;|2 < i < 2n con i par}.

La demostracion de este teorema es muy extensa y compli-
cada, asi que no la veremos en este trabajo. Solo pondré un
dibujo ilustrando las flechas que no pueden estar.

Teorema 20 [10] Si D es niicleo imperfecta critica y x €
V(D). Existe f = (x,y) € F(D) y un ciclo dirigido impar
C. = (x0 = X, x| = ¥,X2,..., X2, X) que no tiene pseudodi-
agonales que terminan en {x;.1|1 <2i+1<2n -1} U {x}.

Igual que el Teorema anterior, la demostracion de este Teo-
rema también es muy compleja y larga, asi que tampoco la
veremos aqui. Solo ilustraré un poco esta idea.
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Figura 3.12: En esta figura las flechas oscuras son las flechas del ciclo, y las flechas
punteadas son las pseudodiagonales que no tiene.

Figura 3.13: En esta figura vemos un ciclo formado por las flechas mas oscuras, y las
flechas punteadas son las pseudodiagonales que no deben de estar.

Teorema 21 [10] Si D es una digrdfica tal que cada ciclo
dirigido de longitud impar tiene al menos dos pseudodiag-
onales con puntas consecutivas en el ciclo, entonces D es
nticleo perfecta.

Esto tampoco lo demostraremos aqui ya que es una demostra-
cion muy extensa que ya corresponderia a otro trabajo de
tesis.

Teorema 22 (C. Berge). Una grdfica G es perfecta si y solo
si no contiene como subgrdfica inducida, ningiin ciclo impar
(Capy1) ni su complemento (Cpy11), 1 > 2.

Definicion 33 Una orientacion por pozos es una orientacion
en la cual cada digrdfica completa tiene un niicleo.
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Conjetura (C. Berge-P. Duchet). Una grifica G es perfecta
si 'y sélo si toda orientacién por pozos es nucleo perfecta.

3.2. Cuasi-nucleo

Definicion 34 Sea D una digrdfica, un conjunto Q C V(D)
es un cuasi-ndcleo de D si Q es independiente y para cada
x € V(D) — Q se cumple al menos alguna de las dos condi-
ciones siguientes:

1. Existe xQ-flecha.

2. Existe xQ-trayectoria dirigida de longitud dos.
Teorema 23 Toda digrdfica posee un cuasi-niicleo.

Demostracion Este teorema lo demostraremos por induc-
cion sobre |V(D)|.

1° Si V(D)| = 1 entonces este mismo vértice es el cuasi-
nucleo de la digréfica.

2° Supongamos que si D’ es una digrafica con p’ vértices,
p’ < n, entonces D’ tiene cuasi-nucleo.

3° Sea D una digrafica con p = n vértices. Sea xo € V(D).
Tomamos D’ como sigue:

D’ = D — ({xo} U {z € V(D)|(z, x0) € F(D)})

a) Si D’ = @, entonces {xp} es nicleo de D.
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b) Si D’ # @, entonces por hipdtesis de inducciéon D’
tiene un cuasi-nucleo distinto del vacio, Q’.
Si Q' U {xp} es independiente, entonces Q" U {xp} es

Dl

. .

cuasi-nicleo de D. Si Q" U {xy} no es independiente
entonces existe xoQ’-flecha y por lo tanto Q’ es un
cuasi-nuicleo de D.

D’
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3.3. (k,])-nucleo

Definicion 35 Sea D una digrdficay x,y € V(D) la distancia
de x ay (dp(x,y)) se define como sigue:

00 si B xy-trayectoria dirigida de x a y en
D.

dp(x,y) =1 n=min{ll(T)|T es una xy-trayectoria dirigida
de D} Si existe xy-trayectoria dirigida de x a
yvenD.

3.1)
Definicion 36 Sea D una digrdfica y N C V(D).

i) El conjunto N es k-independiente si para cualesquiera
x,y €N, dp(x,y) > lydp(y,x) > L

ii) Decimos que N es [-absorbente si para cada x € (V(D)—
N), dp(x,N) < k.

iii) N es (k, ])-niicleo si N es k-independiente y [-absorbente.
Definicion 37 Un (h — 1, h)-niicleo se llama un h-niicleo.

Definicion 38 Una digrdfica D se llama h-partita ciclica
(h > 2) si existe una particion de V(D) = Vo+Vi+...+ V)4
tal que si (u,v) es una flecha de D entoncesu € V;, yv € Vi;y
(notacion mod h).

Podemos observar que si en la definiciéon 38 & = 2 obten-
emos una digréfica bipartita.

Lema 2 Todo camino dirigido cerrado de longitud # 0 (mod
h), h > 2, contiene un ciclo de longitud # 0 (mod h).

Teorema 24 [9] Sea D una digrdfica fuertemente conexa,
D es una digrdfica h-partita ciclica si y solo si existe una
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subdigrdfica fuertemente conexa H C D tal que todo ciclo
de longitud # 0 (mod h) tiene al menos dos flechas en F(D)—
F(H).

Demostracion Es claro por la definicion 38 que si D es
una digrafica h-partita entonces todo ciclo de D tiene lon-
gitud = 0 (mod /). Cuando D es una digréfica fuertemente
conexa h-partita ciclica, la subdigrafica H = D satisface lo
requerido.

Supongamos que existe una subdigrafica fuertemente cone-
xa H C D tal que todo ciclo de longitud # 0 (mod h) tiene al
menos dos flechas en F(D) — F(H).

Seamgy € V(D) yparacada0 <i < hseaN; C V(D) definido
como sigue: N; = {z € V(D)| existe un mpz- camino dirigido
contenido en H de longitud = i (mod #h)}.

(1) Afirmamos que N;NN; = @ parai# j, j€{0,1,...,h—
1}. Siz € N;NN; entonces existe un mpz-camino dirigido
T contenido en H, tal que [(T) = i (mod &) y existe un
mpz-camino dirigido 7, contenido en H con I(T,) = j
(mod h). Ya que H es fuertemente conexa existe un zm-
camino dirigido 75 contenidoen H; T1UT3y T,UT3 son
caminos dirigidos cerrados contenidos en H, entonces
se sigue del Lema 2 y de la hipétesis que (T} U T3) =
[(T, U T3) =0 (mod ) lo cual es imposible.

(i1) Afirmamos que cada N; es un conjunto independiente de
D.
Sean x,y € N; y supongamos que (x,y) € A(D). Sean
Ty un mox-camino dirigido contenido en H, T un mqy-
camino dirigido contenido en H tales que [(T) = I(T) =
i (mod h) y T un ymgy-camino dirigido contenido en H.
Como Ty, U T es un camino dirigido cerrado contenido
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en Hy T, U (x,y) UT es un camino dirigido cerrado
con a lo mas una flecha en A(D) — A(H) se sigue del
Lema 2 y de la hipétesis que (T, UT) = (T, UT) =0
(mod h) y I(T, U (x,y) UT) = 0 (mod h) y entonces
(T, U (x,y)UT)=T,UT)+1=1(mod h)lo que es
imposible.

(111) Toda flecha que empiece en un vértice terminal en N;
termina en un vértice terminal de N, (notacién mod /)
y V(D) = g_l N;. Sea (x,y) una flecha que empieza en
un vértice terminal en N; se sigue por (i) que y € N;
para alguna j € {0,1,....h — 1} — {i}. Sea T, un myx-
camino dirigido contenido en H con I(T,) = i (mod h),
T\, un mpy-camino dirigido contenido en H con [(T}) = j
(mod h) y T un ymy-camino dirigido contenido en H.
Tenemos T, U (x,y) U T es un camino dirigido cerrado
con a lo mas una flecha en V(D) — V(H) se sigue por el
Lema 2 y la hipétesis que /(T U (x,y) UT) = 0 (mod h)
ademds tenemos /(T, U T) = 0 (mod h) entonces I(T,) +
1 =[Ty) (mod h)y j=i+1(modh)yyaquej €
{0,...,h—1}sesigueque j=1i+1.

Concluimos por (i), (ii), (iii) y la definiciéon 38 que D es una

h-partita ciclica. m

Teorema 25 [9] Sea D una digrdfica. Si existe una subdi-
grdfica fuertemente conexa H C D tal que todo ciclo de lon-
gitud # 0 (mod h) tiene al menos dos flechas en F(D)—F(H)
entonces D tiene un h-niicleo.

Demostracion  Se sigue del Teorema 24 que si D es una
digréfica h-partita ciclica fuertemente conexa, y si V(D) =
No+ ...+ Nj_; es una h-particiéon de V(D) que toda N; es un
h-nucleode D. m
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3.4. Nicleos por trayectorias monocromaticas

Definicion 39 Una k-coloracion por vértices (por aristas) de
una digrdfica D es una asignacion de k colores distintos a
V(D) (a A(D)).

Si a una digréfica D la damos una k-coloracion decimos que
D esta k-coloreada.

Una coloracién por vértices (por aristas) es propia si dos
vertices (aristas) adyacentes tienen distinto color.

Definicion 40 Sea D una digrdfica m-coloreda, una trayec-
toria dirigida monocromatica en una trayectoria dirigida con
el mismo color en todas sus flechas.

Definicion 41 Sea D una digrdfica m-coloreada por flechas,
N C V(D) es un nucleo por trayectorias dirigidas monocro-
maticas si cumple que:

1. N es independiente por trayectorias dirigidas monocro-
mdticas (para cualesquiera x,y € N no existe una xy-
trayectoria dirigida monocromdtica en D)

2. N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromd-
ticas (para todo v € V(D) — N existe una vN-trayectoria
dirigida monocromdtica en D).

Definicion 42 Sea D una digrdfica m-coloreada. La cerradu-
ra de D, denotada por C(D), se define como sigue:

1. V(C(D)) = V(D)

2. F(C(D)) = U {uv de color i si existe uv-trayectoria
dirigida de color i en D}
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Teorema 26 N C V(D) es un niicleo por trayectorias mono-
cromdticas en D si y sélo si es un niicleo de C(D).

Demostracion

1. N C V(C(D)) es absorbente en C(D) si y s6lo si existe
una xN-trayectoria dirigida monocromadtica en D (por
definicion de cerradura) si y sdlo si N es absorbente por
trayectorias dirigidas monocromaticas en D.

2. N € V(C(D)) no es independiente en C(D) si y solo
si existen nj,n, € N tal que existe una n;n;-flecha en
C(D) sty sOlo si existe una nn,-trayectoria dirigida mo-
nocromadtica en D si s6lo si N no es independiente por
trayectorias dirigidas monocromaticas en D.

Definicion 43 Una orientacion de una grdfica completa se
llama torneo.

Teorema 27 [12] Sea T un torneo m-coloreado que no con-
tiene Cs (ciclo dirigido de longitud 3 con sus tres flechas
de distintos colores) ni T5 (torneo transitivo de longitud 3
con las flechas de tres distintos colores). Entonces existe un
vértice v de T tal que para todo vértice x de T existe un
trayectoria dirigida monocromdtico de x a v.

Demostracion  Probaremos esto por induccién sobre el
ordende 7, n.

1° Para los casos n = 1y n = 2 es claro.
En el caso en que n = 1 el Teorema se cumple ya que el
torneo consta de tan sélo un vértice x, y este es el vértice
que buscamos.
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20

30

Cuando n = 2 tenemos dos vértices, x; y X2, como lo
que tenemos es un torneo, entonces (x1,xp) € F(T) 6
(x2,x1) € F(T), en el primer caso x; seria el vértice que
buscamos; en el segundo caso el vértice seria x;.

> (X ——(%)

Caso 1 Caso 2

Supongamos que el resultado se cumple para todo tor-
neo m-coloreado T de orden menor que n, donde n > 2.

Desmostraremos que el teorema se cumple para n.

Por hipétesis de induccién tenemos que para cada vér-
tice vde T existe un vértice de T, lo llamaremos f(v), tal
que para todo x de T — {v} existe una trayectoria dirigi-
da monocromatica de x a f(v). Definimos | : V(D) —
V(D). Si f(u) = {(v), u # v, o si para alguna v existe una
trayectoria dirigida monocromatica de v a f(v), entonces
para cada vértice x de T existe una trayectoria dirigida
monocromadtica de x a f(v), y obtenemos el resultado.
Asi que suponemos que f es biyectiva y no hay trayecto-
ria dirigida monocromatica de v a f(v). Por lo visto y sin
pérdida de generalidad, f(v;) = v;;1, los vértices de T se
pueden separar en ciclos (Vi, Va2, ..., Vi )s (Vnytls -+« s Viny)s
donde f(vi) = v, ..., f(vn,) = Vi, f(Vn,+1) = Vg2, -« 5
FViy) = Vi 41

Si existen mas de un ciclo , entonces por hipodtesis de in-
duccioén existe un vértice v en el subconjunto {v{, vs, ...,
vp,} tal que para todo vértice x en dicho subconjunto
existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a v.
Esto contradice la hipétesis, ya que v = f(w) = w + 1
para algunaw € {vi,va,..., v, }.
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Concluimos que so6lo existe un ciclo (v, vy, ..., Vv,). Co-
mo no hay trayectoria dirigida monocromadtica de v; a
Vi+1, entonces existen las flechas (vo, vy), (v3,12),...,

(v1,vn). Coloreadas con colores ay, as, ..., a,, respecti-
vamente. Si a; = a, = ... = a,_1, entonces v, puede
llegar a v| por una trayectoria dirigida monocromatica
VuVn—1 - . . V2v1 con color a;. Esto contradice la hipotesis.
Por lo tanto ay, ay, . . ., a,—1 no pueden ser todos iguales.
Deben de existir a,_ y a; con a,_| # a,. Sin pérdida de
generalidad, suponemos que a;—; = 1y a; = 2. Existe
una trayectoria dirigida monocromaética de vy_; a vy,
con color b. Claramente b # 1y b # 2, yaque sib = 1
existiria una trayectoria dirigida monocromdtica de col-
or 1 de vy a vgy1, y si b = 2 existiria una trayectoria
dirigida monocromadtica de color 2 de v,_; a v;. Supong-
amos que b = 3. Sea uy, uy, ..., u, la trayectoria dirigi-
da monocromadtica mas corta de v,_; a vy de color 3,

UL = V1Y U = Vi1

Consideremos el color de la flecha entre vy y u;, para
1 <i < t. No puede ser de color 3 ya que si dicha flecha
fuera de color 3 y fuera de v, a u;, entonces existiria una
trayectoria dirigida monocromética de v, a vy, de color
3; en el caso en que la flecha fuera de u; a v, existiria
una trayectoria monocromatica de v,_; a v, de color 3.
Existen flechas en {vy, u;} y {vs, u;+1} con distintos col-
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ores entre ellos, esto pasa ya que (v, u;) y (4, vg) tienen
distinto color. Entonces v,u;u;,; es un tridngulo con sus
tres flechas de distinto color, el cual es un 73 6 un Cs.
Esto es una contradiccion a las hipotesis del Teorema.



Capitulo 4

Seminucleos de una digrafica.

En este capitulo veremos unas definiciones que nos sirven
para encontrar condicciones adicionales para la existencia de
nucleos en una digradica.

Definicion 44 [14] Sea D una digrdfica. Diremos que S C
V(D) es un seminucleo de D si S es independiente y siem-
pre que exista S x-flecha en D se cumple que también existe
xS -flecha en D, claramente x € V(D) — S ya que S es inde-
pendiente.

Podemos ver un ejemplo de seminiicleo en la figura 4.1.

© )

Figura 4.1: En esta digréfica el conjunto S = {1, 2, 3,4} es un semindtcleo.

Definicion 45 Si D, y D, son digrdficas, el productoD X D,
se define por V(D X D) = V(D) X V(D»), F(Dy X D,) =

52
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(1, v2), Vi, VOV, v)) € F(Dy) y (v2,v5) € F(Dy)}.

W—>W)
V—s@2

Definicion 46 [14] Diremos que D es una R-digrafica, si to-
da subdigrdfica inducida de D posee un seminiticleo no tri-
vial (es decir, no vacio).

Teorema 28 [14] Todo seminiicleo estd incluido en un se-
mintcleo mdximo.

Demostracion  Si la digréfica es finitas, el resultado es in-
mediato. m

Lema 3 El conjunto de seminiicleos de D, ordenado por in-
clusion, tiene cota superior.

Demostracion Sea ¢ una cadena de semindcleos de D, es
decir, una coleccién de seminucleos tal que s1 .S ,S5, € €, se
tiene 1 € 5,065, C S. Pongamos i = Jgee S

a) 4 es independiente, pues si existiera una flecha f =
(v1,Vv2) con sus dos extremos en 4, se tendria v; € S| €
¢ para algin S|y v, € §, € € para algin §,. Luego
v, o € max(S,S,) € €lo que es imposible.

b) Si f es una flecha que vade il a x, existen sy S tales que
f=(,x)yseS €€ comoS es seminicleo, existe
una flecha f’ que vade x a § y por consiguiente a il.
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Lemad [14] Sea S un seminiicleo de D, B = {v € V(D)-S|
no existe flechadevaS}yS’ un seminiicleo de la subdigra-
fica B de D inducida por B. Entonces S US’ es un seminiicleo
de D.

Demostracion Sea f una flecha de u a v, consideremos
los siguientes casos

DuesS,ves.

myuesS,vels’.
m)uesS’,ves.

vyueS,veS’.
Los casos 1) e ii) no pueden cumplirse por ser S y S’ inde-
pendientes (pues son semintcleos). El caso ii1) es imposible
ya que S’ C B. Finalmente, si iv) se cumpliera, existiria otra
flecha de S’ a S, por ser § seminucleo, la cual satisfaceria
111). Luego § U S’ es independiente.
Pongamos A = V — (§ U B). Sea f una flecha de § U S’

a x. Si x € A, obviamente existe una flecha de x a S y por
consiguiente, a § U S’. Si x ¢ A, f necesariamente sale de

S’ yllegaa B—S’y,por ser S’ semintcleo de B, existe f’
de xaS'’y, por consiguiente,a S US’. =
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Teorema 29 [/4] Toda R-digrdfica posee al menos un nii-
cleo.

Demostracion Sea D una R-digrafica, S un semintcleo
méaximo de D,y B={v €V —§|no existe flechade vaS}.
B = & pues si B # &, existiria un semintcleo S’ # 0 de la
subdigrafica B de D inducida por B. S U S’ seria un seminu-
cleo de D por el Lema 4 y contendria propiamente a S, pero
esto seria una contradiccion pues S era maximo. m

Teorema 30 [/4] Si D es una digrdfica que no tiene ciclos
dirigidos impares, entonces D contiene un seminticleo no
vacio.

Demostracion  Definamos en D las relaciones ~ y < po-
niendo:

a) v/ < vsiy solo si existe en D un caminodevav’.
b) v~V ssiysolosiv<Svyv S,

Es facil ver que < es un preorden (relacion binaria transitiva
y reflexiva) y ~ es una equivalencia.

Sea my € V un elemento minimo con respecto a < (es decir,
tal que m < mg) y M = {m € Vim ~ mgp}. Si se toman
S = {m € M| existe un camino de longitud par de my a m} e
I = {m € M| existe un camino de longitud impar de my a m}
se tiene:

i)mOES.

i1) § NI = & pues si existiera s € S N I, habria un camino
de my a s de longitud par y otro de longitud impar y
ademas otro de s a mg por ser my ~ s. Luego existiria en
D un camino cerrado de longitud impar y, por lo tanto,
un ciclo impar, en contra de la hipodtesis.
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Es facil ver que todas las flechas de D que salen de elementos
de S llegan a I y que de cada vértice de [ sale alguna flecha
hacia § . De aqui se sigue sin mas que S es un semintcleo de
D.m

Corolario 1 (Teorema de Richardson)[14]. Si D es finita y
no posee ciclos impares, entonces D es R-digrdfica y, por
consiguiente, posee un niicleo.

Se demuestra que toda digrafica bipartita contiene un ntcleo.
Damos aqui una demostracion simple de que las digraficas
bipartitas son R-digraficas. Como toda subdigréfica de una
digrafica bipartita es bipartita, basta probar que cada digra-
fica bipartita contiene al menos un seminucleo no vacio. La
demostracion es como sigue:

Demostracion  Si existe algin vértice v del cual no salen
flechas, {v} es un semintcleo. Sino es ese el caso, sea (V;, V»)
una descomposicion de V en conjuntos independientes aje-
nos. V; y V, son, claramente, nucleos de D.

Sean N; y N, nucleos de Dy y D, respectivamente. Pong-
amos N{ = V(Dy) — Ny y N = V(Dy) — Na. Se tiene:
S = NyxN, es semintcleo de Dy xD,. Usando la notacion del
Lema 4, B = (N1xN;)U(N{xN>). Ahora bien, como N1 xN] y
N{xN, son independientes, B es bipartita y por consiguiente
contiene un nucleo N. Es inmediato que S U N es un ntcleo
de DixD,. m

Teorema 31 Si D es una digrdfica niicleo imperfecta critica,
entonces D no tiene seminiicleo no vacio.

Demostracion  Supongamos por contradiccién que D es
ndcleo imperfecta critica y que D contiene un semintcleo
no vacio §.
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Figura 4.2: Esta grafica es un bosquejo de la demostracion del Teorema 15. En esta
grificaxe V(D -S - D").

Sea By = {z € V(D) — S |#zS -flecha en D}.

Bgs no puede ser igual al vacio porque si lo fuera S seria nu-
cleo, por lo tanto Bs # &. Sea D’ = D[Bg]. D’ es subdigra-
fica inducida propia de D pues S # <. Por lo tanto D’ posee
un ndcleo N’. No existen flechas entre S y N’. No puede ex-
istir N’S -flecha ya que los vértices de N’ son vértices de D’.
Si existiera una S N’-flecha por definicion de semintcleo ex-
istiria una N’S -flecha y esto no puede ser. Por lo tanto S UN’
es independiente.

Seax € V(D)—-S UN’). Si x € D’ entoces existe una xN’-
flecha. Si x ¢ D’ entonces existe una xS -flecha. Por lo tanto
S U N’ es un nicleo de D, y esto es una contradiccion.

Por lo tanto D no tiene semintcleo no vacio. m

De este teorema obtenemos algunas consecuencias.

Consecuencia 1 Si D es niicleo imperfecta critica, entonces
D no tiene vértices de exgrado cero (es decir, 67(z) > 1 para
toda z € V(D).

Consecuencia 2 Si D es niicleo imperfecta critica, entonces
D tiene al menos un ciclo dirigido impar.



CAPITULO 4. SEMINUCLEOS DE UNA DIGRAFICA. 58

Teorema 32 Sea D una digrdfica. Si D es niicleo imperfecta

critica, entonces Asim(D) es fuertemente conexa (de hecho,
todo D lo es).

Demostracion  Supongo que Asim(D) no es fuertemente
conexa, entonces existe una particion de V(D) en dos con-
juntos Vi, V, tales que no hay V;V,-flecha en Asim(D) (es
decir, toda V;V,-flecha en D es simétrica, esto por el Teore-
ma 6).

Como D es nucleo imperfecta critica se tiene que D[ V] tie-
ne ndcleo N;. Como N; es seminucleo de D[V;] entonces
es independiente. Si existe una xy-flechacon x e Ny C V;y
y € V,, dicha flecha es simétrica, por lo que sefialamos antes.
Por lo tanto N; es un seminucleo de D distinto del vacio y
esto contradice el Teorema 31.

Por lo tanto Asim(D) es fuertemente conexa. m



Capitulo 5

Sobre caminos monocromaticos
y 4-ciclos monocromaticos en
torneos bipartitos con flechas
coloreadas.

Para demostrar el teorema principal de este capitulo nece-
sitaremos de otros resultados.

Lema 5 Sea D = (Vy,V,) un torneo bipartito, y sea C =

(ug, Uy, . . ., uy) un camino dirigido en D. Para/{i, j} C {0, 1, 2,
cooon}, (ui,uj) € F(D) o (uj,u;) € F(D)siysolosi j—i=1
(mod 2)

Demostracion Sin pérdida de generalidad podemos supon-
er que ug € Vi, entonces claramente tenemos u; € V; siy
s6losii=0(mod?2)...(1).

uj € Vosiysolosij=1(mod2)...(2),por(1)y(2)j-i=1
(mod 2)siysolosiu; € Viyu; € Vo © (u;,uj) € A(D) o
(I/tj, u;)) € A(D). m

Lema 6 Para un torneo bipartito D = (Vy, V,), todo camino
dirigido cerrado de longitud a lo mds 6 en D es un ciclo
dirigido de D.

59
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Demostracion Sea C un camino dirigido cerrado con [(C)
< 6 (donde [(C) representa la longitud de C). Por demostrar
que C es un ciclo dirigido. Ya que D es bipartita [(C) es
par (ya que todo camino dirigido cerrado impar contiene un
ciclo dirigido impar); [(C) = 2 es imposible ya que un tor-
neo bipartito es una digrafica asimétrica. Supongamos que
I(C) =4,y seaC = (up, uy, us, u3, Up), podemos asumir sin
pérdida de generalidad que u; € Vi, parai € {0,2} yu; € V,
para j € {I,3} esto implica que u; # u;. Ya que (u1,us) €
A(D) y (up,u3) € A(D) tenemos que u; # usz (pues es una
digrafica asimétrica) y andlogamente uy # u,; entonces C
es un ciclo dirigido. Finalmente supongamos I(C) = 6 y sea
C = (ug,uy,up, us, Uy, Us, uy). podemos asumir sin pérdida
de generalidad que u; € V) parai € {0,2,4} y u; € V, para
J € {1, 3,5}, entonces tenemos que u; # u;.

Ya que {(u;, 1), (Uir1, Uiv2)} € A(D) parai € {0, 1,2,3,4,5}
(notacion (mod 6)) y D es asimétrica tenemos u; # u;., para
i€{0,1,2,3,4,5}. m

Lema 7 Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal que todo
ciclo dirigido de longitud 4 es monocromdticoy u,v € V(D).
Si existe un uv-camino dirigido monocromdtico y no existe
vu-camino dirigido monocromatico (en D), entonces al me-
nos una de las siguientes condiciones se cumple:

1. (u,v) € A(D).
2. Existe (en D) un uv-camino dirigido de longitud 2.

Demostracion Sean D, u,v € A(D) como en las hipétesis.
Procederemos por induccion sobre la longitud [ de un uv—
camino dirigido monocromatico.
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Claramente el lema 7 se cumple cuando existe un uv-
camino dirigido monocromético de longitud a lo mas 2.

Supongamos que el lema 7 se cumple cuando existe un
uv-camino dirigido monocromatico de longitud / con
2<Il<n.

Ahora supongamos que existe un uv-camino dirigido
monocromatico T = (u = ug,Uy,...,Uyy; = V) CON
I[(T) = n + 1; podemos asuponer sin pérdida de gen-
eralidad que T es de color uno.

Afirmacion 1 Si (u;,v) € A(D) para alguna i € {0, 1,2,
...,n—=2}, entonces (u,v) € A(D) o existe un uv-camino
dirigido de longitud 2.

Supongamos que (u;,v) € A(D) paraalgunai € {0, 1,...,
n—2}yseaiy=min{i € {0, 1,...,n—-2}|(y;,v) € A(D)}.
Si iy = 0, entonces (u,v) € A(D) y st ip = 1 entonces
(u, uy,v) es un uv-camino dirigido de longitud 2, pode-
mos suponer que iy = {2,3,...,n—2}.

Yaqueig=ip—2(mod?2)yiy#n+1(mod?2)(yaque
(u;,, v) € A(D)), tenemos que ip—2 £ n+1 (mod 2) y se
sigue por el Lema 5 que (uj,—2,v) € A(D) o (v,u;,—2) €
A(D). La eleccion de iy implica que (v, u;,—2) € A(D)
y tenemos C4 = (U2, Ujy—1, Ui, V, Ujp—2) un ciclo dirigi-
do de longitud 4, que por hipétesis es monocromatico.
(Ui,-1, u;,) es de color 1 (ya que es una flecha de T),

por lo tanto C4 es de color 1. Entonces tenemos que
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T' = (u, T, u;,) U (u,v)es un uv-camino dirigido mono-
cromético con [(T")

< n+ 1; y por hipétesis de induccion se cumple el Lema
7.

Ahora se sige por el Lema 5 que paracadai € {0, 1,...,
n—2} (u;, u;ir3) € A(D) 6 (ui3, u;) € A(D) (yaquei # i+3
(mod 2)).

Analizaremos dos posibles casos.

a) Existe i € {0, 1,...,n — 2} tal que (u;, u;3) € A(D).

Sea jo = max{j € {i+3,i+4,...,n+ 1}|(u;,u;) €
A(D)}. (Notemos que el Lema 5 implica que i £ jj
(mod?2)).

a.l) Jo=n+ 1.

En este caso el resultado se sigue de la afirmacion 1.
a.2) jo=nei=0.
Tenemos (uy = u;, uj, = Uy, Uy41) €S UN UY-CAMINO
dirigido de longitud 2.
a3) jo=nei> 1.
Ya que i # jo (mod2), tenemos quei — 1 £ jo+ 1 =
n+1 (mod2)y se sigue del Lema 5 que (u;_1, u,1 =
v) € A(D) 6 (v,u;_1). S1 (u;—1,v) € A(D) el Lema 7
se cumple, se sigue de la afirmacién 1. Si (v, u;_1) €
A(D) obtenemos Cy4 = (uj_1,U;, Uj, = Uy, V,Ui—1) UN
ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipétesis es
monocromatico, de hecho Cy4 es de color 1 (ya que
(u;—1,u;) € A(T)NA(Cy)) y entonces T’ = (u, T, u;) U
(Ui, uj, = Uy, Ups1 = V) €8 un uv-camino dirigido mo-
nocromético con /(T") < n. Se sigue de la hipéte-
sis de induccién que (u.v) € A(D) 6 existe un uv-
camino dirigido de longitud 2.
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ad) jo<n-1lei# jo+ 2 (mod?2).
Se sigue del Lema 5 que (u;, uj4+2) € A(D) 6
(uj,+2, u;) € A(D), por la eleccion de jp tenemos que
(U j,+2, u;) € A(D). Por lo tanto Cyq = (u;, ujy, Uj 11,
Uj,+2, 4;) €s un ciclo dirigido de longitud 4, que por
hipétesis es monocromdtico y es de color 1 (ya que
(uj,, ujo+1) € A(T) N A(Cy)), en particular (u;, u;,)
es de color 1 y entonces 77 = (u, T, u;) U (u;, uj,) U
(uj,, T,v) es un uv-camino dirigido monocromético
con I[(T") < ny por las hipétesis de induccidn se
cumple el Lema 7.

b) Para cualquieri € {0, 1,...,n—2}, (u;13, u;) € A(D).
Ci = (Wi Win1, Wir2, Uin3.u;) €s un ciclo dirigido de
longitud 4 y por hipdtesis de induccion es mono-
cromatico, CZ es de color 1 pues (u;, u;.; € A(T) N
A(C))), para cualquieri € {0, 1,...,n -2}

Sea k € {1,2,3} 5 k = n+ 1 (mod 3), entonces
(V = Upg1, Up—2, Up—5, .., ug) U (ug, T, uz) U (uz, up) es
un vu-camino dirigido monocromatico. Esto es una

contradiccion a la hipétesis, por lo tanto este caso es
imposible.
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Teorema 33 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si to-
do ciclo dirigido de longitud 4 en D es monocromdtico, en-
tonces C(D) (la cerradura de D) es niicleo perfecta.

Demostracion  Durante esta demostracién usaremos el Le-
ma 6 con mas explicacion.

Por el Teorema 29 es suficiente probar que cada ciclo dirigi-
do de C(D) tiene una flecha simétrica.

Vamos a proceder por contradiccion. Supongamos que exis-
te un ciclo dirigido de C, C = (ug, uy, ..., Uy, y), con C C
C(D).

Afirmacion 2 Para cadai € {0,1,...,n}, (u;,u;11) € A(D) 6
existe un u;u;,1-camino dirigido de longitud 2 (modn + 1).

Seai €{0,1,...,n}. Yaque (u;, u;y+1) € A(C(D)) tenemos que
existe un u;u;y1-camino dirigido monocromatico en D, ya
que C no tiene tiene flechas simétricas, entonces no existe un
u;+1u;-camino dirigido monocromatico en D, la afirmacion 2
se sigue del Lema 7.

Vamos a considerar 2 posibles casos:

a)n=2.
Ya que D no tiene ciclos dirigidos impares (puesto que
D es bipartita), tenemos que para alguna i € {0, 1,2},
(uj, uiv1) ¢ A(D) (mod 3), sin pérdida de generalidad
asumimos que (ug,u;) ¢ A(D), entonces se sigue por
la afirmacion 2 que existe un upu;-camino dirigido de
longitud 2 en D, (ug, vy, Uy).

a.l) {(ur, uz), (uz, up)} € A(D).
En este caso (ug, vo, U1, Uz, Up) €s un ciclo dirigido de
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longitud 4 en D, por hipotesis es monocromatico; en-
tonces (uy, Uy, Up) €s un ujugp-camino dirigido monocro-
maético en D y por lo tanto (ug, u;) es una flecha simétri-
cade C en C(D).

0.

{

a.2) {(u1, u2), (u2, uo)} € A(D).

Afirmacion 3 Vamos a suponer que {(uy, u,), (uz, ug)} N
AD)=o

Si (uj,ur) ¢ A(D), entonces (up,ug) ¢ A(D), ya que
(uy1,uy) ¢ A(D) se sigue de la afirmacidn 2 que existe un
uiup-camino dirigido de longitud 2, (uy, vy, uz), cuando
(up, uy) € A(D) obtenemos (ug, vo, U1, V1, U2, Ug) un ciclo
dirigido de longitud 5 contenido en D, lo cual es imposi-
ble. Andlogamente si (u;, uy) ¢ A(D) entonces (uy, uy) ¢
A(D). Se sigue de la afirmacién 2 que existe un uu;-
camino dirigido de longitud 2 en D, (u;,vi,uz) y un
urup-camino dirigido de longitud 2 en D,(u», v;, ugp). Por
lo tanto (ug, vo, uy, vy, Uz, v2, Ug) €s un ciclo dirigido de
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b)

longitud 6 en D, y se sigue del Lema 5 que (ugp,v;) €
A(D) 6 (vi,up) € A(D). Cuando (uy,v;) € A(D) obten-
emos (uy, vi, Uz, V2, Up) que es un ciclo dirigido de lon-
gitud 4 en D y por hipdtesis es monocromatico, en par-
ticular (ug, vy, uy) es un camino dirigido monocromatico
en D lo cual implica que (u, up) es una flecha simétri-
ca de C en C(D), lo que es una contradiccion. Cuando
(v1, up) € A(D) tenemos (ug, vo, U1, Vi, Up) €s un ciclo di-
rigido de longitud 4 en D y por hipétesis es monocroma-
tico, por lo tanto (uy, v, up) es un ujug-camino dirigido
monocromético en D y entonces (ug, ;) €s una flecha
simétrica de C en C(D), esto también es una contradic-

cion.
/ @\@
n>3.
En lo que sigue, la notacién es tomada (mod n + 1).
Por la afirmacion 2, para cada i € {0, 1,...,n} podemos

tomar un u;u;,1-camino dirigido como sigue:

(W, Uir1) cuando (u;, ui+1) € A(D) 'y
T; = { u;u;y1-camino dirigido de longitud 2 cuando
(i, uip1) ¢ A(D)

(5.1
Sea C" = (J;_, T;. Entonces C’ es un paseo dirigido ce-
rrado en D, sea C’ = (29,21, - - - » Zk» 20), definimos la fun-

cion ¢ : {0,1,...,k} — V(C) como sigue: para cada
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i €1{0,1,....,n} s1 T; = (u; = zj,, Zip+1 = U;i4+1) entonces
o(io) = ziyp = ui, y St T; = (Ui = Zigs Zigt15 Zigr2 = Uit1)
entonces ¢(ip) = ¢(ip + 1) = z;, = u;.

Diremos que un indice j € {0,1,...,k} es un indice
""""""""""
@
AUy U2
/ ™~

_________

principal cuando ¢(j) = z;; y denotaremos por /I, al
conjunto de indices principales. Notemos que en C’ los
indices son todos diferentes y también notemos que un
vértice u; puede corresponder a un indice principal [y
también a un indice no principal p.

Supongamos sin pérdida de generalidad que uy = zo.
Ya que D es un torneo bipartito tenemos que k = 1
(mod 2) y por el Lema 5, para cada i € {1,...,%}
(20, 22ix1) € A(D) 6 (22i+1,20) € A(D). Consideramos

los siguientes casos:

b.1) (z3,20) € A(D).
En este caso tenemos (2o, 21, 22, 73, Z0) €S un ciclo dirigi-
do de longitud 4 y por hipétesis es monocromético. La
definicion de C’ implicaque z; = u; 62 = u;. Siz; = uy
entonces (141 = z1,22,23,20 = Up) €S un ujup-camino di-
rigido monocromatico en D lo que implica que (ug, u;)
es una flecha simétrica de C en C(D), esto es una con-
tradiccion a lo supuesto en C. Entonces z; # u;, por
consecuencia z, = u; y entonces (U = 22,23,20 = Up)
es un camino dirigido monocromético en D, por lo tanto
(up, uy) es una flecha simétrica de C en C(D), lo que es
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una contradiccion.

S
~,
~
.,
~ o
_______

b.2) (z0,2x-2) € A(D).

68

Lo supuesto en el subcaso b.2) implica que (zg, Zx-2, Zx—1,
Zk,20) €s un ciclo dirigido de longitud 4 que por hi-
potesis es monocromatico. La construccion de C’ im-
plica que zx = u, 6 zx—-1 = u,. Cuando zz = u, te-
nemos que (g = 20,Zk—2,2k-1,% = Up) €S UN UoUy-
camino dirigido monocromdtico en D lo cual implica
que (u,, up) es una flecha simétrica de C en C(D) lo cual
es una contradiccion a nuestras suposiciones. Tenemos
que zx # u,, entonces zx_; = u,; ahora tenemos que
(Mo = 20, Zk-2>%k—1 = Uy) €S un upu,-camino dirigido
monocromaético en D lo que implica que (u,, up) es una
flecha simétrica de C en C(D), lo que también es una

contradiccion.

b.3) (20,23) € A(D) y (zx-2,20) € A(D).
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Ya que {(z0,21), (20, 23), (22, 20)} S A(D) tenemos que
k—2 > 35yexiste j € {1,..., "5—5} tal que (20, 22j+1) €
AD)y (22j+3,20) € A(D). Sea ip = min{j € {1,..., S
{(z0, 22j+1), (22j43,20)} € A(D)}. Sea C = (20, 22i+1> 22ig+2
22iy+3» 20) €s un ciclo dirigido de longitud 4 en D el cual
por hipétesis es monocromadtico. Ahora vamos a consid-
erar 2 posibles casos:

b.3.1) 2ip + 1 € 1,.

En este caso zpj+1 = u; para alguna j € {2,...,n —
2} (con 3 < 2ip +1 < k —4). Por la construccion
de C’ tenemos que 22jp«2 = Ujr1 O 22jp+3 = Ujr1. Si
igr2 = Ujy1, €NLONCES (Uj11 = 22iy+2» 22ig+35 205 L2ig+1 =
u;) es un uj,u;-camino dirigido monocromatico en D
lo cual implica que (u, u;,1) es una flecha simétrica de
C en C(D) contradiciendo nuestras suposiciones. En-
tonces 22j+2 # Ujy1 Y consecuentemente 2p;,43 = Uj41,
por lo tanto (uj41 = 22i,+3, 205 22ip+1 = U;) €S UN Ui Uj-
camino dirigido monocromatico en D, lo que implica
que (uj,ujr1) es una flecha simétrica de C en C(D), y
esto también es una contradiccion.

b.3.2) 2ip+1¢1,
Por construccion de C’ tenemos que {2i, 2ip + 2} C 1,
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es decir que zp;, = uj_1 Y Z2i,+2 = u; para alguna j €
{2,...,n—1}. El Lema 5 implica que (z2;,, 22iy+3) € A(D)
0 (22iy+3» 22iy) € A(D). Cuando (22,43, 22i,) € A(D) obten-
emos (22i,» 22iy+1> L2ig+25 22ig+3» 22i,) €8 un ciclo dirigido de
longitud 4 y por hipétesis es monocromatico; por lo tan-
to (Uj = Z2iy+25 22ip+3> 22y = Uj—1) €S UN U;_juU;-Camino
dirigido monocromaético y por lo tanto (u;-1,u;) €s una
flecha simétrica de C en C(D), lo cual es una contradic-
cion. Entonces tenemos que (z2;,, 22iy+3) € A(D), la elec-
cion de ip implica que (2o, 22i,-1) € A(D) (ya que si
(22iy-1-20) € A(D) el hecho de que (z9,z1) € A(D) im-
plica que existe j < iy — 2 tal que (z0,22+1) € A(D) y
(22+3,20) € A(D) y esto es una contradiccion a la elec-
cién de ip), por lo tanto C” = (20, 22iy—1 22iy> 22ig+3+ 20)
es un ciclo dirigido de longitud 4, el cual por hipétesis
€s monocromatico; ya que (22i,+3,20) € A(g) N A(C")
tenemos que C y C” son del mismo color; entonces
(Uj = 20i)+25 22ig+3> 20> Lip—1522iy = Uj—1) €S UN U UL |-
camino dirigido monocromatico en Dy (uj_1, u;) €s una
flecha simétrica de C en C(D)

m
El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teo-
rema 33.

Teorema 34 Sea D un torneo bipartito m-coloreado . Si to-
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do ciclo dirigido de longitud 4 en D es monocromdtico, en-
tonces D tiene un niicleo por trayectorias monocromdticas.

Observacion 4 La hipotesis de que todo ciclo dirigido de

longitud 4 es monocromdtico en el Teorema 34 es indispens-
able.

Sea D un torneo bipartito 3-coloreado como sigue V(D) =
{u,v,w, x,y,24 y A(D) = {(u, x), (x,v), (v, y), (y, w), (W, 2),
(z,w), (x,w), (y,u), (z,v)}; las flechas (x, w), (w,z) y (z, u) son
de color 1; las flechas (y, u), (4, x) y (x,v) son de color 2;
y las flechas (z,v), (v,y) y (y,w) son de color 3. Los uni-
cos ciclos de longitud 4 de D son (u, x,w, z, u), (v, y, u, x, v)
y (w,z,v,y,w) los cuales son cuasi-monocromdticos y la di-
grafica C(D) es una digrafica completa que no tiene nucleos;
entonces D no tiene nucleos por trayectorias monocromati-
cas.

Ademads, podemos construir una familia infinita de digraficas
cuyos ciclos de longitud 4 son todos cuasi-monocromaéticos
y las cuales no tienen nucleos por trayectorias monocromati-
cas, como sigue: sea D, la digréfica obtenida de D afiadiendo
vertices z1,22,...,2, y flechas 3 coloreadas por cada uno de
dichos vértices a u, v y w, respectivamente.

Observacion 5 El supuesto de que todo ciclo dirigido de
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longitud 4 en un torneo bipartito D es monocromdtico, no
implica que todo ciclo dirigido de longitud 6 en D es mono-
cromdtico.

Observacion 6 Para cada m existe un torneo bipartito Hamil-
toniano m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
4 es monocromdtico.

Demostracion Sea D una digrafica m-coloreada definida
como sigue:

VID) =XUYUZUWdonde; X = {x1,x2,..., %}, Y =
DLy Ymb Z ={21,20, 5 2, W = {wi, wa, oo, Wy
A(D) :XyU Y2UZWU WXuZyU W2UXW donde:

Xy ={(xi,yplief{l,2,...,m},je({l,2,...,m}},

Yz ={Qiz)li €{1,2,...,m}},

Zy ={ziw)li € {1,2,...,m}},

Wy ={(wi, xixDli € {1,2,...,m = 1} U {(wy, x1)},

Zy ={(zi,yplie{1,2,....,m}, j€{1,2,...,m},i # j},

Wz ={wi,zplief{l,2,....m},je{l,2,...,m},i # j},

Xw ={(xi,wpli € {1,2,...,m},j e {1,2,...,m},i # j+ 1},
(notacién mod m).

Para cada i € {1,2,...,m} la flecha (x;,y;) es de color i y
cualquier otra flecha es de color 1. Claramente D es un tor-
neo bipartito m-coloreado. m

Afirmacion 4 Sea D Hamiltoniana. Se sigue de la defini-
cion de D que para cada i € {1,2,...,m} tenemos el camino
dirigido T; = (x;, yi, Zi, Wi, Xis1) y claramente V(T;))NV(T ;) =
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Spara j + i+ 1, y V(T)) N V(Ti11) = {xi+1}. Entonces
C = UL, T; es un ciclo dirigido Hamiltoniano de D.

Afirmacion 5 Todo ciclo dirigido de longitud 4 de D es mo-
nocromdtico.

Procediendo por contradiccion, supongamos que Cy = (uy,

U, Uz, Uy, uy) es un ciclo dirigido de D no monocromdtico,
entonces Cy4 debe contener al menos una flecha de color
i para alguna i € {2,...,m}, entonces podemos suponer
que uy = xp y up = Yyp. Se sigue de la definicion de D
que uy = 7oy (g = wy 0 ug = y; para alguna i + 2).
Cuando uy = wy obtenemos que (x,,w,) € A(D) y entonces
(W2, x2) ¢ A(D), contradiccion. Cuando uy = y; para algu-
nai ¢ 2 obtenemos que (x,,y;) € A(D) contradiciendo que
(s = yi,u1 = x2) € A(D).



Conclusiones

Este trabajo, como su nombre lo indica, es una introduc-
cion a la Teoria de Nucleos para todos aquellos que estén
interesados en aprender algo de esta teoria y de sus aplica-
ciones, asi como para los que interesados en lo que se esta
trabajando en la actualidad en relacién a dicha teoria.

En el primer capitulo se muestramos las definiciones y teo-
remas mds importantes de la Teoria de Graficas que son la
base del trabajo posterior. Por eso le llamé principios basi-
COS.

En el segundo capitulo se ven algunas de las aplicaciones
mas famosas de la Teoria de nucleos. En este capitulo vemos
como dicha teoria nos puede facilitar la solucién de ciertos
problemas.

En el tercer capitulo recapitulamos lo mas importante de
la Teoria de Nucleos. Muestramos muchos teoremas impor-
tantes para saber si una digrafica tiene o no tiene nucleo.
Los dos ultimos capitulos muestran algunos de los resulta-
dos que se han obtenido més recientemente. Esto sirve para
que aquellas personas interesadas en el tema se den una idea
de lo que se hace actualmente.
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