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NOMENCLATURA 

 
NOMENCLATURA 

 
 

pc  Calor específico 
 
 
H  Ancho del microcanal 
 

Kn  Número de Knudsen, 
H

Kn λ
=  

 
L  Longitud del microcanal 
 

Pe Número de Peclet, 
α
HuPe b=   

 

Pr Número de Prandtl, 
f

pc
λ

µ
=Pr   

"q  Flujo de calor, 
y
Tq f ∂

∂
= λ"  

Re Número de Reynolds, 
µ

ρ Hub 2Re =  

 
T  Temperatura del fluido en el microcanal 
 
 

iT  Temperatura a la entrada del microcanal 
 
 

pT  Temperatura del fluido en la pared 
 
 

MU  Velocidad  de deslizamiento
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SÌMBOLOS GRIEGOS 

 

SÍMBOLOS GRIEGOS. 

α  Difusividad térmica, 
p

f

cρ
λ

α =  

β  Parámetro adimensional, 
µα

β 2

3"Hq
=  

 

χ  Coordenada adimensional 

 

ε  Parámetro de perturbación, 
L
H

=ε  

 

γ  Parámetro adimensional, 
6
12

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= Kn

v

v

σ
σγ  

 

λ  Recorrido libre medio molecular 

 

fλ  Conductividad térmica del fluido 

 

µ Coeficiente de viscosidad del fluido 

 

ν  Viscosidad cinemática del fluido 

 

θ Temperatura adimensional, 
f

i

Hq
TT
λ

θ
/"

−
=  

 

ρ  Densidad del fluido 

 

vσ  Momento tangencial
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                                                                                                                                                        RESUMEN 

 

RESUMEN 
 

En el presente trabajo se realiza el estudio de un fluido que circula en un 

microcanal plano, considerando como objetivo principal la predicción teórica de 

la distribución de temperatura y velocidad de deslizamiento. 

A partir de las ecuaciones que rigen dicho fenómeno, se realiza un 

análisis de orden de magnitud, obteniendo los siguientes parámetros 

adimensionales: el número de Knudsen, Kn, el número de Peclet, Pe, el 

número de Reynolds, Re y el número de Prandtl, Pr. 

Para deducir el modelo matemático, se parte de las ecuaciones de 

conservación de masa, de cantidad de movimiento y de la energía, y después 

de ciertas aproximaciones se obtiene una ecuación diferencial de segundo 

grado para determinar la temperatura. Una vez determinada la temperatura, se 

pueden conocer los perfiles de velocidad de deslizamiento. 

Para obtener la solución analítica, se hacen consideraciones tales como 

la de despreciar los términos temporales con el fin de comprobar los resultados 

a partir de la solución numérica. Los resultados obtenidos predicen la 

temperatura a lo largo del microcanal para diferentes valores del número de 

Peclet, y de estos resultados se puede obtener la velocidad de deslizamiento. 
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CAPÍTULO  1 

INTRODUCCIÓN 
 

1.1 GENERALIDADES 
 
En este trabajo se presenta el estudio del movimiento de un fluido en un 

microcanal plano. Al hablar de microcanales, el flujo que entra al microcanal,  

se considera como un fluido newtoniano con propiedades constantes y debido 

al tamaño tan reducido, las propiedades de éste no se pueden considerar como 

un flujo continuo. Sin embargo, hay ciertos valores para la escala micrométrica 

en los que se pueden aplicar las ecuaciones de Navier-Stokes con algunas 

modificaciones en las condiciones de frontera. 

El flujo en estas condiciones es llamado flujo deslizable. El número de 

Knudsen , cuantifica la velocidad de deslizamiento, y se define como el 

cociente del recorrido libre medio de las moléculas entre el espesor del 

microcanal. El rango para el número de Knudsen en el régimen de flujo 

deslizable es ; la condición de no deslizamiento se presenta 

cuando . Para , se espera que el flujo continuo falle. Y el 

régimen de 

Kn

1.0001.0 << Kn

0=Kn 1.0>Kn

101.0 << Kn  hace alusión al régimen de transición porque el 

movimiento molecular experimenta una transición del flujo continuo en  

al flujo libre molecular en .  

1.0≤Kn

10≥Kn

Esta clasificación está basada en información empírica y por lo tanto, los 

límites entre los diferentes regímenes de flujo pueden depender de la 

geometría del problema. La separación de los diferentes regímenes se muestra 

en la figura 1.1.1, donde las diferentes regiones de flujo están en función de la 

altura, la cual es de la escala micrométrica, y de la densidad normalizada [1]. 
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   FIGURA 1.1.1. LÍMITES DE APROXIMACIÓN PARA 

MODELAR MICROFLUJOS. LOS VALORES DE 
ESTA GRÁFICA ESTÁN BAJO LAS CONDICIONES DE 

TEMPERATURA Y PRESIÓN ATMOSFÉRICAS. 
  

Dos de las características más importantes del flujo deslizable son la velocidad 

de deslizamiento, ec. (1.1) y el salto de temperatura en la superficie, ec. (1.2). 

 

pv

v
p dy

duu λ
σ
σ−

−=
2                                                                                          (1.1) 

 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

=−
v

v
p TT

σ
σ

γ
γ 2

1
2                                                                                      (1.2) 

 

 

 

 

 

TRANFERENCIA DE CALOR EN MICROCANALES 8



CAPÌTULO 1  INTRODUCCIÒN 
 
 

 

Otro efecto importante del flujo deslizable es el del arrastre térmico 

(thermal creep), el cual es despreciable en el análisis continuo [2]. 

Al hablar de microcanales, se deben considerar las ecuaciones de 

Navier-Stokes y de continuidad, que han sido estudiadas desde el siglo XVIII y 

de las cuales se puede decir se desarrollaron mucho antes de que se estudiara 

la microtecnología, razón por lo cual no habían encontrado su aplicación en 

este campo, pese a que ya se contaba con su existencia. 

El rápido desarrollo de la microelectrónica ha creado una necesidad de 

integración de los chips en dispositivos digitales. Los microdispositivos tienden 

a comportarse de manera diferente a los objetos de uso diario. Las fuerzas 

inerciales son demasiado pequeñas, y los efectos superficiales tienden a 

dominar el comportamiento de los sistemas pequeños. En general, las 

propiedades que están en función del área de contacto decrecen de manera 

más lenta que las propiedades que dependen del volumen. Estos dispositivos 

requieren capacidades de dirección de corriente-voltaje crecientes que 

conducen a un gran aumento de disipación de calor dentro de un espacio 

pequeño. Se busca usar microcanales en los aparatos electrónicos con el fin de 

evitar el incremento de la temperatura en éstos.   

Una de las desventajas de los microcanales es el incremento de la 

temperatura del refrigerante debido a la gran cantidad de calor que es llevada 

fuera del canal por efecto del aumento del mismo refrigerante. 

Los microcanales disipadores de calor son unos de los métodos 

propuestos que pueden ser usados para reducir el exceso de calor. Los 

microcanales tienen un coeficiente de transferencia de calor muy alto. En 

trabajos recientes se ha mostrado que los microcanales paralelos con 50µm de 

ancho y 302µm de profundidad tienen resistencias térmicas del orden de 9x10-6 

[K/Wm2]. Este valor es más bajo que los disipadores de calor en canales 

convencionales [3].   
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1.2 ANTECEDENTES 
  

Osborne Reynolds fue el primero en estudiar el arrastre térmico, e 

inventó el término de transpiración térmica en 1879 [4]. Al mismo tiempo, 

Maxwell desarrolló independientemente una teoría del arrastre térmico. A 

principios de 1900 Knudsen construyó un compresor molecular basado en la 

idea de la transpiración térmica, el cual constaba de una serie de tubos 

conectados entre sí y con una estrecha separación entre cada uno [5]. 

La investigación en la micromecánica en el contexto de los sistemas 

micro-electro-mecánicos (MEMS), comenzó a finales de 1980.  Richard 

Feynman,  describió nuevas perspectivas y originales aplicaciones en la ciencia 

e ingeniería de la microescala [6].  En una conferencia en 1983, anticipó 

algunas de las tecnologías de hoy como la fabricación de micromotores de 

silicio, el uso de la impulsión electrostática y la influencia del “golpeteo 

molecular”  en dichos microsistemas.  

Uno de los primeros productos microfabricados fue un motor de 

polisilicio, cuya superficie y transmisión  fueron micromaquinadas. (Fig. 1.2.1). 

 

 
FIGURA 1.2.1. DIAGRAMA DE UN MICROMOTOR DE 

TRANSMISIÓN ELECTROSTÁTICA CON DIMENSIONES  
TÍPICAS, DONDE LOS POLOS SON EXCITADOS PARA 
 CREAR UN TORQUE DE IMPULSO ELECTROSTÁTICO. 
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Las características de este motor eran un torque de 10 PNm, la fuerza 

axial era del orden de 10-7N, la cual era más grande que la carga del motor que 

era del orden de 10-10N. 

 Otro sistema MEMS clásico es el de microtransmisión electrostática, el 

cual es un excelente impulsor de resonancia que produce señales amplias a 

bajos voltajes (Fig. 1.2.2). Para condiciones típicas de operación, la frecuencia 

de resonancia es de 75 kHz. 

 

 
FIGURA 1.2.2. DIAGRAMA DE UN MECANISMO DE MICROTRANSMISIÓN 

ELECTROSTÁTICA QUE CONSISTE DE UN BRAZO QUE SOSTIENE UN SISTEMA 
DE VIGAS EN CANTILEVER QUE SE MUEVEN HORIZONTALMENTE 
 

El flujo para los micromotores y la microtransmisión electrostática es 

suficiente debido al movimiento de una capa delgada de polisilicio a través del 

sustrato. En la forma simple, estos flujos pueden ser modelados por un flujo 

viscoso. 

El análisis de flujo mostrado en la figura 1.2.2,  fue obtenido por 

Freeman usando microvisión de computadoras [7]. Específicamente, se  utilizó 

la iluminación estroboscópica para obtener imágenes de fases semejantes 

durante una excitación sinusoidal. Los desplazamientos entre las imágenes 

fueron obtenidos usando algoritmos originalmente desarrollados para 

máquinas de visión y subsecuentemente fueron integrados para producir  una 

serie de períodos para los cuales la magnitud y fase del movimiento fueron 

determinadas. 
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Otra aplicación de los sistemas MEMS son los microaparatos que 

comprenden particularmente flujos para la separación y traslado de partículas 

o células de una muestra de microflujos líquidos y gaseosos. Dos ejemplos de 

aparatos para la separación de células se muestran el la figura 1.2.3. El 

dispositivo de la izquierda está basado en células  microfluorescentes 

activadas en las cuales la dirección es marcada con anticuerpos fluorescentes, 

y cuando pasan a través de un sensor óptico, una válvula es activada para 

dejar pasar las células que se quieren y desechando las que no. El dispositivo 

de la derecha está basado  en partículas micromagnéticamente activadas para 

las cuales el  trayecto de las partículas es dirigido con anticuerpos 

paramagnéticos, y de igual manera que en el dispositivo anterior, solo las 

células que se van a usar pasan para ser almacenadas. 

La medida típica del canal es de 100µm y las partículas tienen 

dimensiones de  aproximadamente5 a 10 µm. Existen dispositivos similares 

para remover partículas de gases para aplicaciones ambientales. 

 

 
 

FIGURA 1.2.3.  DIAGRAMAS DE SEPARADORES 
DE PARTÍCULAS MICROFLUORECENTES Y 

 MICROMAGNÉTICOS 
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Existen micropartículas de 20 nm a 3 µm que pueden ser usadas para 

fabricar microaparatos, como bombas y válvulas, las cuales a su vez pueden 

ser usadas para el control microfluídico. Varios estudios se han enfocado en la 

fabricación de ensambles de estructuras, usando partículas paramagnéticas 

transportadas por líquidos en microcanales. La habilidad de formar estructuras 

mayores a las escalas anteriores y la posibilidad de controlar el movimiento de 

fluidos provocado por campos magnéticos podrían conducir a muchas 

aplicaciones novedosas como filtros microópticos, pero también para nuevos 

materiales y nuevos protocolos microfabricados. 

Para el control activo en microfluidos, se han usado microbombas y 

microválvulas coloidales. Así mismo, se manipularon micro-esferas de látex por 

medio de trampas de fluidos de bombas. Estos dispositivos son del tamaño de 

las células de la sangre humana (Fig. 1.2.4). 

 

 
 

FIGURA 1.2.4. MICROBOMBAS DE INDUCIÓN DE  
MOVIMIENTO DE 2 A 4 µm/s CON UN RATE DE  

FLUJO DE 0.25 nl/h. 
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)

 
 
 
 
 

 Los trabajos en los microflujos se comenzaron años antes. Poiseuille 

publicó el primer artículo que describía el flujo en tubos de diámetros de 

alrededor de 30µm a 150µm [8].  Sus estudios con líquidos, llevaron  a  la bien 

conocida relación entre velocidad de flujo, caída de presión,  y geometría del 

tubo, aunque en ese momento pareció no darse cuenta del efecto de la 

viscosidad.  

 En 1909, Knudsen estudió los gases a través de tubos capilares de 

cristal en el régimen de transición y de flujo libre molecular [9].  En estos  

experimentos, el cociente entre la velocidad de flujo volumétrico y la diferencia 

de presiones a la entrada y la salida ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

•

0PPQ ii  mostró un , cuando se 

graficó contra la presión promedio en el tubo capilar.  Este comportamiento se 

conoce como la paradoja de Knudsen o el mínimo de Knudsen.   

1≈Kn

El primer experimento conocido de flujo en un microcanal se realizó por 

Gaede en 1913, en el cual colocó dos placas paralelas de  4µm de distancia 

[10]. Gaede encontró que la velocidad de flujo del hidrógeno disminuía un 50% 

del valor del recorrido libre molecular mientras pasaba a través un mínimo  y  

después aumentaba con el incremento en los niveles de presión. En tubos 

capilares largos, la diferencia entre el mínimo y el valor del recorrido libre 

molecular era solamente  de 5 a 8%.  El mínimo de Kundsen también se mide 

en tubos capilares lisos, los tubos prensados no muestran este 

comportamiento. Por lo tanto los flujos en tubos y  canales se comportan de 

manera diferente y las condiciones de  la superficie pueden ser importantes en 

transporte del gas en los regímenes transitorios y  de recorrido libre molecular 

del flujo.  

A finales de 1980, se continuó con el desarrollo y estudio de las 

aplicaciones en microsistemas,  tanto para gases como para líquidos. El primer 

estudio experimental de microflujos utilizando canales micromaquinados fue 

reportado en 1991 [11], con un Reynolds en el rango de . Para 

gases, el número de Knudsen fue 0.001 ≤ Kn ≤ 0.363 para canales hidráulicos 

20Re50.0 ≤≤
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de diámetros DH = 8µm y longitud de 1mm. La reducción reportada de la 

fricción debido  al   deslizamiento   evidente  del   flujo  fue  confirmado   en    

 

 

otro    estudio experimental con gases, en el cual se usaron diversas técnicas 

de microfabricación para hacer los microcanales [12].  En detalle, el artículo 

describió el primer microcanal fabricado con varios  sensores de presión como 

parte integral del microcanal (Fig. 1.2.5).   

 

 

 
 
 

FIGURA 1.2.5. DIAGRAMA ESQUEMÁTICO DEL MICROCANAL 
USADO POR BREUER. DIMENSIONES: LONGITUD L= 7.5 mm, 

ANCHO W = 52.25µm , Y ALTURA H = 1.33µm. 
 

Un sistema del detalle de los datos altamente exactos, que se pueden 

utilizar para la validación de la teoría y de simulaciones en microflujos, fue 

obtenido por Breuer y sus colaboradores [13].  

Un resultado importante en el lado experimental ha sido el desarrollo de 

las técnicas que pueden medir perfiles de la velocidad en microcanales, usando 

medidores de velocidad de micropartículas [14]. 

Nuevas tecnologías desarrolladas en los trabajos de Vafai y Zhu [15] y 

Khaled y Vafai [16] proporcionan nuevas soluciones para el enfriamiento de 

componentes electrónicos usando microcanales. El trabajo de Khaled y Vafai 

TRANFERENCIA DE CALOR EN MICROCANALES 15
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está basado en el uso de sellos suaves y flexibles. Estos autores demostraron 

que se puede agregar refrigerante adicional si se utilizan microcanales flexibles  

 

 

 

(Fig. 1.2.6). La expansión de la cámara flexible, incluyendo el microcanal 

flexible está directamente relacionada a la presión interna [17]. 

 

 
FIGURA 1.2.6. DIAGRAMA DEL MICROCANAL  

DE PAREDES FLEXIBLES PROPUESTO.  
VISTAS LATERAL Y FRONTAL 
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CAPÍTULO 2 
PRESENTACIÓN Y DERIVACIÓN 

DEL MODELO MATEMÁTICO 
 

2.1. MODELO FÍSICO 
En el modelo físico se tiene un fluido laminar newtoniano a través de un 

microcanal plano de longitud L, la cual es mucho mayor que la altura H, cuyo 

orden de magnitud es semejante al del recorrido libre medio molecular  (10-6). El 

eje x  se encuentra alineado a lo largo de la longitud del canal, y el eje en la 

dirección transversal de éste. El campo de velocidades a lo largo del canal se 

encuentra en la dirección del eje 

y

x . 

En la parte inferior se encuentra un chip, en  el cual hay disipación de calor, 

y la parte superior se considera adiabática (Fig. 2.1.1).  

 
FIGURA 2.1.1. MICROCANAL PLANO UBICADO  

EN UN SISTEMA COORDENADO. 
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En la parte inferior del microcanal se suministra calor, el cual  se disipa en 

el fluido por efecto de la velocidad.  

En el presente trabajo se utilizan la ecuación de continuidad, las ecuaciones 

de cantidad de movimiento y la ecuación de energía para describir el 

comportamiento del fluido dentro del canal, con algunas modificaciones en las 

condiciones de frontera debido a que se trata de la escala micrométrica.  

Se considera que las variaciones en la dirección transversal del canal son 

insignificantes comparadas con las variaciones longitudinales. Y por lo tanto, se 

considera que la temperatura no varía y es la misma tanto en la parte inferior 

como en la parte superior. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TRANFERENCIA DE CALOR EN MICROCANALES 
 

19



 
CAPÌTULO 2   PRESENTACIÒN Y DERIVACIÒN DEL MODELO MATEMÀTICO 

 
 

2.2. MODELO MATEMÁTICO 
 
2.2.1. Ecuaciones y Condiciones de Frontera 
El flujo que circula a través del microcanal se considera plano, laminar, 

completamente desarrollado, bidimensional y estacionario. 

 Las ecuaciones que caracterizan al movimiento del fluido son las siguientes: 

  

 Ecuación de continuidad.  La ecuación de continuidad para un flujo 

bidimensional y estacionario está dada como: 

 

( ) ( ) 0=
∂

∂
+

∂
∂

y
v

x
u ρρ                                                                                             (2.1) 

 

Ecuaciones de cantidad de movimiento. Las ecuaciones de cantidad de 

movimiento en coordenadas cartesianas se escriben como: 
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Ecuación de la energía. La ecuación de la energía en coordenadas      

cartesianas se escribe como: 
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Condiciones de Frontera 
 

En    se tiene la condición de simetría; esto es: 0=y

 

0=
dy
du                                                                                                              (2.5) 

 

En   
2
Hy =   se tiene el régimen de flujo deslizable, en el cual las ecuaciones de 

Navier-Stokes se resuelven tomando en cuenta los efectos de la velocidad de 

deslizamiento y el arrastre térmico (thermal creep) [18], con lo que se obtiene: 
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π
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σ
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Se considera que el flujo en el canal está sujeto a un gradiente de presión. 

La temperatura en la entrada es igual a . Se supone que la temperatura de la 

pared varía como una función lineal en la dirección 

iT

x . Bajo estas condiciones, el 

gas empieza a fluir de la zona fría a la caliente. Este efecto es llamado el arrastre 

térmico. 

En este estudio, se analiza el fenómeno del arrastre térmico en el canal 

donde el valor de la altura H es tan grande como el del recorrido libre medio, pero 

mucho más pequeña que la  longitud L o del ancho del  canal.  Razón  por  la  cual  

esta configuración puede ser considerada como dos placas paralelas infinitas. De 

acuerdo a la geometría del microcanal, los parámetros dependen solo de las 

coordenadas . Por lo tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes usadas para 

describir el flujo estacionario son las ecs. (2.1), (2.2), (2.3), y (2.4). 

( yx, )
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En el régimen de flujo deslizable ( )1.001.0 ≤≤ Kn , las condiciones de 

frontera que a menudo se asumen fallan, y una subcapa del orden del recorrido 

libre medio, conocida como capa de Knudsen, comienza a volverse dominante 

entre el volumen del fluido y la superficie en la pared. El flujo, en la capa de 

Knudsen no se puede analizar con las ecuaciones de Navier-Stokes y se requiere 

una solución especial de la ecuación de Boltzmann.  

Para , la capa de Knudsen cubre menos del 10% de la altura del 

canal, y esta capa puede despreciarse. Esto tiene como consecuencia un valor de 

velocidad de  deslizamiento en la pared, y el correspondiente régimen de flujo es 

llamado régimen de flujo deslizable [19]. 

1.0≤Kn

 

Como consecuencia de considerar un flujo completamente desarrollado; 

esto es: 

( )yuu =  y 

0≈v  

 

se obtiene: 

 

( )xpp
y
p

=⇒=
∂
∂ 0                                               

 Y las ecs. (2.2) y (2.3) se simplifican de la forma: 
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d

dx
dp µ0                                                                                         (2.7) 

Considerando a  µ   como una constante, la ec. (2.7) se puede escribir 

como: 

 

dx
dp
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=2

2

µ                                                                                                       (2.8) 
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Integrando la ec. (2.8), se obtiene 

 

1
1 cy
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+=
µ

                                                                                              (2.9) 

 

Y volviendo a integrar se tiene que: 

                                                                             

 

21
2

2
1 cycy

dx
dpu ++=

µ
                                                                                   (2.10) 

 

 

Para determinar las constantes  , se consideran las condiciones de frontera 

definidas en las ecs. (2.5) y (2.6). 

21 cyc

Tomando la primera condición de frontera, ec. (2.5) en la ec. (2.9) se tiene que 

 

01 =c                                                                                                             (2.11) 

 

Y aplicando la segunda condición de frontera ec. (2.6) y con el valor de c1 

obtenido, ec. (2.11), en la ec. (2.10), se tiene que: 
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Despejando  la constante  de la ec. (2.12) se tiene que: 2c
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y sustituyendo  en la ec. (2.10) y simplificando se llega finalmente a que la 

velocidad u se puede escribir como: 

2c
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Debido a que la velocidad varía con la posición, ésta debe integrarse sobre la 

superficie , y considerando ahora que dy
H

kn λ
=  y sustituyéndolo en la ec. (2.14), 

se tiene que la velocidad promedio se puede expresar como: 
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 (2.15) 

 

 

Introduciendo el siguiente cambio de variable: 
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las integrales en la ec. (2.15) se pueden llevar a cabo más fácilmente y el 

resultado es: 
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Despejando ahora de la ec. (2.16) el término siguiente: 

 

kn

x
Tc

u

H
dx
dp

v

v

H
y

pp
b

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

=−
=

σ
σ

λ
µ

ρ
γ

γ
π

µ 2
6
1

1
2
3

2
1 2

2

2                                                   (2.17) 

 

se puede sustituir en la ec. (2.14),  y la velocidad se puede reescribir como: 
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La ec. (2.18) se puede simplificar con ayuda del siguiente parámetro: 
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entonces la  ec.(2.18) queda como: 
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3.1. ECUACIONES ADIMENSIONALES. 
Considerando que el gradiente de temperatura se puede expresar como: 
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y despejando la temperatura en variables físicas: 
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e introduciendo el siguiente cambio de variables: 
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Se tiene que la velocidad queda finalmente expresada como: 
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Sustituyendo la ec. (3.4) en la ecuación de la energía ec. (2.4) y considerando que 

0=v , se obtiene que: 
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y utilizando los siguientes parámetros físicos y adimensionales 
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se obtiene la siguiente expresión 
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Con el siguiente parámetro adimensional: 
µα

β 2

3"Hq
= ,   la ec. (3.6) se puede 

reescribir como: 
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La ecuación de la energía se puede simplificar y escribirse como: 
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Considerando que  ( )χθθ 0≅  e introduciendo las siguientes condiciones de 

frontera: 

 

2
1;1

0;1

−=
∂
∂

−=

=
∂
∂

=

η
θη

η
θη eny

                                                                                             (3.9) 

 

se integra la ec. (3.8): 
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y se obtiene la siguiente ecuación: 
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d

d
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χ
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Para simplificar la ec. (3.10), se considera lo siguiente: 
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Haciendo el siguiente análisis de magnitud, se tiene que: 

 

( )

( )
11

1;1

2

22

>>≈

≈<<

ε
β

βεε

Kn

Kn
 

α
HuPe b=  

Se toman valores reales, para demostrar que dichos parámetros adimensionales 

asumen los valores límites anteriores: 

El flujo que se considera que entra al microcanal es aire, para lo cual se toma el 

valor de la difusividad térmica de [ ]smx /1001.2 25−=α  [20]. 

 

 
H 

[µ m] 

 
L 

[µ m] 

 

ε 

 
Kn 

 

β 
 

Pe 

 
ub 

[m/s] 
1x102 0.01 0.01 0.1x109 0.201 

2x102 0.005 0.1 4x106 0.201 

 

1 

4x102 0.0025 1 0.16x106

 

0.01 

0.201 

1x102 0.01 0.01 0.1x109 0.1005 

2x102 0.005 0.1 4x106 0.1005 

 

1 

4x102 0.0025 1 0.16x106

 

0.005 

0.1005 

1x102 0.01 0.01 0.1x109 0.05025  

1 2x102 0.005 0.1 4x106

 

0.0025 0.05025 
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4x102 0.0025 1 0.16x106 0.05025 

 
TABLA 1. VALORES REALES DE LOS PARÁMETROS   
ADMENSIONALES Y DE LAS VARIABLES FÍSICAS. 

 
 

Sabiendo que 

 

 

  
y despejando a , se obtiene cyT∆

 

λ
"HqTcy =∆ , el cual se sustituye en la siguiente ecuación: 
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considerando los siguientes parámetros: 
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Se tiene que: 

 

1RePrRe 2

32
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∆

∆
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cy εε
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Se toman valores reales para demostrar que las suposiciones hechas para los 

valores de la variación de temperatura y para los parámetros adimensionales son 

ciertas. Estos valores límites se muestran en la siguiente tabla 

 

 

ε 

 
Pe 

 

ε Pe 
0.01 0.1X10-3

0.005 0.05X10-3

0.0025 

 

0.01 

0.025X10-3

0.01 0.05X10-3

0.005 0.025X10-3

0.0025 

 

0.005 

0.0125X10-3

0.01 0.025X10-3

0.005 0.0125X10-33 

0.0025 

 

0.0025 

0.00625X10-3

 
TABLA 2. VALORES REALES DE NÚMEROS  
ADIMENSIONALES PARA EL ANÁLISIS DE  

ORDEN DE MAGNITUD. 
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3.2. DEDUCIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO 
 

Las correspondientes condiciones de frontera en forma adimensional son: 
 

0;0 0 == θζ , como se trata de un flujo estacionario, la condición a la entrada 

del microcanal es de valor cero. 

 

0; 0 →∞→
ζ
θζ

d
d

, conforme avanza el fluido dentro del canal, va incrementando 

su temperatura, pero debido a la distribución de ésta a lo largo del canal, llega a 

un punto en el que no se puede calentar más, lo cual provoca una temperatura 

constante, por lo cual el gradiente tiende al valor de cero. 

 

Normalizando la ec. (3.10) se obtiene: 

 

4
10

2
0

2

−=−
ζ
θ

ζ
θ

d
dPe

d
d                                                            (3.11) 

 

El método a utilizar para resolver la ec.(3.11) es el método de coeficientes 

indeterminados para el cual se busca una solución general compuesta de una 

solución particular  y de una solución homogénea. 
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Se toma  
4
1)( −=xg , y se considera que tiene un operador anulador con 

coeficientes constantes; es decir 0=r . 

 

Para la solución homogénea se tiene: 

 

0" 00 =− θθ Pe  

  
 

y aplicando operadores diferenciales, se obtiene una solución auxiliar 

 

02 =− rPer  

 

cuyas raíces son: 

 

Peryr == 21 0 , 

 

con las cuales se obtiene 

 
ζθ Pe

h ecc 21 += . 

 

Para la solución particular se tiene que: 

 

4
1" 00 −=− θθ Pe , 

  
y usando nuevamente operadores diferenciales, se obtiene una solución auxiliar 
 

( ) 02 =− rPerr  
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y sus raíces son: 

 

Peryrr === 231 0  

 

y se obtiene: 

{
ph

cecc Pe
h

θθ

ζ ζθ 321 ++=
43421

  .                                                                                   (3.12) 

 

 

Derivando pθ  dos veces y sustituyéndolo en la ec. (3.11) se tiene que: 

Pe
c

4
1

3 = . 

 

Utilizando las condiciones de frontera para obtener las constantes , 

tenemos que: 

21 cyc

para la primera condición  

 

21210 cccc −=⇒+= . 

 

Para la segunda condición de frontera, tenemos que: 
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ε
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0
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d
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εεχ
θ ε

χ

 

 

y despejando a  se tiene: 2c

 

 
TRANFERENCIA DE CALOR EN MICROCANALES 
 

37



 
CAPÌTULO 3   ADIMENSIONALIZACIÓN Y MÉTODO DE SOLUCIÓN 

 

 

122 4
c

Pe
ec

Pe

−=−=
−
ε

. 

 

Sustituyendo los valores obtenidos en la ec. (3.12) se obtiene finalmente 
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Para la velocidad de deslizamiento se toma la ecuación (3.4) evaluada en 1=η  y 

llamando a los últimos dos términos de ésta γ~ , queda: 
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despejando  
1=∂

∂

ηχ
θ , se obtiene 
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derivando parcialmente la solución para la temperatura, ec. (3.11), se llega a una 

ecuación para encontrar la velocidad de deslizamiento, utilizando la ec. (3.15): 
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CAPÍTULO 4 

RESULTADOS 
 

Los resultados obtenidos a partir del modelo matemático, son la temperatura y la 

velocidad de deslizamiento. Los cuales están en términos de la coordenada 

adimensional χ , del número de Peclet, Pe y de 
L
H

=ε . 

4.1. TEMPERATURA 
Temperatura – Desplazamiento 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
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Pe = 0.01

θ

FIGURA 4.1.1.  PERFIL DE TEMPERATURA θ - COORDENADA χ, 
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Pe = 0.01. 
 

 
 
 

Temperatura – Desplazamiento. 
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FIGURA 4.1.2.  PERFIL DE TEMPERATURA θ - COORDENADA χ, 

Pe = 0.005. 
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Temperatura – Desplazamiento. 
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FIGURA 4.1.3.  PERFIL DE TEMPERATURA θ - COORDENADA χ, 

Pe = 0.0025. 
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Se considera un número de Peclet del orden del parámetro de perturbación, 

tomando los valores de Pe = 0.01, 0.005 y 0.025. 

En las tres gráficas se observa al inicio un incremento en la temperatura, 

para posteriormente mostrar constancia en el punto en el que el dispositivo no se 

puede calentar más y alcanza el equilibrio. 

El mayor incremento de temperatura se presenta para el valor más pequeño 

del número de Peclet, así como para el valor menor de ε, ya que para estas 

condiciones, el canal es más pequeño, con lo cual se deduce que el volumen 

también lo es y por lo tanto al tener un espacio más pequeño que calentar, la 

distribución de temperatura presenta valores grandes. 
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4.2. VELOCIDAD DE DESLIZAMIENTO. 
 

Velocidad-Desplazamiento. 
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FIGURA 4.2.1.  VELOCIDAD - COORDENADA χ, MU

Pe = 0.01. 
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Velocidad-Desplazamiento. 
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FIGURA 4.2.2.  VELOCIDAD - COORDENADA χ, MU

Pe = 0.005. 
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Velocidad-Desplazamiento. 
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FIGURA 4.2.3.  VELOCIDAD - COORDENADA χ, MU

Pe = 0.0025. 
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Las consideraciones para el número de Peclet son también del orden del 

parámetro de perturbación, cuyos valores son: Pe = 0.01, 0.005 y 0.025. 

En las tres gráficas se observa que se parte de un punto máximo para 

posteriormente decrecer hasta cero. Este efecto se presenta debido a la condición 

inicial en la frontera, el cual involucra a la velocidad de deslizamiento, que es la 

que se observa al inicio de la gráfica y el arrastre térmico (termal creep), el cual 

provoca que la velocidad caiga hasta cero. 

La velocidad es mayor cuando el Peclet también lo es, ya que éste número 

involucra a la velocidad promedio. Y en cuanto a los valores de velocidad tomando 

como referencia el parámetro de perturbación, ε  son mayores cuando ε toma 

valores pequeños. 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSIONES 
 
En los resultados de la temperatura-desplazamiento se observa que a la entrada 

del microcanal, la temperatura parte desde cero,  para posteriormente alcanzar el 

valor máximo, presentándose después una línea constante, lo cual representa la 

disipación de calor al inicio y la distribución de éste a lo largo del canal. 

El efecto del arrastre térmico influye en los resultados de temperatura al 

observarse que la temperatura va aumentando conforme se va avanzando a lo 

largo del microcanal, es decir que el flujo en el canal, gracias al gradiente de 

presión hace que fluya de la zona fría a la caliente.  

Al hablar de microescalas, es importante mencionar que el aumento de la 

temperatura es muy grande. Ya que al tratarse de un espacio tan reducido y 

obtener valores de tal magnitud, nos da una idea de lo importante que es buscar 

alternativas para mantener a una temperatura adecuado los microcanales, y que si 

éstos son parte de un dispositivo, no ocasionen daños debido al calentamiento 

excesivo. 

Para los valores observados en las gráficas de velocidad-deslizamiento, se 

tiene que no inicia desde cero, sino de un punto máximo de ésta para 

posteriormente decrecer hasta llegar a cero. La causa del inicio diferente de cero 

se atribuye al efecto de deslizamiento, y el descenso de la velocidad es debido al 

arrastre térmico, el cual frena al fluido dentro del microcanal. 

La gran ventaja de considerar el efecto del arrastre térmico es que tomando 

en cuenta que las temperaturas son muy elevadas, al entrar el fluido en el 

microcanal a una velocidad diferente de cero con  el fin de enfriarlo, éste 

permanecerá más tiempo dentro debido a que se irá frenando, con lo cual la 

temperatura, si bien no disminuye en gran medida, al menos se mantendrá en un 

valor adecuado, dependiendo de la función del microcanal. 
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Los efectos anteriores, destacan el hecho de que hablar de microescalas 

significa considerar efectos despreciados a nivel macroscópico, los cuales toman 

un papel importante al ser notables y significativos microscópicamente hablando. 

Una desventaja de la microescala es el constante cambio con respecto a la 

macroescala, por lo cual un estudio de algunos años atrás no puede ser 

considerado para uno posterior. 

En la actualidad no se cuenta con mucha literatura acerca de microcanales, 

y la documentación encontrada hace referencia al mismo círculo de 

investigadores, pero es un hecho que no tardará en ampliarse, ya que cada vez 

son más las personas que los están estudiando y conforme avanza el tiempo el 

número de artículos publicados va aumentando con el paso de los años. 

El desarrollo tecnológico va creando la necesidad de reducir cada vez más 

los dispositivos electrónicos con el fin de hacer más cómodo el manejo de éstos, 

razón por la cual se tiene que trabajar a niveles microscópicos y abrirle más el 

campo de estudio a los microcanales, los cuales están presentes siempre que se 

haga mención de la microescala. 
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