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Introducion

Hasta mediados del siglo pasado los cientificos crefan que, en la mayoria de los ca-
sos, para estudiar un fenémeno bastaba con conocer una buena aproximacién a las
condiciones iniciales y la ley natural que lo rige para calcular su comportamiento
aproximado.

La idea era que, con el desarrollo de la tecnologfa, se tendrian cada vez mejores
aproximaciones a las medidas reales de las condiciones iniciales y dada la capacidad
de cédlculo que ofrecian las computadoras, se podrian obtener predicciones cada vez
mejores de los fenémenos naturales. Este optimismo se vino abajo por el descubrim-
iento de Edward Lorenz.

Mientras realizaba un trabajo sobre el clima en la Tierra, en el Instituto Tec-
nolégico de Massachussets, Lorenz encontré unas ecuaciones sencillas para modelar
el movimiento de grandes masas de aire, pero descubrié que con una pequenisima
variacién de las condiciones iniciales obtenia resultados radicalmente diferentes. Llamé
a este fendmeno sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales.

A partir de este descubrimiento se encontré que hay muchos fenomenos que tienen
sensibilidad y ya que es imposible medir con exactitud las condiciones iniciales esto
nos deja sin la posibilidad de hacer predicciones.

Mientras los sistemas normales al pasar el tiempo se acercan a conjuntos sencillos,
como un punto o un circulo, estos otros sistemas tienden a conjuntos extraordina
riamente complicados. Estos conjuntos fueron bautizados con el nombre de atractores
extranos y el primero de ellos es el conocido como mariposa de Lorenz.

En este trabajo abordaremos uno de estos atractores extranos conocido como el
solenoide que se obtiene de una manera sencilla a partir de una funcién del toro sélido
en s{ mismo. El solenoide fue introducido por el topélogo austriaco Leopold Vietoris
en 1927 y cuarenta anos después fue retomado por Stephen Smale como atractor
dindmico.

La intencién original de este trabajo era utilizar el articulo de Richard M. Schori
"Chaos: An Introduction to Some Topological Aspects" para presentar una introduc-
cién a los limites inversos y su relacién con los sistemas dindmicos. La idea era "com-
pletar" el articulo, es decir agregar explicaciones, ejemplos, demostraciones, etcétera.
Aunque me parecia interesante he de confesar que nunca me senti realmente atraida
por el tema.

Un curso sobre Sistemas Dindmicos Discretos que dieron Jeff y Héctor cambié
totalmente el rumbo del trabajo, no sélo porque a partir de él decidimos centrarlo en
el ejemplo del solenoide; sino porque como resultado de ese curso me enamoré de la
temadtica, lo cual le di6 un impulso muy grande.

ii



0. Introducion iii

La idea era ahora discutir la dindmica en el solenoide, el concepto de limite inverso
y los resultados que lo relacionan con sistemas dindmicos. Me quedaba la sensacién de
que la discusién de limites inversos resultaba muy complicada en relacién a la utilidad
que presentaba, es decir, si se podia analizar la dindmica en el solenoide sin acudir
a este concepto, concluir el trabajo usando limites inversos para demostrar que la
dindmica en el solenoide es cadtica era como matar moscas a canonazos.

Héctor resolvid la custién cuando propuso incluir la demostracién de que el solenoide
es un continuo indescomponible, para la cual resultan muy ttiles los limites inversos.
El capitulo estd basado en el articulo " La herradura de Smale es un continuo in
descomponible" de Héctor Méndez.

El trabajo quedé conformado entonces de la siguiente manera:

En el primer capitulo se abordan algunas definiciones elementales y en particular
el ejemplo de la dindmica de la funcién g : C — C definida por g(z) = 22 que serd muy
importante para el andlisis de la dindmica en el solenoide.

En el segundo capitulo discutimos la definicién de funcién caética propuesta por
Robert L. Devaney, demostramos que dos de las condiciones de la definicién implican
la tercera y algunas equivalencias para la transitividad topoldgica.

El tercer capitulo estd dedicado a la discusién de la dindmica en el solenoide y
algunas de las propiedades topoldgicas de este objeto parecido a una bobina, que se
enreda infinitamente dentro del toro.

El cuarto capitulo trata el concepto de limite inverso, y estudia las propiedades
topolégicas que hereda este espacio de los espacios que lo originan, se estudia también
la funcién inducida entre dos limites inversos y las propiedades dindmicas que hereda
esta funcién de las funciones que le dan origen.

El quinto y 1ltimo capitulo estd dedicado a probar que el solenoide es un continuo
indescomponible y a dar una idea de lo que esta propiedad significa.



Capitulo 1

Primeras definiciones

Los sistemas dindmicos discretos estudian cantidades que varfan conforme pasa el
tiempo. Se considera que el tiempo varia de manera discreta y ademads que el valor
que toma una cantidad en cierto tiempo depende tnicamente del valor que tomé en
el tiempo anterior. De esta manera si tenemos un valor inicial y una funcién que nos
diga cé6mo obtener el siguiente valor a partir del que tenemos, podemos obtener todos
los valores que ird tomando la cantidad estudiada.

Para tener un sistema dindmico necesitamos entonces, un espacio métrico X donde
la variable tomard valores y una funcién f definida del espacio X en si mismo, que
nos dird cémo estd relacionado un valor de la variable con el que tomé en el tiempo
anterior. Si tomamos el punto g € X como nuestro valor en el tiempo cero, en
el tiempo uno tendremos el valor f(xg), en el tiempo dos f(f (z9)), etcétera. Al
"itinerario" del punto xg , es decir al conjunto de todos los valores que ird tomando
la variable si partimos del punto xg le llamaremos la érbita de z¢g bajo la funcién f
y la denotaremos por O (xo, f). En otras palabras la ¢rbita de z¢ bajo f, es igual al

conjunto:

O(x0, f) = {0, f (x0) . f (f (20)), [ (f (f (20))) , -}

Para abreviar la notacién se suele llamar f™ a la composicién de f consigo misma

n veces, escribiendo la érbita de zg bajo f de esta forma tenemos

O (*7"07 f) = {x0> f (-'L'O) ) f2 (-’EO) ,f3 (ZL‘o) , }

De aqui en adelante X siempre representard un espacio métrico, d una distancia
en X,y f una funcién continua de X en X.

El objetivo al analizar un sistema dindmico (X, f) es describir el comportamiento
de todas las 6rbitas bajo la funcién f. Para hacer esto, es ttil tener algunas definiciones

que nos permitan clasificar las érbitas que tienen un comportamiento similar entre si.
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Para distinguir unas érbitas de otras, podemos preguntarnos, por ejemplo, ;para
qué puntos = € X, la 6rbita de x bajo f es una sucesién convergente? En el caso de
que la érbita no sea una sucesién convergente, ;qué podemos decir sobre su compor-
tamiento? ;Qué puntos de X tienen una érbita finita bajo f7 ;Para qué puntos de X
la 6rbita bajo f tiene al menos una subsucesiéon convergente?.

Distinguiremos, para empezar a los puntos cuya érbita consta de un solo punto:
diremos que el punto z € X es un punto fijo de f, si f (x) = z. En ese caso, la 6rbita
de = bajo f serd el conjunto {z}.

Los puntos fijos de un sistema dindmico (X, f) tienen un papel muy importante
debido a que si la érbita de un punto es una sucesiéon convergente, el limite de esta

serd precisamente un punto fijo, como se enuncia en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.0.1 Si la drbita de un punto x € X bajo la funcion f es una sucesion

que converge a g € X, entonces xg es un punto fijo de f.

Demostracion
El argumento es el siguiente: Supongamos que lim f” (z) = xyp. Como f es una
n—o0

funcién continua y lim f*~! (z) = g, entonces
n—oo

lim f" (z) = f ( lim fmt (SU)) = f(z0),

n—oo n—o0o

por lo que x( es punto fijo de f. [

Otro tipo de puntos que distinguiremos son los puntos cuya érbita es una sucesién

convergente.

Definicién 1.0.1 Un punto x tiene drbita asintdticamente fija si existe un punto fijo

xo tal que lim f" (z) = xo y f™ (x) # xo para todo entero positivo n.
n—oo

Definicién 1.0.2 Un punto x es eventualmente fijo o prefijo, si existe un entero po

sitivo n y un punto fijo xo, tales que f™ () = xg.

En algunos casos un punto fijo sera el limite de todas las érbitas de los puntos
cercanos a él, diremos entonces que es un punto fijo atractor, y a todos los puntos
cuyas Orbitas convergen a dicho punto fijo les llamaremos la cuenca de atraccion del

punto fijo atractor.

Definicién 1.0.3 Un punto fijo xo € X es atractor si existe una vecindad de radio
0 > 0 tal que f™(x) estd definido para todo = € Vs(xo) y todo n € N, y ademds,
lim ™ (x) = xg.

n—oo
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Sea o un punto fijo atractor de f. Al médximo conexo abierto U que contiene a
xo y en el cual lim f" (z) = xp Para todo x € U, se le llama la cuenca inmediata de
atraccion del plfn?go xo.

Al conjunto

A:{ZL‘EX‘JLIEOJC”({IJ):{EO}

se le llama la cuenca global de atraccién de xg.

Definicién 1.0.4 Un punto fijo xg € X se dice que es repulsor si existe una vecindad

de radio § > 0 tal que para todo x € Vs (x¢), con x # xg, hay un entero positivo n para
el cual " (x) ¢ Vs (x0).

Entre las 6rbitas que no son sucesiones convergentes podemos distinguir las que
constan de un nimero finito de puntos. Llamaremos periddicas a las érbitas que
después de pasar por cierto niimero de puntos regresen al valor original, y preperiddicas

a las que en algtin momento regresen a un valor que habfan tomado antes.

Definicién 1.0.5 El punto x € X es un punto periddico de f, o tiene drbita periddica,
si existe un entero n > 1 tal que f™(x) = x. El menor entero positivo n para el cual

se cumple lo anterior es llamado el periodo de x. En este caso la drbita de x bajo f es

O(a,f)={xz f (@), 2 (@), > (@), . [P (@)}
El conjunto de los puntos periddicos de f se denota como Per (f).

Definicién 1.0.6 Un punto x es eventualmente periddico o preperiddico si x no es
periddico pero existen una n y una m distintas tales que ™ (x) = f™ (x).
Sim es el primer entero positivo para el cual f (x) = f™ (x) con n < m entonces

la orbita de x es como sigue

Oz, f)= {x,f(a:) ey [ (), f (x)}

a partir de f™1(x) se repiten los valores f* (x),..., f™ 1 (x). Se dice entonces que

el punto = es eventualmente periddico de periodo p =m — n.

Como puede verse, los puntos periddicos de periodo n bajo una funcién f son puntos
fijos de la funcién f"; esto habla de la importancia que tendrén los puntos periédicos,
ya que si un punto tiene una érbita que converge bajo f™, lo hace necesariamente a
un punto fijo de f".

En otras palabras, si khi& (f™)¥ (x0) = p entonces f™ (p) = p.

Si esto sucede , la érbita de p, {p, oy f1 (p)} es el conjunto de puntos limite de
la érbita de xg. En este caso decimos que la érbita de xg converge a la érbita de p.

Diremos que un punto es asintdticamente periddico, si su érbita converge bajo f™.
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Definicién 1.0.7 El conjunto de puntos asintéticamente periddicos a p es llamado el

conjunto estable asociado a p y se denota como W* (p).

Nota: En particular, si p es un punto fijo atractor, el conjunto estable asociado a
p es la cuenca global de atracciéon de p. Los conceptos de punto periédico atractor o
repulsor son generalizaciones naturales de las definiciones 1.0.3 y 1.0.4.

Veamos ahora algunos ejemplos:

Ejemplo 1.0.1 Sea f: R — R definida por f (x) = 2. Los puntos fijos de f son las

2

soluciones de la ecuacion x* = x, es decir los puntos 0 y 1.

Como puede verse para el caso de un sistema dindmico determinado por una funcién
f: X CR — X, podemos encontrar geométricamente los puntos fijos, buscando los
puntos en el dominio donde la grafica de f interseca a la recta y = x.

En la figura puede observarse también que —1 es un punto prefijo pues f (—1) =1
y que ademds no hay ningin otro punto del dominio que bajo la funcién vaya a dar a
un punto fijo o a un punto prefijo.

Para saber lo que sucede con las 6rbitas de los deméds puntos del dominio usaremos
un recurso que suele ser 1til para analizar el comportamiento de las érbitas de una
funcién f : R — R, y consiste en seguir sobre la gréfica el "itinerario" del punto de la
siguiente forma:

Si partimos del punto x en el dominio de la funcién, podemos encontrar usando la
grafica de f cudl es el siguiente punto de la érbita de x, f (z). Para encontrar f? (z),
hay que aplicar nuevamente la funcién f ahora al punto f (z) en el dominio; encontrar
la ubicacién de este punto es facil usando la recta y = z, de esta manera obtenemos
otra vez usando la gréfica el valor f2 (z), y los siguientes valores, f3, f4, etcétera. Esto
nos permite tener una idea geométrica de cudles serdn los valores de la érbita de x

bajo la funcién f.
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En este caso, como puede verse en la figura, si tomamos cualquier punto x en el

intervalo (0,1) su 6rbita serd una sucesién que converge a cero.

\ V4
\ fa :
\\‘ i r:,'f

3 i
5
\
|
'\._. / ¥
it _.-""K .
% i /
LY Py r
\ & g
E / / g
. // ¢__./' -
== 2 = 5 Fi
A el 70 T ) x

Para cualquier punto en el intervalo (—1,0), después de aplicar la funcién por
primera vez, va a dar al intervalo (0,1), por lo que para las siguientes iteraciones
correrd la misma suerte que los puntos del intevalo (0, 1), es decir su érbita converge

a cero.

| 1

La ¢rbita de cualquier punto en (1,00) tiende a infinito y todos los puntos del

intervalo (—oo, —1), después de la primera iteracién van a dar al (1, 00) por lo que su
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orbita también tiende a infinito.

En resumen de lo anterior tenemos que 0 es un punto fijo atractor cuya cuenca de

atraccion es el intervalo (—1,1) y 1 es un punto fijo repulsor.
Ejemplo 1.0.2 Sea la funcion f : R? — R? definida por f (x,y) = (—x,y +22 - 1).

Para analizar la dindmica generada por esta funcién observemos primero que, para
toda constante ¢ € R los puntos que estédn sobre la recta x = ¢, bajo la funcién van
a caer a puntos sobre la recta x = —c y bajo la segunda iteracién regresan a la recta
original = = c.

Por otro lado la funcién 22 — 1 que estd sumada a la segunda coordenada vale cero
para x € {—1,1}, por lo que los puntos en las dos rectas verticales x = -1y x = 1,
regresan al mismo punto después de la segunda iteracién. En cambio, para todos los
demds puntos, la segunda iteracién los regresa a la misma recta pero los desplaza hacia
abajo si su abscisa estd en el intervalo (—1,1) y hacia arriba si su abscisa se encuentra
en (—oo, —1) U (1,00).
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Ejemplo 1.0.3 Sea la funcién g : C — C definida por g (z) = 2°.

Los puntos fijos son los soluciones de la ecuacién z2

=z, es decirel 0 y el 1.

Para todo z € C, g(z) = 22 tiene el doble del éngulo que z y su médulo es el
cuadrado del médulo de z. De manera que para los puntos z € C tales que |z] < 1
se tiene que lim |¢"(z)] = 0, por lo que las 6rbitas de esos puntos convergen a
cero. Cero es thognces un punto fijo atractor cuya cuenca de atraccion es el conjunto
{zeC||z| < 1}.

Analogamente, los puntos z € C tales que |z| > 1 bajo la funcién van a dar a
puntos con un médulo cada vez mayor por lo que sus érbitas se van a infinito.

Los puntos tales que |z| = 1, es decir los puntos que se encuentran sobre el circulo
unitario S, permanecen en S' para cualquier iteracién.

Si restringimos la funcién g al circulo unitario S*, es decir a los puntos de la forma
z =€ ¢ (62m'9) — ¢2mi(20) podemos verla simplemente como una funcién del angulo
6, con 0 € R (mod 1), definida por g (0) = 26.

Como dijimos antes el punto (0,1) correspondiente al éngulo § = 0 (mod 1) es un
punto fijo de g, pues g (0) = 0.

Los puntos con 6 € {%, %} forman una 6rbita de periodo 2, los puntos con 6 €

{%, %, ‘—%} y los que tienen 6 € {%, %, %} forman 6rbitas de periodo 3.

e=13 |

x
o g
; 5}

En general, es facil comprobar que existen puntos periédicos de todos los periodos.
En efecto, un punto en S* es un punto periédico de periodo n de g, si su dngulo 6 es
una solucién de la ecuacién " (f) =0+ k con 0 € [0,1) y k € Z.

Como ¢" (0) = 2"0 (mod 1), entonces, los puntos de periodo n son las soluciones

k
51 De

aqui se concluye que la funcién g tiene puntos periédicos de todos los periodos. Para

de la ecuacién 2™0 = 6 + k, con k entero; es decir los puntos tales que 0 =
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periodo 0 = 5~
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Més ain, puede verse que el conjunto de puntos periédicos de g forman un conjunto
denso en S*.

El argumento es el siguiente: Los puntos para los cuales 6 = ﬁ con k €

L
2n—1"

Como lim 2n—1_1 = 0, si tomamos un arco en S' de longitud igual a € > 0, podemos
n—oo

{1,2,3,...,2" — 1} dividen al cfrculo S' en 2" — 1 arcos iguales de longitud

encontrar un natural n tal que los puntos de la forma 6 = zn_lil distan entre si{ menos
que € y por lo tanto habra al menos uno de esos puntos en el arco de longitud € que

tomamos.

Por otro lado, los puntos en S' con 6 € {%, %, %, } son eventualmente fijos, pues

en alguna iteracién van a caer a § = 0 y los puntos cuyo éngulo 6 € {%, 1—12, ﬁ, } son

eventualmente periédicos de periodo 2, pues en alguna iteracién van a caer a 6 = %

En general si tomamos cualquier punto con dngulo 6 € [0, 1], los puntos g, %, - 2%,
y los puntos g + %,g + %, vy g + %, ... eventualmente, después de aplicar la funcién g

cierto niimero de veces van a caer a 6. Esto junto con la existencia de una infinidad de
puntos periédicos de g en S!, nos garantiza que el conjunto de puntos preperiédicos
de g es también un conjunto denso en S'. Ya que, si tomamos un arco cualquiera de
longitud € > 0, cuyos extremos sean los puntos correspondientes a los dngulos 0 y 02,
el arco 201/2\02 es un arco de longitud 2¢, en él podemos encontrar un punto periédico

con dngulo p. Entonces el punto con dngulo £ € 6,6,.

Se puede probar que si el dngulo 6 es un nimero racional el punto correspondiente
en S! es periédico o preperiédico, y que todos los puntos periédicos o preperiédicos

tienen angulo 6 racional.
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Demostracién

Sea un punto en S' correspondiente a un dngulo racional %. El conjunto de los
puntos correspondientes a dngulos racionales con denominador ¢ que son puntos dife
rentes en S' tiene cardinalidad finita igual a ¢. Entonces existen dos nimeros n y
m € N, tales que g" (%) = QnTp = %p =gm <§) (mod 1). Lo cual implica que el punto
correspondiente al dngulo g es periédico o preperiédico.

Ya probamos antes que un punto periédico tiene dngulo de la forma %, por lo que
todo punto periédico tiene dngulo racional. Tomemos ahora un punto preperiédico,

sea p el dngulo correspondiente a este punto, entonces

9" () = ¢"(p)(modl)
2"p = 2™p+k con k entero
p(2"=2") =k
k

Por lo tanto p es racional. []

Otra caracteristica de la funcién g es que no tiene ningiin punto que sea asintéti-
camente fijo o asintéticamente periédico, la demostracion de lo anterior se basa en el

siguiente lema.

Lema 1.0.1 Sea x, un punto fijo repulsor; si lim f™(x) = xg entonces existe un
n—oo

nimero natural N tal que f~ (x) = xo.

Demostracién

Sea x¢ un punto fijo repulsor de la funcién f: X — X y z € X un punto tal que
lim ™ (x) = xp.
n—oo

Como zg es un punto fijo repulsor, existe una vecindad de xg, Vj (z¢) tal que para
toda = # x¢ en la vecindad V; (z¢), hay un nimero natural n tal que f™ (z) ¢ Vs (x0).

Por otro lado, como f™ (x) converge a x, para la vecindad Vj (x() existe un natural
N, tal que para todo natural n > N, f™ (x) € Vj (z0).

Sea f*1 (z) € Vg (w0)
(N (@) = VD () € Vs (20) para todo mimero natural m

Por lo tanto fV*! (z) = z. O

Como vimos antes no es complicado describir la dindmica para algunas funciones,
como la del ejemplo 1.0.1 y la del ejemplo 1.0.2. Sin embargo, hay funciones como la

del ejemplo 1.0.3, cuya dindmica no es sencillo describir.
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En el siguiente capitulo trataremos de precisar a qué nos referimos cuando decimos
que la dindmica de una funcién no es sencilla, pero por lo pronto la existencia de un
conjunto denso de puntos periédicos y de puntos periédicos de todos los periodos nos
da ya una idea de las caracteristicas de una funcién complicada desde el punto de vista

dindmico.



Capitulo 2

Funciones cadticas

2.1 Sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales

Como decfamos en el capitulo anterior, trataremos de concretar lo que queremos decir
con que algunas funciones tienen un comportamiento complicado. Una de las carac-
teristicas que resultan mds importantes es que para condiciones iniciales muy cercanas
las Orbitas pueden separarse dramadticamente. Se ha hecho popular llamar a esto
"efecto mariposa", debido al titulo de una conferencia pronunciada por Edward N.
Lorenz en 1972 en una reunién de la Sociedad Americana para el Avance de la Cien-
cia: “;Puede el aleteo de una mariposa en Brasil desencadenar un tornado en Texas?”,
con el que pretendia enfatizar este fenémeno.

Esta propiedad es particularmente importante pues en la prictica es imposible
evitar pequenos errores en las mediciones, de manera que el valor inicial no puede
conocerse con precisién y el comportamiento real no es nunca exactamente el calcu-
lado, pero debido a este fenémeno, no podemos asegurar siquiera que tendremos un
comportamiento cercano o parecido al previsto. En consecuencia bajo estas condi-
ciones resulta imposible realizar prediccién alguna.

Esta nocién que de alguna manera expresa la impredictibilidad de un fenémeno es
lo que se llama sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales.

En términos matema4éticos la definicién se da a continuacion.

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio métrico y sea f : X — X una funcién continua.
Se dice que f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales si existe § > 0
tal que para todo x € X, y para todo nimero € > 0, existe y € X cuya distancia a x
es menor que €, tal que para algin entero n la distancia entre f™(z) y f™(y) es mayor

que 0.

A la constante ¢ se le suele llamar la constante de sensibilidad.

11

PDF Created with deskPDF PDF Writer - Trial :: http://www.docudesk.com


http://www.docudesk.com

2. Funciones cadticas 12

La funcién g : S* — S, del ejemplo 1.0.3 definida por ¢ (#) = 20 (mod 1) tiene
sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales

Es fécil ver que dados cualesquiera dos puntos z y y, después de aplicar la funciéon
g la amplitud del dangulo que abarca el arco 7y se duplica, de modo que eventualmente,
para algin entero positivo n, el dngulo que abarca al arco formado por g™ (z) y g™ (y)
es mayor que Z, de hecho existe un entero positivo m tal que, S = ¢™ (zy). De
manera que si tomamos cualquier z € S* y ¢ > 0, y elegimos cualquier y € V. (z) C S*

existe n € N tal que la distancia entre g" (z) y ¢" (y) serd mayor que 7.

a(x
aly) %

g g 42

Y x

g2 (y)
g%(x)

Como decfamos, el hecho de que una funcién tenga sensibilidad con respecto a
las condiciones iniciales parece ser el comportamiento més "complicado" que pudiera
ocurrirsenos, sin embargo esta condicién en si misma no es suficiente para que el
comportamiento de una funcién sea efectivamente complicado.

Como ejemplo tomemos la funcién f: R — R definida por f(x) = 2.

-

A fix) =2x

Y/
i y

Como puede verse en la gréfica la funcién tiene un tnico punto fijoen z =0y

L

si partimos de cualquier punto diferente de cero las érbitas correspondientes se van a

infinito o a menos infinito.
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Es decir, podemos saber facilmente, qué pasa con las drbitas de todos los puntos
en R, a esto es a lo que hemos llamado aqui tener una dindmica sencilla.

Sin embargo, tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales, pues las
orbitas de cada pareja de puntos por muy cercanos que estén entre si se separan cada

vez més cuando n tiende a infinito.

2.2 Transitividad topolégica

Otra propiedad que refleja que una funcién tiene un comportamiento complicado es la
conocida como transitividad topoldgica.

La nocién de transitividad topoldgica expresa de alguna manera que las 6rbitas de
los puntos de X se "mezclan" bajo f, pues no es posible encontrar dos subconjuntos
abiertos en X tales que las érbitas de los puntos de uno de ellos no caigan en algin
momento en el otro.

Matemaéticamente se define como sigue:

Definicién 2.2.1 Sea X un espacio métrico, f : X — X una funcidn continua se
dice que es topologicamente transitiva si para cada pareja de abiertos no vacios U

yV en X existe un nimero entero positivo n, tal que f"(U)NV # @.

Es decir, que para cada pareja de abiertos no vacfos U y V después de aplicar la
funcién f cierto nimero de veces hay al menos un elemento del conjunto U que va a
caer al conjunto V.

Como ejemplo de una funcién topologicamente transitiva, podemos citar nueva-
mente la funcién g : St — S, del ejemplo 1.0.3 definida por g (#) = 26 (mod 1).

Obsérvese que si elegimos dos conjuntos abiertos U y V en S!, eventualmente,
después de aplicar cierto nimero de veces la funcién g, la imagen del conjunto U cubre
a todo el circulo S*, por lo que interseca necesariamente al conjunto V.

U
g*(V)
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La nocién de transitividad topolégica puede expresarse de varias formas equiva-

lentes que pueden ser més ficiles de manejar segin sea el caso.

Lema 2.2.1 Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) [ es topoldgicamente transitiva.

o0

ii) Para todo abierto no vacio W en X, el conjunto |J f™ (W) es denso en X.
n=1

i11) Para cualesquiera dos abiertos no vacios U y V en X, existe un natural k, tal

que fF(U)NV # 2.

iv) Si W es abierto no vacio en X, entonces |J f~" (W) es denso en X.
n=1
v) Cualquier subconjunto propio D de X cerrado e invariante, es decir tal que

f (D) C D, tiene interior vacio.

Demostracién

1) i implica i

Sea W un conjunto abierto no vacio en X y sea A = fj f™ (W), queremos entonces
demostrar que A es un conjunto denso en X. "

Sea U un abierto; como f es topolégicamente transitiva existe un nimero entero
positivo n, tal que f*(W)NU # 0.

Seay € f" (W)NU, como y € f* (W) C A, entonces A es denso en X.

2) i1 implica i
o0

Sean U y V dos conjuntos abiertos no vacios en X y sea B= J (V).
n=1

Como B es denso en X, entonces U N B # (). Seay € UNDB, comoy € B =

(o)
U f™ (V) entonces, existen un entero positivo k y v € V tales que f* (v) =y € U.
n=1

Estoes, v e f*(U)NV.

3) i implica iv
o0

Sea W un conjunto abierto no vacio contenido en X y sea C = |J f~"(W).
n=1

Queremos demostrar que C' es denso en X.
Sea U un conjunto abierto en X, por hipétesis existe un nimero entero positivo k
tal que f~F (W) NU # 0; pero f~% (W) C C, de manera que C es denso en X.

4) 1w implica v

Sea D un conjunto cerrado e invariante, es decir tal que f (D) C D, con interior

no vacio contenido en X.
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2. Funciones cadticas 15

o0
Sea W = D¢y supongamos que W # @&. Como W es abierto, |J f=" (W) es
n=1

denso en X. Como D° es un abierto no vacio f~" (W)ND° # @ para algtin n > 0, es
decir existe T € D° C D tal que f*(z) € W = D¢ lo que contradice el hecho de que
D es invariante. Por lo tanto W = @ lo que implica que D = X.

5) v implica i
Sean U y V dos conjuntos abiertos no vacios en X.
Sea B = fj f™ (U). Demostraremos primero que B es invariante bajo f, es decir
que f(B) C B
Sea x € B tenemos uno de los siguientes dos casos
a) T € Ejo f™(U) : en este caso es claro que f(z) € Uo fm(U) CB.
n= it

o0

b) x € {puntos de acumulacién de |J ™ (U )} En este caso existe una sucesion
n=0

de puntos de la forma f*» (u,), donde k, es un nimero entero positivo y u,, € U, tales

que {f*» (u,)} converge a x cuando n tiende a infinito. Como la funcién es continua
la sucesion { f**1 (uy,)} converge a f (x) cuando n tiende a infinito. Esto implica que

f(x) e {puntos de acumulacién de |J f" (U)} C B.
0

n=
De a) y b) se sigue que f(B) C B.
Ahora, el conjunto B es cerrado y tiene interior no vacio, pues U C B.
Por hipétesis, esto implica que B = X.

Sea v € V C X = B nuevamente hay dos posibilidades o bien v € J f™(U) lo
n=0
que implica que existe N € N tal que fV (U)NV # @, o bien

vE {puntos de acumulacién de |J " (U )}

n=1
en este caso sea V (v) una vecindad de v contenida en V', el hecho de que v es punto
[e.e]
de acumulacién de |J f™(U) nos garantiza que existe n € N tal que f™ (U)NV # 0.
n=1
O

Un conjunto X se dice que es perfecto si para cualquier x € X y para cualquier
e > 0 existe y # z tal que y € V. (z) N X. Demostraremos ahora que si X es perfecto
y compacto, el hecho de que f sea topolégicamente transitiva es equivalente a la
existencia de un punto en X cuya érbita bajo f es un conjunto denso en X.

Antes de abordar la demostracién de este resultado observemos que la hipétesis de
que X sea perfecto no puede omitirse.

Fl siguiente es un ejemplo de una funcién f : X — X con una 6rbita densa en X

que no es topolégicamente transitiva.
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Sea X = {+] neN}U{0} ysea f: X — X definida por f () = 745 vy
f(0) =0;
La 6rbita de 1 € X bajo la funcién f es densa en X. Sin embargo, la funcién

evidentemente no es topoldgicamente transitiva.

Teorema 2.2.1 Si X es perfecto y compacto, entonces f es topoldgicamente transitiva

st y sdlo si existe un elemento x € X tal que O(x, f) es un conjunto denso en X.

La idea para demostrar que la existencia de un punto x cuya 6rbita bajo f es densa
en X, garantiza la transitividad topologica, es la siguiente:

Como el conjunto O (z, f) es denso en X, dada una pareja de conjuntos abiertos
U y V, existen dos enteros positivos m y n tales que f™(x) € Uy f*(x) € V. Si
pudiéramos elegir n > m tendriamos que para el entero positivo n —m, al aplicar la
funcién n — m veces al punto f™ (z) € U, obtendriamos un punto ™™ (f™ (x)) =
f™ (x) en el conjunto V.

Para garantizar que si X es perfecto, podemos elegir n de manera que sea mayor
que m, demostraremos primero que en V hay una infinidad de elementos de la 6rbita
de x bajo f.

Demostracién

Sean U y V dos conjuntos abiertos en X. Tomemos z € X tal que su 6rbita,
O (z, f), es un conjunto denso en X.

Como dijimos, demostraremos primero que en V hay una infinidad de elementos
de O (z, f).

Por ser V abierto, existe un mimero entero positivo k tal que f* (z) =z, € V.

El hecho de que X es perfecto garantiza la existencia de una sucesiéon {y,} C X
tal que lim y,, = x v tal que y, # = para todon € N.

Sea ?z_tgci que y, € V. Ya que V es abierto, podemos elegir una vecindad Vj (y,,) C
V tal que 2, ¢ Vj(y,). Entonces existe un elemento de la 6rbita de x que esta en
Vs (yn) € V. Por lo tanto en V hay un elemento de la érbita de z diferente de xy,
como para cada vecindad podemos encontrar x;s # z; tomando vecindades cada vez
més pequenias concluimos que en V' hay una infinidad de elementos de O (z, f) .

Demostraremos ahora que f es topolégicamente transitiva.

Por ser O (z, f) un conjunto denso en X, existe un entero positivo m tal que
f™(x) € U. Por lo que hicimos en el parrafo anterior, existe un entero n > m tal
que f"(x) € V; entonces """ (U)NV # 0y, por lo tanto, f es topolégicamente

transitiva.

Supongamos ahora que f es topolégicamente transitiva.
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Como X es compacto, para cada entero positivo n hay un nimero finito m (n) = m,,
de bolas de radio % que cubre a X, y que denotamos por Uiy, Uay, ..., Up,,n. Para cada
nimero natural n, tomemos la correspondiente coleccién de bolas de radio % que cubre
a X: Ui1,Us,...,Uni1,Ur2, U2,y .y Upya, ... Esta coleccién es numerable, por lo que

podemos renombrar a estos conjuntos como Uy, Us, ....

Por el lema 2.2.1, para cada entero positivo k el conjunto Gj = B f™(Uyg) es
abierto y denso en X, y como X es completo, se sigue por un teorema ?Zlglcategoria de
Baire!, que existe un punto € X que estd en G}, para toda k.

Demostraremos ahora que la 6rbita de dicho punto = es un conjunto denso en X. Si
U es un conjunto abierto en X, entonces existe un conjunto Uy, de los que construimos
antes que estd contenido en U. Como x € G, hay un elemento de la érbita de = en

Ui, C U. Por lo tanto la érbita de x es densa en X. U

Para probar que la existencia de una érbita densa garantiza la transitividad topold
gica, otra posibilidad es demostrar primero que si O(z, f) es denso en X, entonces la
6rbita de cualquier iteracién de = bajo f, O (f™ (x), f) es también un conjunto denso
en X. Y tomar entonces un elemento de la érbita de x, f" (z) € V y un elemento de
la 6rbita de f™ (z), f™ (f™ (z)) = f™*" (z) € U. Ver [9].

Observacién 2.2.2 g: S' — S! tiene una érbita densa en S*.

La existencia de una dérbita densa, que queda garantizada por la transitividad
topoldgica, por extrano que parezca, no es tampoco suficiente para garantizar que una
funcién tiene un comportamiento complicado desde el punto de vista dindmico. Como
ejemplo de esto presentamos el siguiente resultado, segin el cual si r, es una rotaciéon
de un dngulo «, irracional, del circulo S, las érbitas de todos los puntos de S* bajo 7,

son densas en S'. Claramente la funcién r, no tiene un comportamiento complicado.

Teorema 2.2.3 de Jacobi Sir, : S' — S, es una rotacion de S* con un dngulo o

irracional, O (0,74) es un conjunto denso en S* para todo 6 € S*.

Demostracién

Sea 6 € S', demostraremos primero que O (0, r,) tiene una infinidad de elementos.
Supongamos que 73 (6) = ' (6) (mod 1) entonces, 6 + na = 6 + ma (mod 1), es decir
(n —m)a € Z lo cual implica que n = m, en otras palabras, todos los elementos de la
érbita de @ son distintos en S y son por lo tanto una infinidad.

! Teorema de categorfa de Baire
Supongamos que X es un espacio métrico completo y {Gr} es una sucesién de subconjuntos densos

o0
y abiertos de X entonces (] Gn es un conjunto no vacio, (de hecho es denso en X).

n=1
Principles of Mathematical Analysis, Walter Rudin p.71
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Sea 0y € S! y sea e > 0 queremos encontrar un elemento de O (6, 7,) en la vecindad
Ve (6o)-

Como S* es acotado, O (0, r,) tiene un punto de acumulacién. Entonces; para e >
0, existen enteros k; y ks con ki < ko, tales que d (r¥ () ,r%2 (9)) < e. Como la fun-
cién r,, preserva las distancias en S', si tomamos m = k; — ks, entonces d (r™ (6) ,0) <
¢; En consecuencia para cada n € N tenemos que d (117 (6) ,0) = d (r2™ (0) ,ri (6)) =
d(rd™(0),r2m(9)) = ... =d (r&”H)m (6),r" (@) ). Por lo que tomando un nimero

finito de elementos del conjunto A = {6, r7 (9) ,72™ (0) ,r3™ (6) ...} dividimos al cir-
culo S' en arcos con longitud menor que €. Necesariamente alguno de estos elementos

de A estd en V; (6y). O

2.3 Definicion de Caos

Es conveniente aclarar que no existe actualmente una definicién de funcién cadtica
aceptada por todos. En este trabajo asumiremos la definicién de funcién caética

propuesta por Devaney.

Definicién 2.3.1 Sea X un espacio métrico compacto y perfecto. Una funcion con-
tinua f : X — X es cadtica si:

1.- El conjunto de puntos periddicos de f es denso en X.

2.- f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales.

3.- f es topoldgicamente transitiva.

Haremos sin embargo algunos comentarios. Veremos que las tres condiciones pro
puestas por Devaney no son independientes; a pesar de que la sensibilidad con respecto
a las condiciones iniciales, es en cierto sentido, la condicién que més refleja la idea de
que una funcién sea complicada, es decir, cadtica, podemos prescindir de ella en la
definicién ya que es suficiente pedir que una funcién tenga un conjunto denso de puntos
periédicos y que sea topolégicamente transitiva para garantizar que tiene sensibilidad
con respecto a las condiciones iniciales. Ver [4].

Teorema 2.3.1 Si f tiene transitividad topoldgica y densidad de puntos periddicos,

entonces f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales.

Dado z € X la idea es encontrar un punto s cercano a x tal que después de aplicar
la funcién f un cierto nimero de veces f™ (x) y f" (s) se separen mds que una cierta
distancia d > 0. Para hacerlo, encontraremos primero un punto periédico g tal que
toda su érbita esté "lejos" de x, después encontraremos un punto periédico p muy

cercano a x, podemos hacer esto ya que los puntos periédicos de f son un conjunto
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denso en X. Encontraremos también otro punto y cercano a z, tal que su érbita se
acerque a la 6rbita de ¢, es decir se "aleje" de z. Buscaremos entonces un punto de la
érbita de y, f* (y), de manera que k sea muiltiplo del periodo de p entonces f*(p) = p,
y como p estd cerca de x y f¥(y) estd "lejos" de z, podemos concluir que f*(y) y
f*(p) estén "lejanos" entre si, por lo que f* (x) debe estar lejos de alguno de los dos.
Elegiremos entonces el punto s que buscamos como y 6 como p.

Demostraciéon

Demostraremos primero que existe una distancia dg > 0 tal que, para toda z € X
hay un punto periédico ¢, cuya érbita O (g, f) dista de x al menos %Q,
d(z,y) > %Qpara todoy € O(q, f).

Sean ¢1 y go dos puntos periédicos con érbitas ajenas. Sea &g la distancia entre
dichas ¢rbitas, es decir, sea 09 = min{d(z,y)|z € O (q1,f),y € O(qa, f)}. Sea z €
X, veamos que la distancia de = a alguna de las dos érbitas es mayor o igual que %Q.

es decir tal que

Supongamos que existen 1 € O (q1, f) v 11 € O (qo, f) tales que d(z,y1) < %Q y
d(z,z1) < %Q entonces la distancia de x1 a y; serfa menor que dg lo cual no es posible.
En consecuencia d (x,O (gi, f)) > %Q para alguna i = 1,2.

Demostraremos ahora que f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones ini-
ciales y que 6 = %Q sirve como constante de sensibilidad.

Sean x € X y N vecindad de z; Sea U = N N Bs (). Como el conjunto de puntos
periddicos de f es denso en X, existe un punto periédico p € U. Supongamos que n
es el periodo de p, es decir que f"(p) = p.

Como ya demostramos en la primera parte existe un punto periédico de f cuya
orbita dista de z més que %Q = 49, llamémosle q.

Sea V= B;(q) N f~1(Bs (f(9))) N-..0 [~ (Bs (f™ (9))). es decir,

n

V=B (f ()
i=0
Evidentemente g € V.
Los conjuntos U y V son abiertos en X. Como f es topolégicamente transitiva,
existe y € U y un entero positivo k, tal que f*(y) € V.
La idea ahora es ver que eventualmente la érbita de y se mantiene cerca de la
orbita de gq.

Tomemos j = [ﬂ +1 (con [ﬂ igual al mayor entero menor o igual que %), entonces,

E
n

nimero entero mayor que cero, sabemos que es mayor o igual que 1 y menor o igual
que n. Obsérvese que [ (y) = fr97F (f(y)) € fr9=F (V).

Como V C f~(m=k) (B, (=% (q))), entonces fr=* (V) C B; (f"*(q)); de
donde £ (y) € Bs (f™7*(q)). Ademés por ser n el periodo de p tenemos que f/(p) =

<j < % + 1, y por lo tanto, tenemos que 0 < nj —k < n. Como nj — k es un
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p € Bs (x).
Demostraremos entonces que la distancia entre f™(y) y f™/(p) es mayor que 20:

d(z,p) +d(p, [ (y)) > d(z, f™ (y))

d (@, /7)) +d (7). 77 0) 2 d (2. F97Ha))

entonces

d(@,p) +d (p, W) +d (F90), 7)) = d (2.9 )

Como p estd en Bs(z) y f"(y) estd en Bs (f"7"(q)), entonces d(p,z) < & y
d (), f"(y)) <.

Como f™~* (q) es un punto de la érbita de ¢ su distancia a = es mayor o igual que
46, es decir, d (z, f"7%(q)) > 40.

Entonces la distancia entre f (p) y f™ (y) es mayor que 26.

Por 1ltimo demostraremos que p 6 y se alejan de £ en mds que J.

26 <d (f"(p), [ (y)) < d(f™(p), f () +d (fY (z), [ (y))

Por lo tanto una de las dos distancias es mayor que §. [

En consecuencia, la definicién de caos propuesta por Devaney sélo requiere las
condiciones 1 y 3. En este trabajo adoptaremos como definicién de funcién caética las
condiciones 1 y 3 6 el equivalente de ésta tdltima, que exista un punto cuya érbita sea

un conjunto denso en X.

Ejemplo 2.3.1 El espacio > = {aiasas... | a; € {0,1} para todo i =1 € N}, es un
espacio métrico con la distancia definida de la siguiente manera: Sean @ = aiaqas...
yl_) = b1bobs... dos elementos de > . Supongamos que a; = b; para todo i < k y que

ay # by, entonces la distancia d (E, T)) = %

Sea la funcién o : Y — > definida como o (ajazas...) = agasay....

La funcién asi definida es continua. Demostraremos que es cadticas:

1) o tiene un conjunto de puntos periédicos denso en ) .

Sea @ = ajagas... € Y. y sea ¢ > 0. Sea k tal que % < e. el elemento de >
definido como ajasas...apaiasas...qy... es un punto periédico de periodo k que dista
de @ menos que €.

2) o tiene un punto con una érbita densa en )

El punto

01000110110000010100111001011101110000...
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formado por los dos simbolos 0 y 1 seguidos de todas las parejas formadas con los dos
simbolos, seguidas a su vez por todas las ternas, etc. es un punto cuya 6rbita es densa
eny .

Como ) es perfecto las propiedades 1 y 2 implican que o es cadtica.

2.3.1 ;Puede sustituirse este par de condiciones por otro par de las
propuestas por Devaney?

En vista del teorema 2.3.1 resulta natural preguntarnos si podemos seleccionar cualquier
par de condiciones de la definicién y probar la tercera, es decir, si es 0 no cierto que
las condiciones 1 y 2 implican la condicién 3 o que las condiciones 2 y 3 implican la
condicién 1. Daremos ejemplos de que no es asf:

Ejemplo 2.3.2 1 y 2 no implica 3.

Tomemos el circulo unitario S! y el intervalo [0, 1], consideremos el cilindro Y =
S1x[0,1]. Definimos la funcién continua f : Y — Y por f (e, ¢) = ('?,¢). Obsérvese
que la funcién f asi definida es, para cada ty € [0, 1], nuestra conocida funcién del
ejemplo 1.0.3, por lo que sabemos que los puntos periédicos de f son un conjunto
denso en Y y ademds f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales. Sin
embargo f no es topoldégicamente transitiva, pues si tomamos los conjuntos abiertos U
y V como sigue U = §' x [0,3) y V = S* x (3,1] vemos que f* (U)NV =UNV =0
para todo entero positivo n.

Ejemplo 2.3.3 2 y 3 no implica 1.

Tomemos nuevamente el cilindro Y = S! x [0,1] definimos f : ¥ — Y como
f0,t) = (g(0),T(t)) donde g(f) = 0 + « con « irracional y T : [0,1] — [0,1]
es una funcién caética. Es decir para cada 6y € S' la funcién f restringida a
{(0p,t) | t €[0,1]} es cadtica y es una rotacién de un éngulo irracional restringida
a {(0,t0) |6 € S'}.

La sensibilidad de T" implica que si tomamos un conjunto abierto U C Y, su imagen
bajo f eventualmente cubrird toda una franja, lo que implica que f tiene sensibilidad

a las condiciones iniciales.
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Ademas por el teorema de Jacobi la primera coordenada de la funcién f, g (0) =
0+« tiene transitividad topolégica, por lo que la franja f™ (U) intersecta eventualmente
a cualquier otro abierto V' C Y, es decir f es topologicamente transitiva, sin embargo
f no tiene ningiin punto periédico, pues pues g" () # 6 de manera que f™(0,t) =
(g™ (0),T™(t)) # (0,t) para todo n € N.

2.4 Conjugacién topolégica

Sean X y Y espacios topolégicos y sean f: X — X y g:Y — Y dos funciones. Una
funcién continua y suprayectiva o : X — Y es una semi-conjugacidn entre f y g si

para todo z € X se tiene que o f (z) = go a(x), esto es, si el siguiente diagrama

conmuta
x L x
@l @l
g, v

En este caso se dice que f y g son semi-conjugadas. Si ademés « es un homeomorfismo
entonces «a es llamada una conjugacion topoldgica y se dice que f y g son topolégica-
mente conjugadas.

Como en ambos casos, ao f = goa, ao f2 = (goa)o f=go(goa)=g?oaq, etc,
y en general ao f* = g™ oo, la imagen de una 6rbita de f bajo una semi-conjugacién,
o bajo una conjugacién topolégica, va a dar a una 6rbita de g. En vista de esto, tiene
sentido preguntarnos qué propiedades dindmicas de la funcién f se preservan bajo una

semi-conjugacién o bajo una conjugacién topolégica.

Lema 2.4.1 Sean f y g dos funciones tales que el siguiente diagrama conmuta

!

X — X
@l @l
y 4. vy

CON o UNA SeMi-ConJugacion.

Se cumple lo siguiente:

(a) Si el conjunto de puntos periddicos de f: X — X es denso en X, entonces el
conjunto de puntos periddicos de g 1Y — 'Y es denso en'Y.

(b) Si f: X — X es topoldgicamente transitiva, entonces g : Y — Y es topoldgica-

mente transitiva.
Demostraremos que los puntos periédicos bajo f van a dar a puntos periédicos

bajo ¢ y que si un punto tiene una érbita densa en X bajo f va a dar a un punto con

orbita densa en Y bajo g.
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Demostracién

(a) Sean y € Y, y U una vecindad de y. Como « es suprayectiva, existe z € X tal
que a(z) = y. Entonces a1 (U) es una vecindad de z. Como el conjunto de los puntos
periédicos de f es denso en X, hay un punto periédico de f en la vecindad o~ 1(U).
Sea p ese punto y supongamos que 7 es su periodo. Observemos que a(p) € U, ademés
a(p) es un punto periédico de g, ya que g"(a(p)) = a(f™(p)) = a(p). Por lo tanto el
conjunto de puntos periédicos de g es un conjunto denso en Y.

(b) Sea z tal que su 6rbita bajo f es densa en X. Demostraremos que la 6rbita de
o () bajo ¢ es densa en Y, es decir, que O (a (z),g) =Y.

Sea y € Y y sea U una vecindad de y. Entonces a~!(U) es un abierto en X,
por lo que existe k tal que f*(z) € a~*(U). Con ello ao f¥(z) € U, y entonces,
g* (a(z)) = oo f¥(z) € U. Por lo tanto O (o (z),g) =Y. O

FEl lema anterior demuestra que si f es semi-conjugada con g entonces, si f es
cadtica g también lo es. En consecuencia, si ademds f y g son topolégicamente conju-
gadas, entonces f es cadtica si y sélo si g es cadtica.

El siguiente ejemplo muestra que la sensibilidad con respecto a las condiciones
iniciales no pasa de una funcién a otra bajo una conjugacién.

Sean X = (1,00);Y = [0,00); f : X — X, definida por, f(z) =2z;9g:Y — Y,
definida por g(y) = log2+y. Sea a (z) = logx. Observemos que el siguiente diagrama

conmuta:

X = X
log z l« log x l«
y 23y

En efecto: a(f (z)) = a(2x) =log (2z) =log2 +logx =log2 + a(z) = g(a (x)).
Pero nétese que a pesar de que f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones
iniciales, g no.
El siguiente resultado muestra que si X y Y son compactos, la sensibilidad a las

condiciones iniciales sf se preserva bajo una conjugacion.

Lema 2.4.2 Sean X y Y son dos conjuntos compactos y sean f : X - X yg:Y —
Y dos funciones topoldgicamente conjugadas. Si f tiene sensibilidad con respecto a
las condiciones iniciales, entonces g tiene sensibilidad con respecto a las condiciones

iniciales.

Supongamos que el siguiente diagrama conmuta y que « es una conjugacién topolé
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gica entre f y g.
f

X — X
“l “l
2, v

Para demostrar este lema llamaremos J x a la constante de sensibilidad de la funcién
f y construiremos el conjunto M C X x X, de la siguiente manera

M:{(SL‘l,SL‘Q) e X xX | d(SL‘l,SL‘Q) 2(5}(}

Como f tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales, para toda z €
X y todo € > 0, existen z5 € V.(z]) y un nimero entero positivo n, tales que
(f™(x7), f"(x%)) € M. Llamaremos N a la imagen de M bajo la funcién continua
a: X x X =Y xY definida por @ (z1,22) = (a(z1) , a(x2)).

Como (ao f™*(x7),ao f*(z3)) € N, completaremos la prueba demostrando que
los elementos de N son parejas cuyas coordenadas estdn a una distancia mayor o igual
que un numero positivo al que tomaremos como constante de sensibilidad para la
funcién g.

Demostracién

Sean X y Y dos conjuntos compactos, sean f: X — X y g:Y — Y dos funciones
topoldgicamente conjugadas y supongamos que f tiene sensibilidad con respecto a las
condiciones iniciales.

Sea dx la constante de sensibilidad correspondiente a la funcién f. Sea
M = {(1‘1,1‘2) e X xX | d(SL‘l,SL‘Q) > 5x}

Dada z] € X y € > 0, tamamos x5 € V; (z]) y n € N tales que (f" (z7), f* (z3)) € M.
Como X x X es compacto, para demostrar que M lo es, basta demostrar que es cerrado.
Sea p = (p1,p2) un punto de acumulacién de M y sea {(z},27)} una sucesion de
elementos de M que converge a p; entonces {sc,i} —p1y {xi} — po Cuando k tiende
a infinito. Para cada k la distancia d (z},22) > 0, lo que implica que d (p1, p2) > 0,
por lo que p € M, lo que implica que M es compacto.
Como la funciéon @ : X x X — Y x Y definida como @ (z1,22) = (a(x1),a (x2))

es continua, entonces el conjunto N =a (M), es decir,
N={(y1,92) €Y xY |y1 = a(21),y2 = o (x2) para (z1,22) € M},

es compacto.

Demostraremos que el infimo de {d (y1,¥2) | (y1,y2) € N} es estrictamente mayor
que cero.

Como d: N — R es una funcién continua definida de un conjunto compacto a los

reales, entonces alcanza su minimo.
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Supongamos que existe (y1,y2) € N tal que d(y1,y2) = 0; entonces y1 = yo.
Como @ (M) = N, existe (z1,22) € M tal que a(z1) = y1 = y2 = a(z2), como «
es un homeomorfismo esto implica que x1 = x2 lo cual contradice el hecho de que
(x1,22) € M. Por lo tanto dy = min{d (y1,v2) | (y1,y2) € N} es estrictamente mayor
que cero.

Probaremos ahora que la funcién g tiene sensibilidad con respecto a las condiciones
iniciales con dy como constante de sensibilidad.

Sean yg € Y y € > 0. Como « es un homeomorfismo, existe xg € X tal que
a(zg) =30y ' (Vz(yo)) = U es un conjunto abierto con g € U € X. Como f
tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales existen z; € U y un nimero
entero positivo n tales que d (f™ (xg), f™ (1)) > dx. Seay; = a(z1) € V= ((y0))-

Como (f™ (zg), f™ (1)) € M, entonces (a (f™ (x0)),a(f™ (x1))) € N, es decir

d(a(f" (x0)),a(f" (21))) = d(g" ((20)), 9" (a (21))) = d (9" (30) , 9" (1)) = dy-

Por lo que g tiene sensibilidad a las condiciones iniciales. [
La funcién T : [0, 1] — [0, 1] definida por

2z six € [0,
T(r) = < 03]
2—-2rsix € [5,1]
es conocida como la tienda.

Y &
1

Tix)

La funcién L : [0,1] — [0, 1] definida por

L(z)=4z(1—2z).
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Es conocida como la logfstica.

p M
¥

L{x)

1

Estas dos funciones son topolégicamente conjugadas con « : [0,1] — [0, 1] definida

por a(z) = sen® (5x)

Veamos:
Loa(zx) = L (Sen2 (gm» = 4sen? (gsc> (1 — sen? (gm» 2
= 4sen? (gsc> cos? (gsc> = (ZSen (gsc> cos (gm»

= sen? (mx)

Por otro lado, si x € [O, %]

aoT (z) = sen? (gQ:c) = sen? (mx)
Y size [3,1]

aoT (z) = sen? (g (2— 2:6)) = sen?® (1 — mx) = sen? (mx)
Por lo que efectivamente el diagrama conmuta.

El hecho de que estas dos funciones son conjugadas se utiliza para estudiar aspectos

de la dindmica de L (z) a través del estudio de los aspectos dindmicos de T'(x) que
son més féciles de estudiar. Ver [1].

Ejemplo 2.4.1 Denotamos por 01/9\2, con 01 y 03 en [0,1), el arco en S* que va del

dngulo 01 al dngulo 02. Definimos en el circulo unitario S* los siguientes arcos

S o= 05 Si=31

Soo = 0%1 So1 = i; S0 = %% Su = il
Sooo = Oé Soo1 = éi 010 = ig 011 = g%
Si00 = %g Si01 = gi—i Si10 = i—ig S = gl
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En general cada arco Sy, 4,...q, s€ divide a la mitad dando lugar a los arcos S, 4,...0,0
y Salag...akl-
Entre el espacio Y definido en el ejemplo 2.3.1 y el circulo unitario S* definimos

la funcién « de la siguiente manera:

a(aragasz...) =

18

Salazag...ai-
i

Como la longitud de cada arco Sajas..apay; €S la mitad de la de Suiay..q, la
interseccién que aparece del lado derecho de la anterior igualdad es sélo un punto, por
lo que la funcién « estd bien definida.

La funcién a es continua pero no es un homeomorfismo, pues por ejemplo, la

imagen bajo o de los puntos 011111... y 100000... es el mismo punto en S :

Tomemos la funcién del ejemplo 2.3.1 o (ayazas...) = asasay... y la funcién del
ejemplo 1.0.3 g (A) = 26 (mod 1) definida de S* en sf mismo.

Veremos que el siguiente diagrama conmuta

> 9 X
al |
91 ? 91
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Obsérvese primero que Sgg v S1g van a dar bajo g a Sy

SOD Sﬂ

En general Spagas... ¥ S1asas... van a dar bajo g a Sgyas...-
Entonces

18

00 00
go OZ(CL16L26L3...) = g < Salazag...> = m g(Salazag...) = m Sazag...
1 =1 i=1

o0
aoo(arazas...) = alazaz...) = () Sasas...
i=1

Lo que muestra que ¢ y g son semi-conjugadas. Con esto podriamos demostrar una
vez mds que g es cadtica, pero ademds podemos estudiar algunas otras caracteristicas
de la dindmica de g aprovechando el estudio de la dindmica de o.

Por ejemplo, ya vimos antes que los dngulos racionales en S! son puntos periédicos
o preperiédicos de g; vimos ademds que en S* hay dngulos, evidentemente irracionales,
con una érbita bajo g densa en S'. La pregunta que quedarfa por responder es si todos
los dngulos irracionales tienen érbita densa en S* bajo g. Lo siguiente muestra que no
es asi.

El punto b = 01001000100001... € > tiene una drbita cuyos puntos de acumulacién
son los puntos de ) formados por ceros y un sélo uno. En consecuencia la érbita de
o} (5) € S! bajo g es un conjunto cuyos puntos de acumulacién son el dngulo § = 0 y
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todos los de la forma 6 = 2% paran € N.
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Capitulo 3
El solenoide

En este capitulo estudiaremos la dindmica de una funcién definida de un toro sélido
en s{ mismo.
Consideremos un toro sélido D y una funcién continua F' : D — D que manda a

D en otro "toro" que da dos vueltas dentro de D como se ve en la figura.

Nuestro interés es estudiar la dindmica de la funcién F en D y ademds, la topologia
del conjunto invariante asociado a esta dindmica, que describimos a continuacién.

Si aplicamos dos veces la funcién F', F'? (D) serd un toro que da dos vueltas dentro
de F' (D) y, por lo tanto, cuatro vueltas dentro de D. Después de iterar n veces tenemos
que F™ (D) es un toro que da 2" vueltas dentro de D.

Consideremos entonces el conjunto
o0
A=) F"(D).
n=1

Demostraremos que este conjunto es un compacto no vacio, que es conexo y veremos

también otras de sus propiedades topolégicas.

30
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Consideremos el conjunto D definido como S! x B2 C R* donde S* es el circulo
unitario y B? es un disco de radio 1; este conjunto en R* es homeomorfo a un toro
s6lido en R3 (ver anexo al final de este capitulo).

Hay muchas formas de definir analiticamente una funcién que mande al toro D en
otro toro que da dos vueltas dentro de D, de la manera que describimos antes.

Aqui utilizaremos la siguiente férmula para F':

11,
F(eap) = <20a 1_Op+ §€2ﬂ— 0) )

donde p € B2y 0 € [0,1].

Para dar una idea geométrica de la funcién F' tomemos un punto = € D, es decir
una pareja T = (6,p) donde 6 € [0,1) de manera que > € S' y p € B? el punto T
en el toro se localiza en la siguiente figura.

Tomemos un dngulo fijo #; y consideremos todos los puntos en D que tienen 6 = 64
y p en B2. El resultado ser4 el siguiente disco que llamamos B (6 ):

B(61)={z=(0,p) €D |0 =01;p€ B*}.

Observemos que la imagen bajo F' del disco B (61), F'(B(61)), es un disco con radio
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Ly centro en el punto 1e>™1, contenido en el disco B (26;).
10 Y 2

B(H)

Ademads, el disco B (0 + %) se transforma, bajo la funcién F', también en un disco de

radio %0 contenido en el disco B (201) , pero cuyo centro es diametralmente opuesto al
centro del disco F' (B (61)) .

1
12
completa dentro de D y cuando # toma valores en [

Cuando 8 toma valores en el intervalo [O

|, la imagen de D bajo F da una vuelta

1
27

1], F (D) da una segunda vuelta
dentro de D. Consideremos ahora al conjunto A.

—

Para cualquier funcién f inyectiva se cumple que f (AN B) = f (A)N f (B). Como
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nuestra funcién F' es inyectiva, tenemos que

F(A)=F <ﬁ Fn (D)) = ﬁ F"t (D) = A.
n=1 n=1

Esto implica que si aplicamos la funcién F' a puntos de A e iteramos seguimos
siempre en A; dicho de otra forma, A es totalmente invariante bajo F. Ademés F :
A — A es un homeomorfismo.

Por otro lado, si tomamos cualquier punto  en D que no esté en A, al aplicar la
funcién e iterar, F™ (z) estd cada vez més cerca de A cuando n tiende a infinito, si
bien es posible que la ¢érbita de = bajo F, O (z, F) , no sea una sucesién convergente a
un punto en A. Por esta razén se dice que A es un atractor.

De aqui que estudiaremos la dindmica de F' restringida a A, pues éste es el conjunto
interesante desde el punto de vista dindmico.

Pero empecemos por estudiar algunas de las propiedades topoldgicas de este con-

junto.
Proposicién 3.0.1 A es un compacto no vacio.

Demostraciéon
Ya que D es compacto, y F™ es continua para toda n € N, entonces F" (D) es
compacto para toda n € N. Ademés

F"(D) > F""Y(D) para todo n > 0.

Como la interseccién de compactos anidados no vacios es un compacto no vacio, A es

un compacto no vacifo. [
Proposicién 3.0.2 A es conexo.

Demostracién

Como D es conexo y compacto y F™ es continua para toda n € N, cada F" (D) es
conexo y compacto. Para demostrar que A es conexo demostraremos en general que la
interseccién de conexos compactos anidados es un conjunto conexo de lo cual se sigue

la proposicién. [

Antes de enunciar el teorema observemos que la hipétesis de que los conjuntos sean
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compactos no puede omitirse, consideremos la siguiente coleccién de conexos anidados.

Sea C,, el interior del pentdgono con vértices (1, 1), (1,0), (—1,0), (=1,1) y (0, )

n
o

claramente el conjunto (] C), es un conjunto disconexo.
n=1

Teorema 3.0.1 En un espacio métrico X, la interseccion de conjuntos conexos com-

pactos anidados es un conjunto conexo.

Demostracion

Sea {C; | i € N} una coleccién de conjuntos conexos y compactos tales que C; 2
[e.e]
Ci+1 para todo nimero natural i. Sea C' = [ C;.

Sean A y B abiertos tales que ANC # g,lBﬂCyé gy ANB=g.

Supondremos que C C AU B, es decir que A y B son una disconexién de C. Y
llegaremos a una contradiccién.

Para cualquier i € N, ANC; # @, BNC; # @y ANB = @. Como C; es conexo, no
puede estar contenido en AUB por lo que para cada i existe x; € C; tal que x; ¢ AUB.

Si {x;} es un conjunto finito, entonces existe j € N tal que z; € C; para todo i € N,
esto es z; € C' C AU B lo cual es contradictorio con la construccién del conjunto {x;}.

Si la sucesion {z;} C C) es infinita tiene al menos un punto de acumulaciéon = € C.

Ademds T es punto de acumulacién de C; para toda 7 € N, porque x; € C; si j > 1, lo
o0

que implica que T € C; para todo natural ; estoesz € [ C; C AU B.

Entonces existe un conjunto abierto U tal que® € U ZQ_;!UB , pero como T es punto
de acumulacién de {z;} , existe una infinidad de elementos de {z;} que son elementos
de U y por lo tanto, de AU B lo cual es una contradiccion.

Por lo que C es conexo. [

Es sabido que todo conjunto métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo es

homeomorfo al conjunto de Cantor clésico, por esta razén, a un conjunto que cumple
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con estas cuatro propiedades se le llama un conjunto de Cantor. Demostraremos ahora
que A N B (61) es un conjunto de Cantor para cada 6; fijo.

Recuérdese que por definicién un espacio métrico X # & es totalmente disconexo,
si ningino de sus subconjuntos conexos tiene mas de un punto, es decir, si sus com-

ponentes conexas son puntos.

Proposicién 3.0.3 Para cada 01 € [0,1), B (1) N A es homeomorfo al conjunto de

Cantor, es decir es compacto, perfecto y totalmente disconexo.

Demostracién

Por ser B (61) N A intersecciéon de compactos anidados sabemos que es compacto.

Para demostrar que es perfecto, tomemos cualquer punto x € B(f;) N A y un
ntdmero € > 0.

El disco B (61) intersecta a F(D) en dos discos de radio 1—10, a F?(D) en cuatro
discos contenidos en F'(D) NB (#1) de radio 1—52, y en general, a F™ (D) en 2™ discos
de radio 13 contenidos en F"~* (D) N B (61).

Podemos encontrar un entero positivo n, tal que el disco de la coleccién que forma
F" (D)NB (61) que contiene a x esté contenido en V. (z), en ese disco F" ! (D)NB (1)
tiene dos discos, en uno de ellos estd x. En el otro podemos tomar un punto y €
B(01)NA, asiy € V. (z) con y # x. Lo que demuestra que V. () N B (1) N A # @.

Demostraremos ahora que B (61) N A es totalmente disconexo.

Sea C C B (A1) N A un subconjunto distinto del vacio, sea a € C, supondremos que
existe b € C, b # a y demostraremos que entonces C no es conexo.

Sea d = d(a,b) y sea n un nimero entero positivo tal que Wln < d, como di-
jimos antes B (61) N F™ (D) consta de 2" discos cerrados de radio Fln, llamémolos
Uy, Us, ...Usn, supongamos que a € Uy, como Wln < d, b no puede estar en el mismo

disco Uy,.

271/
Sean los conjuntos cerrados A=U, y B = <U Ui> —U,.
i=1
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El conjunto B (61)NAC B(61)NF"(D)=AUB;ademdésac ANCybe BNC
por lo que ambas intersecciones son distintas del vacio, y AN B = & por lo que la
pareja de conjuntos A y B forma una disconexién de C.

Por lo tanto cualquier subconjunto conexo de B (A1) N A consta de sélo un punto.
([

Hasta aqui la idea que puede uno hacerse de A es la de una curva continua que da
una infinidad no numerable de vueltas dentro del toro D.
La siguiente proposicién muestra que A es un objeto bastante mas complicado.

Proposicién 3.0.4 El conjunto A no es arcoconezo.

Antes de demostrar la proposicién anterior nos serd de utilidad probar la siguiente

afirmacion:

Proposicién 3.0.5 No es posible dividir un segmento [a,b] en una coleccion no nu-

merable de segmentos ajenos.

Demostracién

Supongamos que se divide al segmento [a, b] en un conjunto no numerable de seg-
mentos ajenos. Tomemos un racional en cada uno de dichos segmentos ajenos, ten-
driamos entonces una coleccién no numerable de racionales, lo cual es evidentemente

contradictorio. [J

La afirmacién anterior implica a su vez que una curva continua no puede dividirse en
una coleccién no numerable de segmentos ajenos. Demostremos ahora sf la proposiciéon
3.0.4.

Demostracién

Tomemos un punto cualquiera & = (6,p) en A. Hay una curva de A que contiene
a T; prolonguemos esta curva dentro de A tanto como sea posible. Por la proposicién
3.0.5 dicha curva sélo puede pasar por un conjunto numerable de puntos de B () N A.
Como el conjunto B (6) N A es homeomorfo al conjunto de Cantor, es en particular un
conjunto no numerable, por lo que existe un punto en B (f) N A que no puede unirse

con T por medio de una curva continua contenida en A. [

El conjunto A es conocido como Solenoide, la idea de este nombre surgié de una
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pieza mecdnica que se llama precisamente solenoide y que es parecida a una bobina.

Estudiaremos ahora las propiedades dindmicas de F' restringida al Solenoide A.
Para empezar analizaremos las conclusiones que podamos obtener a partir del andlisis

de la dindmica de la primera coordenada de la funcién F', que estd dada por la funcién:
g(0) =20 g:S' — st

Como vimos, la funcién g tiene un punto fijo para # = 0. En consecuencia, al aplicar
la funcién F' a puntos de B (0) caemos nuevamente en B (0); es decir, F'(B(0)) C
B (0), como puede verse F' : B(0) — F (B (0)) es una contraccién, pues manda al
disco B (0) en un disco de radio diez veces menor que esta dentro de B (0).

B

Como la funcién F es continua, podemos afirmar por el teorema de contraccién’

!'Sea un espacio métrico, f: X — X es una contraccion si existe A < 1 tal que d (f (z), f (v)) <
Ad (z,y) para todos z,y € X.

Teorema de contraccién
Si X es completo y f es una contraccién entonces existe un unico punto zo € X tal que f (o) = zo.
Miés atin d (f™ (), z0) tiende a cero cuando n tiende a infinito para todo z € X.
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que F' tiene un tnico punto fijo en B (0).

Es fécil ver que dicho punto pertenece al Solenoide A.

Ademas, como dijimos antes B (0) es parte del conjunto estable asociado a x para
cualquier = = (0, p), por lo que, en particular, todos los deméds puntos de A N B(0),
se acercan asintéticamente al punto fijo. Como g : S' — S! tiene un tinico punto fijo,

entonces F' [p: A — A tiene s6lo un punto fijo.

La funcién g tiene también dos puntos periédicos de periodo dos, 6 = % y 0= %,

por lo tanto, los puntos de B (%) caen bajo F' en B (%) , V a su vez, estos caen en

B(3)-

B(1/3) B(2/3)

FQ(B(1-13)}

Como F?(B(3)) C B(3), aplicando de nuevo el teorema de contraccién, se sigue

que F? tiene exactamente un punto fijo en B (%), es decir que F' tiene un punto de
periodo dos en B (%) Ansglogamente puede verse que F’ tiene un punto de periodo dos
en B (%) . Igual que antes, es facil ver que esos puntos estdn en el Solenoide A y que
los puntos de B (%) y los de B (%) que no pertenecen a la érbita periédica, se acercan
asintéticamente a ella. Esto es, F' tiene exactamente dos puntos periédicos de periodo
2, 0 lo que es lo mismo, F' tiene una unica 6rbita de periodo 2.

Mediante un analisis similar se puede ver que por cada punto de periodo k que
tiene la funcién g, la funcién F' tiene un unico punto periédico de periodo k. Como la
funcién g tiene puntos periédicos de todos los periodos, sucede lo mismo con la funcién
F.

Podemos afirmar ademads, que estos son los unicos puntos periédicos de F. Para
demostrarlo tomemos x = (0,p) € B(0) tal que # no sea un punto periédico de g,
es decir para el cual no exista un nimero n € N tal que g™ () = 6, esto implica que
B (g™ (68)) N B(8) = @ para todo n € N; por otro lado F" (x) € B (g™ (§)) para todo
n € Ny para todo x € B (6) N A de manera que no hay forma de que F" (x) sea igual
ax.

Otra cosa que sabemos de la funcién g es que el conjunto de sus puntos periédicos
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es denso en S*.

Como dijimos, para cada §* € S! tal que #* es un punto periédico de g, existe un
unico punto periédico de F' en B (6*); sabemos, entonces, que hay un conjunto denso
de dngulos 0* € S! para los cuales existe un tinico punto periédico de F en B (6*).

A primera vista pudiera parecer que este hecho no puede garantizarnos, por si solo,
la densidad de los puntos periédicos de F' en el solenoide. Parece dificil que, con un
s6lo punto periédico de F' por cada disco B (0*), y siendo B (6*) N A un conjunto
homeomorfo al conjunto de Cantor, el conjunto de puntos periédicos de F resulte ser
denso en A; es decir, es dificil imaginar que siendo asf la situacién, podamos acercarnos
con puntos periddicos a todos los puntos de A.

Lo sorprendente es que, a pesar de las apariencias, es posible deducir que el conjunto
de puntos periédicos de F' es denso en A, a partir de que el conjunto de puntos
periédicos de g lo es en S*.

Antes de probar esto hagamos la siguiente observacion.

Consideremos todos los puntos (6, p) del toro para los cuales  se mueve entre dos
dngulos fijos dados 61 y 02.

Llamemos B [f, 03] a dicho conjunto, es decir:

B[91,92] = {(9,p) eD ‘ 0 c [91,92] ,D € Bz}

Sea 0 > 0. Si |62 — 01| < ¢, la imagen de B[, 02] bajo F es un "tubo" contenido
en F (D), de radio 35 y de longitud menor que 24 ; F? (B [01,65]) es un "tubo" de radio
le y de longitud menor que 22§ contenido en F? (D) y, en general, F™ (B [0y, 05]) es
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un "tubo" de radio Fln y de longitud menor que 2", contenido en F™ (D).

FBre, 8D

Teorema 3.0.2 El conjunto de puntos periddicos de F es denso en A.

Demostracién Sea x = (0,p) € A, sea U una vecindad del punto z. Existen
nimeros n € N, y 0 > 0, tales que el tubo C' en F™ (D), definido por C = F™ (B [01, 62])
con |[fy — 61| < 0, estd completamente contenido en U. Como el conjunto de puntos
periédicos de g es denso en S!, existe un punto periédico de g, digamos 6* € [0y, 02) .
Como vimos antes, eso implica que existe un punto periédico de F, digamos z*, con-
tenido en B (6*) C B[f1,02]. Pero entonces, F™ (z*) € C C U y éste es también un
punto periédico de F. Por lo tanto, PerF' es denso en A. [

Usando el hecho de que existe un punto en S' cuya érbita bajo g es densa en S*
podemos probar también que hay un punto de A cuya érbita bajo F es densa en A.

Teorema 3.0.3 Eziste un punto T en A tal que O (T, F) = A

Demostracién Como vimos existe un punto 6 en S! tal que su 6rbita bajo g es
densa en S'. SeaT € B @) N A; vamos a demostrar que Z tiene Orbita densa en A
bajo F.

Sea z = (0, p) un punto cualquiera en A, y sea U una vecindad de x. Como antes,
existen n € Ny § > 0 tales que el tubo C C F™ (D) definido como C' = F" (B [01,62]),
con |y — 61| < &, estd completamente contenido en U. Como la érbita de @ bajo g es
densa en S!, existe m € N tal que g™ (0) € [01,6,]; entonces F™ (T) € B(6) C
B[61,05] y F* (F™(z)) € C C U lo que implica que F™*" () € U, es decir existe un

punto de la érbita de T en U. Por lo tanto la 6rbita de = es densa en A. [
Como corolario de los ltimos dos resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.0.4 La funcién F es cadtica en el Solenoide A.
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3.0.1 Anexo

En este trabajo hemos identificado el conjunto D = S' x B? con el toro sélido, sin

embargo este conjunto en realidad estd contenido en R*, esto no es un problema pues
D = {(z,y,u,v) = (cos 0, senf,u,v) | § € [0,27] y u* +v* < 1}

es homeomorfo a un toro sélido en R? con el siguiente homeomorfismo

o(z,y,u,v) = ((2+u)cosh, (2+u) sen 6,v)
cosf —senf 0 24w

= sen @ cosf 0 0

0 0 1 v

Para v = 0 obtenemos ((2 + u)cosf,sen 0,0) con u € [—1,1] que es un anillo en el

plano xy

Para 6 = 0 tenemos ((2 4+ u),0,v) que es un disco de radio 1 en el plano zz con centro
en (2,0,0), para § = T tenemos (0, (24 u),v) que es un disco de radio 1 en el plano
yz con centro en (0,2,0) y en general para 6 € S! fija tenemos un disco de radio 1 con
centro en (2cos#,2sen 6,0).
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Capitulo 4
Limites inversos

En el estudio de sistemas dindmicos se ha observado que el concepto de limites inversos
resulta de mucha utilidad.

El uso de esta nocién topolégica constituye una relacién interesante entre la topologia
y los sistemas dindmicos.

La idea es la siguiente: Frecuentemente un sistema dindmico "complicado" tiene
la caracteristica de que la mayoria de las orbitas tienden, asintéticamente, no a un
punto o a una Orbita periddica sino a un conjunto infinito de puntos. Bajo ciertas
condiciones, ese conjunto se llama un atractor. Los limites inversos dan, también bajo
ciertas condiciones, una poderosa herramienta, ideal para describir la dindmica en un
"atractor" y la naturaleza topoldgica de éste.

Empezaremos por precisar el concepto topolégico y posteriormente estudiaremos

las relaciones entre sistemas dindmicos y limites inversos.

Definicién 4.0.1 Sean Xg, X1, Xa, ... una coleccion de espacios métricos y para cada

entero 1 > 0, sea f;i : Xiy1 — X; una funcidn continua

X, x, x,.

El limite inverso de la sucesion {X;, fi}, 1 >0, es el conjunto

{ZE = (20,21, 22,...) € H Xn:Vn >0, fo(xny1) = @’n} ,
n=0

que se denota por (X;, fi) o por X.

El conjunto X, que por definicion es un subconjunto del producto cartesiano

o
H Xn, es un espacio topoldgico con la topologia inducida por el producto cartestano.

n=0

Ejemplos

42
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1) Consideremos la sucesion {X;, f;} donde X; = Ny f;(n) = n+ 1 para todo
1 > 0, entonces m = @&. Obsérvese que en este caso las funciones f; son inyectivas
pero no suprayectivas.

2) Sea X, = {(z,y) | x > n} para cada entero n > 0y sea i, : Xp41 — X, la
inclusién. Ya que para cada p € X existe un nimero n para el cual p ¢ X,,, también
en este caso el limite inverso m es vacfo.

Los ejemplos anteriores sugieren que para que el limite inverso m no sea vacio
es necesario que las funciones f; sean suprayectivas. En efecto puede demostrarse (ver
[7]) que si f; : Xit1 — X; es continua y suprayectiva para todo entero ¢ > 0 el limite
inverso m es no vacio.

Sin embargo puede garantizarse también que (X, f;) # @ si se pide que f; sea

continua y X; sea un espacio métrico compacto para todo entero positivo 1.

Teorema 4.0.5 (Ver [7]) Sila funcion f; : Xi11 — X es continua y X; es un espacio

métrico compacto para todo entero i > 0, entonces (X, fi) # &.

En general supondremos que los espacios X; son compactos para todo entero ¢ > 0.

o0
Para cada n > 0 definimos la n-ésima proyeccién 7, : [[ X; — X, como:
i=0

T (L0, L1y T2y eeey Ty o) = Ty

Cada una de estas funciones es continua y suprayectiva.
En general, dado un espacio topolégico (X, 7), una base  para la topologia T

es una subcoleccién de 7 tal que si U € 7y p € U, entonces existe B € 3 tal que

e.9]
p € B C U. La topologia del producto H X, se define en términos de la base que
n=0

consiste en todos los conjuntos de la forma: .} (Uno) N ... N7, 1 (Up,), k > 0, y cada

U,; es abierto en X,,;.
Un hecho interesante es que cuando restringimos la topologfa del espacio producto

a la del subespacio (Xj, f;), obtenemos una importante simplificacién.

Lema 4.0.3 La coleccion {’/T,;l (Ug) : k>0, y Uy abierto en Xk} es una base para la

topologia de (X, fi)-

Demostracion

Sea U abierto en (Xj, fi). Sea p € U, existe un conjunto de la forma ) (Un,) N
..Nmyt (Up,,) con Uy, abierto en X,,, i = 0,...,m , que contiene a p y tal que estd
contenido en U.

Tenemos que exhibir Uy abierto en Xy, tal que p € 7r,;1 (Ux) C U para algun entero

positivo k.
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Supongamos que p estd en un bésico de la forma ;' (U;) N 7r;1 (U;) € U con
U; C X; y Uj C X; abiertos, supongamos que 7 < j.
Sea f;; la funcién continua definida por f;; = fio fixz10...0 fj—1: Xj; = X;

i fi—1
Xoe o Xi & Xy = Xy X

fij

Nétese que m; = f; j o ;. En efecto: Sea = € (X, fi),
fij (w5 (@) = fij (25) = wi = 7 (7).

Sea V = fi_j1 (U;) N Uj; Observemos que V' es abierto en X;. Vamos a demostrar
que p € 7r;1 (V)ycU.

Como f; ; (pj) = p; entonces p; € ffjl (pi)NU; C ffjl (U;) NU; =V, lo que implica
que p € 7rj_1 (V).

Demostrar que 7r;1 (V) C U es muy fécil ya que si tomamos = € 7r;1 (V') entonces
zjeV = ffjl (U;)NU;j y esto implica que = € 7r;1 (Uj); perosi x; € ffjl (U;) entonces
z; = fi; (x;) € U; y entonces Z € m; ' (U;). Por lo tanto 7 € U. O

Si cada uno de los espacios X; es un espacio métrico, con d; la respectiva distancia,

0. 9]
entonces el espacio HXi es también un espacio métrico con la distancia definida de
i=0
00 oo
la siguiente manera: siTy y € HX“ d(z,y)=>, (%) (2—11), es facil ver que
izo 1:0 2 1rJ1
la serie converge pues (1%1%) es menor que 1.
Ademss si existe M > 0 tal que para todo ¢ > 0 el diametro de X; definido de la

siguiente manera diam (X;) = max {d; (z,y) con x,y € X;} es menor que M, podemos

d(zi,y:)

o
definir la siguiente métrica d(Z,y) = > =% El espacio (Xj, f;) es también un

1=
espacio métrico con la distancia inducida.

Las siguientes dos proposiciones muestran casos particulares de interés, que pueden

ayudar a tener una idea intuitiva del limite inverso (Xj, f;) en ciertas condiciones.

Proposicién 4.0.6 Si X; O X;11 para toda i > 0 y las funciones f; : X;41 — X; son

inclusiones, es decir, f; (x) = x para © € X1, entonces el limite inverso (X, fi) es
o0

homeomorfo a la interseccion () Xp.

n=0

Demostracién
oo

La funcién h : (X;, fi) — () X, definida por h (z,z,z,...) = x nos da un homeo-
n=0

morfismo.
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La funcién h estd bien definida pues & = (g, 21, z2, ...) estd en el limite inverso si
y s6lo si fj(x;) = x;—1 para todo entero j, esto es & € (Xj, fj) si y s6lo si es de la
o
forma & = (a,a,a,...) para alguna a € [ X,,.

o0

La funcién h es biyectiva pues para cada elemento x € [ X, hay uno y sélo un
n=0

elemento de la forma & = (x, z,x, ...) € (Xj, f;) y es continua porque es una proyeccion.

O

Como consecuencia de la proposicién anterior el conjunto de Cantor puede verse
como un limite inverso. Para ello introducimos la siguiente notacién en la construccién
del conjunto de Cantor:ee€

Sean

Ap = [07 1] )

1 2
Al — |:O7§:| U |:§71:| )

1 21 27 8
42 = M - [6’5] - [é’@] - [ﬂ’

y en general, A, se obtiene quitando la tercera parte de enmedio (un intervalo

abierto) de cada uno de los 2" intervalos que forman A,,.

o0

Como es sabido () A, es el conjunto de Cantor que denotamos por C. Si consider-
n=0

amos las inclusiones i,, : A, +1 — Ap; entonces el conjunto de Cantor C' es homeomorfo

al limite inverso (A, iy).

Proposicién 4.0.7 Si todos los espacios X;, 1 > 0, son homeomorfos a Xg y ademds,
todas las funciones h; : X;+1 — X; son homeomorfismos, entonces el limite inverso
es también homeomorfo a los espacios X;. En otras palabras, considérese el siguiente
diagrama:

Xofox, I x, b2

Si cada X, es homeomorfo a Xy y cada h, es un homeomorfismo, entonces h :

(Xn,in) — Xo definida por h(xg,x1,22,...) = o es un homeomorfismo.

Demostracion
Como h es una proyeccion, es continua y suprayectiva ya que cada h; es suprayec-
tiva, sélo falta demostrar que es inyectiva.
Si Ty 7 estdn en el limite inverso (X, h;), ( (A) implica que Top = Yo y
Y(y;) para cada entero

(z )) ) h (), con lo que

) =
entonces, como cada h; es un homeomorfismo, h; Y(xy)
positivo i, por lo que h(Z) = (a:o,ho (xo),h ( a

queda demostrado que h es inyectiva.
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Por lo tanto h es un homeomorfismo. []

Un conjunto compacto y conexo no vacio es llamado un continuo. La siguiente
proposicién establece que el limite inverso de continuos es, a su vez, un continuo.

Para demostrarla necesitaremos el hecho de que si para cada ¢ > 0, X; es compacto,
o

entonces HXi es compactol.

i=0
Proposicién 4.0.8 Supongamos que para cada i > 0 X; es un espacio métrico com-
pacto y conexo no vacio, es decir un continuo, y que f; @ X;11 — X; es continua y

suprayectiva para todo entero positivo i. Entonces (X;, fi) es un continuo.

Demostracion

Demostraremos primero que (XZ, fi) es un conjunto cerrado.
Sea ¥ = (Y0,Y1,Y2,...) € HX (X, f;). Existe un entero positivo i tal que

yi # fi (yi+1). Entonces, ya que fz es continua existen dos abiertos U C X; y V C X1,

tales que y; € U y yir1 € V, y tales que para toda x € V' tenemos que f; (z) ¢ U.
Sea W = 7rz+1 (V) N @71 (U). Claramente W es un conjunto abierto tal que

y € W. Ademsds si ¥ = (xg,x1,22,...) € W entonces f(x;11) # =i, por lo tanto

W C (HX > (Xi, j}) por lo que (Xj, f;) es un conjunto cerrado contenido en un

compacto, por lo que es a su vez compacto.

Demostraremos ahora que (X, f;) es conexo.
o0

Sean A y B dos conjuntos cerrados en HXZ" Supongamos que AN m #+ O,
i=0
que BN (X3, fi) # 9,y que (X;, fi) € AUB.

Demostraremos que A NB no puede ser vacio con lo que habremos demostrado que
m es conexo.

Para k € N, los conjuntos Ay = 7 (A) y By = 7 (B), son cerrados en Xj;. La
existencia de 7 € AN m y de y € BN m, garantiza la existencia de xj, € Ay,
y de yr € Bk.

Tomemos p; € Xi, va que cada f; es suprayectiva, existe p € m que tiene a
pr como su k-ésima coordenada.

Ya que el limite inverso esta contenido en la unién de A y B entonces p € AU B

de manera que pr € Ap U B. Lo que implica X C A U Byg.

'El teorema de Tychonoff afirma que el producto arbitrario de espacios topolégicos compactos es
compacto. Una demostraciéon para el caso particular del producto numerable de espacios métricos
compactos puede verse en [6]
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Como cada X}, es conexo, para cada entero positivo k existe z; € A, N By, y por
lo tanto existen a; € A 'y Ek € B que tienen a z; como k-ésima coordenada.

Ya que (X, f;) es un compacto, cada una de las sucesiones {ay} y {/b\k} tiene
una subsucesién convergente, y como coinciden en sus primeras k coordenadas, ambas
subsucesiones convergen al mismo punto ¢. Ademads por ser A y B cerrados ¢ € ANB.

Por lo tanto (Xj, f;) es conexo.

4.1 Funcion inducida entre limites inversos

Bajo ciertas condiciones, se puede establecer una funcién natural entre los limites
inversos (Xi, fi) v (Yi, 9i)-

Teorema 4.1.1 Sean X; yY; espacios métricos y f; y g; funciones continuas y suprayec-
tivas para todo i > 0. Supongamos que existen h; : X; — Y; continuas, tales que
hi o fi = g; o hix1 para todo i > 0, es decir, tales que los diagramas del siguiente

esquema conmutan

X L ox; o« o xi &ox, <
hOl hll hz‘l J/hi+1 (411)
Yo « V1 « L« Y <« Y <

go 9i

Entonces la funcion hs : (Xi, fi) — (Yi,9i) definida por
hoo (.’L’O, L1y eeeyLjy ) = (hg (.’L‘O) ,hl (:L‘l) g eany hl (:L‘z) N )
es continua.

Demostracion

Sea T = (xp,x1,x2,...) en (X;, fi). Vemos primero que (hg (zg),h1 (z1),...) estd

en (Yz,—j}) pues g; (hit1 (Tit1)) = hi (fi (ziy1)) = hi (2:) - o

Para demostrar que hy, es continua, tomemos U abierto en (Y;, g;) y demostremos
que h3! (U) es abierto en (X;, f;).

Sea 7 € ha! (U). Necesitamos encontrar un basico 7}, ' (Vi) tal que 7 € 7, ' (V3) C
ht (D).

Sea ¥ = heo (Z). Por estar y en el abierto U existe un bdsico 77{1 (U;) tal que

ye 77;1 (Uj) C U, con U; abierto en Y;. Ahora h;l (U;) es un conjunto abierto en Xj,

y entonces, 7rj_1 <hj_1 (Uj)) es un bésico en (Xj, f;).

Como y; = hj (x;) € Uj, entonces x; € hj_1 (Uj); esto es, T € 7rj_1 (hj_l (Uj)>.
Sea Tg € 7rj_1 (hj_l (Uj)> y sea Yo = heo (To) entonces zg; € hj_1 (Uj), esto es,
hj (zoj) = yo; € U; y por lo tanto, yp € 7Tj_1 (U;) C U por lo que Tg € ht (U). O
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Teorema 4.1.2 Si en el diagrama 4.1.1 cada h; es un homeomorfismo, entonces hoo

es un homeomorfismo.

Demostracién

La continuidad de ho, se obtiene como consecuencia del teorema 4.1.1 y la con-
tinuidad de h3! de la compacidad de m, demostraremos entonces que hoo €s
biyectiva.

1) heo es inyectiva: Tomemos hso (Z) = hoo (¥) . Entonces h; (z;) = h; (y;), por lo
que x; = y;, lo que implica que & = 7.

2) hso es suprayectiva: Sea y € (Y;,¢;). Como h; es suprayectiva, existe z; € X
tal que h; (x;) = y; para todo entero positivo i. El punto & = (zg,z1,z2,...) estd
en el limite inverso (X;, fi), pues fi (zir1) = by (gi (hiv1 (Tir1))) = byt (i) = i
Entonces hoo () =y. O

Analicemos ahora el caso particular en el que todos los espacios X; son el mismo
espacio X, y todas las funciones f; son también la misma funcién f.
Sea X un espacio métricoy f: X — X continua y sobre, consideremos el siguiente

esquema

Ly Ly Ly

La funcién f : (X, f) — (X, f) inducida naturalmente por el esquema anterior esta
dada por la siguiente regla:

f (130,2131,:1}2, ) = (f (l‘g) sy LOy, L1y T2, ) .

Es decir, la funcién consiste en recorrer todas las coordenadas un lugar y agregar como

primera coordenada a f (xg) .

4.2 Funciones cadéticas y limites inversos

Veamos ahora algunas consecuencias que tiene la dindmica de la funcién f: X — X
sobre la dindmica de la funcién f : (X, f) — (X, f).

Puede verse facilmente que si p; € X es un punto fijo de f, entonces el punto

p1 = (p1,p1,P1,...) pertenece al limite inverso (X, f), y ademds que es un punto fijo
bajo la funcién f
Supongamos que f tiene un punto periddico de periodo m, digamos p,,. Entonces,

el punto

ﬁn = (pm7 fmil (pm) 7fm72 (pm) yooer f (pm) y Pms fmil (pm) > fm72 (pm) ) )
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es claramente un punto del limite inverso (X, f) y es ademds un punto periédico de
periodo m bajo la funcién f~‘

Hemos visto entonces que todo punto periddico de la funcién f da lugar a un
punto periédico de la funcién f Resulta natural preguntarnos si la presencia de un

conjunto denso de puntos periédicos para la funcién f da lugar a un conjunto de puntos

periédicos para la funcién fdenso en (X, f).

Proposicién 4.2.1 Si el conjunto de puntos periddicos de f es denso en X, entonces

el conjunto de puntos periddicos de f es denso en (X, f).

Demostraciéon

Sea U C (X, f) un conjunto abierto, entonces existe un conjunto abierto Uy, C X
tal que 7r,;1 (Ux) € U. Como el conjunto de puntos periédicos de f es denso en X,
entonces hay un punto p € Ui que es punto periédico de periodo m bajo f.

El punto p = (f*"1(p) ... f2(0), f (0) 2 f*7H (0) . S 72 (), ) € (X, f) es un
punto periédico bajo f, ademds p € 7r,;1 (Uy) CU. O

En vista de la proposicién anterior, podriamos también preguntarnos si el hecho

de que f: X — X sea caética, puede garantizarnos que f: (X, f) — (X, f) también
lo es.
Para probar que efectivamente asi es, necesitamos probar que si f es topoldgica-

mente transitiva, entonces f también lo es. Para ello usaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.1 Si [ ( V= (X, f) es inducida por f : X — X, entonces para U C
X, = X tenemos que f ( 1 ) Cr 71 (f™(U)) para todo entero positivo n.

Demostracion

Demostraremos primero el caso en el que n = 1.

| g | g
X i X

Sea y € f(w,;l (U)) entonces § = fv(f) para algin = € 7r,;1 (U), es decir, § =
(f (xo), f(z1),...f (x),...) con z € U.

Por lo tanto, la k-ésima coordenada yx, = f(zx) € f(U), lo que implica que
gem (yk) Syt (F(U)).

Tomemos ahora 7y € f" (W,zl (U)) Entonces existe T € 7r,;1 (U), T = (20, T1y -eey Thy -

tal que § = F(2), es decit § = (/" (20)» f* (1) /" (2£) 1) DO lo que g =
f™ (zx) y esto implica que § € ;. (f* (U)). O

)
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Lema 4.2.2 Si k < r y Uy C Xi, entonces 7, (Uy) = w1 (Uy), donde U, =
-1
(fr k) (Uk) C X,.

Demostracién

Sea 7y € 77,;1 (Ug) entonces yx € Uy, y como ¥ estd en el limite inverso, y, €
(F5) 7 () S (F77%) 7 (Uk) = Uy Lo que implica que g € 7, (Uy).

Sea 2 € 7, ' (U,) entonces z,. € U,.. Como T estd en el limite inverso f7 % (z,) = z3,
y como U, es la imagen inversa de Uy tenemos que zp € Uy lo cual implica que
zem (Uy).O

Probaremos, como dijimos antes, que si f es topologicamente transitiva, también

flo es.

Proposicién 4.2.2 Si f : X — X es topoldgicamente transitiva, entonces

(X )= (X, f)
es también topoldgicamente transitiva.

Demostracién

Sean U y V conjuntos abiertos en m, podemos asumir que son dos conjuntos
abiertos bésicos 7! (Un) = U y 7, (Vi) = V, respectivamente. Si m < k, sea
Uk = (fk*m)*1 (Up). Entonces por el lema anterior 7, (Uy) = 7.t (Uyy) (si k < m,
hacemos lo andlogo). Ya que f es topoldgicamente transitiva, existe n > 1 tal que

f™(Ug) NVi, # 0. Esto implica que

(I
)
3 3
=~~~
EIe
LEL
S

~

D)

<

N
3
=

De manera que J?es topolégicamente transitiva. [J

De lo anterior se desprende entonces el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 Si f: X — X es cadtica, entonces f : (X, ) — (X, f) es cadtica.

Veamos como ejemplo lo siguiente, que serd muy importante en nuestro estudio del

solenoide.
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Ejemplo 4.2.1 Sea S' el circulo unitario y g : S* — St la funcién con la que hemos
trabajado definida por g (6) = 20 (mod 1) . Entonces el diagrama

st & gt &gt &
gl gl gl

st L gt L g1 L

induce la funcion g en (S1,g) dada por g (01,02,0s,...) = (g(01),01,02,0s3,...).

Por lo anterior, g : (S1,g) — (S, g) es cadtica.



Capitulo 5

El solenoide es un continuo

indescomponible

En este capitulo mostraremos que el lfmite inverso de g : S' — S' definida por
g(0) = 20 (mod 1) serd una ayuda importante para el estudio de algunas propiedades
del solenoide A.

Para ello demostraremos primero que el limite inverso de g, (S?, g), es homeomorfo

a Ay que la funcién g : (S1,g) — (S1,g), definida en el ejemplo 4.2.1, es topolégica-
mente conjugada con la funcién F': A — A.

Antes de demostrar formalmente este hecho, observemos que todo punto en el
solenoide = = (tg,p) € A, es la interseccién de una sucesién anidada de discos de la

forma:
B(to) D F(B(t1)) D F*(B(t2)) D+ -

Donde t; = g (t;+1) para toda i > 0, por lo que naturalmente se puede establecer

una funcién uno a uno entre (St,g) y A.
Definimos H : A — (S1,g) como H (Z) = (to,t1,t2,...), donde F~(z) € B(t;)
para toda i > 0. Como F : A — A es un homeomorfismo, F~* () est4 bien definido.

La funcién H puede verse como la composicion H = P o h de dos funciones h :

A — (A,F)y P: (A F) — (S',g), de manera que h asigna a cada punto z € A el
punto (Z, F~1 (), F2(Z),...) € (A, F) y la funcién P es la inducida por el siguiente
diagrama, donde P es la proyeccién que manda a cada punto de A en su primera

coordenada.

A E A E oA L

Pl Pl Pl
gt & st & o5t &

Como g (P (z541)) = P (F (zk41)), la funcién P inducida por el diagrama anterior

52
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estd definida por:

P (z0,21,%2,...) = (P (o), P (1), P (z2), ...)

En la proposicién 4.0.7 demostramos que h es un homeomorfismo, por lo que para
mostrar que H = P o h es un homeomorfismo sélo hace falta mostrar que P lo es.

Proposicién 5.0.3 P: (A, F) — (S, g) es un homeomorfismo.

Demostracién

Sabemos, por el teorema 4.1.1, que P es continua. Tomemos un punto 6 =
(0o, 601,02,...) en m; para probar que P es biyectiva encontraremos un punto
T = (r1,22,73,...) en m, tal que 13(5) = 0. Y probaremos que ese punto es
tnico.

Sea n > 0; para que el punto T sea tal que P (%) = 6 cada x,, debe estar en B (6,,).
Ademés, para que el punto T esté en (A, F) debe cumplirse que F* (z,41) = p, esto
es, x,, debe estar en F* (B (0,,)) para toda k > 0.

Sabemos que F* (B (0,41)) C F*1 (B (9 (0nir))) = F¥ 1 (B (0nir_1)) . Consi
deremos la siguiente sucesién de discos encajados:

B(0,) D F(B(0n:1)) D F?(B(0n42) D~

La siguiente intersecciéon consta de un tnico punto:
[e.e]
() F* (B (0ns1)) -
k=0
A partir de lo anterior definimos T = (z1, z2, 3, ...) de forma que

k=0

Para confirmar que este punto estd efectivamente en (A, F') observemos que
F({l'n—&-l}) = F <m Fk (B (0n+1+k))> - m Fk (F (B (0n+1+k)))
k=0 k=0
C () F*(B(gOnrrin) = [ F* (B (Onir)) = {za} -
k=0 k=0

De manera que 7, definido como antes, es el tinico elemento de (A, F') que bajo p

va a dar a 6, con lo que la funcién P es biyectiva.

La continuidad de P~ se sigue del hecho de que (A, F) es compacto. [
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Teorema 5.0.2 La funcion H es una conjugacion topoldgica entre F' : A — A y

g:(Stg)— (S 9).

Demostraciéon
Como vimos antes, la funcién H es un homeomorfismo, por lo que sélo nos resta

probar que el siguiente diagrama conmuta.

(St,9) — (SY9)

Es decir que g (H (z)) = H (F (z)) para todo Z € A.

Supongamos que Z es tal que F~%(Z) € B(t;) para toda i > 0; entonces H (Z) =
(to,t1,t2,..) y g (H () = (9 (t0), 9 (t1), 9 (t2),...) = (g (to) , to, t1, L2, ...) -

Por otro lado F (z) € B(g(to)) y ademds F~* (F (z)) € B (t;_1) para toda i > 1;
por lo que H (F (z)) = (g (to) , to, t1,t2,...). O

Como dijimos antes usaremos este hecho para mostrar otras propiedades del solenoide.

Definicién 5.0.1 Un continuo X es descomponible si tiene dos subcontinuos pro-
pios, G y H, tales que X = G U H. Decimos que X es indescomponible si no es

descomponible.

Cuando pensamos en un ejemplo de un conjunto continuo generalmente imagi-
namos un continuo descomponible, un intervalo, un arco, un poligono, etc. De manera
que a primera vista pudiera pensarse que los Unicos continuos indescomponibles son
los conjuntos que constan de un solo punto, el siguiente ejemplo muestra que no es asi.

Sean z, y, y 2 tres puntos en R? y sea n > 0.

Llamaremos una cadena simple que va de x a z pasando por y a una coleccién
C" ={A1, Ag, ..., Ap,} de discos de didmetro d < 2—1,1 que cumplen lo siguiente:

1) AiNnA;j#@siysolosili—j| <1.

2) z € A;jsiysblosii=1.

3) z € A; siysoélosii=m.

4) y € A; para algin i = 1,...,m.

Llamaremos eslabones de la cadena a los conjuntos A;.

Construiremos ahora un continuo indescomponible X en el plano R2.

Dados tres puntos diferentes a,b y ¢ € R?, para cada n = 0, 1,2, ... construimos
cadenas C" tales que:

a) Sin es de la forman =3k + 1 con k =0,1,2,..., C" es una cadena que va de

a a ¢ pasando por b, sin =3k +2 con k =0,1,2,..., C" es una cadena que va de b a
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c pasando poraysin=3k+3conk =0,1,2,..., C" es una cadena que va de a a b

pasando por c.
o n — n+1
b) Para cadan =1,2,..., C* = |J A; contiene a C**+1 = A;.
i=1

=1 %
Esta construccién se muestra en la siguiente figura

S
Demostraremos que el conjunto X definido por X = [ C" es un continuo in-
n=1
descomponible. Por ser interseccién de compactos anidados X es compacto y por el

teorema 3.0.1 es conexo, de manera que sélo resta probar que es indescomponible.

Demostraremos que ningtin subcontinuo propio de X puede contener un par de
elementos del conjunto {a,b,c}.

Supongamos que existe Y C X un subcontinuo propio que contiene a {a,c}. Como
Y esté contenido propiamente en X existe p € X —Y. Por ser Y compacto p no puede
ser punto de acumulacién de Y, esto implica que existe ¢ > 0 tal que V. (p) NY = @.

Sea n = 3k + 1 tal que 3 < ¢, la cadena C" = {Ay, Ay, ..., Ay} vade a a ¢
pasando por b. El punto p que tomamos en X — Y estd en a lo mds dos eslabones
digamos A; y Aj;1. La unién de estos dos eslabones A; U A1 C V. (p) por lo que

(Aj U Aj+1) Ny =a.

Jj—1 m
Consideremos los conjuntos A = |J A,y B = |J A, esfdcil ver que los conjuntos
i=1 i=j+2

cerrados A y B forman una disconexién de Y. Los conjuntos ANY y BNY son no
vacios pues a € A1 C Ay c € A, C B. Ademds por construccion AN B = J y
AUB DY. Lo anterior contradice la hipdtesis de que Y es un continuo.
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En consecuencia ningtin subcontinuo propio de X contiene un par de elementos de
{a,b,c} por lo que es imposible que la unién de dos subcontinuos propios sea igual a
X.

Lo cual implica que el conjunto X es indescomponible. [J

El ejemplo anterior muestra que existen continuos indescomponibles no degenera-
dos, es decir formados por mds de un punto, sorprendentemente ademas, el hecho de
que un continuo tenga la propiedad de ser indescomponible es mucho més frecuente
de lo que pudiera imaginarse (ver [5]).

En las proposiciones 3.0.1 y 3.0.2 probamos que el solenoide A es un continuo,
probaremos ahora que es indescomponible.

Para ello probaremos primero que m es un continuo indescomponible y después
que si dos continuos son homeomorfos y uno de ellos es indescomponible, el otro

también lo es.

Proposicién 5.0.4 (S, g) es un continuo indescomponible.

Demostracién

Como A es un continuo, el hecho de que (S1, g) sea homeomorfo a A nos garantiza
que es también un continuo, por lo que sélo nos resta demostrar que es indescom-
ponible.

Sean G'y H dos subcontinuos de (S1, g) tales que (S, g) = GUH. Demostraremos
que G = (ST, g) o que H = (51, g).

Sabemos que para cada n > 0, m, (ST, g) = S'. Entonces 7, (G) = G, y m, (H) =
H,, son dos subcontinuos de S! y ya que m,(ST,g) = S, G, y H, son tales que su
unién es todo S'.

Como la unién de G, y H,, contiene a S' uno de los dos contiene al menos medio
circulo, entonces g (G,,) = S* o g (H,) = S*.

Supongamos, sin pérdida de generalidad que para un conjunto infinito 2 C NU{0}
se cumple que g (G) = S* para todo k € Q.

Demostraremos que para toda n > 0 se tiene que G,, = S'.

Sea n > 0. Sea v € Q tal que n < . Entonces:

G =1 (G) =g " (1, (G)) =g (9 (m, (G))) = S

Demostraremos ahora que G es denso en (S1,g).
Sean 0 = (0o, 61,02,...) € (S1,9) y € > 0.
Sea N € N tal que 2N—1,1 < e. Como Gy = 7y (G) = S, existe un @ =

(g, 1, a2, ...) € G tal que ay =y (@) = Oy.
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f v @ coinciden en las primeras N + 1 coordenadas, y entonces la distancia entre

- _ o0
estos dos puntos de (S1,g) esd (6,@) < Y. & = 2N—1,1 <e.
n=N-+1

La compacidad de G y su densidad en (S1, g), implican que G = (S1, g).
Por lo tanto (Sl, g) es un continuo indescomponible. [J
La intencién del siguiente lema. es mostrar que la cualidad de ser indescomponible

es invariante bajo homeomorfismos.

Lema 5.0.3 Si X y Y son dos continuos homeomorfos y X es indescomponible, en-

tonces Y es indescomponible.

Demostracién

Sean GG y H dos subcontinuos de Y tales que Y = GUH. Sea h: X — Y un
homeomorfismo. Los conjuntos h~! (G) y h™! (H) son dos subcontinuos de X tales
que X =h 1 (GYURL(H).

Esto implica, por ser X indescomponible, que A~ (G) = X o h™! (H) = X, lo cual
a su vez implica que G =Y oque H =Y.

Por lo tanto Y es también un continuo indescomponible. [

De los dos resultados anteriores se sigue el siguiente teorema:

Teorema 5.0.3 El solenoide A es un continuo indescomponible.

5.1 Comentarios finales

El comportamiento de la funcién F : D — D en donde D = S' x B? definida por
F(,p) = (20, 1—10p + %62”9) que estudiamos en este trabajo, puede pensarse intuiti-
vamente como dividido en dos componentes:

Un estiramiento, en una dimensién, pues F' (D) da dos vueltas dentro de D. Y una
contraccién, en dos dimensiones, pues F' manda al toro D en un toro de diametro diez
veces menor.

Como vimos en este trabajo, el comportamiento de estiramiento provoca que la
funcién F' sea cadtica en A, la contraccién provoca que A sea un atractor y como con-
secuencia de ambos comportamientos tenemos que A es un continuo indescomponible
y que cualquier corte AN B (6y) es un Cantor.

Resultados similares a los aqui obtenidos se presentan en la herradura de Smale.

Queda abierto reflexionar sobre un problema més general, es decir preguntarnos si
siempre que una funcién presente estos dos comportamientos, un estiramiento por un

lado y por otro una contraccién tendremos el mismo tipo de resultados.
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