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Resumen

En este trabajo se estudiara la transferencia de calor, en un régimen de conveccion forzada,
de un fluido eléctricamente conductor entre dos cilindros concéntricos.

Se puede interpretar el movimiento del fluido entre los cilindros como compuesto por dos
flujos; uno en la direccion azimutal y el otro en la direccion axial. El flujo en la direccion
azimutal se produce por medio de una fuerza de electromagnética (fuerza de Lorentz),
resultado de la interaccion de un campo magnético uniforme orientado en la direccion
axial y una corriente eléctrica radial originada por medio de una diferencia de potencial
eléctrico entre las paredes de los cilindros. El flujo en la direccién axial es promovido por
un gradiente de presion en esta misma direccion. La pared del cilindro exterior tiene una
distribuciéon de temperatura que varia angularmente en forma sinusoidal.

Los esfuerzos de esta investigacion estan encaminados a largo plazo, a plantear un diseno
relacionado con estas geometrias para incrementar la transferencia de calor del fluido
entre los cilindros. Este tipo de configuracion es de interés considerable para aplicaciones
practicas en intercambiadores de calor, agitadores electromagnéticos, bombas MHD y
otros.

Para estudiar este problema se plantean las ecuaciones de balance de masa, cantidad
de movimiento y energia, acopladas con las ecuaciones del campo electromagnético, que
constituyen el conjunto de ecuaciones fundamentales de la magnetohidrodindmica (MHD).
Dada la complejidad del sistema de ecuaciones, en general no es posible encontrar una
solucion analitica para este tipo de problemas, por lo que en algunos casos se debe recurrir
a una solucién numérica de las ecuaciones diferenciales parciales asociadas.

El capitulo I es una breve descripcion de la teoria bésica de la magnetohidrodinamica, es
aqui donde se presentan las ecuaciones basicas para resolver el problema.

En el capitulo II se plantea un modelo sencillo para describir el flujo en el canal. Se obtiene
una solucién analitica del fluyjo MHD para el caso completamente desarrollado, tratando
el caso cuando la diferencia de potencial eléctrico entre las paredes de los cilindros es
constante, como cuando varia el en tiempo de forma sinusoidal.

Partiendo del modelo propuesto para el flujo MHD, en el capitulo III se estudia la trans-
ferencia de calor del fluido entre los cilindros en un régimen de conveccién forzada. La
temperatura del fluido se calcula resolviendo numéricamente la ecuacion de balance de
energia. Cuando la temperatura del fluido no depende de la coordenada axial, es posi-
ble obtener una solucién analitica en el caso de transferencia de calor por conduccién, al
igual que para el caso de transferencia de calor con un flujo MHD en la direccién azimutal,
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cuando la temperatura del fluido alcanza un estado permanente. Se calculé el flujo de
calor en las paredes de los cilindros para analizar el cambio en la transferencia de calor
debido movimiento del fluido.



Introduccion

La magnetohidrodindmica (MHD) es un drea de la fisica que conjunta la dindmica de flui-
dos y el electromagnetismo y se aboca al estudio de la dindmica de fluidos conductores de
electricidad en presencia de campos magnéticos. La MHD tiene aplicaciones tecnolégicas
importantes en areas como la metalurgia, la ingenieria quimica, la ingenieria nuclear, la
astrofisica y la medicina, entre otras.

En metalurgia se utilizan dispositivos MHD para mezclar, levitar y controlar el flujo
de metales liquidos. Un aspecto importante es que mediante las técnicas de la MHD,
estas aplicaciones pueden llevarse a cabo de manera eficiente, utilizando métodos que no
involucran el uso partes moviles [1]. Para el crecimiento de cristales semiconductores,
como los requeridos en los circuitos integrados, se utilizan campos magnéticos, lo que
permite lograr un mejor control del tamano, pureza y homogeneidad del cristal, mejorando
asf la calidad de los materiales elaborados [2].

La MHD se aplica en diversas tecnologias para la conversion y uso eficiente de la energia,
por ejemplo en intercambiadores de calor en reactores de fusion nuclear. De hecho, la
construccién de un reactor de fusion, seguro y eficiente, capaz de proveer electricidad a
gran escala, es uno de los retos tecnolégicos mas importantes de nuestros dias donde la
magnetohidrodindmica juega un papel relevante.

Un intercambiador de calor es un dispositivo disenado para transferir calor de un medio
material a otro y los mas comunes son los que utilizan fluidos como medios de intercambio.
Estos aparatos son ampliamente utilizados en refrigeracién, plantas de energia eléctrica,
refinerias de hidrocarburos, etc. Uno de los intercambiadores de calor mas sencillos se
compone de tubos concéntricos por el que circulan fluidos a contracorriente con distinta
temperatura. La eficacia de estos dispositivos depende de la geometria, las propiedades
fisicas de los tubos, los fluidos utilizados y las velocidades de los mismos.

Por su amplio espectro de aplicaciones, los intercambiadores de calor han sido profusa-
mente estudiados y el reporte de su comportamiento se puede encontrar en multiples
monografias y aun libros de texto [3], [4]. Sin embargo, los estudios de transferencia de
calor en intercambiadores de calor en los que los efectos magnetohidrodinamicos juegan un
papel importante son escasos y relativamente modernos por sus aplicaciones a reactores
de fusién nuclear.

El dispositivo que se propone estudiar en esta tesis es un intercambiador de calor en el que
se utiliza una fuerza electromagnética para agitar el fluido, con el objetivo de incrementar
la transferencia de calor. En tal caso, la fuerza electromagnética se generara mediante
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la inyeccion de corrientes eléctricas y campos magnéticos externos, debiéndose explorar
diversas configuraciones que permitan una agitacion y transferencia de calor éptima.

Aqui presentamos los trabajos mas relevantes en el contexto de la presente investigacion.
El primero, es un estudio de un intercambiador de calor en un reactor fusion nuclear
formado por dos cilindros concéntricos realizado por Kakarantzas y Grecos [5]. En las
paredes de los cilindros tenian una diferencia de temperatura, mientras que se aplica
un campo magnético transversal. Realizaron simulaciones numéricas para estudiar la
transferencia de calor por convecciéon natural a distintos valores de niimeros de Rayleigh
y Hartmann y se obtuvieron resultados interesantes como la supresion de la turbulencia
debido al incremento del campo magnético. En su trabajo se puede ver la importancia
que tiene un flujo magnetohidrodinamico para aplicaciones en intercambiadores de calor.
El segundo, es un estudio del flujo de un fluido conductor entre dos cilindros concéntricos
realizado por Chang y Chen [6]. El movimiento del fluido es originado por un gradiente
de presion en la direccion azimutal producido por la interaccion electromagnética de una
corriente radial impuesta y campo magnético axial. Sus resultados proveen una vision
general de las caracteristicas de la estabilidad del flujo y la transicién del comienzo del
modo no axisimétrico, el cual corresponde a vortices que viajan en la direcciéon azimutal.

El cuerpo de conocimiento sobre el tema, disponible en la literatura, es necesariamente
fraccional por lo limitado del minimo de los estudios y porque el conocimiento dinamico
del flujo depende de la geometria del intercambiador de calor y de la disposicién relativa
entre el campo magnético la corriente eléctrica y las paredes rigidas.

El diseno de dispositivos MHD, requiere el desarrollo de métodos matematicos precisos y
eficientes para predecir el flujo del fluido en una aplicacion dada. El conjunto de ecuaciones
que describen los flujos magnetohidrodindmicos es una combinacién de las ecuaciones de
la dinamica de fluidos y las ecuaciones del electromagnetismo. Dada la complejidad del
sistema de ecuaciones, en muchos problemas importantes de flujos MHD, no es posible
encontrar una solucién analitica. Si esto sucede existen diferentes estrategias numéricas
con las que se pueden obtener soluciones numeéricas aproximadas como: diferencias finitas,
elemento finito, volumen finito, métodos espectrales, etc. Como parte de este trabajo de
tesis se desarrollaron herramientas numéricas que permitan caracterizar la transferencia de
calor en flujos MHD que son de relevancia préctica en sistemas de conversién o transporte
de energia. El contar con estas herramientas podria ser de utilidad en el desarrollo de
disenos ingenieriles en los que la transferencia de calor se lleva a cabo de manera éptima.
Como la investigacién experimental y los prototipos son costosos, la simulacién numérica
representa un método alternativo para el diseno de estos dispositivos.



CaAprPiTULO 1

Ecuaciones fundamentales de la
magnetohidrodinamica

Si un fluido conductor de electricidad se encuentra en presencia de un campo magnético,
su movimiento induce corrientes eléctricas. Esto a su vez origina fuerzas sobre el fluido que
pueden influir fundamentalmente sobre su movimiento. Subsecuentemente, las corrientes
inducidas modifican el campo magnético original. La magnetohidrodindmica (MHD) es
el estudio de la dinamica de fluidos conductores de electricidad en presencia de campos
eléctricos y magnéticos.

El sistema de ecuaciones que describe la magnetohidrodindmica comprende al conjunto
de las ecuaciones de la dindmica de fluidos y las ecuaciones del electromagnetismo. La
derivacién de las ecuaciones de la MHD se puede encontrar en numerosos libros [7], [8],
[9] v no serd repetida aqui. El objetivo de este capitulo es presentar solamente una
breve exposicion del marco tedrico de la MHD para hacer de esta tesis un documento
autocontenido.

1.1 Ecuaciones de la dinamica de fluidos

Un fluido es una sustancia que se deforma bajo la aplicaciéon de cualquier fuerza cortante.
La dindamica de fluidos estudia el comportamiento de un fluido cuando este se mueve
a través de una region de un sistema. Se considera que las cantidades necesarias para
caracterizar el fluido, como la velocidad, densidad, presion, temperatura, etc. estan bien
definidas en cada punto del espacio y que varian suavemente, ignorandose asi la naturaleza
discreta atémica (hipdtesis del continuo). Las leyes que determinan la variaciéon temporal
y espacial de estas variables se obtienen de los principios de conservacién de masa, cantidad
de movimiento y de energia, de ecuaciones de estado y ecuaciones constitutivas.

1.1.1 Conservacion de masa

El principio de conservaciéon de masa indica que la masa de fluido M contenida en un
volumen V

M:/pdv, (1.1)
1%
7
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no cambia en el tiempo, es decir

%(M) _ % (/VpdV> —0, (1.2)

donde p es la densidad del fluido. Esta ecuacién se transforma en una integral de volu-
men utilizando el teorema de transporte de Reynolds [7], obteniendo como resultado la
siguiente expresion

/V {% +V- (pﬁ)] dvV =0, (1.3)

donde u es el campo de velocidades del flujo. Como el volumen V se escogié de manera
arbitraria, la inica forma de que la ecuacién 1.3 se satisfaga para cualquier eleccién posible
de V, es que el integrando de la ecuacién sea igual a cero. De esta manera se obtiene el
principio de conservacién de masa en su forma diferencial

dp

LY (o) (1.4
En muchos casos, la variacién de la densidad del fluido se considera despreciable. Si esto
ocurre, el fluido se denomina incompresible y la ecuacion 1.4 se reduce a

V- =0. (1.5)

Los fluidos es el nombre genérico en que se agrupan los liquidos y gases. La mayoria de los
liquidos son tratados como fluidos incompresibles. Los gases se pueden considerar como
incompresibles cuando las velocidades son pequenas respecto a la velocidad del sonido en

el fluido.

1.1.2 Conservacion de cantidad de movimiento

El principio de conservacion de cantidad de movimiento es la segunda ley de Newton apli-
cada al movimiento de un elemento de volumen de fluido (un volumen lo suficientemente
pequeno para considerarse puntual y lo suficientemente grande para que contenga una
gran cantidad de moléculas).

Las fuerzas externas que pueden actuar sobre la masa de fluido se clasifican como fuerzas
superficiales (presion, esfuerzos viscosos, etc.) o fuerzas de cuerpo (gravedad, fuerzas
electromagnéticas, etc.).

La segunda ley de Newton indica que la suma de fuerzas externas es igual a la razon de
cambio de la cantidad de movimiento. Para el caso de un fluido se tiene

d S
— | pudV :/&-ﬁdS—l—/ fdv, (1.6)
dt Jy s v

donde & es el tensor de esfuerzos, S es la superficie del volumen, 7 es el vector normal a la
superficie y f representa las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen que actiian sobre

el fluido.
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El lado izquierdo de la ecuacién 1.6 puede ser convertido en una integral de volumen
utilizando el teorema de transporte de Reynolds. La integral de superficie del lado derecho
puede ser convertida en una integral de volumen utilizando el teorema de la divergencia
de Gauss [7]. Todas las integrales de volumen se agrupan para expresar esta ecuaciéon en
la forma [,{}dV = 0. Como se mencioné en la seccién anterior, la eleccién arbitraria de
volumen implica que el integrando de la ecuacion es cero, de esta manera se obtiene la
ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento en su forma diferencial

ou . . P
p(a—l-(u-V)u):V-a%—f. (1.7)
El tensor de esfuerzos ¢ puede ser expresado como la suma de otros dos tensores de

esfuerzos
o=—-pl+T, (1.8)

los esfuerzos normales son representados por —pl, donde p es la presion termodindmica e
I que es el tensor identidad. T es el tensor de esfuerzos desviatorios, el cual, para flujos
incompresibles es solamente esfuerzos cortantes.

El tensor de esfuerzos desviatorios T contiene muchas incégnitas, por esta razén se hacen
hipétesis especificas sobre el comportamiento de los fluidos viscosos (basadas en obser-
vaciones naturales) y se utilizan con el fin de especificar esta cantidad en términos de
variables familiares como la velocidad. La relacién entre el tensor de esfuerzos y la veloci-
dad (obtenida por medio de estas hipétesis) se denomina ecuacién constitutiva.

Ecuaciones de Navier-Stokes

Si se considera el caso de un fluido Newtoniano incompresible el tensor de esfuerzos
desviatorios esta dado por la siguiente ecuacién constitutiva

T = pVa, (1.9)

donde p es la viscosidad dinamica del fluido. Sustituyendo 1.8 y 1.9, en 1.7, las ecuaciones
resultantes se denominan ecuaciones de Navier-Stokes

p <% + (u- V)ﬁ) = —Vp+uV3i+ f. (1.10)

Nétese que estas ecuaciones contienen términos no lineales, (@ - V) @, denominados términos
convectivos, lo que hace que en general sean dificiles de resolver analiticamente.

1.1.3 Conservacion de la energia

El principio de conservacion de la energia es una aplicacion de la primera ley de la ter-
modinamica a un elemento de volumen de fluido y su flujo, utilizando la hipdtesis de
equilibrio local [7].
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Para un fluido incompresible, en el caso donde no se consideran efectos discipativos, ni
flujos de calor por radiacion, la ecuacién de balance de energia es la siguiente

4 pedV = — / q-ndsS, (1.11)
S

dt Jy
donde e es la energia interna por unidad de volumen y ¢ es el vector de flujo de calor.
Utilizando el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de transporte de Reynolds,
la ecuacién de la energia en su forma diferencial es la siguiente

p(%ﬂﬁ-we) —-V-§ (1.12)

El vector de flujo de calor ¢ es proporcional a la magnitud del gradiente de temperatura
con signo negativo

7= —kVT, (1.13)

la constante k es llamada la conductividad térmica, esta relacion es una ecuacion consti-
tutiva conocida como la ley de Fourier.

La energia interna se relaciona con la temperatura por medio de la siguiente ecuacion de
estado

e= /ch, (1.14)
donde de c es la capacidad calorifica. Si las propiedades del fluido permanecen constantes

e=cT. (1.15)

Sustituyendo las ecuaciones 1.13 y 1.15 en la ecuacién 1.12 se obtiene la ecuacién de
balance de energia, escrita como una ecuaciéon para la temperatura del fluido
oT

EH@-V)T:W?T, (1.16)

donde av = k/pc es la difusividad térmica del fluido

Transferencia de calor

Cuando existe una diferencia de temperatura entre dos regiones del fluido siempre ocurre
un proceso de transferencia de energia térmica, también conocido como transferencia de
calor.

La conduccion es la transferencia de calor desde una region de alta temperatura a una
regién de temperatura mas baja a través de energia cinética molecular en el interior del
medio o por contacto fisico entre dos medios, sin flujo del medio material.

La conveccion de calor es la situacion en la cual se transfiere calor desde una superficie
a través del movimiento de un fluido. Dependiendo de si el flujo del fluido es provocado
artificialmente o no, se distinguen dos tipos:
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a) Conveccién forzada

b) Conveccién natural

La conveccion forzada implica el uso de algin medio mecénico, como una bomba o un
ventilador para provocar el movimiento del fluido. La conveccién natural es un movimiento
debido a la no uniformidad de la temperatura del fluido ya que si un liquido o gas se
encuentra un campo gravitatorio, el fluido méas caliente y menos denso asciende, mientras
que el fluido més frio y mas denso desciende.

La cantidad de calor transferido de una superficie a un fluido en movimiento es propor-
cional a la diferencia de temperaturas superficie-fluido

q=hT,—Ty), (1.17)

donde ¢ es el flujo de calor y h es el coeficiente de transferencia de calor, T, y T son la
temperatura de la superficie y del fluido respectivamente.

1.2 Ecuaciones del campo electromagnético

La magnetohidrodinamica estudia el comportamiento de sistemas combinados de campos
electromagnéticos y fluidos conductores. Los campos eléctricos y magnéticos E y B en
un fluido conductor en movimiento obedecen las ecuaciones del electromagnetismo [10].

1.2.1 Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen por com-
pleto los fendmenos electromagnéticos y a manera de resumen se pueden ver a continuacion
[11].

Ley de Gauss

Esta ley indica que el flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada es igual
a la carga total que se encuentra en el volumen limitado por esta superficie, es decir

j{eﬁ -dS = / pedV. (1.18)
s v

donde p, es la densidad carga eléctrica y € es la permisividad eléctrica del fluido. La forma
diferencial de la ley de Gauss es

vV.-E=" (1.19)

€

Esta ley indica que las distribuciones de carga eléctrica son fuentes de campo eléctrico.
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Ley de Gauss para el campo magnético

Esta ley expresa que las distribuciones de fuentes magnéticas son siempre neutras en el
sentido de que posee un polo norte y un polo sur, por lo que su flujo a través de cualquier
superficie cerrada es nulo, es decir

f B-dS =0. (1.20)
S

En forma diferencial la de Gauss para el campo magnético se escribe de la siguiente
manera

V-B=0. (1.21)
Esta ley senala la inexistencia de cargas magnéticas o como se conocen habitualmente,
monopolos magnéticos.

Ley de Faraday

La ley de Faraday nos habla sobre la induccién electromagnética, la que origina una fuerza
electromotriz en un campo magnético. Esta ley establece que el voltaje inducido en un
circuito cerrado es directamente proporcional a la rapidez con que cambia en el tiempo el
flujo magnético que atraviesa una superficie cualquiera con el circuito como frontera

— — d — —
J(I{E-dl:——/B-dS. (1.22)
c dt Js
En forma diferencial la ley de Faraday se escribe de la siguiente manera
. 9B
E=—— 1.2
V x 5 (1.23)

Esta ley indica que un campo magnético dependiente del tiempo origina un campo
eléctrico.

Ley de Ampere-Maxwell

La ley de Ampere, relaciona un campo magnético estatico con la causa que la produce,
es decir, una corriente eléctrica estacionaria. Maxwell generalizé esta ley para poder
considerar también que un campo eléctrico que varia con el tiempo produce un campo
magnético y ademads ser consistente con el principio de conservaciéon de la carga. La ley
de Ampere-Maxwell es la siguiente

— — — d —
%B~dl:u0/j~ﬁ'd5+uoe—/E~ﬁ~dS. (1.24)
c s dt Js
La forma forma diferencial de la ley de Ampere-Maxwell es la siguiente
= - OF
V X B =ppj + Hoe— (1.25)

donde pg es la permeabilidad magnética en el vacio. En general, para fluidos conductores
su permeabilidad magnética es aproximadamente igual a la del vaci6.
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1.2.2 Fuerza de cuerpo electromagnética

En un medio continuo con una distribuciéon de densidad carga eléctrica p., la fuerza
electromagnética total que experimentan los portadores de carga al moverse en un campo
magnético con una densidad de corriente j es dada por

f=p.E+jxB, (1.26)

cada unidad de volumen de fluido experimentara esta fuerza MHD f conocida como la
fuerza de Lorentz.

1.2.3 Densidad de corriente eléctrica

En un conductor en reposo se encuentra que la densidad de corriente eléctrica j es pro-
porcional a la fuerza experimentada por las cargas libres. Esto esta reflejado en la forma

convencional de la ley de Ohm _
Jj=0FE, (1.27)

donde o es la conductividad eléctrica del fluido.

En un fluido conductor en movimiento aplica la misma ley, sélo que es necesario utilizar
el campo eléctrico medido en un marco de referencia en movimiento con la velocidad local

del conductor . B .
jzaET:o(E+ﬁxB>. (1.28)

La ley de Ohm es una ecuacién constitutiva.

1.2.4 Conservacion de la carga

Este principio afirma que la carga eléctrica no se crea ni se destruye, ni global ni localmente
y que si en una superficie cerrada estda disminuyendo la carga contenida en su interior,
debe haber un flujo de corriente neto hacia el exterior del sistema.

0pe

- 1.2
5 TV i=0 (1.29)

es decir, la densidad de carga p. y la densidad de corriente j satisfacen una ecuacién de
continuidad.

1.3 Ecuaciones fundamentales bajo la aproximacion
MHD

En una gran cantidad de aplicaciones practicas de importancia, las ecuaciones del campo
electromagnético se pueden simplificar considerando las siguientes aproximaciones [12]
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e No se consideran fenomenos relativistas. En el rango de velocidades que se trabaja,
la velocidad del fluido es mucho menor que la de la luz | @ |< ¢®. Este punto
es importante porque las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de
energia (Ecs. 1.10, 1.16) solamente son validas para velocidades no relativistas,
por consecuencia seria inconsistente tomar la forma relativista de las ecuaciones de
Maxwell.

e Se considera que los campos eléctricos inducidos son de orden @ X g, lo que es
equivalente a suponer que el campo magnético inducido es mucho mas pequeno que
el campo externo aplicado. Esto implica que el campo magnético es el mismo en
cualquier marco de referencia.

e No se consideran fenémenos que involucren altas frecuencias, esto implica que la
corriente de desplazamiento poedE /0t es despreciable comparada con la corriente
eléctrica j en la ley de Ampere-Maxwell.

e Los términos 0p. /0t en la ecuacién de conservacién de la carga y p.E en la ecuacion
de la fuerza de Lorentz se consideran despreciables como consecuencia de la neu-
tralidad de la carga.

Tomando en cuenta las aproximaciones anteriores, las ecuaciones del campo electro-
magnético utilizadas en MHD tienen la siguiente forma

V-B=0, VxB=upu, (1.30)
. . B
V.j=0, VXE——%; (1.31)

f=jxB, j=o(E+ixDB). (1.32)

Con estas ecuaciones del campo electromagnético, la ecuacién de continuidad

V-u=0 (1.33)
y las ecuaciones de Navier-Stokes
a’lj - = 2 - e =
p E%—(u-V)u = —Vp+ uV<i+j x B, (1.34)

se forma el conjunto de ecuaciones fundamentales de la magnetohidrodindmica (Ecs. 1.30-
1.34).

Estas ecuaciones forman un conjunto completo y cerrado, cuya solucién se puede calcular
con las condiciones iniciales y de frontera del problema. Nétese que la velocidad del fluido
# y el campo magnético B se deben resolver de forma acoplada.
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1.4 Ecuaciones adimensionales

La adimensionalizacion es una técnica matematica en la cual las variables del modelo de
interés se expresan sin dimensiones por medio de un reescalamiento en el que las magni-
tudes caracteristicas del problema se incorporan de manera tacita. Esto permite obtener
resultados mas generales, al ser éstos independientes de las dimensiones particulares de un
sistema. Con el fin de adimensionalizar las ecuaciones 1.16, 1.34 se definen las siguientes
variables

_ - == 1.35

¢ . B s j
t* = B = — "= 1.36
L/u.’ B.’ J ou.B. ( )

donde L,u. y B. son valores caracteristicos para las variables de, longitud, velocidad y
campo magnético. Las variables que aparecen en estas ecuaciones pueden ser normalizadas
en varias maneras, no hay un forma universal para adimensionalizar la ecuaciones o para
determinar los valores caracteristicos del sistema.

Estas nuevas variables adimensionales deben substituirse en el modelo matematico dimen-
sional para obtener el modelo adimensionalizado. Para las ecuaciones de Navier-Stokes
se obtiene

ou* 1 oB*L-, <
at -V ut = =V + — VI < j*x B* 1.37
6’t*+(u V)u V*p +ucLV u + puc] X B*, (1.37)
o bien . . a2
(@ V)T = Vi — VR e B (1.38)

ot Re Re
donde v = pu/p es la viscosidad cinemética del fluido. Re es el nimero de Reynolds
basado en la velocidad caracteristica u. y Ha. es el nimero de Hartmann basado en
campo caracteristico B,

Re = u.L/v, Ha.= B.L+\/o/pv. (1.39)
La temperatura del fluido se escala de la siguiente forma
T — (T —To)/(Tref — Tp). (1.40)

Sustituyendo estas variables adimensionales en la ecuacion 1.16, para la ecuacion de la
energia se obtiene
oT* 1
+ —k . v* T* _
ot* (@ ) Pe
donde Pe es el nimero de Péclet y es igual al producto del nimero de Reynolds y el
nimero Prandtl

V2T, (1.41)

v
Pe = RePr, Pr=—, (1.42)

o
En diversos problemas en transferencia de calor una escala de tiempo caracteristico que

puede ser conveniente es

t — t/(L/a). (1.43)
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Al término L?/a se le denomina tiempo difusivo. Tomando el tiempo difusivo como escala
de tiempo caracteristica la ecuacion de la energia se escribe de la siguiente forma
aT*
ot

+ Pe (i* - V*) T* = V*T™. (1.44)

A continuacién se presenta un resumen de los pardmetros adimensionales que aparecen
como coeficientes en estas ecuaciones

Nombre Simbolo Definicion  Significado

Reynolds  Re ucL/v fuerzas inerciales entre fuerzas viscosas
Hartmann Ha, B.L+/o/pv fuerza de Lorentz entre fuerzas inerciales
Péclet Pe pcpucL/k conveccién entre conduccién de calor

Prandtl Pr v/a difusiéon de momentum entre difusién de calor

Tabla 1.1: Parametros adimensionales

Estos parametros adimensionales se obtienen mediante combinaciones adecuadas de los
parametros dimensionales y no son tnicos. Los parametros adimensionales miden la
importancia relativa de ciertos efectos.

Se debe ser siempre cuidadoso con la eleccion de las escalas caracteristicas cuando se
construyen las ecuaciones en forma adimensional, pero al escoger las correctas se puede
simplificar el problema.

1.4.1 Aproximacion a bajos nimeros de Reynolds magnético

Las ecuaciones del campo electromagnético también se tratan en forma adimensional, con
el fin de llegar al conjunto adimensional de las ecuaciones de la MHD. La ley de Ampeére
en forma adimensional es la siguiente

V* x B* = Rp,j*, (1.45)
donde R,, es el nimero de Reynolds magnético, el cual representa la magnitud del campo
magnético inducido entre la magnitud del campo magnético aplicado

L
R,, — L& (1.46)
7

donde n = 1/(op) es la difusividad magnética.

Cuando R, es pequeno el campo magnético inducido es despreciable en comparacién con
el campo aplicado, sin embargo su presencia tiene efectos muy importantes en el flujo. A
la escala de laboratorio R,, es tipicamente del orden de 10™* a 1072. Si R,, < 1 el campo
magnético B* se puede escribir de la siguiente forma

B* = B! + R,b", (1.47)
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donde ES es el campo magnético aplicado adimensional y b* es el campo magnético in-
ducido.

Suponiendo que R,, < 1, la ley de Faraday en forma adimensional se escribe de la
siguiente manera

V* x E* =0, (1.48)

esta ecuacion indica que el campo eléctrico es irrotacional, esto quiere decir

—

E* = -V*¢*, (1.49)
donde ¢* es el potencial eléctrico adimensional que se define de la siguiente manera
¢* — ¢/u.B.L.

La corriente eléctrica en el fluido se expresa a través de la ley de Ohm, en forma adimen-
sional se escribe como

7= V¢ + T x B*. (1.50)

El potencial eléctrico esta relacionado con la velocidad via la ecuacién de conservacion de
carga (Ec. 1.31), esto lleva a una ecuacién de Poisson para el potencial eléctrico

V=26 = V* - (B* x @). (1.51)

Resumiendo, en el limite de R,, < 1 las ecuaciones de la MHD en forma adimensional
son las siguientes

Vit =0, (1.52)

i 1 ., Ha2.,
6t*+(u V*)u V*p +R6Vu+Re]>< 0, (1.53)
Jr= -Vt +a x B, (1.54)
V*2¢* = By - V* x @*. (1.55)

A este conjunto de ecuaciones se le denomina formulacién ¢ de las ecuaciones de la MHD.
Se trata de un sistema de ecuaciones cerrado y completo cuya solucién se puede calcular
con las condiciones de frontera e iniciales del problema.



CAPITULO 2

Flujo magnetohidrodinamico de un
fluido entre cilindros concéntricos

Un intercambiador de calor es un dispositivo disenado para transferir calor de un medio
material a otro. Los mas comunes son los intercambiadores que utilizan fluidos como
medios de intercambio. Estos aparatos son ampliamente utilizados en refrigeracion, plan-
tas de energia eléctrica, refinerias de hidrocarburos, etc.

Uno de los intercambiadores de calor mas sencillos se compone de tubos concéntricos
por el que circulan fluidos a contracorriente con distinta temperatura. La eficacia de
estos dispositivos depende de la geometria, las propiedades fisicas de los tubos, los fluidos
utilizados y las velocidades de los mismos. En este tipo de intercambiadores no existe un
mecanismo adicional que permita incrementar la transferencia de calor.

El dispositivo que se propone estudiar en esta tesis es un intercambiador de calor en el que
una fuerza electromagnética controlada externamente permite modificar el movimiento del
fluido (flujo MHD) y por tanto la transferencia de calor.

En este capitulo se estudia el fluyjo MHD del fluido entre dos cilindros concéntricos que
forman un intercambiador de calor. Se obtuvieron soluciones analiticas del problema
para el caso de flujo completamente desarrollado. Se desarrollé un programa que permite
estudiar el problema de manera mas general ya que resuelve numéricamente las ecuaciones
del flujo MHD. En el siguiente capitulo se abordara el tema relacionado a la transferencia
de calor.

2.1 Flujo MHD de un fluido entre cilindros concéntricos
con un campo magnético axial y corriente eléctrica
radial

2.1.1 Configuracion del problema hidrodinamico

La configuracién del dispositivo se puede ver en la figura 2.1. Consiste en dos cilindros
concéntricos infinitamente largos, con el eje z como su eje en comtin

19



Capitulo 2. Flujo magnetohidrodindmico de un fluido entre cilindros
20 concéntricos

Fig. 2.1: Configuraciéon del dispositivo, campo magnético axial, corriente eléctrica radial

Ry y Ry son el radio interior y radio exterior respectivamente. En el espacio anular entre
los cilindros se encuentra un fluido conductor de electricidad. Por todo este canal existe
un campo magnético uniforme ]§0 orientado en la direccién axial, es decir perpendicular
a la seccién transversal circular de los cilindros. En la direccién radial se inyecta una
corriente eléctrica ; por medio de una diferencia de potencial eléctrico A¢q entre la pared
en el radio interior y la pared en el radio exterior. Este arreglo ortogonal entre los campos,
eléctrico y magnético, genera una fuerza de Lorentz que es perpendicular a ambos y actia
para inducir un movimiento en el fluido en la direccién azimutal. Aunado a esto, existe
un gradiente de presion Ap que promueve un movimiento del fluido en la direccion axial.

El efecto MHD es eléctricamente controlable y reversible, es un método para controlar
el flujo que no implica el uso de partes moviles, debido a la accién local sobre el fluido,
explotando su naturaleza conductiva inherente.

El campo magnético inducido debido al movimiento del fluido se considera muy pequeno
en comparacion con el campo aplicado por lo que se utilizan las ecuaciones de la MHD
con la aproximacién a bajos nimeros de Reynolds magnético (ver sec 1.4.1).

La forma de las ecuaciones 1.52, 1.53,1.54 y 1.55 en el sistema de coordenadas cilindricas,
que es mas conveniente para la geometria de interés, es:

%%(rur) + %% + 8;; =0, (2.1)

@;tr + (- V)uy — u7§ = —% + é (VQUT - % - %%) i[%f (JoB: — j=Bs), (2.2)
%j%g.v)ug kol —%%Jr ];e (V2u — % + %%lg) + fgf (4:Br— 3, B.), (2.3)
a@? (@-V)u, = —% + éVQ .+ HR—Cf(JrBe — joB3,), (2.4)
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B, (O(rug) Ou
2, _ Dz _ 2.5
Ve r ( or 06 )’ (2:5)
0
I = —a—f 4+ ugB, —u,By (26)
10
Jo = —;a—¢ +u,B, —u,B, (2.7)
J, = —% + u, By — ug B, (28)

por simplicidad se omite el superindice * de las variables adimensionales.

Los operadores @ - V y V2 se definen de la siguiente manera
or "8 ez

Vz—lg 7’2 +l8_2+8_2
N or r2002 = 022

r,0 v z denotan las coordenadas cilindricas, u,, ug, u., jr, jo, j» ¥ By, Bg, B, y deno-
tan las componentes de la velocidad, densidad de corriente eléctrica y campo magnético
respectivamente, siendo todas estas variables adimensionales.

2.1.2 Escalas caracteristicas

La adimensionalizaciéon del modelo matematico se puede ver en la seccion 1.4. Para
adimensionalizar estas ecuaciones se utilizaron ciertas magnitudes caracteristicas de la
longitud, velocidad y campo magnético. Estos parametros se determinan a partir de un
analisis fisico del problema.

La longitud caracteristica para este problema se elige como la diferencia de los radios de
los cilindros
L =R; — R;.

Con esta longitud caracteristica el radio adimensional se define como r* = R/L y la
coordenada axial adimensional se define como z* = z/L, donde R es el radio dimensional.
Los radios adimensionales de los cilindros son:

ri=Ri/L, ry=Ry/L.

Basados en el andlisis del problema del flujo de un fluido conductor de electricidad en un
canal rectangular debido a una fuerza electromagnética, descrito en detalle en el apéndice
A, el campo magnético caracteristico del problema se define de la siguiente manera

L jp
B, =~/ 2.9
T\ (2.9)
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Debido a esta eleccién para el campo magnético caracteristico, la definicién del numero de
Hartmann basado en el campo magnético caracteristico (Ec. 1.39) queda de la siguiente
manera

Ha. = B.Ly\/o/pv = 1.
En forma adimensional el campo magnético se define como
B{ = Byk/B, = B;k,
donde
B, = ByLr\/c/pv (2.10)

Si definimos el nimero de Hartmann basado en campo magnético By entonces
B, = Hay (2.11)

La influencia del campo magnético aplicado se estudia en base a Hay.

De igual manera que con el campo magnético caracteristico, analizando el caso de un flujo
MHD cartesiano descrito en el apéndice A, se propone como la velocidad caracteristica
del problema

_ Ado

Ue = .

B.L
Los valores caracteristicos de las otras variables son combinaciones de la longitud, veloci-
dad y campo magnético caracteristicos, por ejemplo para el potencial eléctrico se obtiene

__ 9 _ ¢
 w.B.L  A¢y

¢>k

Cabe recordar nuevamente que no hay un forma universal para adimensionalizar la ecua-
ciones o para determinar los valores caracteristicos del sistema, para fines de este estudio
esta propuesta resulta ser la mas conveniente.

2.1.3 Solucién analitica del flujo para el caso completamente
desarrollado

El presente tratamiento involucra ciertas suposiciones con el fin de obtener soluciones
directas de las ecuaciones de la MHD. Suponemos que se trata de un flujo completamente
desarrollado; esto es que los cilindros son suficientemente largos como para despreciar las
variaciones axiales, no hay variaciones angulares en el flujo y la velocidad del fluido no
depende del tiempo.

Ademas por las condiciones externas supuestas, el campo magnético y la corriente eléctrica

tienen las siguientes propiedades
B, =By=0
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Considerando estas suposiciones, las ecuaciones que describen el flujo 2.1-2.5 quedan de
la siguiente forma

2 () = 0, (212)
N T

De la ecuacion 2.12 se obtiene que ru, = cte, pero u, debe ser cero a ry y ro que se
encuentran en las superficies de los cilindros, por lo tanto

u, = 0. (2.16)

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones 2.13-2.15, las ecuaciones que describen el
flujo MHD para el caso completamente desarrollado quedan de la siguiente manera

2
uy _ Op
pt=o (2.17)

d? 1d
Ug 9 % Hagj =0, (2.18)

dr? r dr r2

1 [(d*u, 1du, Op
_ Z - £ 2.1
e (dr2 r dr) 0z’ (2.19)
1d ( d¢\ Hao d
s () = g (2.20
, 0
Jr = —a—f + ugHay. (2.21)

Si el gradiente de presién axial es conocido, la componente axial de la velocidad u,, se
puede calcular de la ecuacion 2.19 de manera desacoplada del resto del problema.

Si Op/0z # 0 quiere decir que el fluido esta siendo empujado en la direccién axial. Con-
siderando que dp/0z # f(r) y que la velocidad del fluido se anula en las paredes de los
cilindros u,(ry) = u,(re) = 0, entonces la solucién de la ecuacién 2.19 es

_ Redp (., o ri—ri
u,(r) = ) (7“2 r* + ln(m/ﬂ)ln(r/m) ) (2.22)

Este tipo de flujo en la direccién axial es conocido como un flujo de Poiseuille [7].

La ecuacién para la componente azimutal de la velocidad uy (Ec. 2.18) y la ecuacién del
potencial eléctrico (Ec. 2.20) se tienen que resolver de forma acoplada, estas ecuaciones
contienen el efecto de las fuerzas magnetohidrodinamicas en el flujo.
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Para el potencial eléctrico, de la ecuacion 2.20, tenemos

d do d
I (7”5) = Hao% (rug), (2.23)
esto implica
r@—Ha rug + D (2.24)
dT’ - 0/ Uo 1, .
o bien i b
o, = Haoug + 71, (2.25)
finalmente i,
o(r) = / Hagupdr + Dyln(r) + Do, (2.26)

hasta aqui se llega a una expresion para el potencial eléctrico donde las constantes Dy
y D, quedan sin determinar por el momento. El siguiente paso es calcular la corriente
eléctrica en la direccion radial. De las ecuaciones 2.21 y 2.26 se tiene que

D,

D
Jr(r) = = (Hagug + 71) + Hagup = ==, (2.27)

sustituyendo esta expresion en la Ec. 2.18, la ecuacién para la componente azimutal de
la velocidad ug queda de la siguiente forma

Pupg  1dug  ug 1
adel A p— 2.2
dr? + rdr r? +7r 0, (2.28)
donde
Y= DlHCL(). (229)

El flujo en la direccién azimutal se produce por la fuerza de Lorentz debida a la interaccion
de la corriente eléctrica radial impuesta y campo magnético axial aplicado. Puede inter-
pretarse como una clase de flujo de Poiseuille debido a un gradiente de presion azimutal,
esto si identificamos a la fuerza de Lorentz que actia sobre el fluido en el canal circular
con un gradiente de presién azimutal [6].

La solucién de la ecuacién 2.28 es

ug(r) = crr + % - %rln(r),

Las constantes c¢; y ¢o se determinan a partir de las condiciones de frontera del problema

up(ry) =0 Yy ug(re) =0,

resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen ¢; y ¢o. Sustituyendo el valor de estas
constantes, el perfil de velocidad en la direccién azimutal es el siguiente

) = ()

2,. 2 2,. 2
—r1*ro®ln(ry) + ri°rfin(ra) \ 1 v
( 2 (2 — 1) . 27“[71(7“), (2.30)
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o bien

ug(r) = yus(r), (2.31)
donde

) = (r12ln(r1) - r22ln(r2)) .

2 (7“12 — T22)
—112r92In(ry) + ri?ro?in(ry) 1 rin(r)
2(r12 — ry?) r 2

(2.32)

La componente ug de la velocidad del fluido se determina por completo cuando se conoce
el valor de la constante D; que aparece en la definicién de la constante ~.

Procedemos a determinar la constante D; de la siguiente manera: Regresando de nuevo
a la solucion del potencial eléctrico (Ec. 2.26). Al aplicar las condiciones de frontera del
potencial eléctrico

¢(7“1) =0, <Z5(?"2) =1,

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

0= Dlln(rl) + D2 (233)

1= Hao/ ug(r)dr + Dyln(ry) + Ds. (2.34)

T1

sustituyendo 2.31, 2.29 en la ecuacién anterior obtenemos
1= HalD, /7‘2 us(r)dr + Diln(ry) + Ds. (2.35)
T
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen el valor de las constantes Dy y Do
Dy =1/ (Ha?) /T2 up(r)dr + ln(m/rﬁ) . (2.36)
La constante D, se calcula de la ecuacién 2.33.

Sustituyendo D; y Dy en la ecuacién 2.26, el potencial eléctrico queda de la siguiente
forma

o(r) = Hag /T: updr + (In(r/ry)) / (Hag /7:2 ws(r)dr + ln(rg/r1)> (2.37)

Al encontrar D; se obtiene la expresion completa de la componente azimutal de la veloci-
dad

up(r)

B Hay { <T12ln(r1) — 7’22ln(r2)> -
N Ha3 f:f ug(r)dr +In(ra/r1) 2 (r12 — ry?)
(—r12r221n(r1) + r12r22ln(r2)) 1 rln(r)}

2(7‘12—7‘22) ro

S (2.38)




Capitulo 2. Flujo magnetohidrodindmico de un fluido entre cilindros

26 concéntricos
o bien
up(r) = yuy(r) (2.39)
donde "
~ o (2.40)

- Ha f:f ug(r)dr +in(ra/ry)

y ug(r) esta definido por la ecuacién 2.32.

Sustituyendo D, en la ecuacién 2.27, la corriente eléctrica queda de la siguiente forma

—1

r (Ha?) Sl up(r)dr + ln(r2/r1)) ' (2.41)

Jr(r) =

Las ecuaciones 2.37, 2.38 y 2.41 son la soluciéon analitica del flujo MHD para el caso
completamente desarrollado. Estas expresiones nos permiten hacer las siguientes obser-
vaciones:

2)

c)

La velocidad del fluido, la corriente eléctrica y el potencial eléctrico dependen de la
magnitud del campo magnético aplicado, es decir del nimero de Hartmann, por lo
tanto up = ug(r, Hao), jr = ji(r, Hag) y ¢ = ¢(r, Hay)

De la ecuacién 2.38
si  Hag=0=u =0,

si Hag— oco=u— 0.
Esto implica que la velocidad del fluido tiene un maximo. El maximo de la velocidad
del fluido se calcula encontrando r = r,,4, v Hag = H a4, tal que

8%9 8&9

E_ 4 8Ha0 N

Como ug(r, Hag) = y(Hag)us(r) entonces ry,q, se obtiene encontrando duy/dr =0
que es la solucion de la ecuacion trascendente

rfmm (—7‘% + 7‘%) (In(rmae) +1) + Tf (rfnax + r%) In(ry) — 7’27’§ln(r2) — rfrgln(rg) =0.

(2.42)

Ha,pq, se obtiene encontrando dy/dHay = 0,

Hapmar = \/ln(rg/rl)//r2 ws(r)dr. (2.43)

De la ecuacién 2.37

si. Hag =0= ¢(r,Hao = 0) = In(r/r1)/In(ry/r), (2.44)
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o up(r)dr
si Hag — o0 = ¢(r,Hag — o0) = o———. (2.45)
up(r)dr

T1

Para todo Hay el potencial eléctrico satisface
0<op<1
es decir el potencial eléctrico estd acotado

d) De la ecuacién 2.41,
si Hay < Hamaz = jo = 1/rin(ry/ry). (2.46)

Para  Hag > Hama, la corriente eléctrica es inversamente proporcional a Ha3,
esto implica
si Hay — o00o= 35, —0

esto quiere decir que en un campo magnético muy intenso el fluido opone una mayor
resistencia al paso de la corriente eléctrica.

A continuacion se pueden ver distintas graficas de la velocidad del fluido en la direccion
azimutal, la corriente eléctrica y el potencial eléctrico a distintos valores del ntimero de
Hartmann, Hag=1, 2, 4, 8 y 16

La figura 2.2 muestra el perfil de velocidad del fluido en la direccién azimutal, que se
calcula de la ecuacion 2.38, a distintos valores del nimero de Hartmann

U, 08 -

o Ha, = 1

Ha, = 2

0.6 » Ha =4

Hag =8

014 } Hay & 18
012 ¢
D.08 »
D.06 »
D.04 |

Fig. 2.2: Componente azimutal de la velocidad como funcién del radio a distintos valores
de niimero de Hartmann

El maximo de cada perfil de velocidad a un valor de Hag dado es ug(7mqez ). La figura 2.3
es la gréfica de ug(r,q:) como funcién de Hay
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UglMmax) 098 . . .
0.16
094 |
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008 | 1
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Han

Fig. 2.3: Velocidad azimutal maxima como funciéon del niimero de Hartmann

Si  Hag < Hape, la velocidad se incrementa de manera proporcional con el numero de
Hartmann, el maximo de ocurre en Hag = Hay,q,:, después disminuye drasticamente y
finalmente si  Hag > Hae, cae de forma muy lenta.

La figura 2.4 es la grafica de la distribucion de potencial eléctrico, que se calcula de la
ecuacion 2.37, a distintos valores del nimero de Hartmann

08

06 |

Hag
Hay

40 b =

May
Hag = 1

02}

0.2 0.4 06 0.8 1

Fig. 2.4: Potencial eléctrico como funcion del radio a distintos valores de ntmero de
Hartmann

La figura 2.4 es la gréafica de la distribucion de corriente eléctrica en el fluido que se calcula
de la ecuacion 2.41 a distintos valores del niimero de Hartmann
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Ha, =
Ha, =
- Ha, =
25| Ha, =
Ha, = 1

0 0 B s

Fig. 2.5: Corriente eléctrica como funcién del radio a distintos valores de ntimero de
Hartmann

En esta grafica podemos observar que la j, — 0 si el numero de Hartmann es muy grande,
como se menciono anteriormente.

2.2 Flujo MHD oscilatorio de un fluido entre cilin-
dros concéntricos

En esta seccion analizaremos el caso bidimensional de un fluyjo MHD del fluido entre
cilindros concéntricos, con un campo magnético axial y corriente eléctrica radial cuando
se impone una diferencia de potencial en las paredes de los cilindros que varia en el tiempo.
La condicién de frontera para el potencial eléctrico es la siguiente

¢(7“1) =0, ¢(7”2) = f(t) (2-47)

en este caso analizaremos

f(t) = sen(wt) (2.48)

donde w es la frecuencia de oscilacién del potencial.

2.2.1 Ecuaciones adimensionales para el caso oscilatorio

Para esta clase de problemas la escala de tiempo caracteristica que resulta mas conveniente
para obtener las ecuaciones de forma adimensional es la frecuencia de oscilaciéon

t" — wt,

entonces las ecuaciones de la MHD adimensionales en formulacién ¢ (Ecs. 2.1-2.5) en dos
dimensiones se escriben de la siguiente manera
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%%(rur) + %% =0, (2.49)
%8(;? (*-V)ur—u?g——% Z;e (V%w—%—%%) +%je, (2.50)
B0t | g+ 2 = 1O (v%e - ;%l;) SELRNCEN
- (000) ) o

con
Gy = —% + ugHay (2.53)
o = _%g_z — w Hag (2.54)

donde Re,, = wL?/v es el nimero de Reynolds oscilatorio.

Las condiciones de frontera para la velocidad son de no deslizamiento en las paredes, es
decir

ug(r1) =0 Y ug(r2) = 0.

La condicién de frontera para el potencial eléctrico en forma adimensional es la siguiente
o(r1) =0, ¢(r2) = Sen(l) (2.55)

Debido a que el modelo incluye flujos dependientes del tiempo, es necesario establecer
condiciones iniciales. En este estudio consideramos

UQ(T,G,O) =0 ¢(Ta9a0) =0

Por la condicién de frontera 2.55 potencial eléctrico varia en el tiempo. La interaccion
del campo magnético y la corriente eléctrica alterna origina una fuerza de Lorentz con
un comportamiento oscilatorio. Para ciertos regimenes la velocidad del fluido oscila en el
tiempo con la misma frecuencia pero posiblemente con una desplazamiento de fase relativa
a las oscilaciones en el potencial eléctrico. La amplitud del movimiento y la fase relativa
dependeran del valor de la condicién de frontera sobre el potencial eléctrico.

2.2.2 Solucién analitica con respuesta sincrona del sistema

Si suponemos que todas las magnitudes del problema sélo dependen de la coordenada
radial y del tiempo, entonces las ecuaciones del flujo oscilatorio se transforman en
uz  Op

=L (2.56)
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Re Ot Re Jr (2.57)

Re, Qug 1 Pug  10upy wy _ Hayg
Or? r Or 72

10 [ 06\ Hay 0

T (1) = Tt ) (258)
. 0
IJr = _8_f + ug (259)

Una hipdtesis muy comin en este tipo de problemas es suponer que todas las variables
del sistema oscilan con la misma frecuencia. Esto nos permite suponer que el potencial
eléctrico, la corriente eléctrica y la velocidad se pueden escribir de la siguiente forma

¢ = Im(pe™) (2.60)
e = Im(j,e™) (2.61)
ug = Im(tige™) (2.62)

Siempre que en los calculos solo intervengan operaciones lineales podemos omitir el signo
Im y proceder como si i, ¢ y j, fueran complejos y tomar la parte imaginaria del resultado
final. Sustituyendo 2.60-2.62 en 2.56-2.58 obtenemos

iRewﬂg = dr2 + ;W - 7“_2 - jTHao (263)
1d ( do Hag d , .
o2 2= 2.64
rdr (Tdr) r dr (rito) (2.64)
- do |
Jr = _d_f + ugHag (2.65)

Estas ecuaciones para g, QAS y J» son similares a las encontradas para la velocidad, corriente
eléctrica y potencial en el problema estudiado en la seccion anterior (Ecs 2.18,2.20 y 2.21).
Por analogia la solucién de ¢ y j, son

&(T) = / Haozlgdr + Dlln(r) + D2 (266)
A D D
Jr(r) = —(Ha0ﬁ9+71)+Ha0a9 = —71- (2.67)
sustituyendo 2.67 en 2.63 la ecuacién para iy queda de la siguiente forma

A’y 1diyg 1 y
-— — (= +iRey, | g+ L =0, 2.68
dr2+rdr (r2+z e>u6+r ( )

donde
v = Di1Hay
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La solucion de esta ecuacion diferencial es la siguiente

tig = ywy(r) (2.69)

donde
wi(r) = a1 J1 (7 Rewr) + agY1(—i%*/ Reyr) + u,(r) (2.70)

(1) = g [P, (92 Rear) Yo (=2 R +
2 <@'1/2 \/R_ewr) v, (_2-3/2 \/R_ewr) _ iy, <_Z-3/2 \/R_ewrﬂ

J1 es la funcién de Bessel de primer tipo, Y] es la funcién de Bessel de segundo tipo ambas
de orden uno, e I es la funcion de Bessel modificada de primer tipo de orden cero.

Las constates a; y as se determinan de las condiciones de frontera

Y Y) (—i /2y \/Rew) up(re) — Y1 ( TQ\/Rew) up(r1) (2.71)
e Jq (i3/27‘1\/Rew) Y, (—13/27“2 w) Jq ( 3/29 Rew) Y, ( 23/27“1\/Rew) '

o J1 ( 3/2y \/Rew) up(re) — 1 (13/27‘2 Rew) up(r1) (2.72)
> Ji (i3/2r2\/Rew) Yi (—13/27"1 Rew) J (@3 Rew) Y, ( 23/27“2\/Rew) '

~

La constante de D; se obtiene de la solucién de ¢ (Ec. 2.66). Por analogia con el problema
de la seccion anterior

T2

Dy =1/ (Ha%/ we(r)dr + ln(rg/rl)) : (2.73)
1

La parte imaginaria de 2.66, 2.67 y 2.69 es la solucién analitica del flujo MHD oscilatorio

con respuesta sincrona del sistema.

A pesar de que se cuenta con una expresion analitica que describe a ug, ¢ y j, cuando se
considera que la velocidad radial se anula y que f(t) = sen(t), se construyé un método
numeérico que resuelve las ecuaciones 2.49-2.52 para relajar las condiciones de simetria y
para cualquier funcion especifica para ¢ en la frontera.

2.2.3 Solucién numérica del flujo MHD

En muchos casos de flujo entre cilindros concéntricos no es posible encontrar una solucion
analitica del problema, por lo que se debe buscar una solucién numérica de las ecuaciones
diferenciales parciales asociadas. Para lograr este objetivo se desarrollé un programa
de computadora que resuelve las ecuaciones de la MHD en formulacién ¢ en canales de
seccion transversal circular.

La estrategia de soluciéon numérica de estas ecuaciones diferenciales acopladas se presenta
en detalle en el apéndice B. Las ventajas de tener un cédigo numérico para resolver el
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problema incluyen la posibilidad de estudiar el estado transitorio del flujo, su estabilidad
y otras configuraciones de interés que en general no es posible resolver analiticamente.

Con el fin de validar los resultados obtenidos con el programa se resolvio el caso estudiado
en la seccion anterior, cuando las condiciones de frontera sobre el potencial eléctrico se
consideran constantes. La figura 2.6 compara la velocidad azimutal como funcion del
radio para Hag = 1y4 calculada con la solucion analitica 2.38 y la solucién numérica
empleando el método de volumen finito (ver apéndice B). Se puede ver que la solucién
numérica y la solucion analitica son indistinguibles

Analit Ha, =1

R N Hag = 1
018 } o Y Analit Ha, = 4
_.-"/ "\.____ Num Ha; = 4
0.14 N“u
0.1z | e
‘\
0.1 "
"
0,08 | .
FTTTTRT -\
008 /f \ ._.-
i ®
004 . '11' 5_“\"“ 1._.
v !
#
0.02 |1 / Mk
ol 1 L L Ly
0.2 04 0.8 0e i

Fig. 2.6: Solucién analitica y numérica de la velocidad azimutal con corriente eléctrica
constante

Para otros valores de Hag también se obtiene una buena comparacion entre solucion
numérica y la solucion analitica. Esto indica que se puede tener confianza en cierto grado
en el codigo numérico que se desarrollé para resolver las ecuaciones.

A continuacion, como ejemplos de la solucién numérica del flujo oscilatorio, se pueden ver
distintas gréaficas de la velocidad del fluido en la direccién azimutal, la corriente eléctrica
y el potencial eléctrico como funcién del tiempo para un valor de Hag = 1 y un ntmero
de Reynolds Re=1.

El primer caso que se resuelve es cuando la condiciéon de frontera del potencial eléctrico
oscila con una frecuencia baja Re,, = 1. La figura 2.7 muestra la variaciéon temporal de
la velocidad del fluido uy en un punto dado r=L/2, 0 =7
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Fig. 2.7: Velocidad del fluido en un punto como funcién del tiempo a Re,, = 1

La linea continua es la velocidad del fluido en el punto y la linea punteada es la variacion
temporal de la condicién de frontera del potencial eléctrico.

Se puede ver que la frecuencia de oscilaciéon de la velocidad del fluido y el potencial
eléctrico es la misma. A ndmeros de Reynolds oscilatorios pequenos el transitorio del
fenémeno es corto y la diferencia de fase es pequena.

La figura 2.8 muestra los perfiles de velocidad del fluido en la direccién azimutal, calculados
numéricamente durante un ciclo

Ug 0.08 | T

B o=0

&=

0.06 | o= nf2

&= 3nd

e R
0.04 |
0.02 |
of
.02 |
-0.04 |-
.08 |

-0.08

Fig. 2.8: Velocidad azimutal como funcién del radio durante un ciclo a Re, =1

Se encuentra que el perfil de velocidad tiene un maximo. Se trata de una distribucion
asimétrica como es de esperarse para un flujo anular.

La figura 2.9 muestra la grafica de la distribucién de potencial eléctrico en el fluido
calculado numéricamente durante un ciclo
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i
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Fig. 2.9: Potencial eléctrico como funcién del radio en un ciclo a Re,, = 1

La figura 2.10 muestra la gréfica de la corriente eléctrica en el fluido calculado numéricamente
durante un ciclo

B3

L 4
gl

e bhde Oy

[

Fig. 2.10: Corriente eléctrica como funcién del radio en un ciclo a Re,, = 1

El segundo caso que se estudia es un valor del nimero de Reynolds oscilatorio muy
grande. La figura 2.11 muestra la variacion temporal de la velocidad del fluido ug en el
punto r=L/2, § = 7 calculada numéricamente tomando Re,, = 100
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Fig. 2.11: Velocidad del fluido en un punto como funcién del tiempo a Re,, = 1

La linea continua es la velocidad del fluido en un punto dado, la linea punteada es la
variacion temporal de la condicién de frontera del potencial.

Al igual que en el caso anterior la frecuencia de oscilacién de la velocidad del fluido
y el potencial eléctrico es la misma. A numeros de Reynolds oscilatorios grandes, el
transitorio tiene mayor duracion, la amplitud del movimiento disminuye, y la diferencia
de fase aumenta. En el caso de flujos oscilatorios la diferencia de fase ¢ es funcién de la
posicion. La figura 2.12 es la grafica de la diferencia de fase entre la velocidad del fluido
y el potencial eléctrico como funcién de la coordenada radial

DB |+
06 |

0.4

0.2 0.4 0.6 o8 1

Fig. 2.12: Diferencia de fase entre la velocidad del fluido y el potencial eléctrico como
funcién de la coordenada radial

La figura 2.13 muestra los perfiles de velocidad del fluido en la direccién azimutal durante
un ciclo
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Fig. 2.13: Velocidad azimutal como funcién del radio durante un ciclo a Re,, = 100

Se puede ver que la amplitud del movimiento cerca del radio interior es mayor que el
de la regién central de los cilindros y para ciertos tiempos hay fluido que se mueve en
direcciones opuestas.

La figura 2.14 muestra la grafica de la distribucién de potencial eléctrico en el fluido
calculado numéricamente durante un ciclo

L T
08 |
Q6 |
04 |
+=0
0.2 | 4= x4
= ni2
o o= Izl
=z
Sxid
a2 po
o= Teid
04
-0.6 |
-0.8
-1 i
0.2 0.4 08 0.8 1

Fig. 2.14: Potencial eléctrico como funcién del radio durante un ciclo a Re,, = 100

La distribucién de potencial tiene una forma logaritmica que se desplaza en funcién del
tiempo.

La figura 2.15 muestra la gréfica de la corriente eléctrica en el fluido calculado numéricamente
durante un ciclo
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Fig. 2.15: Corriente eléctrica como funcién del radio durante un ciclo a Re,, = 100

La corriente eléctrica tiene una forma hiperbdlica que se desplaza en funcién del tiempo.

Algunos de estos resultados son esperados debido a la solucién analitica obtenida del flujo
MHD oscilatorio Ecs. 2.66, 2.67 y 2.69. El método numérico nos permitié estudiar el
transitorio del sistema. Como trabajo futuro se busca estudiar la estabilidad del flujo
utilizando el c6digo numérico con el que se resolvié este caso.



CAPITULO 3

Transferencia de calor en un flujo
magnetohidrodinamico en cilindros
concéntricos

La transferencia de calor en ductos anulares en un régimen de conveccion forzada, debida
a flujo magnetohidrodinamico, es muy importante en el diseno de dispositivos ingenieriles
como intercambiadores de calor, agitadores electromagnéticos, bombas MHD), entre otros.
La teoria bésica acerca de la transferencia de calor en un fluyjo MHD se puede ver en [13].

En este capitulo se estudiara el problema de la transferencia de calor, en un régimen de
conveccién forzada, de un fluido eléctricamente conductor entre dos cilindros concéntricos
que forman un intercambiador de calor. Si los coeficientes de transporte y las propiedades
del fluido se consideran constantes y también se considera que los efectos relacionados a la
polarizacion eléctrica y magnetizacion del medio son despreciables, es posible desacoplar
la transferencia de calor del problema hidrodindmico.

El fluido entre los cilindros presenta un flujo MHD laminar y completamente desarrollado
como el que se estudio en el capitulo anterior. Se considera que la pared del cilindro ex-
terior tiene una distribucion de temperatura que varia angularmente en forma sinusoidal.

El campo de temperaturas en el fluido se determiné analitica y numéricamente. La
solucion analitica para la temperatura del fluido se obtuvo por el método de separacion
de variables y por el método de Galerkin [14]. La solucién numérica para la temperatura
del fluido se calculé utilizando el método de volumen finito [15].

3.1 Configuracion del problema térmico

La configuracién del dispositivo se puede ver en la figura 3.1. Consiste en dos cilindros
concéntricos infinitamente largos con el eje z como su eje en comun

39
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Fig. 3.1: Configuracién del problema térmico, distribucion de temperatura sinusoidal en
la pared del cilindro exterior

Ry y Ry son el radio interior y radio exterior respectivamente. En el espacio anular entre
los cilindros se encuentra un fluido conductor de electricidad. El movimiento del fluido
entre los cilindros se compone de dos flujos independientes; uno en la direccién azimutal y
el otro en la direccion axial. El flujo en la direccién azimutal es originado por una fuerza
electromagnética debida a un campo magnético uniforme B orientado en la direccién axial
y una corriente eléctrica ; inyectada en la direccién radial por medio de una diferencia de
potencial eléctrico A¢q entre las paredes de los cilindros. El flujo en la direccién axial es
promovido por un gradiente de presién Ap en esa misma direccién. Se considera que la
pared del cilindro exterior tiene una distribucion de temperatura que varia angularmente
en forma sinusoidal.

Para modelar la transferencia de calor se consideran las siguientes suposiciones

e Las propiedades fisicas del fluido permanecen constantes

e Los efectos de conveccién natural, disipacion viscosa, disipaciéon ohmica y radiaciéon
son despreciables

e La capacidad calorifica de las paredes de los cilindros es mucho mayor que la capaci-
dad calorifica del fluido, de tal manera que la temperatura de las paredes permanece
inalterada

e Los efectos relacionados a la polarizacién eléctrica y magnetizacién del medio son
despreciables

La distribucién de temperatura en el fluido se determina a partir solucién de la ecuacion
de balance de energia (Ec. 1.16), que en coordenadas cilindricas tiene la siguiente forma

oT oT  wuydT oT (1 0 ( 6T> 1 0°T 82T>
- 4+ 2 =

o Tt Tt v ) T T (3.1)
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3.1.1 Escalamiento de las variables

El escalamiento de las variables para obtener el modelo adimensional se hizo de la siguiente
manera:

e La longitud caracteristica se elige como la diferencia de los radios de los cilindros
L - R2 - Rl.

Con esta longitud caracteristica el radio adimensional se define como r* = R/L y
la coordenada axial adimensional se define como z* = z/L, donde R es el radio
dimensional. Los radios adimensionales de los cilindros son:

r=Ri/L; ry= Ry/L.

e La temperatura del fluido se adimensionaliza usando 7}..; como temperatura carac-

teristica
T — T/T,. .

e La escala de tiempo caracteristico que se utiliza es el tiempo difusivo

t* —t/(L*/a).

e La velocidad del fluido (0,up, u,) se adimensionalizé de la siguiente manera

% Ug « U,
ue ey —, uz = —’
Ue Wo
donde
A¢0 L2 (9p
U = , Wy = — —.
B.L T 440z

Sustituyendo estas variables escaladas en 3.1, se obtiene la forma adimensional de la
ecuacion de la energia

oT ug OT or 10 ([ oT 1 0°T 0°T
C Pyt Ty Peu = (v ) 2 2
ot % 09 o, T ror <T8r>+r2802+822 (32)
donde
Peg = ReyPr, Pe, = Re,Pr, (3.3)

Rey es el nimero de Reynolds basado en la velocidad caracteristica u. y Re, es el nimero
de Reynolds basado en la velocidad caracteristica wy. Por simplicidad se omite el su-
perindice * de las variables adimensionales.

Notese que esta ecuacion considera un modelo de dos escalas para el nimero de Péclet;
es decir, dos nimeros de Péclet, uno para la direcciéon azimutal y el otro para la direccion
axial, la ventaja que se obtiene con esta formulacién es poner claramente en evidencia
que en este caso el movimiento del fluido en la direccién azimutal es independiente del
movimiento en la direccién axial.
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3.2 Transferencia de calor con un flujo MHD com-
pletamente desarrollado

En esta seccién presentaremos el analisis de varias situaciones en orden creciente de com-
plejidad.

Comenzaremos estudiando el problema de manera bidimensional, es decir, cuando la
transferencia de calor se vuelve independiente de la coordenada longitudinal. Primero
supondremos que la velocidad del fluido es cero, en este caso el calor sélo se transfiere
por conduccién. En seguida consideraremos el caso con un fluyjo MHD en la direccion
azimutal.

Para finalizar, estudiaremos la variacion longitudinal de la temperatura del fluido en
una regién muy cercana a la seccién transversal inicial y analizaremos la influencia de la
velocidad en la direccion axial.

3.2.1 Transferencia de calor por conduccién

Si suponemos que la temperatura a lo largo del canal mantiene una distribucion similar
en cada seccidén transversal entonces la transferencia de calor se vuelve independiente de
la coordenada longitudinal, esto implica

oT

0z
En ausencia de campo magnético no hay una fuerza de Lorentz que actie sobre el fluido
y no se induce un movimiento en la direcciéon azimutal

0.

—

B=0=uy=0.

Por las suposiciones anteriores, la transferencia de calor en el fluido no depende de la
coordenada axial y s6lo ocurre por conduccién, entonces la ecuacién de balance de energia
(Ec. 3.2) se reduce a

or o0*r 10T 10°T

—t —=—. 4
ot or? + r or + r2 002 (34)
Las condiciones de frontera del problema son
T(r,0,t) =0, (3.5)
T(re,0,t) = sen(0) (3.6)
y la condicién inicial es
T(r,0,0) =0 (3.7)

En este estudio se consider6 que la distribucién de temperatura en pared el cilindro exte-
rior varia angularmente de manera sinusoidal, en general cualquier distribucién de tem-
peratura puede ser expandida en términos de series de Fourier, por este motivo es natural
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emplear este tipo de condicion de frontera. Debido a las suposiciones, las ecuaciones
consideradas en este problema son lineales, esto permite que sea aplicable el principio de
superposicion, entonces los resultados pueden ser generalizados a condiciones de frontera
mas complicadas.

En el caso de transferencia de calor por conduccion y con una distribucién de temperatura
en las paredes de los cilindros conocida (condiciones de frontera de primer tipo), es posible
encontrar una solucion analitica del problema. La obtencién de la solucion de la ecuacion
3.4 se muestra con detalle en el apéndice B. Esta solucién se encuentra utilizando el
método de separacién de variables.

La temperatura del fluido en el caso de transferencia de calor por conduccién es la siguiente

T(r,0,t) =T"(r,t)sen(0) (3.8)

T (T’ t) = Tt(T’ t) + Ts (T) (39)

= () o

Ti(r,t) = > cadi(An(r —r))e et (3.11)
.- foa Ts(r+r)Jy (%r) rdr

S T AN 12

A = % (3.13)

donde @ = ry — 11 y P1, es la raiz n-esima de Ji(r), el polinomio de Bessel de grado uno.

La temperatura del fluido se determina de las ecuaciones 3.8-3.13. De estas ecuaciones se
puede ver que en el caso de transferencia de calor por conduccion con una condicion de
frontera sinusoidal

La temperatura del fluido es simétrica con respecto a § = 7

La temperatura decae de manera exponencial hasta que alcanza un estado perma-
nente

e Sit — oo entonces
T(r,0,t — 00) = Ts(r)sen(d) (3.14)

El calor que entra es igual al calor que sale del sistema, es decir

[ ()

o =0 (3.15)

T2
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A continuacién se puede ver la distribucién de temperatura en el fluido a un tiempo dado,
en forma de graficas de isolineas de temperatura y mapas de colores. El color rojo indica la
zona de mayor temperatura y el azul la zona de menor valor, las isolineas estan separadas
por un AT = 0.125

Fig. 3.2: Evolucién de la temperatura del fluido para el caso de transferencia de calor por
conduccién

3.2.2 Transferencia de calor con un flujo magnetohidrodinamico

Si el fluido presenta un flujo MHD en la direccion azimutal y la transferencia de calor no
depende de la coordenada axial, entonces la ecuacién de la energia (Ec. 3.2) se escribe de
la siguiente manera

(3.16)

“ap . oL — v
+ €0r 00  ror T(?r +T2602’

orT up 0T 12<8T) 1 0°T
ot

donde wy es la soluciéon encontrada para el flujo MHD 2.38.

Las condiciones de frontera e inicial para la temperatura del fluido son las mismas que
las que se consideraron en la seccién anterior (Ecs. 3.5-3.7). La temperatura de la pared
exterior es independiente del tiempo y mantiene su distribucién sinusoidal.
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Se desarrollé un programa de computadora que utiliza el método de volumen finito, con
el cual se calculé numéricamente la temperatura del fluido. La estrategia de solucion
numérica para la ecuacién de la energia (Ec. 3.2) se presenta en detalle en el apéndice A.

Los resultados obtenidos con este programa fueron validados con la solucién analitica de
la temperatura encontrada en el caso de transferencia de calor por conduccién. A contin-
uacion se muestra la comparacion entre la soluciéon numérica y analitica de la temperatura
del fluido a un tiempo t=0.03 para el caso de transferencia de calor por conduccion

Fig. 3.3: Comparacién entre la solucién numérica y analitica para la transferencia de calor
por conduccién con una condiciéon de frontera sinusoidal

Los resultados numéricos y analiticos son indistinguibles y el error entre la solucion
numérica con una malla de 100 x 80 nodos y la solucién analitica (Ec. 3.8) tomando
20 términos de la serie es menor de 2% .

En el caso de transferencia de calor con un flujo MHD no es posible obtener una solucion
analitica general del problema. La ecuacion 3.16 se resolviéo numéricamente para estudiar
la evolucion de la temperatura del fluido.

A continuacién se puede ver la distribucién de temperatura en el fluido a un tiempo dado,
en forma graficas de isolineas de temperatura y mapas de colores. Los cédlculos fueron
hechos para un nimero de Péclet Pey = 300 y se utiliza una velocidad del fluido wuy
calculada para un Hag = 5
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Fig. 3.4: Evolucion de la temperatura del fluido para el caso de transferencia de calor con
un flujo MHD

Las isolineas del fluido presentan una deformacién debido al movimiento del fluido en el
caso de transferencia de calor con un fluyjo MHD. La deflexién de las isolineas es en la
direccion del movimiento del fluido.

A continuacién se puede ver el perfil de temperatura, en el caso de transferencia de calor
por conduccion y en el caso de transferencia de calor por conveccion, para distintos radios
como funcién de la coordenada azimutal a un tiempo t=0.03
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Fig. 3.5: Comparacion del perfil de temperatura en el caso de transferencia de calor por
conduccién y conveccion

El perfil de temperaturas ya no simétrico con respecto a # = m como sucede en el caso de
transferencia de calor por conduccién. El maximo y el minimo del perfil de temperatura a

un radio dado varia su posicion angular, a diferencia del caso conductivo que se encuentra
en  =m/2

Para tiempos muy grandes el perfil de temperatura alcanza un estado permanente, en-
tonces la ecuacién 3.16 se reduce a

ugdl'" 10 ( 0T 1 0°T

Pey—— = —— [ r— ——. 3.17
0 ror (T ar ) "2 on (3.17)

Si suponemos que '
T =T(r)e” (3.18)

sustituyendo 3.18 en 3.17 obtenemos

Pep—2T = = — [ r— | — —. 3.19
! 607’ ror (rar> r2 ( )

Aunque la ecuacién 3.17 admite separacién de variables y existen métodos aproximados
con los que se podria encontrar una soluciéon analitica para 3.19, al final este camino se
vuelve muy engorroso, por lo que en este caso el método de separacion de variables no es
de mucha utilidad.

La ecuacién 3.17 se resolvié por medio de un método de solucion aproximado llamado
método de Galerkin. El procedimiento se puede ver en detalle en el apéndice B. Para
el caso Pey = 300 donde uy es para un Hag = 5, la temperatura del fluido en estado
permanente calculada por el método de Galerkin tiene la siguiente expresién

6

T(r,0) = Ty(r,0) = Po(r,0) + > _ an®(r,0) (3.20)
donde
Do(r,0) = i sen(0) (3.21)

ro—7
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Oy(r,0) = (r —ri)(r —rg)sen(0), Po(r,0) = (r —r)(r — ry)cos(h), (3.22)
®3(r,0) = (r — r1)%(r — ro)sen(d), ®@4(r,0) = (r —r1)(r — r2)*cos(h), (3.23)
O5(r,0) = (r —r1)*(r — ro)?sen(0), Dg(r,0) = (r — r1)*(r — r9)*cos(6), (3.24)

los coeficientes a,, se pueden ver en la siguiente tabla

| 0,=-0.0769041 | a;=2.63815 | a3=1.9093 | a,=2.89607 | a5=-5.41928 | as=3.048 |

Tabla 3.1: Coeficientes de la solucion por el método de Galerkin para la temperatura

A continuacion se pueden ver gréaficas de isolineas y mapas de colores de la distribucién de
temperatura en el fluido en estado permanente. Los calculos fueron hechos para valores
de Pey=0, 50, 150, 300 y uy para Hay = 5. En cada caso se puede encontrar una solucion
analitica por el método de Galerkin

Fig. 3.6: Distribucion de temperatura en fluido para el caso de transferencia de calor con
un flujo MHD en funcién del nimero de Péclet

Péclet grandes son regimenes donde la conveccion es dominante y Péclet pequenos es el
caso donde la difusiéon predomina.



3.2. Transferencia de calor con un flujo MHD completamente desarrollado 49

A ntumeros de Péclet grandes puede verse que se forma una capa limite térmica. La capa
limite es la regién de fluido que se ve perturbada por la presencia de la pared con la
que estd en contacto. Fuera de la capa limite la temperatura del fluido es practicamente
isotérmica.

El niimero de Nusselt es un niimero adimensional que mide el aumento de la transferencia
de calor por conveccion comparada con la transferencia de calor como si ésta ocurriera
solamente por conduccion. El nimero de Nusselt puede verse como un gradiente adimen-
sional de temperatura y se define de la siguiente manera

Nu=— (g—f) (3.25)

A continuacion se puede el nimero de Nusselt, para la temperatura en estado permanente,
calculado en la pared del cilindro exterior y en la pared del cilindro interior, para el caso de
transferencia de calor por conduccion Pey = 0 y para el caso de transferencia de calor por
conveccién con Pey = 300. La linea roja es el nimero de Nusselt cuando hay conveccion
y la verde es el nimero de Nusselt cuando sélo ocurre conduccion.

Fig. 3.7: Comparaciéon entre el nimero de Nusselt para la transferencia de calor por
conduccién y la transferencia de calor por conveccién en el radio exterior e interior

El movimiento del fluido contribuye a una mayor transferencia de calor en el fluido por
lo que se puede observar un incremento en la nimero de Nusselt en la pared del cilindro
exterior cuando hay conveccion. En la pared del cilindro interior ocurre una disminucion
del nimero de Nusselt en el caso convectivo. Lo que sucede es que se estd absorbiendo y
liberando mas calor en la pared del cilindro exterior por la conveccién en el fluido, dejando
aislado la region cercana al cilindro interior.

A continuacion se pueden ver gréaficas de isolineas y mapas de colores de la distribucién de
temperatura en el fluido calculada a un Pey = 300 fijo y uy se calcula a distintos valores
del nimero de Hartmann Hay=0, 1, 5, 15.
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Fig. 3.8: Distribucion de temperatura en fluido para el caso de transferencia de calor con
un flujo MHD en funcién del nimero de Hartmann

La siguiente figura es el niimero de Nusselt calculado en la pared del cilindro exterior y
en la pared del cilindro interior, para las distribuciones de temperatura anteriores

Fig. 3.9: Numero de Nusselt en el radio exterior e interior a distintos nimeros de Hartmann
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Se puede ver que la transferencia de calor es maxima en la pared del cilindro exterior
cuando la velocidad azimutal es maxima con respecto al nimero de Hartmann. Lo con-
trario sucede en la pared del cilindro interior, cuando la velocidad es maxima, la trans-
ferencia de calor es un minima.

3.2.3 Transferencia de calor en la entrada térmica del ducto

En esta seccién se estudiara la transferencia de calor en los cilindros cuando la temperatura
del fluido depende de la coordenada longitudinal, por lo tanto entra en juego la velocidad
del fluido en la direccién axial.

La temperatura del fluido se determina de la ecuacién de balance de energfa (Ec. 3.2).
Para resolver esta ecuacién se requieren, las condiciones térmicas en las paredes de los
cilindros, en la seccién transversal en la entrada del fluido y en la seccién trasversal final,
que son las siguientes

T=0 en r=r, T =sen(f) en 1 =ry,

T=0 en z=0, or/0z=0 en z=zp,

la distribucién inicial de temperatura es

T(r,0,z,t=0)=0

Debido a las condiciones de frontera impuestas, la temperatura del fluido varia axialmente
cerca de la entrada del ducto. En esta zona ocurre un proceso de desarrollo térmico donde
la temperatura adimensional del fluido cambia del perfil de la seccién transversal inicial,
hasta alcanzar una forma invariante aguas abajo. Esta region se denomina entrada térmica
y se analiza cominmente para problemas semi-infinitos. La regién de entrada térmica
existe solamente para ciertas condiciones de frontera térmicas estandares [16].

La regién de entrada térmica en flujo interno, es la region donde la capa limite esta
desarrollandose. En esta regién del ducto, la temperatura del fluido se ve afectada por la
condicién de frontera mientras que el resto permanece inalterado. La extension de esta
zona se denomina longitud de desarrollo. Cuando ésta existe por definiciéon la longitud de
la entrada térmica es finita. El criterio bien establecido para definir el desarrollo térmico
es

or

0z
En la siguiente figura se puede observar la distribucién de temperatura en el fluido sobre

una seccion transversal a distintas posiciones cerca de la entrada térmica para nimeros
de Péclet Pey = 300 Pe, = 10

0
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Fig. 3.10: Variacion longitudinal de la distribucién de temperatura en el fluido

Para mayores longitudes sobre el ducto, la temperatura a lo largo del canal mantiene una
distribuciéon de temperatura similar en cada seccién transversal por lo tanto la transfer-
encia de calor se vuelve independiente de la coordenada axial. La transferencia de calor
en esta region se estudié en la seccién anterior.

El efecto de la condicién de frontera se difunde a lo largo de la entrada térmica, entonces
la temperatura del fluido sobre una seccién transversal varia a lo largo del flujo.

La figura 3.11 muestra la variacion axial de la temperatura promedio sobre la zona caliente
de la seccion transversal, para distintos valores de Pe..
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Fig. 3.11: Variacién axial de la temperatura

La temperatura promedio del fluido se incrementa hasta llegar a un valor constante, la
distancia que le toma lograr esto es la longitud de desarrollo. A mayor valor de Péclet
axial mayor longitud de desarrollo. La longitud de desarrollo no depende del ntimero de
Péclet azimutal.

3.3 Transferencia de calor con un flujo MHD oscila-
torio

3.3.1 Ecuaciones adimensionales para el caso oscilatorio

El objetivo de esta seccion es analizar la transferencia de calor en régimen de conveccién
forzada debida a un flujo MHD oscilatorio.

La escala de tiempo caracteristica que se utiliza para obtener la ecuacién de la energia en
forma adimensional es la frecuencia de oscilacion de la velocidad del fluido

t* — wt.

En este caso la forma adimensional de la ecuacién 3.1 es la siguiente

2
or ugdl 10 ( (9T) 1 0°T (3.26)

prdl | pe, oot Lo ol 10T
Rewbroa-+ Peo-mos =25 \"ar ) T 2o

donde Re,, es el nimero de Reynolds oscilatorio y uy es la soluciéon encontrada para un
flujo MHD oscilatorio (Ec.2.69).
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Las condiciones de frontera e inicial para la temperatura del fluido son las mismas que
las que consideraron en el problema anterior (Ecs. 3.5-3.7). La ecuacién 3.26 se resolvié
numeéricamente utilizando el método de volumen finito.

La figura 3.12 muestra la distribucién de temperatura en el fluido durante un ciclo, cal-
culada para un nimero de Péclet Pey = 300, donde ugy es para un Hag =5y Re,, = 100

Fig. 3.12: Distribucién de temperatura en el fluido en el caso de transferencia de calor
por conveccion con un flujo MHD oscilatorio

En este caso, la transferencia de calor tiene un comportamiento oscilatorio, que se puede
observar en la variacién temporal de la distribucién de temperatura.

El flujo de calor en las paredes de los cilindros varia debido al comportamiento oscilatorio
de la velocidad del fluido. Cuando la velocidad alcanza su perfil maximo en una direccion,
sucede la mayor transferencia de calor por conveccién, e incluso se llega a formar una
capa limite térmica en la pared del cilindro exterior. Mientras disminuye la velocidad,
la conduccion comienza a dominar y la capa limite crece. A mitad del ciclo la velocidad
del fluido es pequena y su méaximo esta cerca de la pared del cilindro interior, entonces
la conveccién ocurre cerca del cilindro interior mientras que en el resto del fluido domina
la conducciéon. Cuando comienza a incrementarse la velocidad en la otra direccién, la
capa limite térmica comienza a hacerse més delgada dejando de nuevo aislado al cilindro
exterior. Este proceso se repite de manera ciclica.



Conclusiones

En este trabajo se estudié la transferencia de calor, en un régimen de conveccion forzada,
de un fluido eléctricamente conductor entre dos cilindros concéntricos. El fluido entre
los cilindros presenta un fluyjo MHD laminar y completamente desarrollado. La pared del
cilindro exterior tiene una distribucién de temperatura que varia angularmente en forma
sinusoidal. El flujo MHD se produce por una fuerza de Lorentz debida a la interaccion de
una corriente eléctrica radial impuesta y campo magnético axial aplicado lo que origina un
movimiento del fluido en la direccién azimutal. En la direccién axial ocurre un movimiento
del fluido debido a un gradiente de presién.

Se obtuvo una solucion analitica del flujo MHD para caso completamente desarrollado para
dos configuraciones, primero cuando la diferencia de potencial eléctrico en las paredes de
los cilindros es constante (Ec. 2.38) y segundo cuando la diferencia de potencial eléctrico
en las paredes de los cilindros varfa en el tiempo de forma sinusoidal (Ec. 2.69). Se analizé
la influencia del campo magnético aplicado en base al nimero de Hartmann, encontrando
que la velocidad del fluido tiene un méximo (Ec. 2.43). Esto sucede porque la corriente
eléctrica depende del campo magnético aplicado y cuando éste se incrementa mucho, la
corriente eléctrica disminuye mas rapido, lo que origina que el movimiento del fluido sea
menor. En el caso del flujo MHD oscilatorio, se estudié la influencia de la frecuencia de
oscilacién en base al nimero de Reynolds oscilatorio. A nimeros de Reynolds oscilatorio
grandes el centro del fluido tiene una velocidad baja y se forma una capa limite cerca de
las paredes de los cilindros, la velocidad del fluido es mayor cerca de la region del cilindro
interior.

Se obtuvieron soluciones analiticas para la temperatura del fluido en el caso transferencia
de calor por conduccién (Ec. 3.8) y en el caso de transferencia de calor con un flujo MHD

en la direccién azimutal cuando la temperatura del fluido alcanza un estado permanente
(Ec. 3.20).

La transferencia de calor es gobernada por la magnitud del gradiente de presion axial y
de la fuerza de Lorentz. Los resultados que se obtuvieron indican un mayor incremento
de la transferencia de calor debido al fluyjo MHD. Se analiz6 la influencia de los nimeros
de Péclet axial, Péclet azimutal y la variacion de nimero de Nusselt. A un nimero de
Péclet azimutal grande se forma una capa limite térmica cerca del cilindro exterior, de tal
manera que en esta zona se concentra la mayor transferencia de calor, dejando aislada a la
regién cercana al cilindro interior. La energia del sistema se conserva; cuando se observa
un incremento en la transferencia de calor en la pared del cilindro exterior ocurre una
disminucién en la pared del cilindro interior. Debido a la conveccion y las condiciones

95
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de frontera del problema, la zona caliente no siempre funciona como suministro de calor
al sistema, ocurre un desfasamiento en el nimero de Nusselt cuando hay movimiento del
fluido. Se estudi6 la entrada térmica del ducto y se encontré que a mayor Péclet axial,
mayor longitud de desarrollo.

Se desarrollaron herramientas numéricas que permiten caracterizar la transferencia de
calor en flujos MHD que son de relevancia préactica en sistemas de conversion o transporte
de energia.



APENDICE A

Flujo MHD de un fluido en un canal
rectangular

A.1 Flujo de un fluido conductor de electricidad en
un canal rectangular debido a una fuerza elec-
tromagnética

En este apartado se analizara el flujo en un canal rectangular de un fluido conductor de

electricidad debido a una fuerza electromagnética originada por la interaccién de un campo

magnético aplicado externamente y una corriente eléctrica inyectada. La configuracion
del problema se puede ver en la siguiente figura

TERMINALES
—_ = =0 o— — — =
E >
~ e
F
{ ~
F B ”
7 »
-
s ‘s
£ 4 - £’

FLUJO

Fig. A.1: Diagrama del flujo en un canal rectangular debido a una fuerza electromagnética

Consiste en un canal rectangular infinitamente largo. Por todo este canal existe un campo
magnético constante éo = Bol%. Las paredes horizontales del canal son aislantes eléctricos,
mientras que las paredes verticales del canal son electrodos conductores. Debido a una
diferencia de potencial en las paredes verticales del canal A¢q, se origina una corriente
eléctrica j = jyJ que atraviesa el fluido. La interaccién del campo magnético externo y la
corriente eléctrica inyectada genera una fuerza de Lorentz que induce un movimiento en

el fluido.
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A continuacion se describen las suposiciones del problema

e Flujo completamente desarrollado

e Se considera que el canal es infinitamente largo y las paredes superiores estan muy
lejos

e El campo magnético aplicado es mucho mayor que el campo magnético inducido

e El movimiento sélo es debido a la fuerza electromagnética

Por las suposiciones del problema, la velocidad del fluido sdlo tiene una componente en
la direccién axial 4 = u(y)i.

La corriente eléctrica se origina debido a la diferencia de potencial entre las paredes del
canal, pero de la ley de conservacién de carga, la corriente eléctrica satisface

. dj
V. i=0= 2 =0 Al
esto implica
jy = cte = j07

entonces la fuerza electromagnética que impulsa al fluido queda de la siguiente manera
j X BQ = joBQ/Z. (A2)
La velocidad del fluido se calcula de la ecuacion 1.34 que en este caso se reduce a

d*u

,ud—yz + j()Bo =0. (AS)

Las condiciones de frontera para la velocidad son
u(0) =0 Y u(h) =0,

donde h es el ancho del canal. La solucién de la ecuacién A.3 es la siguiente

u(y) = —j;ljoy(y —h). (A.4)

La velocidad del fluido u(y) se puede expresar de la siguiente forma

u(y) = yus(y)(v), (A.5)
donde
JoBo
¥ =
7
Y h
ug(y)(y) = — L1
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La corriente eléctrica se determina de la ley de Ohm y la ley de conservacién de carga,
que dan origen a la siguiente ecuacién para el potencial eléctrico

V2= By-V X 1, (A.6)

Para este problema esta ecuacion se reduce a

2
Z—ﬁ = —BOZ—Z, (A7)
esto implica
e _ —Bou+ D (A.8)
dy 0 1
finalmente y
O = _Bo/o udy + D1y + Ds. (A.9)

Las constantes D; y Dy se determinan de las condiciones de frontera del potencial que
son las siguientes

o(0) = 0, (A.10)
¢(h) = do. (A.11)
De la ecuacién A.10
Dy = 0. (A.12)
De la ley de ohm
. do
Jo = 0(—@ —uBy) = o(—(—Bou+ Dy) — uBy) = —oD;. (A.13)

Aplicando la condicién de frontera para ¢ en y=h (Ec. A.11) se obtiene

h jOB2 h
b= ~Bo | o)y + Dih = - o | wtwdy+ it (A14)
0 0
sustituyendo jo = —o D,
0_B2 h
o= D %8 [Cugtyyay+ Din (A1)
0

despejando D, se tiene

oB? h

Dy =an/ (8 [ ustirt 1), (A.16)
K Jo

Al encontrar la constante D; se determinan por completo, el potencial eléctrico, la corri-

ente eléctrica y la velocidad del fluido

y 2 h
otr,50) = B [ty + v/ (722 [ty +n), (A17)



60 Capitulo A. Flujo MHD de un fluido en un canal rectangular

Ju(Bo) =~/ (% / )y + h) | (A.18)

2 I

Las ecuaciones A.17, A.18 y A.19 son la solucién analitica del flujo MHD en el canal.

u(r, Bo) = (U¢OBO/ <0733 /0 )y + h)) yly—h) (A.19)

Notese que la velocidad del fluido, la corriente eléctrica y el potencial eléctrico dependen de
la magnitud del campo magnético aplicado. Dos limites importantes de esta dependencia
de u con el campo magnético aplicado By son los siguientes:

Si Bp=0=u=0, Si By —o0o=u—0.

Esto implica que la velocidad del fluido tiene un méaximo, el cual se calcula encontrando
T = Tmaz ¥ B> = Bmas tal que

ou ou

La distribucién de velocidad tiene su maximo en

Tmaz = N/2
y a
V1
Brax = —2\/E (A.20)
h o

teniendo como valor 3

0
= - A.21
umaz 4 Bmaxh ( )

Este ejercicio sera de utilidad porque sirvié para determinar valores caracteristicos para
el campo magnético y la velocidad del fluido, estos pueden ser definidos como campo
magnético maximo B, v la velocidad maxima ,,,, respectivamente.



APENDICE B

Discretizacion de las ecuaciones de
balance

En general, las ecuaciones de balance 1.52, 1.53,1.54 y 1.55 no pueden ser resueltas en
forma analitica. En la actualidad, existen diferentes estrategias numéricas con las que se
pueden obtener soluciones numéricas aproximadas como son: diferencias finitas, elemento
finito, volumen finito, métodos espectrales, entre otros. Estos métodos se encuentran
descritos en [14] y [17].

La idea basica del método de volumen finito o volumen de control es la siguiente: Primero
el dominio de estudio se divide en un ntmero de voliimenes de control no sobrepuestos,
lo siguiente es integrar la ecuaciéon que nos interesa sobre cada uno de los volimenes
de control, finalmente se utilizan diferentes aproximaciones o esquemas numéricos para
cada uno de los términos resultantes. De esta manera se llega a la forma discreta de la
ecuacion, representada por un sistema de ecuaciones y al resolverlo se obtiene una solucion
aproximada del problema.

En las secciones siguientes se describe brevemente la forma en que se aplica el método
de volumen finito a las ecuaciones de balance para obtener su forma discreta. Para mas
detalles del método se recomienda revisar [15] ,[18].

B.1 Volumen Finito

Para comenzar las ecuaciones de balance se escriben de una manera general como una
ecuacion de adveccién - difusion

%+v-(ﬁ¢) — V- (I'Vg)+S, (B.1)

donde
e ¢= variable dependiente generalizada
e ['= Coeficiente de difusién generalizado

e S= Termino fuente
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Desarrollando la ecuacién B.1 en coordenadas cilindricas

06 1[0(ru,¢)  ugd) O(ru.9)] T [ [ 9o\ 0 (10¢\ 0 [ 9o
at T T T e } [E(TE>+ (w) (a—)]”

00

0z

r

Con la definicion adecuada de los parametros, las ecuaciones de conservacion 1.52, 1.53,1.54
y 1.55 tiene la forma requerida, como se puede ver en la siguiente tabla

Ecuacién ¢ I S

Masa 1 0 0

r-Momentum | u, | 1/Re “73 - g—f + 5 (% - %%) + }é‘f (JoB- — j-DBs)
6-Momentum | up | 1/Re | —#2% — %% + 4 (—Y 4 20 4 HR_Cf<szr — j»B.)
z-Momentum | u, | 1/Re —% + I}’%f (JrBo — Jo Br)

Energia T | 1/Pe 0

Tabla B.1: Coeficientes y parametros de la ecuacion general en cilindricas

La discretizacion de las ecuaciones se obtiene integrando sobre el volumen de control cada
uno de los términos de la ecuacién B.1.

La integral del termino temporal es la siguiente

0 1%
[ Geav = or - )’y (B.3)

La integral del termino convectivo es

/v (@g)dV = /(ﬁ(b)  7dS =
(UJG)eAeqbe - (ue)wAwgbw + (ur)nAn¢n - (ur)sAs¢s + (uz)fAf¢f - (uz)bAb¢b'

La integral del termino difusivo es

/v C(TV¢)dV = /(FngS)-ﬁdS = (;%) A, — (;g—?) Apt

D¢ [ol0) [ol0) ol0)
(), 2 (7)Ao (732 - (1) »

La integral del termino fuente es
/ SdV = SpdV. (B.4)

Los términos convectivos de la ecuacion general deben de tratarse con mayor cuidado,
debido a que representan la parte no lineal de las ecuaciones. Para poder calcular el
valor de ¢ en las caras del volumen se utilizo un valor promedio central que provee una
aproximacién de segundo orden

O+ op
==,

_ 9wt op

Pe Puw SRR (B.5)
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bo= TR OO (B.6)
o5 = ¢F+¢P, by = @, (B.7)

La discretizacién de la parte difusiva de la ecuacion general se hizo mediante diferencias
centrales que proveen una aproximacion de segundo orden

Lo\ _ T op—gr Fog\ _ T op—ow (B.8)
r 00 r, 00 r 00 r, 00 '
8¢ ON — Op &b Op — ¢s
( 87“) =1 or ( 8r> =t or (B.9)
8<b ¢Or — Op 3¢ op — OB
( az) =1 oz ( 87’) =1 oz (B-10)
El volumen de control para la malla cilindrica es
2 _ .2
ov = T ) g5 — v stz o, = )

El area de las superficies del volumen de control son
Ay =1r,0002; Ay =10002; Ae = A, =0rdz; Ay = Ay = 1pordd.

Sustituyendo todas esta aproximaciones se obtiene la forma discreta de la ecuacion B.1

(6 — )5+ ) Al ZE 7Y — () APV 02) 4 () A T E)— (B1)
() A 5T O0) ) A (P00 () (P20 =

I' ¢ — op I' op — ow ¢N ¢p ¢p — ¢s
o i G ) R e PR G P
(F¢F—¢P) <¢P ¢B)Ab+5P5V
0 0z

z

Al final de aplicar el método de volumen de control llegamos a un sistema de ecuaciones
como el siguiente

appp = anPn + asds + awdw + apPp + apdr + apdp + Sp. (B.12)
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Este sistema representa la forma discreta de las ecuaciones de balance, donde los coefi-
cientes ap’s son los siguientes

. F Ae (UQ)GAG

ap = r_p@ -y (B.13)
GWZ%%—F(UG)THJAM, (B.14)
ay = F(;i” _ ()ndn (B.15)
as = F(;:S + (“7“)2“43, (B.16)
0 — F;if B (uz)QfAf’ (B.17)
ag = F(;jb + (UZ;”A”, (B.18)
CLPZCLE“—CLW“‘CLN‘{‘CLS‘{‘CLF‘{‘CLB‘{‘%_‘:, (B.19)
Sp = gb?;%—‘; + S8V (B.20)
La ecuacién de continuidad en su forma discreta es la siguiente
(ug)eAe = (ug)wAw + (Ur)nAn — (ur)sAs + (uz) s Ay — (uz)pAp = 0. (B.21)

Con las condiciones de frontera del problema implementadas en las ecuaciones discretizadas,
el sistema de ecuaciones puede ser resuelto y se logra tener la soluciéon numérica de la
ecuacion.

B.1.1 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera del problema generalmente son representadas por una cierta
distribucién de temperatura o velocidad en las paredes (condiciones de frontera de primer
tipo, llamadas condiciones tipo Dirichlet) o una distribucién de flujo de calor (condiciones
de frontera de segundo tipo, llamadas condiciones tipo Neumann). La forma discreta de
aplicar las condiciones de frontera en el método de volumen finito es la siguiente

Condiciones tipo Dirichlet

Consideremos el caso de una distribucién de temperatura uniforme sobre la frontera norte
¢n. Al aplicar la discretizaciéon en el nodo adyacente el valor de ¢ se interpola utilizando
el valor de frontera ¢,,

ON + Op

¢n:¢b% 9
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Sustituyendo en la ecuacion B.12 se obtiene

apdp = anON + asds + awdw + apdp + apdp + apdp + Sp, (B.23)

donde

ap=ap+ay; ay=0; Sp=Sp+2anps

Condiciones tipo Neumann

En esta caso la razon de cambio de la variable en la frontera es conocida ¢;. El valor de
¢n se interpola de la siguiente forma

0 _
oy = (3_22?) ~ @Vé—ﬁ = On = ¢p + 0Ty, (B.24)

Sustituyendo en la ecuacion B.12 se obtiene

apdp = AyON + asds + awdw + apdp + apdr + apdp + Sp, (B.25)

donde

/
ap=ap—ay; ay=0; Sp=Sp+anire,

B.2 Solucién numeérica de las ecuaciones de Navier -
Stokes

Las componentes de la velocidad u; satisfacen las ecuaciones de balance de cantidad de
movimiento, las cuales son casos particulares de la ecuacion B.1. El campo de velocidades
puede ser obtenido resolviendo la ecuacién general con ¢ definida como la componente de
la velocidad u,,uy 0 u,, en ese sentido el procedimiento de calculo ha sido descrito. Los
coeficientes de la discretizacion dependen del campo de velocidades creando una manera
de no linealidad que debera ser manejada en cada iteracion.

Existen otras dificultades relacionadas con el manejo de la ecuaciéon de cantidad de
movimiento. Un hecho conocido es que si las componentes de la velocidad y la presion son
calculadas en el mismo punto se pueden obtener soluciones no realistas fisicamente. Un
remedio para esto son las mallas desfasadas, usando este método las componentes de las
velocidades se calculan en las caras de los volimenes de control y las variables escalares
se calculan en los centros
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Fig. B.1: Arreglo de mallas desfasadas

Otro detalle es que la ecuacién de balance de cantidad de movimiento contiene el gradiente
de presién como parte del termino fuente y este termino no es expresable en términos de u;
o de ¢, entonces no pueden ser resueltas hasta que el gradiente de presion sea especificado.
La constriccion que determina el gradiente de presiéon es la ecuacién de continuidad. El
enunciado empleado para referir esto es el siguiente:

Se obtiene el gradiente de presion correcto cuando al resolver la ecuacion de cantidad de
movimiento resulta que el campo de velocidad satisface la ecuacion de continuidad

Entonces es necesario un método para determinar la presién. El proceso que se realiza
para calcular la presion se describe en la siguiente seccion

B.2.1 Acoplamiento presion velocidad

La ecuacién B.12 puede ser escrita como

ApUp = Z AppUnp + b + An(pP - pN)a <B26)

donde b incluye los términos fuente adicionales y A, es el area sobre la cual actua la fuerza
de presion. Las expresiones de los coeficientes a,; y b son idénticas a las expresiones de la
ecuacion discretizadas excepto que la geometria de la malla desfasada debe considerarse
en el calculo de los coeficientes. Ecuaciones similares se pueden escribir para las otras
direcciones.

Es posible resolver las ecuaciones de cantidad de movimiento para un campo de presion
dado. Sea u* el campo de velocidades basado en la presion estimada p*, esto implica

antyy =Y awity, + b+ A(pp — piy). (B.27)

En general la componente de la velocidad u* no satisface la ecuacién de continuidad y la
estrategia que se sigue es calcular correcciones de la presion que resultan en correcciones
de la velocidad asegurandonos que satisface la ecuacién de continuidad.
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Sea p’ la correccién de la presion, la correccién correspondiente de u* es u’, entonces

p = p 4y, (B.28)
u = ut+u (B.29)

Restando la ecuacion B.26 y B.27 se obtiene
anul, = Z anptisy + An(Dp — Dy)- (B.30)

Las simplificaciones razonablemente elegidas del termino Y apul, definen una serie de
métodos con raiz genérica SIMPLE.

B.2.2 Método SIMPLE

La ecuacién B.30 se simplifica despreciando el termino > anpu!,, entonces la ecuacion se
escribe como

U, = v+ d,(pp — Py), (B.31)

donde 4
d, = . (B.32)

an

La ecuacién B.31 es llamada ecuacién de correccién de la velocidad. Formas similares
pueden ser escritas para las otras componentes de la velocidad. Sustituyendo las formu-
las de la correccion de la velocidad en la ecuacién de continuidad en su forma discreta
obtenemos una ecuacién para la correcciéon de la presion

appPp = anpy + aspl, + awDy + appy + appp + wpy + er, (B.33)

donde 4
ap = (pAd)e;  de = —

ae
ap =ag +aw +any +as+ar +ap

er = (ug)eAe — (Ug)wAw + (Uy)nAn — (uy)sAs + (U:«)fAf — (u})p A

B.2.3 Método SIMPLEC

En este caso la ecuacién B.30 se simplifica restando el termino ) apu), y despreciando
> anp(ul,, — ul)), entonces la ecuacién se escribe como

Zanb Zanb + A ( pN) (B34)

U, = v+ d,(pp — Py), (B.35)

donde
A,

Apn — Z Anp
Sustituyendo en la ecuacion de continuidad obtenemos la ecuacién de correccién de la
presion.

d, = (B.36)
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B.2.4 Resumen del proceso a seguir en el método SIMPLEC

Se inicia con valores aproximados para toda las variables relevantes w, uy, p*, T* y
gzs*

Se calculan los coeficientes en la ecuacién de balance de cantidad de movimiento
Se resuelven las ecuaciones de las componentes de la velocidad

Se calculan los coeficientes de la ecuacién de correccion de la presion

Se resuelve la ecuacién de correccién a la presion p’

Se corrige la presién mediante p = p’ + p*

Se corrige la velocidad

Se resuelven las ecuaciones para las demas variables 7™ y ¢*

Se itera hasta alcanzar la convergencia



APENDICE C

Soluciones analiticas para la
transferencia de calor

C.1 Transferencia de calor por conduccion
En el caso de transferencia de calor por conduccion y la temperatura del fluido no depende

de la coordenada axial, la ecuacion de balance de energia Ec. 3.2 se reduce a

oT T 19T 19T

o o i TEoe (©1)

Las condiciones de frontera del problema son
T(T’l, 9, t) = O,

T(r27 97 t) = S€7’l(9),
T(r,2m, t) =T(r,0,t),
la condicion inicial es la siguiente

T(r,6,0) =0.

En este caso y con una distribucion de temperatura en las paredes de los cilindros conocida
(condiciones de frontera de primer tipo), es posible encontrar una solucién analitica del
problema aplicando el método de separacion de variables

C.1.1 Solucién analitica por el método de separacién de vari-
ables.

Primero se considera que la temperatura del fluido puede escribirse de la forma
T(r,0,t) =T"(r,t)sen(0), (C.2)
sustituyendo en la ecuacion C.1

arT* 0T+ 10T* T
5 sen(0) = ( 2 + o ) sen(f) — ﬁsen(e), (C.3)
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o bien
or o*T* 10T* T*
ot or? +; or 2’
De esta manera se llega a una ecuacién para 7. Las condiciones de frontera de la ecuacién
son las siguientes

(C.4)

T*(T’l, t) = 0,

T*(TQ, t) = 1,
y la condicién inicial

T*(r,0) = 0.

Después suponemos que T*(r,t) se puede escribir de la siguiente forma
T*(T7 t) = Tt<7a7 t) + TS(T)a
donde T(r) satisface la ecuacién

0*T, 10T, T,
or? r Or 72

—0, (C.5)

con las condiciones de frontera

Entonces T (r, t) satisface la ecuacién

oT, o0°Ty, 10Ty T,

ot o2 ' ror 2

con las condiciones de frontera
Ti(r,t)

1) =0,
Ti(re,t) =0
y la condicién inicial

Ti(r,0) = =T4(r),
a Ts(r) se le denomina la parte estacionaria de la solucién y a Ti(r,t) se le denomina
la parte transitoria de la solucién. La solucién de la parte estacionaria (Ec. C.5) es la
siguiente

To(r) = cir + % (C.7)
Las constantes ¢; y ¢y se determinan de las condiciones de frontera. La solucién de la

parte estacionaria es
9 7”127’2 1

T,(r) = — r+ = (C.8)

712 — 19 (ri2 —mr?)r

Para la solucion de la parte transitoria se aplica el método de separacion de variables de
nueva ocasién. Suponemos que Ty(r, t) se puede escribir de la siguiente forma

Ty(r,t) = R(r)I(1),
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sustituyendo en C.6 obtenemos

(C.9)

L0 1 (R 10k R
rot or:2  ror 1r2)°

La tunica forma de que esta ecuacién se satisfaga es que las partes izquierda y derecha de
la ecuacién sean iguales a una constante. Para el lado derecho

100

La solucion de esta ecuacion diferencial es la siguiente

I(t) = coe . (C.11)
Para el lado izquierdo
1 (0°R 10R R
| =+==-=])=-X C.12
R (87“2 + r Or 7"2> ’ ( )
o bien R oR
2,2 _ _
W—FTa—-l—()\ )R—O. (C.13)
Realizando el cambio de variable x = Ar se obtiene la ecuaciéon
0’R OR
P+ r— —1)R=0. C.14
P b (a? - 1) (C.14)
Esta ecuacién diferencial se conoce como la Ecuacion de Bessel, cuya solucién es
R(z) = c1J1(z) + oY1 (), (C.15)

donde J; es la funcién de Bessel de primer tipo, Y] es la funcion de Bessel de segundo
tipo ambas de orden uno.

Regresando a la variable original
R(\r) = c1 1 (A1) + oY1 (). (C.16)
Por conveniencia la solucion se escribe de la siguiente forma
RAr—my)) =c1Ji(A(r — 1)) + Yi(A(r —r)). (C.17)
Las constantes ¢; y ¢ se determinan de las condiciones de frontera
R(r) =0,
R(ry) =0,

con lo cual se llega al siguiente sistema de ecuaciones

R(A(ri — 1)) = acti(A(ri = 11)) + e2Y1i(A(r1 — 1)) = 0, (C.18)
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R(0) = c1/1(0) + 2Y1(0) = 0. (C.19)
Las funciones de Bessel tiene la siguiente propiedad
J1(0) =0,
¥1(0) = oo,
entonces
cy = 0.
Para ¢; se tiene
R(A(r2 —11)) = cti(A(r2 — 1)) = 0, (C.20)
como ¢; # 0 esto implica J;(A(rg — r1)) = 0 esto se satisface idénticamente si
Bin
An =7, (C.21)

donde a = ry — r1 y (1, s la n-esima raiz del la funciéon de Bessel de grado uno.

La solucién general para Ti(r,t) se obtiene aplicando el principio de superposicién

[e.9]

Ti(r,t) = chJl(An(r —rp))e N1 (C.22)

n=1

Las constantes ¢, se determinan de la condicién inicial del problema
Ti(r,0) = =T4(r),

multiplicando esta ecuacién por Jy (A, (r —71))

— T(r +711) i (A (r = 1)) = Y eni(An(r = 1)) (A (r = 1)), (C.23)
n=1
utilizando la propiedad de ortogonalidad de las funciones de Bessel
“ vn vm 1
/ Jy (ﬁ 7") Jy <ﬂ r) rdr = ~a*[J,41 (Bon)]20mm, (C.24)
0 a a 2

se obtienen coeficientes ¢,
— foa To(r+r1)J; (5—7‘) rdr

50%[J (ﬁln)]; (G.25)

Cp —

C.2 Transferencia de calor por conveccion con un
flujo MHD

En el caso de trasferencia de calor por conveccién con un fluyjo MHD, la ecuacion de la
energia no puede resolverse en forma analitica por el método convencional de separacion
de variables. En el caso cuando el perfil de temperatura alcanza un estado permanente se
empleo un método de Galerkin para obtener una solucién semi- analitica del problema.
Esta expresién para la temperatura permite hacer una interpretacion de la fisica del
problema de una forma mas sencilla y directa en esta situacién.
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C.2.1 Solucién analitica aproximada por el método de (GGalerkin

La ecuacion de la energia en el caso donde el perfil de temperatura no depende del tiempo
se escribe de la siguiente forma

ugdl'" 10 ( 0T 1 0°T
Peyp—2—— =~ [ p=— —_—. C.26
0 " ror (Tar)+r2ae2 (0.26)
Esta ecuacién puede reescribirse de la siguiente manera
LT(r,0)] =0, (C.27)
donde L denota el operador diferencial lineal
10 0 1 0 ug 0
L=—|(r— —— — Pey——. C.28
ror (Té?r) * r? 002 O o0 ( )

La idea basica de este método consiste en suponer que la temperatura del fluido puede
ser aproximada por una suma de N+1 funciones base ®,,(r, 6)

T(r,0) = Tiy(r,0) = Bo(r,0) + Y _ an®n(r,0), (C.29)

donde ®y(r, 6) satisface las condiciones de frontera mientras que las funciones ®,(r, ) se
anulan en la frontera. Cuando esta serie se sustituye en la ecuacion diferencial se obtiene
como resultado una funcién que se denominada residuo

R(r,0,a0,ay,...) = L[Tn(r,0)]. (C.30)

La meta es construir la solucion aproximada Ty de tal manera que la integral del residuo
con alguna funcién de peso W se igual a cero, es decir

27 ro
/ / (R(r,0,a9,a4,...).W(r,0)) rdrdd = 0, (C.31)
0 r1

para ciertas funciones W (r, 6) escogidas apropiadamente.

El producto interno de dos funciones f y g se define de la siguiente manera

o= [ N / (fg) rdrds, (€.32)

este tipo de producto interno es andlogo al producto punto entre dos vectores que se
estudia en algebra lineal.

Con la definiciéon anterior entonces, la condicién que tiene que satisfacer el residuo es

(R> W) =0, (033)
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para ciertas funciones W (r, 6) escogidas apropiadamente.

En el método de Galerkin las funciones de W es el conjunto de funciones base ®,(r,0).
Entonces los coeficientes a,, se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

(R, Py(r,0) =0 para k=1,2,..,.N (C.34)

sustituyendo los coeficientes a,, se obtiene la solucion aproximada requerida. El método
de Galerkin forma parte de los llamados métodos de residuos pesados [14].

Las funciones base satisfacen que la funcion T se puede escribir como una combinacion
lineal de ellas. Las funciones base que pueden lograr esto son por ejemplo el conjunto de
polinomios 7" combinados con las funciones Sen(nf) y Cos(m#). Las funciones base que
se utilizaron son las siguientes

r—nr

(I)()(’I“, 9)

Sen(0), (C.35)
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Oy(r,0) = (r —r)(r —ry)Sen(0), Do(r,0) = (r —r1)(r —r2)Cos(0), (C.36)
3(r,0) = (r —r1)*(r —r2)Sen(0), ®4(r,0) = (r —r1)(r — r2)*Cos(6), (C.37)
O5(r,0) = (r —r1)%(r — r2)?Sen(d), ®g(r,0) = (r — r1)*(r — r2)*Cos(0). (C.38)
Para el caso Pe=50, la solucién aproximada para la temperatura es

T(r,0) =~ Ty(r,0) = Do(r,0) + Y _ a,®,(r,0) (C.39)

n=1

donde los coeficientes a,, son:

| a1=-0.0769041 | a,=2.63815 | a3=1.9093 | a4=2.89607 | a5=-5.41928 | as=3.043

Tabla C.1: Coeficientes an

Para esta solucion aproximada se utilizaron seis funciones base. El error es menor mientras
mas funciones base se utilicen. Si utilizamos ocho funciones base para calcular la soluciéon
| T(r,0) — Ts(r,0) |< 0.04 tomando esto en cuenta se considera que la solucién para la
temperatura Ec. C.39 es bastante razonable.
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