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Introduccion

En légica como en matemadticas, el lenguaje es parte fundamental. Con simbolos que siguen
cierta “sintaxis” formamos expresiones, mismas que pueden simplemente nombrar objetos o bien
afirmar que un objeto tiene una propiedad, a estas ultimas las llamamos férmulas. Mediante el
uso de simbolos que conectan férmulas (-, —) y un simbolo cuantificador (V) construimos a par-
tir de formulas sencillas (o atémicas), expresiones mas complejas a las cudles también llamamos
formulas. De manera muy informal, una estructura es “un mundo posible 2l respecto a un lenguaje
27 en el que adquieren sentido todas las expresiones donde intervienen los simbolos del lenguaje
dado, y donde podemos preguntarnos por la verdad o falsedad de formulas expresables ahi. Cuando
un “mundo 2 con lenguaje £ hace posible que una féormula ¢ expresada en el lenguaje £, sea
verdadera ahi, decimos que 2 es modelo de . En el capitulo 1 introduciremos estos conceptos
formalmente.

En el capitulo 2 especificaremos la seméntica y la sintaxis de los lenguajes de segundo orden
en donde son expresables enunciados como el axioma del supremo y el postulado de induccién de
Peano. También veremos que en la légica de segundo orden no son ciertos los teoremas de com-
pacidad, Lowenheim-Skolem y numerabilidad. Sin embargo al aritmetizar el lenguaje de segundo
orden mostraremos (mediante la via semantica) el lema del punto fijo asi como el teorema de
indefinibilidad de Tarski. La “semantizacién” de estos resultados son una aportacion del presente
trabajo.

En el capitulo 3 hablaremos de ldgica multivariada, es decir, 16gica de primer orden que tiene
distintos universos sobre los cuales podemos cuantificar. Por ser un enfoque de primer orden, po-
dremos recuperar los teoremas de compacidad, numerabilidad y Lowenheim-Skolem. El propdsito
de introducir 1égica multivariada en este trabajo sera disenar un disfraz para la logica de segundo
orden, este nos permitira en el capitulo 4 “vestir” a la semantica de segundo orden como una
semantica multivariada, dejando sin cambios a la sintaxis de segundo orden. Llamaremos estruc-
turas generales a aquellas estructuras “dizfrazadas” en donde sean verdaderos ciertos enunciados
que llamaremos de comprehension. Asi, las estructuras que describimos en el capitulo 2 seran un
caso particular de estructuras generales. Como en la légica multivariada, tendremos también para
la l6gica general de segundo orden los teoremas de numerabilidad, Lowenheim-Skolem y compaci-
dad, utilizando este ltimo para construir, en el capitulo 5, un modelo general no estindar de los
numeros naturales.

Tenemos una comprensién clara o al menos asi lo creemos del conjunto de los niimeros naturales
N; pero de su conjunto potencia Z(N) no podemos decir lo mismo. Por ejemplo, no sabemos si su
cardinalidad es R; o Ny 0 mds. Asi que es razonable dejar fijo aquello de lo que estamos seguros (el
conjunto de los numeros naturales) pero dejar abierto a interpretacién por una estructura, aquello
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VIII INTRODUCCION

de lo que no estamos seguros (el conjunto potencia de los naturales). Estos son los w-modelos del
andlisis, “mundos posibles” que dejan abierta la cuestién sobre cudl es el cardinal de & (N).

Nos referiremos a la teoria de nimeros de segundo orden como andlisis, el nombre se debe a
que un numero real lo podemos identificar como un conjunto de ntimeros naturales, asi podemos
identificar a los cuantificadores sobre los conjuntos de los niimeros naturales como cuantificadores
sobre los nimeros reales. Por un w-modelo del andlisis entendemos un modelo del andlisis cuyo
universo es N y donde es posible cuantificar sobre conjuntos de nimeros naturales. Entre los w-
modelos del andlisis hay un modelo absoluto, cuyo universo de relaciones de n argumentos (n > 0)
consta de todas las relaciones n — arias sobre N, y cuyos universos de funciones constan de todas
las funciones posibles. Un enunciado de primer orden es verdadero en un w-modelo arbitrario del
andlisis si'y sélo si es verdadero en la estructura de la aritmética (N, 0, s, +, *, E, <). Pero tal vez
el w-modelo no coincida con el modelo absoluto de los enunciados de segundo orden. En el iltimo
teorema de este trabajo podremos concluir que un w-modelo del andlisis estard completamente
determinado por su universo de relaciones unarias.

El objetivo de este trabajo es desarrollar y hacer clara, para cualquier estudiante de pregrado
que tenga nociones de logica, teoria de conjuntos y andlisis, lo que es la logica de segundo orden
para asi profundizar en el caso particular de los w-modelos del andalisis.



Capitulo 1

Conocimientos preliminares

1.1. Légica de primer orden

En lo sucesivo asumiremos que tenemos un numero infinito de objetos distintos que denomina-
mos simbolos los cuales no son sucesion finita de otros simbolos y estan clasificados de acuerdo a
lo siguiente.

A. Simbolos 16gicos

0. Paréntesis y coma: ) , ( , , .

1. Simbolos de conectivo para enunciados: —,—.

2. Variables (una para cada entero positivo n): vy, ve, . ..
3. Simbolo de igualdad: =

B. Parametros

0. Simbolo de cuantificador: V. A este parametro le llamaremos pardmetro 16gico, a diferencia
de los pardametros siguientes, a los que podriamos llamar no logicos.

1. Simbolos de predicado: para cada entero positivo n, algin conjunto (posiblemente vacio) de
simbolos, denominados simbolos de predicado de n argumentos.

2. Simbolos de constante: algin conjunto (posiblemente vacio) de simbolos, denominados simbo-
los de constante.

3. Simbolos de funcién: para cada entero positivo n, algin conjunto (posiblemente vacio) de
simbolos, denominados simbolos de funcién de n argumentos.



2 CAPITULO 1. CONOCIMIENTOS PRELIMINARES

Obsérvese que por A.3 tendremos la existencia del simbolo de igualdad, y siempre daremos por
hecho su presencia. El simbolo de igualdad es un simbolo de predicado de dos argumentos, pero
se distingue de los demas simbolos de predicado de dos argumentos, por ser un simbolo logico en
vez de un pardametro.

Los simbolos de constante descritos en B.2 los podemos concebir como simbolos de funcién de
cero argumentos. Con frecuencia, esto permitird dar un tratamiento uniforme a los simbolos que
se encuentran en B.2 y en B.3.

En Teoria de Modelos, se usa la letra p para el conjunto de simbolos de los parametros no
légicos (distintos al pardmetro V) que tiene el lenguaje y se le conoce como el tipo de semejanza o
signatura de la estructura en cuestion, su forma es:

p=[JRJUIJFnuC

1<n 1<m

donde R, es un conjunto de simbolos relacionales de aridad n, F}, es un conjunto de simbolos
funcionales de aridad m y C' es un conjunto de simbolos de constante. La palabra aridad denota
el nimero de argumentos de la relacién o funcién en cuestion, ya que los simbolos relacionales y
funcionales sélo adquieren sentido cuando se asocia alguna semantica o interpretacién al tipo de
semejanza.

1.1.1. Formulas

Una expresion es una sucesion finita de simbolos. De esta manera la sucesion:

)s (L1¥(=, P(O(OvsV —

es una expresion, pero no es interesante. En cambio existen ciertas expresiones interesantes: los
términos y las formulas.

Intuitivamente los términos son los sustantivos y los pronombres de nuestro lenguaje, y pueden
entenderse como las expresiones que nombran a los objetos. Los términos se definen como aquellas
expresiones que pueden construirse a partir de los simbolos de constante y de las variables al
prefijarles los simbolos de funcion. Asi, definimos para cada simbolo de funcién f de n argumentos,
una operaciéon de construccion de términos §y de n argumentos sobre las expresiones:

St (€1, ., 6,) = fer, ..., €,

Definicién 1. El conjunto de términos es el conjunto de expresiones que se pueden construir a
partir de simbolos de constante y variables, al aplicar (cero o mds veces) las operaciones §.

Observemos que, en caso de no haber simbolos de funcién (ademéds de los simbolos de constante),
entonces los términos seran inicamente los simbolos de constante y las variables.

Definicién 2. Una férmula atomica es una expresion de alguna de las formas:
tl = t2 o bien P(tl, ,tn)

Donde P es un simbolo de predicado de n argumentos, = es el simbolo de igualdad y 4, ...,%,
son términos.
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Notese que las férmulas atomicas, no se definen de manera inductiva. Nos limitamos a decir
explicitamente cuales expresiones son formulas atomicas. Las formulas son las férmulas atémicas
y todas aquellas expresiones que pueden construirse a partir de las férmulas atémicas mediante
el uso de los simbolos de conectivo y del simbolo de cuantificador. Para esto, definimos primero
algunas operaciones de construccion de férmulas sobre las expresiones:

e-(7) = (=)
e~(7,0) = (v = 9)
Q; (7) = Yy

Definicién 3. El conjunto de las formulas es el conjunto de expresiones que pueden construirse
a partir de las formulas atomicas al aplicar (cero o mds veces) las operaciones e-, €, y ; (i =
1,2,...)

Los términos son expresiones que se traducen como los nombres de los objetos (o frases nomi-
nales), en contraste con las férmulas, que se traducen como afirmaciones acerca de los objetos.

Definicién 4. Variables libres.
Consideremos cualquier variable x. Definamos para cada formula «, lo que significa que x
aparece libre en a. Hacemos esto por recursion:
1. Para o atémica, x aparece libre en o si y sdlo si x aparece en (es decir, es simbolo de) «.
2. x aparece libre en =« si y solo st x aparece libre en .
3. x aparece libre en (o — [3) si y solo si x aparece libre en « o en 3.
4. x aparece libre en Yv;a si y solo si x aparece libre en o y x # v;.

En A.1, se especifican unicamente los simbolos = y —, esto es porque podemos ver a los otros
simbolos de conectivo V, A y < como abreviaciones de estos dos simbolos, es decir, para o y 3
formulas cualesquiera, x una variable y v y ¢ términos:

(o V B) es una abreviacion de: (—a — ().

(a A B) es una abreviacion de: ~(a — = f3).

(v <> 3) es una abreviacion de: =((a — ) — =(6 — «)).

(Jxa) es una abreviacion de: (=Vx(—a)).

(u=t) es una abreviacion de: (= ut).

(u # t) es una abreviacion de: (- = ut).

En lo sucesivo adoptaremos estas abreviaciones, pues nos seran mas facil de leer.

1.1.2. Verdad y modelos para la légica de primer orden

Una estructura para un lenguaje de primer orden nos dira:
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1. A que coleccién de objetos se refiere el parametro simbolo de cuantificador universal (V), y
2. Qué denotan los demds parametros (los simbolos de constante, de funcién y de predicado).

Formalmente, una estructura 2l para nuestro lenguaje dado de primer orden es una funcién cuyo
dominio es el conjunto de parametros y tal que

1. 2 asigna al simbolo de cuantificador ¥V un conjunto no vacio |2, llamado el universo de 2.

2. 2 asigna a cada sfmbolo de predicado P de n argumentos una relacién n-aria P% C |A|"; es
decir, P* es un conjunto de n-adas de elementos del universo.

3. 2 asigna a cada sfmbolo de constante ¢ un elemento ¢* del universo |2|.

4. 2 asigna a cada sfmbolo de funcién f de n argumentos una operacién n-aria f* sobre |A|; es
decir, f2: |2|" — |A].

La idea es que 2l asigna significados a los pardametros. V significa “para todo objeto de |2|”.
El simbolo ¢ es para nombrar al objeto ¢*. La férmula atémica Pti,...,t, significa que la n-ada
de objetos nombrados por ti,...,t, estan en la relacién P®. El simbolo f es para nombrar una
operacién n-aria f2: |A|" — |2].

Nétese que requerimos que el universo |2(| sea no vacio. Nétese también que f* debera tener la

totalidad de |2|™ como su dominio; no hemos hecho estipulacién alguna para funciones parcialmente
definidas.

Satisfaccion

Sean ¢ una férmula de nuestro lenguaje, 2 una estructura para el lenguaje, s: V' — |2| una
funcién del conjunto de las variables V' en el universo || de 2. Definiremos qué significa que 2
satisfaga a ¢ con s, adoptando como notaciéon:

Fa @]

La version informal es: =g ¢[q siy sélo si la traduccién de ¢ determinada por 2, donde la
variable x se traduce como s(x) en cualquier lugar donde aparece libre, es verdadera.

La definicién formal de satisfaccién es:

I. Términos. Definimos la extensién: 5: 7' — |2l|, una funcién del conjunto 7' de todos los
términos, en el universo |2A| de A. La idea es que 3(t) deberia ser un elemento del universo 2 que
se nombra mediante el término t. S se define por recursién como sigue:

1. Para cada variable z, 5(z) = s(x)

2. Para cada simbolo de constante ¢, 5(c) = c*.
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3. Sity,...,t, son términos y f es un simbolo de funciéon de n argumentos, entonces

S(ftr, o ta) = fAGE(0), - 3(t)

La existencia de una tinica extensién 5 de s, se sigue del teorema de recursién!, si utilizamos

el hecho de que los términos tienen descomposiciones tinicas. Note que § depende tanto de s como
de 2.

II. Formulas. Las férmulas atomicas se definieron explicitamente, no de manera inductiva. Por
lo tanto la definicién de satisfaccion de las formulas atémicas es también explicita y no recursiva.

1.1. o (t1 = to)[s siy sélo si5(t1) = 5(t2).
Notese que la primera aparicién de “=" es un simbolo légico y no un parametro sujeto a
interpretacion, en cambio la segunda aparicion de “=" es la relacién de identidad del metalenguaje.

1.2.  Para un parametro de predicado P de n argumentos
o Pty, ..., ty)s sty solosi (5(t1) ..., 5(t,)) € P

Las demas férmulas fueron definidas por induccion; en consecuencia, aqui definiremos la satis-
faccion por recursion.

2. ):Ql ﬁ(p[s} si y solo si %g{ QO[S]
3. Fa (p — )[q siy sélo si o bien [Eg g, 0 bien =g 1)) 0 ambos.
4. o Vap siy solo si para todo d € ||, Fa @ls(zla)-

Aqui s(z|d) es una funcién exactamente como s, excepto que en la variable z toma el valor d.
Esto se puede expresar mediante la ecuacion:

s<x|d><y>={s<y> v

d st y==ua

Ahora contamos con las herramientas necesarias para entender el importante concepto de im-
plicacién logica para un lenguaje.

Definicién 5. Sean £ un lenguaje, I' un conjunto de férmulas y @ una férmula. Entonces T’
implica ldgicamente a @, o bien ¢ es consecuencia ldgica de T', y se escribe I' |= @, si y sdlo si para
cada estructura A del lenguaje £ y cada funcion s : V — || tal que A satisface a cada elemento
de I" con s, A también satisface ¢ con s.

1Véase [E1] Secc. 4 Cap. 1



Capitulo 2

Lenguajes de segundo orden.

Si se permite la cuantificacion sobre simbolos de predicado o de funcion es posible obtener
(aunque con cierto costo) lenguajes mas ricos y con mayor capacidad de expresién que los lenguajes
de primer orden.

Supongamos entonces que, ademas de los simbolos que se introdujeron en el capitulo 1, tenemos
los siguientes simbolos l6gicos:

4. Variables de predicado: Para todo entero positivo n tenemos las variables de predicado n-ario
X7, X7, XP,...
5. Variables de funcion: Para todo entero positivo n, tenemos las variables de funcion n-aria
' Fp, Fp

Para evitar confusién, lo que considerdbamos antes variables, vy, vg, ... se llamaran ahora va-
riables individuales. Un enunciado es una férmula o en la que ninguna variable (individual, de
predicado o de funcién) aparece libre. Un ejemplo es:

E|X125|v1Vv2X12 (’Ug, 1)1>

el cual afirma que hay una relacion R de dos argumentos, que cumple que hay un elemento a; en
el universo de interpretacion, tal que para todo elemento ay del universo de interpretacion se tiene
que (az,a1) € R.

2.1. Verdad y modelos para la légica de segundo orden

Para la légica de segundo orden definimos los términos de forma similar a como lo hicimos
para la légica de primer orden en la seccion 1 del capitulo 1, como las expresiones que se construyen
a partir de los simbolos de constante y las variables individuales al aplicar los simbolos de funcién
(tanto pardmetros de funcién, como variables de funcién). Las férmulas atémicas son otra vez las
expresiones t; =ty y P tq,...,t, tales que tq,...,t, son términos y P es un simbolo de predicado
n-ario (pardmetro o variable). La definicién de férmula se extiende mediante nuevas operaciones
de construcciéon de féormulas, i.e. si ¢ es una férmula, entonces VX' ¢ y VF"¢ también lo son.

Considerando las nuevas variables, la nocién de variable que aparece libre en ¢ se define exac-
tamente como antes. Por una estructura seguiremos entendiendo una funcién 2 sobre el conjunto
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de parametros que cumple con las condiciones dadas para la légica de primer orden en la seccién
1.2 del capitulo 1, pero ahora, en el conjunto de las variables V' tenemos ademas de las variables
individuales, las variables de predicado y las de funcién. Esto es, si s: V' — |2| entonces:

s(v1) es un elemento de |2,

s(X™) es una relacién n-aria sobre |2,

s(F™) es una operacién n-aria de || en |].

Para un término ¢, 5(¢) se define como lo hicimos en la seccién 1.2. Si F' es una variable de
funcién, S(F"ty,...,t,) es el resultado de aplicar s(F™) a (s(t1),...,s(t,)). La satisfaccién de
formulas atomicas también se define como en la seccion 1.2 del capitulo 1. Si X es una variable de
predicado,

Fa X(t, ... ty) g sty solo si (s(t1),...,s(tn)) € s(X).

Adoptamos, la misma definicién de satisfaccién para la légica de primer orden, pero aumentamos:
5. [ VX[ siy sélo si para toda relacién n-aria R sobre ||, tenemos que o 0[s(x7|R))
6. = VF'pq siy sélo si para toda funcién n-aria f : [2|" — ||, tenemos que o @[s(rrp)

La implicacién légica 6 consecuencia légica, se define exactamente como se hizo en la definicion
5 para la logica de primer orden.

Ejemplo 1. Un buen orden sobre un conjunto A es una relacién de orden (denotada <), anti-
rreflexiva en A (i.e. para todo © € A, x £ x ) y transitiva en A (i.e. para todo z,y,z € Asiz <y
y y < z entonces z < z) tal que, para todo subconjunto no vacio, hay un elemento minimo, con
respecto al orden. Esta condicion puede traducirse al siguiente enunciado de segundo orden, donde
el inico pardmetro no légico es < y donde y < z abrevia (y < zVy = 2):

BO*: Vx (x £ x) AVaVyVz (z <yAy <z —x < 2)
AVX (FuXw — Jy (Xy AVu (Xu—y <u)))

Le llamaremos a este enunciado BO?, pues es conocido también como el enunciado del Buen
Orden (el superindice indica que estd expresado en el lenguaje de segundo orden). La interpretacién
de JwXw en una estructura A quiere decir que hay por lo menos un elemento en el universo de
individuos |2 que estd en la relacién unaria X* o de manera equivalente, que el conjunto X2 es
no vacio.

Aqui, como en el resto de este trabajo, serd conveniente omitir los subindices de X y F' cuando
son irrelevantes, y los superindices cuando por el contexto, queda claro cuéles son.

Ejemplo 2. El postulado de induccion de Peano establece que todo conjunto de naturales que
tenga al 0 y que sea cerrado bajo la operacién sucesor es, en realidad, el conjunto de todos los
numeros naturales. Esto puede traducirse al lenguaje de segundo orden de la teoria de los niimeros
como sigue, donde los pardmetros no logicos son 0 y s:
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S%:VX [(X0OAVy (Xy — Xsy)) — VwXw]

Ademas, Peano formulé otros dos enunciados expresables en primer orden con los mismos
parametros 0 y s (y por tanto en segundo orden):

S1: Vx (sx #0) So: Va Yy (sx = sy — x =)

Para introducir la siguiente definicién mencionaremos que, es también posible concebir a una
estructura 2 como un par (A, ), donde A = || e I es nuestra funcién interpretaciéon definida
para todos los elementos del tipo de semejanza, que describimos en la seccién 1.2 del capitulo 1.

Definicién 6. Sean A = (A, I) y B = (B, J) dos p—estructuras, h es un homomor fismo de A
en B si y sdlo si i) h es una funcion de A en B,

ii) Para cada P, € p y cada ay, ...,a, € A, {ay,...,a,) € P* siy sélo si (h(a),...,h(a,)) € P>,
i) Para cada f, € p y cada ay, ...,a, € A, h(f2ay,...,an)) = f2(h(ar), ..., h(a,)),

w) Para cada ¢ € p, h(c®) = c®.

Definicién 7. Sea h un homomor fismo de 2 en B, entonces decimos que:
i)h es un monomor fismo si y solo si h es una funcion inyectiva,

it)h es un epimor fismo si y solo si h es una funcion suprayectiva,

iii)h es un isomor fismo si y solo si h es una funcidn biyectiva.

Teorema 1. Todo modelo de Sy, Sy y S% es isomorfo a My =( N,0,5 ).

Demostracién. Sea A = ( A,e,t ) un modelo cualquiera de Sy, Sy, y S%. Por demostrar que
(Aet) = (NO0,s). Aqui p={co, fi} ye=c,t=f2y0=c]" s=f respectivamente.
Sea h: N — A una funcién definida como sigue:

donde s(n) es una notacién para f;* aplicada n + 1 veces a cj©. Esta notacién ayuda a no hacer
tediosa la prueba, sin embargo es usada una vez que se ha entendido la diferencia entre simbolos
y objetos en una estructura.

Demostraremos que h es inyectiva utilizando el Principio del Buen Orden.
SeaTr={neN:3Im (meNAm#nAh(m)=nh(n))}.
Observe que h es inyectiva siy sélo si 7 = (), pues 7 = ) si y sélo si no hay n € N que cumpla
dm € N tal que (m # n A h(m) = h(n)) si y sélo si para todo n € N no es cierto que Im € N tal
que (m # n A h(m) = h(n)) si y sélo si para todon € NVm € N (m =nV h(m) # h(n)) siy
sblo si para todo n € NVm € N (h(m) = h(n) — m = n), que es justo la definicién de que h sea
inyectiva.



10 CAPITULO 2. LENGUAJES DE SEGUNDO ORDEN.

Supongamos que h no es inyectiva. Luego, por lo anterior 7 # ), sea n el minimo de 7. Como
ner,ImeN (m#nAh(m)=h(n))y al intercambiar los papeles de m y n tenemos que m € 7
luego n < m entonces hay m; € N tal que m = s(m;), Como h es funcién tenemos que h(m) =
h(s(m1)) = t(h(my)), pero como [y Si, e # t(h(my)) = h(m) = h(n), de donde n # 0 (pues si
n = 0 entonces h(n) = e, lo cual no sucede). Luego hay n, € N tal que n = s(n;). Asi, tenemos
que t(h(n1)) = h(s(n1)) = h(s(my)) = t(h(my)), y como g Ss, h(ny) = h(my). Luego ny € 7y
ny < n =min 7, lo cual es una contradiccion. Asi h es inyectiva.

Falta ver que h es suprayectiva. Para esto veamos que: Im h = A
(€) Sabemos que por la definicién de la imagen de h.
Imh)={ze€A:In(neNAn)=2)} CA
(2 ) 1) Como h(0) = e entonces e € Im(h)
2.) Sea x € Im(h). Ahora mostraremos que t(x) € Im(h). Como x € I'm(h), hay n € N tal que
h(n) = x y sabemos que h(s(n)) = t(h(n)) € Im(h). Como A es modelo de S% y “estar en la
imagen de h”, es un caso particular de una propiedad unaria, entonces Vy € A (y € Im(h)).

Asi, h es biyectiva y cumple con el inciso 7) de la definicién de homomorfismo, y por el inciso
(%) h cumple con la parte iv), y de (xx*) se sigue que h cumple con la parte 7ii) de la definicién
de homomorfismo, y como el tipo de semejanza no tiene simbolos de predicado, podemos concluir
que h es isomor fismo. O

Los enunciados del siguiente conjunto A% serdn axiomas para la aritmética en el lenguaje de
egundo orden:

S1): Vx (sx #0)

(

(

(Ly): VaVy(z < sy < x < y)
(Lg): Va(z £ 0)

(L3): VaVy(zr <yVe=yVy<z)
(Ay): Vz(x 4+ 0 =2)

(Ag): YaVy(z + sy = s(z +y))
(My): Va(zx0=0)

(Ms): VaVy(z * sy = (z xy) + x)
(Ey): Ya(zEO0 = s0)

EES)) VaVy(zEsy = (zEy) * x)

S2): VX [(X0AVy (Xy — Xsy)) — VwXuw]

En los axiomas E; y F, estamos pensando a las expresiones x50 y xFEsy como 2° y %
respectivamente. En el axioma S% estamos cuantificando sobre todas las relaciones unarias que
hay sobre el universo de interpretacion, a excepcion de las demaés axiomas en los que cuantificamos
unicamente sobre el universo de interpretacion.

Teorema 2. Todo modelo 2 de los enunciados de A% es isomorfo a M = (N, 0, s, +, %, £, <)

Demostracion. Sea A = (A, e, t,+% % E* <*) un modelo de todos los enunciados de A%. Fijémo-
nos en el Teorema 1, donde se mostré que (Ae,t ) = ( NJ0,s ) con el isomorfismo h:N — A dado
por
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Ahora bien, si “calcamos” las operaciones de 2 en 1, tenemos que:

m+jn— (A(n) +2 h(m)),
mx n=h"'(h(n) > h(m)),
mE'n = h='(h(n)E¥h(m)).

Como 91 es modelo de A, y Ay, My y M, y de E; v Es, entonces el Teorema de Recursién! nos

asegura en cada caso que + = +, ¥ = x y E' = E (esto es un abuso de notacién para decir que
las funciones coinciden). Luego, tenemos que (N, 0, s, +,x, E) = (A e, t, +% +% E%).

S6lo nos falta ver que h preserva la relacion <, es decir que cumple con el inciso i) de la
definicién 6 de homomorfismo.

Afirmacién 1. =y VaVy(z <y < Jz(m(z=e) Az +2=1y))

Mostremos que si z < y entonces existe un z € A tal que z ey z+ 2 =y.

Como =g S%, haremos la demostracién en el metalenguage, por induccién sobre y.

Caso base: si y = e, la implicacién se da, pues =g Lo y en consecuencia x < e es falso en 2.

Hipotesis inductiva: supongamos que la implicacion se tiene para y = n.
Paso inductivo: demostrar que para y = t(n) se tiene que hay z € A tal que z # e y x + z = t(n).
Por la Hipdtesis inductiva x < n, asi, hay k¥ € A (k # e Ax + k = n). Como t es funcién
t(x 4+ k) =t(n) y por (Az), x + t(k) = t(z + k) = t(n). Luego, hay z € A (a saber z = t(k) # e)
tal que = + z = t(n)

Inversamente, mostremos por induccion sobre z, que si existeun z € Atalque z ey x+z =y
entonces r < y.

Caso base: si z = t(e) entonces z+z = y siy sélo si z+t(e) = y. Por (Ay), t(x+e) = z+t(e) = y.
Entonces, por (A4;), t(x) = y y si particularizamos y = x en (L), tenemos que (x < z « = < t(x)),
pero x < x siempre es verdadera, pues (z = z) es universalmente vélida. Luego, = < t(x) y por
tanto z < y.

Hipotesis inductiva: supongamos que la implicacion es cierta para z = k.

Paso inductivo: demostrar que para z = t(k) se tiene que x < y.
r+z=ysiysolosiz+itk)=yy,por (Ay),siysélosit(z+k)=uy.

Ahora, mostraremos por induccién sobre k que: x < t(x + k) = y. Caso base: si k = e entonces
r <tlr+e)=t(x).

Hipdtesis inductiva: supongamos que para k se tiene x < t(x + k).

Paso inductivo: demostrar que se tiene la afirmacién para t(k). Por Hipdtesis inductiva, x <
t(x+ k), pero como t(x + k) = t(x + k), t(x+ k) < t(x+k), luego, por (Ly), t(x+ k) < t(t(x+k)),
“pero, por (Ay) t(t(z + k)) = t(x + t(k)) luego x < t(z + k) < t(z + t(k)).

Para poder concluir, mostraremos que: si (n < m < p) entonces (n < p), por induccién sobre p.
Caso base: si p=0 entonces la afirmacién se cumple por vacuidad.

Hipotesis inductiva: supongamos que se cumple para p = q.

Paso inductivo: por demostrar que se cumple para p = t(q).

m < psiy sélosi m<t(q)y, por (L), m < q. Luego, hay dos casos:

a) m = ¢, en cuyo caso, si (n < m = q) entonces (n < q), por lo que® (n < q)y, por (L),
(n <t(q))-

1Véase [E1] Secc. 4 Cap. 1




12 CAPITULO 2. LENGUAJES DE SEGUNDO ORDEN.

b) Si (m < q) entonces (n < m < q). Luego, por la Hipdtesis inductiva (n < q), por lo que™
(n <q)y, por (L), (n <t(q)).

(x) En general (P — (P V @)) es universalmente valida, luego (n < ¢ — (n < ¢V n = q))
también lo es.

Ahora, veamos en que h preserva a la relacién <, esto es, n < m si y sélo si h(n) <% h(m).
Afirmacién 2. Hay p € N tal que p # 0 yn+ p = m siy sélo si hay z € A tal que z # e y
h(n) +2 z = h(m)

(<) Sea p = h™'(z) entonces n + h~'(2) = h7'(h(n) +* h(h71(2))) = R (h(n) +* 2) =
h=H(h(m)) =m

(=) Sea z = h(p) entonces h(n) +% h(p) = h(n + p) = h(m)

Como el Teorema de Recursién nos asegura que + = + entonces n < m si y s6lo si n < m si
y sblo si, por la afirmacién 2, h(n) < h(m). Obteniendo asf el isomorfismo entre 91 y 2 ]

Cuando encontramos un enunciado tal que todos sus modelos son isomorfos, diremos que el
enunciado en cuestion es categorico. Luego entonces:

Corolario 1. El enunciado en sequndo orden que resulta de la conjuncion de los tres enunciados
de Peano: Sy A\ Sy A\ S% es categdrico.

Corolario 2. El enunciado en sequndo orden que resulta de la conjuncion de los enunciados de
A% es categdrico.

Ejemplo 3. Si p es una féormula en la que la variable de predicado X™ no aparece libre, entonces
la formula:

AX™vy .. Y, [X™(v1,...,v,) < @] es universalmente vélida.

Es posible que en ¢ haya mas variables libres, ademaés de vy, ..., v,. Esta nueva férmula nos
dice intuitivamente que hay una relaciéon que consiste exactamente en las n-adas que satisfacen .
Las férmulas de este tipo se conocen como formulas de comprehension relacionales. Un ejemplo
sencillo de una féormula de comprehensién relacional unaria es:

AX W, (X (v1) < @(v1,v9,v3).)

También existen las formulas de comprehension funcionales, que son andlogas. Si ¢ es una
formula en la que la variable F™ no aparece libre, entonces

YVor .. Yo, 3 v 0 — FE™r L Yoy (F™0q, ..., 0, = Vg1 <> 1) es universalmente vélida.

Aqui ¢ puede tener variables, de predicado y de funcién. Donde “ 3! v,,1% 7 es una abreviacion
de la férmula: Jv,41(Vo(¢(v) < v = v,41)).
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Ejemplo 4. En el campo ordenado de los niimeros reales, el axioma del supremo (que afirma
que todo conjunto no vacio, acotado superiormente, tiene minima cota superior), se puede traducir
al siguiente enunciado de segundo orden de tipo p = {R.}:

AS? VX [FyVz (Xz — (Rozy V iz =y)) Az Xz
— JyYVw (Vz (Xz — (Rezw V z =w)) < (Reyw Vy = w))]

Que X sea un conjunto no vacio y esté acotado superiormente, lo expresa: Jyvz (Xz —
(Rezy V z = y)) AJz Xz; que y sea cota superior, lo expresa: JyVw ( (Rcyw Vy = w))
— Vz (Xz = (Rczw V z = w)); y que y sea la minima cota superior, lo expresa: JyVw (Vz
(Xz = (Rczw V z =w)) — (Reyw Vy = w))

Ahora bien, para el siguiente ejemplo introduciremos algunos conceptos. Para un conjunto de
enunciados 3, Mod ¥ denotard la clase de todos los modelos de . En particular Mod {7} sera la
clase de todos los modelos del enunciado 7 y lo denotaremos Mod .

Sea K una clase de estructuras para un lenguaje de segundo orden.

Definicién 8. K es una clase elemental (abreviaremos EC') si y sdlo si para algin enunciado T
sucede que K = Modrt

Definicién 9. K es una clase elemental en sentido amplio (abreviaremos ECA) siy solo si para
algin conjunto de enunciados Y sucede que K = Mod:.

Ejemplo 5. Para toda n > 2 tenemos un enunciado de primer orden A, que es la traduccion de
“Hay al menos n objetos”.

A 321 ... 32, (/\fBz # ;)

i#]

Por ejemplo: )\31 Elxlﬂxgﬂxg (1'1 7£ i) A T 7é T3 VAN i) 7é 273).

La clase de los modelos del conjunto {Ag, A3, ...} es una clase EC'A, compuesta por todas las
estructuras infinitas. Hay un enunciado de segundo orden cuyo significado es el mismo que el de
la conjuncién de todas las \; para i € {2,3,...}, a saber:

Aoo = X VuVoVw ((Xuv A Xow)— Xuw) AVu—Xuu A VuTvXuv |

De esta manera, un conjunto es infinito si y solo si existe un orden estricto sobre €él, que no
tiene ultimo elemento. En otras palabras, un conjunto es infinito si y solo si hay una relacion
antirrefleziva, transitiva y sin ultimo elemento sobre el conjunto cuyo dominio es todo el conjunto.

Otro enunciado que define (usando una variable de funcién) la clase de las estructuras infinitas
es:

AF VaVy (Fx = Fy — x = y) AJ2VwFw # z |
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el cual afirma que hay una funcién inyectiva que no es suprayectiva.

Uno de los teoremas més importantes en Teoria de Modelos es el teorema de compacidad para
la l6gica de primer orden, el cual asegura la existencia de un modelo, para cualquier conjunto
infinito de enunciados cuyos subconjuntos finitos tengan un modelo. Con él, podemos asegurar la
existencia de modelos que satisfacen a los mismos enunciados, pero que no son isomorfos (modelos
no estdndar). El siguiente teorema afirma que, el teorema de compacidad no es cierto en légica
de segundo orden, en el fondo, la demostracién se debe a que en lenguajes de segundo orden es
posible expresar “ser un conjunto infinito”, mientras que en lenguajes de primer orden, no.

Teorema 3. Existe un conjunto de enunciados en lenguaje de sequndo orden tal que todos sus
subconjuntos finitos son satisfacibles y €l no es satisfacible.

Demostracion. Utilizando la notacién del ejemplo 5, el conjunto es:
Y={"A, Ao, A3,... }.

Ya que, si tomamos Yy C ¥ finito tiene modelo, pues =\, dice que el conjunto no es infinito y las
A; dicen que por lo menos hay 7 elementos. Luego, si ¥ es finito, podemos encontrar un modelo
de él. Pero ¥ no tiene modelo, pues de ser posible la existencia de tal modelo, =\, seria falso
aht. O

Definicién 10. Una relacion R (de consecuencia o de deducibilidad) de un lenguage es de cardcter
finito st y solo si siempre que > R T, se tiene que existe un subconjunto finito g de X tal que

E()RT.

Definicién 11. La logica de un lenguaje es compacta st y solo si siempre que todo subconjunto
finito de un conjunto de enunciados de este lenguaje tenga un modelo, se tiene que el conjunto
también tiene un modelo.

Para verificar el siguiente teorema mostraremos primero que:
Lema 1. Para un enunciado 7, ¥ =7 si y solo si XU {—7} no tiene modelo.

Demostracion. De la definicién de consecuencia légica, tenemos que: ¥ [~ 7 es equivalente a que
exista un modelo 2 tal que para todo « € ¥ se tiene que =g o v o T que, a la vez, es equivalente
a que exista un modelo 2 tal que para todo a € 3 se tiene que =g o y o —7 siy sélo si XU
{—7} tiene modelo. O

Teorema 4. FEs equivalente que la logica de un lenguaje sea compacta a que el cardcter de su
relacion de consecuencia sea finito.

Demostracion. Sea £ un lenguaje, supongamos que el caracter de su relacién de consecuencia es
finito y que I' es un conjunto de enunciados que no tiene modelo. Sea v € I', y notemos que I' =
'\ {7}) U{r}. SiT U {y} | —, luego, por hipdtesis, hay un I'y C I" U {7} finito tal que Iy
= —. Pero I’y U {7} es finito y I’y U {7} C T, entonces (por monotonia) I'y U {7} = —. Por otro
lado, 'y U {7} E 7. Luego, T'o U {7} = (=y A~) y entonces I'y U {7} es finito y no tiene modelo.
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Supongamos que la légica de un lenguaje .Z es compacta y que no hay Xy finito, 3y C X tal
que Yy = 7. Por lo tanto, para todo ¥ finito, si ¥y C 3 se tiene que Xy [~ 7. Luego, por el lema
1, 3o U {—7} tiene modelo. Esto es cierto para todo ¥ finito y, como ¥g U {—=7} C X U{=7}, por
hipdtesis ¥ U {—7} tiene modelo y esto equivale a que 3 j& 7 O

Asi, lo que dicen estas definiciones es que en la logica de un lenguaje cumple el teorema de
compacidad.

Teorema 5. La l6gica de seqgundo orden mo es compacta.

Demostracion. En el Teorema 3, se construyé un conjunto de enunciados en el que todos sus
subconjuntos finitos tienen modelo, pero el conjunto no tiene un modelo, por lo que la légica de
segundo orden no es compacta. O]

Corolario 3. La relacion de consecuencia del lenguaje de sequndo orden mo es de cardcter finito.

2.2. Cardinales caracterizables en segundo orden.

Por lenguaje de segundo orden de la igualdad .£2, nos referiremos al lenguaje de segundo orden
que tiene a = como simbolo l6gico y V como tnico parametro. Aqui, hay que recordar que en el
lenguaje tanto de primer como de segundo orden, definimos al simbolo existencial 4 como una
abreviacion de —V—. Asi tenemos que una férmula que tenga 3 como abreviatura de —V—, donde
V es el tnico parametro, también sera del lenguaje de la igualdad.

Definicién 12. El espectro de un enunciado o del £ es la clase de los cardinales de sus modelos.
Notacion: esp(o).

Una estructura del .#2 puede concebirse simplemente como un conjunto no vacio. En particular
una estructura asi estd determinada (salvo isomorfismo) por su cardinalidad. Si ¢ es un enunciado
universalmente vélido del £, esp(c) es la clase de todos los niimeros cardinales distintos de cero.
Si o no es satisfacible, esp(o) = 0. El espectro de —o es el complemento (relativo a la clase de
todos los nimeros cardinales) del espectro de o. El espectro de la conjuncién y disyuncién de
enunciados es la interseccién y la unién de espectros respectivamente. Asi, un enunciado en %2
estda determinado, salvo equivalencia logica, por su espectro.

Ejemplo. Si expresamos a Si, Sy y S% de la siguiente manera:
S%: Vo w # Fyu,
S2: Vo Vy (Fsx = Foy — x=y),

SE: VX [(XwAVy (Xy — XFyy)) — YwXw).
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Entonces el enunciado o : 3F, Jw (S A S3 A S%) es un enunciado de .22, y esp(c) = { |N| }

= {No}

Definicién 13. Sea k un numero cardinal, decimos que K es caracterizable en sequndo orden
si y sélo si hay un enunciado del £? que es verdadero en cualquier estructura de cardinalidad K
y solo en ésas. Notacidn: C20 (k) abrevia: el nimero cardinal k es Caracterizable en 2% Orden.

Teorema 6. Sea k un numero cardinal. Hay un o enunciado del lenguaje de sequndo orden tal
que esp(o) = {k} si y sdlo si C20(k)

Demostracion. Es inmediato de las definiciones. O
Teorema 7. La coleccion # = { k | C20(k) } es un conjunto y ademds || = Ry.

Demostracion. En general el conjunto de enunciados de un lenguaje es a lo mas numerable y por
la definicién de C20(k), para cada cardinal k € J# necesitamos un enunciado diferente que lo
caracterice. N

2.2.1. Numerabilidad

Podemos caracterizar el orden de los nimeros naturales (sin utilizar a la operacién sucesor), co-
mo un orden lineal sin elemento méaximo con respecto al cual todo conjunto acotado superiormente
es finito.

Definicién 14. Un conjunto es numerable si y solo si es biyectable con el conjunto de los niimeros
naturales.

Definiciones alternativas a la anterior son:

Definicién 15. Un conjunto es numerable si y solo si puede ordenarse con un orden isomorfo al
de los nimeros naturales

Definicién 16. Un conjunto es numerable si y solo si hay un orden lineal en €él, sin elemento
mdximo con respecto al cual todo conjunto acotado superiormente es finito.

En el lenguaje de segundo orden podemos expresar que un conjunto sea numerable. Para esto,
primero veamos cémo decir “ser un orden lineal estricto”. Abreviaremos con ORD(X?) a la férmula
expresada en el lenguaje de segundo orden que dice X2 es un orden lineal estricto.

ORD(X): Vxg ~Xxoxg A V1 Vo Vg (Xziwe N Xxoxs — X1923)
ANVzy Vs (x4 = x5 V X2y, 15 V XT524).

Abreviaremos con FIN(Y) a la férmula en el lenguaje de segundo orden que expresa que toda
relacion antirreflexiva y transitiva en Y posee un elemento maximal en Y.

F]N(Y) . VX2 [ vxo(Yl‘o — ﬁ)(2113'[)$0)
A Va:l va Vl’g ((Y;Ul N YSL’Q A\ YIg) — (X2.1311’2 VAN XQLCQQ?g — X2131l’3))]

— Jxy (Yay ANVas (Yos — - X2x425))
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De esta manera, el enunciado NUM que expresa la numerabilidad es el siguiente.
NUM: 3X? (ORD(X?*)A Va,3xy X2z 129 AVY ((F23Vay(Yay — X2x423)) — FIN(Y)))
Este enunciado es verdadero en una estructura si y s6lo si su universo es numerable. Luego,
hemos visto que:

Teorema 8. FEl numero cardinal Xy es caracterizable en sequndo orden.

Un conjunto totalmente ordenado y sin extremos, lo podemos pensar como una hilera de puntos,
que no tiene principio, ni fin. Cuando entre cada dos puntos de un conjunto totalmente ordenado,
hay un punto intermedio en el conjunto, decimos que el conjunto es denso. Un conjunto es separable
si y sélo si existe un subconjunto numerable y denso en él. Diremos que un conjunto A es completo
si y s6lo si el axioma del supremo (AS?) es verdadero en la estructura (A, <). El teorema que viene
a continuacién, es un resultado cldsico de Teorfa de Conjuntos y omitiremos su demostracién?.

Teorema 9. Todo conjunto totalmente ordenado, denso, sin extremos, completo y separable es
isomorfo a (R, <).

Este teorema nos servird para caracterizar al cardinal del continuo, que es 2%°.
Teorema 10. El nimero cardinal 2% es caracterizable en sequndo orden.

Demostracion. En términos de la Teoria de Modelos, el teorema 9 nos dice que todo modelo de
los siguientes enunciados del lenguaje de segundo orden, es isomorfo a (R, <)

CT} : Vo —=R_xx (enunciado de antirreflexividad),
CT? :Vx Vy Vz (Rexy A Reyz — R.xz) (enunciado de transitividad),
CT} :Vx ¥y (Rexy Vo =y V Royz) (enunciado de tricotomia),
DEN? :Vx Vy (Rery — 32 (Rexz A Rozy)) (enunciado de densidad),

SE? : Vo (Jy Rexy A 3z R.zw) (enunciado que expresa que no hay extremo izquierdo ni
derecho),

Que el conjunto universo sea completo quiere decir que en el modelo es verdadero el axioma del
supremo, (expresado en lenguaje de segundo orden).

AS? VX [JyVz (Xz — (Rozy V iz =y)) Az Xz
— JYWVw (Vz (Xz — (Rezw V z =w)) < (Reyw Vy = w))]
SEP? :ADINUM (D) AVxVre(Rox1v9 — Jw3(Drz A Rexizz A Rox31s)]

(enunciado de separabilidad), donde NUM (D) es:

2Véase [H-J].
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NUM(D) : 3X?[OTp(X?) AVzy(Dzy — Fx9(Dyy A X21179))
/\VY(HZL‘g(DZEg VAN VI’4(DZL‘4 N Yl‘4 g X2£E4I3))) - FIND(Y)]

(enunciado que expresa que D es un subconjunto numerable, esto es, existe un orden total en
D, sin elemento méximo, respecto al cual todo conjunto acotado superiormente en D, es finito?),
donde OTp(X?) y FINp(Y) son:

OTD(X2) . vxo(D.To — _|X2£E0.T0)
AV$1V$QV$3[(D$1 VAN DZL‘Z A Dl‘g VAN X2$1£L'2 A X2$2ZE3) — Xzflfll'g]

/\\V/ZL'4\V/175[(DZE4 VAN DIL‘5) i (l’4 = Ty V X21'4ZL‘5 V X25E5174)]
(enunciado que expresa que X? es un orden total en D),

FINp(Y) : VR{Vxo(Dx, AN Yo — 7 Rroxg)
AV 1VaoVars3[Dxy A Dxg A Dxs NYxy AYxo ANYxs — (Rrixe A Rraxs — Rryxs)|}

— x4 ((Dxgy AN Yy AVT5(Ds ANYxs) — “Rayws)))
(enunciado que expresa que toda relacion antirreflexiva y transitiva en D tiene un elemento maximal
enY).

Asi el enunciado
Oy @ AR [CTEANCTZ NCTE NDEN?* A SE* N AS? N SEP?]
es un enunciado del .Z2, que es verdadero en una estructura si y sélo si su cardinalidad es 2%. [

Dado I" un conjunto de enunciados del lenguaje de primer orden que tenga modelos infinitos, el
teorema descendente de Lowenheim-Skolem (1920), nos asegura la existencia de un modelo nume-
rable de T. Este teorema marcé una nueva fase en la l6gica matematica. Con él, podemos mostrar
la existencia de estructuras numerables donde sea verdadero el enunciado: “hay una cantidad no
numerable de objetos”, lo cual es suficientemente desconcertante como para que se le llame “la
paradoja de Skolem”. Aqui no hay contradiccién, pues lo que es cierto en la estructura es que
no hay elemento que satisfaga la definicién formal de ser una funcién biyectiva de los niimeros
naturales en el universo. Pero esto de ninguna manera excluye la posibilidad de que haya, fuera
de la estructura, una auténtica funcién que nos dé esa correspondencia uno a uno. El siguiente
corolario del teorema anterior, afirma que en légica de segundo orden, el teorema descendente de
Lowenheim-Skolem falla.

Corolario 4. El teorema descendente de Lowenheim-Skolem falla en logica de sequndo orden.

Demostracion. Tome el conjunto {oyx, }. Como 2% es un nimero cardinal caracterizable en segundo
orden, hay un enunciado del .£2 que es verdadero en cualquier estructura de cardinalidad 2%, y
s6lo en esas. Por lo que, en segundo orden, no hay modelo numerable del enunciado ooy, . O

3Este enunciado implica que D es numerable, aunque no todo D numerable cumple este enunciado. De hecho
este enunciado expresa que D con ese orden, es un orden isomorfo al de los nimeros naturales.
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Definicién 17. (A, r) es un conjunto bien ordenado (COBQO) siy sdlo si v es antirrefleziva en A,
r es transitiva en A y para todo X C A, si X # () entonces hay y € X tal que para todo z € X :
(y,2) €r oy = z; tal y se llama r-minimo de X.

Ahora bien, para caracterizar el cardinal N; utilizaremos el siguiente teorema, el cual no de-
mostraremos aqui, pero el lector que este interesado puede ver la prueba en [A-C-M] pég.51.

Teorema 11. (Teorema de Enumeracion)

Todo buen orden es isomorfo a un unico ordinal. Es decir, si (A,r) es un COBO entonces
existe un unico ordinal o tal que (A, r) = (a, €).

Definicién 18. Sea (A, r) un COBO. El tipo de orden de (A, r), denotado T((A,r)) o simplemente
7(A), se define como el tinico ordinal « tal que (A, r) = («, €) .

Teorema 12. w; se caracteriza por ser el ordinal infinito, no numerable y que se puede bien
ordenar de tal forma que cualquier subconjunto acotado sea contable (finito o numerable).

Demostracion. Considere un conjunto A infinito, no numerable y que (A,r) sea un buen orden
como el de la hipétesis. Considere su tipo de orden (o, €) = (A, r). Como w; es el minimo ordinal
no numerable, a es un ordinal tal que w; < a. Mostremos que w; £ a. Supongamos que w; < «,
luego, w; C «a, por lo que w; seria contable, lo cual es una contradiccion. Por tanto w; = «

O
Teorema 13. El numero cardinal Ny es caracterizable en sequndo orden.

Demostracion. Ya vimos que en el lenguaje de segundo orden podemos expresar que un conjunto
sea infinito y que sea numerable. Cuantificar sobre todos los subconjuntos, del universo de inter-
pretacion, que cumplan la propiedad de ser infinitos y decir que un conjunto esté bien ordenado
son también expresables en el lenguaje de segundo orden. Luego, el enunciado oy, en el lenguaje de
segundo orden que resulta de decir: el universo es infinito y no numerable y se puede bien ordenar
de tal forma que cualquier subconjunto acotado sea contable, serd verdadero en una estructura si y
sélo si, por el teorema 12, su universo tiene cardinalidad N;. O

Definicién 19. Un conjunto ¥ de formulas es decidible si y sélo si hay un procedimiento efectivo
tal que para cualquier féormula o del lenguage, el procedimiento decide que o € 2 0 bien que o ¢ ..

Teorema 14. El conjunto de los enunciados universalmente vdlidos del lenguaje de sequndo orden
no es decidible.

Demostracion. Tenemos dos enunciados ogyx,, on, que caracterizan al cardinal del continuo y al
minimo cardinal no numerable, respectivamente. Luego, el enunciado: (g%, <> oy, ) es universal-
mente valido si y sélo si la Hipdtesis del Continuo (H.C'.) es verdadera. Sabemos que en la teoria
axiomatica de conjuntos de Zerfemelo Fraenkel con axioma de eleccion ZFE hay enunciados no
decidibles, como por ejemplo la H.C'.. Asi, concluimos que hay enunciados de la légica de segundo
orden para los cuales no es decidible si son universalmente validos o no. O]
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2.3. Aritmetizacion del lenguaje de segundo orden.

Intuitivamente, una aritmetizacion o Godelizacion para un lenguaje es una funcién inyectiva
que asigna nimeros naturales a los simbolos de dicho lenguaje, de esta manera podemos asignarle
numeros a expresiones y a conjuntos de expresiones (nos interesaran sobre todo las deducciones).
Este enfoque nos permitira introducir el concepto de relacion definible en 1. Los resultados pilares
de esta seccion son la imposibilidad de decidir si dado un numero, este es la Godelizacién de
un enunciado universalmente valido en el lenguaje de segundo orden o no lo es; siendo también
imposible dar una numeracion en algin orden de las Godelizaciones de enunciados universalmente
validas en lenguaje de segundo orden.

A menos que especifiquemos lo contrario, por lenguaje de sequndo orden nos referiremos al
lenguaje que introducimos en la seccion 1 del capitulo 2. Por lenguaje de sequndo orden de la
aritmética nos referimos al lenguaje de segundo orden, cuyo conjunto de parametros no légicos es
{0,s,<,+, %, E'}.

Definicién 20. Una funcion h es una Godelizacion para el lenguaje de sequndo orden de la
aritmética si y solo si h es una funcion inyectiva que va del conjunto de los simbolos logicos y
parametros del lenguaje de sequndo orden en N.

Sea h una Godelizacion para el lenguaje de segundo orden de la aritmética. Dada una expresién
del lenguaje de segundo orden € = uguy...u,, definimos su nimero de Gadel, e, como sigue:
Hlugur..un) = (h(uo), h(wr), ..., h(uy)) = 20O+ 4 3h)+1 4 phlm) “qonde P, es el n+ 1—ésimo
nimero primo.

Definicién 21. Sin € N,  denota al término ss...s0 donde s es el simbolo para sucesor y aparece
n veces, a n se le llama el numeral de n. Obsérvese que m es un término de un lenguaje que tenga
0y s en su tipo.

Definicién 22. Sea T cualquier teoria en un lenguaje con 0 y s. Decimos que una relacion R es
representable en T si y solo si hay una formula ¢ tal que para toda aq, ..., a,, en N:

si (ai,...,a, )€ R entonces o(ay,...,a,) € T; y
si (ay,...,an )¢ R entonces —p(ay, ...,a,) € T.

Definicién 23. Una formula o(vy, ..., U, Ums1) representa funcionalmente a una funcion f : N™
— N en la estructura N si y solo si para toda ay, . ..a, €N,

En Yomi1 (¢ (@1, Gmy Ums1) < Umer = flag, ... am))

Intuitivamente, lo que nos dice una féormula ¢ que represente funcionalmente a f, es: “yo me
comporto como la funcion f7.

Lema 2. (Lema semdntico del punto fijo, para la légica de segundo orden.)
Dada una formula B del lenguaje de sequndo orden, en la que solo vy aparece libre, se puede
encontrar un enunciado o tal que: Eq o — [B(f0)].

Demostracion. Intuitivamente, lo que dice o es: “f3 es verdadera respecto a mi”.
Supongamos que 0(vy, vy, v3) representa funcionalmente a una funcién
f:N? — N en la estructura M, tal que f(fa, n) = 4§ (a(n)), donde « es una férmula?.

4Esta suposicién es un hecho. La demostracién de que tal funcién es representable funcionalmente estd en [E1]
pags. 325-334.
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Consideremos la férmula: 7, (v1) : Yoz (0 (v1,v1,v3) — ((v3)) (podemos suponer que vs es sustitui-
ble por vy en 3), 7, (v1) sélo tiene a vy libre y define al conjunto A, = {n € N| |En 7 (v1)5(01n)) }
en la estructura M, donde fa € A, si y sélo si fo(fa) estd en el conjunto definido por 3, es decir
fa(ta) € {n € N[ = 5(0)}.

Sea q = fm,(v1) y sea o Nvz (0 (q,q,v3) — B(v3)). Notese que o es m,(q) y nos asegura bajo la
estructura M, que fo estd en el conjunto definido por 3, es decir, o € {n € N| Ex 5(7)}.

Ahora procedemos a verificar: o [0 < B(80)].

(—) Supongamos que =5 0. Como 6 representa funcionalmente a una funcién f cuyo valor en
(q,q) es fo, por definicién, =n Yvs (0 (¢,q,vs3) < vs = f(q,q)), pero como f(q,q) = fo, esto
tiltimo es equivalente a: =, Yus (0 (¢, G, v3) < vs = f§0)...(1). Si en o particularizamos v3 = fo,

entonces tenemos que {0} = 0(3,7,90) — B(10) y como Fx (v3 = §0)[s(us)to)), de (1) obtenemos

=m 0(q, G, §0). Por tanto, = ﬂ(ﬂa) Luego entonces =q [0 — B(ﬁa)]

(«) Hay que mostrar que = [3(fo) — 0], es decir que o [B(f0) — (Vu30(3, G, vs) — B(v v3))].
Supongamos que o ﬁ(ha) Sea n € N tal que = 0(g, g, 7). Por (1), tenemos que |=n (72 = o) ..
(2). Pero (7 = 40) — (B(1c) — B(n)) es una verdad légica, luego = (7 = o) — (B(fc o) = f ))
Por (2), tenemos entonces que =g (3(fo) — (7)) y por hipétesis tenfamos que F=n 3(f0), luego
o G(7). Asi pues, para todo n € N tenemos que = [0(7,q,7) — ()], de donde

o Yus(0(q, G, v3) — ((vs)). Finalmente tenemos = [#(f0) — 0]

AQ

]

Definicién 24. Consideremos una estructura 2 y una formula del lenguaje de sequndo orden ¢
cuyas variables libres se encuentran entre vy,..., v, entonces podemos construir la relacion de
aridad k definida en 2 por ¢: {{a1,...,ar) : Fo Qlar,.an] }-

Se dice que una relacion de aridad k sobre || es definible en 2 si y sdlo si existe una formula
(cuyas variables libres se encuentran entre vy, ..., v,, con k < n) que la define ahi.

En 1933, Tarski demostré que el conjunto de los nimeros de Godel de los enunciados del
lenguaje de primer orden verdaderos en 9 no es definible en 9. Veamos este resultado para logica
de segundo orden.

Notacion: #(U.V.2) es el conjunto de los ntiimeros de Godel de los enunciados universalmente
validos de segundo orden.

Notacion: $T2(N) es el conjunto de los nimeros de Godel de los enunciados del lenguaje de
segundo orden verdaderos en .

Teorema 15. (Teorema de indefinibilidad de Tarski)

El conjunto §T%*(N) no es definible en N.

Demostracién. Considere (3 la férmula de segundo orden que piense que podria definir a #72(MN).
Por el lema del punto fijo para la 16gica de segundo orden aplicado a =3 tenemos un enunciado o
tal que: o o —B(F0)].

Si 3 define a $72(N) entonces intuitivamente, lo que dice o es: “soy falsa en N”.

Entonces por definicién de verdad de Tarski:

o 0 siy sdlo si em B(H0)

de modo que o bien o es verdadera en DN pero su fo ¢ {n € N| =9 G(7)} o bien o es falsa en Ny
to € {n € N| o f(n)}. Cualquiera de los dos casos demuestra que 3 no puede definir a $72(N)
O
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Teorema 16. £(U.V.2) no es definible en M mediante una férmula de seqgundo orden.
Demostracién. Sea « la conjuncién de los elementos de A%. Por el Teorema 2, todo modelo de a
es isomorfo a 91. De modo que, para todo enunciado o,

o € T*(M) siy solo si® {a} | o siysélosi (a — o) es universalmente vélida.

Por lo tanto, #(U.V.?) no es definible, pues de otro modo #7%(9) tendria que serlo.

(x)(=) Sea 2L un modelo de «, por el Teorema 2, A = M y un isomorfismo entre estructuras
preserva la verdad entre ellas, luego =y 0.
(<) Todo modelo de « es isomorfo a N luego f=n o

O

Definicién 25. Se dice que una relacion en N es aritmética sty solo si es definible en la estructura

N
Corolario 5. §T%(M) no es aritmético.
Corolario 6. 4(U.V.2) no es aritmético.

Definicién 26. Una teoria T se llama axiomatizable si y solo si hay un conjunto decidible 3 de
enunciados del lenguaje de T, tal que los enunciados que son consecuencias logicas de ¥ coinciden
con los enunciados de T. Es decir, tal que Cn(¥X) =T. A los enunciados de ¥ se les llama aziomas
propios de T. Dicho de otro modo, T es axiomatizable si y solo si hay un conjunto decidible de
enunciados X tal que T = { p|¢ es enunciado y ¥ = ¢ }.

Definicién 27. Una teoria T se llama finitamente axiomatizable si y solo si T es axiomatizable y
el conjunto de ariomas propios ¥, es finito. En este caso, T = Cn(p), donde ¢ es la formula que
resulta de la conjuncion de los axiomas propios de T.

Definicién 28. Una teoria T es consistente si y solo si no hay formula ¢ tal que p € T y—p € T.

Definiciéon 29. Una relacion R sobre nimeros naturales es recursiva si y solo si R es representable
en una teoria consistente finitamente axiomatizable (en un lenguaje con 0y s).

El siguiente teorema se debe a Enderton®, y no lo probaremos aqui.
Teorema 17. Si R es recursiva entonces R es representable en Cn(A%).

Que una relacién R sea representable en Cn(A%) implica, por definicién, que R es recursiva.
Pero el teorema anterior afirma que, si R es representable en cualquier teoria consistente finitamente
axiomatizable (en un lenguaje con 0 y s), entonces es representable en Cn(A%).

Teorema 18. Si R es representable en Cn(A%) entonces R es definible en M.

Demostracién. Sea (ay, ..., a,) € N". Luego, si (ay, ..., a,) € R, entonces A% = o(ay, ..., a,), y como
M es modelo de A%, = p(ar, ..., @y, ). Por otro lado, si (a4, .., a,) ¢ R, entonces A% | —p(ay, ..., a,),
por lo que En o(ary, ..., ay). Asi, podemos concluir que R = {(ay,...,a,) € N" | |Eo p(aq, ..., @)},
esto es, que R sea definible en 1.

]

SVéase [E1], pag. 334.
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Corolario 7. St R es recursiva entonces R es definible en N.
Corolario 8. £(U.V.2) no es recursivo.

Demostracién. Del corolario 7, tenemos que si §(U.V.?) no es definible en N, entonces #(U.V.?) no
es recursiva. Y el teorema 16 afirma que (U.V.%) no es definible en M.
[l

Definicién 30. Decimos que una relacion R es recursivamente numerable si y solo si R es de la
forma:

{a | 3b(@,b) € Q } con Q recursiva. (Donde @ abrevia a la m-ada ordenada {(ay, ..., an) )
Teorema 19. St R es una relacion recursivamente numerable entonces R es definible en .

Demostracion. Si R es una relacién m — aria recursivamente numerable, entonces es de la forma
{a | (@, b) € Q } con Q recursiva. Luego, por el corolario 7 aplicado a @, tenemos que Q) es
definible en N, digamos por la férmula p(vy, ..., vy, v). Asi, la férmula Jvp(vy, ..., v, v) define a la
relacién { @ | 3b(a,b) € Q }. Por lo tanto R es definible en M.

]

Corolario 9. 4(U.V.%) no es recursivamente numerable.

Demostracion. Del teorema 19, tenemos que si §(U.V.2) no es definible en 9, entonces f(U.V.2) no
es recursivamente numerable. Y el teorema 16 afirma que si £(U.V.?) no es definible en N.
O

Definicién 31. Un lenguaje £ es razonable si y solo si se puede dar una numeracion del conjunto
de pardametros y las propiedades de ser predicado n-ario y de ser funcion m-aria son decidibles.

Asi, el Teorema de Numerabilidad (que afirma que en un lenguaje razonable, el conjunto de
los enunciados universalmente validos de primer orden es recursivamente numerable), falla para
la l6gica de segundo orden.

Aqui sale a relucir una discusién importante en logica, pues la nocién in formal de decidibili-
dad que introdujimos en la definicién 19, sélo nos sirve para demostrar que ciertas relaciones son
decidibles, pero no es adecuada para mostrar indecidibilidad. La siguiente afirmacién es conocida
como la Tesis de Church y no es un enunciado matematico susceptible de prueba o refutacion, mas
bien se trata de una postura matemadtica que propone que la manera mas adecuada de formalizar
la nocién informal de decidible es mediante la nocién matemaética de recursiva.

Tesis de Church: Una relacion es decidible si y solo si es recursiva.

Definicién 32. Un conjunto de formulas 3 es efectivamente numerable si y solo si es numerable
y ademas hay un procedimiento efectivo para dar una numeracion suya. Equivalentemente, si hay
una funcion efectivamente calculable f tal que ¥ = {f(0), f(1), f(2),...}.

El siguiente enunciado es equivalente a la tesis de Church.

Tesis de Church segunda version: Una relacion es efectivamente numerable si y solo si
es recursivamente numerable

Aceptando la Tesis de Church podemos concluir que:
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Teorema 20. £(U.V.2) no es decidible.
Teorema 21. §(U.V.%) no es efectivamente numerable.

El lector notard que en esencia lo que nos dice el teorema 20 coincide con el contenido del teore-
ma 14, la diferencia es que en la demostracion del teorema 14 dimos explicitamente un enunciado
indecidible, en cambio el teorema 20 es resultado de suponer una afirmacion extra-matemdtica, que
no es susceptible de prueba o refutacién formal.

2.4. Deducibilidad.

La relacién de consecuencia de un lenguaje no es en absoluto constructiva. Esto es, no sugiere
un camino para determinar si un enunciado es consecuencia de un conjunto de enunciados, ni
siquiera para obtener algunas de las consecuencias del conjunto.

Obtenemos consecuencias, deduciendo, encadenando conclusiones obtenidas a partir de pre-
misas, mediante transformaciones formales, de indole sintactica. Sistematizamos los métodos de
deduccién en calculos deductivos. Los calculos contienen reglas de inferencia. Tal vez contengan
también axiomas, pero éstos son prescindibles, en cuanto que un axioma puede considerarse como
la conclusion de una regla sin premisas. Las reglas de inferencia del calculo nos permiten construir
deducciones. Dado un conjunto de enunciados >, una deduccién a partir de ¥ es una sucesién
finita de férmulas, cada una de las cuales o bien pertenece a Y. o bien es obtenida de las anteriores
aplicando alguna regla de inferencia. Si « es la tdltima formula de una deduccién a partir de X2,
decimos que « es deducible a partir de Y en el célculo deductivo en cuestion y se denotara X g a.

Definicién 33. Un cdlculo deductivo S es correcto respecto a la relacion de consecuencia si y solo
si para todo conjunto de enunciados X y para todo enunciado o: ¥ g a implica que ¥ = «

Definicién 34. Un calculo deductivo S es completo respecto a la relacion de consecuencia st y
sélo si para todo conjunto de enunciados ¥ y para todo enunciado a: Y = a implica que X g «

Definicién 35. Un cdlculo deductivo S es correcto respecto a la validez si y solo si para todo
enunciado a: g o implica que = «

Definicién 36. Un cdlculo deductivo S es completo respecto a la validez si y solo si para todo
enunciado o: = o implica que bg o

Teorema 22. No hay cdlculo deductivo que sea correcto y completo con respecto a la relacion de
consecuencia de los lenguajes de sequndo orden.

Demostracion. Supongamos que si lo hay. Observemos que por la definicion de deducciéon, tenemos
que toda relacién de deducibilidad es de caracter finito. Luego, por correctud, toda relacién de con-
secuencia es de cardcter finito asf la l6gica de segundo orden es compacta (aqui estamos utilizando
la completud). Pero esto no puede ser, pues la légica de segundo orden no es compacta. O

Teorema 23. Un cdlculo puede ser correcto respecto a la validez sin serlo respecto a la relacion
de consecuencia.

Demostracion. Sea S el calculo deductivo que consta del conjunto de las tautologias en segundo
orden, y que tenga una sola regla de inferencia, a saber: 5((3,)) donde a(Q') es el resultado de
sustituir cualquier predicado atémico () de aridad n de «, por otro predicado ' que tenga la
misma aridad, en cada una de las presencias que tenga @) en .




2.4. DEDUCIBILIDAD. 25

Luego, para todo enunciado a: Fg «a implica que = «. Pero si P y @ son dos predicados
distintos de aridad uno, entonces de acuerdo a la tinica regla de inferencia tenemos que, { P(z)} ¢
Q(z), sin embargo P(z) [~ Q(x). Por lo que, no pueden formar parte de un calculo correcto con
respecto a la consecuencia. O

El siguiente teorema es una consecuencia de uno de los teoremas de Godel, y es para la logica
de primer orden.

Teorema 24. [Godel, 1931] Th((N,+,x)) no es decidible.
Véase [E1].

Cuando afirmemos que sea posible transformar un enunciado « de modo efectivo,en otro enun-
ciado o', queremos decir que, es posible transformar al enunciado «, mediante “un procedimiento
efectivo que termina”, en «/'.

Teorema 25. Si «, es un enunciado del lenguaje de primer orden de tipo p, = {+,*} entonces es
posible transformar o, de modo efectivo, en un enunciado ag del lenguaje de sequndo orden con
tipo ps = {0, S} de modo que: =, . siy solo si FEmg ag

Demostracion. En contraste con lo que ocurre en primer orden, son definibles en segundo orden
las operaciones de suma y producto a partir de la de sucesor. La relacion ternaria R que hay entre
los ntiimeros n,m y k si y sélo si n +m = k, es la menor relacién ternaria Z tal que (1) para todo
numero ¢, Z(i,0,4), y (2) para cualesquiera nimeros 4, j, 7, si Z(i, j,r) entonces Z (i, Sj, Sr). Asi,
si ¢ es la constante cuya interpretacion es el cero:

xr+y = zsiy sélo si VZ((VuZucu A VuvoVw(Zuvw — ZuSvSw)) — Zxyz)

Para el producto tenemos algo analogo, nx m = k si y s6lo si los nimeros n, m y k estan en la
menor relacién ternaria Z tal que:

zxy =z siy solo si VZ((VuZuce A VuVoVw(Zuwvw — ZuSv(“w + u”))) — Zzryz)

es decir sustituyendo “w + u” por la respectiva formula tenemos:
rxy = zsiy sblo si VZ((VuZuce N VuVoVw(Zuvw —
(VZ1((VYuy Zyugcuy A YusVooVws (Ziugvews — ZiusSveSws)) — Ziwuzy) — ZuSvzy)))
— Zxyz)

Por lo tanto la suma y el producto son definibles en términos de cero y sucesor mediante una
formula de segundo orden. De esta manera dada «, € 2})* podemos eliminar las simbolos + y * de
las formulas que las contengan transforméandola de modo efectivo en una féormula ag de segundo
orden con sélo ¢ y S de modo que la verdad de ambas se preserva. Es decir, g, . siy sélo si

Fog Qs ]
Corolario 10. Si Th®Ig es decidible, entonces ThN, es decidible.
Del Teorema 24 y el Corolario 10, se tiene que:

Corolario 11. Th®Ng no es decidible.
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Definicién 37. Una teoria T se llama completa si y sélo si para todo ¢ enunciado del lenguaje
de T, se cumple que p € T o (—p) €T.

Teorema 26. Si 2 es una p-estructura, entonces Th() es una teoria completa.

Demostracion. Sea ¢ un enunciado en el lenguaje cuyo tipo sea p. Supongamos que ¢ ¢ Th(2).
Entonces j£g . Luego, por la definicién de verdad de Tarski, =y (—¢). Por tanto, (—p) € Th(2l).
[

Teorema 27. No hay calculo deductivo correcto y completo respecto a la validez de los enunciados
del lenguaje de sequndo orden.

Demostracion. Lo demostraremos por contradiccién. Para que un célculo pueda ser usado para
obtener verdades logicas, debe ser decidible de manera efectiva el que un enunciado dado se obten-
ga como conclusion de una cierta regla de inferencia a partir de ciertas premisas. De esta manera,
dada aq, ..., a,, una sucesion finita de féormulas, es posible decidir en un numero finito de pasos si
tal sucesion es o no una deduccién segin las reglas de inferencia del calculo. Esto no significa que
haya un método para determinar si una férmula es o no deducible, sélo significa que dada una
supuesta deduccién de una férmula, es posible decidir si es una deduccién o no.

Puesto que sabemos generar las sucesiones finitas de féormulas, y de cada una de éstas, sabemos
decidir si es 0 no una deduccién, podemos borrar, en las deducciones, todas las férmulas menos la
ultima, y asi generar efectivamente todas las formulas deducibles en el calculo.

Ahora bien, sea 3 = S; A Sy A S%. Luego, tenemos que si a es un enunciado del lenguaje cuyos
simbolos son 0 y s, entonces o € Th*Ng si y sélo si {3} E «, siy sélo si = (8 — «). De aqui se
sigue que si hay un cédlculo correcto y completo para la validez entonces Fg (f — «) si y sélo
si a € Th?)tg. Como el teorema 26 no asegura que Th*Ng es completa, también tenemos que
kg (B8 — «) siy sélo si ~a € Th*Ng. Entonces habrfa un método para decidir si o € Th*N; o si
- € Th*N,, y Th*N, serfa decidible, contradiciendo al Corolario 11. n



Capitulo 3

Loégica multivariada

Ahora regresamos a los lenguajes de primer orden, pero con muchos tipos' de variables, que
abarcan diferentes universos. Mas adelante aplicaremos esto al caso en el cual un tipo de variables
es para los elementos de un universo, otro para los subconjuntos de ese universo, otro mas para las
relaciones binarias, y asi sucesivamente. Para més adelante, lograr ver a la seméantica del lenguaje
de segundo orden como una semantica del lenguaje multivariado.

En matematicas a veces decimos cosas no muy formales, como “Usaremos letras griegas para
ordinales, letras mayusculas para conjuntos de enteros,...” En efecto, vamos adoptando varios tipos
de variables o lenguaje multivariado, de modo que cada tipo tiene su propio universo. Como es
de esperarse, no hay cambio drastico respecto al caso del lenguaje de primer orden (o lenguaje
monovariado), donde hay un solo tipo de variable.

Supongamos que tenemos un conjunto I, cuyos elementos se denominan tipos de variables, y
simbolos dados del siguiente modo:

A. Simbolos ldgicos
0. Paréntesis y coma: ( , ), , .
1. Simbolos de conectivo: =, —.
2. Variables para cada tipo ¢, hay variables vi, v, ... de tipo i.

3. Simbolos de igualdad: para algunos ¢ € I puede haber un simbolo =;, que es un simbolo
de igualdad de tipo (i, ).

B. Parametros
0. Simbolos de cuantificador: para cada tipo i, hay un simbolo de cuantificador universal V;.
1. Simbolos de predicado: para cada n > 0y cada n—ada (i1, ...,4,) de tipos, hay un conjunto

(que podria ser vacio) de simbolos de predicado de n argumentos, cada uno de los cuales se dice
que es de tipo (i1, ..., ).

LAqui, con tipo de variable nos estamos refiriendo a un conjunto de variables que son de un mismo estilo. El
lector no debe confundirlo con el concepto de tipo de semejanza, que definimos en la pagina 2.

27
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2. Simbolos de constante: para cada tipo ¢, hay un conjunto (que podria ser vacio) de simbolos
de constante, cada uno de los cuales se dice que es de tipo i.

3. Simbolos de funcién: para cadan > 0y cada (n+1) —ada (i1, ..., in, int1) de tipos, hay un
conjunto (que podria ser vacio) de simbolos de funcién de n argumentos, cada uno de los cuales se
dice que es de tipo (i1, ..., n, lnt1)-

Como se suele hacer, debemos suponer que estas clases de simbolos son disjuntas y ademas que

ningun simbolo es sucesién finita de otros simbolos.

A cada término se le asignara un tnico tipo. Definamos el conjunto de los términos de tipo @
inductivamente, en forma simultanea para todo :
1. Cualquier variable de tipo ¢ o simbolo de constante de tipo i es un término de tipo i.
2. Si ty,...,t, son términos de tipo iy, ..., 7,, respectivamente, y f es un simbolo de funcién de tipo
(i1, ..y i, 1) entonces fti,...,t, es un término de tipo i.

Esta definicion se puede reformular de un modo que resulte mas familiar. El conjunto de los
pares (t,1) tal que ¢ es un término de tipo ¢ se construye (o se genera) a partir del conjunto bésico

{{(viyi|n>1eiel)}J{{c,i) | cessimbolo de constante de tipo i}
por medio de las operaciones que, para un simbolo de funcién de tipo (i1, ..., i,, ), produce el par
(fti---t,,1) a partir de los pares (t1,41),...,(tn, in).
Una férmula atémica es una sucesion (t; =; t3) con t; y to del tipo 7, o bien una sucesién
Pty, ..., t, que consiste en un simbolo de predicado de tipo (iy, ..., i,) y términos ti, ..., t, de tipo

i1, ..., 1,, respectivamente. Las féormulas no atéomicas se forman, entonces, usando los conectivos
—,— vy los cuantificadores V,;v;, de la manera usual.

3.1. Verdad y modelos para la l6gica multivariada

Una estructura multivariada 2 es una funcién sobre el conjunto de los parametros que asigna
a cada uno el tipo de objeto correcto:

1. Al simbolo de cuantificador V;, 2 le asigna un objeto no vacio |2(|; llamado el universo de 2
de tipo i.

2. A cada simbolo de predicado P de tipo (iy, ..., 4,), 2 le asigna una relacién

3. A cada simbolo de constante ¢ de tipo 7, 2 le asigna un objeto ¢* en |2|;.

4. A cada simbolo de funcién f de tipo (iy, ..., ,, ), 2 le asigna una funcién

FR U X x [ A, — A
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3.1.1. Satisfacciéon para la l6gica multivariada

Sean ¢ una férmula del lenguaje multivariado, 2 una estructura multivariada, s : (J,c; Vi —
Uics |1%]; una asignacién de la unién de los conjuntos de variables de tipo ¢ en la unién de los

universos de tipo i, tal que Vi € I, ‘v’vj- € Vi, s(vt) € |U|;. Definiremos que significa que 2
satisfaga a ¢ con s:

J

I. Términos Definimos la extension: 5 : | J,.; Ti — U, [2]i, una funcién de la unién de los
conjuntos T; de todos los términos de tipo ¢, en la unién de los universos de tipo ¢, donde si ¢ es
de tipo ¢, entonces 5(t) € |2];. Nuevamente la idea es que 5(¢) deberd ser un objeto de la unién
de los universos de tipo 4, tal que si t € T;, entonces pertenece al universo |2(|; y que se nombra
mediante el término ¢ € T;. Definimos s por recursiéon, como sigue:

1. Para cada variable x de tipo i, 5(x) = s(x)

2. Para cada sfmbolo de constante ¢ de tipo 4, 5(c) = c*.

3.Sity,...,t, son términos de tipo i1, ..., 1, respectivamente, y f es un simbolo de funcion de n
argumentos de tipo (i1, ..., i,, %), entonces 5(fty,...,t,) = f2(E(t),...,5(t,))

Una vez maés, la existencia de una tnica extension s de s, se sigue del Teorema de Recursién (ver
[E1] Secc. 4 Cap. I), si utilizamos el hecho de que los términos tienen descomposiciones tinicas.

II. Férmulas atomicas

1.1. o (T =i t2)[q) siy s6lo sity y ty son del tipo i y 5(t1) = 5(t2).

1.2.  Para un parametro de predicado P de n argumentos de tipo (i1, ..., i),

o P(ty, ... t,)q siy sélosity, ..., t, son de tipo iy, ..., i, respectivamente, y (5(t1) ..., 5(tn))
e P%,

Como las demas férmulas fueron definidas por induccion, definiremos la satisfaccién por recur-
sién.

2. o ¢ siy s6lo si o ¢
3. Fa (¢ — 1)y siy s6lo si o bien [y ¢, 0 bien =y 1)) 0 ambos.

4. o Vi siy solo si para todo d € |];, tenemos: o @ls(a,|a)]
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Aqui s(x;|d) es una funcién exactamente como s, excepto que en la variable z; de tipo i, toma
el valor d € |2|;. Esto se puede expresar mediante la ecuacién que se defini6 en la seccién 1.2.

Definicién 38. Se dice que dos estructuras 2 y B son elementalmente equivalentes (lo cual se
denota A =B ) si y sdlo si para cualquier enunciado «,

o a siy solo si =m o

En una estructura multivariada, los universos de los distintos tipos pueden o no ser disjuntos,
pero no tenemos simbolos de igualdad entre tipos distintos; cualquier situacién de universos no
disjuntos debe considerarse accidental. En particular, siempre habra una estructura elementalmente
equivalente cuyos universos son disjuntos.

3.2. Reduccion a la légica monovariada

A veces los lenguajes multivariados son convenientes, pero no hay algo escencial que podamos
hacer con ellos que no se pueda hacer sin ellos. Hay una traduccion sintdctica entre férmulas
multivariadas y formulas monovariadas, que nos permite trans formar una estructura multivariada
en una estructura para el lenguaje monovariado “traducido”.

Sea .Z un lenguaje multivariado y consideremos un lenguaje monovariado .Z* que tenga todos
los simbolos de predicado, de constante y de funcion de .£. Ademas, tendra un simbolo de predicado
@; de un argumento para cada ¢ € I.

Traduciremos sintdcticamente cada férmula multivariada ¢ a una férmula monovariada ¢*.
En esta traduccion, todos los simbolos =; se reemplazan por =. El unico otro cambio esta en los
cuantificadores (el simbolo de cuantificador y las variables cuantificadas): reemplazamos

Vit (v;,) por Vo(Qiv — 9" (v))

donde v es una variable elegida de modo que no haya conflicto con las otras variables y 1% es la
traduccién de 1 que se esta definiendo. Entonces decimos que los cuantificadores de tipo i estan
“relativizados” a ();. Las variables libres se dejan sin cambio.

Volviendo a la semantica, podemos transformar una estructura multivariada 20 en una es-
tructura 2A* para el lenguaje monovariado anterior. El universo [2*| es la unioén | J,., |[; de todos
los universos de 2. Le asignamos a @); el conjunto |2|;. La estructura 2* concuerda con 2 en la
interpretacion de todos los simbolos de predicado y de constante. Para cada simbolo de funcién f,
la funcién f* es una extension arbitraria de f*. Desde luego, este tiltimo enunciado no especifica
2 por completo pero los resultados que daremos para 2A* se cumplen para cualquier estructura
obtenida del modo que acabamos de describir.

Observacion 1. La funcion asignacion de la logica multivariada coincide con la funcion asig-
nacion de la l6gica monovariada.

Lema 3. Un enunciado multivariado o es verdadero en 2 si y solo si o* es verdadero en 2A*.

Demostracion. Para probar esto, afirmamos algo mas fuerte acerca de la formulas y asignaciones:

o s siy s6lo si =g Yl

donde s(v’) € |2|;. Probaremos esto por induccién sobre la formacién de férmulas.
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1. Para el caso de las férmulas atémicas: Sean ¢, y ¢ términos del tipo i, = (t1 =; L) Sl y
slo si 5(t1) = S(t2) si y solo si, de la observacion 1, |- (t1 = t2)5) si y s6lo si o (t1 =; t2)]y)-
Como * concuerda con 2 en todos los simbolos de predicado, entonces para un parametro de
predicado n — ario P, de tipo (i1, ...,in), Fo P(t1, ..., tn)[s) sl y s6lo si (5(t1), ..., 5(t,)) € P* = P¥*
si y slo si foe P(tn, ... ty)s) sty s6lo si? e (Pt s tn))fy

2. Hipétesis inductiva: supongamos que si ¢ es férmula multivariada entonces =y ¢[q si y sélo
Si ):91* Sors]

3. Paso inductivo, para la negacién, la implicacién y la cuantificacién universal:

o pg) siy sélo si, por la definicién de verdad de Tarski, [Fo ¢ si y solo si, por la hipdtesis
inductiva, o= ¢f, si y solo si, por la definicion de verdad de Tarski, Fg= =}
s ¥ls)

o (¢ — ¥)[q siy solo si, por la definicion de verdad de Tarski, ~o ¢ 0 bien g g siy
sélo si, por hipétesis inductiva, [~y ©fy O bien =g @ZJ[“S] si y sélo si, por la definicién de verdad de
Tarski, F=ox (¢ — ¥")[g

Para la cuantificacién universal hay que ver: =g V;2;00(;) (5 siy s6lo si =g VO(Qiv — ©*(v))(y

Supongamos que =g Vix;0(x;)js v sea a € QF = |A|;. Luego, o ¢(2:)[s(aijay Si y s6lo si, por
la hipétesis inductiva, [=or ©*(2i)[s(z:]a))- Por lo tanto, e« Yo (Qv — ©*(v)))4

Supongamos que o Yo(Qiv — ¢*(v)) v sea d € |AU|; = QP C |A*|. Luego, Fa- ¢*(v)[s(ulay Si
y s6lo si, por la hipétesis inductiva, Fo ©(v)swja)- Por lo tanto, = Vizio(2;)[
[

Consideraremos ahora la otra direcciéon. Una estructura monovariada no siempre se puede con-
vertir en una estructura multivariada con mas de un tipo de variables. Por lo tanto, impondremos
algunas condiciones. Sea ® el conjunto que consta de los siguientes enunciados monovariados:

1. Jv Q,v, para cada i € I.

2. Yoy Vo, ((Quur A -+ A Qi) — Qifvr---vy,), para cada simbolo de funcién f de tipo
(11, -y in, 1). Incluimos el caso n = 0, en el cual el enunciado anterior se convierte en Q);c para
un simbolo de constante ¢ de tipo 7.

Lema 4. 5i A es un modelo multivariado, entonces A* es modelo monovariado de P.

Demostracion. Sea 2 un modelo multivariado.

1. Sea i € I, como para cada i € I, |A|; # 0 entonces hay a € ||; = Q¥ luego o+ Fv Qyv.

2La traduccién de un predicado es el mismo predicado.
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2. Sea (ay, -+ ,a,) € Ay x -+ x A, = QF %, ..., xQY, f un simbolo de funcién de tipo
(i1, ..y in,1). Si f% es una extensién arbitraria de f2, entonces f(ai,...,a,) € |Al; = Q¥ luego
Far Vo1 - Vo, ((Qavr A+ A Qi vn) — Qifvr---vy)

]

Un modelo monovariado B de ® se puede convertir en un modelo multivariado $B%. La conver-
sion se lleva a cabo del siguiente modo:

1B, = QF;

P® — P3N ( D x - x QPF), donde P es un simbolo de predicado de tipo (iy, ..., %n);

B = fPNQP x - x QP xQP), larestriccién de f® a QP x --- x QF, donde f es un simbolo
de funcién de tipo (iy, ..., in, ).

Lema 5. (a) Si B es un modelo de ®, entonces B es una estructura multivariada. Ademds, (b)
un enunciado o es verdadero en B si y solo si o* es verdadero en B.

Demostracion. (a) Si B es modelo de ®, entonces tenemos la garantia de que para todo i € I,
0 # QP = |B%;. Asi, para todo i € I, ) # |B*|;, es decir tenemos “partido” al universo |Bf| y
ademas los enunciados del inciso 2 del conjunto ® nos aseguran que las funciones “relativizadas”
en B se comportan como funciones multivariadas en B*. Luego, B¥ es multivariada.

(b) Lo probaremos por induccién sobre la formacién de férmulas.

1. Para el caso de las férmulas atémicas: Sean t; y ¢ términos del tipo 7, =g (t1 =; t2)[q siy
slo si 5(t1) = S(t2) siy solo si f=e (t1 = t2)[5) sl y s6lo si f=a (E1 = 12)fy)-
Para un pardmetro de predicado n — ario P, de tipo (i1, ...,%n), et P(t1,...,tn)[s si y s6lo si
(5(t1), ..., 35(tn)) € PPN(QP x -+ x QP) siy s6lo si =g P*(t1, ..., tn)[s, Pues, traducir (con *) al

simbolo de predicado P, no lo modifica.

2. Hipétesis inductiva: supongamos que si ¢ es féormula multivariada, entonces =g [y si y solo
Si ):% 90)['(8].

3. Paso inductivo, para la negacién, la implicacion:

=t s siy s6lo si, por la definicién de verdad de Tarski, [Fe: ¢y si y sélo si, por la hipétesis
inductiva, [~y [ st y sélo si, por la definicién de verdad de Tarski, —py

=t (@ — )[q siy solo si. por la definicién de verdad de Tarski, [Fg: ¢ 0 bien =g 1 si
y solo si, por hipdtesis inductiva, [~ Py O bien o wf‘s] si y sélo si, por definicién de verdad de

Tarski, = (¢* — ¥*)[
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Para el cuantificador universal hay que ver que: =g V;z;0(2;)[q si y sélo si g Yo(Qiv —
©* (V) s]-

Supongamos que = V;20(7;) (g ¥ sea a € QF = |BF|;. Luego, Fat () s(z:la) 1y s6lo si, por
hipétesis inductiva, Fw ©*(2;)[s(@ija)- Por lo tanto, Fu Yu(Qv — ¢*(v))4-

Supongamos que =g Yo(Qv — ¢*(v))5 v sea d € |B¥|; = QF. Luego, Fw ¢*(v)[swla) Si y s6lo
si, por la hipétesis inductiva, =gt ©(v)[s(|a)- Por lo tanto, =g Vizip(2:)-
O

Nétese que en general B no es igual a B, pues |B| puede contener objetos que a ningin QF
pertenecen. Por otro lado, observe que A+ sf es igual a 2. La razén de esto es que cuando “monova-
riamos” una estructura multivariada, las relativizaciones de los cuantificadores de tipo i conservan
la informacién sobre quiénes son los universos de tipo i, asi cuando “multivariamos” dicha es-
tructura, las relativizaciones coinciden con los universos de tipo ¢ de la estructura multivariada
inicial.

Teorema 28. FEn el lenguaje multivariado
Yo
sty solo si en el lenguaje monovariado
S*UP ot

Demostracion. Supongamos que ¥ |= o y sea B un modelo monovariado de ¥* U ® (donde ¥* =
{o*|o € ¥}). Entonces, por el lema 5, B es un modelo de ¥. Por lo tanto, B* es modelo de o.
Asi que nuevamente por el lema 5, B es modelo monovariado de o*.

Supongamos que X* U ® | o*, y sea 2 un modelo multivariado de . Entonces por el lema 3,
2A* es modelo de ¥X* y por el lema 4 aplicado a 2, * es modelo monovariado de ®. Luego, 2A* es
modelo de X* U ® y por tanto 2A* es modelo de ¢*. Nuevamente por el lema 3, 2l es modelo de o,
de donde ¥ = 0.

O

Este teorema relaciona el lenguaje multivariado con el monovariado y nos permitiré rescatar
tres teoremas importantes a partir de los resultados correspondientes para la l6gica monovariada.

Teorema 29. (Teorema de compacidad para la lé6gica multivariada.)
St todo subconjunto finito de un conjunto Y de enunciados multivariados tiene modelo,
entonces X tiene modelo (multivariado).

Demostracion. Supongamos que todo subconjunto finito >y de X tiene un modelo multivariado
2. Entonces por el lema 3, cualquier subconjunto finito 3§ de ¥* tiene un modelo monovariado
205. En consecuencia por el teorema de compacidad ordinario, X* tiene un modelo monovariado ‘5.

Entonces B* es un modelo multivariado de X.
O]

Para entender la demostracion del Teorema de numerabilidad para la logica multivariada, uti-
lizaremos un resultado que no demostraremos aqui, a saber:
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Teorema 30. Si A es un conjunto de enunciados tal que A es recursivo, entonces tCnA es
recursivamente numerable.

La demostracién formal de este teorema depende de verificar que ciertas relaciones son repre-
sentables?.

Teorema 31. (Teorema de Numerabilidad para la lé6gica multivariada.)
Para un lenguaje multivariado recursivamente numerado, el conjunto de los niumeros de
Godel de los enunciados logicamente vdlidos es recursivamente numerable.

Demostracion. Para un enunciado multivariado o, por el teorema 28 con ¥ = (), tenemos que:
Eo siysélosi @ o

Dado un enunciado a podemos decidir si « € ® o a ¢ ®, asi, por la tesis de Church 4 es
recursivo. Entonces por el teorema 30, {Cn® es recursivamente numerable.
m

Teorema 32. (Teorema de Léwenheim-Skolem para la légica multivariada)
Para cualquier estructura multivariada infinita (de un lenguaje numerable) hay una
estructura numerable elementalmente equivalente a ella.

Demostracion. Supongamos que la estructura multivariada dada es 2. Entonces, por los lemas 5
y 6, A* es un modelo monovariado de (Th2)* U & (donde (ThA)* = {a*| Fa- a*}). De ahi que
por el teorema de Lowenheim-Skolem para la lgica de primer orden, (Th2()* U ® tiene un modelo
numerable B que es elementalmente equivalente a 2*. En consecuencia, por el lema 5, B% es
un modelo multivariado de Th2 numerable (pues (J,c;|B%|; = |B| = Ry) v es elementalmente
equivalente a 2.

O

3Véase [E1] pag. 345.



Capitulo 4

Estructuras generales

Continuemos con nuestra discusion sobre la Légica de Segundo Orden. En el capitulo 2 discu-
timos la sintaxis, es decir cémo se construyen las férmulas de segundo orden, y la semantica, es
decir el concepto de estructura y la definiciéon de satisfaccién y verdad.

Dejemos la sintaxis sin cambios, pero veamos una alternativa para la semantica. La idea es
considerar el lenguaje de segundo orden, como un lenguaje elemental (es decir, de primer orden)
pero con varios tipos de variables. El resultado sera dejar abierto a la interpretacién no sélo el
universo que abarcan las variables individuales, sino también los universos para las variables de
predicado y de funcién. En particular este enfoque es adecuado para la teoria de niimeros, pues los
w-modelos del andlisis seran modelos de la teoria de nimeros, de segundo orden, cuyo universo de
individuos es N y cuyos universos para variables de predicado y de funcién, no son necesariamente
los universos de la légica de segundo orden que presentamos en el capitulo 2.

4.1. El lenguaje multivariado

Consideraremos un lenguaje multivariado (de primer orden) construido a partir del lenguaje
de segundo orden del capitulo 2.

Tomamos Yy tipos de objetos: el tipo individual (con variables vy, vg, ...); para cada n > 0, el tipo
de predicados de n argumentos (con variables X7, X7 ...); y para cada n > 0, el tipo de funcién
de n argumentos (con variables F}*, F3', ...). Usaremos la igualdad (=) sdlo entre términos de tipo
individual. Los pardametros de predicado y de funcién de nuestro lenguaje de segundo orden dado,
también seran parametros del lenguaje multivariado que estamos construyendo. Para un parametro
de funcién f, el término ft;...t5 es de tipo individual. Los unicos términos de tipo de predicado o
de funcion son las variables de esos tipos.

Ademas, usaremos ahora dos clases nuevas de parametros. Para cada n > 0, hay un pardmetro
de predicado de pertenencia €, que toma, como argumentos, un término del tipo de predicado
n — ario (es decir una variable X ) y n términos del tipo individual. Por ejemplo:

63(X37U17027U3)

es una férmula. Su interpretacién propuesta es que la terna denotada con (vy, vo, v3) debe pertenecer
a la relacién denotada con X?3. Esta es exactamente la interpretacién asignada previamente a la
formula de segundo orden:

3
X V1U2V3

35
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y de hecho, podemos identificar mentalmente la cercania de estas dos formulas.

Para cada n > 0, hay también un parametro de funcién evaluacion E,, que toma como argu-
mentos un término de tipo de funcién n — aria (es decir, una variable F) y n términos de tipo
individual. El término resultante:

E (F™ ty, ... t,)

es él mismo de tipo individual. Nuevamente podemos identificar mentalmente la cercania del
término E, (F™,ty,...,t,) con el anterior F" (¢, ...,t,)

De esta manera, podemos realizar una traduccién entre el lenguaje de segundo orden del capitu-
lo 2 y el presente lenguaje multivariado: en una direccion agregamos los simbolos €, y E,,; en la otra
los quitamos. El propdsito de estos simbolos es hacer que el lenguaje multivariado que acabamos
de describir, esté de acuerdo con el del capitulo 3.

Una estructura multivariada tiene universos para cada tipo y asigna objetos adecuados a los
diversos parametros. Para empezar probaremos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que €, y F, se interpretan como la pertenencia y la evaluaciéon genuinas.

Teorema 33. (Version multivariada del teorema de homomorfismo).

Sea h un homomorfismo de A en B, y sea s una funcion de |J;c; |V |i la union de los conjuntos de
las variables de tipo i en |J;c; |]; la union de los universos de tipo i.

(a) Para cualquier término t, tenemos h(3(t)) = hos(t), donde 5(t) se calcula en A y hos(t) se
calcula en $B.

(b) Para cualquier formula « libre de cuantificadores, que no tenga simbolo de igualdad,

ot o) 80y s0lo si F=a Qo s)-

(¢) Si h es uno a uno y tenemos la igualdad sélo para el tipo de individuos, entonces en (b) podemos
eliminar la restriccion “no tenga simbolo de igualdad”.

(d) Si h es un homomorfismo de A sobre B, entonces en (b) podemos eliminar la restriccion “libre
de cuantificadores”.

(e) Si h es isomorfismo de A sobre B entonces =y oy si 5610 si = Opoy)-

Esta version multivariada del teorema de homomorfismo se demuestra del mismo modo que la
version ordinaria, teniendo en cuenta que la igualdad se utiliza sélo para el tipo de individuos. *

Teorema 34. Sea 2 una estructura para el lenguaje multivariado descrito, tal que los diferentes
universos de A son disjuntos. Entonces existe una estructura B del mismo tipo de semejanza, y
un homomorfismo h de 2 sobre B, tal que:

(a) h es uno a uno, de hecho, es la identidad sobre el universo de los individuos, de lo cual se sigue
que, para cada formula @:

ot @15 81 Y 5010 50 = Plhos)-

(b) El universo U,, de predicados n — arios de B consiste de ciertas relaciones n — arias R sobre
el universo U de individuos (es decir R € U, C 2(U")), y (R, a1, ...,a,) estd en €2 si y slo si
(ay,...,a,) € R.

(¢) El universo W,, de funciones n —arias de B consiste de ciertas funciones n—arias f, sobre el
universo U de individuos (es decir, f € W, C{f|f: U = U}), y E2(f,a1,...,a,) = f(ay,...,an).

1E1] pags.143-145
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Demostracion. Como los universos de 2 son disjuntos, podemos definir h sobre cada universo
por separado. Sobre el universo de individuos U, h es la identidad (es decir, para toda u € U,
h(u) = u)); sobre el universo de tipo de predicados de n argumentos,

h(Q) = { {(ai,...,a,)| cada a; estd en U y (Q, ay, ..., a,) estd en e }.
Entonces
{ay,...,a,) € h(Q) siy sdlo si (Q,ay,...,a,) estd en e ...(1).

De modo similar, sobre el universo de tipo de funciones de n argumentos, h(g) es la funcién n—aria
sobre U cuyo valor en (ay, ..., a,) es EX(g,ay, ...,a,), es decir:

h(g)(ai,...,a,) = EX(g, a4, ..., a,)...(2).
Para €2 tomamos simplemente la relacién pertenencia,

B siy sélo si {ay, ..., a,) € R...(3).

(R,ay,...,a,) estd en €,

Para E® tomamos la funcién evaluacién,

E2(f ay,...,a,) = flay,...,a,)...(4)

En los otros pardmetros (heredados del lenguaje de segundo orden), B coincide con 2.
Veamos que h “preserva” al predicado de pertenencia ¢,, esto es, mostraremos que:
hal

(@), h(ar), ..., h(a,)) estd en €2 si y sélo si (Q, ay, ..., a,) estd en e>

(h(Q),h(ar), ..., h(a,)) estd en e

n

siy sblo si (h(Q),aq,...,a,) estd en € , pues para todo u € U, h(u) = u,

g terererereresetettiiiiiene

sty 86lo si (a1, ..oy @n) € R(Q)wevoiiioiiiiiiiiiiiiii , particularizando R = h(Q) en el inciso (3),

siy s6lo si (@, ay, ..., a,) eSta en €5 ooooviiiiiiiiiiee , por el inciso (1).

Ahora veamos que: h(E>(g, a1, ...,a,)) = E2(h(g), h(a1), ..., h(a,))), es decir, h “preserva’ E,.

h(E*(g,ai,...,a,))

= E2(G, 01, e Qp) oo, , pues el término E*(g, ai, ..., a,) es de tipo individual,
= R(G) (A1, ey B2) weeieiiiii et , por el inciso (2),
=R(g)(h(a1), s B(A2)) werreeeeieeee e , para todo u € U, h(u) = u,

= EB(R(g), 7(a1), ey B(@0))) eoeeieeeeeee e por el inciso (4).
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La afirmacién del inciso (a) se sigue de la versiéon multivariada del teorema del homomorfismo,
usando el hecho de que tenemos igualdad sélo para el tipo de individuos, donde A es uno a uno.
m

El teorema anterior, nos permite restringir la atencion a las estructuras B, donde €, y F),, estan
dadas por (b) y por (c) del teorema. Pero como €X y E® estdn determinadas por el resto de B,
en realidad no las necesitamos. Cuando las eliminamos, tenemos una preestructura general para
nuestro lenguaje de sequndo orden.

4.2. Estructuras generales para lenguajes de segundo or-
den.

Estas estructuras proporcionan una semantica alternativa para los lenguajes de segundo orden.

Definicién 39. Una preestructura general 2 para nuestro lenguaje de sequndo orden, consiste
en una estructura en el sentido original (un universo de discurso y una interpretacion para los
simbolos no ldgicos), junto con los conjuntos adicionales siquientes:

(a) Para cada n > 0, 9, un universo de relaciones n — arias R C |2|".

(b) Para cada n > 0, %, un universo de funciones n — arias f: A" — |A].

Algunos autores? definen preestructura general como una cuarteta (||, 2,.%, 1), donde || es
el universo de interpretacién, 2 = U, ey Zn» # = U, ey Fn € I es una funcién de interpretacion
de los simbolos no légicos.

neN

FEjemplo 1: Tome la estructura (N, 0, s, %) y considere:
para cada n > 0, Z,={{(k1, ..., k,) € N"| “k; es multiplo de 1” y ... y “k, es miltiplo de n” }},
y para cadan > 0, .%, ={ f":N* = N|Vz e N* f(z) =n }.

FEjemplo 2: Tome cualquier estructura 2. Para cada n > 0, sea &, el conjunto de todas las
relaciones n — arias y para cada n > 0, sea .%, el conjunto de todas las funciones n — arias sobre
2. A estas preestructuras generales les llamaremos, preestructuras generales saturadas y coinciden
con las estructuras (que llamaremos absolutas) del capitulo 2.

En efecto, las estructuras que describimos en el capitulo 2, son un caso particular de preestruc-
turas generales.

Definicién 40. Una estructura general A es una preestructura general donde todos los enunciados
de comprehension son verdaderos.

Recordemos que un enunciado de comprehension es una generalizacién de
AX™Woy .. Yo, [X™(v1,. .., 0) < @),
donde X™ no aparece libre en ¢; o bien la generalizacién de

Vvl .. anEI ! Un+1 'lb — ElF”Vvl .. .vvn+1 (anl, ceoyUp = Upay < ’lb),

ZVéase [S2] pag.759.
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donde F™ no aparece libre en ¥. Aqui ¢ y 1 pueden tener variables individuales, de predicado o de
funcion. Para cada férmula ¢ y ¥ que cumplen lo anterior se tiene un enunciado de comprehension.

En seguida aclararemos qué significa que un enunciado de segundo orden (en particular los
enunciados de comprehensién) sea verdadero en una preestructura 2. Antes veremos cémo traducir
una férmula ¢ del lenguaje de segundo orden a una férmula multivariada 7.

Para los términos: si t=c 0] t=wv, entonces T =+¢.

Si F es variable de funcién n—aria y t1, ..., t,, son términos, entonces (F't1, ..., t,,)T = F(tT ... t1) =
E,(F T . tD).

Si f es stmbolo de funcién n — ario, entonces (f(t1,...,t,))T = f(tT, ..., t1).

Para las férmulas atémicas: si ¢y, ..., t, son términos, entonces (t; = to)7 = (t1 =tI).

Si X" es variable de predicado n — aria, entonces (X" (ty,...,t,))" = e, (X", tT, ... t1).

Si P es simbolo de predicado n — ario, entonces (P(ty,...,t,))T = P(t], ..., t1).

Para las de mas férmulas, se tiene que

()" = —a,
(= B)" = (a” — B7),
(Vza)T = Vz(a)T.

Definicién 41. Sea A una preestructura general. Un enunciado o es verdadero en 2 si y solo si
T

o' es verdadero en 2.

Mas en general, sea ¢ una férmula de segundo orden, y sea s una funcién que asigna a cada
variable individual un elemento de ||, a cada variable de predicado un elemento del universo de
relaciones, y a cada variable de funcién un elemento del universo de funciones de 2. Entonces
decimos que 2 satisface a ¢ con s (lo cual denotaremos =§ ¢ys) siy solo si p” se satisface con s
en la estructura 2, donde ¢, se interpreta como pertenencia y F, como evaluacién.

Las consecuencias esenciales de esta definicion de satisfaccion son las siguientes, que podrian
compararse con las definiciones de satisfaccion 5 y 6 de la pagina 8, que dimos para la légica de
segundo orden.

=S VX" siy solo si para toda R en el universo de las relaciones n —arias de 2, ES Pls(X7|R)]-
S VEF" gy siy s6lo si para toda f en el universo de las funciones n — arias de 2, =S Cls(Fn|f)]-

Esto implica tratar al lenguaje de segundo orden, como un lenguaje multivariado de primer
orden dis frazado. Como este es un enfoque basicamente de primer orden, tenemos el teorema de
Lowenheim-Skolem, el teorema de compacidad, y el teorema de numerabilidad.

Teorema 35. (Teorema de Léwenheim-Skolem para modelos generales.)
St un conjunto X de enunciados en un lenguaje numerable de sequndo orden tiene un modelo
general, entonces tiene un modelo general numerable.

Aqui un modelo general numerable es aquél en el que todo universo es numerable.

Demostracion. Sea Y un conjunto de enunciados en un lenguaje numerable de segundo orden, que
tenga un modelo general, y sea I' el conjunto de los enunciados de comprehension. Entonces las
traducciones de todos los enunciados de SUT (es decir (XUI)T = {aT|a € BUI'}) son verdaderos en
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una preestructura general (que es una estructura multivariada). Luego por la versién multivariada
del teorema de Lowenheim-Skolem, (X UT)T tiene un modelo multivariado (que es una estructura
para el lenguaje multivariado descrito en la seccién 1 del capitulo 4) numerable. Por el teorema
34, existe una imagen homomdrfica de ese modelo que es una preestructura general que satisface
YUT, y por lo tanto es un modelo general numerable de X..

]

Teorema 36. (Teorema de compacidad para modelos generales.)
Si todo subconjunto finito de un conjunto ¥ de enunciados de sequndo orden tiene un modelo
general, entonces ¥ tiene un modelo general.

Demostracion. Sea I el conjunto de enunciados de comprehensién, y sea ¥ un conjunto de enuncia-
dos de segundo orden, tal que todo ¥y C X UT finito, tiene modelo general. Luego, si traducimos
todos los enunciados de segundo orden de ¥, en enunciados multivariados tenemos que todo
I C 3T UTT conjunto finito de enunciados multivariados tiene modelo multivariado (que es
una estructura para el lenguaje multivariado descrito en 4.1). Entonces por la versién multivariada
del teorema de compacidad, X7 UT'? tiene un modelo multivariado 2, y por el teorema 34, existe
un homomorfismo A de 2 sobre una preestructura B que hace verdaderos a todos los enunciados
de X UT, por lo que B es un modelo general de .. O

Definicién 42. Un lenguaje £ es recursivamente numerado si y solo si hay una Gédelizacion h
tal que las siguientes dos relaciones

{{k,m) | k es el valor de h asignado a algin parametro de predicado de m arqumentos},
{{k,m) | k es el valor de h asignado a algin simbolo de funcion de m arqumentos}

SOM TeCUrsivas.

Si comparamos la definicién 31 de lenguaje razonable con la definicion 42, y cambiamos las
palabras recursivo por decidible, entonces veremos que, médulo la tesis de Church, éstas definiciones
son equivalentes.

Teorema 37. (Teorema de numerabilidad para modelos generales.)

Supongamos que el lenguaje es recursivamente numerado. Entonces, el conjunto de los numeros
de Godel de los enunciados de sequndo orden que son verdaderos en toda estructura general es
recursivamente numerable.

Demostracion. Un enunciado o es verdadero en toda estructura general si y sélo si o es conse-
cuencia, como enunciado multivariado, de I". Y dada una férmula ¢, podemos decidir si ¢ € I" o
bien ¢ ¢ I'. Luego, por la tesis de Church, £I" es recursivo, entonces por el teorema 30, fCnl es
recursivamente numerable. O]

Podemos comparar los dos enfoques de la seméantica de segundo orden como sigue. La version
del capitulo 2 (a la que llamaremos légica absoluta de segundo orden) es una criatura hibrida, en la
cual el significado de los parametros se deja abierto a interpretacién por estructuras; sin embargo,
la interpretacién de ser (por ejemplo) un subconjunto no se deja abierta, sino que se trata con un
significado fijo (donde “ser subconjunto” significa “ser una relaciéon” que pertenece a el universo
fijo de todas las relaciones uno — arias). La version de la légica general de segundo orden evita
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apelar a una nocién fija de subconjunto (donde “ser subconjunto” significa “ser una relaciéon” que
pertenece a un universo de relaciones uno — arias, 2;) y es, en consecuencia, reducible a la 16gica
de primer orden. En ese aspecto se asemeja a la teoria axiomatica de conjuntos, donde se habla de
conjuntos, y de conjuntos de conjuntos, y asi sucesivamente, pero la teoria es una teoria de primer
orden.

Lema 6. Si A es el conjunto de formulas de comprehension, entonces en la logica absoluta de
sequndo orden, todo v € A es universalmente vdlida (i.e. = ).

Demostracion. Sea v una férmula de comprehension relacional, esto es, si ¢ es una férmula en la
que la variable de predicado X™ no aparece libre, 7 es de la forma: IX"Vv; - - - Vo, (X" vy - - - v, < ).
Sea 2l un modelo absoluto cualquiera, =g X"V - - - Vo, (X™ vy - - v, <> @) si y sélo si hay una
relacién R n — aria sobre |2 tal que para toda (ay,...,a,) € |A|" sucede que: =g (X"vy - - v, <
©)s[(X7|R) (vlar)...(on]an)]- COnsidere R = {(a1, ..., a,) | FFa p(ai,...,a,)}. R es una relacién sobre ||
que cumple con lo que queremos. Por lo tanto, =g 7.

El razonamiento es analogo si v es un féormula de comprehension funcional, pues el universo de
funciones de un modelo absoluto, tiene a todas las funciones n — arias que hay de |2|™ en |2].
O

Luego, si I" es el conjunto de los enunciados de comprehensién (generalizaciones de las férmulas
de comprehension) y A es el conjunto de la férmulas de comprehensién, entonces I' C A y todo
o € I es universalmente vélido en la logica absoluta de segundo orden.

Corolario 12. Los modelos generales absolutos coinciden con los modelos absolutos de sequndo
orden.

Al agrandar la clase de las estructuras, la légica general de segundo orden disminuye los casos
en que se cumple la implicacién 16gica ().

Teorema 38. Si todo modelo general de . es modelo general de o (lo cual denotaremos ¥ =€ o),
entonces ¥ |= o en la ldgica absoluta de sequndo orden.

Demostracion. Sea I' el conjunto de los enunciados de comprehension, y sea 2l un modelo absoluto
de Y. Entonces, por el lema anterior, 2l es modelo absoluto de ¥ U I, por lo que 2 es un modelo
general (absoluto) de ¥. Entonces, por hipdtesis, 2 es un modelo general (absoluto) de o. Luego
por el corolario anterior, 2 es modelo absoluto de o.

O

Corolario 13. Si o es verdadero en todo modelo general (i.e. =€ o), entonces o es universalmente
vdlida (i.e. = 0) en la ldgica absoluta de seqgundo orden.

Teorema 39. Hay enunciados que son universalmente validos en la logica absoluta de sequndo
orden, sin ser verdaderos en todo modelo general.

Demostracion. El conjunto de los enunciados verdaderos en todos los modelos generales es un
subconjunto recursivamente numerable del conjunto de los enunciados universalmente validos de

la l6gica absoluta de segundo orden, que por el corolario 9 no es recursivamente numerable.
O



Capitulo 5

Modelos del analisis

Podemos ilustrar la idea de este capitulo dirigiendo la atencién al caso particular mas intere-
sante: los modelos generales de la teoria de numeros de sequndo orden. Consideremos, pues, un
lenguaje de segundo orden para la teoria de nimeros, con los pardmetros 0, s, +, *, <y E. Toma-
mos como nuestro conjunto de axiomas el conjunto A% escrito en la seccién 1 del capitulo 2. En el
teorema 2 se mostré que todo modelo de A% es isomorfo a N.

Pero ;qué podemos decir de los modelos generales de nuestro conjunto de axiomas?. ;En
qué pueden diferir de M7 El siguiente teorema nos muestra que hay modelos generales no estandar.

Teorema 40. Para la estructura M, = (N, 0, s, <, 4+, *) existe una estructura general numerable
Moy elementalmente equivalente a N, pero que no es isomorfa a N,.

Demostracion. Construiremos 91, usando el teorema de compacidad para modelos generales. Ex-
tendamos el lenguaje usando un nuevo simbolo de constante c. Sea

Y={0<¢s0<¢ss0<c,..}.

Afirmamos que X UThIN, tiene un modelo general. Para demostrarlo, tomemos cualquier ¥, finito,
Yo € X UThN,. Este subconjunto finito es verdadero en

mk = <N7 07 5, <, +a *, k)

(donde k = ¢™) para alguna k suficientemente grande. Entonces por el teorema de compacidad
para modelos generales, > U T'h), tiene un modelo general. Usando el teorema de Lowenheim-
Skolem para modelos generales, > U T'h, tiene un modelo general numerable

M = (M|, 07, s < LI 4 MY,
Sea 9, la restriccién de M al lenguaje original:
My = (|IM], 07, T <M 4,y

Como My es modelo de ThN,, tenemos que NMy = N,., pues
Si Em, o, entonces o € ThN,, por lo que o, 0; y

si g, o, entonces o ¢ ThN,, luego, como el teorema 26 nos asegura que ThN, es completa,
-0 € ThN,, por lo que gy, —0, luego, por la definicién de verdad de Tarski, gy, 0.

43
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Falta ver que M,y 2 N..

Supongamos que My = N,. Luego, hay un isomor fismo h de My en N,. Sea S = {m € |My|
:m <™ ™}, Como h es inyectiva, la restriccién de h al conjunto S es también inyectiva y por

tanto S es biyectable con la imagen de S (i.e. h[S]). Y observemos que S es infinito pues My es
modelo de X.

Sin embargo, h[S] es finita. Para verlo, tome h(c¢™) = ng, donde ny € N es un nimero fijo.

reh[S]siyslosih(z)eS oo pues h es biyectiva,
siysélosi h=(x) <P e™ i por definicién de S,
siy sélosix <™ h(c™) =ng cooreiennn, h es homomorfismo.

Por lo que hay una biyeccién de un conjunto infinito S en un conjunto finito h[S], lo cual es
una contradicciéon. Por tanto 90y 2 N..
O

También podemos encontrar modelos generales (no absolutos) en los cuales, por ejemplo, la
cardinalidad del universo de los conjuntos (el universo de relaciones unarias), es menor que la
cardinalidad de todo el conjunto potencia de los individuos.

Notacién: Si A es un conjunto, entonces car(A) es la cardinalidad de A.
El siguiente teorema es un clasico de la Teoria de Conjuntos, y se debe a Cantor.

Teorema 41. No hay conjunto A tal que car(A) = car(Z(4A)).
La demostracién se puede consultar en [Al] pagina 67.
Corolario 14. Para todo conjunto A se tiene que car(A) < car(Z(A)).
Corolario 15. Si 2 es un modelo general numerable, entonces — car(%,) < car(2|A|).

Demostracion. Como un modelo general numerable es aquél en el que todo universo es numerable,
en particular su universo de relaciones unarias %; es numerable. Luego por el corolario anterior
car(9y) < car(Z(|A])).

m

Es comin entre los logicos referirse a la teoria de nimeros de segundo orden como andlisis. El
nombre se debe a que es posible identificar a los niimeros reales con los conjuntos de los niimeros
naturales. En la teoria de niimeros de segundo orden, tenemos cuantificadores sobre los conjuntos
de numeros naturales que pueden verse como cuantificadores sobre niimeros reales.

Definicién 43. Por un modelo del andlisis, entenderemos un modelo general del conjunto de
ariomas A%.

Definicién 44. Un w-modelo del andlisis es un modelo del andlisis en el que el universo de indi-
viduos es N, y 0 y s denotan a cero y sucesor estindar.
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Observacion: Si 0y s tienen denotaciones estandar entonces, como consecuencia del Teorema
de Recursién!, <, +, * y E/ también tienen denotaciones estandar.

La motivacién para estudiar los w-modelos se puede explicar como sigue: tenemos una com-
prehensién clara o al menos asi lo creemos del conjunto N; pero de su conjunto potencia &(N) no
podemos decir lo mismo. Por ejemplo, no sabemos si su cardinalidad es N; o Ny 0 mas. Asi que es
razonable dejar fijo aquello de lo que estamos seguros (N), pero dejar abierto a interpretacién por
una estructura aquello de lo que no estamos seguros (Z(N)).

Entre los w-modelos del analisis hay un modelo absoluto cuyo universo de relaciones n — arias
consta de todas las relaciones n — arias sobre N y cuyos universos de funciones constan de todas
las funciones posibles.

Los enunciados de primer orden cuantifican solo sobre el universo de individuos, es por esto
que los w-modelos del andlisis coinciden con el modelo 1 en los enunciados de primer orden, como
se ve en el siguiente teorema.

Teorema 42. Un enunciado o de primer orden es verdadero en un w-modelo arbitrario del andlisis
st y solo si es verdadero en M.

El lector se preguntara por qué no afirmamos el teorema anterior para enunciados de segundo
orden. La razén es que tal vez el w-modelo no coincida con el modelo absoluto en los enunciados
de segundo orden.

Para entender el siguiente teorema, debemos recordar el concepto de relacion definible en una
estructura 2, que dimos en la definiciéon 19.

Lema 7. Una relacion R es representable en la teoria ThI si y solo si R es definible en .

Demostracion. Recordemos que, una relaciéon R es representable en la teoria ThOt si y sélo si hay
una formula ¢ tal que para toda aq, ..., a,, en N:

si (a,...,a,)€ R entonces ¢(ay, ...,a,) € Th; y
si (ay,...,a,)¢ R entonces —p(ag, ..., a,) € ThN, luego, por el teorema 26, p(ay, ..., a,) ¢ ThN.

Entonces (ay, ...,a,)€ R siy solo si p(ag, ..., a,) € ThO. Pero ésto es justo la definicién de que
R sea definible en 9.

]

Observemos que también tiene sentido preguntarnos si ciertas funciones son representables,
pues una funcién se puede ver como una relacion.

Tomaremos del catélogo de [E1] (pags. 312-322) funciones y relaciones representables. El con-
junto de los nimeros primos es representable en ThOT; también la funcién cuyo valor en a es el
(a + 1)-ésimo numero primo P,, es representable en ThN. Esta funcién es util para codificar
sucesiones finitas de niimeros por medio de un sélo nimero. Aqui usaremos de forma determinante
el Teorema fundamental de la Aritmética (que asegura que todo nimero tiene una descomposicion
tnica como producto de factores primos.) Sea

pfliJrl

(ar,..,an) = P9 s os POt = T _ P

Lyéase [E1] pag. 65
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la codificacion de la sucesién (ag, ..., a,,). En virtud de que las funciones +, * ,E y © (funcién
composicién) son parte del catdlogo de las funciones representables en Th,podemos afirmar que
la funcién:

flag,...,am) = PoE(ag+ 1) %+ x Pp,E(ay, + 1)

que codifica a una sucesion finita, es representable en ThOU y por tanto definible en .
Existe también una funcién decodificadora que es una funcion representable en ThN (i.e. defi-
nible en MN) tal que para b < m,

(<a0, cey am>)b = Qp,

donde ay; es el b-ésimo nimero de la sucesion {ao, ..., am }.
En el siguiente teorema afirmamos que un w-modelo del andlisis estd completamente determi-
nado por su universo de conjuntos, es decir, por su universo de relaciones unarias, %.

Teorema 43. Si 2 y*B son w-modelos del andlisis que tienen a los mismos universos de relaciones
unarias, entonces A = B.

Demostracion. Supongamos que R pertenece al universo de las relaciones de n-argumentos de 2.
Sea (R) la “comprehension” de R a una relacion unaria:

(R) = {{ay, ..., an)|(a1, ..., an) € R}.

Como nuestra funcion codi ficadora de sucesiones es definible en la teoria de niimeros de primer
orden por una férmula ¢, (R) estd en el universo de conjuntos de 2 en virtud del enunciado de
comprehension:

VX"IXWu[ X — Fog - Fugo(v, e v, u) A X (01, .0, 0,)]
Entonces, por hipétesis, (R) estd en el universo de conjuntos de 9B; lo decodificamos por medio

de la funcién decodificadora, que es una funcién de finible en M por una férmula 1. (R) esta en el
universo de n argumentos de 8 en virtud del enunciado de comprehensién:

VXIIX "W, - Vo [XT, — Fu( (v, ooy vp,u) A X))

-yUn)

Para los universos de funciones, basta observar que una funcién n — aria puede verse como una
relacion n + 1 — aria.

]

En consecuencia, podemos identificar un w-modelo del andlisis con su universo de conjuntos
(que pertenece a Z(N)). No toda subclase es, entonces, un w-modelo del andlisis, sino s6lo aquéllas
para las cuales se satisfacen los enunciados de comprehension.

Definicién 45. Una w-preestructura es una preestructura general cuyo universo de individuos es
N, y 0 y s denotan a cero y sucesor estandar.

Corolario 16. Fijémonos en el conjunto ' de los enunciados de comprehension relacionales
unarios i.e. los de la forma IXVu(X'u < ). Un w-modelo del andlisis es una w-preestructura
con un universo de conjuntos 2y, donde basta verificar que los enunciados de T'' son verdaderos.
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Ejemplos de w-modelos. De acuerdo con el corolario anterior, sélo necesitamos especificar
el universo de conjuntos %;.

1. Z(N) es el modelo absoluto.

2. Sea (A, €,) un modelo de los axiomas mas comunes de la teoria de conjuntos, a saber:
axioma de Extensionalidad: VaVy(Vu(u € x « u € y) < x =y),

axioma de la existencia del conjunto vacio: JxVu(u ¢ x),

axioma del par: VaVy3zVu(u € z — (u =2V u =1y)),

axioma de unién: VedyVu(u € y <> Jv(u € v Av € x)),

axioma de potencia: YeIyVu(u € y « (Vw(w € u — w € x)),

axioma de infinito: Jy() € y AVz(x € y — xz U {z} € y)),

esquema de axiomas de comprehensién: para cada féormula ¢ del lenguaje de la teoria de
conjuntos, VxIyVu(u € y < u € x A ¢(u)) es axioma, donde (i) la relacién €, es la relacién
de pertenencia {(a,b) | a € A,b € Ay a € b} sobre el universo A, y (ii) A es transitivo, es decir,
sia €be A, entonces a € A.

En el teorema anterior vimos que los w-modelos del andlisis quedan completamente determi-
nados por su universo de conjuntos, en particular por la verdad de los axiomas de comprehensién
relacionales de la forma IX'Vu(X'u < ¢(u)) que coinciden con el esquema de axiomas de com-
prehension, los cuales son verdaderos en (A, € 4). Por lo tanto, la coleccién de todos los subconjuntos
de N que pertenecen a A, es un modelo del anélisis.

3. Para una clase A C Z(N), definimos D(A) como la clase de todos los conjuntos B C N
que son definibles en la w-preestructura con universo de conjuntos A por una férmula del lenguaje
de teoria de nimeros de segundo orden, aumentado con parametros para cada conjunto de A.
Entonces definimos por recursion transfinita sobre los ordinales:

AO - (ba
AOH-l = ]D(AOC)7
AA = Ua<)\ AO"

Afirmacién: A, deja de crecer en algin ordinal 3, es decir, hay 3 ordinal tal que
Aﬁ-‘rl - A/g

Demostracion. Para todo ordinal o tenemos que A, C Z(N) luego |A4,| < 2%.

Veamos que nuestra definicion de A, sobre ordinales es una jerarquia acumulativa, i.e. para
cualesquiera ordinales o < 3, A, C Ag. Considere una relaciéon unaria R € A,. Como R es pardme-
tro en Ay 1, la formula Vu(X1u <+ Ru) define ala relacién unaria R en A, 1 y por tanto R € Ayy1.
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Ahora bien, considere (2%)*. Si para todo ordinal a < (2%)*, A, # Aqy1 entonces Agugy+
tendria al menos (2%0)* conjuntos, lo cual contradice que |A,| < 2%°.

Por lo tanto, existe 8 < (2%)* tal que Ag,; = Ag.
[l

Apelando al principio del minimo ordinal, el cual afirma que toda clase no vacia de ordinales
tiene minimo, sea 3y el minimo ordinal § tal que

Aﬁo+1 = Aﬁ()'
Afirmacién: 3y es un ordinal numerable.

Demostracion. Por definiciéon tenemos que:
Agy = Agyr1 =D(Ag) ={B € 21 € Z(N) | o Yu(Xu < 9)[s(x2 3y}
= {B € Aﬁo - :@(N) | ):m ‘v’u(Xlu — SO)[s(X1|B)]}‘

Notacién: ¢ € ZZ es una abreviacion de ¢ es una férmula del lenguaje de segundo orden de la
teoria de ntimeros con una variable libre.
Ahora fijémonos en el siguiente conjunto de férmulas:

TD(Ag,) = {o € Z5 | Hay B € Ag, € Z(N) tal que [=; Yu(X ' 'u < @) yx1im) }-
= {p € L5 | Fon IXVu(X'u «— )} donde N es w-preestructura con Z; = Ag, }

911)(14{30) es el conjunto de las férmulas que definen mediante un enunciado de comprehension
relacional unario a los conjuntos B de Ag, en la w-preestructura M con ¥, = Ag,. Luego, ‘%D’(Aﬁo)
tiene un modelo general, entonces por el teorema de Lowenheim-Skolem para modelos generales,

tenemos que Fp(a, ) tiene un modelo general numerable digamos 2g,. Asi, el universo %, % de

. 2 .
conjuntos de g, es numerable. Como 2, es modelo de .Fp Ag,), tenemos que D7 = Ag,, siendo
asi que Ag, es numerable. Entonces [, tiene que ser un ordinal numerable, pues para cada ordinal
a < B, Fp(a,) tiene una cantidad a lo mas numerable de férmulas. O

Luego, Ag, coincide con |J,cop Aa (la unién sobre todos los ordinales ar) y se conoce como la
clase de los conjuntos analiticos ramificados. Este es un w- modelo del analisis; la verdad
de las enunciados de comprehensién se sigue del hecho de que D(Ag,) C Ag,.



Recapitulacién.

En los primeros dos capitulos describimos formalmente la sintaxis y la semantica de los len-
guajes de primer y segundo orden, al familiarizarnos con este ultimo descubrimos que el costo de
su riqueza expresiva es la invalidez de teoremas importantes en légica, como son los teoremas de
compacidad, Lowenheim-Skolem, numerabilidad y la existencia de un calculo correcto y completo
para la validez de sus enunciados. A pesar de la invalidez de estos teoremas, pudimos rescatar,
apoyados en la seméantica del lenguaje de segundo orden, el lema del punto fijo asi como el teorema
de indefinibilidad de Tarski.

El concepto de cardinal caracterizable en sequndo orden nos permitié construir un enunciado
del 2, a saber, (0%, <> oy,) que es universalmente valido si y sélo si la hipotesis del continuo
es verdadera. Sin embargo, ZF'E no puede saber si la hipotesis del continuo es verdadera o no lo
es, pues este enunciado es independiente de ZFE. Asi pudimos concluir que el conjunto de los
enunciados universalmente validos del lenguaje de segundo orden no es decidible.

En el capitulo 3 introdujimos a la légica multivariada para que mediante el concepto de prees-
tructura general lograramos generalizar la interpretacion del lenguaje de segundo orden como un
lenguaje de primer orden disfrazado de lenguaje multivariado, para asi recuperar los teoremas de
numerabilidad, compacidad y Lowenheim-Skolem para modelos generales. Estos tltimos nos per-
mitieron, en el capitulo 5, asegurar la existencia de modelos generales no estdndar asi como de
modelos generales en los que todos sus universos sean numerables.

Los w-modelos del andlisis se definieron como modelos generales de A% cuyo universo (fijo)
de individuos es N, y donde 0 y s denotan a cero y sucesor estandar. El ultimo teorema de este
trabajo nos asegura que un w—modelo del andlisis esta completamente determinado por su uni-
verso de relaciones unarias. En este sentido podemos identificar un w—modelo del andlisis como
una terna (N, 2, 1), donde %, denota un universo de relaciones unarias e I es la interpretacién
estandar del tipo en N, y basta verificar que los enunciados de comprehensién relacionales unarios
sean verdaderos ahi.

Sin embargo, los w—modelos del andlisis siguen sin dar respuesta a la pregunta sobre cual es
el cardinal del continuo, pues en todos ellos car(%2;) < 2%, y ninguno puede determinar car(%,).
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