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Resumen

En esta tesis se reporta el estudio teórico del estado superconductor en una cadena lineal de-
scrita por el modelo de Hubbard atractivo y que incluye, además del parámetro de salto o hopping
a primeros vecinos, un parámetro de salto a segundos vecinos. En particular se analizó el com-
portamiento de la temperatura crítica y de la brecha superconductora al variar la concentración
de electrones en el sistema así como el valor del hopping a segundos vecinos. Los cálculos se
realizaron de forma numérica a partir del formalismo de Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS).
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Introducción

Desde su descubrimiento en 1911 por el físico holandés H. Kamerlingh Onnes, la superconduc-
tividad ha sido uno de los fenómenos que más ha llamado la atención dentro de la física del estado
sólido puesto que pone de mani�esto a una escala macroscópica la naturaleza cuántica de la mate-
ria. En los materiales superconductores, por debajo de cierta temperatura crítica de transición (Tc),
se forma un condensado de pares de electrones cuya propagación coherente da lugar al transporte
de corriente eléctrica sin resistencia alguna. Hoy en día se conocen diversos superconductores en
los que la función de onda espacial de los pares presenta distintas simetrías. En los superconduc-
tores llamados convencionales, constituidos por algunos metales y aleaciones metálicas, los pares
se encuentran en un estado con espín total cero (singulete) y la función de onda espacial presenta
simetría esférica (Schiffer & Tinkham, 1999). Por otra parte diversos experimentos que miden la
susceptibilidad de espín en el estado superconductor, sugieren que en los sistemas de fermiones pe-
sados así como en el rutenato de estroncio, los pares tienen espín total uno. En este caso la función
de onda espacial del par debe ser antisimétrica en la coordenada relativa y en el caso más simple
dicha función espacial tendría simetría p. Por último, muchos experimentos basados en el efecto
Josephson y que prueban directamente la fase de la función de onda de los pares han dado eviden-
cia convincente de que en la mayoría de los superconductores cerámicos de alta Tc, los pares tienen
simetría d.
En 1957 J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer propusieron una teoría que explicaba la

superconductividad a partir de una interacción atractiva electrón-electrón mediada por fonones
(Bardeen, J. et. al., 1957). Esta teoría, conocida como BCS, les valió a sus autores el premio
Nóbel de Física en 1972; y aunque tuvo un gran impacto al poder explicar la superconductivi-
dad en los materiales ahora llamados superconductores convencionales, dejo ver sus limitaciones
cuando en 1986 fueron descubiertos los cupratos superconductores (Bednorz & Müller, 1986).
Estos materiales junto con los sistemas de fermiones pesados y los superconductores orgánicos,
entre los que se encuentran algunos superconductores cuasi-unidimensionales (Skorenkyy, 2006),
conforman los llamados superconductores no convencionales para los cuales un mecanismo de
interacción electrón-fonón podría no ser aplicable, y en los que el mecanismo de apareamiento
sigue siendo objeto de una intensa investigación. En particular, durante los últimos años la inves-
tigación en conductores orgánicos se ha convertido en una de las ramas más activas de la física de
la materia condensada. Los conductores moleculares están formados de bloques construidos a par-
tir de átomos de carbono y sus combinaciones con otros elementos tales como azufre, selenio u
oxígeno. Al formarse el cristal, estas unidades moleculares preservan en gran medida sus carac-
terísticas especí�cas tales como orbitales moleculares, energía de ionización y modos vibracionales
intramoleculares. La geometría de los bloques estructurales y la manera en que se empaquetan en
el cristal determinan la dimensionalidad efectiva de la estructura electrónica del compuesto dando
lugar, en muchos casos, a una estructura electrónica unidimensional. En estos sistemas, la fenom-
enología observada es consistente con la hipótesis de que el apareamiento de partículas tiene su
origen en interacciones no retardadas de corto alcance y apoyan la descripción de estos materiales
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por medio de modelos con interacciones locales. Un modelo genérico, que puede pensarse como
una parametrización del problema, es el modelo de Hubbard así como sus diversas extensiones.
En esta tesis abordaremos el problema de la superconductividad en una cadena lineal a partir de

un modelo de Hubbard que incluye parámetros de salto (hopping) a primeros (t) y segundos (t0)
vecinos, además de una interacción atractiva efectiva entre dos electrones situados en un mismo
sitio (U ). Esta cadena sirve de modelo básico para muchos de los superconductores orgánicos
cuasi-unidimensionales. Utilizando técnicas de campo medio, como lo es el formalismo de BCS,
realizaremos un estudio numérico sistemático del comportamiento de la temperatura crítica y de la
brecha superconductora como función de la concentración de electrones, deU y de t0. En particular,
se analizará con detalle el efecto de t0 en las propiedades termodinámicas de un superconductor
unidimensional.
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1 Electrones en redes periódicas

Cuando los átomos en los sólidos se ordenan formando un arreglo periódico hablamos
de un sólido cristalino; el cual se puede obtener por medio de la repetición de un arreglo
elemental, lo que da lugar a la simetría traslacional del sistema. Esta propiedad per-
iódica de la estructura de un cristal nos ayuda a comprender y calcular sus propiedades
físicas. A pesar de que en realidad el cristal perfecto no existe, la mayoría de las
propiedades físicas de muchos sólidos reales son muy similares a las del prototipo
ideal, de manera que el estudio del modelo ideal nos da mucha información acerca del
origen de tales propiedades.
La estructura de un cristal se puede describir usando una red de puntos en el es-

pacio, a cada uno de los cuales se le asocia un átomo con lo que formamos lo que se
denomina base. Una red es un arreglo regular periódico de puntos y está de�nida (en
tres dimensiones) por el conjuntoRn = n1a1+n2a2+n3a3 , donde las ni son números
enteros mientras que los vectores ai son los vectores base de la red y no son exclusivos
de cada red. Por simplicidad siempre se escogen para la base de la red los vectores
más pequeños. El paralelepípedo que forman estos vectores se conoce como una celda
primitiva de la red, que es la menor unidad esturctural cuya repetición regular en el es-
pacio de lugar a un cristal. Una celda primitiva siempre contiene un solo punto de la
red.
Las operaciones que dejan invariante a un cristal ideal forman un grupo matemático

llamado grupo espacial del cristal. En estas operaciones están incluídas las transla-
ciones TRn por un vector Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 , rotaciones y re�exiones (rota-
ciones impropias). Todas estas operaciones de simetría se pueden representar por una
transformación ortogonal de la siguiente forma: r = �r + a; donde � es una rotación
y a es una traslación.

1.1 La ecuación de Schrödinger para potenciales periódicos.

Para realizar los cálculos de muchas de las propiedades físicas de un sólido es común
comenzar a partir de la ecuación de Schrödinger. El hamiltoniano que describe a un
sólido debe contener la energía de todas las partículas que componen al sistema así
como sus energías de interacción. Podemos hacer una buena aproximación, que lla-
maremos adiabática, separando las propiedades electrónicas del sistema y las propiedades
dinámicas de la red (Ibach, 1991). el argumento que sustenta dicha aproximación es
que la masa de cada uno de los iones que componen la red es mucho mayor que la de
los electrones libres, por lo cual los iones sólo pueden responder de manera muy lenta
a un cambio de con�guración de los electrones mientras que estos últimos responden
casi instantáneamente a cualquier cambio de posición de los iones cristalinos. Dicha
velocidad de respuesta electrónica tiene como consecuencia que la con�guración in-
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stantánea de los iones sea la única que in�uye en el movimiento de los electrones.
Así, dentro de la aproximación adiabática, es posible estudiar el movimiento de los
electrones en un potencial estático producido por los iones. La di�cultad radica al con-
siderar las interacciones entre los propios electrones, por lo cual debemos recurrir a
otra aproximación, la de Hartree-Fock (Kittel, 1963), la cual permite reducir el prob-
lema de muchos electrones al de un sólo electrón en un potencial efectivo V (r) que es
la suma del potencial producido por los iones de la red en sus posiciones de equilibrio
más un potencial promedio debido a los demás electrones y que contiene las interac-
ciones coulombiana y de intercambio. Por lo tanto, la ecuación de Schrödinger toma la
forma conocida:

H	(r) =

�
�~
2m
r2 + V (r)

�
	(r) = "	(r) (1.1)

donde V (r) es el potencial efectivo para un electrón, } es la constante de Planck sobre
2�, m la masa del electrón y " su energía. Si consideramos a los iones �jos en sus
posiciones de equilibrio, la contribución de éstos al potencial efectivo es invariante bajo
todas las operaciones del grupo espacial del cristal. El término de interacción también
cumple con esta invarianza (Madelung, 1978). en consecuencia el hamiltoniano de la
ecuación (1.1). es también invariante bajo las transformaciones del grupo especial del
cristal.

1.2 Teorema de Bloch.

El que el hamiltoniano de la Ec. (1.1) sea invariante bajo traslaciones nos permite de-
ducir importantes resultados. Sea Rl una traslación dentro de la red. Podemos asociar
a Rl un operador TRl

de tal modo que TRl
f(r) = f(r +Rl). En un cristal in�nito en

principio hay un número in�nito de elementos del grupo de traslación. Sin embargo,
si el cristal se limita a un volumen �nito V con condiciones periódicas a la frontera, el
grupo de traslación se hace �nito y tiene el mismo número de elementos que puntos de
la red existen en V .
Aplicando el operador TRl

a la Ec. (1.1) obtenemos

TRl
(H	(r)) = TRl

("	(r)) (1.2)

y la condición de invarianza del hamiltoniano nos lleva a

H(TRl
	(r)) = "(TRl

	(r)) (1.3)

El resultado es que todas las funciones TRl
	(r) y 	(r) son simultáneamente fun-

ciones propias del hamiltoniano con el mismo valor E. Sea �(l) el valor propio del
operador TRl

, es decir
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TRl
	(r) = �(l)	(r) (1.4)

De la condición de normalización de la función de onda en el volumen V y de la
igualdad Z

V

jTRl
	j2 d3r =

Z
V

j	j2 d3r (1.5)

se sigue que
����(l)���2 = 1. De esta manera �(l) = exp(i�l); y ya que r + rm = rp

tenemos también que TrlTrm = Trp ; por lo tanto exp [i(�l + �m)] = exp(i�p). Resulta
entonces conveniente escribir a las �l como un producto punto de un vector k común a
todas las �l con los vectoresR asociados:

�(l) = exp(ik �R) (1.6)

en donde k es hasta ahora un vector arbitrario con unidades del inverso de la distan-
cia. Hasta ahora hemos supuesto que el valor propio " es no degenerado. Se puede
demostrar (Madelung, 1972) que para un valor " con una degeneración de orden f se
obtiene una relación matricial similar a (1.2):

TRl
	(r) = �(l)ss	(r) (1.7)

donde la �(l)ss es una matriz diagonal con
����(l)ss ���2 = 1 (s = 1:::f siendo f el orden

de la degeneración) por lo cual podemos escribir también
����(l)ss ��� = exp(ik � r). En

consecuencia para cada una de las 	 siempre existe un vector k tal que para cada
función propia 	 de TRl

, su valor propio será exp(ik � Rl); de tal forma que 	 está
clasi�cada por ese vector k.
Las ecuaciones (1.2, 1.7) conducen al Teorema de Bloch: Las soluciones no degen-

eradas de la ecuación de Schrödinger y combinaciones lineales de las soluciones degen-
eradas escogidas adecuadamente, son simultáneamente funciones propias del hamilto-
niano y del operador de traslación TRl

con valores propios exp(ik �Rl) :

TRl
	(k; r) = exp(ik �Rl)	(k; r) (1.8)

Puesto que las 	 son simultáneamente funciones propias del hamiltoniano y de TRl
,

los valores propios " también dependen de k, es decir: " = "(k): Además para las
soluciones degeneradas se tiene que "(k) = "(ks0).
El teorema de Bloch implica que 	(k; r) siempre puede representarse por una fun-

ción u(k; r) con la periodicidad de la red multiplicada por una onda plana exp(ik � r):

	(k; r) = exp(ik � r)u(k; r): (1.9)
Para ver esto, insertemos la expresión anterior en la Ec. (1.8) con lo que se obtiene,
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para el lado izquierdo, exp(ik � (r+Rl))u(k; r+Rl) y, para el lado derecho, exp(ik �
(r+Rl))u(k; r). Por lo tanto

u(k; r+Rl) = u(k; r); (1.10)

es decir, u(k; r) tiene la periodicidad de la red. Las funciones 	(k; r) se denomi-
nan funciones de Bloch y los electrones descritos por ellas son llamados electrones de
Bloch.
Ahora supóngase que se establece una red periódica Gl en el espacio asociado al

vector k, el cual se conoce como espacio recíproco. Los vectores Gl en este espacio
tienen la propiedad de que Rl �Gm es un múltiplo entero de 2� (Kittel, 1996), por lo
que si se hace actuar TRl

sobre 	(k+Gm; r) se obtiene

TRl
	(k+Gm; r) = exp(i(k+Gm) �Rl)	(k+Gm; r) = exp(ik �Rl)	(k+Gm; r)

(1.11)
De esta manera, a través del operador TRl

, no sólo una k sino todas las k0 = k +Gm

están asociadas con una 	(r). Por otra parte ya se mencionó que los valores propios
de los operadores de traslación son no degenerados por lo que se concluye que

	(k; r) = 	(k+Gm; r): (1.12)

Este último resultado puede interpretarse como sigue. Al clasi�car las soluciones de
la ecuación de Schrödinger en términos del vector k, los valores de k en una celda de
volumen mínimo son su�cientes. Por lo general se elige como tal a la primera zona de
Brillouin (Kittel, 1996). Asimismo, la función "(k) puede limitarse a la primera zona
de Brillouin.
La forma de las funciones de Bloch (ver Ec. (1.9)) da la primera clave del signi�cado

físico del vector k. Si se hace u =constante, 	 viene dada por

	 = c � exp(ik � r): (1.13)
El electrón en este caso se comporta como una partícula libre y está representada

por una onda plana con un vector de onda k. Si se trans�ere este signi�cado al caso
del cristal, entonces la Ec. (1.9) corresponde al enunciado de que el electrón de Bloch
está representado por una onda plana modulada por la periodicidad de la red. Por
otra parte si se considera el caso límite en el cual los átomos del cristal tienen una
separación in�nita, es decir, j ai j! 1 (donde los vectores ai son los vectores base de
la red), el espacio recíproco se colapsaría en su origen k = 0. Asimismo el término
exp(ik � r) ! 1, por lo que la función de Bloch (Ec. (1.9)) tendría que ser igual a
la función de onda u(0; r) de un átomo aislado. Sin embargo, en el límite de átomos
aislados, la función de onda debe tender a alguno de los orbitales átomicos 'n (donde
el subíndice n indica uno de los estados 1s, 2s, etc.) y no a una sola función u(0; r).
Por consiguiente uno debe escribir las funciones de las celdas como un(k; r), de tal

6



forma que en el caso límite de átomos aislados se obtenga una función un(0; r), la cual
debe coincidir con un orbital átomico 'n. Este nuevo índice debe introducirse en las
funciones de onda así como en la energía, es decir:

	n(k; r) = e
ik�run(k; r) (1.14)

H	n(k; r) = "n(k)	n(k; r): (1.15)
Por último, como las funciones de Bloch son periódicas en el espacio k se pueden

representar por una serie de Fourier

	n(k; r) = N
�1=2

X
l

an(Rl; r)e
ik�Rl , (1.16)

dondeN�1=2 es un factor de normalización siendoN el número de átomos en el cristal.
A las funciones an(Rl; r) se les conoce como funciones de Wannier. Invirtiendo la
relación anterior obtenemos

an(r;Rl) = N
�1=2

X
k

e�ik�Rl	n(k; r) = N
�1=2

X
k

eik�(r�Rl)un(k; r) ; (1.17)

donde la suma se realiza sobre todos los vectores k en la primera zona de Brillouin.
Debido a que un(k; r) tiene la periodicidad de la red, las an dependen solamente de
la diferencia r�Rl, es decir, las funciones de Wannier están centradas alrededor del
puntoRl de la red.
Asimismo, tenemos que las funciones de Wannier son ortogonales para diferentes

bandas (índice n) yRl distintos. Esto se sigue deZ
a�n(r�Rl)an0(r�Rl0)dr =

1

N

X
k;k0

exp[i(k�Rl�k0�Rl0)]

Z
	�n(k; r)	n0(k

0; r)dr =

1

N

X
k

exp[i(k � (Rl �Rl0)]�nn0 = �nn0�ll0 : (1.18)

Como forman un conjunto completo, estas funciones ofrecen una base alternativa para
una descripción exacta del hamiltoniano.

1.3 Modelo de Amarre Fuerte

En esta sección introduciremos el modelo de amarre fuerte para una sola banda. La
premisa básica de este modelo es que es más fácil estimar los elementos de matriz que
involucran a las funciones de Wannier (debido a su localización alrededor del átomo
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correspondiente) que resolver las ecuaciones diferenciales para las funciones de Bloch.
Si en la ecuación de Schrödinger estacionaria en la aproximación de un solo electrón:

H	(r) =
�
�}=2mr2 + V (r)

�
	(r) = "	(r)

sustituimos la relación (1.16), prescindiendo del subíndice n (porque solo consider-
amos una banda) y además utilizando la notación de Dirac jli (Sutton, 1993) para
representar a la función de Wannier a(r�Rl), tenemos:X

l

eik�RlH jli = "(k)
X
l

eik�Rl jli

si ahora multiplicamos por la función hmj, y debido a la ortogonalidad de las funciones
de Wannier, tenedremos:X

l

eik�Rl hmjH jli = "(k)
X
l

eik�Rl�ml;

y para l = m X
l

eik�Rl hmjH jli = "(k)eik�Rm ;

por lo que la energía toma la forma

"(k) =
X
l

eik�(Rl�Rm) hmjH jli ; (1.19)

donde el elemento de matriz hmjH jli tiene unidades de energía y puede verse como
un término de salto (hopping) entre vecinos según su proximidad:

hmjH jli =

8<: t si hmj es primer vecino de jli
t�si hmj es segundo vecino de jli
"0 si l = m

La condición para que este parámetreo de salto sea diferente de cero, es que cada uno
de los dos estados atómicos presenten en los extremos del enlace la misma componente
de momento angular a lo largo de del eje del enlace. Existen solamente cuatro tipos
de parámetros de salto diferentes de cero (Sutton, 1993); el que utilizaremos en este
trabajo será el llamado ss�, que involucra a dos orbitales esféricos del tipo s. La
cantidad ss� es negativa, debido a que ambos orbitales tienen el mismo signo.
Regresando a la expresión de la energía, ahora en términos de esta parámetro de

salto, para el caso de una dimensión tenemos

"(k) = "0 + 2t cos(ka) (1.20)
y para el caso de segundos vecinos:

"(k) = "0 + 2t cos(ka) + 2t�cos(2ka) (1.21)
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1.4 Densidad de estados

En esta sección se revisa brevemente como se obtiene la densidad de estados elec-
trónicos a partir de la función de Green cuya de�nición, en términos de operadores, es
(z1̂� Ĥ)Ĝ = 1̂, donde 1̂ representa al operador identidad y z = "+ i�, es un número
complejo. En el caso del hamiltoniano de amarre fuerte la función de Green está dada
por (Economou, 1983):

G =
X
k

jki hkj
z � "(k) (1.22)

donde jki = N�1=2P
l exp(ik �Rl) y "(k) = "0 +

P
l e
ik�(Rl�Rm) hmjH jli. En estas

expresiones, jki y jli son las funciones de Bloch y de Wannier respectivamente. Los
elementos de matriz para G(z) están dados de la siguiente forma:

G(l;m; z) = hljG(z)jmi =
X
k

hljki hkjmi
z � "(k) =




2�

Z
1BZ

exp(ik�(Rl�Rm))

z � "(k) dk (1.23)

La evaluación de la función de Green permite obtener la densidad de estados electrónica
por sitio �(") mediante la relación

�(") = � 1
�
Im
�
Tr G� (")

�
(1.24)

donde
G� (") �

X
k

jki hkj
"� i� � "(k) ; (1.25)

donde � es un número real positivo. La �(") multiplicada por un incremento de en-
ergía da el número de estados que tiene un electrón en dicho intervalo de energía;
los cuales pueden estar ocupados o desocupados. La densidad de estados se ha lo-
grado medir experimentalmente usando técnicas como la espectroscopia de escaneo de
tunelaje (scanning tunnelling spectroscopy) (Liljeroth, 2006).
Para el caso de una cadena lineal con parámetros de salto a primeros y segundos

vecinos, sustituimos la expresión correspondiente para "(k) y obtenemos:

G(l;m; z) =
a

2�

Z �
a

��
a

exp(ik(l �m))
z � �0 � 2t cos(ka)� 2t�cos(2ka)

dk (1.26)

En la �gura 1.26 se presentan las densidades de estados electrónicas por sitio para
cadenas lineales con t = �1 y t�=, �0:2 jtj, �0:5 jtj, �0:7 jtj, y � jtj.

9



­4 ­3 ­2 ­1 0 1 2 3 4

E/t

t́ = ­|t|

t́ = ­0.7|t|

t́ = ­0.5|t|

t́ = ­0.2|t|

t́ = 0.0

t́ = 0.2|t|

t́ = 0.5|t|

t́ = 0.7|t|
DO

S 
[u

. a
.]

t́ = |t|

Figura 1. Densidad de estados electrónicos para cadenas lineales con t = �1 y t0 = 0, �0:2 jtj,
�0:5 jtj, �0:7 jtj, y � jtj.

Nótese que para t0 = 0, la densidad de estados es simétrica con respecto a " = �0
(que tomamos como 0) como es de esperarse para una red bipartita, y presenta dos sin-
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gularidades de van Hove situadas en " = �2 jtj, las cuales son consecuencias topológ-
icas de la estructura periódica del cristal (Van Hove, 1953). Asimismo, el ancho de
banda es 4 jtj. Más aún, las densidades de estados de los sistemas con t0 6= 0 no son
simétricas con respecto a " = �0 y además pueden presentar más de dos singularidades
de van Hove. Para localizar dichas singularidades calculamos los puntos extremos de
la relación de dispersión para una cadena lineal dada por la ecuación 1.21:

d

dk
("0 + 2t cos(ka) + 2t�cos(2ka)) = 0 , (1.27)

usando identidades trigonométricas, convertimos el último miembro de "(k) en

cos 2ka = cos2 ka� sen2ka , (1.28)

y entonces la ecuación 1.27 queda de la siguiente manera

d

dk
"(k) =

d

dk

�
4t�cos2 ka+ 2t cos ka� 2t�

�
= 0 , (1.29)

o bien:
sin ka [�8t�a cos(ka)� 2ta] = 0 . (1.30)

Esta última ecuación tiene las siguientes soluciones

k =
l�

a
, l entero (1.31)

k =
1

a
arccos

�
� t
4t�

�
(1.32)

Con referencia a la ecuación 1.31, como la primera zona de Brillouin está comprendida
entre k = ��

a
, únicamente tomaremos l = 0 y l = 1.

La solución de la ecuación 1.32 existirá siempre y cuando���� t4t�
���� � 1. (1.33)

lo cual implica que

jt�j > 0:25t. (1.34)
Ya que encontramos las soluciones de la ecuación 1.30 podemos encontrar los pun-

tos extremos de la relación de dispersión dada por la ecuación 1.21. Usando la solución
de la ecuación 1.31; si ka = � y tomando "0 = 0, tenemos una primera expresión para
la relación de dispersión:

"1(ka = ��) = �2t+ 2t� (1.35)
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la cual es la misma para ka = �� debido a la paridad del cosx. Ahora, si en 1.31
tenemos que l = 0, la relación de dispersión será:

"2(ka = 0) = 2t+ 2t� (1.36)
En caso de que jt�j � 0:25, que es cuando tenemos la solución de la ecuación 1.32,

la relación de dispersión tiene la siguiente forma:

"3(ka = arccos [�t=4t�]) = �
t2

4t�
� 2t� (1.37)

En resumen, cuando el parámetro de salto a segundos vecinos jt�j sea menor que
0:25jtj, la densidad de estados tendrá dos singularidades de van Hove en las energías
dadas por la ecuaciones 1.35 y 1.36. Pero al superar jt�j el valor de 0:25jtj aparecerá
una tercera singularidad, como se pude ver claramente tanto en la �gura 1 como en la
tabla 1.

t´ 0 -0.1 -0.2 -0.25 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 -0.7 -0.8 -0.9 -1
"
1

2.0 1.8 1.6 1.5 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0
"2 -2.0 -2.2 -2.4 -2.5 -2.6 -2.8 -3 -3.2 -3.4 -3.6 -3.8 -4.0
"3 - - - 1.5 1.43 1.425 1.5 1.617 1.76 1.91 2.08 2.25

Tabla 1. Localización de las singularidades de van Hove para diferentes valores del parámetro t'.Las
unidades están en términos de jtj

Cabe mencionar que cuando jt�j � 0:25jtj el ancho de la banda de energía (D)siempre
es 4 jtj, mientras que cuando jt�j > 0:25jtj, jDj crece conforme jt�j aumenta; con un valor
�jo de t: Si t y t�tienen signos opuestos

D = j�2t+ 2t�j+
���� t24t�+ 2t�

���� (1.38)

mientras que si t y t�son del mismo signo

D = j2t+ 2t�j+
���� t24t�+ 2t�

���� : (1.39)

12



2 Correlación electrónica

Durante los últimos años, los descubrimientos de los superconductores orgánicos, de
los sistema de fermiones pesados, del rutenato de estrocio y sobre todo de los cupratos
superconductores con altas Tc; impulsaron el estudio de sistemas de electrones fuerte-
mente correlacionados en los que la interacción electrón-electrón de corto alcance juega
un papel fundamental (Anderson, 1987). El modelo de Hubbard es útil para estudiar
esta correlación de corto alcance, ya que éste está expresado en términos de interac-
ciones locales y no depende explícitamente de la naturaleza de éstas. En este capítulo
se revisan brevemente el formalismo de segunda cuantización que simpli�ca la descrip-
ción de sistemas cuánticos de muchas partículas, el modelo de Hubbard.

2.1 Segunda cuantización

El formalismo de segunda cuantización reformula la ecuación de Schrödinger de mu-
chos cuerpos con la ventaja de que los operadores en esta representación incorporan la
estadística de las partículas (bosones o fermiones), simpli�cando el estudio de sistemas
de muchas partículas idénticas que interactuán entre sí.
Comencemos por considerar un conjunto completo ortonormal de funciones de onda

de una sola partícula '"j (�) donde "j denota el estado de una sola partícula mientras
que la variable � representa todas las coordenadas de la partícula, incluyendo las coor-
denadas espaciales y la componente z del espín. Ahora pensemos en un conjunto de
fermiones independientes en el que cada partícula está en alguno de los estados '"j y
sea nj el número de partículas en dicho estado (nj puede ser 0 o 1). Las cantidades
nj son los llamados números de ocupación y constituyen las variables fundamentales
del formalismo de segunda cuantización, en vez de las coordenadas de las partículas.
Una función de onda para este sistema de N fermiones independientes no interactu-
antes debe ser el producto antisimétrico de las funciones de onda de las N partículas
del sistema. Una manera de expresar tales funciones es como determinantes de Slater

�(�1; :::; �N) =
1p
N !

������
'"1(�1) ::: '"1(�N)
::: ::: :::

'"N (�1) ::: '"N (�N)

������ : (2.1)

En el esquema de los números de ocupación, la función anterior se expresa como
jn1; n2; :::::; nNi. Para evitar ambigüedades en los signos algebráicos, se establece un
orden en los índices "j ,de tal forma que siempre "j se acomoda antes de "j+1: El prin-
cipio de exclusión de Pauli nos asegura que ningún estado poseerá los mismos números
cuánticos "j que otro, ni 2 partículas distintas compartan coordenadas; de lo contrario
la función de onda se anularía. El factor 1p

N !
asegura que la función � de�nida arriba

está normalizada. Asimismo, todas las funciones formadas a partir de diferentes esta-
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dos de una sola partícula son ortogonales a (2.1). De esta manera, cualquier función de
onda de un sistema de N fermiones puede expresarse como una combinación lineal de
funciones � (Fetter y Walecka, 1971).
En general, el hamiltoniano de un sistema de N partículas interactuantes puede es-

cribirse como

H =

NX
i=1

h(� i) +
1

2

NX
i;j=1
i6=j

v
�
� i; �j

�
. (2.2)

Este hamiltoniano está formado por operadores de una sola partícula y operadores
de dos partículas. El primero es un operador h (�) que solamente depende de las co-
ordenadas de una sola partícula, sin embargo, al considerar sistemas de N partículas
idénticas siempre encontramos sumas de tales operadores, iguales entre sí excepto por
la coordenada, por lo que entenderemos como operadores de una sola partículaH1 a la
suma de los operadores h (� i)

H1 =
NX
i=1

h(� i): (2.3)

La energía cinética de las N partículas cae en esta de�nición. Análogamente enten-
deremos como un operador de 2 partículas H2 a la suma de los operadores v

�
� i; �j

�
que dependen de las coordenadas de dos partículas. En la suma se incluyen todos
los pares distintos y se excluye el término v (� i; � i) ya que suponemos que las partícu-
las no interactúan consigo mismas; de tal modo que el operador de dos partículas será
de�nido como:

H2 =
1

2

NX
i;j=1
i6=j

v
�
� i; �j

�
: (2.4)

Introduciendo los operadores de creación (c+i ) y aniquilación (ci) en el espacio de
numeros de ocupación y que cumplen con las siguientes reglas de anticonmutación:�

ci; c
+
j

	
� cic+j + c+j ci = �ij; fci; cjg =

�
c+i ; c

+
j

	
= 0 . (2.5)

Dichas reglas garantizan la antisimetría del estado cuántico de muchos fermiones ante
el intercambio de las coordenadas de dos de ellos. Se puede demostar (Fetter yWalecka,
1971) que el operador H1 puede expresarse como

H1 =
X
i;j

hijh jji c+i cj . (2.6)
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y que el operador H2 puede escribirse como

H2 =
1

2

X
i;j;k;l

hijj v jkli c+i c+j clck , (2.7)

en donde el elemento de matriz hijj v jkli está dado por

hijj v jkli =
Z
'�"i(�1)'

�
"j
(�2)v(�1; �2)'"k(�1)'"l(�2)d�1d�2. (2.8)

Es importante hacer notar que el orden de los operadores (i; j; k; l) en la ecuación
(2.7) es distinto del que aparece en los elementos de matriz (i; j; l; k). De esta man-
era, el hamiltoniano más general de un sistema de N partículas interactuantes puede
escribirse, dentro del formalismo de segunda cuantización, como

H = H1 +H2 =
X
i;j

hijh jji c+i cj +
1

2

X
i;j;k;l

hijj v jkli c+i c+j clck . (2.9)

2.2 El modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard (Hubbard, 1963) es quizás el modelo más simple que toma en
cuenta la interacción que hay entre los electrones en un sólido. Como se verá a contin-
uación, este modelo solamente considera la interacción entre dos electrones localizados
en un mismo sitio o átomo, por lo que representa una simpli�cación considerable del
problema real. Primero daremos una de�nición para este modelo (Tasaki, 1998):
Sea � una red formada por los sitios Ri. Físicamente hablando, cada sitio en la

red corresponde a un sitio atómico en un cristal. Simpli�quemos nuestro problema
pensando que cada átomo tiene solamente un orbital electrónico, con simetría esférica
y cuyo estado propio jii es no degenerado. Por supuesto que los átomos pueden tener
más de un orbital y más de un electrón en los correspondientes estados, sin embargo la
�losofía detrás de la construcción de este modelo es que aquellos electrones en otros
estados no juegan un papel importante en la física de bajas energías en la que estamos
interesados y por el momento no los consideraremos.
Si nos interesa una descripción local del sistema, es conveniente trabajar con las fun-

ciones de Wannier, las cuales se obtienen mediante la aplicación de una transformada
de Fourier de las funciones de Bloch (Aschcroft, 1976), tal como vimos en el capítulo
anterior.
Sea jii el estado de un electrón descrito por la función deWannier '(r�Ri) centrada

en el sitio Ri. Como se vió en la sección anterior, el hamiltoniano más general de un
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sistema de fermiones interactuantes se puede expresar como

H =
X
i;�

"ic
+
i;�ci;� +

X
i;j 6=i;�

tijc
+
i;�cj;� +

1

2

X
i;j;k;l

X
�;�0

Uklij c
+
i;�c

+
j;�0cl;�0ck;�,: (2.10)

donde
tij � hijh jji =

Z
d3r'�(r�Ri)h(r)'

�(r�Rj) , "i � tii; (2.11)

y

Uklij � hijj v jkli =
Z
d3rd3r0'�(r-Ri)'

�(r0-Rj)v (r-r0)'(r-Rk)'(r
0-Rl). (2.12)

La aproximación más sencilla consiste en considerar únicamente el término U � U iiii =
hiij v jiii y despreciar el resto, lo que conduce al hamiltoniano de Hubbard estándar
(Hubbard, 1963)

H =
X
i;j;�

tijc
+
i;�cj;� + U

X
i

ni;"ni;#; (2.13)

donde ni;� = c+i;�ci;� es el operador de número, y la ocupación electrónica total en
el sitio i es ni = ni;" + ni;#. De esta manera U parametriza la interacción entre dos
electrones que se hallan en el mismo sitio. En otras palabras, U representa la energía
que cuesta colocar dos electrones en un mismo átomo. Más aún, en el presente trabajo
tomaremos

tij =

8<: t si i; j son primeros vecinos
t0 si i; j son segundos vecinos
0 en cualquier otro caso

(2.14)

donde, por simplicidad hemos escogido "ii= t ii= 0 :
Los valores experimentales de t y t0 pueden determinarse a partir de la estructura

de bandas de un material dado, ajustando una relación de dispersión a la banda que
cruza el nivel de Fermi. Por otra parte, la medición experimental de U ha sido un
problema difícil, y solamente recientemente se ha logrado hacerlo en el compuesto
NaV2O5 utilizando dispersión resonante inelástica de rayos X (RIXS, por sus siglas
en inglés) (Zhang, et al. 2002). Por último, cabe mencionar que para los metales de
transición se estima que U � 20eV mientras que t es del orden de 1eV (Hubbard,
1963).
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3 Teoría Microscópica de la Superconductivi-
dad.

En esta sección haremos una breve revisión de la teoría BCS de la superconductivi-
dad (Bardeen, et al:; 1957) y de aplicación de este formalismo al modelo de Hubbard
atractivo.

3.1 Formalismo BCS a T = 0

A través del método variacional, obtendremos una ecuación para la brecha supercon-
ductora así como para el estado base superconductor a temperatura cero (T = 0).
Partiremos del llamado hamiltoniano reducido que incluye las interacciones que in-

volucran solamente pares de electrones con espines y momentos opuestos

HBCS =
X
k;�

" (k)nk;� +
1

Ns

X
kk0

Ukk0c
+
k;"c

+
�k;#ck0;"c�k0;#, (3.1)

suponiendo que este hamiltoniano incluye todos los términos relevantes para la super-
conductividad. Aquí, " (k) es la energía de una sola partícula, Ukk0 es el elemento de
matriz del potencial de interacción entre dos electrones y Ns es el número de celdas
unitarias del sólido. Para aplicar el método variacional necesitamos una función de
prueba; la teoría BCS propone una de la siguiente forma (Bardeen, et al:; 1957)

j	Gi =
Y
k

�
uk + vkc

+
k;"c

+
�k;#
�
j0i , (3.2)

donde j0i representa el estado del vacío, es decir, sin partículas presentes, y donde vk,
uk, son las amplitudes de probabilidad de encontrar al estado (k " ,� k #) ocupado y
desocupado, respectivamente, y por lo tanto

u2k + v
2
k = 1 (3.3)

la cual es llamada �condición de normalización�. Esta función de onda no es función
propia del operador de número total N̂ , lo que signi�ca que representa un estado con
un número de partículas variable. Si queremos determinar el valor medio del número
de partículas N debemos minimizar con respecto de vk (el coe�ciente de probabilidad
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de ocupación) el valor de expectación h	GjHBCS � �N̂ j	Gi, es decir,

� h	G jHBCS � �N j	Gi = �

242X
k

("(k)��) v2k +
1

Ns

X
k;k0

Ukk0 uk vk uk0 vk0

35 = 0 ,
(3.4)

donde � es el potencial químico. Dada la condición de normalización podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que

uk = sin �k; vk = cos �k (3.5)
donde �k es un parámetro por determinar. Después de usar identidades trigonométricas
básicas, el miembro derecho de la ecuación 3.4 se puede escribir comoX

k

�(k)(1 + cos 2�k) +
1

4Ns

X
k;k0

Ukk0 sin 2�k sin 2�k0 . (3.6)

en donde �(k) ="(k)��.
La minimización de h	G jH � �N j	Gi con respecto a �k conduce a

@ h	G jH � �N j	Gi
@�k

= 0 = �2�(k) sin 2�k +
1

Ns

X
k0

Ukk0 cos 2�k cos 2�k0 (3.7)

y entonces

tan 2�k =

P
k0 Ukk0 sin 2�k0
2�(k)

(3.8)

De�niendo
�k = �

1

Ns

X
k0

Ukk0ukvk0 = �
1

2

1

Ns

X
k0

Ukk0 sin 2�k0 (3.9)

Ek =

q
("k � �)2 +�2

k =
q
�(k)2 +�2

k (3.10)

Esta Ek es la energía de exitación de una cuasi-partícula de momento }k mientras
que �k es la mínima energía de excitación, o brecha de energía (gap). Con estas
de�niciones podemos escribir

tan 2�k = ��k

"k
(3.11)

2uk vk = sin 2�k =
�k

Ek

v2k � u2k = cos 2�k = �
"k
Ek
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los repectivos signos del seno y del coseno se escogen basados en que v2k ! 0 con-
forme "k !1.
Ahora, si sustituímos la primera de las relaciones anteriores en la ecuación 3.9 para

evaluar �k, llevándonos a una condición de autoconsistencia

�k = �
1

Ns

X
k0

Ukk0�k0

2Ek0
. (3.12)

Notemos que existe la solución trivial �k = 0, entonces vk = 1 para �(k) <0, y
vk = 0 para �(k) >0, y la función j	Gi es la del estado normal del mar de Fermi
a T = 0. Pero esperamos soluciones no triviales con menor energía si Ukk0 < 0.
Conservamos entonces el modelo usado por Cooper y BCS

Ukk0 =

�
Ukk0 si j�kj y j�k0j � ~$c

0 en cualquier otro caso (3.13)

Insertando la de�nición anterior de � (Ec. 3.12) encontramos que

�k =

�
� si j�kj < ~$c

0 si j�kj > ~$c
(3.14)

Una vez calculado� podemos facilmente encontrar el valor para los coe�cientes uk
y vk

vk =

s
1

2

�
1� �(k)

E(k)

�
y uk =

s
1

2

�
1 +

�(k)

E(k)

�
. (3.15)

los cuales especi�can la óptima función de onda BCS. Una vez determinada j	Gi se
puede calcular la energía del estado base EG a partir de la Ec. (3.6) obteniendo

EG = h	G jHj	Gi =
X
k

�
�(k)��

2(k)

E(k)

�
+
X
k

�2
k

2E(k)
+ �N . (3.16)

El valor medio del número de partículas viene dado por

N =
D
	G

���N̂ ���	GE = 2X
k

v2k =
X
k

�
1� �(k)

E(k)

�
, (3.17)

o bien,

n� 1 = � 1

Ns

X
k

"(k)��
E(k)

, (3.18)

en donde n es el número de partículas por sitio, es decir n = N=Ns.
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3.2 Formalismo BCS a T 6= 0
Si deseamos realizar un estudio termodinámico, conviene emplear el ensamble gran
canónico. La función de partición gran canónica es

Zgc = Tr e�[HBCS��N̂]=kBT , (3.19)

en donde kB es la constante de Boltzman, T es la temperatura y la traza se realiza
sobre todos los conjuntos de números de ocupación. debemos tomar en cuenta que
HBCS contiene productos de cuatro operadores fermiónicos, por lo cual la traza no se
puede calcular en forma cerrada. Sin embargo empleando una técnica de campo medio
diseñada para reproducir los resultados a temperatura cero, podemos obtener una muy
buena aproximación a la termodinámica. Para ello escribiremos

ck;"c�k;# = bk + (ck;"c�k;# � bk) (3.20)

en donde bk � hck;"c�k;#i. Al aplicar esta de�nición, solamente consideraremos las
cantidades a primer orden del término entre paréntesis de la ecuación 3.20. El resultado
es

Zgc = Tr e�[HCM��N̂]=kBT , (3.21)
donde

HCM � �N̂ =
X
k;�

� (k)nk;� +
1

Ns

X
kk0

Vkk0
�
bk0c

+
k;"c

+
�k;# + b

�
k0ck;"c�k;# � b�k0bk

�
=

X
k;�

� (k)nk;� �
X
k

�
�kc

+
k;"c

+
�k;# +�

�
kck;"c�k;# ��kb

�
k

�
, (3.22)

y

�k = �
1

Ns

X
k0

Vkk0bk0 . (3.23)

Ahora solamente tenemos productos de dos operadores fermiónicos, por lo cual la traza
del hamiltoniano se puede calcular de forma cerrada; aunque es necesario diagonalizar
antes el hamiltoniano a través de una transformación canónica de Bogoliubov (Bogoli-
ubov, 1958)

ck;" = u�k
k0 + vk

+
k1,

c+�k;# = �v�k
k0 + uk
+k1

que de�ne nuevos operadores fermiónicos 
k0 y 
k1, donde los coe�cientes uk y vk
deben satisfacer

jukj2 + jvkj2 = 1. (3.24)
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Sustituyendo estos nuevos operadores en el hamiltoniano de la ecuación 3.22 y lle-
vando a cabo los productos indicados considerando las propiedades de conmutación de
los nuevos operadores fermiónicos, obtenemos

HCM � �N̂ =
X
k

�(k)[
�
jukj2 - jvkj2

� �

+k0
k0+


+
k1
k1

�
+2 jvkj2

+2u�kv
�
k
k1
k0+2ukvk


+
k0


+
k1]

+
X
k

[(�kukv
�
k+�

�
ku

�
kvk)

�

+k0
k0+


+
k1
k1-1

�
+
�
�k�

�2
k -�

�
ku

�2
k

�

k1
k0+

�
��
kv
2
k-�ku

2
k

�

+k0


+
k1+�k�

+
k ] .(3.25)

Para diagonalizar el hamiltoniano, escogemos uk y vk de tal forma que los coe�cientes
de 
k1
k0 y 
+k0


+
k1 en la ecuación anterior sean cero, esto es

2�(k)ukvk +�
�
kv
2
k ��ku

2
k = 0: (3.26)

Las ecuaciones (3.26) y (3.24) son su�cientes para determinar uk y vk en términos
de�k. De la Ec. (3.26) encontramos que

��kvk
uk

es real (Tinkham, 1996) y multiplicando
la Ec. (3.26) por �

�
k

uk
y resolviendo la ecuación cuadrática resultante obtenemos

��
kvk
uk

=

q
�2(k) + j�kj2 � �(k) � E(k)��(k). (3.27)

Se escogió el signo positivo de la raíz pues es el que corresponde a la solución estable
de mínima energía. De la condición de normalización jukj2+ jvkj2 = 1 y sabiendo que
jvk=ukj = (E(k)��(k)) = j�kj, se encuentra que los coe�cientes son

jvkj2 = 1� jukj2 =
1

2

�
1� �(k)

E(k)

�
. (3.28)

Aunque las fases de uk, vk y �k son individualmente arbitrarias, ellas están rela-
cionadas ya que ��kvk

uk
es real. Esto es, la fase de vk relativa a uk debe ser la fase

de�k. No se pierde generalidad si escogemos uk real y positiva. Si lo hacemos así, vk
y �k deben tener entonces la misma fase. Reescribiendo el hamiltoniano en términos
de los nuevos operadores se obtiene

HCM��N̂ =
X
k

 
�(k)� E(k)� 1

Ns

X
kk0

Vkk0b
�
kbk0

!
+
X
k

E(k)
�

+k0
k0 + 


+
k1
k1

�
(3.29)

El primer término de esta expresión es una constante mientras que el segundo tér-
mino describe fermiones independientes con energías de excitación E(k), ya que los
operadores 
k0 y 
k1 obedecen las relaciones de conmutación de Fermi-Dirac. El
hamiltoniano de la ecuación (3.29) determina las propiedades del sistema en térmi-
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nos de los bk pero aún se deben determinar dichos números. Aquí es donde el requer-
imiento de autoconsistencia aparece ya que los números bk son los promedios cuán-
tico y termodinámico de los operadores ck;"c�k;# cuando el sistema está descrito por
HCM � �N̂ . En mecánica estadística cuántica se demuestra que tales promedios están
dados por (Pathria, 1972)

bk � hck;"c�k;#i =
Tr
n
exp

h
��
�
HCM � �N̂

�i
ck;"c�k;#

o
Tr
n
exp

h
��
�
HCM � �N̂

�io , (3.30)

donde Trf:::g denota a la traza del operador entre paréntesis en el espacio de Hilbert de
los eigenestados de HCM � �N̂ . Reescribiendo los operadores ck en términos de los
operadores 
k, la traza puede evaluarse y se obtiene

bk =
Tr
n
exp

h
��
�
HCM � �N̂

�i �
�u�kvk
+k0
k0 + u�kvk
k1
+k1

�o
Tr
n
exp

h
��
�
HCM � �N̂

�io
= ukv

�
k f1� 2f [E(k)]g , (3.31)

donde
f [E(k)] =

1

eE(k)=kBT + 1
, (3.32)

es la función de Fermi-Dirac. Cabe señalar que hemos utilizado el hecho de que en un
sistema de fermiones independientes esta función da la probabilidad de ocupación de
un estado particular. Nótese que el denominador contiene exp (E(k)=kBT ) en vez de
exp ([E(k)��] =kBT ). La razón formal es que aunque � se encuentra contenido en la
de�nición de E(k), no multiplica a los operadores fermiónicos en la ecuación (3.29).
Físicamente, la razón es que 
+k0 (o 
+k1 ) crea un estado excitado pero no cambia
el número de partículas. Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (3.31), y (3.28) en
(3.23) obtenemos

�k = � 1

Ns

X
k0

Vkk0
�k0

2E(k0)
f1� 2f [E(k0)]g

= � 1

Ns

X
k0

Vkk0
�k0

2E(k0)
tanh

�
E(k0)

2kBT

�
, (3.33)

generalizando así la ecuación de la brecha superconductora a temperaturas �nitas. De
manera análoga, la ecuación (3.18) se generaliza a

n� 1 = � 1

Ns

X
k

"(k)��
E(k)

tanh

�
E(k0)

2kBT

�
. (3.34)
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Dados Vkk0 , n y T , las ecuaciones no lineales integrales (3.33) y (3.34) deben resolverse
para determinar �k(n; T ) y � (n; T ). En particular, la Tc se obtiene a partir de la
condición �k (n; Tc) = 0. En este caso E(k) = j�(k)j y el espectro de exitación es
el mismo que el del estado normal. En el caso particular de un gas tridimensional de
electrones con una interacción atractiva dada por

Vkk0 =

�
�V si j"(k)��j < }!c y j"(k0)��j < }!c
0 en cualquier otro caso (3.35)

se puede demostrar (Bardeen, et al. 1957) que, en el límite donde DV � 1, se tiene

kBTc = 1:13}!ce�
1
DV (3.36)

y
�(0)

kBTc
= 1:764 (3.37)

donde !c es una frecuencia típica de los fonones y D es la densidad de estados elec-
trónicos en el nivel de Fermi. Este resultado se observa en la mayoría de los elementos
superconductores, con variaciones menores al 10% (Mersevey y Schwartz, 1969).

3.3 Modelo de Hubbard atractivo

El modelo de Hubbard con U negativa, o atractivo, describe interacciones locales atrac-
tivas entre fermiones. Este hamiltoniano debe considerarse como un modelo efectivo
con parámetros renormalizados que contienen una interacción indirecta atractiva, es
decir, cuando los electrones polarizan un grado de libertad colectivo de la red, ellos
pueden obtener una energía de amarre compartiendo dicha polarización (Auerbach,
1994). Cabe mencionar que se han propuesto muchos mecanismos para producir una
interacción atractiva entre electrones como por ejemplo, las deformaciones de la red
(fonones), oscilaciones colectivas de carga (plasmones) o �uctuaciones de espín (para-
magnones).
En esta sección aplicaremos, a manera de ejemplo, la teoría de campo medio de BCS

al hamiltoniano de Hubbard atractivo

H � �N̂ = t
X

<i;j>;�

c+i;�cj;� + U
X
i

ni;"ni;# � �
X
i;�

c+i;�ci;� , (3.38)

al que hemos agregado el potencial químico � para �jar el número de partículas y donde
N̂ es el operador de número. Usando las transformadas de Fourier de los operadores
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de creación y aniquilación

c+i;� =
1p
N

X
k

exp (ik �Ri) c
+
k;� (3.39)

ci;� =
1p
N

X
k

exp (�ik �Ri) ck;�

podemos escribir este hamiltoniano en el espacio de momentos de la siguiente forma

H ��N̂ =
X
k;�

["0 (k)� �] c+k;�ck;� +
1

Ns

X
k;k0;q

U c+k+q;"c
+
�k+q;#c�k0+q;#ck0+q;", (3.40)

donde 2q es el momento del centro de masa del par y "0 (k) es la relación de dispersión
de una partícula. Dentro del formalismo BCS, los términos con q = 0 son los únicos
términos relevantes para la superconductividad mientras que los términos con q 6=
0 pueden reescribirse en la aproximación de campo medio (Dagotto, et al:, 1994b;
Arrachea, et al:, 1997) como �Un2Ns=4 + UnN̂=2. De esta manera tenemos

H � �N̂ =
X
k;�

[" (k)� �] c+k;�ck;� +
1

Ns

X
k;k0

U c+k;"c
+
�k;#c�k0;#ck0;" �

Un2

4
Ns, (3.41)

donde "(k) es la relación de dispersión de una partícula incluyendo una auto-energía
de Un=2. Comparando las ecuaciones (3.41) y (3.22) y utilizando la ecuaciones (3.33)
y (3.34), podemos escribir directamente las ecuaciones que describen el estado super-
conductor a una temperatura T

1 =
jU j
2Ns

X
k

1�
("(k)��)2 +�2

� 1
2

tanh

0@�("(k)��)2 +�2
� 1
2

2kBT

1A , (3.42)
n� 1 = � 1

Ns

X
k

"(k)���
("(k)��)2 +�2

� 1
2

tanh

0@�("(k)��)2 +�2
� 1
2

2kBT

1A , (3.43)
donde � � � 1

Ns

P
k0 U hck0;"c�k0;#i. Las ecuaciones integrales (3.42) y (3.43) están

acopladas y, en el caso general, el potencial químico � de los fermiones debe deter-
minarse de manera autoconsistente junto con la brecha superconductora �. Como ya
se mencionó, para obtener Tc hacemos � = 0, en las ecuaciones anteriores por lo que
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estas se reducen a:

1 =
jU j
2Ns

X
k

1

j"(k)��j tanh
�
j"(k)��j
2kBTc

�
, (3.44)

n� 1 = � 1

Ns

X
k

"(k)��
j"(k)��j tanh

�
j"(k)��j
2kBTc

�
. (3.45)

Por otra parte, la brecha superconductora a T = 0 queda determinada por

1 =
jU j
2Ns

X
k

1�
("(k)��)2 +�2

� 1
2

, (3.46)

n� 1 = � 1

Ns

X
k

"(k)���
("(k)��)2 +�2

� 1
2

, (3.47)

donde hemos usado el hecho de que

lim
T!0

tanh

�
j"(k)��j
2kBTc

�
= 1, (3.48)

En el límite jU j >> jtj a T = 0, se sigue de las ecuaciones (3.46) y (3.47) que

� = �1
2
jU j , � = 1

2
jU j
p
n(2� n), (3.49)

y la mínima energía (2�0) necesaria para romper el par puede obtenerse minimizando
2E(k) =2

�
("(k)��)2 +�2

� 1
2 , es decir

2�0 � 2

s�
�� Un

2

�2
+�2 = jU j , (3.50)

que corresponde a la energía de amarre de un par. Asimismo, en el límite de baja
densidad (n << 1) tenemos que

� = �1
2
jU j , � = jU j

p
n=2. (3.51)

Como en este límite la ecuación BCS se reduce a la ecuación de Schrödinger para un
solo par, la ecuación (3.51) implica que a primer orden � está dado por la mitad de la
energía de amarre de un solo par.
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4 Superconductividad en una cadena lineal

El hamiltoniano de Hubbard atractivo con parámetro de salto a primeros vecinos es
quizás el modelo más simple que incorpora los ingredientes básicos del apareamiento
local de electrones en redes cristalinas. Este modelo se ha aplicado para estudiar la
superconductividad en los regímenes de acoplamiento débil y fuerte debido a que es-
encialmente tiene un único parámetro de interacción U=t que puede variarse para pasar
de un régimen a otro. A pesar de su simplicidad, el modelo de Hubbard con parámetro
de salto a primeros vecinos solamente ha sido resuelto exactamente para una dimensión
(Lieb, 1968; Quick, 1993, Tahir-Kheli, 1993). Esto ha permitido hacer comparaciones
entre la solución exacta y la solución obtenida a través del formalismo de campo medio
o BCS (Marsiglio, 1997; Salwen, 2004; Kocharian, 1999). En todos estos trabajos
se ha demostrado que la solución BCS es una magní�ca aproximación para la energía
del estado base superconductor, particularmente para bajas densidades de electrones y
todos los valores de U . Por otra parte, en el límite diluido, el valor de la brecha su-
perconductora coincide con el valor exacto aunque dicho acuerdo disminuye cuando
la densidad de electrones aumenta. Aún así el formalismo BCS tiene una poderosa
utilidad y es un buen punto de partida para investigar el estado superconductor en mod-
elos más complicados que carecen de solución exacta, como es el caso del modelo de
Hubbard con parámetro de salto a segundos vecinos (t�) que se estudia en esta tesis.
En este capítulo estudiamos las principales propiedades físicas del estado supercon-

ductor en una cadena lineal con parámetros de salto a primeros (t) y segundos vecinos
(t�) por medio del hamiltoniano de Hubbard atractivo y usando el formalismo BCS. En
particular, a partir de las ecuaciones integrales acopladas (3.42), (3.43) y (3.46), (3.47)
obtenemos numéricamente la temperatura crítica (Tc) y la brecha superconductora (�)
como función de los dos paramétros de control del modelo que son U=jtj y t0=jtj, y de
la densidad de electrones en el sistema(n). Aquí cabe mencionar que en general cada
conjunto de valores (t, t0, U , n) caracteriza a un solo material o sistema, por lo que, al
considerar una variación en dichos parámetros, estamos teniendo en cuenta diferentes
materiales. Un caso particularmente interesante lo constituyen los superconductores
cerámicos de alta Tc (que no estudiamos en esta tesis) en los cuales es posible variar la
concentración de portadores n por métodos químicos (Poole, et al:, 1995) manteniendo
t, t0 y U aproximadamente constantes.

4.1 Resultados

En esta sección se presentan los resultados obtenidos para la temperatura crítica y la
brecha superconductora de un cadena lineal con parámetros de salto a primeros (t) y
segundos vecinos (t�) como función de U , t0 y la densidad de electrones en el sistema
(n). Para este caso particular, hay que sustituir "(k) = 2t cos(ka) + 2t0 cos(2ka) en
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las ecuaciones (3.42) y (3.43), las cuales se resolvieron numéricamente para diferentes
valores de U y t0. En todos los casos utilizamos t = �1.
En las �guras 2, 3, 4 y 5 se muestran las grá�cas de la temperatura crítica (Tc) y

de la brecha superconductora (�) como función de n para U=jtj = �1;�2;�3 y -
5, respectivamente y diferentes valores de t0=t, los cuales se indican en las grá�cas
correspondientes.

Figura 2. (a). Temperatura crítica (TC) y (b) brecha superconductora (�) como función de la densidad de
partículas (n) para U = �jtj y diferentes valores de t�.
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Figura 3. (a). Temperatura crítica (TC) y (b) brecha superconductora (�) como función
de la densidad de partículas (n) para U = �2jtj y diferentes valores de t�.

Figura 4 (a). Temperatura crítica (Tc) y (b) brecha superconductora (�) como función
de la densidad de partículas (n) para U = �3jtj y diferentes valores de t�.
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Figura 5. (a) Temperatura crítica (Tc) y (b) brecha superconductora (�) como función
de la densidad de partículas (n) para U = �5jtj y diferentes valores de t�.

Figura 6. (a) Temperatura crítica (TC) y (b) brecha superconductora (�) como función
de la densidad de partículas (n) para t�= 0 y diferentes valores de U .
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Figura 7. (a) Temperatura crítica (TC) y (b) brecha superconductora (�) como función
de la densidad de partículas (n) para t�= �0:5jtj y diferentes valores de U .

Nótese que para t� = 0 existe un comportamiento simétrico de la curva Tc (n)
(análogamente para �(n)) alrededor de n = 1 para todos los valores de U=jtj, de-
bido a la simetría electrón-hueco que ocurre en redes bipartitas. Sin embargo, al in-
cluir el término t�se rompe dicha simetría. Asimismo, para valores de U=jtj ' �1,
tanto Tc como la brecha superconductora (�) presentan dos máximos locales cuando
0 � t0 > �0:5jtj, mientras que para t0 < �0:5jtj se tienen tres máximos locales.
Nótese que el máximo global de Tc(n) [al igual que para �(n)] siempre ocurre para
n > 1 cuando t0 < 0. Para valores más grandes de jU j , Tc(n) y�(n) solamente presen-
tan dos máximos locales cuya diferencia se incrementa conforme jt0j aumenta, siendo
iguales solamente cuando t0 = 0. Más aún, conforme U crece en magnitud, los máx-
imos locales desaparecen para dar lugar a un único máximo que se alcanza en n = 1.
Este comportamiento se aprecia mejor en las �guras 6 y 7, en donde se muestran las
grá�cas de Tc(n) y �(n) para t0 = 0 y t0 = �0:5jtj, respectivamente, y diferentes val-
ores de jU j. Nótese que este máximo se encuentra en n = 1 si t0 = 0 y se aleja de este
valor cuando jt0j aumenta manteniendo U �ja. Como puede observarse, para energías
de interacción débiles (jU j=jtj), el número de máximos locales de Tc como función de
n está directamente relacionado con el número de singularidades de van Hove en la
densidad de estados electrónicos de una sola partícula (ver Figura 1). Asimismo, cabe
mencionar que el comportamiento similar que presentan Tc(n) y �(n) se debe a que,
en general, estos son aproximadamente proporcionales entre sí, como se muestra en
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la ecuación 3.37. Es decir, una mayor brecha superconductora siempre conduce a una
mayor temperatura crítica.
Sin embargo, a medida que U crece, la densidad de electrones donde ocurre la Tc

máxima (�) siempre tiende n = 1 sin importar el valor de t0, como se muestra en
las �guras 6 y 7. De hecho, en el límite jU j >> jtj todas las propiedades del estado
superconductor son independientes de la dimensionalidad y topología de la red, y el
máximo de la TC (�) ocurre en n = 1 (ver �gura 8) como se predice a partir de la
ecuación (3.49).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
n

k BT
C/|

t| 
[u

.a
.]

Figura 8. Temperatura crítica (TC) como función de la densidad
de partículas, para jU j >> jtj. Se aprecia como el máximo de la

curva ocurre en n = 1.

Por otra parte, en la �gura 9 se gra�can (a) los máximos locales de la temperatura
crítica (TmaxC ) junto con (b) las correspondientes densidades óptimas (nopt),como fun-
ción de t�para diferentes valores de U: Nótese que cuando jU j � jtj, el máximo global
de T

C
(cuadrados sólidos) alcanza su mayor valor (para U �ja) cuando t�= �0:5 jtj,

mientras que cuando jU j >> jtj, el máximo global de T
C
alcanza su mayor valor (para

U �ja) cuando t�= 0. Más aún, el segundo máximo local de T
C
(círculos sólidos), el

cual solamente existe cuando jU j � jtj, siempre crece conforme jt�j disminuye, man-
teniendo U constante. Asimismo cuando jU j � jtj , la densidad óptima a la cual
se alcanza la máxima T

C
, nopt(t�), tiene un comportamiento irregular, manteniéndose

siempre por arriba de la banda semillena.
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Figura 9.(a) Máximos locales de la temperatura crítica [TmaxC ] y (b) las correspondientes densidades
óptimas (nopt) para n � 1 (círculos) y n � 1 (cuadrados).

Finalmente, cabe señalar que los casos con t0 < 0 y t0 > 0 están ligados por la
relación (Micnas, et al., 1989)

Tc(n; t
0=t) = Tc(2� n;�t0=t) , (4.1)

�(n; t0=t) = �(2� n;�t0=t) (4.2)

lo cual se aprecia en las �guras 7 y 8. Esta relación puede demostrarse a partir de las
ecuaciones (3.42) y (3.43). De esta manera, es su�ciente estudiar el comportamiento
de Tc y � para un solo signo de t0.

Figura10. (a) Los máximos valores de la temperatura crítica (TmaxC ) , (b) las correspondientes
concentraciones óptimas (nopt) y (c) valores del hopping a segundos vecinos (t0) como función de U .
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Figura 11. (a) Temperatura crítica (Tc) y (b) brecha superconductora (�) como función de la densidad
de electrones (n), para t0 = 0:7jtj (círculos abiertos) y t0 = �0:7jtj (cuadrados abiertos) con

U = �2jtj.
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Conclusiones

En este trabajo se estudió el estado superconductor de una cadena lineal con parámetros de salto
(hopping) a primeros y segundos vecinos, descrita por el modelo de Hubbard atractivo. Especí�ca-
mente se analizó el comportamiento de la temperatura crítica (T

C
) y de la bracha superconductora

(�), ambas como función de los parámetros del sistema que son la concentración de electrones (n)
y la interacción atractiva intrasitio (U ). El estudio se llevó a cabo de forma numérica a partir del
formalismo BCS. Las principales conclusiones se enumeran a continuación.
Se encontró una dependencia no monotónica de la temperatura crítica (Tc) y de la brecha su-

perconductora (�) con respecto al llenado de la banda (n).Para energías de interacción débiles
(jU j=jtj), el número de máximos locales de Tc como función de n está directamente relacionado
con el número de singularidades de van Hove en la DOS de una sola partícula. Además, para
t0 < 0, el máximo global de Tc(n) (Tc óptima) se encuentra para n > 1, mientras que para para
t0 > 0, dicho máximo se encuentra para n < 1. Más aún, conforme jt0j aumenta desde 0 hasta
0:5jtj, el valor de la Tc óptima crece. Asimismo, si jt0j se incrementa a partir de jt0j = 0:5jtj, el
valor de la Tc óptima comienza a decrecer.Cabe mencionar que los otros máximos locales de Tc(n)
siempre decrecen cuando jt0j aumenta.
Cuando la energía de interacción jU j aumenta, los máximos locales tienden a desaparecer para

dar lugar a un solo máximo, el cual tiende a n = 1 (banda semillena). Asimismo, en este régimen
de interacciones, la mayorTc óptima se obtiene cuando t0 = 0, la cual disminuye conforme jt0j
aumenta.
El comportamiento de la brecha superconductora (�) como función de t0 y n tiene un compor-

tamiento análogo al de Tc.
Finalmente, cabe mencionar que existen algunas simetrías en el modelo de Hubbard que rela-

cionan diferentes topologías de la red lineal y llenados de banda con un mismo valor de Tc y�, por
lo que solamente es necesario estudiar el comportamiento de la cadena lineal para un solo signo
de t y t0. Además, al aumentar la energía de interacción jU j, los valores de Tc óptima aumentan,
mientras que las n óptimas (nopt) disminuyen.
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Apndice A
Campo medio

En esta parte se expondrá brevemente a manera de ejemplo, la aproximación más sim-
ple de campo medio para el modelo de Hubbard.
Partiendo del hamiltoniano de Hubbard atractivo

H � �N̂ = t
X

<i;j>;�

c+i;�cj;� + U
X
i

ni;"ni;# � �
X
i;�

c+i;�ci;� , (A.1)

y considerando que

ni" = hni"i+ fni" � hni"ig
ni# = hni#i+ fni# � hni#ig (A.2)

se tiene:

ni"ni# = hni"i hni#i+hni"ini#�hni"i hni#i+hni#ini"�hni"i hni#i ::: '
n

2
(ni" + ni#)�

n2

4
(A.3)

donde se considera que hni"i = hni#i = n=2 y además se han despreciado los términos
de orden cuadrático en las �uctuaciones. De esta manera se tiene que

U
X
i

ni"ni# '
Un

2

X
i

(ni" + ni#)�
Un2

4

X
i

1 (A.4)

ahora, la primera suma de la derecha es igual aX
i

(ni" + ni#) = N̂ (A.5)

y como la última suma es igual al número de sitios Ns, �nalmente podemos escribir

U
X
i

ni"ni# '
Un

2
N̂ � Un

2

4
Ns . (A.6)

Así obtenemos el siguiente hamiltoniano de campo medio (en la densidad) :

Ĥ � �N̂ =

�
Un

2
� �

�
N̂ � Un

2

4
Ns . (A.7)

El segundo término de la derecha es una constante y generalmente no se considera.
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Cabe mencionar que en la presente tesis, además de los términos de campo medio en
la densidad, se consideraron explicitamente los términos de cuatro operadores que dan
origen a la superconductividad.
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