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Debemos considerar que la mayor riqueza de un pais es elault
de la inteligencia de su poblacion. El dia en que la coledad
mexicana se responsabilice mas de sus deberes y se orghmice
manera que no haya nifios que carezcan de escuela, que todos
los jovenes tengan oportunidad de capacitarse, que caddaei
dano pueda educar su espiritu y ser un cientifico o un t@mmiun
obrero calificado o un agricultor moderno, ese dia estandovi-
lizandose intensivamente nuestros valiosos recursagalas y

no habra que temer por el destino glorioso de la patria, p@q
ninguna capacidad humana seréa desperdiciada, y porqueesus
cursos materiales seran utilizados para producir bieaesh vez
de miseria, y paz en vez de guerra.

Lazaro Cardenas del Rio
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Hoy, durante el desayuno, volvid a sorprendernos un poes, p
gue hizo algo de una manera que, al entrar en el comedor, fue
como si volviera a entrar en el comedor, es decir, de algudano
desde el interior; fue como si del interior entrara al inter;ilo

cual luego le permiti6 salir del interior al interior, y fidaente

del interior al exterior... Digo<como sk, «de alglin modse, por-

que todo ocurrid solo hasta cierto punto, pero indudaldete
este chico se aleja cada vez mas de lo establecido.

Witold Gombrowicz, Diario Campestre, 1954



111

A mis padres
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Introducci on

En 1931 Godel dio a conocer uno de sus resultados mas faneisteorema de
Incompletud de la Aritmética. Una de las consecuenciagdiatas de este teo-
rema es la indecidibilidad de la aritmética. Una vez estatib este resultado, es
natural preguntarse por la indecidibilidad de otras tsofPara dar respuesta a esta
pregunta se desarrollaron diversos métodos. La mayorisisten en aprovechar-
se de la indecidibilidad de una teoria para transmitirasetta. Para esto hay que
poder calcar una teoria en otra (o un lenguaje en otro, o stnacéura en otra) y
asegurarnos de que conservamos lo que queremos al llevao agta proceso, es
decir, que nuestra teoria no cambia o pierde propiedadeb@d de ser calcada
en la nueva teoria. Asi, un ente matematico esta deptaird y las propiedades
del primero inevitablemente son propiedades del segunsta.ds la idea de las
interpretaciones entre lenguajes.

En el presente trabajo estudiaremos las interpretaci@mmsrmzando con un ca-
so sencillo, la relativizacion. Después de esto profzen@mos mas en el tema
partiendo de las interpretaciones entre estructuras pago lver que las inter-
pretaciones entre lenguajes nos determinan a las printestsnos llevara a las
interpretaciones entre teorias, las cuales nos son démgea@s, pues nos serviran
para dar los resultados de indecidibilidad tras los cuatéamos. Una vez lle-
gados a esto, probaremos, a modo de ejemplo, la indeditdibitie la Teoria de
conjuntos, para finalizar con resultados generales deioh#giclad. Como apli-
caciones de estos resultados tendremos la indecidibitidda Teoria de Graficas
y la indecidibilidad de la teoria de latices de alt«rd.

Como conocimiento minimo para abordar este trabajo sesitecgominar la
Teoria de Conjuntos y Logica basicos. Algunos ejempézgiieren un ligero
conocimiento de la Teoria de Grupos. El texto esta plangada ser leido de
manera continua, o si se quiere, de manera lineal. Con ebgitopde que este
texto sea lo mas autocontenido posible, en los apéndécestablecen resultados

VII



vin INTRODUCCION

(algunos importantes) que de estar en el texto principabriars mas que trabas
para el lector e interrumpirian la continuidad del texto.

La mayor parte del trabajo se basa en [Hod], aunque el cuapitudo tiene como
fuente principal [End], y los Apéndices Cy D estan basaadd MR]. El proposi-
to de este trabajo es aclarar, desarrollar y profundizat eemea de la indecidi-
bilidad. Esto en el marco de la Teoria de Modelos, area dm#ematicas que
ha sido poco estudiada en México. Por Ultimo, este text gsnsado para ser
leido por estudiantes de licenciatura, de manera quedeater lo mas sencillo
y esclarecedor posible. Esto no implica que no haya quej&abai pues: Buen
vigje!!!



Capitulo 1

Antecedentes

En sus marcas... Comencemos con las definiciones funddeemsdecir, las de
tipo y estructura algebraico-relacional.

Definicion 1.1. Un tipo p es un conjunto de simbolos, de la siguiente forma:

p=(Ur]o[Usnue.

1<n i<m

donde R es un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos de talade aridad
n!, F, €s un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos dednrmtg aridad m y
C es un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos deaest

Si la cantidad de simbolos en un tipes finita, entonces diremos ques un tipo
finito.

Definicion 1.2. Una p-estructura (algebraico-relacional) es un par = (A, 1),
donde A es un conjunto no vacio e | es una funcion tal que a sadbolo de
relacion n-ario deo le asigna un subconjunto d€';Aa cada simbolo de funcion
m-ario le asigna una funcion f A" — A; y a cada simbolo de constante le
asigna un elemento de A.

!La palabra “aridad” hace referencia al nimero (enteratpo3ide argumentos de la relacion
o funcibn que interpreta al simbolo correspondiente.

1



2 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

| es la funcion interpretaci8mie sobre el universé. En general, denotaremos a
las estructuras con letras mayUsculas “frak®ur®, €, etc. A los universos de las

estrucuturas los denotaremos con las letras latinas roalgisscorrespondientes
A B, C, etc. Si% es ungo-estructura y& un simbolo e, entonces escribiremos

S¥ en lugar dd (S).

Ejemplo 1.3. Un ejemplo de una estructura que nos sera de utilidad mataad
te es la estructura de una gréafica. Una grafica es un conjaetaeértices junto
con una relacion binaria simétrica y antirreflexiva. Par §eneral dibujamos las
gréficas trazando aristas entre vertices que estén refeilos. Los siguientes son
ejemplos de gréficas:

Asi, considerando el tipp={R}, podemos ver a una grafica como yrastructura

A de la forma(\/, R‘”}, donde V es un conjunto de vértices y dos vertices estan re-
lacionados si y s6lo si hay una arista que los une. Por ejemgh la gréafica
central (que por cierto es la grafica de uno de los sélid@doticos),

V={ab,cdef}y

R" = {(a,b), (b,a), (c.a), (a c),(b,c).(c,b), (be), (eb),(bd),(db),
(@.e).(ea),(a f),(f,a),(c.d).(dc)(c ) (f,0), (e f).(f.e),(ed),
(d,e),(d, f),(f,d)}.

En el ejemplo 1.3, en lugar de describir a la estructuc@mo un conjunto y una
funcion de interpretacion, describimos a la estructara@ un conjunto seguido
del Gnico elemento en la imagen de la funcion interprétadde aqui en adelante
adoptaremos esta costumbre.

2] interpreta cada simbolo ge
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Dado un tipop podemos considerar el lenguaje de primer orden asociade a es
tipo, llamémosleZ3. Supondremos que el lector ya conoce cuales son las ex-
presiones, términos, formulas atbmicas y formulasste lenguajé Ademas del
lenguaje.Z’ de tipop, consideraremos el lenguaje infinitartd, , que es una
extension del lenguaje de primer ordéfien la cual las féormulas pueden tener
una cantidad menora@; de conjunciones y disyunciones y los bloques de cuan-
tificadores son menores qug es decir, son finitos. Dado un conjunto finito o
numerable de formula®, la conjuncion y la disyuncion de todas las férmulas en
® seran denotadas pgy® y \/ ® respectivamenteCuando hablemos de un len-
guaje de primer orden nos referiremos a un lenguaje finit&mocaso contrario
hablaremos de un lenguaje de primer orden infinitario. Pgelteral el contexto
dejara claro el tipo de lenguaje del que estamos hablando.

Formalmente, la clase de formulas.gg,.,° se define como la clase mas pequefia
X tal que:

i) Todas las formulas atomicas dé€ estan erx.

i) SigestaerX, entonces estaerX;ysi® C X entonces\ dy \/ ® estan
enX.

iii) Si ¢ esta enX, entonces para cualquier variagle/yy y Ayp estan erx.

La idea de satisfacibilidad para el lengu&,,, es la misma que la propuesta
por Tarski, simplemente es necesario extenderla a los conectivps,/. Dada
una estructurdl, decimos quél satiface la formula\ ® (o que A\ ® es verdadera
en?) si y soblo siA satisfacep para todap € ®. De igual manera)l satiface la
formula\/ @ (\/ @ es verdadera eh) siy solo sil satisfacep para algung € ©.
Recordemos que la nocion de satisfacibilidad esta defiaidtérminos de una
estructura, una formula y una asignaéigor lo que una notacion adecuada para

3Trataremos de ser consecuentes con la notacion, de mare£4 gs el lenguaje correspon-
diente g0, ¢’ el correspondientegd, etc.

4Todo esto se puede consultar en [End] pp. 106-114.

SAl usar esta notacion daremos por un hecho que la cardathtid® esw o algin nimero
natural.

6Al lector que quiera profundizar en el estudio de este lejegeaecomendamos [Keis].

"Esto se puede consultar en [End] pp. 121-132.

8Es decir una funcion de las variables en el universo de ta@sta, 0, como tenemos una
cantidad numerable de variables, una funcion de los nésmeaturales en el universo de la estruc-
tura.



4 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

la expresionp es satisfacible e con la asignacion seria:

A (X, ..., X)),

donde la expresida(Xy, . . ., X,) denota que, . . ., X, son (a lo mas) las variables
libres de la formulap. Sin embargo, por conveniencia, nos olvidaremos de las
asignaciones y pensaremos directamente en los objetosserso a los que
éstas se refieren. Es decir, dadas piarmula ¢ con variables libresy, . . . X,,
unap-estructura@l y una asignacios tal que para toda< n, s(x) = &; Si¢ €s
satisfacible el con la asignacios, escribiremos:

AE p(ag, - - -, an).

Convengamos una cosa mas: siempre que escrib¥énkog(a) daremos por su-

puesto qué es una sucesion finita de elementosAdéel mismo tamafio que el
conjunto de variables libres ge Evidentemente, $ es un enunciado (es decir,
una férmula sin variables libres), escribirembg- ¢.

Con base en lo anterior, diremos que una estrudiuga modelo de una formula
¢(X) siy solo sil E ¢(@). Asi, A es modelo d& si y sblo sil  ¢(a) para toda
Y EX.

Definicion 1.4. Seap un tipo y seanl y B p-estructuras. Un homomorfismo tle
en®B es una funcion h A — B que cumple lo siguiente:
i) Para cada ce p simbolo de constante(d}) = c¥.

ii) Paracadan> 0, cada Re p simbolo de relacion n-ario y cada n-ada A,
aec R'siy solosilfa) € RY.

iii) Para cada n> 0, cada fe p simbolo de funcion n-ario y cada n-ada A,
h(f*@) = ¥(h(@)).

A un homomorfismo inyectivo lo llamaremos monomorfismo, asuqarayectivo,
endomorfismo y a uno biyectivo, isomorfismo. Diremos que dtsieturasi y
B son isomorfas) = B) siy sblo si existe un isomorfismo entre ellas.



Definicion 1.5. Seap un tipo y seanl y B p-estucturas. Una inmersion elemental
f : A— B es un monomorfismo tal que para toda formphatoda n-adaa € A,

A = o(3) siy solo siB E ¢(f(3)).
Hay varias relaciones relevantes entre estructuras, uabiedees la de isomorfis-
mo. Definiremos tres mas.

Definicion 1.6. Seall una estructura de tipp.
1. Decimos quél’ es un reducto d&l (o que es una expansion d¥) siy

so6lo si es ungo™-estructura comp’ C p, donde A= Ay la interpretacion
dep’ es la misma efl’ que erll. AU’ lo denotaremos|,,.

2. Decimos que una-estructural’ es subestructura d¥ (o que? es una
extension dél') siy sblosiAC Ay:

i) Para cada n> 0y para cada simbolo de relaciéon n-ario R,
RV =RYn (A)".
ii) Para cada m> 0y para cada simbolo de funcibn m-ario f,
f¥ = £ aym.
iii) Para cada simbolo de constante c,
¢ =c\
Esto se denota com¥ C .

3. Por Gltimo, decimos qu¥ es subestructura elemental 2o que es una
extension elemental d€), denotadd®l’ < 2, si y solo si:

i) A A
i) Paratodap-formulag(Xy, ..., X,) y para todaa sucesion de elementos
de A:

W E ¢(a) siy solo skl E ¢(a)
Observemos que hay una inmersion elementalldm B si y solo si hay una
subestructura elemental deque es isomorfa ¥.

El siguiente lema nos sera de utilidad mas adelante.
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Lema 1.7. Seal unap-estructura y X un subconjunto de A distinto del vacio.
Entonces son equivalentes:

a) X = B paraalgunaB C .

b) e Paracadaconstantecggc' e X;y

e paracadan> Oy para cada simbolo de funcion n-ario f y cada n-ada
a de elementos de X¥@) € X.

Lo que nos dice el lema es que las condiciones necesariasiestds para que

un subconjunto del universo de una estructipueda ser, a su vez, el universo de
una subestructura deson que el conjunto contenga a las constantes interpretadas
en? y sea cerrado bajo la interpretacion%ude los simbolos de funcion.

Demostracion.

=) Para cada constant&np, c* = c® (definicion de subestructuraxy € B =
X, por lo tantoc" € X. Analogamente, para un simbolo de funcion n-drio

y una n-ada deX:

f¥@) = f*@eB=X
&) Definimos3B de la siguiente manera:

B =X,

c® = ¢¥ para cada simbolo de constante p,

f® = f¥ [« para cada simbolo de funcion n-ariogn

R® = R* n X™ para cada simbolo de relacion m-arioeen

Es claro entonces qu c .

O

Cuando ainadimos nuevas constantes al tipo, dichas ctestalos elementos a
los que nombran se llaman parametros. Por ejemplo, si terega nombrar a los
elementosy, ..., a, € A para algung-estructurdl, lo que tenemos que hacer es
afadir nuevos y distintos simbolos de constante. ., ¢, ap para asi obtener un



nuevo tipop(C). Denotaremos a la nueydc)-estructura por¥, a). Por supuesto
la interpretacion em(, @) de cada; sera la correspondiensg También, siB es
unap-estructura yb es una sucesion de elementosBige la misma longitud que
T, entonces hay una(©)-estructura®, b) en la que las constantes @nombran a
los elementos eh.

Dada ungp-estructura y ung@-férmula ¢(Xy, ..., X)) €n un lenguaje de primer
orden, al conjuntda € A" | A E (@)} lo denotaremos pap*(A") y diremos
que este conjunto es definible en primer orden sin parameainmas sencillod-
definible. Siguiendo la misma idea, dada una formi(® y) en un lenguaje de
primer ordeny (A", b) denotara al conjunt(@ € A" | A = ¥(a, b)} donde los
elementos dé estan erX c A. Diremos que el conjuntg® (A", b) esX-definible
o definible en primer orden con parametros.

Ejemplo 1.8. Una de las estructuras con mayor renombre es la de los nisnero
naturales. Por lo general esta estructura tiene la forghao, s, +, -, <), donde s es

la funcién sucesor. También podemos considerar comaasiia de los nUmeros
naturales &N, 0, 1, +, -, <). Observemos que el tipo de la primera estructura tiene
un simbolo de funcion que no posee el tipo de la segundactsta, a saber, el
simbolo que se interpreta como la funcion sucesor. Asimia segunda estructu-
ra tiene all, constante que no posee la primera estructura. A pesar desfas
estructuras tienen tipos distintos y en consecuencia ne sentido pensar en que
son homomorfas, las dos nos sirven para estudiar la aritaét

En el ejemplo anterior podemos notar que un ente maten@iede interpretarse
como una estructura de diversas formas. Es decir, podemosdas estructu-
ras, cada una con distinto tipo, que nos representen al nabjato matematico.
También, agregando o intercambiando simbolos a unacastaucon un universo
determinado, podemos obtener otras estructuras que eapasdistintas carac-
teristicas de un mismo objeto matematico. Es por esto qoeiene hacer una
aclaracion acerca de la eleccion de los tipos, pues ésitdgyparecer arbitraria (y
de cierto modo lo es). En general, lo que nos interesa en dlebaion es que las
nociones de homomorfismo y subestructura coincidan coroldsmes usuales de
la rama de las matematicas en la que estamos trabajandeieRyolo, en el caso
de los grupos, si tan sélo consideramos un simbolo de ciperpara el producto,
entonces las subestructuras de un grupo seran sus suhgsodigerrados bajo

%G # 0 es un semigrupo si y sblo si esta dotado de una operacitaribiasociativa. Un
subconjuntoS de G es un subsemigrupo si y sélo si es un semigrupo con la operaeG
restringida &5.
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producto, pero que no tienen necesariamente a los investsigentidad. Si en

el tipo consideramos simbolos que se interpreten comadlpto y la identidad,
las subestructuras seran submonaditié2or lo que si nos interesa que las subes-
tructuras de un grupo sean sus subgrupos, el tipo a consilidra tener simbolos
para el producto, la identidad y la funcibn que manda caslaehto a su inverso.

Listos... Casi listos. Veamos lo que entendemos por tePéia esto, daremos pri-
mero una definicion. Seaun tipo. Dados un conjunto geenunciadoL y un
p- enunciadap, diremos que es consecuencia logica B€o queX implica logi-
camente &) si y so6lo si todo modelo dE es modelo de. Esto lo escribiremos
¥ E ¢. Denotaremos co@n(X) al conjunto de todas las consecuenciaggden
simbolosCn(Z) = {¢ | X E ¢}. Diremos quep y ¥ son ldbgicamente equivalentes

(denotadap H y) si'y solo sile} E v y (Yl E ¢.

Algunos autores definen una teoria como cualquier conjd@tenunciados. Sin
embargo, nos parece que esta definicion no captura commaeta la idea de
teoria, por lo que nosotros diremos que una teoria esuealcpnjunto de enun-
ciados cerrado bajo consecuencia lb6gica. Observemosagaepalquier conjunto
de enunciados, Cn(X) es una teoria.

Como siempre, toda definicion viene acomparfiada de uredeeriotacione&sta

no es la excepcion. Dada una tedFiadenotaremos al conjunto de todos los mo-
delos deT por Mod(T), es decir,Mod(T) = {A | A  T}. Y viceversa, dado
un modelo, denotaremos pdh(A) al conjunto de los enunciados en lenguaje de
primer orden verdaderos éf es decir,Th(2) = {o | A E o}. En general, si
consideramos una clase de estructiaglenotaremos por h(wW) al conujunto

de aquellos enunciados en lenguaje de primer orden que sdadezos en todas
las estructuras pertenecientéd/a

Diremos que una teoribes axiomatizable si y s6lo si hay un conjuto de enuncia-
dosX tal que todo enunciado de es consecuencia logica de Si el conjuntax
es finito, entonces diremos qliees finitamente axiomatizable.

Ejemplo 1.9. Una latizA es un conjunto parcialmenteordenado en el que cual-
quier subconjunto de dos elementos tiene supremo e infiedodab € A, de-

notaremos al supremo de a y b,vab, y al infimo, aA b. Asi, el lenguaje de
las latices tendra como tipo al conjunto de simbofesA}. Consideremos los

10Un monoide es un semigrupo con elemento neutro.
Un conjunto parcialmente oredenado (abreviado como COB@peonjunto junto con un
orden reflexivo, antisimétrico y transitivo.



siguientes enunciados:
YX((X A X) = X)

YX((XV X) = X)
VXYY((XAY) = (YA X))
VXYY((xVy) = (Y V X))
YXYY((XAY) VYY) =)

YX?Y(((X VYY) AY) =)
YXYWZ(XAY)AZ) = (XA (YA 2))
YXYWZ(XVY) V2 =(XV(YV2)

SeaX el conjunto de estos enunciados. Entonces la teoria qumebtos al cerrar
a X bajo consecuencia logica es la teoria de latices. Es dEcaxiomatiza a la
teoria de latices.

Una teoria es consistente si y s6lo si no hay un enunciatid quey € Ty
- € T. Una teoria es completa si y sb6lo si para todo enuncigdp € T o
- € T.

Basandonos en el Teorema de Completud-Correctud -y trdotde evitar la
sintaxis- hemos estado dando puras definiciones sem&angéa embargo, no
nos salvaremos de las nociones sintacticas, éstas ep@rgoor un instante en

el capitulo 4. Consideremos un sistema formal (axiomgids y reglas de in-
ferencia) adecuadbpara la logica de primer orden, por ejemplo aquél dado en
[End]. Una deduccion de a partir dex es una lista finita, . . ., a, tal quea, = ¢

y paratoda K i < n, a; €s un axioma légico o pertenec& @ se obtiene a través
de cualquiera de las reglas de inferencia en el sistema farpzatir de anteriores.
Esto lo denotamos par + ¢.

Ya que hemos tocado el tema @errectud-Completudveamos qué dice este en
el caso de¥%,,,. Para ello consideraremos el mismo sistema formal que consi
deramos par&? con un ligero anadido: elxiomaw. Este axioma nos dice que
de{pi | I € w} se deduce/\ ¢i. Con esto Ultimo y apoyandonos en la nocion de

icw

deducibilidad descrita anteriormente, tenemos una diéfimide deduccion para

12Es decir, un sistema completo y correcto.
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Z,.- ASI, un conjunto de formulas es consistente si y solesIco se deduce
un enunciado y su negacion. Diremos que una férrmada cosistente si y s6lo si
{¢} lo es. Por Gltimo, el Teorema de Completud p&fg,, nos dice que sh es una
formula consistente d¢/,,,,, con una cantidad finita de variables libres, entonces
tiene modelo.

Fuera!



Capitulo 2

Relativizacion

La relativizacion es un concepto bastante natural. Todelasivo, segln dicen.
Asi, el hecho de ser numerable es relativo, es decir, dégeshaldesde donde se
le mire, un objeto puede ser numerable o0 no. Asi, si coreides un modelo que
satisfaga los axiomas basicos para los nUmeros real@sis demostrar que en
este modelo es cierto que los reales son no numerables y bergon usando el
Teorema de Lowenheim-Skolem, hay un modelo numerablesdteddes, es decir,
un modelo con universo numerable, segln el cual los reafessnumerables. La
relativizacion tiene un papel importante en la Teoria dejntos!, pues se usa
para dar pruebas de consistencia relativa. Uno de los epsmgpe daremos en este
capitulo sera precisamente el Teorema Fundamental paehds de Consistencia
Relativa. Desde el punto de vista de la Teoria de Modeloelédivizacion es
conveniente para representar dos estructuras en una ardegEsto nos sirve,
por ejemplo, cuando queremos estudiar a un campoy a sugedebraica. En
este caso no nos conviene estudiar dos estructuras poadepks mucho mejor
verlas como una estructura mayor, que puede ser relatavezbedparte (el campo o
su cerradura algebraica) que nos interesa en cada mometgdide de situacion
es muy comin, de hecho se da con mucha frecuencia &lyebra. Pensemos,
por ejmplo, en los espacios vectoriales sobre un campo, o @onjunto junto
con su grupo de simetria. Sin embargo, la motivacion palgara estudiar la
relativizacion es que ésta es muy simple y el teorema ipahde este capitulo,
el Teorema de Relativizacion, es sumamente parecido edrteoprincipal del

'Entenderemos por teoria de Conjuntos a las Consecuercizi donde ZF es la axiomati-
zacion de Zermelo-Fraenkel.

11
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siguiente capitulo, el Teorema de Reduccion. Al finalelativizacion es un caso
particular de las interpretaciones entre estructuras.

Bien, comencemos con la relativizacion. Consideremos$iposp y p’ conp C p'.
Seal unap’-estructura yB una subestructura del redud¢,. Construiremos una
estructura a partir d€ y de B que de alguna manera los contenga. Para esto,
consideremos un simbolo de relacion 1-&idSeap* = p’ U {P}. Expandemos

€ a unap*-estructurall de manera qué® = B (dondeB es el universo d&3).
Podemos recuperéiry B de de la siguiente manera:

¢ =A,,
¥ = la subestructura d#|, cuyo dominio es¥.

B es el reducto @ relativizado aP de. El siguiente diagrama pretende aclarar
la situacion recién descrita.

p P c p C p* | Tipos
B c ¢ ﬁ ¢ = A | Estructurasg
I I

%I|p %IL,,/
C = C = A | Universos

P =B

N

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sea® el grupo de matrices invertibles dexn sobre un campg.
Podemos ver & y a § dentro de una misma estructutade tipop, conp como
sigue:

p = {grupa campo+,-,coefi(1 <i, j < n)j?,

donde grupo y campo son simbolos de relacion 1-arios cogapretacion con-
siste en los elementos de G y de F respectivamengeson simbolos de relacion

2Esta practica, es decir, la practica de usar simbolod #poeque insinuan de una manera
descarada la manera en que deben interpretarse para nuestdsito, sera utilizada de aqui en
adelante. Esto Gltimo se hara con el objetivo de facitantendimiento de este trabajo. El lector
que sienta contraproducente esta practica es apremiaaolaiar los simbolos aqui escritos por
aquellos de su preferencia.
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ternarios tales quer™ y -¥ se refieren a la suma y a la multiplicacion @ny
para cadal < i, j < n, coef; es un simbolo de relacion binaria de manera que
para cada matriz g G, su ij-ésima entrada es el Unico elemento f de F tal que
(9, f) € coe ﬁ‘. No es necesario tener un simbolo de relacion para la mlilti
cacion entre matrices, pues dicha multiplicacion se puedfinir a partir de la
sumay el producto e@. Y por no dejar, o mejor dicho, para dejar la conciencia
limpia, veamos que en serio no es necesario tener un sindeatelacion para la
multiplicacion:

(X Y,2) = YxVy[grupax)Agrupaly) — 3Zgrupaz)AVvas ... YV ... YVanVWig
o YW L YWha((coe (X, Vi) A. . .Acoe (X, Vij)A. . .ACOE fin(X, Vin)
Acoefia(y, Wir)A. . .Acoefi(y, Wij)A. . .Aco€ fin(Y, Wnn)) — (coefia(z
Vig-Wig+ ...+ Vi - War) A ... ACOET(Z Vig - Waj + ...+ Vin - Whj) A
... ACOEFHNZ Vi1 - Win + ... + Van * Wan)))]

Es claro que el dominio d# es cualquier conjunto tal que entre sus elementos se
encuentren todos los elementos de F y todos los elementos de G

Pensemos ahora tan sologwg p* dos tipos tales que C p* y P un simbolo de
relacion 1-ario emp™\p. Seal unap*-estructura. El Lema 1.7 nos da condicio-
nes necesarias y suficientes para Btiesea el dominio de una subestrucutra de
A|,. Cuando estas condiciones son satisfechas, la subes&rgcteda determina-
da de forma Gnica y la llamama@s, la Pparte de2l. En caso contraridlp no
esta definida. A las condiciones dadas por el Lema 1.7 lasHi@os condiciones
de admisibilidad.

A continuacion daremos el Teorema de Relativizaciénjal nos dice qué hechos
enp se pueden traducir sistematicamente en hechs en

Teorema de Relativizacbn. Searp y p* dos tipos tales que C p* y P un simbolo
de relacion 1-ario ew*\p. Entonces, para cade-formulay(X) de.%,,., hay una
p*-formulae”(X) de.Z; , tal que:

Si A es unap™estructura tal quellp esta definido ya es una sucesion de
elementos de A entonces

Up = (3@) siysolosiAkE o°(@).

Demostracion.Definimosy® recursivamente como sigue:
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i) ¢F = ¢ sig es una formula atbmica;

o (Au] = por (o =\

i€l i€l i€l i€l
i) ()" =~y

iv) (Yyy(X,y))° = Vy(P(y) = ¢"(X.y))
@Ay (X, y))° = Y(P(y) A ¥ (X Y)).

Observemos que no es necesario defityy(X, y))F, ya que

(X y) = 2Vy-4(X.y).

Ahora probaremos por induccion que la formula definidéares realmente la
formula buscada.
El hecho de qu&s | ¢(a) siy sblo siA E ¢(a) cuandoy es una formula atomi-
ca, se sigue de forma inmediata de dos resultados. El prisieszthos nos dice que
dadas una estructufade tipop y - una formula de tipg@’ conp’ C p, se tiene
queC [ o siy solo si€|, = . El segundo resultado es un corolario del Teorema
del Homomorfismo y nos dice queasno tiene cuantificadoresy C €, entonces
para cualquieb sucesion de elementos Be® k= a(b) siy so6lo si€ = «(b). Tan-
to el Teorema del Homomorfismo como su demostracion y eladocse pueden
consultar en [Amor] .
Sip = -y, entoncedlp E —, siy sblo sillp j ¢ ,siy solo sill f ¢ siy solo si
A . Enelcaso en el que= /\ Yi tenemos que:
iel

Ap E /\wi, si y solo si para toda € |, %p E ¢, siy sblo si para toda € |,

iel
A P, siysolo sill E /\wip.
La demostracion para Ilg disyuncion es similar. Veamogsaabbcaso del cuan-
tificador universal, suponiendo que el resultado ha sidoodé&ado para/(X, a)
para todaa € Ap. UAp E YY(X,Y), siy sblo si para toda € Ap, Ap E ¥(X, a), Si
y solo si para tod@a € Ap, A = Y (X, a), si y solo si para toda tal quea € A
y a € P¥ se tiene quél  ¢°(X a), siy solo si paratoda € A, sil £ Pa
entonced! E (X, a), siy solo si paratoda € A, A = Pa— y"(X a), siy solo
si U E VY(Py — ¢P(X,y)), siy sblo sill E (Yyy (X, y))P.
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Debido a la observacion anterior, no es necesario demds@éiirmacion para el
caso del cuantificador existencial.

A la formulae® le llamamos la relativizacion dea P.

Corolario 2.2. Searp y p* dos tipos tales que C p* y P un simbolo de relacion
1-ario enp*\p. SiA y B sonp*estructuras tales quet < B y Ap esta definido,
entoncesBp también esta definidoY¥p < Bp.

Demostracion.Observemos primero qué C B, y por lo tantoAp C Bp. Ahora,
como U esta definido, para cada simbolo de constargrp, ¢ € Ap C Bpy
comoc® = ¢®, c¥ e Bp. De nuevo, sl esta definido, entonces dada Oy f un
simbolo de funciom-ario:

A EVX...VX(P(X) A ... AP(X) = P(T(Xq, ..., X))

Y como < B, tenemos que:

BEVYX... VX% (PX) A ... APMX) = P(f(Xg, ..., Xn))).

Por lo tanto, para cad&adaa de B se cumple qud ®*(a) € Bp. De lo anterior
podemos concluir qudp esta definido.

Veamos ahora qup < Bp:

i) Comencemos por ver qug C Bp:

a) Claramenté\p C Bp.
b) Paracadac p, c" =c" = ¢® = c%.
c) Dadosn > 0y f un simbolo de funcion-ario:
e = ¥ = (F Tan) tap= 2 Tan= (F¥ Tep) Tan= 50 Tap.
d) De forma similar, par& un simbolo de relacion-ario:
R = R'INAL = (RENAMYNAL = RPNAL = (RENBR)NAS = R%NAL.
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i) Para todg-formulay y para toda sucesi@de elementos dA:

Ap | ¢(3), siy solo sill | ¢(a@), siy solo siB k (@), siy solo si
Bp  ¢(a).

De (i) y (ii) se sigue quélp < Bp.

O

De la misma manera en la que extrajimos una estru@uagartir del a través

de un simbolo de relacion 1-ario, podemos obt&harpartir de2l a través de una
formulad(x). En este caso el universo #econsistira en aquellos elementosAle
que cumplerd(x). A las formulasy® postuladas en el Teormea de Relativizacion
las llamaremos ahorg’ y seran idénticas a las construidas en la demostracion,
simplemente cambiaremd por 6. Esta forma del Teorema de Relativizacion
cobra mucha importancia en la Teoria de Conjuntos, puasdainental para las
pruebas de consistencia relativa con el método de modekrsos.

A continuacibn veremos como ejemplo el Teorema Fundarheata Pruebas de
Consistencia Relativa, ya que la demostracion de dichees descansa princi-
palmente en el Teorema de Relativizacion. Para esto hagadaear unas cuantas
cosas. El tipo con el que trabajaremos tiene tan sélo ubaorde relacion bi-
nario. La estructura para la cual enunciaremos el teorentii&decomo universo

a todos los conjuntos y como interpretacion del simboloet&cion a la perte-
nencia. La formul&(x) que se usara para relativizar s&ra& M dondeM es una
clas€ y a las formulas relativizadas las denotaremtys

Ejemplo 2.3. Teorema Fundamental para Pruebas de Consisteia Relativa?

SeanT y X conjuntos de formulas en el lenguaje de la Teoria de Caofly M
una clase tal que:

1) T'+ 3Ax(x € M).

3Formalmentex satisfacep, dondey es la formula que definel, es decir, sM = {z | ¢(2)},
entonces decimos ques M si y sblo sip(X).

“Vale la pena aclarar que este es un caso particular del Tadremdamental para Pruebas
de Consistencia Relativa usualmente usado en la Teoriaodpi@os. En este (ltimo caso, la
relativizacion también abarca a las formulas atbmeadas que no interviene la igualdad. El
lector interesado en esta version del teorema puede ¢angldch] p.161.

SEste lenguaje es finitario.
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2) I'+ oM paratodac € X.

Entonces: sI” es consistent&, lo es.
Ademas, si se cumple 1), 2y  para alguna formulay, entonces§ + yM.

No esta de mas dar una idea intuitiva de lo que nos estandiciel teorema: si
desdd” se prueba qubl # 0y queM es modelo d&, entonces di' es consistente,
¥ también lo es.

Demostracion.Supongamos guE es consistente, entonces tiene un modelo, di-
gamosl = (A, E). Por 1) y 2), tenemos que:

a) A E Ax(x e M)

b) A E oM paratodar € T

SeaB = (B,EN(Bx B)) dondeB = {a€ A | A  a € M}°. Por a) tenemos que
B # 0. Afirmamos queB E X, para ver esto consideremes: X. Por b) tenemos
que« £ oMy por el Teorema de Relativizaci®® = o. Por lo tanto,B  X.
Asi X tiene modelo y por lo tanto es consitente, con lo que quedasteada la
primera parte del teorema.

Para lo que resta supongamos que y, entonce kE . Veamos qué’ | M.
Seall tal que E I, entoncesB E X, dondeB es la estructura considerada en
la primera parte de la demostracion. Colg= ¢, B £ ¢ y de nuevo, por el
Teorema de Relativizaciofi, = yM. AsiT E yM, de donde se tiene qiie- y/™M.

O

Veamos otro ejemplo relativo a la Teoria de Conjuntos,ienpero sumamente
interesante. Para esto recordemos que un conjuesanductivo siy solo 9 € x

y para todoy € x, yUly} € x. Llamamosw a la interseccion de todos los conjuntos
inductivos. Este conjunto coincide con el de los nUmeradgrakes.

6Claramente? es el equivalente a la estructiXa vista en el Teorema de Relativizacion. Si
pensamos en la clagé como una formula de una variable libpeentonces = ¢*(A).
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Ejemplo 2.4. Pensemos en un modelo transitiale la Teoria de Conjuntos. Sea
6(x) la formula x € w. La estructura que obtenemos al relativiZira 6 es una
estructura en la que el orden coincide con la pertenencia Yaeque podemos
definir con férmulas conjuntistay +. Asi, tenemos una estructura emparentada
con la descrita en 1.8. Lo interesante de este ejemplo esdgueierto modogw
satisface una forma fuerte de los axiomas de Peano:

e 0 no es sucesor de nadie.
e Sixyewy 9X) = g(y), entonces x .

e Para todae-formula¢(x) en lenguaje finitario, posiblemente con parame-
tros de A, sip(0) y YX(X € w A ¢(X) = ¢(S(X))) son ciertas efl, entonces
YX(X € w — ¢(X)) es cierta enl.

El esquema de induccion que consideramos aqui hace nefara todos los sub-
conjuntos dev que son definibles (con parametros) en primer orden. Geaala
Teorema de Relativizacion, este esquema de inducci@uyma los subconjuntos
de w que son definibles en primer orden &n, <), sin embargo puede abarcar
muchos mas subconjunfoguiza todos los subconjuntos @de

Una de las motivaciones iniciales para estudiar los reduetativizados fue una
motivacion algebraica, es por esto que lo menos que podbauEs es dar un
ejemplo algebraico. Antes veamos una definicion.

Definicion 2.5. Un grupo G es completamente reducible de grado n sobre el cam-
po F siy solo si G es isomorfo a un grupo multiplicativpd& transformaciones
lineales de un espacio vectorial V de dimension n sobre ampeaF y todo sub-
espacio de V que es cerrado bajq €ene complemento en V también cerrado
bajo G;.

Proposicion 2.6. Sea G un grupo infinito completamente reducible de grado n
sobre el campo F. Entonces hay un subgrupo elenfentaherable de G que
también es completamente reducible de grado n sobre el@&mp

"Esto depende de nuestra eleccioride

8Recordemos que el tipo que consideramos para un grupo eseamel que el concepto de
subgrupo concuerda con el de subestructura. Es por estoagigenps hablar de un subgrupo
elemental, es decir, de una subestructura elemental.
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Demostracion.Como G es completamente reducible, podemos suponer de en-
trada queG es un grupo de transformaciones lineales del espacio Vactey.
Veamos & y a F dentro de una misma estructuajusto como lo hicimos en

el Ejemplo 2.1. Ahora, afirmamos que hay un enunciadal quel E ¢ y que
expresa:

i) F esuncampo.
i) G es ungrupo de matrices dex n sobreF.

i) Todo subespacio d& que es cerrado baf@ tiene un complemento ek
que también es cerrado bdfo

Escribir las formulas que afirman i) y ii) es relativamergadllo. El caso de iii)
es diferente. Podriamos pensar que lo que dice iii) no egsaple en lenguaje de
primer orden, pues el enunciado hablaaldo subespacidin embargo no es asi,
pues podemos referirnos a todo subespacio de dimensigrauado subespacio
de dimension 2, continuando asi hastAhora, para uné&fija, podemos describir
a un subespaciw/ refiriendonos a una base, ..., y considerando todas sus
combinaciones lineales. La formula resultante es tandgrgne por salud mental
es mejor no ponerla y quedarnos con la pequefia satisfadeiGsaber que es
posible escribirla.

Una vez que tenemos la formuta usando Lowenheim-Skolem descendéhte
obtenemos una subestructura elementalldeimerable, llamémosk’. Ahora,
por el Corolario 2.2,,, < Ugrupo = G. ComoG es infinito, entoncesly,,,
también lo es. Ademas;, ,, “esta” dentro dell’ y ésta Ultima es una estructura
numerable. Por lo tantdfy,,, es numerable. Com¥,,,, F ¢, entonces,,,
es un grupo completamente reducible de gradobre el camp®lg,,,,

Con esto damos por terminado este capitulo.

9F denota al espacio vectorial de las matrices o€l sobre el campé.
1%En la logica infinitaria se pierden varios teoremas queeseeti para la logica finitaria, entre
ellos el de compacidad. Afortunadamente para nosotroggeeia de Lowenheim-Skolem sigue
siendo valido en la l6gica infinitaria. Para una pruebaideaiteorema se puede consultar [Dick].
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Capitulo 3

Interpretaci on de una Estructura en
Otra

Si pensamos en los nimeros enteros y los nUmeros raciopalece factible (si
no es que obvio) interpretar a los segundos en los primemkebho, la forma de
hacerlo es completamente natural. A todo racional le podeasociar un par de
enteros como si de coordenadas se tratara. Simplementedsiggie pedir que la
segunda coordenada sea distinta de cero. Una vez que sat@mmsibicar cada
racional dentro de los enteros, entonces podemos decidouos racionales son
iguales:® = s sia-d = c- b, dondeay b son los enterosoordenadaque le
asignamos &, cy dlos que le asignamosgy - es la multiplicacion en los enteros.
De la misma forma podemos hablar de la suma y multiplicad®nacionales a
partir de estas operaciones en los enteros.

Lo que acabamos de hacer de forma muy intuitiva es interpueia estructura
en otra. Podriamos pensar que en una estructura yaceitapiénte otra, por lo
que pareceria posible responder preguntas acerca deajaestudiando la una.
Veamos como formalizar esto.

Definicion 3.1. Sego un tipo. Ungp-formula atbmica no-anidadaes una formula
atbmica de cualquiera de las siguientes formas:

) X=y,

IEste tipo de formulas se estudia con detalle en el Apérlice

21
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i) ¢ =y paraalgin simbolo de constante cgn
i) f(X) =y paraalgln simbolo de funcion f en

iv) R(X) para algin simbolo de relacion R en

Una p-féormula es no-anidada si y solo si todas sus subférmatasicas son
no-anidadas.

Toda formulas en lenguaje de primer orden es logicamequié/&ente a una
formula en lenguaje de primer orden no-anidada. Tambogla formula enZ,,,,
es logicamente equivalente a una formula_€p, no-anidadd Mas adelante
se vera cual es la utilidad de trabajar con formulas atasno-anidadas. Por el
momento conformemonos con ver un ejemplo comparativo dedsstipos de
formulas atbmicas:

Formula Atbmica | Formula Atbmica No-Anidada
R(f(x g(f(y,2)),9(y)) P(X,y,2)

Este ejemplo tan sencillo (y un tanto exagerado) deja clarqug las formulas
no-anidadas se llaman como se llaman. Sin embargo, el Iectdebe dejarse
llevar por la aparente sencillez de la féormula no-anidagaygce en el ejemplo,
pues trabajar con formulas no-anidadas puede llegar &diesb. Por ejemplo,
veamos como queda la formula atbmica del ejemplo trasfvamarla de forma
lbgicamente equivalente en una formula no-anidada:

YuvYwwyt(g(y) = uA f(y,2 =vAag(v) =wAaA f(x,w) =t - R(t, u)).

Observemos que todas las subférmulas atbmicas de ¢ist® @jemplo son no-
anidadas. Creemos que ya fue suficiente digresion solagfésimulas. Ahora si,
la definicion formal de interpretacion:

Definicion 3.2. Searnp y p’ dos tipos2l unap-estructura y8 unap-estructura.
Una interpretacion n-dimension&lde B en consiste en:

i) unap-formuladr(xy, ..., Xn);

2Este par de resultados se pueden consultar en el apéndice A.
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i) para cadap-formula atomica no-anidada(ys, . . ., Ym), unap-formulaer(X;
,..., Xm) en la cual lasx’s son n-adas disjuntas de distintas variables;

iii) una funcion suprayectivarf: d%(A") — B tal que para todg’-formula
atobmica no-anidade y todoa € 0% (A")3 (1L <i < m):

B | o(fr(@). . ... fr(am)) siy sdlosil E ¢r(ay, . ... am) (3.1)

Démosle nombre a las cosas: a la formifde llamamos la formula dominio de
I', pues lam-adas que cumplan dicha formula seran la interpretagéalglin
elemento deB. A dr y ¢r las llamamos férmulas definitorias fieY a la funcion
fr la llamaremos funcién coordenadaldd.a idea aqui es qui nos dice cuales
son las coordenadasen A que le corresponden a cada elemefi{a) de B.

Definicion 3.3. Decimos queB es interpretable efll si y solo si hay una inter-
pretacion deB en tal que todas las formulas definitorias estan en lenguaje d
primer orden.B es interpretable el con parametros si y solo si haen A tal
gueB es interpretable ek, 3).

Para facilitarnos la vida introduciremos la siguiente oidta: = denota ar cuan-
doy esyo = Y.

Ejemplo 3.4. Regresemos al ejemplo inicial y tratemos de dar una intéagién

I" de los racionales en los entefo€omo tipo para la estructura de los racionales
consideraremos al conjunf@umamult}. En el caso de los enteros, considerare-
mos como tipo a ser interpretado al conjurta -}° Las interpretaciones son las
estandar, aunque estamos pensando a la suma y la multigicae los racio-
nales como relaciones, y a la suma y la multiplicacion dedoteros como fun-
ciones. Siguiendo la interpretacion sugerida al prinoipnuestra interpretacion
I' sera bidimensional. Las férmulas definitorias quedain as’

aF(Xla XZ) es %+ Oa

3Recordemos qué“’r‘(A“) denota al conjunt@a € A" | A | dr(a)}.

40Otro ejemplo muy ilustrativo y sencillo es aquél en el quinserpretaR* enRR?, de manera
que a cada elemento &¢ le asignamos un par de coordenada®én

SAmbos tipos pueden ser ampliados, simplemente hay quedssasias formulas definitorias
correspondientes a cada nuevo simbolo en el primer tipduédn ejercicio para el lector es dar la
férmula definitoria para el caso del orden racioqal
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=r (X112, X12; Xo1, X22) €S %1 - Xo2 = X12 - Xo1;
SUM&(X11, X12; X21, Xo2; X31, X32) €S %2+ (X11+ Xo2+ Xo1+ X12) = X12- Xo2* X315
MUult-(X11, X12; Xo1, X22; X31, X32) €S X1 - Xo1 - X2 = X12 - X2 * Xa1.

La funcion coordenada manda a cada ffax, n) con n# 0 al nUmero racionaf’.

Con esto queda determinada la interpretacion bidimeraidrde los racionales
en los enteros.

Volviendo a los reductos relativizados (todavia no nosdeeolvidado de ellos),
éstos se pueden ver como una interpretacion de una es#act otra.

Ejemplo 3.5. SiB = Ap, entonces hay una interpretacion unidimensidnde B
en? tal que:

ar(x) es Rx)y

¢or(X) es ¢(X) para cada formula atbmica no-anidada

La funcion coordenadarf: P* — A es la inclusion. A" le llamamos la reduc-
cion relativizada.

Aligual que en los reductos relativizados hay un par de eadns que nos dicen
si la estructurdlp esta definida o no, cuando hablamos de cualquier integiveta
digamos deB en, hay ciertog-enunciados que deben ser verdadero¥ eor
el simple hecho de quUE es una interpretacion, sin importar como g0y 3.
Estos enunciados son los siguientes:

i) IXOr(X)°.
i) =r define una relacion de equivalencia®A").

iii) Para cadg-formula atomica no-anidadasi¥ & ¢r(ay, . .., a,) conay, . . .,
an € 01 (A"), entonces ha,, ..., b, € 9% (A") tales quéd; es=r-equivalente

ag@y Ak or(by,...,by).

6Mas adelante se vera por qué es necesario pedir estac@ndi
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iv) Sip(y) es ung-formula de la forma =y, entonces hag € 92 (A") tal que
para toda e 9% (A"):

A = ¢r(b) si'y solo sib es=r-equivalente a.

V) Sig(yi,...,Ym X) €s ung-formula de la formaf (yi, .. ., ym) = X, entonces
para cualquieray, ...,a, € d5(A") haya € 92 (A") tal que para toda €
AL(AM):

A = or(a, ..., an b) siy solo sib es=r-equivalente a&.

A estos enunciados los llamamos las condiciones de adtidaitbidel” y al con-
junto de ellos lo denotaremdsimigl’). Generalizan a las condiciones de admisi-
bilidad para un reducto relativizall&si observamos con cuidado las condiciones
de admisibilidad, notaremos que lo que nos estan pidiesdme la relacion de-
finida por=r se comporte de una manera muy parecida a la igualdad.

SiT interpreta®B en?, entonces, de alguna mané&aesta dentro d&l. Esto nos
lleva al mismo planteamento del inicio: parece posible dapuesta a preguntas
acerca d& reduciéndolas a preguntas acercaldgl siguiente teorema desarrolla
esta idea. Su motivacion es similar a la del Teorema deiRietation, de hecho, si
pensamos en el Ejemplo 3.5, entonces este teorema no esienas Ggfinamiento
del Teorema de Relativizacion.

Teorema de Reducdn. Seanl unap-estructuraB unap-estructura yi" unain-
terpretacion de dimension n deen. Entonces para toda-formulag(ys, . - ., Ym)
de.Z; , hay ungo-formulaer(Xy, . . ., Xy) de.Z,,., tal que para toda; € (A,

Bk ¢(fr(@), . .., fr(@m)) siy sdlo sfl  ¢r(@y, . . ., am).

Demostracion.Definamos primero la formula- para toda formula no-anidada:

e Siyp es atbmica no-anidada, entonggses la formula dada por el punto ii)
en la Definicion 3.2;

"Esto se puede ver comparando las condiciones de admiaibiiiara la interpretacidndada
en el Ejemplo 3.5 con las del reducto relativizado.
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. (A ‘Pi]r = /\(@n). [\/ wi)r = \/((e)r);

il iel iel iel
o (=¢)r = ~(¢r);

o (VYo)r = VX1, ..., VX% (0r(Xa, . . ., Xn) = ¢r);
(Hy‘p)F = EIX]_, ceey 3Xn(8F(X1, ey Xn) A ()01“).

Sabemos que togaformula es equivalente a upaformula no-anidadi por lo
que podemos probar el Teorema de Reduccion por inducoline $a formacion
de formulas no-anidadas.

Para las formulas atbmicas no-anidadas el resultaderse pior el punto iii) de la
Definicion 3.2. Supongamos quecumple lo que queremos, entonées:

e B E /\goi(fr(a)), si y solo si para todac |, B E ¢i(fr(&)), siy sblo si
iel
paratoda € |, A E (¢i)r(&), siy sblo skl /\(gpi)r(a). La demostracion
iel

para\/ es similar.

o B E —¢(fr(d), siy solo siB i ¢(f-(@)), siy solo sill i ¢r(d), si'y solo si
A E —¢r(d).

e B E Vyo(fr(@)),y), si y solo si para todd € B, B £ ¢(f-(3),b), siy
solo si para tod@' € Y (A"), B E ¢(fr(@), fr(@)), si y solo si para todo
a,...,a, € Atalquell = or(a, ..., a,) se tiene quél E ¢r(a a;, ..., a),
Siy sOlo sil E VXq, ..., VX0 (0r(Xe, . . ., Xn) = ¢r(@ Xo, - - ., Xn)-

La segunda equivalencia del Ultimo punto se tiene porfgues suprayectiva, y
la tercera por hipotesis de induccion. Con esto queda seato el Teorema de
Reduccion.

8Esto se demuestra en el Apéndice A.

%En lo que sigue, escribiremag f-(3)) en lugar dey(fr(a),..., fr(am)), dondey es una
férmula conm variables libres. También, si no hay peligro de confuséseribiremo@ en vez de
a_l ---- %'
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Observemos que la funcion que manda eadagr (¢ — ¢r) dada por el Teorema
de Reduccion depende tan sbélo de los puntos i) y ii) en |aid&n del’, y no
depende en absoluto de la funcibn coorden@da.base en esto, diremos dues
una interpretacion dez” en_ %, si cumple los puntos i) y ii) de la Definicion 3.2.
A esta funcion la llamaremos funcion reduccionide

Teorema 3.6.Seanp y p’ tipos. Sed" una interpretacion n-dimensional d&”
en.Z. Entonces para toda-estructural que es modelo de Adn{i3, hay una
p-estructuraB y una funcion f: 97(A") — B tales que:

a) I' junto con f es una interpretacion dg¢en?l.

b) Si€y g son tales quE y g forman una interpretacion dé en?l, entonces
hay un isomorfismo: 8 — € que cumple:

(f(3) = g(a) para todaa € a9} (A").

En otras palabras, dadas una interpretaEigruna estructurd que es modelo de
AdmigI’), hay una Unica estructufa salvo isomorfismo tal quUE es una inter-
pretacion deB en. Ademas, el isomorfismo del que hablamos no es cualquier
iIsomorfismo, sino que se porta bien con respecto a las “coaddes”.

Demostracion.Seal un modelo deAdmigI’). ConstruyamoB. Primero, para
tener el universo d& definamos la siguiente relaciénend;(A"):

a~asiysolosill E=r (a3a).

El punto ii) en las condiciones de admisibilidad nos garantjue~ es una rela-
cion de equivalencia. Llamemad][a la clase de equivalencia @ El universo
de B sera el conjunto de todas las clases de equivaleBbieoh a € d%(A").
Definamos ahora las relaciones, las funciones y las coestan®:

e Para cada simbolo de relaciBrenp’:

1°Es por esto que pedimos la primera condicion de admiséullipues ésta nos asegura que el
universo deB no sea vacio.
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([@l,....[an]) € R®siysolosi¥l E ¢r(ay, ..., an),

dondep(ys, ..., Ym) €SR(Y1, . .., Ym).

e Para cada simbolo de funcidrenp’:
fo([@l,....[a7]) = [b] siy solo si¥  ¢r(@g, ..., a1, b),

dondesp(yl, ) YI) eSf(yl, ey y|_1) = yl-

e Para cada simbolo de constaotenp’:
c® = [a] siy solo si¥ [ ¢r(d),
dondeyp(y) esc = Xx.

Asi, relaciones, constantes y funciones quedan bien defirgracias a las con-
diciones de admisibilidad iii), iv) y v) respectivamenterCesto queda definida
nuestra estructur&. Ahora, la funcionf : 4%(A") — B cuya existencia se pos-
tula en el teorema no es otra que la natural, es dé): = [@]. Veamos queB
junto conf cumple a) y b):

a) Claramentd es suprayectiva. Por otra partefue definida de manera que
para todg’-formula atbmica no-anidada B £ ¢(f(a)), siy solo sil
¢r(@). Por lo tantoI" y f forman una interpretacion dg en?l.

b) Supongamos quéey g forman una interpretacion deen. Para cada e
A% (A" definamos(f(@)) = g(a). « esta bien definida, pues &a) = (@),
entonceN E =r (a,a) y por lo tantog(@) = g(a’). EI mismo argumento
muestra que es inyectiva. La suprayectividad des consecuencia de la
suprayectividad dg, ya que si tomamos € C, entonces ha@ € 91 (A")
tal queg(@) = cy por lo tantoc(f(a)) = c. Por Gltimo, veamos quees
homomorfismoB E ¢(f(d)), si y solo sill £ ¢r(3), si y solo si€
¢(g(@)™. Por lo tanto; es el isomorfismo buscado.

11Estamos usando dos veces el Teorema de Reduccion.
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Denotaremos cofi a la estructur&® de este teorema. Sies modelo d&dmigIl),
entonces diremos qug esta definido.

Veamos qué dice el Teorema de Reduccion en el caso de lastesasy-.

Teorema 3.7.Seanp y p’ tipos yI' una interpretacion de?” en .#. Entonces
para todap’-féormula ¢(y), para todap-estructural que satisfaga Adm(E) y
para cualesquieray, ..., an € 45 (A"), se tiene que

Ar = ¢([ad], . . ., [am]), siy solo sl E ¢r(ay, . . . am).

Sego untipoy sed la interpretacion tal que para togdormulae, ¢or = ¢y Ar =
A. A esta interpretacion la llamamos la interpretaciomtaiad, evidentemente no
hace nada. Ahora, dados los tipgg’, p*, una interpretaciol de ¥’ en £y
una interpretacion de £+ en_#”’, hay una interpretacioh de £ en_# cuyas
formulas definitorias son:

62 = (aA)r,
@x = (@a)r,

dondey es ung*-formula atbmica no-anidada. A esta interpretacioteisaamos
la interpretaciobn compuesta figy A, en simbolosA o T'.

Por un pequefio momento, nos meteremos con la Teoria dgafiale La Gnica
justificacion para esto es que el teorema hacia el cual nigingds es sumamente
bonito (¢, lo bonito necesita justificacion?). Ademas, adesportunidad de enten-
der mejor el concepto de interpretacion. Para ello consides cuatro cosas:
una interpretacion de&” en.Z, A y A’ modelos deAdmigl) ye: A — A
una inmersion elemental. Observemos que para @dd¥(A"), ea € I (A™).
También, sb € *(A") y A k= =r (& b), entoncesl’ E =r (ed, eb). De lo anterior
tenemos que la funciog- : Ar — A[, dada poer([a]) = [e(a)], esta bien defi-
nida. Veamos como se comportan estas funcionesesSia funciérid,, entonces
(ida)r es la funcionda.. Asimismo, sie; : A — A’y e, : A — A” son inmer-
siones elementales, entoncege()r = (&)r(e1)r. AUn mas,e- es una inmersion
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elemental dé\r en Ay, pues s es una sucesion de elementoHieA") y ¢ una
p-formula, entonces:

Ar E ¢([Q]), siy solo siA E ¢r(d), lo que implica quel’ E ¢r(ea), siy solo si
W, k= ¢([eal), siy solo si%;. = (er([al).

La implicacion central es porguees inmersion elemental, la equivalencia si-
guiente se tiene por definicion dey las equivalencias laterales se tienen gracias
al Teorema de Reduccion. Todo esto da pie al siguienterteore

Teorema 3.8.Seanp y p’ tipos. Sed” una interpretacion de?” en.#. Enton-
ces,I" induce un funtol?, Funt(I"), de la categoria de los modelos de Ad{A)se
inmersiones elementales en la categorigodestructuras e inmersiones elemen-
tales.

Es claro cual es el funtoEunt(I")(2) = Ar y Funt(l')(e) = er. Por supuesto no es
suprayectivo. A este funtor lo llamaremelsfuntor asociado a la interpretacion
I.

Para no perder la costumbre, concluiremos este capitalarcejemplo.

Ejemplo 3.9. Dados un conjunto infinit® y su grupo de simetria S y), pode-
mos recuperar de S y(2) tanto aQ como a la accior® de S yri2) sobreQ. Para
esto, supondremos que Sy es ungo-estructura, donde tiene un simbolo de
relacion binario- que se interpreta como la multiplicacion del grupo. En eaa
del par(Q, Syn{Q2))*4, el tipo a considerar sera:

o’ = {Punta Permutacbn, Productq Accion},

donde los simbolos se interpretan, de izquierda a dereotwao el conjunto de
los puntos e, el conjunto de permutaciones en S la multipliacacion en
Syn{Q) y la accion de S y(®) sobreQ. Llamemos X) al centralizador de x, es
decir, al conjuntdy | x-y = y- x}. Sea Par(x) lgp-férmula que dice

Xx-x=1 x#1lyparatoday,siyy=1yC(x) C C(y), entonces x yoy= 1.

12| as definiciones de categoria y funtor se pueden consuitar Apéndice B.

13Una accibn de un grup@( -) sobre un conjuntX, es una funcior : G x X — X tal que
paratoda € X, #(e, X) = x dondee es el elemento neutro del grupo, y para cualesquidra G,
#(g- h,X) = (g, #(h, X)).

1A pesar de la notaciorfY, S ynfQ)), la estructura que estamos considerando es aquella cuyo
universo es la unibn d@ y SynfQ y su tipo es el enunciado a continuacion.
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Par(X) expresa que X es una transposici@b). Esto no es tan claro, asi que
veamos rapidamente que Par realmente expresa lo que gasréapongamos
que x satisface Par y que no es una transposicion. Entonestaxcomposicion de
al menos dos transposiciones. Supongamos gue;xa,, entonces, () € C(a;)

y sin embargo a# xy & # 1, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto x es una
transposicion. Sea Muerdény) la p-formula que dice:

Par(x) A Par(y) AX-y#Yy-X.

Esta formula expresa que para distintos elementds@deQ, x = (a,b)yy =
(b, ¢), es decir, x y y son dos transposiciones que se muerden. SpaviEy, z w)
la p-formula que dice:

Muerderfx,y) A Muerderfz, w) A Muerderfx, 2) A Muerderty, 2) A
Muerderfx, w) A Muerdery, w).

EquiX,y, z w) expresa que el Unico punto demovido por x y y es también el
punto movido por z y w. Estamos listos para dar una intermiétabidimensional
I' de ¥’ en.Z. Esta interpretacion tiene como formulas definitorias a:

or(Xy) = X=XAy=Y,

Punta(x,y) .= Muerderfx, y),

Permutacdng(x,y) := —Muerderx, y),

=r (X1, X2, Y1, Y2) = EQUIMX4, X2, Y1, Y2) V (-Muerderfxy, xo)
A ~Muerderfyy, y2) A X1 = Y1),

Productq (X1, X2, Y1, Y2, 21, 22) = ~Muerderfx;, Xo) A ~Muerdergys, y»)
A =Muerder{zy, ) A 23 = Xq - Y1,

Accionr (X, X2, V1, Yo, 21, 22) = =Muerderfx,, xo) A Muerdergy, y»)
A Muerderiz;, ) A EQUiMzy, 2,
X1 Y1 X X Yo e XY

Esta interpretacion junto con la funcion cordenada

b sixyysemuerdenenb
X Si XYY nose muerden,

fl"(x’ y) = {
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es la interpretacion que nos interesa. Veamos con detaligtima formula defi-
nitoria. Supongamos que ¥ (a,b) y y» = (&, ¢). Entonces,

X Y1 X = (%a(@), xa(b)),

X1 Y2 X = (%a(@), Xa(C)).

Por lo tanto, x-y1- X'y X -¥>- X;* se muerden emfa) y en consecuencia; ¥ z
también se muerden en(&). Por lo tanto, Acadn realmente describe una accion
(valga la redundancia).

Asi, SyrfQQ)r es una estructur&® cuyo universo es B B; U B,, donde B es un
conjunto y B un grupo de permutaciones que acttia sobyeARlemas, Bes iso-
morfo a Syrfr2). Curiosamente (aunque esta situacion no es tan rara), pade
dar una interpretacion al revés, es decir, de €en(Q, Syn{Q)). A diferencia
de la primera interpretacion, ésta es bastante sendillamemos\ a la interpre-
tacion en cuestion. Entoncéses la reduccion relativizada d8 a la estructura
con universo B



Capitulo 4

Interpretaciones y Teorias

En un principio las interpretaciones entre lenguajes suygi como una herra-
mienta para probar la indecidibilidad de ciertas teo@asno suele suceder, con
el paso del tiempo tanto las interpretaciones como susagpbices se fueron so-
fisticando de manera que hoy en dia se utilizan en diversogasde la Teoria de
Modelos. A pesar de esto, el interés del presente trabajaredgunos resultados
generales acerca de la indecidibilidad de teorias. A medareparacion, en este
capitulo trataremos dos resultados que dependen directarde interpretaciones
de un lenguaje en otro. El primero de ellos es acerca de éxtessconservado-
ras y el segundo es un primer ejemplo de indecidibilidace Bkimo, a pesar de
ser un caso particular y no un resultado general, es imgertanes es ni mas ni
menos que la indecidibilidad de la Teoria de Conjuntos.

Una interpretacion de una teoria en otra sera simplesnara interpretacion entre
los lenguajes de las teorias. Es decifT st U son teorias en lenguaj#’ y .’
respectivamente, entonces una interpretaciod ém T es una interpretacion de
£’ en¥. Asimismo cuando hablamos de una interpretacion entrengulje y
una teoria o entre clases de modelos, nos referimos a prietacion entre los
lenguajes correspondientes. En el caso de las interppatscentre teorias, Tarski
pedia ademas que para todo mod®lde T, A £ U. Sin embargo, este afadi-
do falla en muchas aplicaciones hoy en dia, por lo que nosemdremos con la
nocibn mas general enunciada en un principio. Esto naguiecir que la con-
dicion de Tarski no sea interesante, de hecho las inteqogtes que daremos en
este capitulo cumpliran dicha condicion. A esta coriide daremos un nombre.

33
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Definicion 4.1. Sean W y V clases de estructuras. Bema interpretacion de W
en V. Entonces:
i) T esizquierda totdlsiy solo si para todal en V 2 pertenece a W.
ii) T es derecha total siy sblo si para toédaen W hayl en V tal quell = 8.
iii) T estotal siy solo si es izquierda y derecha total.
En términos del funtor asociado a la interpretadamt(I') lo que tenemos es
queT es izquierda total si 'y solo siunt(I')[V] € W, es derecha total siy solo si

Funt(')[V] 2 W, y es total si y solo skFunt(I')[V] = W. En lo subsecuente, las
clasesV y W seran clases de modelos de alguna teoria.

Definicion 4.2. Searp y p’ tipos, T ungo-teoria yI" una interpretacion deZ” en
. En este contexto denotaremos pot{ T] al siguiente conjunto de enunciados:

IYT] = Th{Br | B € Mod(T U AdmigI))}
= {0 | Br E o paratodoB modelo de T y de Adm(i9)}.
Evidentement&~[T] es una teoria. Veamos algunas de sus propiedades.
Proposicion 4.3.
i) T-YT] es satisfacible siy solo si T AdmigI') es satisfacible.

i) Paratodop-enunciadar, o € I Y[T] siy solo sior € T U AdmigI).

Demostracion.

i) T-Y[T] es satisfacible, si y solo si hay modelo dd™~[T], si y solo si hay
A modelo deT U AdmigI) tal queqr = B, siy sblo siT U AdmigI) es
satisfacible.

i) o e I'"Y[T], siy solo si para todo model® de T U AdmigI), Br E o,
si y solo si para todo modeld de T U AdmigI’), B £ o, siy sOlo si
T U AdmigIl) E or.

1Este termino es traduccion literal it total.
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Observemos que si para todo mod#ldeT, 2 es modelo dAdmigI’), entonces
la proposicion anterior sigue siendo cierta si cambiamasAdmigI) porT. A
pesar de que ésta es una obsevacion bastante obvia, hagnguia en cuenta
puesto que en lo que resta del capitulo consideraremdadfotales que para
todo modeldX deT, A es modelo dAdmigI).

4.1. Extensiones Conservadoras

Usualmente, en cualquier rama de las matematicas, irdimds simbolos a mo-
do de abreviaturas para facilitarnos la escritura. Un agemplo es la Teoria de
Conjuntos, la cual originalmente dispone tan sélo de orbelo para la perten-
cia y sin embargo usamos simbolos para el conjunto vagiopéracion union,
la operacion potencia, etc. Por lo general estos simisolosbreviaciones meta-
linglisticas, sin embargo, a veces es necesario agosgdtipo. Al ahadir nuevos
simbolos tenemos , por supuesto, un nuevo lenguaje, paelegnatural pregun-
tarnos si este cambio de tipo no nos esta cambiando laté@respuesta es no,
siempre y cuando los nuevos simbolos hayan sido introdscié manera ade-
cuada. En el caso de las relaciones, podemos introdudirosds predicativos (a
través de formulas en el lenguaje original) sin ninglobgma, pues no hay mu-
cho que exigirle a una relacion para que se comporte comiedtd es el caso del
simbolo que denotaubconjuntoEl caso de las funciones y de las constantes es
muy distinto. Por ejemplo, no nos gustaria introducir mn®lo de constante que
ala hora de ser interpretado resulte en dos elementostdsstitn esta seccion ve-
remos como extender el lenguaje para que esto no pase llBareagnos primero
qué es una extension.

Definicion 4.4. Sean T y U un par de teorias de tipoy p’ respectivamente. U
es una extensionde T siy sOlst p’y T C U.Enelcasoenelque TUy
p = p’ diremos que U es una extension simplede T.

Si extendemos nuestro lenguaje de modo que los enunciagtoer(tas) en la
teoria inicial son enunciados en la nueva teoria, entolicque tenemos es una
extension conservadora. Veamos como agregar un sirdbdlonciénn-ario f de
manera que la nueva teoria sea una extension consendsliageoria original.

SeaT unateoria en un lenguaje de tipodondep no tiene af . Agregaremog al
lenguaje introduciéndolo mediante la siguiente defamici”
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0= VX . VX VX1 (F (X, . .0, Xn) = Xns1 © ),

dondey es ung-formula cuyas variables libres estan entyg . ., X, Xny1-

Teorema 4.5.Consideremos T § como arriba. Entonces son equivalentes:

I) Para cualquierp-enunciadar, si T U {6} E o, entonces T- o.

ii) El siguiente enunciado estaen T:
£ :=VYXg, ..., Xp A Xn1100.

El inciso i) nos esta diciendo que la definicion no es cveatio hace falta. Por
otra parte ii) nos asegura qdieesta bien definida.

Demostracion.
= ] Observemos qué [ &, por lo que s = ¢, entoncced E .

< ] Supongamos qué& E . Seal un modelo dél'. Para tod@y, ..., a, € A,
seaf¥(ay,...,a,) la Gnicab € A tal que E ¢(a,...,an, b) (podemos
asegurar qub es Gnica ya quél k &). Sea {I, f¥) la estructur&l masf?.
Claramentey, f*) es modelo d&. Asimismo,2 y (%, f¥) satisfacen los
mismosp-enunciados, por lo tantdl( f*) es modelo d&. Asi, siT U{d} E
o cono unap-formula, entonces!, f*) o, de dondél  o. Como esto
se hizo para cualquier modelo @eentonced k= o para todg-formulac
tal queT U {6} E 0.

O

Si lo que queremos introducir es una constante ¢, entongasdemos hacer a
través de la siguiente formuldx(c = x < ¢(X)). En este caso la formula
seradlxp(x). El teorema anterior se puede enunciar con las formulassymon-
dientes y la demostracion es muy similar, simplemente b@yhacer los cambios
necesarios.

Pensando de nuevo en un simbolo de funcibrsupongamos que tenemos una
teoria en lenguaje tal que contiene al enunciadoEntonces podemos aumen-
tar £ a un lenguaje mas grandé’ que tiene a como simbolo de funcion, esto

2La discusion subsecuente no cambia en nada si pensamwstEias de constante.
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a través del enunciadb En este contexto podemos dar una interpretacion uni-
dimensionall’ de .’ enT. Esta interpretacion sera la interpretacion identidad
excepto pard, en cuyo caso:

(F(0, ... %) = Xnudr €S ¢(Xo,.. ., Xni1)
Observemos que para cualquier mod#lae T, A es modelo deAdmigI’) y
(A, f¥) = Ar. AdemasA es modelo dg U {6).

Lema 4.6.T[T] = Cn(T U {5)}).

Demostracion.Primero observemos que cualquier modBlde T U {6} es igual
ar, dondel es el reducto d& a.Z. Asi, para cualquigs-enunciadar:

o eI YT], siysolosi Uk o paratodo model® deT,
siysblosi B E o paratodo model® deT U {6},
siysolosi TU{d}Eo.

Con lo que queda demostrado el lema. O

Con este lema ya tenemos las herramientas necesarias paeMa definicion
de f se puede eliminar.

Teorema 4.7.Para cualquierp~enunciadar hay unp-enunciadar tal que:

) TU{d} E (o « or),
i) TU{6}E osiysolosiTE or,

i) Sifno ocurre eno, entonce$= (o < o).

Demostracion.

iii) se sigue del hecho de quiees la interpretacion identidad a excepcion de la
formula no-anidadd (xo, . . ., Xn) = Xps1.

i) Tu{d}E o,siyso6losic eI [T], siysolosiT k or.
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i) Observemos qué& U {6} (o < o1) siy solo siT E (o < or)r. Veamos
que se cumple la parte derecha de esta equivalencia. Pacidefjrioc <
or)r = (ot < (or)r), por lo que esta formula esta en el lenguaje original,
es decir, no tiene &. Asi, por iii), E or < (o1)r, y por lo tantoT E or <
(or)r, es decirT E (o « or)r.

4.2. Indecidibilidad de la Teona de Conjuntos

Una relacion (sobr&l™ conm € N) es decidible sii hay un procedimiento efecti-
vo? y finito (es decir, un algoritmo) para decidir si dado un elstoeualquier,
éste pertenece 0 no a la relacion. En el caso de funcioed$"@nN), la idea
analoga es la de calculable. El concepto de decidibilidatheconcepto informal
gue se ha tratado de formalizar de diversas formas. Hay mulgfaiciones ma-
tematicas que intentan capturar la idea de decidibilidauryppsamente todas ellas
coinciden, o mejor dicho, son equivalentes. La definiciéigioal fue dada por
Godel y es la de recursividad. Por ahora nos basta con emtqod la idea detras
de las relaciones y funciones recursivas es que éstasfeetimamente decidibles
y efectivamente calculables respectivamente.

Consideremos un tipp finito. Entonces podemos identificar cada uno de los
simbolos erp con un niumero natural y de igual manera podemos identifecar ¢
da expresion (en particular cada término y cada formeda)un nUmero natural.
También, podemos identificar sucesiones de formulas @oreros naturales. Asi,
toda deduccion tiene asociado un numero natural. A ungédargue hace estoy
es inyectiva la llamamos una aritmetizacion_#e En el Apéndice C se da una
aritmetizacion del Lenguaje de la Teoria de Conjuntosaipde aqui el simbolo

# denotara una aritmetizacion del lenguaje o de la teorieuestion.

Definicion 4.8. Sea.Z un lenguaje de tipo finito. Decimos qL# es un lengua-
je recursivo si y s6lo si hay una aritmetizacigrde . tal que el conjunto de
nameros naturale§ty | ¢ es una brmula de.#} es recursivo.

3Conefectivoqueremos decir que el procedimiento es determinista, @s ceda paso esta de-
terminado de manera que no es necesaria la creatividadmaginacion.

4Evidentemente nos referimos a elementos del universo emeetsta definida la relacion, si
ésta es l-aria, 0 a pares ordenados si la relacion esdintri
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Dado un lenguaje recursivo, operaciones sintacticas darnsonjuncion de dos
formulas o la substitucibn de un término por una varidilee en una férmula,
tienen asociadas funciones recursivasZSés un lenguaje recursivo y la funcion
qgue manda a cada formula no-anidadasu correspondientg es recursiva, en-
tonces diremos guées una interpretacion recursiva. En una interpreta@ourr
siva, la funcion reduccion restringida a férmulas firnda es recursiva. En cuanto
a las teorias, diremos que éstas son recursivas si yisihola una aritmetizacion
de su lenguaje, el conjuntd# {#¢ | ¢ € T} es recursivo. En este caso diremos
que la teoria en cuestion es decidible y en caso contragmds que la teoria es
indecidible.

Ahora si, veamos la indecidibilidad de la Teoria de CotgjsnPara esto conside-
raremos dos tipogi = (R} y p’ = {Co, T, T1, T}. Laidea es queZ es el lenguaje

de la Teoria de Conjuntos.¥¢” el lenguaje de la AritmétiéaHay que decir tam-
bién unas cuantas palabras acerca de la teoria de’ tip@ nos interesa, es decir,

la teoria conocida comQ. Esta teoria fue propuesta por Raphael Robinson y sus
axiomas son los siguienfes

VX(s(X) # 0)
YXYY(S(X) = s(y) = X =)
YX(x # 0 — 3y(X = s(y)))

YX(x+ 0= X)
YXVY(X + S(y) = s(x +Y))
VXx(x - 0) = 0)

YXYY(X - 8(y) = (X-Y) + X)

Al conjunto de los axiomas d@ lo llamaremosAX(Q). Ya sabemos, por el Teo-
rema de Incompletud de Godel, g@ec Th(), esto es, qué&) es una teoria
incompleta. Este resultado se deriva de q@ #o es recursivo, es deci@ es
indecidiblé. PeroQ no cumple sblo esto, sino que ademas, para cualquieateor’
T tal queQ U T es consistente, se tiene qliees indecidible. A este hecho le
llamaremoda indecidibilidad fuerte de QApoyandonos en esto Ultimo daremos

SEntendemos por aritmética a la tecfig(9t) dondeit = (N, 0, s, +, -).

8A partir de aqui, por facilidad, usaremos como simbolassaobjetos. Por ejemplo en lugar
de utilizar afy como el simbolo que se interpreta como el 0, utilizaremssabolo 0.

"En general, ¥ denota al conjunt@#y | ¢ € T}.

8La indecidibilidad deQ se prueba en el Apéndice D.
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una prueba de la indecidibilidad de la Teoria de Conjunidd),(donde enten-
demos por Teoria de Conjuntos al conjunto de las conseiasetie ZF, es decir,
TC = Cn(ZF). Lo primero que tenemos que hacer es dar una interpretiaie
£’ enZ, lo cual no representa ninguna dificultad. La formula domsera el
resultado de eliminar el simbolo definidd de la siguiente formula:

or(X) == xXew

Las formulas definitoras correspondientes a la igualdady, sucesor, suma y
producto (eliminando la definicion de todo lo que sea neBsson:

=T (X’y) =X= y’
O=Xr:=0=x,

(S(X¥) =y)r={xpux=y,
(X+Y=2r = X+y =z
(Xy=2r=Xy=2

donde+ y~son los simbolos que representan a la suma y al productmahrd
respectivamente. Es importante notar que para cada uns dete enunciadas

en Ax(Q), el enunciada esta enl C. De igual manera, las condiciones de ad-
misibilidad del’ son enunciados enC. LlamemosD al conjunto que tiene como
elementos a las condiciones de admisibilidad y a los endasigque axiomatizan

a Q. Es claro qued es finito, pues) es finitamente axiomatizableAdmigI') es

un conjunto finito. Podemos concluir entonces, guela podemos ver también
como una interpretacion d@ enCn(®), lo cual es bastante elegante ya ques
finito. Ademas, la funcion reduccion dees una funcion recursiva.

Antes de enunciar el teorema que nos da la indecidibilidda @eoria de Conjun-
tos, veremos unos cuantos aspectos técnicos que nosiegrana la demostracion
de dicho teorema.

Definicion 4.9. Dados A y B conjuntos de nUmeros naturales, decimos que A es
multirreducible a B (A<, B ) si y solo si hay una funcion recursiva f de Aen B
tal que para todo & N,

acAsiy dlo si f(a) € B.

9Esto se puede hacer, ya que desde la Teoria de Conjuntaset@muey es Unico.
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Dados dos conjuntos de naturalky B tales queA <, By B es recursivo, se
tiene queA es recursivo. La demostracion de esta afirmacion se puetiitar
en [End] p.368.

Teorema de Indecidibilidad Fuerte de la Teofa de Conjuntos. Sea T una-
teoria tal que TU TC (o al menos TU @) es consistente. Entoncé3 no es
recursivo.

Demostracion.Como® C TC, basta demostrar el teorema pér.eSeaA la teoria
consistent€n(T U ®) y seaAy = IA] = Th{Br | B8 € Mod(T U ®)}. Veamos
cOmo es\q. Primero, coma\ es consistente, entonces tiene modelo; ademas, para
todo modeloB deA, By esta definido ya quadmigl’) € ®. Esto automaticamen-

te nos lleva a qua, es consistente. Por otro laddx(Q) C Ao, pues sir € AX(Q),
entoncesrr € ® C A. Por lo tantoAp U Q es consistente, de modo que, por la
indecidibilidad fuerte d&, #A, no es recursivo. Lo que haremos ahora es apro-
vechar la no recursividad di para obtener la no recursividad @eAfirmamos

que #\o <m #A. Esto se debe a dos cosas:

i) o€eAgsiysolosior e Ay
i) #(or) depende recursivamente de #n el sentido de que la funci@ntal

que # — #(or) es recursiva.

De i) y ii) tenemos que ¢ € #A, Si y solo sip(#0) € #A, es decir, #o <y, #A.
Por lo tanto #A no es recursivo, pues de serlo tendriamos qugt#mbién lo es.
De igual forma veremos queMk, #T. Seap la conjuncion de los enunciados en
@ y seao’ la funcion recursiva que manda & #((p —) = #(t) = #()), donder es
cualquierp-formula y = es la operacion recursiz@ncatenaciol. Entonces:

i) te AsiysoOlosip—->1)eTy

i) #(¢ — t) depende recursivamente de #

El inciso i) se tiene ya quee A, siy sblosiT U® E 1, siy sblo siT E ¢ — T,
siy solosi p — 1) € T. El inciso ii) se debe a qu& es una funcién recursiva.

10 a recursividad de la concatenacion esta demostradaret] f£320. La recursividad g€ se
deriva inmediatamente de la recursividad de la concaténaci
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En conclusion, tenemos que # #A si 'y soOlo sio’(#t) € #T, es decir, & <, #T.
Usando el mismo argumento que se uso para ver que#es recursivo, tenemos
que A no es recursivo, con lo que queda terminada la demostracion

Tenemos dos corolarios interesantes:

Corolario 4.10. Si la Teoria de Conjuntos es consistente, entonces no gdeom
ta.

Demostracion.En el teorema anterior, considerenios: TC. ComoT C es con-
sistente, entoncesl#€ no es recursivo. Supongamos qU€ es una teoria com-
pleta. Como ZF es recursivo (pues claramerd€& es decidible), entonced £
es recursivét, lo cual es una contradiccion.

O

Corolario 4.11. En el lenguaje con un simbolo de predicado binario, si TC es
consistente, el conjunto de enunciados validos,tMy | E ¢} no es recursivo.

Demostracion.En el teorema anterior, s&a= Cn(0) el conjunto de los enuncia-
dos validos. EntoncesT#no es recursivo.

Para terminar este capitulo demostraremos el Segunderfaaite Incompletud
de Godel para la Teoria de Conjuntos. Esto lo haremos denmaamilar a la
demostracion para la aritmética. La idea es encontranun@ador- que indirec-
tamente nos diga que su propia interpretaeiomo es un teorema de la Teoria de
Conjuntos.

Antes que nada, llamaremosmeral de ral término que resulta de aplicaveces
el simbolo de funciérs al simbolo de constante 0. Es decir, el numerah ds el
nombre para dicho nUmero. Esto lo denotaremo&pGonsideremos la siguiente
relacion ternarid sobreN:

1En [End] p.335 se demuestra que Sigs recursivo YCn(A) es una teoria completa, entonces
#Cn(A) es recursivo.
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(&, b,c) € D siy sOlo sia es el numero de una formutgx) en <" y c es el
nimero de una deduccion de(lp))r a partir deZF, donde &(b))r es el resultado
de sustituir la variable por el termindo*2,

D es una funcion recursiva. Hasta este momento hemos edgadma definicion
formal de recursividad, pues para todo el desarrollo antéasta con entender
los conceptos informales de decidibilidad y calculabdidgalos que ésta hace
referencia. Sin embargo, para lo que sigue es necesariondadlailas posibles
definiciones de recursividad. Diremos que una relacibe@ssiva si y sélo si es
representable e@. ¢ Y qué quiere decir que una relacion sea representabés? P
lo siguiente:

Definicion 4.12. Sea R una relacion n-aria. Decimos gueepresenta R en Q si
y solo si para cualesquieraa . ., a, enN:

si(a,...,am) € R, entonces(ay,...,an) € Q; ¥
si(a,...,am) ¢ R, entoncesy(ay,...,an) € Q.

Decimos que una relacion es representable en Q si y soksteealguna formula
que la representa en Q.

Ya que la relaciorD es recursiva, entonces hay ystdodrmula que la representa
enQ, digamoss(vy, Vo, V3). Sear el nlmero

#(YV3=0(V1, V1, V3)).
Seao la p-formula
Yv3=6(F, T, Va).

Observemos que dice indirectamente quer ¢ TC. No nos olvidemos de esto,
pues mas adelante nos sera de gran utilidad. El teorersadi@cal nos dirigimos
se deriva del siguiente lema.

Lema 4.13.Si la Teoria de Conjuntos es consistente, entonges TC.

2De aqui en adelante(t) denotara al resultado de sustituir p@si es que es sustituible) a la
variable libre correspondiente de
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Demostracion.Supongamos qUEC es consistente y quer puede deducirse de
ZF. Seak el valor asignado por*#a dicha deduccion. Entoncesi( k) € D, por
lo tanto, AX(Q) F &(T, T, k), de dondeAx(Q) + Avss(T, T, v3), de modo queAx(Q) +
-¢o-. De aqui tenemos que)r esta el Cy por lo tantoT C es inconsistente, lo
cual es una contradiccion.

O

Si pensamos que todo lo demostrado anteriormente se hizej@ dicho, si nos
creemos que se puede hacer) de manera formal dentro de 1a @edZonjuntos,
entonces acabamos de demostrar un enunciado de la Teo@anjientos que
tiene la siguiente formaCongTC) — E, dondeCongTC) es unp-enunciado
que indirectamente expresa la consistencid @ey € es lap-férmula que dice
or ¢ TC. Sin embargo, ya tenemos wrenunciado que expresg ¢ TC, se
trata deo mismo, por lo querr debe ser equivalenteEaDe todo esto podemos
concluir (de forma bastante informal) q@®ngTC) — or es un teorema de la
Teoria de Conjuntos. Basandonos en esto podemos dag ahda cereza del
pastel.

Segundo Teorema de Incompletud de &del para la Teoria de Conjuntos. Si
TC es consistente, entonces el enunciado Clo@sno es un teorema de TC.

Demostracion.Supongamos qUEC es consistente y queongT C) es un teore-
ma deT C. Sabemos qu€ongTC) — o es un teorema de€C y, por lo tanto,
ot también esta emC. Por otro lado, sabemos por el lema anterior gpe T C.
Esto nos a una contradiccion, por lo tanto, el teorema ekadero.

®Recordemos que una aritmetizacion también le asignaenismaturales a sucesiones de
sucesiones de simbolos.



Capitulo 5

Resultados Generales de
Indecidibilidad

En el capitulo anterior probamos la indecidibilidad de éoffa de Conjuntos,
estableciendo asi cual es la idea de usar interpretacjara transmitir la indeci-
dibilidad de una teoria a otra. Los resultados que daremeste capitulo tendran
el mismo espiritu, pero seran mucho mas generales. Czare&mos con un teore-
ma sencillo, para culminar de la misma manera. El rellenoaembio, sera mucho
mas carnoso.

Proposicion 5.1. Sean? y .’ dos lenguajes y séauna interpretacion de?”
en.Z. Consideremos unateoria T &H,,, tal queI esta definida en la clase de
modelos de T. Se tiene lo siguiente:

i) Sigi (i € 1)y ¢ son enunciados d¢;, , tales que= /\(pi — ¥, entonces
iel
TE A - vr.

i€l

ii) Laclase{p € £, , | T E ¢r} es cerrada bajo consecuencia logtca

Demostracion.

1Sifpe £, | TEer}Ey, entonced [ yr.

45



46 CAPITULO 5. RESULTADOS GENERALES DE INDECIDIBILIDAD

i) Seal un modelo deT. EntonceQl esta definido Wi E /\ @i — ¥, pues
iel
E /\(pi — . Ahora, por el Teorema de Reducci@h = /\(soi)r — Yr.
il iel
Por lo tantoT = /\(soi)r — Yr.
iel

ii) LlamemosA a la clasely € £, | T E ¢r}. Seay un enunciado en
<), talqueA E ¢y sea/\ A la conjuncion de todos los enunciados
enA. Entonceg= ANA - yypori), T E (AAr — yr. Ahora, como
T E (A A)r, entonced E yr y por lo tantoy € A. En conclusionA es
cerrado bajo consecuencia logica.

Comencemos por definir dos tipos de indecidibilidad.

Definicion 5.2. Sea T una teoria en un lenguaje recursivo de primer ordén
Decimos que T es esencialmente indecidible si y sblo si Dresistente y para
toda teoria consistente U eff tal que TC U, U es indecidible.

Definicion 5.3. Una teoria T en un lenguaje de primer ordéfi es hereditaria-
mente indecidible si y sblo si para toda teoria U éhtal que UC T, U es
indecidible.

Teorema 5.4.Sea U una teoria finitamente axiomatizable y esencialmiente
decidible en un lenguaje de primer orde#i’ de tipo finito. SeaZ un lenguaje
recursivo de primer orden y T una teoria éf. Si existe una interpretacidnde
£’ enZ que interpreta algiin modelo de U en algin modelo de T, es®iil es
hereditariamente indecidible.

Demostracion.Probaremos primero la indecidibilidad de Para esto suponga-
mos queT es decidible. Seg la conjuncion de los enunciados que generah a
y seal” una interpretacion de un mode® de y en un modeld de T. Llame-
moso a la conjuncion de las condiciones de admisibilidad’dentonces, por el
Teorema de Reduccion,

A E xr.
Sead el conjunto de enunciados

e Z" | TU{o} Exr — er)
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Observemos dos cosas. Primegre @, y segundog es cerrado bajo consecuen-
cia logica. Esto Gltimo es consecuencia inmediata dedpgsicion 5.1. Veamos
qued esindecidible. Para esto hay que verificar dues consistente y qué C .
Veamoslo:

a) Sip € @, entoncedl E yr — ¢r Y por lo tantd = ¢r. Asi, por el Teorema
de Reduccion® E ¢, por lo qued® es consistente.

b) Veamos qué&) C ®. Sear € U, entonces= y — 7y por lo tantoT U {o}
xr — 1, de donder € ®.

Como® es consistentd) € ® y U es esencialmente indecidible, por lo tarbo,
es indecidible.
Consideremos la funciohtal que

f(p) = (0 Axr = ¢r).

Esta funcion es recursiva, pues yr estan fijos y la funcion reduccion es recur-
siva. Con esta funcibn tenemos un mecanismo para sabermuneiados estan
en®: dadoy € ¥’ nos fijamos so- A yr — ¢r esta enl (esto lo puedo hacer
puesT es decidible), si lo esta, entongegsta enb,y si no,¢ no esta emb. Esto
nos lleva a queb es decidible, lo cual es una contradiccion. Por lo taftes
indecidible. Usando el mismo argumento se prueba que dealsubteoria d&
en.Z es indecidible, por lo qué es hereditariamente indecidible. ]

Corolario 5.5. Si algn modelo de Q es interpretable en una estructyrenton-
ces toda subteoria de TH) es indecidble.

Este resultado es consecuencia inmediata del teorema Bldhgacho de qu® es
esencialmente indecidilfle

Definicion 5.6. Decimos que dos conjuntos X y Y son recursivamente insepara-
bles si y s6lo si no hay un conjunto recursivo que contengayagie sea ajeno
con Y. En caso contrario decimos que X y Y son recursivameptgables.

Definicion 5.7. Una teoria T en un lenguaje de primer orden recursi¥oes
fuertemente indecidible siy solo si T y el conjunto

{p € Z | T U {—¢}tiene un modelo finitp

son recursivamente inseparables.

2La indecidibilidad esencial d® se demuestra en el Apéndice D.
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Observemos que 3Ji es fuertemente indecidible, entonde®s indecidible y la
teoria de todos los modelos finitos Géambién es indecidible.

Teorema 5.8.SeaZ un lenguaje de primer ordeny T un teoria&h Sea?” un
lenguaje de primer orden de tipo finito y U una teoria finitaut@eaxiomatizable y
fuertemente indecidible e’. Si hay una interpretacioh de.#” en.Z tal que:

para cualquier modelo finit® de U, hay un modelo finitdd de T tal que
QIF = B,

entonces T es fuertemente indecidible.

Demostracion.Seao la conjuncion de las condiciones de admisibilidaddg
seay un enunciado que axiomatizalh Supongamos qué no es fuertemente
indecidible, es decir, que hay un conjunto recursfvgue contiene & y que
es aeno dyp € .Z | T U {—¢} tiene un modelo finitp SeaY el conjunto de
enunciados

{pe Z" | (o Axr— ¢r) €X],

y seas el conjunto
{y € " | U U {—y} tiene un modelo finitp

Veamos qué’ separa recursivamentdade 8:

1) Y es recursivo, pueX lo es.

ii) Paratodo model@l deT U {o, xr}, 2Ur esta definido y es modelo ge Por
lo tanto, sip es un enunciado ed, entonceQl = ¢ y por el Teorema de
Reducciorl = ¢r, de dond€l = o A yr — ¢r. De modo quep € Yy por
lo tantoU C Y.

iii) Si =y es un enunciado e’ que es verdadero en algun modelo finitale
U, entonces por hipotesis hay un modelo fifitde T tal quer = By por
lo tanto

AE o Axr A -r.

Por lo queT U {=(o- A xr — ¥r)} tiene un modelo finito. Asi A yr —
Yr) ¢ Xy por lo tantoy ¢ Y. De modo queY N 8 = 0.
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De i), ii) y iii), tenemos queJ y B son recursivamente separables y por lo tanto
U no es fuertemente indecidible, lo cual es una contradicdor lo tantoT es
fuertemente indecidible. O

Veamos algunos ejemplos. Para ello primero necesitamagugdste resultado.

Proposicion 5.9. Hay un lenguaje de primer orde&’ de tipo finito tal que los
conjuntos de enunciaddg € .Z| Ey}y{y € £ | ¢ no tiene modelos finitgs
son recursivamente inseparables.

Este resultado se debe a Trakhtenbrot y su demostracioneske wonsultar en
[Trak]. El siguiente corolario nos sera de gran utilidachadar un par de ejemplos.

Corolario 5.10. Podemos elegir un lenguaje de primer ordghde tipo finito de
manera que UV, la teoria de los enunciados universalmente vaiidas.#, es
fuertemente indecidible.

Demostracion.Sea.Z el lenguaje que nos da la proposicion 5.9. Llamewibs
al conjunto de enunciaddg € . | ¢ no tiene modelos finitgsy B al conjunto

{p € Z | = tiene un modelo finitp Supongamos queV¢ no es fuertemente
indecidible. Entonces hay un conjunto recursi¥/tal queUVy C Xy XN B = 0.
Por otra parte, por la proposicion 54,y UV ¢ son recursivamente inseparables.
Seag un enunciado erA, entonces para togemodelo finito, A [ ¢, por lo
tanto2A E —p y en consecuencia pertenece 8. Asi, A C B, de manera que
X separa recursivamentd /o de A. Esto Gltimo es una contradiccion y por lo
tantoUV ¢ es fuertemente indecidible. O

Cada vez nos acercamos mas al primer ejemplo de indealdithilSe trata de la
indecidibilidad de la Teoria de Graficas. Estamos a un gagsto, nada mas hace
falta demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.11.Seap un tipo con tan sblo un simbolo de relacion binario Ry sea
o’ un tipo finito. Entonces hay yrenunciadgy tal que:

i) Todo modelo dg es un gréafica.

3Un p-enunciadap es universalmente valido si y so6lo si es verdadero en oiglg-modelo,
es decir, si para cualquiprmodelol, A E ¢.
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i) Hay una intrepretacior” de la clase dep-estructuras en la clase de los
modelos dg.

Demostracion. i) Esta prueba sera constructiva. A partir de phastructura
B construiremos una grafi®a,* y daremos el enunciagode manera que
Ay sea modelo dg. Para esto definamos unas cuantas cosas. Primero, el
dibujo

querra decir quay b son elementos distintos @8 y Ay = R(a, b) AR(b, a).
Dado 3< n € N, diremos que un elemenéale A estan-etiquetado si y solo
si haybg, by, ..., b, enAtales que:

SeanS,, ..., S, los simbolos ep’. Construiremo8ly; de la siguiente mane-
ra. Primero, cada elemento Besera un elemento 5-etiquetado¥s En el
caso de los simbolos de relacion, veremos por medio deemmpdp) como
introducir su interpretacion en una grafica. ConsideegisimbolcS; y
supongamos que es un simbolo de relacion ternario. Eegopara cada
(a1, &, as) enS? agregaremos elementodla de manera que se cumpla el
siguiente diagrama:

4Esta notacion podréa parecer un poco extrafa, sin emina@@ga@delante se vera que la grafica
Ay esta completamente determinada Bor
SPor simplicidad llamaremao& al universo dély.
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donded es un elemento dA (i + 6)-etiquetado. Notemos que la cantidad
de nodos entrd y g nos indica el lugar que le corresponde, @n la terna
(a1, a2, a3). Si S; es un simbolo de funciém-ario, entonces haremos lo mis-
mo que en el diagranf& considerando & como un simbolo de relacion
m-+ 1-ario. De igual manera veremos a los simbolos de constante rela-
ciones l-arias. La coleccion de todos los nodos que rapteeselementos
de By n-adas en relaciones @& junto con todas las aristas que los unen,
forman la grafic&ly. Podemos clasificar los elementos Alen especies,
de manera que si un nodo pertenece a una especie deternensmaes
satisface unal;-formuléf. Para hacer esta clasificacion consideremos las
siguinetegp-férmulas:

e (xY) = R Y) AR(Y, X),
e (% Y) = x# YA =RXY) A =R, X),

Etign(X, Yo, - - -, ¥n) == ¢ (X, Yo)A@™ (Yo, YOA@T (Y1, Y2)A. . . A@T (Yn-1, Yn)
At Omy) A N\ e A\ YA

I<i<n i+1<j<n

N e 0.

i#li+1<n

Las dos primeras férmulas estan claras. La Gltima féagren cambio, pue-

de ser desconcertante, sin embargo si la leemos con cuidadi@ace mas
que describir una-etiqueta. Apoyandonos en estas formulas, tenemos que,
para los nodos incluidos para representar objetoB,d&y siete especies

6|a definicion ded;-formula se puede consultar en el Apéndice A.
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Eo. ..., Es definidas por las formulas;(w) (0 < i < 6), dondeE;(w) es
Ang ... AW AW, ... IWgEtIgs(Wo, . . ., W1, W, Wiy 1, . . ., W)

Asi un elemento dé\ es de especig&, si y solo si es un elemento d&

Los elementos pertenecientes a la i-esima especiei (& 6) son aquellos
que aparecen en la posicibde una 5-etiqueta. De manera similar podemos
describir especies para los elementos que ocurren en ehtiaty* , exclu-
yendo por supuesto,a, a,, a3, ya que estos elementos son de espEgie
Ya que tenemos clasificados los elementos@® especies, estamos listos
para dar ep-enunciadgy. Este dice:

e Res unarelacion simétrica y antirreflexiva,
¢ todo elemento es de alguna de las especies,

e paracada< I, siS; es un simbolo de relaciomario ya es unan-ada
de elementos de la espeéig entonces hay alo mas una configuracion
del estilo%* cona hasta abajo,

¢ la condicion correspondiente a la condicion anteriognoloS; es un
simbolo de funcion o de constante.

Evidentementé€ly (asi lo construimos) es un modelo gdeTambién, todo
modelo dey es isomorfo a alguna estructuXa.

Ahora daremos la interpretacidhmencionada en el teorentasta sera una
interpretacion unidimensional d¢” en.# cuyas formulas definitorias son
las siguientes:

or(Xo) es Xy pertenece a la especigyE

=r (X0, X1) €s (o = X1)

En el caso de los simbold, la formula sera una generalizacion de la
formula dada para el caso en el gyes un simbolo de relacion ternario. En
este caso, sh(Xo, X1, X2) €S la formulaS;(Xg, X1, X2), entonceser(ag, as, &)

es

hay elementos como &h tales que d esli + 6) — etiquetado

Con esto queda establecida la interpreta€ion
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Observemos dos cosas que nos seran de utilidad a conbnu&ei primer lugar
(Ug)r es isomorfo @3. Y en segundo, sB es finito entonce®ly también lo es.
Lo anterior junto con esta observacion dan pie a la indeitidad de la Teoria de
Gréficas .

Teorema 5.12.Seay el enunciado de la demostracion anterior, entonces laiteor
Th{A | A E y} es fuertemente indecidible.

Demostracion.SeaT la teoriaTh{2 | A E y} y sealU = UV, donde?” es el
lenguaje que nos da el Corolario 5.10. Entondess fuertemente indecidible y,
por supuesto, finitamente axiomatizable. Ademas, lapné¢acion” del Teorema
anterior cumple la hipotesis del Teorema 5.8. En conatysy de nuevo por el
Teorema 5.8T es fuertemente indecidible. ]

Lo que el teorema anterior nos dice es qu&’ses el lenguaje de primer orden de
la Teoria de Graficas, entonces no hay un algoritmo guiegéskos enunciados de
% verdaderos en toda grafica de aquéllos que son falsos emeadgafica finita.
Apoyandonos en que la Teoria de Graficas es fuertemedeeidible, probaremos
que la teoria de latices de altugad es fuertemente indecidible.

Definicion 5.13. La altura de una latizA es el supremo de los nUmeros naturales
n tales queA contiene una cadena finita & ... < a, 3.

Sead en el lenguaje de las latices que disey una latiz de altura 4y tengo
minimo y maximo distintos.

Teorema 5.14.La clase de las graficas es interpretable en la clase de |aehos
deé.

Demostracion.Sea® = (B, R®) una grafica. Con la misma idea de la demostra-
cion del Teorema 5.11, definiremos una l&tizque satisfaga al enunciadoPara
dar el universo de la nueva estructura introduciremos umade nuevos objetos.
Para empezar consideremos dos objetos nuaaxémnoy minima Por cadad, b)

en R® consideremos un nuevo objead,. Asi, el universo dély tendra como
elementos anaximq minimq a todos los objetoab, y a los elementos dB. Los
elementognaximoy minimoseran el maximo y el minimo de nuestra latiz, es
decir, para todo elementoenA’, a v maximo= maximoy a A minimo= minimo

"Una vez mas llamaremos al universo delly, es decirA = BU {ab, | (a,b) € R¥} U
{maxima minimg.
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y sices tal que paratodae A, aVvc =c(aAc = c),entoncex = maximo
(c = minimg. Asimismo, los elementosb, cumplen quea v b = ab,. Veamos
un ejemplo. Consideremos la siguiente grafica:

b

Entonces la latiz que obtenemos con el procedimiento antesi

maximo

2

minimo

Evidentemente toda estrucufia construida a partir de una grafigaes modelo
defy todo modelo d® es isomorfo a una estructully,. Observemos que la latiz
Ay tiene cuatro niveles, de los cuales el primero tiene tamadlinimoy el Gltimo
amaximo Los dos niveles centrales son descritos por las siguiéntesilas:

@2(X) = X#0A =Yy # OA (XA Y =Y)),
@3(X) = yTz(pa(y) A p2(2 A (Y V 2= X)),

donde 0 es una abreviatura para la forma(lg que expresa quees el minimo de
la latiz. Asi, sia pertenece al segundo nivel, entonces satisfacgsi pertenece al
tercer nivel satisfaces. La interpretacion” de .’ en.Z que buscamos esta dada
por:

Ir(Xo) = p2(Xo),

=r (Xo, X1) == Xo = X1,
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(R(X0, X1))r := AZp3(2) A (%o V X1 = 2)).
O

Teorema 5.15.La teoria de latices de alturg 4 es fuertemente indecidible.

Demostracion.SeaT la teoriaTh{2l | A £ 6} y seaU la Teoria de Gréaficas.
EntoncesU es fuertemente indecidible y finitamente axiomatiz&blademas,
por construccionl” se comporta como queremos, es de@lg)¢ es isomorfo a
By, si B es finito, entonce8ly también lo es. Asi, por el Teorema 5B,es
fuertemente indecidible. ]

Como lo prometido es deuda, terminaremos con un resultagalkede indeci-
dibilidad. Asi, a modo de despedida, presentamos el sitgriteorema.

Teorema 5.16.Sean?’ y .¢” dos lenguajes de primer ordeny T y U dos teorias
en.Z y . respectivamente. Si U es indecidibl& es una interpretacion total
de U en T, entonces T es indecidible.

Demostracion.Seal” una interpretacion total dd enT. Supongamos qu€ es
decidible. Seg enU. Comol es izquierda total, para tod® modelo deT, Ar
esta definido y es modelo di¢y por lo tanto, modelo de. Asi, por el Teorema
de Reduccion, para tod modelo deT, 2 es modelo der Y, por lo tanto,er
pertenece &. Seapr enT. ComoI es derecha total, para todo mod&iale U
hay un model@l deT tal que es isomorfo &. Por el Teorema de Reduccion,
Ar | ¢y en consecuencid = ¢. Por lo tantoy pertenece &. Asi, ¢r pertenece
aT siy solo sip pertenece &. ComoT es decidiblelJ también lo es, lo cual es
una contradiccion. Por lo tant®,es indecidible. ]

8Recordemos que el enunciagaescrito en la prueba del Teorema 5.11 axiomatida a
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Capitulo 6

Epilogo

Comencemos el epilogo de manera arida y poco ortodoxauoardefinicion.

Definicion 6.1. Un conjuntoX de formulas es efectivamente numerable si y s6lo
si es numerable y ademas hay un procedimiento efectivor{atgp) para dar una
enumeracion suya. Equivalentemeriees efectivamente numerable si y s6lo si
hay una funcion efectivamente calculable f tal que {f(0), f(1), f(2),...}.

En los tres ejemplos de indecidibilidad que se dieron en esgmte trabajo, las
teorias que consideramos estan en un lenguaje de printemanumerable y su
tipo se puede numerar efectivamente. Ademas, las progésdie ser simbolo de
relacion n-ario y de ser simbolo de funcidon m-ario, sonidibles. A este tipo de
lenguajes los llamaremos lenguajes razonables (¢ es réepadirle al tipo que
sea numerable o finito?). Una de las consecuencias inmexiikgtda indecidibili-
dad de las teorias en lenguaje razonable y axiomatizabkesue dichas teorias
no son completas. Esto se deriva del siguiente par de projposs.

Proposicion 6.2. Sea T una teoria en un lenguaje razonable. Si T es axiomatiza
ble, entonces es efectivamente numerable.

La demostracion de esta proposicion se puede consultfE ] p.229.

Proposicion 6.3. Sea T una teoria en un lenguaje razonable. Si T es axiomatiza
ble y completa, entonces es decidible.
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Demostracion.SeaT una teoria completa y axiomatizable. Entonces existe un
conjunto decidiblAx tal queT = {¢ | AX E ¢}. SIT es inconsistente, entonces
T = {¢ | ¢ esun enunciado d&7} y por lo tantoT es decidible. ST es con-
sistente, comd es axiomatizable, es efectivamente numerable, es degigraa
numeracionpy, ¢, ¢s, . . . de los elementos dE. Asi, dado un enunciade, como

T es completa, en la numeracion apare@e-« (y sélo uno). Si el enunciado que
aparece eg, entonces € T. Y si aparece-a, entoncesa € T. Con esto queda
establecido un algoritmo que decide si dada una formu&sta pertenece®o

su negacion pertenecelaPor lo tanto,T es decidible. O

Como corolario inmediato se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Sea T una teoria en un lenguaje razonable y axiomatizable. S
es indecidible entonces no es completa.

Demostracion.De serT completa, tendriamos que es decidible, pues por hipote-
sisT es axiomatizable. O

Como se vio a lo largo del trabajo, lo interesante de las iptetaciones es que
nos preservan -bajo algunas condiciones- cierta propiedadndecidibilidad.
Como es de suponerse, ésta no es la Unica propiedad querpaes Entre otras,
también preservan la-categoricidad. También, las interpretaciones, en parti
cular los reductos relativizados, se utilizan para consttuniversos no estandar.
Asi, lo que surgid como una herramienta para probar la idiéilidad de ciertas
teorias se ha ido sofisticando y ha ido adquiriendo un magogo de aplicacion.
Una pregunta interesante es cuando cierto tipo de estrastno son interpre-
tables en otro tipo de estructuras. Como suele pasar cuamdopneguntamos
cuando no pasa algo, dar una respuesta es bastante dHsih pregunta ha da-
do pie a nuevos desarrollos en la Teoria de Modelos.



Apéendice A

Formulas no-anidadas

Las formulas no-anidadas nos interesan por pura comodi@dadusual en ma-
tema-ticas referirnos a una misma cosa de distintas forseggéin conveng&ste
es el caso de las formulas no-anidadas, pues de hechmrasifds no-anidadas
son equivalentes a las férmulas usuales. Veamos estodllti

Definicion A.1. Una férmula esta en forma rectificada si y solo si cumple lo
siguiente:

i) No tiene variables que ocurren libres y acotadas a la vez.
i) No hay dos cuantificadores con la misma variable.

i) No hay cuantificadores tales que las variables a las esatuantifican no
aparecen libres en su alcance (es decir, no hay cuantifiesiescuos o que
no cuantifican).

En la siguiente tabla se puede ver del lado izquierdo ejesgl férmulas no
rectificadas y, del lado derecho, formulas logicamenteedentes que resultan
ser formulas rectificadas.

Formula no rectificada Formula rectificada
VxAyP(x,y,2) A Q(x,2) H VYwayPw,y,2) A Q(X, 2
YxAyP(x,y,c) vV AXQ(x,2) H VYwayP(w,y,c) Vv AXQ(X, 2)

VxdyP(y,zc) H 3JyP(y,zc)
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Cada una de las formulas no rectificadas en la tabla rompe wom de los in-
cisos en A.1l. Sin embargo, todas ellas son logicamente&guies a formulas
rectificadas. De hecho, toda férmula es lbgicamente edeinte a una formula en
forma rectificada. De aqui en adelante supondremos questladeférmulas estan
en forma rectificada.

Definicion A.2. Decimos que una formula esV; (o formula universal) si se
construye a partir de formulas libres de cuantificadores fravés de/, \V y
cuantificacion universal. Una formulg; (o formula existencial) es una formu-
la construida a partir de férmulas libres de cuantificadem través de\, \/ y
cuantificacion existencial.

Recordemos que una formula atbmica no-anidada dedig®una formula atbmi-
ca de la siguiente forma:

) x=y,
ii) ¢ =y para algin simbolo de constante c@n
i) f(X) =y paraalgln simbolo de funcion f en
iv) R(X) para algtn simbolo de relacion R gn
Una formula no-anidada es una formula tal que todas su$utulas atomicas
son no-anidadas.

Teorema A.3. Segp un tipo. Todg-formula atomicas(X) es lbgicamente equiva-
lente ap-formulas en lenguaje de primer orden no-anidada&) y ¢7(X), donde
¢’ es una formula/, y ¢7 es una formulal;.

Antes de dar la prueba del teorema veremos un ejemplo quee mlara dicha
prueba. Consideremos la formulgg{x),z) = c. Esta formula es lbgicamente
equivalente a las formulas no-anidadas:

Yuvw(g(x) =uA f(u,z) =w—-c=w), y

Juaw(g(x) = uA f(u,2) =wA c=w).
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Demostracion.A lo largo de la demostracio, H ¢ querra decir que es 10gi-
camente equivalenteya Demostraremos primero que para todo térntjrtodo
n > 0y f"simbolo de funciém-ario, y cualesquiert, . . ., t, términos, las féormu-
las

) t=x
i) t=c

i) t=1"(ty,...,tn)
son logicamente equivalentes a formulas no-anidadigsp:

i) Veamos por induccion sobre la formaciontde que queremos. El caso en
el quet es una variable es inmediato, pyes x es una férmula no-anidada.
Asimismo, sit es una constante, entonaes x es una formula no-anidada,
por lo que no hay nada que hacer. §8aina funciobn m-aria. Supongamos
que para X i <m, t’ = x es equivalente a formulas no-anidad@s (z, x)

y dzy(z, X). Entonces:

gm(t, ..., ) = XH VYU . VUR(t] = Ut AL AL = Un — g™(Ug, ..., Uy) =
X) H VYu;... Vum(EIilwl(Zl, Ul) AL A Hzml//m(zm, Um) - gm(ul, cee, Um) =
X) H Yuy...Yun(3z; ... 3Zn(1(Z2, UD)A. . AYm(Zm, Um)) = 9" (U, ..., Uy) =
X) HVYu;...YUnvz; ... Vim(ljfl(il, Ul) A... /\1//m(2m, Um) - gm(ul, cee, Um) =
X).

La Gltima férmula en la serie de equivalencias es la fdanhwscada, es
decir, es una férmuld; y es no-anidada. Por otro lado:

g"(t, ... t) = XHJu. . Aun(t; = UL AL AT = Un AQT(Ug, ... U) =
X) H Auy ... Jun(TFzey1(Ze, U A . A TZWim(Zim, Um) AQ™ (U, . .., Uy) = X) H
Auy ... un(Tz; ... IZn(Y1(Z1, UD) A .. AYM(Zm, Un)) AQ™(Ug, . .., Um) = X) H
Auy ... updz .. 32 (W (Ze, U) A oo A Ym(Zm, Um) A QM(Ug, .. ., Uny) = X).

La Gltima formula esl; y es no-anidada. Con esto queda demostrado i).
i) Teniendo i) es facil demostrar lo restante. Probareatusa qué = c cum-

ple lo que queremos. $es una variable, no hay nada que hacetr.€Siuna
constante, digamas entoncesl = ¢ H Yu(d = u — u = ¢), y esta ltima
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es una formula no-anidada. El caso en elgae™(t/, ..., t"), dondeg™ es
una funcibnmaria es muy parecido al visto en i):

g"(t,....th) = CH Yu..VUYW({I] = UL A ... AL, = UnAC =W —
g"™(uy,...,Uy) = W).

Por i), para cada X i < m, t’ = u; es equivalente a formulas no-anidadas
VZo(Z, W)y IZy(zZ, u;). Porlo tanto, la Gltima formula es logicamente equi-
valente a:

YUy ... YU YW(TZ1401(Zy, U A. . ATZtym(Zin, Um)AC = W — g™(Ug, ..., Uy) =
W) H YU ... YU YW(TZ; ... 3Z0(¥1(Z, U) A ..o A Y(Zn, Um)) AC = W —
g"™(Ug,...,Uyp) =W) H YUy ... YU YWVZ; ... VZi(¥1(Z1, U)A. . AYM(Zm, Um)A
c=w-— g"U,...,Un = W).

Y para la formulad;:

g"(t,....t) = cH Jup.. AU AW, = UL AL AT = Un AC = WA
g"(ug, ..., Uy) = W).

Por i), esta tltima formula es equivalente a:

Au; ... U IWEZ1Y1 (21, L) A - . . A TZ @y m(Zin, Um) AC = WAQ™(Ug, . . ., Uy) =
w) H Jup... updw(3@z; ... 320 1(Z, U) A ..o A Ym(Zm, Um)) AC = WA

g"™(Ug,...,Uy) =W) H Juy ... u3dW3z; . .. FZ(¥1(Z1, U)A. . AYM(Zm, Um)A
c=WAQg"(uy,...,Un = W).

Con lo que queda demostrada la afirmacion para ii).

iii) Ahora mostraremos lo deseado para f"(t,...,t,). El caso en el qué

es una variable se tiene por i); y el caso en el gee una constante se
tiene por ii). Como siempre, el caso en el que g"(t},...,t,) es el mas
laborioso. Por i), tenemos que para tdde {t, ..., t,t7,..., 1}, 1" = xes
equivalente a una formula no-anidagha digamosizy(z, X). Entonces:

gty ... t) = Oty .. ) H VUL YURY VL YVEYW(E = UiAL L AT =
Un Aty =Vi... At = Vo AQT(Ug,...,Upn) =W > W= f"(vq,...,V) H
Yup ... YUYV . YWV YW(TZ0y (20, U A ATZ(Zen, Un) ATY 1901 (Y, Vi) A
e ATV Y V) AG™ (U, . . U) =W o W= T(vp, ..., V) H YU ... YU
YV YVEYW(FZy L TZ0 Y L Y (0 (Ze, U A A (Zen, Um) AW (Y, V) A
e AU V) AQM(Ug, - U) =W o W= F(Ve, L V) H VUL YUY
Vi... YV YWYZ; ... Vimvyl . Vyn(d/’l(il, Ul) A.LA l//;n(zm, Um) A l//l(yl, Vl) A
e AT V) A Q™ (U, . U) =W o W= (VL V).
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De nuevo, la Gltima féormula en la serie de equivalenciasira formula
no-anidada. A estas alturas ya se ve como queda el caso es leiscamos
una formula no-anidada,.

Por Gltimo, siR es un simbolo de relacigrario yt,...,t, son términos:
R(t,...,th) HVYur... YUty = Uup A ... At = Uy = R(ug, ..., up)
R(ty,....,th) HAup...Aup(ty = ug A ... Aty = Up AR(Ug, . . ., Up)).

El resto de las equivalencias se sigue de i) de igual maneramlos casos ante-
riores.

Tenemos un corolario inmediato:

Corolario A.4. Seap un tipo. Entonces toda-férmula es logicamente equiva-
lente a ung-férmula no-anidada. Y mas aln, togdormula de.Z,,, es logica-
mente equivalente a upaférmula no-anidada deZ,,, .
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Apeéendice B
Categornas

El proposito de este apéndice es simplemente dar la définde categoria 'y de
funtor. El lector que esté interesado en profundizar makdeoria de categorias
puede consultar [JHG].

Definicion B.1. Una categoiadA consiste en:

1. Una clase de objetos @h).

2. Para cada par AB en Ol{A) un conjuntoA(A, B) (a este conjunto se le
llama el conjunto de morfismos o flechas de Aen By si f es un morés

este conjunto, entonces lo escribimosfeAB).
3. Para cada A en O@\), un morfismo Aidi> A llamado laA-identidad en A.

.., . ' f
4. Una ley de composicion que le asocia a c@danorfismo A— B y a cada

o f
A-morfismo B C el A-morfismo AL C, llamado la composicion de f
yg.

Estos cuatro puntos estan sujetos a los siguientes axiomas

a) La composicion es asociativa:
ho(go f)=(hog)o f.
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b) LasA-identidades se comportan como identidades, es decir,tpdamor-
fismo Ai> B:

foidy=f =idgo f.

¢) Los conjunto®\ (A, B) son disjuntos dos a dos.
Con esto queda definido lo que es una categoria. La defmidéfuntor es la
siguiente:

Definicion B.2. SeanA y B categorias. Un funtor F d& a B es una funcion que
la asigna a cada objeto A d& un objeto KA) deB, y a cadaA-morfismo Ai> A
un B-morfismo KA) n, F(A’) de manera que:

1. F preserva la composicion, es deci(frFo g) = F(f) o F(g) siempre que
f o g esté definido.

2. F preserva las identidades, es decir, para cada objeto Aek(ida) =
idea).

Ejemplos de categorias son:

i) La clase de todos los conjuntos y funciones entre ellos,

i) la clase de todos los espacios vectoriales y las tramsfiones lineales
entre ellos,

iii) la clase de todos los grupos y los homomorfismos entasegll

iv) la clase de todos los espacios topologicos y las furesantre ellos.



Apeéendice C

Recursividad y Representabilidad

En el Capitulo 4 dimos una idea general de lo que son las ietess y funciones
recursivas. Dijimos que éstas tratan de rescatar la idedel@dibilidad. Algunos
ejemplos de funciones recursivas son: la funcién sucésofunciones constan-
te, las funciones proyeccion, la suma, el producto, la fumcaracteristica, etc.
Algunos ejemplos de relaciones recursivas son: la reladé divisibilidad, el
conjunto de los nimeros primos, etc. También, en el Qkpé4 dimos una equi-
valencia, a saber, una relacion es recursiva si y s6lo sepsesentable en alguna
teoria consistente y finitamente axiomatizable. Adepgdiamos que el lenguaje
de la teoria tuviera simbolos para la constante 0 y la fon@ucesor. A continua-
cion daremos de nuevo la definicion de representabilidady esta vez pidieéndole
al lenguaje que contenga una sucesion infinita de téerméiosariables.

Definicion C.1. Sea.Z un lenguaje tal que contiene una sucesion infinita de
términosdy, 61, ...,0m, ... quUe NO contienen variables, y sea T una teoria en
Z. Decimos que RC N" es representable en T si y so6lo si hay yrrmula

©(Xo, . . ., Xn) tal que:

Siay,...,a, € P, entonce®(d,,,...,0,5,) €T,y
Siay,...,an ¢ P, entoncesp(d,,,...,0,,) €T.

En el contexto anterior decimos quaepresentaa Pen T.

Esta definicion es bastante general. Usualmente la socad’s es la sucesion
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de los numerales. Una vez que hemos definido la represeadtbpara relacio-
nes, nos interesa saber cuando una funcion es repredergatuna teoria.

Definicion C.2. Sea T como en la definicion anterior. Decimos que una faGmul
¢ representa funcionalmente a f en T siy sblo si para toga.a, a,, enN,

VVrml(SO((sala ceey 5am, Vrml) © V1 = 5f(a1,...,am))

pertenece a T. En este caso, decimosguepresenta funcionalmentea fen T

¢, Cual es la relacion entre la representabilidad y la reggatabilidad funcional?
Dado un conjunto de nUmeros naturales, éste es reprdskergay soélo si su fun-
cion caracteristica es funcionalmente representabtiemas, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema C.3.

i) Sig representa funcionalmente a f en T, emtonces tambiéngepta a f
(vista como relacibn) en T.

i) Si f es una funcion representable (vista como relagi@mtonces hay una
formulag que representa funcionalmentea f en T.

La demostracion de este teorema se puede consultar en [En@P5-307. Ya
que hemos dado la definicibn de decidibilidad (represeiitiul) para relacio-
nes y funciones, nos aprovecharemos de esto para expresatdeidibilidad de
teorias. Para esto tenemos que meter al lenguaje dentra @deitmética, para
asi poder hablar de conjuntos de expresiones recursivas fumciones sintacti-
cas recursivas. Es decir, los conjuntos y las funciones éngluaje los veremos
como conjuntos y funciones aritméticas y nos preguntasesn@stos son recur-
sivos o no. Al proceso de traducir entes en el lenguaje a esrida aritmética
lo llamamos aritmetizacion. Daremos un ejemplo de aritpaeion en el caso
del lenguaje de la Teoria de Conjuntos. Definiremos unaifumic que va de los
simbolos del lenguaje en los nUmero naturales, como sigue
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h h
13 v |15
) |5 e | 17
|7 X | 19
— 9 X1 21
— |11 : :
- |13 X, | 19+ 2n

Observemos que h es inyecti&sta va a ser una condicion que le vamos a pedir
a cualquier aritmetizacion. Ya que hemos dado la aritnaeian de los simbolos
del lenguaje, daremos la de las expresiones. Asi, defiosama funciont de las
expresiones en los numeros naturales. Dagos s, s, simbolos del lenguaje,

#(So... ) = PRIPIE) .. phis),

donde R denota al i-€simo numero primo, es decig P 2, P; = 3, P, = 5,

etc. Observemos que (#) € 2N y # es inyectiva. De igual manera, podemos
dar una funcibng que manda a cada sucesion finita de expresiones a un nimero
natural. Asi, por ejemplo, las deducciones tendran astwiun nimero natural.
Sean g, Ey, ..., E, expresiones. Entonces,

g(EOEl . En) — P’g(Eo) P’:(El) . Pﬁ(E").

Una vez mas, esta funcion es inyectiva.

Consideremos ahora cualquier correspondencia uno a une exjpresiones en
T y nimeros naturales. A esta correspondencia la denotasegrar #, de manera
que Sip es una expresion de T, enton@gses un numero natural. Y al reves,
dado un nimero natural n, llamaremos a la expresion ast@eél (si es que la
hay)é&,. Sea d: N — N la funcion tal que ¢n) = #(¢.(0n))*, sié&n es una formula
con una variable libre, y (h) = 0, en otro caso. A esta funcién la llamamos la
funcion diagonal. Sed el conjunto de todos los nimeros naturales tales &ue
es unenunciadode T.

Teorema C.4.Si T es una teoria consistente, entonces la funcion d yrglioto
J no pueden ser ambos representablesen T.

'Recordemos qu&(d,) es la expresion que se obtiene al sustituir en la forgiela variable
x por el terminas,,.
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Demostracion.SeaT una teoria consistente. Supongamos dyed son repre-
sentables efi. Entonces hay y  formulas tales que para todice N:
YW(p(0n, V) & V=0q4n) €SBen T (C.1)

Es decirg representadenT;y

sine J, entoncew(6,) estenT y (C.2)
sing¢ J, entoncesw(s,) esten T (C.3)

Supongamos queno ocurre eny. Seam = #(Yv(¢(u, v) — —(v))). Entonces
Em(Om) = YV(@(6m, V) = - (V)). (C.4)

Ahora, hay dos posbilidades &(6rm) esta enrl, o0 &4(6m) NO esta e. Veamos
qué pasa en cada uno de los caso$§,&i,) esta ert, entonces por (C.1) y (C.4),
Y (Sqm) pertenece &. Sién(dm) NO esta erl, entonces #n(dm)) NO esta en
¥, es decird(m) no esta ertd, por lo tanto (por (C.3)ry(dqm) esta enl. En
cualquiera de los dos casos tenemos que:

—(0qm) €SLEN T (C.5)

Asi, por (C.1) y (C.4)ém(0m) = YV(¢(6m, V) — —(V)) esta enl. De donded(m)
esta erd y por (C.2),y(64m) esta enl. Por lo tanto,T es inconsistente, o cual
es una contradiccion. O

Supongamos ahora que la sucesi3ro,, ... es recursiva, es decir, que la suce-
sion#dg, #1, . . . l0 es. Esta suposicidn es necesaria si queremos aseguesliaqu
funcibn d sea recursiva. Bajo esta suposicion daremogyaiente corolario del
teorema anterior.

Corolario C.5. Si T es una teoria consistente en la cual todas las funcimies
cursivas son representables en T, entonces T es esencialmeeacidible.

Demostracion.Como la funcibnd es recursiva, entonces es representablé en
y por el teorema anterior, el conjunfbno es representable &1 Supongamos
que J es recursivo. Entonces la funcion caracteristic& dambién es recursiva
y por lo tanto representable &n Esto implica queJ es representable, lo cual es
una contradiccion. En consecuendciajo es recursivo, es decir, el conjunto de los
enunciados d& no es recursivo y, por lo tant®, es indecidible. O



Apeéendice D

Indecidibilidad de Q

El resultado hacia el cual nos dirigimos (la indecidibilidae Q, como el titulo
lo indica) requiere un poco de trabajo. Primero definamos thusias. Sea Q la
teoria generada por los siguientes axiomas:

1. YXYY(S(X) = S(y) = X =)

2. ¥X(0 # s(x))

3. VX(x # 0 — Jy(x = (y)))
4. YX(Xx+ 0= Xx)

5. VXYY(X + S(y) = S(X+Y))
6. YX(x-0=0)

7. 9X9Y(x- 8(y) = (X-y) + X)

Y sea R la teoria generada por los siguientes cinco esqudmasgiomas (donde
ny m son nimeros naturales cualesquiera):

a) Ai+M=n+m

Recordemos quedenota al numeral de
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by n-m=n-m

C)n£msin#m

d) Vx@Ay(y+x=N) > x=0vx=1V...Vx=")

e) Yx(Ay(y + x=n) v Ay(y + N = X))
Tanto los axiomas d) y e€), como varios enunciados en la prdeba siguiente
proposicion son mas faciles de entender si abreviaagwgsy + x = y) con X< .
Usaremos esta abreviatura segiin nos convenga. La siguseoposicion muestra

que una teoria con un nimero infinito de axiomas puede sesubteoria de una
teoria con un nimero finito de axiomas.

Proposicion D.1. R es una subteoria de Q.

Demostracion.Para ver quéR es una subteoria d@ basta checar que podemos
obtener a), b), ¢), d) y e) a partir de los axiomagde

a) Veamos por induccibn sobmequen + m = n+ m. El casom = 0 se tiene
por el axioma 4. Supongamos que la afirmacion se cumplenpanatonces,
por el axioma5n+m+1=n+ s(M) = s(N+M) =s(n+m) =n+m+ 1.

b) De manera analoga, usando induccion sobyepor los axiomas 6y 7, se
tiene quen-m=n-m.

c) Supongamos, sin pérdida de generalidad, qgem. Entonces, sh = 0,
por el axioma 2, tenemos qie= M. Paran # 0 supongamos que = m,
entonces aplicando veces el axioma 1 llegamos a que=Gn—-n, lo cual
contradice al axioma 2. Por lo tartic: m.

d) Para demostrar d) daremos una serie de enunciad@s Brimero, de los
axiomas 3y 5 podemos derivar el enunciado:

YXVZ(z+ Xx=0AX# 00— Jy(x=s(y) A S(z+y) = 0)), (D.1)
de aqui tenemos que:

¥Yx(dz(z+ x=0) - x=0) (D.2)
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pertenece &, pues si suponemos qae X = 0y x # 0, entonces por (D.1)
hayy tal quex = s(y) y sS(z+y) = 0, lo cual contradice al axioma 2. Ahora,
por los axiomas 3y 5, para cad& N el siguiente enunciado esta é€n

VXYZ(Z+ X=n+1AX#0— Ay(x=s(y) A Sz+Yy) = s(A))), (D.3)
de donde
VX(Az(z+ x=n+1) » x=0v Iydw(x = s(y) Aw+y=")) (D.4)

es también enunciado d@, pues si suponemos quer X = n+ 1y que

x # 0, entonces por (D.3) haytal quex = s(y) A S(z+Yy) = s(n) y por el
axioma 1,z+y = n. Por Gltimo, por induccion probaremos que para toda
n e N, el enunciado:

VX@Ay(y+ Xx=MN) > x=0vx=1V...VXx=n))

esta emQ. El caso en el qua = 0 se tiene por (D.2). Supongamos que se
tiene paran y que hayy tal quey + x = n+ 1, entonces por (D.4x = 00
hayzy wtales quex = 5(2) y w + z = n. Ahora, por hipotesis de induccion
z=00z=10...0z=NYycomox = s(z) entoncex=00...0 x = S(N).

e) De a) y d) tenemos que:
VX@Ay(y+A=n+1)A @Quu+x=1) - IwWw+x=n+1))) (D.5)

esta em. Ahora, usando induccion de una forma muy parecida a &; ten
mos que el siguiente enunciado est&En

VYX(S(X) + i = X+ N+ 1).
De donde, por el axioma 3, también est&En
VZ(z+N=XAz#0—- IWWw+n+1=X)). (D.6)
Y por lo tanto,
Vx(Az(z+N=x) » x=NVIwWw+n+1= X)) (D.7)

pertenece &), pues si suponemos que hayal quez+n = xy x # N,
entoncex # 0 (esto por a)) y por (D.6) hay tal quew + n+ 1 = x. Por
Gltimo veamos que para cada N:

YX(AW(w + x =) vV Iw(w + N = X))

pertenece &. Sin = 0 entonces el resultado se tiene por el axioma 4.
Supongamos que esto es cierto pgrantonces:
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i) Sihayytal quey+ x =n, por (D.5) hayw tal quew + x =n+ 1.

i) Si hayy tal quey + n = X, entonces por (D.7¥ = n (y nos remitimos
al casoi)) o hawtal quew+n+ 1= x

Con esto queda demostrado qrig Q. m|

Ya que hemos demostrado el teorema anterior, podemos a@@ves de que
R € Q para dar resultados de Q a partir de resultados de R. El provde
ellos requerira una nociébn equivalente a la de recursiddropuesta por Julia
Robinson en [Jul]. Para enunciar ésta, daremos unas cuadgdiniciones. Sea r
la funcion tal que a cada | N le asocia su residuo cuadrético, es decir, el Unico
p tal que para alguna ne N,

m+p=n<(m+ 1y
Dadas dos funciones g y h, denotaremos perlga la suma de éstas, es decir,
(g + h)(n) = g(n) + h(n). Ademas @ h denotara la composicion de g y h, y'g
denotara a la funcion determinada por las siguientes écindes:
i) g7(n) = m, si m es el natural mas pequefio tal q@eg= n, y
i) g~1(n) = 0O, si no existe tal m.
Lo que hicimos fue definir una funcion inversa adn si la fon®riginal no es

biyectiva. Ya con esto podemos dar la siguiente caracteibnade funciones re-
cursivas:

Proposicion D.2. Una funcibn 1-aria es recursiva si y solo si pertenece atod
conjunto de funcioneg que satisface las siguientes condiciones:

) S, re.%,
i) sig,he .7, entoncesg h,gohe .Z,
iii) sig €.Z y g es suprayectiva, entonces g .%.
La proposicion nos esta hablando de un conjunto BF-indoajenerado por las

funciones suma, composicion e inversa a partir del comjunte contiene a las
funciones sy r. Ahora si, estamos listos para dar el priresultado acerca de R.
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Teorema D.3. Toda funcidn recursiva es representable en R. Asimisnda, re-
lacion recursiva es representable en R.

Demostracion.Aplicaremos la caracterizacion anterior de funcionesingeas
tomando a# como el conjunto de todas las funciones representabl&s ¥ea-
mos que¥ satisface i)-iii) en la proposicion D.2.

i) La funcidn sucesor es representabldgor la formulas(u) = v. En el caso
de la funciorr, la formula que la representa es:

e(u,Vv) == AIX(XSUAVS X+ XAU=(X-X)+ V).

Veamos quep captura la idea de la funcién Por la definicion de, hay
un naturalm tal quen? +r(n) = n < (m+ 1)? y, por lo tantom < ny
r(n) < 2-m. Ahora, siny p hacen verdadera a la formutade manera que
haymtal quem< n, p < 2my n = n? + p, entonces < M? + 2my, por lo
tanto,n < n? + 2m+ 1 = (m+ 1)2. Ahora demostraremos querepresenta
ar enR, es decir, demostraremos que para cualquieiN:

Yv(v =r(n) = ¢, V), y (D.8)

YV(e(R,v) — v = r(n)) (D.9)

son enunciados eR. De los axiomas d& podemos deducir facilmente el
enunciaddn < A A r(n) < M+ MA R = M- M+ r(n), de donde podemos
deducir a su vez la ecuacion (D.8). Por otro ladogpdelos axiomas a), b)
y d) obtenemos la féormula

YW(p(M V) > (V< 2-0AA=0+V)V...V(V<2-NAT =N +V)).
Y aplicando d) de nuevo obtenemos un enunciado de la forma:

YW(p(N,v) = ¥), (D.10)

dondey es la disyuncion de formulas= pA N = m?+ p, conm < n

y p < 2-m. Ahora, comor(n) esta determinado de forma Gnica como el
numero naturap tal quen = n? + py p < 2- m para algunan € N,
entonces si # r(n), tenemos que # n? + | siempre qué < 2- m. Por lo
tanto, por c), todas las formul@isz m? + 1 conl # r(n) y | < 2- mestan
enR. Asi, usando (D.10) concluimos que (D.9) pertene¢ eon lo que
gueda demostrada la representabilidad.de
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i) Supongamos qugy h son funciones representableskpor las formulas

¢ Y ¥ respectivamente. Entonces la féormula:
DAY(v = X+ Yy AU, X) A g(u,y))
representa a la funciamn+ h. Y la formula:
3z(y(u. 2) A o(z, V)

representa a la funciamo h.

iii) Seag una funcion suprayectiva. Supongamos que es represeaRIpor

la formulay. Llamemosy a la siguiente formula:

@(v, u) A VY(p(y, u) = v<y).

Claramentey captura la idea de la funciag* ya que ésta es suprayectiva.
Veamos ahora qug representa @ 1. Al igual que en el caso ii), esto lo
haremos demostrando que los enunciados:

Yv(y(n,v) - v=gin),y (D.11)

Yv(v = g(n) — y(N,V)) (D.12)

pertenecen &. Por la definicion dey! tenemos qug(m) # n para todo
m < g X(n). Asi, por c¢), todos los enunciadgém) # i conm < g~*(n)

estan erR. Ahora, como para todm el enunciadap(m,v) < v = g(m)

esta erR, usando d), podemos derivar el enunciado:

YV(e(v,N) AV < gi(n) - v=g(n)). (D.13)
Ademas, comg es suprayectivay(g—1(n)) = ny por lo tanto la formula
¢(g(n), n) (D.14)

esta erR. Por otro ladoy(n,Vv) — ¢(v,N) A YV(e(g1(n),n) — v < g1(n))
también pertenece R Este Ultimo enunciado junto con (D.13) y (D.14)
implica (D.11). Para ver que (D.12) estaRrhay que observar que de e) y
(D.13) obtenemos los enunciados:

Wiv<gi(nvgin<v),y
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YW(p(v,N) AV < gi(n) - v=gin).

Y estos enunciados junto con (D.14) y a) nos dan:

¥(0.g~H(N) = @(g*(n), N) A ¥V(e(v, N) — g~H(n) < V),

lo cual implica (D.12). Con esto queda demostradojuepresenta g*
enR.

De i), ii) y iii) tenemos que toda funcion recursiva es reygrgable eR. Ahora, si
P es una relacion recursiva, entonces su funcion caratitertambién lo es y por
lo tanto dicha funcion es representabld=eio cual implica qud® es representable
enR. O

Corolario D.4. El resultado anterior es valido para cualquier extensgmple
de R. En particular para Q.

Este corolario es consecuencia inmediata del Teorema &s gi T es una ex-
tension simple de R, entonces las funciones represestahl® también son re-
presentables en T. Lo mismo sucede en el caso de las relacione

Teorema D.5. Tanto R como cualquier extension simple consistente denR so
teorias esencialmente indecidibles.

Demostracion.ComoR es consistente y ademas toda funcion recursiva es repre-
sentable erR, por el Corolario C.5R es esencialmente indecidible. EI mismo
argumento es valido para cualquier extension simplR.de O

Como en particular Q es una extension simple consistente, d@ es esencial-
mente indecidible.
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