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Capitulo 1

Flujo potencial con superficie libre

1.1. Elementos de Hidrodinamica

1.1.1. Descripcién del Movimiento de un Fluido:
Formalismo Matematico

Desde el punto de vista de la Teoria de los Medios Continuos, un fluido se puede describir matematicamente
como un subconjunto de puntos de R? (d € {2,3}) que se estdn moviendo. Para hacer esto preciso, sea Uy
un subconjunto de R%. Cada punto X € U representa a una particula “idealizada”, de manera que el fluido
estd constituido por la coleccién de puntos de Uy. También se puede identificar a cada punto X por su posicién
al tiempo inicial tg = 0, X = X(X). Bajo esta identificacién, la trayectoria de cada particula X € U(0) en un
intervalo de tiempo [0, 7] se describe por una curva r(X,-) : [0,7] — R%, que cumple r(X,0) = X. Entonces,
r(X,t) es la posicién de la particula X a un tiempo ¢, y hemos supuesto que la particula estd en r = X al
tiempo t = 0. El conjunto de las posiciones de todas la particulas a un tiempo ¢ € [0,T] se denota por U ().
Supondremos que r(X,t) es una funcién suave en ambas variables X, ¢, y que para cada ¢ € [0,7] la funcién
r(-,t): U(0) — U(¢) es un difeomorfismo liso.

La velocidad de la particula X al tiempo t estd dada por la derivada %r(X ,t), v se le suele llamar
velocidad lagrangiana. A su vez, se define a la velocidad euleriana en un punto R del fluido, al tiempo ¢,
como: u(R,t) = %r(X, t)|r(X’t):R; es decir, u(R,t) es la velocidad de la particula que pasa por R en el
instante ¢. Esta particula X satisface R = r(X,t) y es unica, ya que r(,t) es un difeomorfismo.

Para describir una propiedad fisica cuyo valor en cada particula se mantiene constante durante toda la
evolucién del fluido, y cuyos valores al tiempo inicial estdn dados por una funcién f : U(0) — R, se define a
la familia de funciones f(-,¢) : U(t) x [0,7] — R por f(R,t) = f(X,0), donde R = r(X, ).

La formulacién anterior se puede usar para describir diferentes tipos de medios. La teoria de cada medio
es la ley de evolucién que determina r(X,t) dadas ciertas condiciones iniciales, como r(X,0), y %r(X ,0). A
nosotros nos interesa un modelo para los fluidos. Para ello, nos sera de utilidad el Teorema de Transporte de
Reynolds. Denotamos por dV a un elemento de volumen diferencial. Se tiene que:

Proposicién 1 Sea una familia de funciones f(R,t), R = r(X,t), de acuerdo a las definiciones anteriores.
Sea V(0) un subdominio liso de U(0), y V(t) =r(V(0),t). Entonces se cumple que

d B Of (r,t)
G oo (r,8)dV = » (m TV (fu)) av. (1.1)

En términos intuitivos, el teorema dice que el cambio de la integral se debe tanto al cambio en el valor
del integrando como a la variacién en la forma de la region. La relacién 1.1 se debe a que
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g/ fenay = [ 2E0 4 f(r,H)ju-ads (1.2)
dt Jy v Ot oV ()

donde dS es un elemento de superficie diferencial sobre 9V (t) (inducido por dV') y #i es el vector normal
unitario exterior sobre OV (¢) (u- i es la componente normal de la velocidad en la frontera). Aplicando el
Teorema de la Divergencia, se obtiene (1.1).

1.1.2. Ecuaciones de Conservacion

Una manera de derivar ecuaciones que describan la evolucién de los fluidos es mediante el Teorema de
Reynolds, aplicdndolo a postulados que representan leyes de conservacién (o balance) de propiedades fisicas.

Conservacién de la Masa

Postulamos que, si seguimos la evolucién de una region del fluido, el valor de su masa es el mismo en todo
tiempo. Con la notacién anterior, sea una funcién positiva p : U(0) — R y lisa, que se interpretara como la
densidad del fluido p. La masa del fluido en cada V(0) C U(0) serd fv(o) p(X)dV. La conservacién de masa
postula que

d
dt V(t)
donde (R,t) =r(X,t), V(t) = r(V(0),t). Haciendo uso de (1.1), esto es equivalente a

Op )
— +V-(pu)) dV =0
/V(t)<at (o)

La regién de integracién V (¢) es arbitraria puesto que V(0) es arbitraria y (-, t) es un difeomorfismo. Por
lo tanto, en toda posicién r € U(t), a todo tiempo t € [0,T], se debe cumplir

p(R,t)dV =0

0
PPV (pu)=0 (1.3)
ot
A la relacién anterior se le conoce como la ecuacion de continuidad. Si se desarrolla el segundo sumando,
y se toma en cuenta que u = ‘é—’t‘, por la regla de la cadena la formula anterior puede escribirse como
dp

Conservacion del Momento

Postulamos también la ley de conservacién (o balance) del momento, con base en la ley de Newton de la
Mecanica; de acuerdo a ella, la tasa de cambio del momento de un conjunto de particulas es igual a la fuerza
externa total. E1 momento en la regién V(¢) se define como fV(t) p(R,t)u(R,t)dV y tiene d componentes
(d € {2,3}). Se supone también que las fuerzas aplicadas a V(¢) se dividen en dos tipos: fuerzas volumétricas
y fuerzas de superficie. Las fuerzas volumétricas (o de cuerpo) actian sobre todas las partes del elemento de
fluido considerado; un ejemplo de ellas es la fuerza gravitacional. Por otra parte, las fuerzas de superficie (o
de traccién), que permiten modelar las interacciones de corto alcance entre particulas del fluido sin entrar en
detalles microscépicos, suponiendo que actiian en la superficie del elemento de fluido considerado. Ademas,
también se hard la hipétesis (lineal) de que la fuerza de superficie de una regién V (¢) tiene la forma o, donde
i es el vector normal unitario exterior sobre OV (t), y o = o(R, t), el tensor de esfuerzos de Cauchy, es una
matriz d x d definida sobre U(t). Bajo las suposiciones mencionadas, el postulado de balance de momento se
escribe como
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d
— pudV = / pf dV —I—/ ondS (1.5)
dt Jyv @ V) v (1)

donde f : U(t) — R? representa la densidad de fuerza volumétrica total por unidad de masa y o : U(t) — M¢?
es el tensor de Cauchy (M es el conjunto de las matrices d x d reales).

Dado el postulado de balance de momento, la descripcién matematica de diferentes tipos de materiales
depende de la forma del tensor de esfuerzos que se elija.

1.1.3. El Fluido Ideal

El modelo del fluido ideal hace las siguientes hipdtesis:

» La densidad p(X,0) = p es constante en U(0).

» El tensor de esfuerzos tiene la forma o(R,t) = —p(R,t)I, VR € U(t), t € [0,T7]; I es la matriz identidad
d x d. La familia de funciones p(-,t) : U(t) — R representa a la presidn en el fluido.

De la hip6tesis de incompresibilidad, utilizando (1.4), se puede deducir que el campo de velocidades es no
divergente, de modo que

V-u=0 entodo U(t), tel0,T] (1.6)

A su vez, bajo la hipdtesis hecha sobre el tensor de esfuerzos, aplicando el Teorema de Reynolds a la ley
de conservacién del momento se obtiene la ecuacion de Euler

ut—i-u-Vu:—%—kf (1.7)

La frontera del fluido a un tiempo ¢ estd dada por el conjunto OU(t); ésta se divide en frontera rigida

y superficie libre. La frontera rigida de un fluido se puede pensar como una pared rigida sobre la que las

particulas s6lo se pueden mover tangencialmente; mateméticamente, es el maximo subconjunto U g de U (0)

que satisface r(0Ug,t) = OUg, Vt € [0,T], permaneciendo inmévil. La velocidad de las particulas sobre la
frontera rigida satisface, por la definicién de r (ver [2]), para todo tiempo ¢ € [0, 7], la condicién

u-n=0 en IUg (1.8)

donde 1 es el vector normal unitario sobre OUg, de modo que u es tangencial a la superficie.

Por otra parte, la superficie libre del fluido estd dada por el conjunto U (t), = OU(t) \ r(OUg,t); es
decir, la parte de la frontera que puede moverse. Dicha superficie se puede describir a través de una funcién
implicita. Sea I' una funcién definida en una vecindad de oU(t), x [0,T] C R? x R, tal que dU(0), coincide
con el conjunto de puntos que satisface I'(X,0) = 0. Entonces, por la definicién de r, las particulas en la
superficie OU (t),; permanecen en la superficie y I" debe satisfacer

d
dt]."( r(X,t),t) =0, VX eoU(0),,te[0,T]. (1.9)
El problema de valor inicial para el fluido ideal consiste en encontrar U(t), y u en U( ), t € [0,T], dadas las
condiciones iniciales para la superficie libre OU(0), y la velocidad u(X,0) = ug(X), X € U(0) (satisfaciendo

el campo de velocidades en U(0) la condicién V-ug = 0), a partir de la ecuacién de Euler (1.7) y la condicién
(1.6) de no divergencia para u.
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1.1.4. Flujo Potencial

Un flujo potencial es aquél en que el campo de velocidades satisface en cualquier tiempo t € [0,7] la
condicion

u=Ve. (1.10)

La relacién anterior indica que el flujo es irrotacional. De hecho, el Teorema de Kelvin (véase [3]) afirma
que si inicialmente V x u(X,0) = 0 en toda posicién X del dominio U(0), entonces en todo tiempo t € [0, T
posterior se cumple V x u(R,t) =0 VR € U(¢), y por lo tanto se satisface (1.10). La funcién ¢(R,t) se
llama potencial hidrodindmico o también potencial de flujo.

Al anadir a la condicién (1.6) de no-divergencia la relacién (1.10), se deduce que el potencial de flujo
satisface la Ecuacién de Laplace:

0=V-u=V-(Vp)=V3 en U(t).

En el caso de un flujo potencial, la condicién (1.8) para la frontera rigida toma la forma de una condicién

de Neumann sobre ¢:
0:u~ﬁ:g—§ en OUg. (1.11)

De forma que, en el caso particular en que el dominio D del fluido es fijo (toda su frontera D es rigida),
para encontrar el flujo potencial correspondiente basta con resolver la Ecuacién de Laplace para ¢ en D, con
la condicién de Neumann (1.11) sobre D. En este caso, la solucién a ¢ no depende del tiempo, teniéndose una
solucién estacionaria u = Vi para el campo de velocidades en D (se puede checar que la u correspondiente
satisface la ecuacién de Euler estédtica). Si el dominio no es fijo, como en el caso de las ondas sobre la superficie
del agua, el potencial ¢ en general dependera del tiempo.

La ecuacién de Euler se puede simplificar para un flujo potencial en el que la densidad p es constante y
la densidad de fuerza volumétrica por unidad de masa es un campo conservativo (f = —VIU); si se integra,
se obtiene la ecuacion de Bernoulli

1
wt+§\v¢|2+u+%:o (1.12)

El modelo basico de flujo potencial de superficie libre fue usado por varios autores en el S. XIX, como
Poisson, Airy, Rayleigh, Stokes, Boussinesq, Korteweg y de Vries; al respecto se puede consultar [4].

1.2. Ecuaciones Basicas de Ondas sobre la Superficie Libre

Nos interesan los flujos potenciales con superficie libre, sobre la que se dan las ondas en agua. A partir
de ahora, supondremos que nuestro fluido es bidimensional (d = 2); es decir, el flujo es simétrico sobre una
direccién espacial horizontal, por lo que no se requiere considerar tal direccién. Para indicar la posicién de
cualquier punto en R? se dardn sus coordenadas cartesianas: r = (z,y). De este modo, si (z(t),y(t)) es la
posicién de un punto en la superficie libre, la relacién (1.9) que indica que siempre permanece en la superficie
libre toma la expresién

d or or ar
0= —=T(z(t),y(t),t) = — + —2 + —7 r =0 1.13
La velocidad de las particulas del fluido es u = (u1, us2) = (&, y), siendo lagrangiana o euleriana de acuerdo
a las mismas consideraciones de la Seccién 1.1.1.
Supondremos también que la forma de la superficie libre estd dada por la grafica de la funcién n(x,t) V ¢,
que llamaremos forma funcional de la superficie libre o bien elevacion de la superficie; ésta indica la elevacién
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de la superficie libre respecto al nivel del agua en reposo sobre la posicién horizontal z a un tiempo t. Se
tomara el nivel en reposo del agua como y = 0. Entonces, la funcién implicita I" que describe a la superficie
libre del fluido satisface la relaciéon

0="T(z,y,t) =y —n(z,t) (1.14)

A su vez, la frontera rigida, que indicard la posicién vertical de los puntos en el fondo del agua, estard dada
por una funcién —h(z). De forma que el dominio ocupado por el fluido, que a partir de ahora llamaremos D
(v que naturalmente varfa en el tiempo), se describe matemdticamente como

D= {(z,y) eR*|z €R, y € [~h(x),n(z,t)]}. (1.15)

Al usar en la ecuacién (1.13) la forma funcional de la superficie libre, recordando que se tiene un flujo
potencial, dicha relaciéon toma la forma

nt‘i’nr@'r*@y =0 en y:n(‘rat)

En ocasiones nos referiremos a esta relacién como la condicion cinemdtica sobre la superficie libre, ya que
es una condiciéon de movimiento para los puntos sobre la superficie libre.

Por otra parte, para el caso de ondas en agua sobre la superficie libre en un flujo potencial, supondremos
que la unica fuerza volumétrica que actia sobre el fluido es la de atraccién gravitacional de la Tierra, descrita
por el campo constante f = —gé, = —V(gz). Por otra parte, supondremos que la presién en la superficie
libre es constante: pyp = 0, de modo que la ecuacién de Bernoulli 1.12 en la superficie libre toma la forma

1
ot 5(eatey)+gn=0 en y=n(z1)
Esta es la condicién dindmica sobre la superficie libre.
En conclusion, el problema de las ondas sobre la superficie libre de un flujo potencial ideal estd planteado
matematicamente por las siguientes ecuaciones:

Vi¢ = 0 en D (1.16)
0
8? = 0 en y=—h(x) (1.17)
77t+771901_§0y = 0 en y:n(xat) (1'18)
1
or+ (Wi +el)+gn = 0 en y=rn(z,t). (1.19)

2

El problema arriba planteado constituira nuestro modelo de ondas de agua. Nos referiremos a las condi-
ciones cinemdtica (1.18) y (1.19) sobre la superficie libre como las Ecuaciones Bdsicas de ondas en agua.

1.3. Ecuaciones Basicas en términos de las Variables de Superficie
y el Operador Dirichlet-Neumann

Nos interesa resolver el problema de valor inicial para las ondas en agua: dados n(z,0), con z € R, y
p(z,y,0) para z € R, —h(z) < y < n(x,0), queremos encontrar n(z,t), z € R, t > 0y ¢(x,y,t) para
x € R, y € [-h(z),n(z,t)], t > 0 que satisfagan (1.16)-(1.19). Respecto a este problema, debe notarse que,
en cada tiempo ¢, el dominio D estd definido por la forma funcional de la superficie libre n(z,t). De este
modo, si a un tiempo ¢ estdn dados tanto n(z,t) como ¢ sobre n(x,t), el potencial ¢ en todo el dominio D al
tiempo ¢ queda determinado univocamente al resolverse la Ecuacién de Laplace para ¢ en D tomando como
condicién de Dirichlet el potencial en la superficie libre y como condicién de Neumann la relacién (1.17).
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! Es también importante notar que las ecuaciones (1.18) y (1.19) para 1; y ¢; a un tiempo ¢ involucran
s6lo a n, 1., ¢ y Vi sobre la superficie, que a su vez estd determinado por n y ¢ en la superficie libre al
tiempo ¢, de acuerdo a la observacién anterior. Por lo tanto, se puede esperar que la evolucién del sistema
esté determinada dnicamente por la evolucién de n(z,t) y ¢(z,n(z,t),t). En esta seccién introduciremos al
Operador Dirichlet-Neumann, y lo usaremos para expresar a las Ecuaciones Bésicas de ondas en agua (1.18) y
(1.19) como ecuaciones de evolucién de la forma funcional de la superficie libre n(z, t) y el potencial evaluado
sobre ella, ®(z,t) = p(z,n(z,t),t), dos funciones de una sola variable espacial x a las que nos referiremos
como variables de superficie.

1.3.1. El Operador Dirichlet-Neumann

Definimos matematicamente al Operador Dirichlet-Neumann de la siguiente forma:

Definicién 1 (Operador Dirichlet-Neumann G(n)) Sea el dominio D = { (z,y) € RQI z€R,—h(z) <y <nz)},
cuya frontera 0D = (0D)1 U (0D)3 es la union de la superficie (9D); = {(z,y) e R?:z e R,y =n(z)} y

el fondo (0D)2 = {(x,y) € R? : x € R,y = —h(x)}. Sea i la normal unitaria exterior definida en OD. Sea

p: D — R la solucion a

V¢ = 0 en D
¢ = ® en (0D)
dp
9 0 en (0D)2

Entonces el Operador Dirichlet-Neumann G(n) se define como

0
G® = (1+n)/* 22 (1.20)
on y=n(x)

De esta forma, el operador Dirichlet-Neumann transforma la condicién de Dirichlet sobre (0D); en una
funcién relacionada con la derivada normal sobre dicha frontera. Cabe mencionar que en la definicién se ha
supuesto que (9D)1, (0D)2 son lo suficientemente diferenciables como para que i esté definida en la frontera,
que 71, ® son tales que ¢ existe y es Unica, y que g—g existe en todo dD. Los aspectos sobre la existencia rigurosa
de la solucién ¢ se siguen de la teorfa basica de la Ecuacién de Laplace y no serdn tratados aqui (véase [5]).

Aunque se ha definido el operador G(n), no se ha dado una férmula explicita para él. En el Capitulo
3 se desarrollard una teoria que nos dard la férmula explicita de aproximaciones a G(n), para funciones
suficientemente cerca de n =0

1.3.2. Ecuaciones Basicas en términos de n y ®
A continuacién demostraremos la siguiente proposicion:

Proposicién 2 Las Ecuaciones Basicas (1.18)-(1.19) son equivalentes a las siguientes ecuaciones de evolu-
cion paran y P:

m = Gn)e (121)
P, = —m[@i—(G(n)¢)2+2nm<I>xG(n)<I>]—gn (1.22)

ILa influencia inmediata del estado de la superficie libre sobre todo el dominio D en nuestro modelo debe entenderse como
una consecuencia de la hip6tesis de incompresibilidad.
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Demostracién.
Consideremos primero la condicién cinemdtica (1.18). Si despejamos 7, de (1.18), dicha relacién toma la
forma

M=y —MNape = 7M-Vo en y=n (1.23)
con i = (-7 1)=VID (1.24)

Dado que 7 es el gradiente de la funcién I'(x, y, ), este vector es una normal exterior a la superficie libre.
El vector normal exterior unitario n correspondiente es

7]
donde ||ii]] = (n?+1)Y/? (1.25)

De las relaciones anteriores se obtiene la igualdad deseada, ya que

M = Py~ NzPx
= |7ln- Ve

dp
_ 2, y1/29%%

= Gn® (1.26)
En cuanto a la Condicién Dindmica (1.19), para expresarla en términos de las variables de superficie
debemos transformar sus términos de acuerdo a la regla de la cadena, pasando asi de la funcién potencial

sobre todo el dominio, ¢, al potencial valuado en la superficie libre, ®. Para empezar, recordemos que ¢
depende de ¢ de la siguiente manera:

(I)(.%‘,t) = (P(m7yat)|y:n(z7t) (127)

Por lo tanto, las derivadas parciales de ® satisfacen (en nuestro desarrollo sobreentenderemos que las
parciales de ¢ estdan evaluadas sobre la superficie libre):

Op Jy
Dy =y + =20 = . 1.2
Y + By Oz Ot + pyn (1.28)
Op dy
o, — - 1.29
E= Gt g gy = Pt e (1.29)

Ahora expresaremos a ¢, en términos de las variables de superficie. Considérense las siguientes igualdades:

ey(L+02) = 0y (1 +02) + 1000z — Nepz = (0y — Me9s) + N (Pyhe + @) (1.30)

Al primer sumando del renglén inferior lo reconocemos como G(7), por (1.26); en el segundo aparece @,
de acuerdo a (1.28). De este modo

ey (L+n7) = G(n) + 1., (1.31)

Las relaciones obtenidas son suficientes para reexpresar la Condicién Dindmica (1.19) en términos de n y
®. Aplicando (1.31) y (1.21) en (1.29):

G(n)® + 0P,

T C® (1.32)

SOt:(I)t—SOynt:(I)t—
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Sustituyamos la ecuacién anterior en la Condicién Dindmica (1.19):

1
0 = ¢t 5(ps+¢y) +an
G)® + 1.2y 1, .,
I T R 1.
t T2 Gm)® + 5wz +¢y) +gn (1.33)
= - 2 2 2\
= sy (L +n02)(p7 +¢3) — 2(G(n)® + 0. ®2)G () @] + gn

Para eliminar el término (V)?, usaremos la siguiente relacién, recordando (1.26) para G(n):

o =
= (¢o + Noy)’
= 2+ 2papy + (Nepy)” (1.34)
= SDiJFSﬁz (77969090) + (7706‘»0?;) ( >+ (nzsoz)z — 2022 Py)
= (L+m) (@2 +¢}) — (py — Natpa)”
= (L+m)(es +¢p) — (Gn)®)*

Sustituyendo en (1.33) la relacién obtenida, se deduce la segunda igualdad buscada:

T+ m) (02 4+ ¢2) = (G()@)* = (G(n)®)? + 21, PG ()P
2(1+n2)

2(%,7%) [©2 — (G(n)®)? + 21, D.G(1)®] + gn

0 = q)t+

+gn
S0 = $ 4

]

La reformulacién de las Ecuaciones Bésicas en términos de n y ® aparece por primera vez en el trabajo
de Zakharov [11], del que se hablard en el siguiente capitulo; nosotros desarrollamos los célculos indicados
por Craig y Sulem en [12].



Capitulo 2

El problema de ondas en agua como
un sistema hamiltoniano

En este capitulo veremos que las ecuaciones de ondas en agua son un sistema Hamiltoniano. La estructura
hamiltoniana, definida méas adelante, es de gran utilidad por diversas razones; en este trabajo se utilizara prin-
cipalmente para simplificar, en combinacién con el material del Capitulo 3 del Operador Dirichlet-Neumann,
el sistema de ecuaciones (1.16)-(1.19) de nuestro modelo de ondas en agua sobre un flujo potencial ideal.

2.1. Introduccion al formalismo Hamiltoniano de Sistemas Conti-
nuos

2.1.1. Ecuaciones de Hamilton en sistemas de dimensién finita

A continuacién definimos formalmente las Ecuaciones Canénicas de Hamilton para un sistema que puede
ser descrito por un numero finito de variables de estado.

Definicién 2 (Ecuaciones Candnicas de Hamilton) Supongamos que los estados de un cierto sistema

se pueden describir mediante la coordenada generalizada q = (q1,--- ,q,)T € R™ y el momento generalizado
p=(p1, - ,pn)T € R"; estas variables serdn llamadas variables candnicas generalizadas. Sea H = H(q, p,t)
T T
e : oH _ (oH OH oH _ (oH OH .
una funcion diferenciable en R™ x R™ x R, y sean 5 = (qu,--- ’Bqn) ' 9p = (671"“ 7%) . Sila

evolucion del sistema estd dada por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dq  OH
a - op @1)
dp oOH
& - g (22)

se dice entonces que el sistema anterior es hamiltoniano. Las ecuaciones de este sistema se conocen como
Ecuaciones Canonicas de Hamilton; a la funcion H se le llama el Hamiltoniano del sistema.

Varias ecuaciones de la Fisica tienen una estructura hamiltoniana; es decir, pueden ser escritas en la forma

(2.1)-(2.2).

Ejemplo 1 La 2° Ley de Newton para una particula de masa m bajo un potencial V(x,t) : R® x R — R
dependiente del tiempo: mx = —VV (x,t), con x € R3.

9



10 CAPITULO 2. ONDAS EN AGUA COMO SISTEMA HAMILTONIANO

Desarrollo. Este sistema es equivalente al sistema de primer orden para una particula de masa m bajo
un potencial V' (x,t) dependiente del tiempo

X = v
mv = =VV(x,t)

Definiendo q = x, p = mv, vemos que el sistema original tiene una estructura hamiltoniana; en este caso,
el hamiltoniano del sistema es

2
el
2m

H +V(q,t).

]

En la fisica tedrica es muy comun modelar un determinado sistema fisico especificando las variables fisicas
a tomar como variables candnicas q y p, definiendo después un hamiltoniano H, y finalmente postulando
que las ecuaciones de evolucién son las del sistema (2.1)-(2.2). En otros casos, como en el ejemplo mostrado,
las ecuaciones dindmicas se determinan por otros argumentos, y es de interés saber si el sistema tiene una
estructura hamiltoniana. Como comentario, mencionamos que existen definiciones mas generales de un sistema
hamiltoniano, que permiten definirlos en variedades y no sélo en el espacio euclidiano; un ejemplo de esto es
el caso del cuerpo rigido (véase [6]).

La utilidad de esta estructura es que tiene varias implicaciones sobre el sistema, dando muchas herramien-
tas para su estudio. Por ejemplo, una consecuencia bésica de que un sistema tenga estructura hamiltoniana,
bajo cierta hipétesis, es la siguiente:

Proposicién 3 (Independencia del tiempo del Hamiltoniano) Sea un sistema hamiltoniano tal que
H = H(q,p); es decir, H no depende explicitamente del tiempo. Si (q(t), p(t)) es una solucién del sistema
(2.1)-(2.2), entonces S H(q(t),p(t)) =0 Vt.

Demostracién. Usando las Ecuaciones Candnicas (2.1)-(2.2), vemos que:

d OH dq OH dp O0H dq dq O0H
SH(a),p) = 5o S S8R -

= . - . - . 2_32. .22 _9 2.3
oq dt + op dt dq dt dt Oq (2:3)
]

En el caso donde H se interpreta como la energia del sistema, el resultado anterior muestra la Conservacion

de la Energia en el caso en que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo.

2.1.2. Ecuaciones de Hamilton en Sistemas Continuos

La nocién de Ecuaciones de Hamilton se puede extender a ecuaciones diferenciales parciales de evolucion
de sistemas continuos; estos sistemas tienen infinitos grados de libertad y tipicamente su estado se describe
mediante funciones. La herramienta matematica requerida para la formulacién de las ecuaciones de Hamilton
es el calculo en espacios de funciones; de hecho, el espacio de funciones se puede interpretar como un espacio
vectorial de dimension infinita. En esta seccién se desarrollard solamente la teoria elemental requerida para
nuestro trabajo.

Definicién 3 (Funcional) Sea X un espacio vectorial . Un funcional f en X es una funcion f: X — R.

Los ejemplos bésicos de espacios vectoriales X que nos interesan son conjuntos de funciones reales definidos
en un dominio D, con las operaciones habituales de adicién de funciones y de multiplicacién de una funcién
por una constante. A este tipo de espacios X les llamaremos espacios lineales de funciones. Veamos algunos
ejemplos de funcionales en espacios lineales de funciones.
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Ejemplo 2 Sea X = CY([-1,1]), el espacio de las funciones reales de primera derivada continua en el
intervalo [-1,1]. Definimos Fy, F» como

Fi(u) = u?(x)dx
x)dx

FQ(U) =

/1
-1
1
f
21
Como cualquier funcion u € X es continua y su derivada también, las integrales de arriba se pueden
efectuar y asi Fy y Fs son funcionales bien definidos en X.

El espacio X sobre el que se define un funcional puede ser también el producto cartesiano de dos espacios:
X = X1 x X5, con X1, X5 espacios lineales de funciones definidas en D1, D, respectivamente. De esta forma,
el concepto de funcional nos permite definir el Hamiltoniano H : X; x X9 — R, con H = H(q,p), q € X1,
p € X, como un funcional en el caso en que las variables candnicas son funciones sobre cierto dominio,
comunmente denominadas campos.

Para definir una nocién de gradiente de H respecto a q y p como en la Definicién 2 de las Ecuaciones de
Hamilton en sistemas finitos, recordemos que para una funcién f : R™ — R"™ diferenciable vale la igualdad

of
f(x+ Ax) = f(x) + I Ax + o(Ax) (2.4)

Se quiere generalizar (2.4) para encontrar asi una derivada de funcionales. Dado un funcional F : X — R,

buscamos A, : X — R un funcional lineal que satisfaga

Fu+ev) = F(u) + €Ay (v) +0o(e) Yo e X.

En general, A, dependera de u; es decir, en cada elemento u del espacio X el funcional lineal A, puede
ser distinto. Este funcional es la derivada direccional o derivada de Gateaux, y es definido formalmente a
continuacion.

Definicién 4 (Derivada Direccional) Una derivada direccional formal de un funcional F : X — R es un
funcional lineal A, : X — R que satisface

Ay (v) = lim F(u+ev) — F(u)

e—0 €

Yv e X. (2.5)
En el caso en que A, es dnico, usaremos la notacion [F'(u)]v = A, (v).
Mostramos un ejemplo de cémo calcular la derivada direccional.

Ejemplo 3 Sea F = fil u?(x)dz, conu e X = C1([-1,1],R), por lo que F : X — R es un funcional. Dado
que

f_ll(u + ev)?dr — f_ll u?dx f_11(26uv + (ev)?)dx
lim = lim

e—0 € e—0 €
1
= lim (2uvdz + O(e))

e—0 1

1
= / 2uvdx
-1

entonces [F'(u)]v = f_ll 2uvdz.
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Finalmente definiremos la derivada variacional (también llamada derivada funcional) buscada a partir de
la derivada direccional.

Definicién 5 (Derivada Variacional) Sean un espacio lineal X de funciones w: D — R, D CR" y una
funcién g : X — X. Sea F un funcional en X de la forma F(u) = [, (g(u))(x)dx. Una derivada variacional
formal de F' es una funcion %(u) : X — X que satisface

/D [fﬂ vdx = [F'(W)]o Yu,v € X. (2.6)

u

La notacion usada en (2.6) presupone que la derivada variacional es inica.

Las versiones rigurosas de las definiciones para las derivadas direccional y variacional usan conceptos de
analisis funcional que no serén utilizados en este trabajo. De cualquier forma, nuestras definiciones formales
corresponden al uso comun de los conceptos de las derivadas direccional y variacional en la Fisica Tedrica
(véase [6]); es asi que la teoria desarrollada hasta el momento en esta seccién nos permite extender formalmente
la nocién de una estructura hamiltoniana a sistemas con infinitos grados de libertad. El Hamiltoniano de un
sistema sera un funcional de la forma:

H(q,p) = /D H(q, p)dx (2.7)

con (q(x,t),p(x,t)) € X x X, X un espacio lineal de funciones de D x [0,7] a R, con D C R?, y la densidad
hamiltoniana H : X x X — X. Si se fija alguna de las variables candnicas, por ejemplo p, se tiene que
Hlxyipy 1 X = Xy Hlxy(py : X — R. Se definen entonces las derivadas variacionales del Hamiltoniano a
continuacion.

Definicién 6 (Derivadas Variacionales del Hamiltoniano) Definimos a ‘;—Z como la derivada variacio-

nal de H|Xx{p} respecto a la variable q. A su vez, se define a %I como la derivada variacional de H|{q}xx

respecto a p.

Las ecuaciones de Hamilton en un medio continuo son:

dq _ 6H

5% = 5 (2.8)
op 0H
% ~ “iq (2.9)

La definicién es andloga para el caso en que el hamiltoniano H = H(q, p, t) depende del tiempo. Se quieren
encontrar las soluciones (q(x,t), p(t)(x,t)) del sistema (2.8)-(2.9). Las funciones %‘;‘, 83—1; son las derivadas

parciales comunes y son elementos de X.

2.2. Formulacion Hamiltoniana del problema de ondas en agua
Zakharov mostré por primera vez en [11] que las Ecuaciones Bdsicas para las ondas en agua podian

reformularse como un sistema hamiltoniano en términos de las variables de superficie n y ®, obteniendo las

ecuaciones (1.21) y (1.22) a partir de las ecuaciones candnicas de Hamilton. Concretamente, demostré la

siguiente proposicion:

Proposicién 4 Las ecuaciones (1.21) y (1.22) para n; y Py son equivalentes al sistema hamiltoniano
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0H
n = 5o (2.10)
0H
P, = —— 2.11
e (211)
con el hamiltoniano H
1

H=g / (G (n)® + gn?) dx. (2.12)

R

La demostracién puede ser consultada en [11]. Lo que serd mostrado a continuacién es que el Hamiltoniano
propuesto por Zakharov corresponde, salvo por el factor constante p, a la energia cinética y potencial (gravi-
tacional) del fluido (restdndole la energia del fluido en reposo, una constante que no afecta a las ecuaciones
de Hamilton).

2.2.1. La Energia del Fluido y el Hamiltoniano asociado al sistema

Definimos como F a la suma de las energias cinética K y potencial gravitacional U del fluido en el dominio
D, que a partir de ahora supondremos que tiene profundidad constante:

2
E:K+U:/ pMdV —|—/ pgydV (2.13)
D 2 D

Sabemos de la Seccién 1.3.2 que las variables relevantes para describir la evolucién del sistema son las
variables de superficie libre. Se transformara entonces al Hamiltoniano de forma que quede en términos de 7
y ®. Sean

P o= {(@y) €By=n(z1)} (2.14)
Iy = {(z,y) €R*:y =0} (2.15)

Consideremos primero la energia potencial total U:

n(z,t)

2 (n(z,t)
U=p//gydydx=p/ 9 dz,
r 2 lon
0

z€R —h

por lo que

1
U = 5p/gnQ(x,t)dx—C'h, con (2.16)
To
1 2
Cp = 5P gh” dx
To

de modo que C}, es constante. Ahora consideremos la energia cinética K:

2
K/pv‘/"dvpv V- VodV +/<pV~(Vg0)dV}, (2.17)
D 2 2 D D
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donde la segunda integral es cero, ya que V - (V) = V2 = 0, de forma que

K:B/V-(apVgp)dV:B/[@V@-ﬁH dS:B/q>(w-ﬁ)|: s
2 D 2 r r 2 r y=n

Dado que las dreas de los elementos de superficie de I' y T'g se relacionan en la forma: dS = ||VI'|| dSp,
con dSy = dz, y recordando la definicién del operador G(7), se tiene que

0 1
K= B/ o 221 vr|) de = 7p/ OG(n)® dx (2.18)
2 To 3n y=n 2 o
Por lo que la energia F estd dada por la formula
1
jo 5p/ (@G(n)® + gn?) dz — C, (2.19)
o
De lo desarrollado hasta ahora vemos que la energia del fluido en reposo (n = 0, K = 0) es E, = —C},. Se

observa también que el hamiltoniano H (2.12) propuesto por Zakharov es la diferencia de energia del fluido
respecto al estado de reposo, dividida por un factor p correspondiente al valor constante de la densidad, es
decir:

E-Fo E+C, 1
0 _ZECh 27/(gn2+<I>G(77)<I>) do
p p 2F
0

H =

Por ser H un funcional, tiene asociada una densidad Hamiltoniana H, quedando definida de la siguiente
forma:

H

/de,con
R

Hn,®) = 3 (9 +2G(n)2) (2.20)

1
2

Vale la pena enfatizar que, al haber podido escribir la energia E del fluido en términos de las variables
de superficie, y al estar definido el hamiltoniano H (2.12) de Zakharov con base en E, siendo posible derivar
de H las ecuaciones de evolucién del sistema a partir de las ecuaciones candnicas de Hamilton (2.8)-(2.9)
en sistemas continuos, queda una vez méas de manifiesto que el comportamiento del sistema depende de las
variables de superficie 7 y ®. Cabe mencionar también que la regién sobre la que se integra en E ahora es el
dominio horizontal fijo T'y.



Capitulo 3

El Operador Dirichlet-Neumann

3.1. Propiedades Basicas

Estudiemos algunas de las propiedades bésicas del operador Dirichlet-Neumann G(n) definido en el Capitu-
lo 1. Recordemos que

Oy
Gm® =Gm) 3 ¢ly_pwnt=1+n2)?
{ v=nl /t)} on y=n(z,t)

Para empezar, G(n) es un operador no local; esto es, si bien opera sobre una funcién ® definida sélo
sobre I" (la frontera libre del dominio D), la funcién que “entrega”, especificamente la derivada normal en T,
necesita conocer el valor de ¢ en todo el dominio D ocupado por el fluido. Para obtener ¢, se debe resolver la
ecuacion de Laplace para ¢ en todo D, cuya solucién esta determinada por la condicién de frontera @ sobre
la frontera I definida por n. En conclusién, si bien basta con ® para determinar el resultado de G(n)®, con
7 fija, se requiere hacer un cdlculo en todo el dominio D; éste es el cardcter no local de G(n).

Observemos también que G(n) es lineal en ®. Esto se sigue de que la solucién ¢ en el domino D es lineal
en @, y que las operaciones de tomar derivadas direccionales y evaluar en I' son también lineales. Por otra
parte, la dependencia de G(n) en 7 en general no es lineal.

Por ultimo, una propiedad de G(n) muy importante es que, para una funcién n de valor absoluto su-
ficientemente pequefio, G(n) tiene una expansién en serie de potencias de 7, lo cual serd de gran utilidad
al estudiar ondas de poca altura. Por su gran importancia, trataremos por separado esta propiedad en la
siguiente seccién.

3.2. Expansion de G(n) en potencias de 7

Para un dominio D = {(z,y) € R? : 2 € R, —h < y < n(x) }, Coifman y Meyer mostraron en [15] que para

n € C* existe una constante ¢ = O(h) tal que el operador G(n) es una funcién analitica de n en la regién

[1m]lse = sup |n(z)| < ¢, lo que significa que, para ||n||e < ¢, G(n) se puede escribir como una serie convergente
z€R

de operadores lineales G;(n)
G(n) = Gin) 3.1)
j=0

donde los G,(n) son homogéneos de grado j en 7. El resultado puede ser generalizado para el caso de
profundidad variable.

15
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3.2.1. Deduccién de las férmulas para los términos G;(7)

Para el caso de profundidad constante h, los términos G; se pueden calcular explicitamente por una
férmula de recurrencia establecida por Craig y Sulem en [12]; extensiones al caso de profundidad variable
estén en [15].

Sean las funciones ¢, : R - R? peR

op(w,y) = e cosh(p(y +h)), peR (3.2)
Se puede comprobar que VZp, =0, Vp € R. Ademés, se cumple que
0vp Ovp ip
~ = —= = pe’P*senh(p(y + h))| _ , =0. (3.3)
Oh | _ Oy |,—y ’y* h
Sean las funciones ®, : R - R, peR
®p(2) = 0p(2,Y)],—o) = Pp(@:0(2)) = €7 cosh(p(n + 1) (3.4)

Dichas funciones ®,, son la evaluacién de las funciones ¢, en la frontera libre, siendo estas tltimas funciones
armoénicas que satisfacen la condicién de frontera en el fondo. De la definicién de G(n), se debe cumplir que

dp
G(m®p = (1+ 773:)1/2871»:) = (Oypp — nmax@p)|y:n )
y=n
es decir
() ool = Bypp — madapy)l,_,, VP ER. (3.5)

La idea es escribir ambos lados de (3.5) como una expansién en términos homogéneos de orden j en 7,
para igualar después términos de un mismo orden en 7. Esto nos permitird encontrar férmulas explicitas para
los G, (n).

Examinemos primero el miembro derecho de (3.5). Las expansiones de Taylor de cosh(p(n+h)) y sinh(p(n+
h)) alrededor de ph son

s J s J > J
cosh(p(n+ h)) = Z (pT]') cosh(ph) + Z (pT]') senh(ph) = Z (p77') I;(ph) (3.6)
= 7 =1 I i
par non
s J i J o J
senh(p(n + h)) = Z (pn‘) senh(ph) + Z (pn') cosh(ph) = Z (pn') Ii11(ph) (3.7)
iz I = =0 I
par non
con I;(ph) definido como
. | cosh(ph), sijespar
Li(ph) = { senh(ph), sijes non (3.8)
De la definicién de ¢, en (3.3) y de (3.6)-(3.8) tenemos que
- pn I ipx
ool = S e (3.9)
=0 7
9 ipT — p J ipx
ai;/” o pe™ senh(p(n + h)) = Z ( jn!) Ijt1(ph)pe™” (3.10)
g 7=0
Dy i -~ () v
a—xp . = ipe’P? cosh(p(n + h)) = jgo i I;(ph)ipe' (3.11)
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Multiplicando (3.11) por 7,

o , T
e (Dupy), ijmmﬁl J+2:§:ww%ﬂow-wgf;¢Lﬁ (3.12)
= 3G —=1)!
pues I; = I o.
Usando (773')9c = jn?~1n, en (3.12), se obtiene
= pj (nj)w - ipx
e (Ouop)yy = D S Lie”. (3.13)

j=1
Entonces, de (3.10) y (3.13) el miembro derecho de (3.5) se puede expresar como una expansién en

términos homogéneos de orden j en 7, y también el miembro izquierdo de (3.5), de acuerdo a (3.9) y a la
relacién (3.1) demostrada por Coifman y Meyer en [15]. De estas dos 1ltimas relaciones se obtiene que

G) epl,—, Z (Z G ,,Jn> (3.14)

7=0
donde

(pn)™
|

©pm = Ln(ph)e®®, j=0,1,2... (3.15)

Cada término G,,(n)¢,j—n es homogéneo de orden j en 7. Igualando los términos del mismo orden en
ambos miembros de (3.5), se obtiene que

J

Z Gn(n)e,j—n = (ay@p>j - (nmamSO;n)j ) (3.16)

n=0

donde, de acuerdo a (3.10) y (3.13),

Byep); = (p;?!)] L (ph)pe™, j=0,1,..., (3.17)
ontuzn)y = e i o (315)
(1202p)o = 0. (3.19)
De (3.16) se deduce que
j—1
Gi(M)e,0 = (Oyep); — MaDupp); — Y Gu(0)$,jn (3.20)
n=0

Sustituyendo (3.15), (3.17) y (3.18) en (3.20) se obtiene

7 ) i (] . j—1 j—n .
G;(n) cosh(ph)e’?* = (p]n') I 1pe™ — p’(j' >wie“’w]j+1 - Z %Ijne’m VpeR. (3.21)
’ ’ n=0 ’

Recordando que Iy = cosh ph, sea

Q;(ph) = I;(ph) _ { 1, si j es par (3.22)

tanh(ph), sij es non
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Tenemos entonces de (3.21) que

1

ipT QJ+1(ph) i, j+1 _ipx i % I J nQ] n(ph) j—n _ipx
Gj(n)e™r = o (n]p] e’P? —q(1 pjep Z G—n) p et ¥peR.  (3.23)
Esta es la relacién recursiva basica que nos da G;(1) en términos de Gj_1(n), ..., Go(n). Ademas, (3.23)

nos da la accién de G; sobre cada funcién e®, p € R. Serd conveniente introducir los operadores D y
tanh(hD), definidos a continuacién.

Definicién 7 (Operador D) Se define al operador D como:

A partir de la definiciéon de D se puede mostrar que
D™e'PT = et (3.24)
Definicién 8 (Operador tanh(hD)) El operador tanh(hD) se define formalmente por la relacién
(tanh(D)) £ () = [ F(p) tanbp)edp.
R

donde f:R —R y f es la transformada de Fourier de f.

De la definicién de tanh(hD) se puede mostrar que dicho operador es lineal, que conmuta con D y que se
cumple tanh(hD)e™® = tanh(hp)e’®, lo que se sigue de que eP* = Jg 0(Fk — p)e*®dk, por lo que

tanh(hD)eP* = / tanh(hk)d(k — p)e’*dk = tanh(hp)e™®. (3.25)
R

Usando las definiciones y propiedades bésicas de D y tanh(hD), de (3.22) y (3.23) se tiene que

Gj(n)e’” = (1' [/ DI tanh(hD) — i(1’ ), D? tanh(hD)]
J!
- Gl ™ ) - Culm)’ 4
— L pitn ".7D3 "tanh(hD) | e"*, sij es par; (3.26
2 G 2 G- (hD) J (3.26)
par non
, 1, . . o ,
Gitmer = (55 D = i), D
5~ Gl S Gl ™" i
- Z LDJ "tanh(hD) — Z ZnUI_ pi-n e’ sij es non. (3.27)
n=0 (.7 - n) n=0 (-] - n)'
par non

Se puede comprobar de (3.26) y (3.27) que los operadores G; son operadores lineales sobre las funciones
wr  p € R. Esto se puede mostrar a través de un argumento recursivo: de (3.26) se obtiene que Gy =
D tanh(hD), de modo que Gy es lineal sobre las exponenciales; a su vez, de la férmula (3.27) se ve que
(1 es una composicién de operadores lineales y por lo tanto también es lineal sobre las exponenciales.
Anélogamente, observando las expresiones (3.26) y (3.27) se tiene que todo G, j > 1 es composicién de
operadores lineales y es entonces un operador lineal sobre las funciones e’?*, p € R. Atin més: bajo el mismo

€
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argumento recursivo, se observa que G;(n)e’?* = G;(n, D)e'?*, p € R; es decir, la accién de los operadores
G sobre las funciones exponenciales estd dada por la composicién de operadores lineales que involucran a 7
y D.

La linealidad de los operadores Gi; no se restringe a las funciones exponenciales; todo G, j =0,1,...
es un operador lineal sobre cualquier funcién f : R — R. Esto se puede comprobar al expresar f en su serie
de Fourier en términos de las funciones e”?*, p € R; al aplicar G}, se obtiene

Gimf(z) = Gin) / f(p)e™* dp (3.28)
peER
= / f(p) (Gj(n, D)e™™) dp (3.29)
peER
= G;n,D) | f(p)e™ dp
= G;n,D)f(x). (3.30)

Entonces, de la igualdad (3.30) se obtiene que todo G, actia sobre una funcién arbitraria f como un
operador lineal, resultado de la composicién de operadores lineales que involucran a n y D. Las férmulas
explicitas de los operadores G; para cualquier funcién f son las mismas que (3.26) y (3.27) para las funciones
exponenciales. En conclusién, se ha obtenido que

1. . .
Gj(n,D) = i [/ DI tanh(hD) — i(1)’ ), D’ tanh(hD)]
Jj—1 - j—1 -
G’ ™" - Gn(mn’ ™" ;- .
— ——D) " — ——————D7 " tanh(hD), sij es par; 3.31
2 Gy 2 G (hD) (331
par non
1. . o
Gj(nv D) = ﬁ [TIJDJH - i(nj)xDJ]
Jj—1 j—n J-1 Jj—n
- Z MDJ_” tanh(hD) — Z MDJ_”, si j es non. (3.32)
— (j—n)! — (j—n)
par non

3.2.2. Los primeros términos de la serie de G(7)

Ya que se han encontrado las relaciones de recurrencia (3.31) y (3.32), se mostrard cémo se pueden obtener,
a partir de ellas, los términos de la serie de G en 7, calculando a continuacién sus primeros tres términos.

Término G, de la serie de G en 1 No. 1 (j = 0) Haciendo uso de (3.51):

Go(n) = % (1°D°* tanh(hD) — i0,(n°) tanh(hD) DY)

entonces

Go(n) = D tanh(hD). (3.33)

Término G, de la serie de G en 1 No. 2 (j = 1) Aplicando ahora (3.32):
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1

G1(n) 1'( DY —i(n"),D")

= nD? + (—in,)D — GonD tanh(hD)

Recordando la definicion de D, utilizando el cdleulo (8.33) para Gy y de la regla del producto D(nD) =
nD? + (Dn)D se tiene que

Gi(n) = D(nD)— Dtanh(hD)ntanh(hD)D
= D (n—tanh(hD)ntanh(hD)) D. (3.34)

Término G, de la serie de G en 1 No. 3 (j = 2) Recordando (3.31):

(n*(D? tanh(hD)D) + (D(n?))(D tanh(hD)D))

B Gon’D? Gln tanh(hD)D*
2! (1)!

= % [(n*(D? tanh(hD)D)) 4 (D(n*))(D tanh(hD)D)

—D tanh(hD)n*D? — 2D (n — tanh(hD)n tanh(hD)) Dy tanh(hD)D]
= 5 [ D?)(tanh(hD)D) + ((D(7?)) D) tanh(AD)D)

—D tanh(hD)n*DD — D (2(n — tanh(hD)n tanh(hD))Dn tanh(hD)D)]

Ga(n) =

DN | =

= % (2D + (D(n*))D) (tanh(hD) D) — D(2nDy tanh(hD))D
—Dtanh(hD)n>DD + D (2(tanh(hD)ntanh(hD))Dntanh(hD)) D]

= % [(72D? + (D(1%)) D) tanh(hD) — 2DnDy tanh(hD)] D

A
1
~5 D [tanh(hD)n*>D — 2tanh(hD)nD tanh(hD)n tanh(hD)] D (3.35)

B

Podemos simplificar el término A, haciendo uso del desarrollo siguiente:

D =
D

n*>D? tanh(hD)D + (D(n*))D tanh(hD)D — 2DnDn tanh(hD
D(n*D tanh(hD)D) — 2DnDn tanh(hD

D(n*Dtanh(hD)D — 2nDntanh(hD)D

—D(2nD(ntanh(hD)D) — n*D tanh(hD)D

—D(2n(D(n)) tanh(hD)D + 2nn(D(tanh(hD)D)) — n*>D tanh(hD)D
D(2n(D(n)) tanh(hD)D + 2n*(D tanh(hD) D) — 1* D tanh(hD) D
—D((D(n*)) tanh(hD)D + 7*(D tanh(hD)D)

—D(D(n*tanh(hD)D)

—D(Dn? tanh(hD))D.

)
)

— — Y — ~— —
Il

(3.36)
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Introduciendo (3.36) en (3.35), la expresion para Ga es:

1
Ga(n) = —§D [Dn? tanh(hD) + tanh(hD)n”D — 2 tanh(hD)nD tanh(hD)n tanh(hD)] D (3.37)

El conocer los términos de la serie de G(n) sirve para tener expresiones explicitas de ecuaciones que
aproximen a las ecuaciones bésicas para ondas en agua, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4 La aproximacion lineal al problema de ondas en agua

Desarrollo.

La aproximacion lineal al problema de ondas en agua se puede obtener de considerar solamente términos
de primer orden en 1 y ® en las ecuaciones bdsicas (1.21) y (1.22). Para la condicién cinemdtica (1.21) se
tiene que:

ne=Gme=> Gin®=CGo®+ Y Gi(no
=0 =1
J J
0(2)

Por otra parte, se ve en la condicién dindmica (1.22) que:

o = —gn-— 402 (@2 — (G(n)®)* + 20, D,G(n) ]
= - ;z (1) () [82 — (G + 2002, G ()]

0(2)

En conclusién, a primer orden, las ecuaciones basicas son aproximadas por las relaciones:

m = Go® = Dtanh(hD)® (3.38)
b, = —gn (3.39)



Capitulo 4

Teoria de ondas largas y solitones

En este capitulo presentamos la teoria de ondas largas y algunos aspectos de la teoria sobre ondas solitarias.
La teorfa de ondas largas es un procedimiento de expansién de las ecuaciones de ondas de agua (1.16)-(1.19)
en dos pequenos parametros adimensionales, o y 3, que nos permite obtener ecuaciones aproximadas mas
sencillas. Los pardmetros adimensionales mencionados se definen como a = 7 y 8 = Z—i, donde a es un valor
caracteristico de la amplitud de onda, h es la profundidad del agua , y L es una extension horizontal tipica L
de la onda. Esta teoria fue originalmente motivada por la observacién de ondas solitarias por J. Scott Russell
en 1834. Estas son ondas exponencialmente localizadas que se propagan con velocidad constante por largas
distancias sin cambiar su forma. Las primeras teorias que lograron explicar la existencia de estas ondas fueron
propuestas por Boussinesq, Korteweg y de Vries a fines del S. XIX. Estos autores propusieron una expansion
de las ecuaciones de flujo potencial (1.16)-(1.19) en términos de los pardmetros «, 3; la consideracién de
un régimen de «, [ pequenos es consistente con las observaciones de Russell, y las hoy llamadas ecuaciones
de Boussinesq y Korteweg-de Vries (KdV) corresponden a aproximaciones de primer orden en «, § de las
ecuaciones (1.16)-(1.19). Ademads, estas ecuaciones poseen soluciones exactas localizadas de tipo onda viajera
con las caracteristicas de las ondas solitarias observadas por Russell.

La teoria de ondas largas que presentamos es una extensiéon de las ideas de Boussinesq, Korteweg y de
Vries, en donde la aproximacién de las ecuaciones (1.16)-(1.19) se realiza sisteméticamente. Una idea mas
reciente, incorporada en este trabajo, es el andlisis del operador Dirichlet-Neumann. Esencialmente, la apro-
ximacion de las ecuaciones surge de aproximar el operador Dirichlet-Neumann por operadores diferenciales
y de multiplicacién. Aunada a la anterior, otra idea 1til es aproximar el Hamiltoniano (2.12) para las ondas
en agua, y obtener ecuaciones de evolucién aproximadas a partir de las ecuaciones de Hamilton asociadas al
Hamiltoniano aproximado (ver [13]).

Ademas de explicar las observaciones de ondas solitarias por Russell, las ecuaciones de Boussinesq, KdV y
otros modelos de mayor orden en « y (3 obtenidos de la teoria de ondas largas sirven para estudiar fenémenos
mas generales, como la interaccién de ondas solitarias a través de la teoria de solitones, y la evolucién de la
superficie libre a partir de condiciones iniciales arbitrarias. La razén principal del estudio de estos modelos,
en términos generales, es que son més tratables tedricamente que el sistema (1.16)-(1.19) sin simplificar.

Siguiendo esta idea, el primer paso para entender tedricamente los resultados de nuestros estudios ex-
perimentales sobre la interaccion de dos ondas solitarias en agua, que seran comentados en el Capitulo 5,
serd compararlos con la solucién exacta de dos solitones de la ecuacién KdV, que serd presentada en este
capitulo.

23
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4.1. Ecuaciones de ondas en agua en variables adimensionales

El primer paso en la teorfa de ondas largas es escribir las ecuaciones de ondas en agua (en este caso las
ecuaciones de Hamilton (2.10)-(2.11)) en forma adimensional. Definimos los pardmetros adimensionales

h

:u’:Za 6:M27 a:g (41)

h

donde h es la profundidad del agua, L es la escala horizontal tipica, a es un valor caracteristico de la amplitud
de las ondas, ¢, = v/ghy T = i Se vera mas adelante que ¢, es la velocidad de las ondas lineales en el
limite de ondas largas 8 — 0, siendo entonces T un tiempo caracteristico en la propagacion de ondas largas.
Se definen asi a las variables adimensionales z*, y*, t*, n*, ®*, y al operador P como

r* =

x
L’
1 n 1 ) .0
* — (= — P=— 4.
K « (h) « (COL>’ Zax* (4.3)

4.1.1. Expansion del operador Dirichlet-Neumann

Empezamos con la expansion del operador Dirichlet-Neumann en términos de los pardmetros «, pu, 3. Del
Capitulo 3 tenemos que

=Y Gi(n,D
§=0

con

Gy = Dtanh(hD), (4.4)

G0, D) = 5 [P D1 Qyua (kD) - z‘(nﬂ'w@m(w)}

i- 1 77] n
Z D] an n(hD) ] = 1,2,--., donde (45)
(j—n)
n=0
~ 1, sijespar
(hD) = 4.6
Q;(hD) {tanh(hD), si j es non. (4.6)
De (4.5) y la regla del producto tenemos que
Ly (ipiy (O o G, D) .
G, D) = 5D (P DY) Qi (hD) = 3 == 5= D/ 7" Qpen(hD), j=12. (A7)
' n=0

Hemos usado la notacién G;(n, D) = G;(n), que hace explicita la aparicién del operador D en G;.
Introduciendo las variables adimensionales de (4.3) en (4.4), (4.5) obtenemos

Go(an*, uP) = L™ Ptanh(uP), (4.8)
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Gytan ) = | 5P (@Y (uPY) @y (u)]

j—1 \j—n i-n A
P i—n (uP) .
—ZGn(an*,uP) (o) (M‘ ) 'QJ . (1 ),] =1,2,..., donde (4.9)
oy (J —n)!
~ 1, si j es par,
(uP) = 4.10
Qi (1P) {tanh(uP)7 si j es non. (4.10)
Vemos que ambos pardmetros «, p aparecen en los términos G ;.
Sea G definido por
N h
G=G(an™, uP) = BG(n,D)- (4.11)
Entonces, de (4.8) y (4.9) obtenemos
h h 1
Go = BGO = BD tanh(hD) = BuPtanh(MP), (4.12)

Gy uP) = 5 | (@) uP)) (@ ()|

_ Z g7L(0477*7 MP) (O(U*)j—n (up)j—n @\j—n (,LLP)
n=0

G—n)!

, jJ=1,2,... (4.13)

De este modo, se observa en (4.12), (4.13) que los operadores G; son homogéneos de orden j en an*.
Por otra parte, el operador tanh(uP) que aparece en la definicién (4.10) de Q;(uP), j non, puede expan-
dirse en términos de 8. Primero hacemos notar que

= , 1 & , 1 2
tanh(z) = ;Tgiz%_l = ;Tgiz% =z — gz?’ + Bzf’ + ... (4.14)
227(22" — 1) By, z  dz
donde T2n = T, BQn =27 % s 1 Z”+1 . (415)
2| <2
Bs,, es conocido como el 2n-ésimo numero de Bernoulli. Entonces
1 2
tanh(puP) = pP— g(ﬂP)B + 1—5(;LP)5 + ...

= ZTm‘(MP)Ql_l = *PZT%(MP)Q%
i—1 3
1

= P ZT2(1+1)(NP)2(i+1) (4.16)
i=0

1 & . )
1=0

= ﬁiT2(i+1)ﬁiP2(i+l)
nb i=0
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De hecho, la expansién en serie del operador G en términos de o y p es en realidad una expansion en
términos de o y 3; a partir de las expresiones (4.12) y (4.13) puede mostrarse que cada operador Gojy5 (6 €
{0,1}) se puede expresar como una expansion en términos de a y 3, en la que el término de menor orden en

B es de O(37).

4.1.2. Las Ecuaciones de Hamilton

Introduciremos ahora las variables adimensionales en el Hamiltoniano (2.12) y las ecuaciones de Hamilton.
En la férmula (2.20) del Capitulo 3 vimos que la densidad hamiltoniana H es

H = < (9 +2G(n)®)

{(gaz) 7+ (coLa)?” <§Q> @*} . (4.17)

= N

Notemos que

2. 2
= c;aa = ghaa = ga

(coal)?B 2 (g)ZLth _ ca?

h T h\h 2 h

Definimos asf a la densidad hamiltoniana adimensional H* como
N H 1

M=o =3 [n*2 + @*g«b*} (4.18)

A partir de la relacién (2.12) para el Hamiltoniano

H= /de = /(acga)’H*de*,
To

I'g

con 't = {(z*,y*) € R? : y* = 0} = R, queda definido el Hamiltoniano adimensional H* como

H 1 2
T /H dz 2/[n 19769 | do (4.19)
rs

g
Obtendremos las ecuaciones de Hamilton en forma adimensional. Por definicién, las derivadas variacionales
del Hamiltoniano H satisfacen

0H H ef1) — H

[y e = iy HOES (420
0H H(® —H(®

[ ]t =ty HEELIZEE (1.21)

Primero consideremos (4.21). La funcién f5 tiene las dimensiones de ®, de modo que fo = ac,Lf;. Para
el miembro izquierdo se tiene que

oH oH . .
/FO {5@} fodx = /8 [(SCIJ] acoLfy Ldx

O0H
= acoL2/ [} foda® 4.22
rs 577 2 ( )

Adimensionalizando el miembro derecho de (4.21), se obtiene
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H(®+efy) — H(D) Lacia(H*(® + efy) — H*(®))

lim = lim
e—0 € e—0 €
= Lacga lim (@7 + ¢f3) (@)
e—0 €
oH*
= Lacia/ [] foda™ (4.23)

La segunda igualdad se da porque en realidad tUnicamente se estd derivando respecto al parametro e,
usdndose las mismas funciones @, fs, sélo que adimensionalizadas. De la igualdad entre (4.22) y (4.23) se
deduce que

0H Lac2a SH*  ac, 6H*

= = — 4.24
0P  ac,L? (D L 6d* ( )

Adimensionalizando la parcial 7, se tiene que
@ _Oan*)  ac,dn (4.25)

ot — 9(Lt*/c,) L ot*

En vista de (4.24) y (4.25), la adimensionalizacién de la primera ecuacién de Hamilton (2.10) nos da
on*  O0H*

ot 6P

Consideremos ahora (4.20). La funcién f; tiene las dimensiones de 7, por lo que fi = aff. El miembro

izquierdo puede expresarse como
6H 0H
/ [} fidz / {] afy Ldz™
Ty on Ty on

5H * *
= alL /1“3 {577] frdz (4.27)

La adimensionalizacién del miembro derecho de (4.20) nos da

(4.26)

H(n+ef1) — H(n) Lacga(H(n + ef1) — H(n))

lim = lim
e—0 € e—0 €
H * LAY H *
_ Lacgalfm (77 +€f1) (77)
e—0 €
oH*
= Lacga/ {*] fidz* (4.28)
Ty on

Comparando (4.27) y (4.28) tenemos que

0H Locia 6H*  ,0H*

= = 4.29
on al  on* Ao on* (4.29)
Por otra parte, al adimensionalizar la parcial ®; se obtiene
0P  Ooac,Lo* 5 00*
T - 4.30
ot OLt'jc, ot (4:30)
De acuerdo a (4.29) y (4.30), la segunda ecuacién de Hamilton (2.11) queda como
oP* dH*
_ (4.31)

o o
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4.2. Aproximacion del Hamiltoniano y el Sistema Boussinesq

En la Seccién 4.1.1 estudiamos la expansién en serie del operador G. Dado que el Hamiltoniano H*
depende de G en la forma dada por (4.19), vemos que a su vez H* tiene una expansién en términos de «
y (. Asi que pueden obtenerse aproximaciones de las ecuaciones de ondas en agua mediante las ecuaciones
canénicas correspondientes a un Hamiltoniano aproximado (truncando su expansién). Este procedimiento fue
aplicado en [13], sin adimensionalizar variables, para obtener los sistemas de ecuaciones de varios modelos
de ondas largas en agua, como la Ecuacién de Onda, el Modelo de Aguas Someras (Shallow Water Theory),
Ondas Dispersivas y el Sistema de Boussinesq, por mencionar algunos. En nuestro trabajo se siguié un
procedimiento analogo, pero se decidi6 trabajar con variables adimensionales, puesto que en el proceso de
adimensionalizacién se obtienen parametros que indican los aspectos fisicos de importancia en el fenémeno
estudiado. Como se mostré en la Seccién 4.1, los parametros fisicos relacionados con las ondas en la superficie
libre son « y . Es conocido que el pardmetro a estd asociado a los efectos de amplitud (no lineales) en
la propagacion de las ondas, tales como el rompimiento de olas, y que el parametro § esta relacionado con
los fenémenos de dispersion en la propagacion de ondas lineales. Una amplia discusion al respecto puede ser
encontrada en [8].

A continuacién se obtienen, bajo el procedimiento mencionado, las ecuaciones de evolucién para ondas
en agua asociadas a un Hamiltoniano H* aproximado hasta términos de primer orden en « y (; entonces la
aproximacion tendrs un error de orden 2 en « y 3, al omitirse los términos con o2, 52, a8 y de orden superior.
Para designar a todos estos términos usaremos la notacién O(2). De este modo, nuestra aproximacién del
Hamiltoniano es de orden O(1), pues considera los términos de «, 8 y de orden 0.

Puesto que se aproximard al Hamiltoniano a orden 1 en «, sélo se deben considerar los términos Gy y Gy,
debiendo truncarlos también hasta un orden 1 en (. Para Gy, tenemos de (4.16) que

pP tanh(pP) — pP

ﬂ - t p2(i+1
G = BNy PRI
0 3 3 MP; 23i+1) 3
= ) Do) P = To,P? + TyBP* 4 O(2) (4.32)
=0
9N 1. /. 9\
_ (8) _35(2%*) +0@2)

_ _8
- ox*

1 () | o) +oe (1)

Para el término G se tiene que
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G1

e (4.33) y

Entonces se tiene para H*, en vista de (4.19) y

H*

Il
|
Sl
*
/
—
=
+
wl®
7 N
Q
&* Q
N———
¥
+
Q

Gy = %D (n — tanh(hD)ntanh(hD)) D

h
g
(hlﬁ) hD (an* — tanh(hD)an* tanh(hD)) hD
(

% pP (n* — tanh(uP)n* tanh(uP)) pP

aP (n* — tanh(uP)n* tanh(uP)) P

aP (77* — |uP+ ) Toi(uP)*
i=2

aP (0" — puPn*pP + 0(2)) P

_aai* <77 ai )*O( )

0 (pP+ > Toi(uP)*

i=2
= aPn*P — afP?n*P? + 0(2)

0(2)

>p

(4.34) se observa que

0 0 . 0
817*) - a@:c* (77 8x*) +0(2)
| 0

(4.35), que

n* P4 g 91‘1’*] x

/I
[+

1
2

DN | =

Integrando por partes, tenemos que

3/ a\> oo\
1+3(3x*) tan ox* de

B 1/ *2_'_8@*
) K ox*

R

1 B/ 0\ O
- = | ®* 1 *
sl | |5 (ae) e | g ||| roe
~
0 J 11—
1 o* 2]
_ 2/{77 L0+ q>* (?9 Fan @l | dat +0(2)
/ _
1 29+ ? 2
_ 5/ . +<1>;*—ﬁ<g ) +an®® | do + 0(2)
R

29

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Calculemos las derivadas variacionales del Hamiltoniano usando (4.36). Para empezar

H* (", ®* + 60*) — H*(n*, ) = (4.37)
1
5 / [2@;(5@*)35* - 2?@;*95*(5@*)95%* b 20 BE. (68%),-] da* + O((3®)?) + O(2)
R

Integrando por partes para que aparezca d®, se obtiene

SH* ., o .
5o - — 39 a(n*®r.),. +0(2)
0*d*
= - {{(1 +an ).}, + s 4} +0(2) (4.38)
3 Ox*

Considerando la otra derivada variacional, de la dependencia en n* de H} se obtiene:

SH* D1 e
S = (n + 20@%*) +0(2) (4.39)

Por lo que las ecuaciones canénicas para H*, a orden O(1), son

poter
3 Oz*!

0 - ({(1 +an*)®r.} . + > +0(2) (4.40)

o+
dr = - (n* +o— ) +0(2) (4.41)

Las relaciones anteriores nos pueden parecer mas familiares al introducir la variable «* = ®}., y derivando
(4.41) respecto a z*; la forma alternativa del sistema de ecuaciones (4.40)-(4.41) es entonces

. .y, * B &u*
0 = ni+{0+an")u"},. + 3 9m" +0(2) (4.42)
0 = up+ou us. + 05 +0(2) (4.43)

El sistema (4.42)-(4.43) es de tipo Boussinesq. Involucra tanto efectos no lineales asociados a la amplitud
de las ondas (relacionados con los términos de o en (4.42) y (4.43)) como efectos dispersivos, propios de
ondas largas (asociados al término de § en (4.42)). Vale la pena expresar el sistema Boussinesq (4.42)-(4.43)
en términos de las variables originales:

0 = m+{(h+nu} +h—3@+0(2) (4.44)
- Wiz T g gy )
0 = wup+uuz+gn. +0(2) (4.45)

Las relaciones de Boussinesq (4.40)-(4.41) pueden ser escritas como una ecuacién no lineal en derivadas
parciales sélo para ®* y otra relaciéon que nos da a n* una vez que es conocida ®*, ambas con un error de
orden O(2). Sustituyendo (4.41) en (4.40), se encuentra que

. . B oo+ o (@ )
= &, -0, . - — z — (Pr. D 2 4.4
0 t*t T*x 3 (9.’17*4 +o 8t* 2 + ax* ( x t ) +O( ) ( 6)
Nt = —|®L +a73”* +0(2) (4.47)
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La expresién anterior de la versién Hamiltoniana encontrada para las relaciones de Boussinesq es de gran
utilidad por diversas razones. La primera de ellas es que, en cierta forma, las variables estan “desacopladas”.
En (4.46) se tiene una ecuacién que debe satisfacer iinicamente el potencial ®*; si ésta se resuelve, la forma
funcional de la superficie libre n* queda definida por (4.47). Por lo tanto, para encontrar la evolucién de las
ondas en agua de acuerdo a las relaciones de Boussinesq obtenidas, basta con resolver la ecuacién (4.46). Esto
es conveniente al estudiar problemas como el de las ondas solitarias. Por otro lado, analizando la forma de
la ecuacién (4.46), queda claro que en ese modelo se afiaden a la propagacién lineal de ondas (dada por los
primeros dos sumandos, que por sf solos corresponden a la Ecuacién de Onda) los efectos dispersivos asociados
a ondas largas (propios del tercer sumando, de factor 3) y los efectos de amplitud no-lineales (representados
por el cuarto sumando, de coeficiente «, formado por derivadas de ®* multiplicadas entre sf).

Haremos un comentario final sobre el sistema Boussinesq (4.42)-(4.43). En este modelo, la variable u*
representa la velocidad horizontal del fluido; sin embargo, ®}. es estrictamente la circulacion sobre la superficie
libre 1-dimensional I' por unidad de longitud horizontal, en unidades adimensionales. Esto se deduce de lo
mostrado a continuacién para ®,:

o(z) = (@ Y)lymp@ =
0 o ey
Or Oor Oy Ox

= u-(Ln)
u-T=Tu-T

donde T = (1,7,) es la tangente a I', y T'= /1 4+ 12 = %, con dS y dx elementos diferenciales de longitud
sobre la superficie libre y el dominio horizontal, respectivamente. Por lo tanto, se tiene que

~.dS u-dS
dz ~  dz

lo que corresponde al significado fisico atribuido anteriormente a ®.

(4.48)

4.3. La Ecuacion Korteweg-de Vries y su relacién con el Sistema
Boussinesq

El objetivo de esta seccién serd deducir de las relaciones de Boussinesq encontradas la Ecuacion Korteweg-
De Vries (KdV). Esta es una conocida ecuacién en derivadas parciales que describe el comportamiento de
ondas largas en agua de baja amplitud, cuyo movimiento se da en una sola direccién. Su importancia radica
en que es el modelo de mayor simplicidad que es capaz de predecir, a partir del balance de efectos no lineales
y dispersivos, la existencia de ondas solitarias y el comportamiento de éstas como solitones: la ecuacion KdV
predice que, al cruzarse dos ondas solitarias, éstas emergen del cruce casi como si hubieran interactuado de
forma lineal (mediante una simple superposicién), sin que cambien las propiedades de las ondas después de
su cruce, ain cuando la interaccién en realidad es no lineal. La tnica evidencia de este tipo de interaccion es
un ligero desfasamiento de las posiciones de las crestas respecto a las esperadas de una simple superposicién
lineal. Conforme se avance se ird presentando més informacién sobre la teoria de solitones en la ecuacién
KdV, que puede ser encontrada en [7], [8] y [9].

Cabe mencionar que, como es bien sefialado en [13], las relaciones (4.44) y (4.45) difieren de la formulacién
usual del sistema de ecuaciones de Boussinesq (presentada en [7]), en la que apareceria un término dispersivo
en (4.45) en vez de estar en (4.44); tal término no involucrarfa a u sino a 7, al ser de la forma: 27,,. Sin
embargo, como también se comenta atinadamente, las relaciones de Boussinesq (4.44)-(4.45) son las que
surgen naturalmente de nuestro procedimiento de teoria de perturbaciones aplicado al Hamiltoniano. Atdn
mas: de ellas, al igual que del Sistema Boussinesq usual, también se puede deducir la Ecuaciéon KdV.
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Para empezar, restringiremos el movimiento de las ondas a un solo sentido, paralelo al eje z*, de modo
que tengan velocidad positiva. Esto se expresa matematicamente al suponer que se cumple la relacién

u* =0k =n" +aJ(n*) + BK(n*) + O(2) (4.49)

determindndose J y K al sustituir la relacién anterior en el sistema Boussinesq. La razon de tal condicion es
comprensible al recordar la condiciéon dinamica de Bernoulli en variables adimensionales, representada en el
sistema Boussinesq por (4.47), deriviandola respecto a x*

0 = n"+2,.+0(1),=
= 7y +ui +0(1) (4.50)

Tomando en cuenta que la relacién (4.49) propuesta es del tipo: u* = n* + O(1), vemos que si ésta se
sustituyera en (4.50) se encontrarfa la relacién

e + 1= +0(1) =0 (4.51)

En conclusién, bajo la relacién (4.49) supuesta, la forma de la superficie libre seria, a orden cero, una
funcién del tipo n* = n*(z* —t*); es decir, una onda viajera restringida a tener una velocidad positiva unitaria
(en las unidades originales, la velocidad de esta solucién tendria el valor tipico ¢, = v/gh). Se observa que se
ha propuesto (4.49) buscando que a primer orden las soluciones al problema de ondas largas también sean
ondas cuyo movimiento esté restringido a tener velocidades positivas.

Procedemos a sustituir la relacién (4.49) propuesta en las ecuaciones de Boussinesq, despreciando los
términos O(2). Aplicdndola a (4.43), se encuentra que

0 = ni+up +auTug-
= Ny + (nf + adp + BKp + 0(2))
+a(n* +aJ + BK + O(2)) (i + ady + BKy+ + O(2))
e +0je + @y + B + a(n™ng. + O0(1))0(2)
= ni+ 0 +a(Je +0'ni.) + 0K + 0(2) (4.52)

Sustituyendo (4.49) en la condicién dindmica (4.42) de las relaciones de Boussinesq, se tiene que

* * * % ﬁ 83U*
0 = nh+up +a(nu’),. +§8x*3
= i+ (i + ady + BKy + 0(2))
0 8 03
o ([ + O()]) + 50" +0(1)
o) 19°n*
- ** ** xT* KI* - 4
N + 1y +a<J + oy >+B( +38x*3 +0(2) (4.53)

Para que la condicién (4.49) supuesta sea consistente con las ecuaciones de Boussinesq a primer orden en
a'y 3, se debe dar la igualdad entre las relaciones (4.52) y (4.53). Igualando asi los coeficientes de v y 3 de
dichas ecuaciones, se deben cumplir

8 *
Je +n'ni. = Jpe + g;*) = Jpr + 20" (4.54)
1 3%
Ky = I 200 (4.55)
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Sin embargo, debemos tomar en cuenta que J y K dependen sélo de n*, por lo cual

dJ on* dJ< on*
Jpe -

- dn* ot dn* Oz
La segunda igualdad se da al considerar (4.51). De forma andloga se obtiene que K= = —K,« + O(1).
Sustituyendo esto en (4.54) y (4.55), tenemos que

+ 0(1)> = —J +O(1)

Jeo +0'pe = —J +O(1) 4+ 20" 0 =
_ gn*ni* +0(1) (4.56)
Se ha obtenido asf el coeficiente de a en la Ecuacién (4.52). El coeficiente de [ se calcula a continuacion:
15‘377*
3 Ox**
-+ 0(1) (4.57)

Ky = —Ke+0(1)+

Sustituyendo estos coeficientes en cualquiera de las relaciones (4.52) y (4.53):

1 83,'7*
6 Ox**

3
0 = n+ns+a (77*77;* + O(l)) +5(

2

3 ﬂ83n*
x4, Sntnt, d 2 4.
N + 15 +a(277 nz>+(68x*3 +0(2) (4.58)

+ 0(1)) +0(2)

No-Linealidad Dispersion

Tenemos entonces una ecuacion en derivadas parciales que modela, a primer orden en « y 3, la forma de
la superficie libre n* de ondas en agua que se mueven en un solo sentido (de velocidad positiva); despreciando
los términos de O(2), encontramos asi la Ecuacién Korteweg-De Vries (KdV) en forma adimensional:

3%
0=nk + {1 +a (inﬂ e + %g;*g (4.59)
La forma de la ecuacion KdV se presta facilmente a analizar los procesos fisicos encontrados en ella. Si
se omitieran los términos de primer orden en « y 3, se tendria una ecuacion lineal de ondas que se mueven
“hacia la derecha” con la misma velocidad unitaria. Sin embargo, el término asociado a « hace que el tercer
sumando de (4.58) dé cuenta de que la velocidad de propagacién de las ondas depende de su altura mediante
n*; de este modo, se toman en cuenta los efectos no-lineales relacionados con la amplitud de las ondas. Por
otra parte, el término de 3 consiste en derivadas de n* y por tanto estd asociado a efectos dispersivos, propios
de ondas largas. En conclusién, la ecuacion KdV, no-lineal y de tercer orden, considera la accién de efectos
dispersivos y no-lineales sobre las ondas largas en agua de baja amplitud, a orden O(1).
La ecuacién KdV serd el modelo tedérico de ondas en agua con el que compararemos los resultados experi-
mentales del siguiente capitulo. Por lo tanto, serd conveniente expresarla en términos de variables fisicas con
dimensiones. Transformando asf a (4.59), se obtiene

1 L 3 1 B n 4
0 = ~m—+|1 A | I ey ;
alc, +{ +a<2an)] a +6a8:£3

3 1/ h\> 3 ,
= 77t+00{1+04<2a77>}77x+6<l/> @L Co

B 3/m coh?\ 0%n
= 7]t+co|:1+2(h):|77m+( 6 )8373 (460)
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Esta es la ecuacion KdV en términos de variables fisicas.

4.4. La Teoria de Solitones de la Ecuacién KdV para las Ondas
Solitarias

Obtenida la Ecuacién KdV en la seccién anterior, estudiaremos ahora algunas de las predicciones que este
modelo de ondas largas hace sobre la existencia y propiedades de las ondas solitarias. Si bien existen varios
modelos tedricos que predicen las ondas solitarias en agua, el de la KdV tiene varias ventajas: de él se puede
encontrar con relativa facilidad la forma de la superficie y velocidad de propagacion de este tipo de ondas,
pero aiin mas importante para nuestro estudio experimental es lo que predice sobre la interacciéon de un par
de ellas. Como ya se comenté en la Seccién 4.3, de acuerdo al modelo KdV, si detras de una onda solitaria
hay otra que se desplaza en la misma direccién, alcanzandola, después de su cruce las ondas solitarias no
desaparecen aunque el cardcter de la interaccion sea no lineal (de acuerdo a la forma de la ecuacién KdV), sino
que el resultado de la interaccion es casi el del caso lineal, como si se hubiera dado una simple superposicién
entre las ondas. La tinica evidencia de la interaccién no lineal es un ligero desfasamiento en las posiciones de
las ondas como producto del cruce. Las ondas que interactiian de esta manera son llamadas solitones: son
soluciones a un sistema no lineal espacialmente localizadas y de forma permanente, que después de interactuar
con otras soluciones del mismo tipo no sufren cambios en su forma. Cabe mencionar que la ecuacion KdV
posee soluciones exactas de més de dos solitones; atin més, es un sistema integrable (ver [10]). Esta propiedad
permite un analisis detallado no sélo de las soluciones multisoliténicas, sino también de la evolucién de una
condicién arbitraria.

Primero mostraremos las propiedades de las ondas solitarias que la ecuacién KdV (4.60) predice, siguiendo
a [7]. Posteriormente presentaremos la teoria de solitones de la KdV (usdndola en forma normalizada),
desarrollando lo presentado en [9] y [7]; finalmente, haremos algunos cdlculos para que las predicciones de la
teoria de solitones queden en términos de las variables fisicas. Esta tltima descripcion sera utilizada en la
comparacion con las observaciones experimentales del Capitulo 5.

4.4.1. Solucion KdV de tipo onda solitaria

Queremos saber qué predice la ecuacién KdV (4.60), en términos de las variables originales, sobre la
existencia de una onda solitaria y sus propiedades. Por lo tanto, buscamos una solucién a esta ecuaciéon en
la que la elevacién tenga la forma

n(,t) = n(&),
coné{ = xz—ct, (4.61)

y también supondremos que

9 J

Noétese que c es la velocidad de propagacién de la onda, que en este caso es constante.
De la forma de n(z,t) en (4.61) se tiene que

on(z,t) o€ dn(§) _ du(§)
O dx  d¢ d¢
n(z, ) odn(§) — dn(§)

ot ot d¢ < ae
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Aplicando estas relaciones en la ecuacién KdV (4.60), se tiene que

2 33
0 = _cd77_|_codn_|_380<dn> Cohdl

ac " ae T on \Tae 6 des
2 2 33
_ (i 3dn7) hdm
) de T 2hde \ 2 6 des
d ¢ 3 h? d2p
= —|[1-Z& e i 4 4.
ae K co>”+4h" MG d€2] (463)

Integrando la tltima igualdad, y usando las condiciones sobre 7 y sus derivadas en (4.61), se sigue que

3 , h2d
C>n+n2+n}

(e}

o
I
A~
—
|
&
~
3
Jr
e
3[\3
_|_
C”‘%
s
I
| — |
P
|
\

E=+o0

<1 c)ld(n2)+1d(n3) +hz’1 d (dn)2

Co

27d6 " 4h dé | 6 2de \de

_d c\n* n*  h?[dp 2
- déKl_co>2+4h+12<d5>] (4.64)

Integrando de nuevo, tomando en cuenta (4.61), tenemos que

2 3 2 2
c\n n h® (dn
1 — )L+ 2 — .
( ) 2 4h 12 (d£ ) 0, entonces

()1 - ()

Para hacer mds sencilla la integracién de (4.65), definimos la funcién

f(f)=777(i), con 722(0_1)

Co

por lo que (4.65) se puede escribir en la forma

L (d(n/yvh)\* 0\ n
3 ( aE h y ohl| entonces
d V3
I Y (4.66)
fvi—f h
La expresién del lado izquierdo de (4.66) tiene como integral a 2arc sechy/f, cuyo valor méximo es 1.
Tomando como &, = 0 al punto en el que se alcanza el méximo de f, de modo que f, = f(&,) = 1, se obtiene

3 /3~ f / f
%dﬁ' = / Y 2arc sechy/ f’ = 2arc sechy/f,
I

£o=0 =1 V1= f
entonces f(£) = sech? (;ny) =, vy el perfil de i es

n(€) = (yh)sech? (é?f) (4.67)
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Vemos que el méximo valor de 7(£) es 7(0) = vh. Definimos entonces a

A = ~h, 1y al pardmetro (4.68)
A

a = — =
h Y

Naturalmente, A es la maxima elevacién de la onda solitaria (su amplitud); el pardmetro « tiene el mismo
significado que al principio de este capitulo. Por otra parte, el decaimiento a cero del perfil estd modulado
por un coeficiente b, que podemos interpretar como una longitud horizontal tipica, de valor:

. (@W)l . (ﬁ) SN (4.69)

Algunos autores le llaman (3 al factor 1/b (véase [17]); sin embargo, no se seguird esta convencién dado
que b no es adimensional. Tenemos entonces que

1(x—ct
n(€) = n(x — ct) = Asech? (2 (@ 2 ¢ )) (4.70)
Es importante observar la relacién entre la amplitud A y la velocidad ¢ de la onda solitaria
c
A = ~h=2h (c — 1) , entonces
1A
= ¢|14+==—]). 4.71
c c ( +3 h> (4.71)

Vemos que la velocidad con la que se mueve la onda aumenta con la altura, de forma lineal segin la teoria
KdV. Respecto a la limitacién en el valor de A, en [7] se menciona que, de acuerdo a la teoria, la maxima
altura de una onda solitaria es A ~ 0.78h, y experimentalmente es A ~ 0.7h.

Una forma alternativa de la ecuacién (4.70) usa la identidad

2 2 2 2 4e—27
hey=|(—2 ) = - 4.72
meeh 2 <€Z+e‘z> (62(1+6‘2z)> (1+e722)2 (4.72)

De (4.70) y (4.72) se obtiene entonces que

_4Af©) con
n§) = (ESTGEE (4.73)

[ = e (4.74)

4.4.2. El problema de dos ondas solitarias y la solucién de dos solitones de la
ecuacion KdV

Para estudiar ahora el problema de dos ondas solitarias, serd conveniente usar otra forma de la ecuacién
KdV. Hasta el momento hemos estudiado el problema de las ondas solitarias en un marco de referencia S en
el que la velocidad del agua es cero en el infinito (las aguas no perturbadas se observan inmdviles). Ahora
nos montaremos en un marco S’ que se mueve con velocidad positiva ¢, respecto a S; notemos que este marco
se mueve en el mismo sentido que las ondas de la ecuacién KdV, siendo la magnitud de su velocidad de un
valor tipico de ondas largas. Las transformaciones galileanas de coordenadas entre los sistemas de referencia
Sy S’son
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t = t, (4.75)
x = o+t (4.76)

La relacién (4.76) predice que el origen de S, inmévil en dicho marco (pues = 0), parece moverse con
velocidad negativa —c, en S’. De estas transformaciones deducimos que

] o9 dxd 9. 9

o~ ovot ovor ot “ox @
] dr & 9t 9 9

o7  Owds w0t oz ()

Aplicando las relaciones anteriores en (4.60), obtenemos la ecuacién KdV en términos de las coordenadas
de S™

_Ony 3¢, on coh?®\ 9%n
0= Wt (2 h> Tow ( 6 ) 9z (4.79)

Ademas, definimos a las nuevas variables X, 7, W como

V6

(X)) = (@ et), (4.80)
n
W= m (4.81)
Sustituyendo (4.80) y (4.81) en (4.79) tenemos
| on 3¢, on coh®\ 93] 1/4h
0 = [aﬁ (Qh) ”az/*( 6 >8x’3} cov/6/h
9(n/4h) 3 o(n/4h) 9(n/4h)
et (30) #0005 B * v o
ow ow  BPW
= oWt (4.82)

Esta es la forma normalizada de la KdV. Por otra parte, la siguiente proposicion nos sera tutil para
encontrar otra ecuacién que nos permitird estudiar con facilidad soluciones de ondas solitarias y comprobar
que se comportan como solitones de acuerdo a la ecuacién KdV (4.82).

Proposicién 5 Sea f(X,7) solucion a la ecuacidn

0=f(fr + fxxx)x — fx(fr + fxxx) +3(fxx — fxxx[x) (4.83)

con f(X,7) >0 VX,7 € R. Sea W(X,7) = 2(log f(X,7))xx. Entonces W(X,7) satisface la Ecuacidn
KdV (4.82).

Demostracién.
Como f satisface (4.83) se tiene que
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0 = f(fr+ fxxx)x — fx(fr+ fxxx) +3(frx — fxxx[x)
= fxrf+ fxxxxf—fxfr— fxxxfx +3(Fxx — fxxxfx)
= fxof —fxfr+ fxxxxf—4fxxxfx +3fyy

0 [ fx+f = Ixfrt+ Fxxxxf—4fxxxfx +3f%x
=0 = X 72

La ultima ecuacion puede ser reescrita en la forma

238
0Xx3
con S(X,7) = 2(log f(X,7))x. De W(X,7) = Sx(X,7) y derivando respecto a X la ecuacién (4.84), se
obtiene

S, +35% + =0 (4.84)

. , 0381 0S. _0S% 0'S
0 = e ST+35X+—M3 —8X+3—(9X + 5x
_ W JOWE W OW L OW OW
T ar X = 9X3  or X = 9X3

que es la ecuacién KdV (4.82).
n

Cabe mencionar que se le llama transformacién logaritmica al cambio de variable

Se puede consultar més al respecto en [9].

Ahora hablaremos de cémo algunas soluciones sencillas de (4.83) se corresponden con soluciones exactas
de (4.82) a problemas de ondas solitarias. Por ejemplo, para el caso de una onda solitaria, considérese la
siguiente solucién a (4.83)

f(X,7) = 1+ fs, con
f(X,7) = exp(—P(X — P?7)) (4.86)

La funcién W (X, 7) correspondiente, obtenida de la transformacién logaritmica, es

W(X, 1)

2(log (X, 7)) xx

0 _Pfs
3¢ (o)
(1+fs)P2fs - (_Pfs)(_Pfs)
(1+f)?

= 2

fs
(14 f5)?

Usando la identidad (4.72), vemos que la expresién (4.87) es igual a

= 2p? (4.87)

2
W = %sechQ (J;(X - P2T)) (4.88)
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De los cambios de variable (4.80), usados para pasar de las soluciones n a (4.79) vistas desde un marco
S’ a las soluciones W de (4.82), tenemos que

n(z',t) = 4hW(X(2'),7(t')) = 2hP?sech? (};(X(x’)P2T(t’))>
2 2 P \/6 / 2 /
= 2hP’sech <2h(x — P?c,t )> (4.89)

Hemos recuperado asf la forma funcional de tipo sech” asociado a una onda solitaria. De la relacién (4.89)
vemos que el maximo valor de n es A = 2hP?. Por lo tanto, se cumple que

A «
P= T \/; (4.90)

De sustituir (4.90) en (4.89) se sigue que

1 /A A
n(z',t") = Asech® (2 %\;Lé(x’—cot’)>

Asech? (;\/?;Tg(x’ — (;Lco> t’)) (4.91)

Vemos que en (4.91) aparece el coeficiente b= = %‘. Por otro lado, en el marco S’ la velocidad de nuestra
onda es ¢ — ¢,; comparando con (4.91) se tiene que

n(z',t)

A
o5 Co entonces (4.92)
A

c = (1 + 2h) Co (493)

que es la relacién (4.71) previamente obtenida entre ¢ y A. En conclusién, las observaciones anteriores nos
confirman que hemos recuperado la solucién KdV al problema de una onda solitaria a partir de la funcién
exponencial f solucién de (4.83), dada en (4.86). Esta es la ventaja de la transformacion logaritmica; a partir
de soluciones f simples de (4.83), y atin cuando esta ecuacién es no lineal, se pueden obtener soluciones de la
Ecuacién KdV que seria complicado encontrar de trabajar sélo con esta ecuacién. Por ejemplo: sabemos que
las ondas solitarias son representadas por exponenciales en la ecuacién (4.83) para f; de este modo, podemos
intentar resolver el problema de dos ondas solitarias mediante teoria de perturbaciones, proponiendo como
solucién a f una serie en términos de un pardmetro € en la que el término de orden 1 es la suma de dos
exponenciales, de manera que

f = 1 4+fi+f+0(&), con
O()  0O(e1)

fi = exp(=¢;), donde

§ = Pi(X-X,,-Plr), j=12

Las constantes X son, aproximadamente, las posiciones iniciales (al tiempo 7 = 0) de los puntos de
maxima elevacién de las ondas solitarias, llamados crestas. Naturalmente, la solucién para f requiere mas
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términos que la simple suma de dos exponenciales, ya que la ecuacién (4.83) es no lineal; sin embargo, la
estructura de esta ecuacién es tal que los términos de la serie de orden superior a 2 se anulan, siendo la
solucién exacta

f = 1 +fi+fo+Kiafife, con (4.94)
~ —— ~—=—
O(e%) O(e) O(€2)

fi = exp(—¢;),donde

§ = Pi(X-X,,—Pir), j=12, y
(P, — P)?

Ko — 2" -1
12 (P2+P1)2

En [9] y [7] se puede encontrar una discusién mds amplia respecto a la transformacién logaritmica y la
solucién de dos solitones de la ecuacién KdV.

De esta forma, la solucién al problema de dos ondas solitarias estd dada por los términos de O(e), que
representan la simple superposicién de ondas solitarias, sumados a un término cruzado fifo asociado a la
interaccién, correspondiente a O(€?) (no aparecen términos cuadraticos en una misma f;). El hecho de que la
suma de términos encontrada sea solucién para cualquier tiempo ¢ indica que las ondas solitarias mantienen
su forma después del cruce, interactuando asi como solitones. Esto serd mostrado con mayor claridad al
trabajar en la siguiente seccién con la solucién explicita al problema de dos ondas solitarias. Mediante la
transformacién logaritmica encontramos la solucion W al problema de dos ondas solitarias en la ecuacion
KdV normalizada (4.82), dada por

S
[

2
2(log f)xx =2 (8(3() log 1+£€:+£+Klzefleﬁz
fi P Kizfif2
2P12f1+P22f2+2(P2—P1)2f1f2+K12(P22f12f2+P12f1f22)
I+ fi+ fo+ Ki2f1f2)?

(4.95)

Mediante los cambios de variable (4.81) y (4.80), identificando los pardmetros que aparecen en (4.95) con
el caso de una sola onda solitaria, escribimos la solucién al problema de dos ondas solitarias para la ecuacion
KdV con dimensiones fisicas, vista tanto en el marco mévil S’ como en el fijo S:
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fﬁ-j%M(J% Jg)ﬁh+mﬂ%ﬁb+5hﬁ)

(14 fr+ fa + K12 fi1f2)?

A1f1+A2f2+2(F—W) Sifa+ Ko (Ao fi fa+ AL fif3)
1+ f1 + fo+ Ki2f1f2)?

n(f1(&), f2(&2)) = 8h

donde f;(&) = exp(=¢;), j=1,2,con (4.96)
Al ve , A V6
& = Pi(X-X; ijZT) = 2—2 T(I -2 ) — 2—}1 Tcot’
(2-1)
_ Aj \/6 ’ ’ G ’
= o7 <h> {(m — ;) — o Cot
3A;
= (/53 @ —a),) = (g =)t
(P, — Py)? <m4—m%f
ycon K15 = 5 =
(P + P1) VA + VA
1 A;
Ademés, sea — = 3—3], de modo que
b, I
I _ /. _ i —Co t/
() = (z' — ) : (cj —co) Cen S (4.97)
J
&ilx,t) = %"_Cﬂ, en S. (4.98)
J

Notemos que las §; definidas arriba difieren de la £ definida en el problema de una onda solitaria por un
factor constante b y que la posicién inicial no es nula en el caso de las primeras. Dividida por el factor de
escala b, la coordenada &; indica la posicién respecto a un marco de referencia mévil con la onda solitaria j,
en el que el origen es (aproximadamente) su punto de maxima altura.

Cabe mencionar que las soluciones de W que provienen de funciones f que satisfacen la ecuacién (4.83)
cumplen la condicién limyx_, 1o W(X,7) = 0. Esto se debe a que el miembro izquierdo de (4.83) es cero. En
general, dicho miembro puede ser igual a un valor constante ¢ y se pueden recuperar mediante la transforma-
cién logaritmica, soluciones de la ecuacion KdV. Sin embargo, la constante ¢ = 0 corresponde a soluciones W
(y por ende 1) que decaen a cero en el infinito, lo que es adecuado para nuestro estudio de ondas solitarias
en agua.

4.4.3. La interaccién de dos solitones en la Ecuacién KdV

El conocer las propiedades de la solucién al problema de una onda solitaria serd de gran utilidad para
interpretar la solucién (4.96) al estudiar su limite a tiempos muy grandes (positivos o negativos). De estos
limites se encontrard que, segin la ecuacién KdV, las ondas solitarias interactiian como solitones: después
de su cruce emergen dos ondas de propiedades idénticas a las originales (forma, altura, etc), siendo la nica
evidencia del cruce un desfasamiento en sus posiciones respecto al caso de una simple superposicién lineal.
Supondremos que A; < As, de manera que, como la velocidad aumenta con la altura de onda y las ondas
solitarias viajan en el mismo sentido en la KdV, antes de que éstas se crucen la onda de mayor altura se
encuentra detras de la menor hasta que la alcanza. Establecida la situacién fisica, analizamos los casos limite
en que t — +00:
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Antes de la interaccién de ondas solitarias (t — —o0)

Cerca de la onda menor 1 (£ ~ 0; & > 0).

Por hipétesis, nos encontramos en una posicién cercana a la cresta de la onda 1, que es el origen de
la coordenada &1, por lo cual £ ~ 0. Ademds, sabemos que mucho antes de la interaccién la onda
menor 1 va muy por delante de la onda mayor 2, de modo que la regién que estudiamos tiene una
posicién muy adelantada respecto a la cresta 2, que es el origen de la coordenada &, y por lo tanto
& > 0. De estos valores limite de los argumentos §; encontramos los limites correspondientes a

las f]‘ (gj)

fi(&) = exp(—&)lg 0 & 1 (4.99)
fa(&2) = exp(=&2)le,s0 <1

Aplicando a la solucién (4.96) de dos ondas solitarias los limites (4.99) (eliminando los términos
con f5), encontramos que la superficie libre en la regién estudiada tiene, aproximadamente, la
siguiente forma funcional:

4A1f1(61)
n(f1(&1), f2(€2)) 7(1+f1(€1))2
= Ajsech? (%) ,  por lo que
n(x,t) =~ Ajsech® (1(x—$10)—01t> (4.100)
2 b1

haciendo uso de la forma compacta (4.73) de la solucién al problema de una onda solitaria. Como
podriamos haberlo esperado de la situacion fisica analizada, al situarnos en la region de la cresta de
la onda menor antes del cruce, las ondas no han interactuado y por ende la forma de la superficie
libre es semejante a la de la onda solitaria menor 1.

Cerca de la onda mayor 2 (& ~ 0; & < 0).

Ahora nos encontramos en una posicién cercana a la cresta de la onda 2, el origen de &3, por lo que
&5 ~ 0. Como antes de la interaccién la onda mayor 2 va muy por detras de la onda 1, el origen de
&1, se tiene en este caso que &; < 0. Deducimos de estos valores de las &; los limites de las f;(¢;):

fi&) = exp(=&)lg o >1 (4.101)
f2(§2) = exp(—&)le,n0 = 1

Sustituyendo en la solucién (4.96) de dos ondas solitarias los limites (4.101) (conservando sélo los
términos cuadraticos en fi, pues son los de mayor magnitud), encontramos que la forma de la
superficie libre es aproximadamente:
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. 4AsKnf
n(f1(&1), f2(&2)) = (T Kiafo)?
L AAofy iond
= m, siendo
fg = Kipofa= elog Kizp=& — exp—(& — log K12)

~— exn (- x—xgo—CQt_bglogKm
- e by by

T — (.1'20 + by IOgKlg) — ot
= exp|-— b

= exp (— (x — (@2, ;292) — 62t>> , donde

VA - VA
0, = —bylogKis = —bylog [ Y22 V2L
2 2 10g 12 2 10g (\/Aig-i- \/Ail
— 2bylog (“42+ ”Al>. (4.102)
VA — A
1o — —0,) —
Asf: n(x,t) ~ Agsech? (233 (Iz"b b2) 02t> (4.103)
2

usando de nuevo la forma compacta (4.73) de la sech?. Como se esperaria, la superficie libre en la
region estudiada corresponde a la de la onda solitaria mayor 2; la inica modificacién se da en la
posicién inicial de su cresta, que estd retrasada por 05 del valor o, .

En la regién espacio-temporal de interaccion (&1 ~ 0; & ~ 0).

La interaccién entre ondas se da cuando sus crestas estdn en la misma zona (espacial y temporal), por
lo que la regién estudiada tiene posiciones &7 y €2 cercanas a los origenes de estas coordenadas. De esto
se sigue que:

fi(&) = eap(=&1)lg im0~ 1 (4.104)
f2(&2) = exp(—&2)lg,n0 = 1

En este caso f1 y f2 son del mismo orden de magnitud, por lo que la forma funcional de la superficie
libre no puede ser sujeta a aproximaciones y por tanto se debe usar la relacién (4.96) completa para
estudiarla. Por otra parte, de la condicion sobre las coordenadas §; para el caso estudiado, se puede dar
una aproximacién a la posicién y tiempo de cruce entre ondas (la posicién y tiempo de cruce exactos
en el caso de una simple superposicién lineal), puesto que

5107' ~ 07 SQCT ~0 =
Ter = 1, T Ciler,
Tep = X2, + cater,

de lo que se sigue que
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tor = o T2 (4.105)

C2 —C1
Coy, — C1X2,

(4.106)

Ter =
C2—C1

Después de la interaccion de ondas solitarias (t — o0)

En la posicién esperada de la onda 1 (£ = 0; & < 0).

Nos hemos ubicado en una region cerca de la que se esperaria encontrar la cresta de la onda menor
1 si es que las ondas solitarias hubieran subsistido atn después de haber interactuado de forma
no-lineal (asi que & =~ 0). En tal caso, la onda 1 ya habria sido rebasado por la onda mayor 2, por
lo que &, < 0. Los limites de las f; correspondientes a este caso son:

fil6) = exp(=&1)le,n0 = 1 (4.107)
hle) = eop(—&)lgeo > 1

Encontremos de las relaciones anteriores la forma limite de la superficie libre (al mantener tnica-
mente los términos cuadréticos en fa):

n(fi(&), f2(&2)) =~ m
O AAf
B 1+ f1)?’
fi = Kifi =85 2e78 = exp—(& — log K12)

— ex . x—xlo—clt_bllogKlg
- P by by

x — (21, + b1log K12) — 1t
= exp|— b

= exp ( (:v — (71, ;181) — clt)) , donde

\ﬁAz—\ﬁAl)Q

0, = —bilogKis = —blog [ Y22 V2L

1 1108 fL12 110g (\/A72+\/A71
VA + A

= 2b log (ﬁl> (4.108)

VA — VA
1o — —0,) —

Asi: n(x,t) ~ Ajsech® (23: (xl”b 2) Clt) (4.109)

1

Encontramos que la forma de la superficie libre en la regién estudiada es efectivamente idéntica a
la de la onda solitaria menor 1 antes del cruce; atn después de que éste ocurre no cambian ni su
altura ni su velocidad. Pero, como se habia comentado antes, hay una evidencia de la interaccién
no-lineal, y ésta es la posicion de la cresta, que se retrasa por una distancia 6; de la posicién que
se esperaria en el caso de una simple superposicion lineal entre las ondas solitarias.

En la posicién esperada de la onda 2 ({3 =~ 0; & > 0).

Estudiamos ahora la regién por la que se esperaria encontrar la cresta de la onda mayor 2 si es
que se mantiene después de su interaccién con la onda menor 1, de modo que & = 0. Como la



4.4. ONDAS SOLITARIAS Y SOLITONES KDV 45

onda 2 estarfa muy por delante de la onda menor 1, se tendria que & > 0. Los limites de las f;
correspondientes son:

filg) = exp(—&)lg 50 <1 (4.110)
f2(§2) = exp(—&)le,n0 = 1

Sustituyendo (4.110) encontramos la forma de la superficie libre en la regién estudiada (despre-
ciando los términos con fi):

442 f2(€2)
77(f1(§1)7f2(52)) (1+f2(§2))2
= Aysech? (%) ,  por lo que
n(x,t) ~ Assech® (1MM> (4.111)
2 ba

Vemos que atn después de la interacciéon también la onda solitaria 2 se mantiene, sin que cambien
su forma, altura o velocidad. Pero si comparamos la funcién (4.111) obtenida para la superficie
libre en este caso con la relacién (4.103)correspondiente a la onda 2 antes del cruce, se observa la
evidencia de la interaccién no-lineal: como en el caso de la onda 1, la posicion de la cresta sufre un
desfasamiento respecto a la posicién correspondiente a una superposicién lineal. En el caso de la

onda 2, la cresta se adelanta por la distancia 6, = 2bs log (%), que ya habiamos calculado
en (4.102).

En conclusién, de acuerdo a la solucién de la ecuacién KdV al problema de dos ondas solitarias, hemos
encontrado que dichas ondas interactiian como solitones: después de su cruce, las dos ondas solitarias emergen
sin que cambie ni su forma (dada por la funcién sech? que las describe), ni su altura, ni la velocidad con
la que se desplazan. Sin embargo, hemos encontrado que la unica diferencia entre la interaccién no lineal
propia de la KdV con el caso de una superposicion lineal es el desfasamiento de las posiciones de las crestas.
De hecho, el sentido de los desfasamientos encontrados en nuestro analisis es comprensible si imaginamos la
situacién fisica: la onda mayor 2 va detrds de la menor 1, y conforme la alcanza le va cediendo parte de su
masa de agua al cruzarse, de modo que poco a poco la onda que va adelante alcanza la altura de la onda 2,
y de esta forma la cresta 2 se adelanta respecto a su posicién previa, sufriendo un desfasamiento positivo;
por el contrario, la onda que viene detras pierde altura durante el cruce, por lo que la onda 1 menor parece
retrasarse. De hecho, ésta es una representacién fisica caracteristica de los solitones: ondas “localizadas” cuya
interaccion se puede comparar, en cierta medida, a un choque de particulas.



Capitulo 5

Experimentacion en ondas solitarias
en agua

En este apartado final de la Tesis se muestra el trabajo experimental de interaccion de ondas solitarias
en agua desarrollado en el Laboratorio de Oleaje del Instituto de Ingenieria de la UNAM, que es coordinado
por el Dr. Rodolfo Silva Casarin y el Dr. Edgar Mendoza Baldwin. Como introduccién, se da un resumen de
las investigaciones experimentales antecedentes en el tema, tanto de generacién como de interaccién de ondas
solitarias, asi como un apartado sobre el Laboratorio de Oleaje, para finalmente presentar la investigacion
experimental sobre ondas solitarias realizada en él.

5.1. Antecedentes experimentales

5.1.1. Generacién de ondas solitarias con un pistén

En el articulo [17], Guizien y Barthélemy exponen sus estudios empiricos sobre la precisién en la generacién
de una onda solitaria mediante un pistén mévil. Consideran que dicho aparato es adecuado para originar
ondas largas, puesto que éstas, de acuerdo a la teorfa de ondas en aguas someras (SW: Shallow Water
Theory) tienen una velocidad horizontal uniforme en la direccién vertical. Para generarlas, la velocidad del
pistén (cuya posicién X (¢) es funcién del tiempo) se iguala a la velocidad horizontal promedio @ del flujo que
se desea generar, de modo que

n(X,t)
uw(X,y,t)d
D S -
ar P ) '
[ dy

—h

La velocidad promedio dependerd del campo de velocidades correspondiente a la onda, y por lo tanto
diferird de acuerdo al modelo de ondas largas en el que nos basemos para deducir w. A su vez, del movimiento
que se le dé al piston dependerd que la onda solitaria generada sea de buena o mala calidad.

Los autores usaron en la generacion de ondas tres diferentes soluciones explicitas de tipo onda solitaria que
corresponden a distintas aproximaciones: KdV, de Rayleigh y ondas de aguas someras en aproximacién de
segundo orden (SW2), y las compararon con estudios previos de otro tipo de ondas, las de Goring/Boussinesq.
Para todas ellas, la forma funcional de la superficie libre es la misma:

n(x,t) = Asech? (gx - ct> (5.2)

47
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Sin embargo, las teorias difieren en el valor de los pardmetros 8 y ¢ (ver [17] para mds informacién).
Los valores correspondientes a la teoria KdV se mencionaron en la Seccién 4.4.1; los asociados a la teoria de
Ondas de Rayleigh pueden ser consultados en [4] y son

3A
5r = ma (5-3)
e = VVglh+A) (5.4)

Vale la pena mencionar que ¢, fue la relaciéon empirica encontrada por Scott Russell en su estudio de las
ondas solitarias (véase [8]).
En [17] se comenta que (5.1) y (5.2) determinan la ecuacién implicita de movimiento del pistén, que es:

2 t— X(t
X() = 2% gann (ALt =X®) (5.5)
16 2
Integrando (5.5) de —oco a +00o se puede deducir el desplazamiento total S del pistén
da
S=— 5.6
3 (5.6)

Segun (5.5) y (5.6), el movimiento para generar la onda serfa de duracién infinita; en realidad, el tiempo
durante el que el pistén se moveria se estima pensando en que el desplazamiento se trunca cuando se ha
efectuado un desplazamiento por 0.999S. Bajo esta consideracion, en el articulo [17] aparece escrita la siguiente
expresion para el tiempo 7 de movimiento del pistén:

4
T= e (tanh™"(0.999) + ) (5.7)
Sin embargo, al realizar los cdlculos indicados en [17], encontramos que la expresién correcta para T es:
4
T= e (arc tanh(0.999) + «) (5.8)

La diferencia entre (5.7) y (5.8) se debe a una cuestién de notacién.

Sus experimentos fueron desarrollados en un canal de oleaje de 36m de largo, 0.55m de ancho y 1.2m de
altura (dimensiones similares a las del Canal de Olas del IIL-UNAM), con un pistén de movimiento controlado
por una computadora. Se hacfa mover o bien resolviendo (5.5) numéricamente, o aproximando el argumento
de la tanh en el miembro derecho de (5.5) tomando X = 0 (con base en la hipétesis de desplazamientos
pequenos). Colocaron sensores resistivos del nivel de agua en distintas posiciones a lo largo del canal para
medir la altura de la superficie en dichos puntos. Se trabajé con una profundidad del agua de h = 0.20m y
h = 0.30m. Los resultados de su investigacién son, entre otros, los siguientes:

= Las ondas generadas siguiendo los pardmetros de KdV y SW2 son seguidas por una onda dispersiva
cuya altura es, en promedio, del 5% de la elevacién maxima A de la onda solitaria. En cambio, las
ondas de Rayleigh se acompanan de una pequena elevaciéon de agua cuyo tamano es, en promedio, de
un 3% de A. En ocasiones, la altura de la onda dispersiva de KdV es del doble de la correspondiente a
la onda de Rayleigh (las alturas mencionadas fueron registradas a 20m del extremo del canal en el que
se originan las olas).

= Conforme las ondas solitarias generadas usando KdV o SW2 se propagan, sus amplitudes decaen noto-
riamente, en comparacion con las ondas de Rayleigh. Si bien esto se puede atribuir a un amortiguamiento
de la ola (debido a la disipacién viscosa) dado por la denominada férmula de Keulegan, la disminu-
ciéon en amplitud predicha por esta relaciéon es menor a la observada para el primer grupo de ondas
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Figura 5.1: Disefio experimental de [17]. Posiciones de los sensores: {z;}. (0.2m< h <0.3m, 0.015m<
A <0.15m, a’ < 0.14, S <0.55m).

mencionadas. Para una profundidad de h = 0.3m, la relaciéon de Keulegan predice que la onda debe
haber disminuido su amplitud en un 3.3 % después de haber recorrido 13.5m; sin embargo, las ondas
KdV y SW2 a tal distancia decaen en su altura en un 5 o 6 %. En cambio, las ondas de Rayleigh tienen
un decaimiento en amplitud no mayor al 3%, y en promedio del 1.5%. Ademé&s, comparando con los
estudios previos de ondas de Goring/Boussinesq, se observé que para estas ondas, con una profundidad
de h = 0.1m y una altura A = 0.175h, se presentaba un atenuamiento en la amplitud del 17 % después
de 10m de recorrido, siendo el predicho por la férmula de Keulegan de 11 %. En contraste, con una
profundidad de h = 0.2m y una altura A = 0.2h, después de 13.5m de recorrido el decaimiento en
amplitud para ondas de Rayleigh es de 5.5 %, y para ondas KdV y SW2, el atenuamiento es de 8 %,
siendo el predicho por la férmula de Keulegan de 4.8 %.

Los dos resultados previos indican que las ondas de Rayleigh son las ondas solitarias de mayor pureza
entre las comparadas, puesto que el residuo que las acompana en su formacién es de menor magnitud que
el de las otras ondas con las que se experiment6. A su vez, son las ondas que alcanzan a estabilizarse con
mayor rapidez entre las estudiadas, puesto que la variacién en su altura conforme avanzan es menor que la
de las ondas solitarias asociadas a otras teorias. Estas dos observaciones son de importancia si se considera
hacer experimentos de interaccién entre dos ondas solitarias, puesto que es conveniente distinguir entre los
cambios en las propiedades de las ondas debidos a la interaccién y los correspondientes a la calidad de la
generacién de cada onda solitaria. En conclusién, las ondas solitarias indicadas para realizar experimentos
sobre la interaccién de un par de ellas son las Ondas de Rayleigh, al ser las de mayor pureza.

Como explicacién a estos resultados, se comenta en el articulo que las ondas Goring/Boussinesq, KdV y
SW2 son acompanadas de residuos que necesitan una mayor distancia para separarse de la elevacién principal
que para las ondas de Rayleigh, por lo que se da una interaccién energética de mayor duracién entre esas
dos masas de agua, dando como resultado ondas de agua de menor estabilidad. Ademads, concluyen que la
supremacia en pureza y estabilidad de las ondas de Rayleigh sobre las otras ondas estudiadas se debe a que
la teorfa de ondas de Rayleigh describe mejor el coeficiente de decaimiento 3, dado en (5.3).

5.1.2. Interacciéon de ondas solitarias en agua

W. Craig, C. Sulem y demds autores exponen en [18] su estudio numérico y experimental de las interac-
ciones entre dos ondas solitarias, enfocdndose en los cambios en sus propiedades, asi como en el residuo en la
superficie luego del cruce (ineldstico) entre ellas. Es importante mencionar que estudiaron interacciones tanto
de ondas contra-propagantes (con sentidos de movimiento opuestos, encontrdndose en su desplazamiento)
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como de co-propagantes (ondas que se desplazan en el mismo sentido, alcanzando la trasera a la onda de
adelante y por tanto, interactuando con ella); sus resultados experimentales en el ultimo tipo de interaccién
son los de interés para nuestro estudio.

Los experimentos fueron desarrollados en un canal de olas de 13.2m de largo y 0.25m de ancho, con una
profundidad del agua de (5.000£0.025)cm (las dimensiones son similares a las del apartado anterior, por un
factor cercano a 3), fijando la altura de la onda mayor en As ~ 0.4h = 2cm y variando sistemdaticamente la de
la menor, de A; =~ 0.1h = 0.5cm a A; ~ 0.3h = 1.5cm Las mediciones de la altura de la superficie del agua se
hicieron con cuatro sensores (no-invasivos) de la elevacién de agua, colocados a cierta altura de la superficie
sobre un armazon movil, desplazado sobre el canal con la velocidad promedio de las ondas estudiadas para
seguir la evoluciéon del perfil de la superficie libre a lo largo de su interaccion.

Cabe mencionar que el generador de ondas también en este caso fue un pistén controlado por una compu-
tadora, al que se le especificaba su posicién y velocidad. Para lograr la situacién co-propagante, el piston
cred dos perfiles de ondas solitarias en rapida sucesion, siendo el primero de menor amplitud que el segundo
(para que el tdltimo tuviera una mayor velocidad, y asi pudiera alcanzar al primero). Las ondas solitarias
generadas fueron del tipo KdV; esto serd de importancia al considerar sus resultados, a la luz de lo comentado
en la seccion anterior. Notaron, para el caso co-propagante, que la diferencia entre las velocidades de las dos
ondas a cruzarse no es mucha, y por lo tanto la interaccién entre ellas dura un tiempo relativamente largo,
efectudndose sobre una distancia considerable sobre el canal. Es por esto que desplazaron el armazén de
sensores con la velocidad promedio de las dos ondas, mateniéndose sobre la zona de interaccion.

Paralelamente, los resultados de sus experimentos fueron comparados con lo predicho por la teoria de
solitones de la Ecuacién KdV, y con una serie de simulaciones numéricas de ondas solitarias, usando un
algoritmo desarrollado por ellos para resolver las Ecuaciones de Euler. Notaron que, en la zona de interaccién
de crestas, la forma geométrica de la superficie registrada experimentalmente concordaba con la obtenida de
las simulaciones numeéricas, siendo diferente, justo a la mitad de la interaccién, de la dada por la solucién
de dos solitones de la ecuacion KdV. Sin embargo, también se dieron cuenta de que, en los experimentos, se
daba un atenuamiento en las amplitudes de las olas, en comparacién a las simulaciones y a la solucion a la
KdV (ddndose para esta iltima una importante sobreestimacién de la amplitud durante la mayor parte de la
interaccién), y a su vez, el desfasamiento en las posiciones de las crestas producto de la interaccién es mayor
en las simulaciones que en las observaciones experimentales (sobre todo para la onda pequena).

Estos senalamientos son atinadamente atribuidos por los autores a procesos disipativos en el experimento,
probablemente no considerados en la teoria KdV ni en las simulaciones. Dichos procesos deben ser de impor-
tancia por dos razones. La primera es que, al ser la interaccién co-propagante, la duraciéon de la interaccion
en la que seguramente se dan tales procesos es lo suficientemente larga para que sus efectos sean notables
(de lo cual también estdn conscientes los autores). La segunda razén, no considerada por ellos, se refiere a la
estabilidad de las ondas generadas experimentalmente. Como se hizo notar en el apartado anterior, las ondas
KdV “experimentales” sufren un atenuamiento considerable, bastante mayor que el propio de las ondas de
Rayleigh, y tienen una estabilidad menor que estas ultimas, al interactuar por mas tiempo con el residuo de
su generacion. Todo esto vuelve a senalar que las Ondas de Rayleigh son las indicadas para hacer un estudio
experimental de interacciones entre ondas solitarias, para que asi los cambios observados en las olas se deban
solamente a su interaccién y no a su propia estabilizacién.

Hay otros hechos observados durante su investigacién que deben ser destacados. De sus estudios numeéricos,
encuentran que después de la interaccién co-propagante, se da un incremento en la amplitud de la ola grande,
no mayor a 0.1 %, mientras que la menor pierde amplitud (sin embargo, este fenémeno no cambia de forma
monétona con las amplitudes de las dos ondas solitarias). La méxima elevacién de la superficie del agua es
en todo momento menor a la altura (final) de la mayor de las olas y mayor que la menor. Es de importancia
esto 1ltimo al considerar la calibracién de sensores en nuestro experimento, de la que hablaremos en otra
seccién, puesto que nos asegura que podemos tomar como cota superior del intervalo de medicién la altura
maxima de la ola. Acerca del residuo de la interaccion, éste se forma después del cruce detras de la menor de
las ondas solitarias; sin embargo, es tan pequeno que se debe magnificar 100 veces la grafica de la simulacién
para apreciarlo.

Por dltimo, cabe destacar la clasificacién de las interacciones (de acuerdo a sus simulaciones) en tres
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Figura 5.2: Interaccién co-propagante en [18] de dos ondas solitarias de alturas As =2.295 cm, A; =0.730 cmn
en distintos tiempos: (a) t =2.90304s, (b) 5.50196 s, (c) 6.40513 s, (d) 7.05025 s, (e) 7.60014 s, (f) 8.50024 s,
(g) 9.50478 s, y (h) 11.30191 s: Simulaciones (linea continua), Datos experimentales (puntos), Solucién KdV
de 2 solitones (linea punteada). Se ha alineado el centro de masa de todas las graficas de elevacién de agua.
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distintos tipos, analogos a tres categorias de colisiones soliténicas en la Ecuacién KdV, llamadas categorias
de Lax:

Tipo A: Se da cuando las alturas de las olas son comparables; en todo momento en la interaccién hay dos
crestas bien definidas, siempre separadas, ddndose un intercambio de alturas entre ellas para que asi la
mayor supere a la menor.

Tipo C: Observada al ser dispares las alturas de las olas. La ola menor, al ser alcanzada por la mayor, es
absorbida en ella, acelerdandose la cresta mayor. Se forma asi una tnica cresta, de la que después sale
reemitida la cresta menor por su parte trasera, para luego separarse de ella y formarse definitivamente
las dos crestas.

Tipo B: Es un régimen de colisién intermedio entre los dos tipos anteriores, de comportamiento mas com-
plicado. Primero, la cresta pequena es absorbida y luego reemitida de la ola mayor, después de lo cual
hay una regién central de dos crestas. En ella la ola menor crece y la mayor disminuye, intercambiando
asi sus alturas. La separacién de las crestas se da de forma similiar a lo mencionado.

Si bien toda simulacién de colisién pertenecia a alguna de estas tres categorias, ya encontradas en la teoria
de interacciones soliténicas de la Ecuacién KdV, la transicién observada de un régimen de colisién a otro no
concuerda con el predicho por esta teoria. Definiendo como A, la altura de la ola mayor y A; la de la menor,

la transicién del tipo de colisién A al B se da, segin la teoria, cuando: f‘—f = 3+T‘/5 ~ 2.62, y la transicién
de B a C cuando: ﬁ—? = 3. Sin embargo, ellos encontraron que las transiciones entre regimenes de colision no
son simples funciones de la proporcién de amplitudes, variando de acuerdo al valor de A;, o de A,. Para el
caso que ellos estudiaron, A, = 0.4h, siendo h la profundidad del agua, la transicién de A a B se dié cuando:
f\—f = 2.941, y la de B a C cuando: ‘2—? = 3.536. Es notable el comportamiento de la superficie libre en la
zona de interaccién justo cuando el juego de parametros es tal que coincide con el de la transiciéon entre B y
C: en este caso se forma una sola cresta central, a punto de romperse en dos crestas separadas, pareciendo
propagarse en ese momento a “velocidad infinita”. En realidad, dicha velocidad infinita es aparente, pues
realmente debe haber dos crestas tan pegadas que no se distinguen, aumentando eventualmente la altura de
la cresta menor.

Es importante saber que las transiciones entre regimenes no tienen una dependencia sencilla en términos
de los parametros de interés. De este modo, parece conveniente para nuestro experimento mantener fijos
tantos de ellos como se puedan; los méas naturales a controlar son la profundidad h y la altura de la ola
mayor, Ay, variando asi Aj.

Cabe mencionar que el grado de inelasticidad de las “colisiones” entre ondas depende del tipo de interac-
cién. Para el tipo A, en el que siempre hay dos crestas bien diferenciadas, la colisién entre las masas de agua
es de un cardcter mas eldstico que para los tipos B y C, de menor “pureza” de interaccién, en los cuales se
juntan las ondas en una sola cresta (al menos por cierto tiempo), y por tanto en estos tltimos regimenes se da
una mayor transferencia de energia en la formacién del residuo de la colision. Esto también se debera consi-
derar al comparar los perfiles antes y después de la interaccién de ondas solitarias en nuestros experimentos,
esperando una mayor similitud entre ellos para colisiones tipo A que para B y C, dada la influencia de los

procesos disipativos presentes.

5.2. Laboratorio de Oleaje del Instituto de Ingenieria de la UNAM

5.2.1. Generacién de Oleaje

Nuestros experimentos de interaccién entre ondas solitarias se desarrollaron en el Laboratorio de Oleaje
del Instituto de Ingenieria de la UNAM, que cuenta con un Canal de Olas de 35m de largo, 0.8m de ancho
y 1.2m de altura (fig. 5.3) . Para generar olas en el canal, se hace mover un pistén vertical ubicado en
uno de sus extremos, mediante un motor eléctrico controlado por la aplicacién de cémputo HP Wavemaker.
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Figura 5.3: Canal de Olas del Instituto de Ingenieria, UNAM

Con tal aplicacién bien se puede generar un tipo de oleaje preconfigurado (sinusoidal, por ejemplo, con
ciertos pardmetros de frecuencia, altura de ola, etc.), o bien, cuando el oleaje que se desea generar no viene
preconfigurado (como en el caso de las ondas solitarias), se hace lectura de un archivo de datos, dado por el
usuario, en el que se encuentra indicada la posicién del pistén a lo largo de un intervalo de tiempo.

En la generacién del oleaje, es importante considerar la denominada funcién de transferencia (hidraulica)
del piston. Se llama asi a la proporcién entre la altura de ola generada y el desplazamiento del pistén requerido
para ello; dicho factor varfa de 0.6 a 2.0, aumentando su valor con la profundidad (y también con la frecuencia
de la onda). La funcién de transferencia se determina a partir de ensayos experimentales en el canal a una
profundidad h dada, si bien existen valores tedricos para ella (ver [22]). La labor experimental en el Canal de
Olas usualmente requiere de profundidades mayores a 0.30m, para las cuales se han establecido empiricamente
las funciones de transferencia correspondientes. En la experimentacion realizada, no obstante, se trabajé con
una profundidad menor (h =0.16m), por lo cual se requirié usar una funcién de transferencia tedrica.

También es importante considerar que hay limitaciones en la altura de ola que es posible alcanzar a
cierta profundidad h. La primera limitacién se debe al rompimiento de la ola al rebasar cierta altura; en
el caso particular de una onda solitaria, la maxima altura por rompimiento es, teéricamente, A ~ 0.78h, y
empiricamente A ~ 0.7h (véase [7]). Las otras limitaciones estén relacionadas con el desempefio del pistén:
el maximo desplazamiento, velocidad y fuerza que puede alcanzar. En principio, el manual [20] especifica los
siguientes valores limite:

Maéaximo Desplazamiento: S = 0.86 m
Méxima Velocidad: U = 0.75 m/s (5.9)
Maxima Fuerza: F = 3.2 kN

Lo cierto es que la limitacién en la altura de las olas por estos factores depende de la profundidad h
del agua, determindndose tal dependencia a partir de evaluaciones empiricas del pistén (realizadas antes de
nuestra participacién en el Canal). De este modo, la limitacién en la altura Apsx, por desplazamiento del
pistén depende de h en la forma:
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Figura 5.4: Sensor resistivo del nivel de agua

Amaxs = 0.3471570893 — 0.5103806009h + 0.4239129782h>
— 0.1774624638h> + 0.0241709257h*  (5.10)

Y la dependencia en h de la maxima altura A, (k) limitada por la velocidad del pistén es:

Amaxy, = 0.04165030194 + 0.7280900439h — 1.1311647297h2
+ 1396348913 — 0.5768227176h*  (5.11)

5.2.2. Instrumentos de Medicion: Sensores Resistivos

Los instrumentos utilizados para medir el nivel de agua sobre posiciones fijas del canal fueron los sensores
resistivos del nivel del agua (fig. 5.4). Estos sensores estdan formados por dos varas metélicas paralelas, unidas
en sus extremos inferiores por un aislante, y en los superiores por un conductor, conectado con un cable a
una terminal. Cada sensor se fija verticalmente sobre un soporte metdlico (ver figura 5.5), dejando que parte
de él esté sumergido en el agua, la que cierra el circuito entre el par de varillas. Dado que hay una respuesta
lineal (por la Ley de Ohm) de la corriente del circuito a la longitud de la seccién de las varillas por la que
circula (aumentando la corriente mientras mds sumergido estd el sensor), se puede medir indirectamente, a
través del voltaje de salida en que es convertida la corriente en cada sensor, la elevacién del agua respecto
al nivel de la superficie en reposo. De acuerdo al manual [23], el limite de resolucién de los sensores es, en
general: dY = 4+ 0.2 mm.

Previo al inicio de toda sesién experimental, se realiza la calibracion de los sensores de nivel, usando
un programa de cémputo. En la calibracion se toma un nivel de agua de referencia, que normalmente es el
del agua en reposo, estableciendo en cero (mediante potenciémetros) los voltajes de todos los sensores a ese
nivel. Posteriormente, se varia la longitud de los sensores que estd sumergida en agua, y el programa registra
el voltaje correspondiente a esta diferencia en el nivel de agua del sensor; este proceso se realiza dos veces,
de forma que se tienen, junto con el cero para el nivel de referencia, tres valores de voltaje en funcién del
nivel de agua para cada sensor. El programa ajusta a cada triada de datos una recta por minimos cuadrados,
obteniéndose asi, para cada sensor, la relacién entre el voltaje registrado en cada sensor y la elevacién de agua
que le corresponde. Finalmente, el programa escribe en un archivo los pardmetros (pendientes, ordenadas al
origen y coeficientes de correlacién R? de los ajustes lineales realizados). La calibracién se considera aceptable
cuando R? > 0.99990.
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Figura 5.5: Grupo de sensores de nivel montados en un soporte metalico.

5.2.3. Adquisiciéon de Datos

Para realizar mediciones en un ensayo experimental se usa un programa de adquisicién de datos. En él
se deben indicar el nlimero de sensores usados (que en nuestros experimentos fue 11, todos los disponibles
en el laboratorio), asi como la frecuencia de muestreo (la frecuencia de registro del voltaje de salida en los
sensores) y el niimero de datos a registrar. En nuestros experimentos se usé una frecuencia de muestreo de 50
Hz, y puesto que en la mayoria de los casos la duracién de los experimentos era menor a 30s, generalmente en
cada ensayo se archivaron 1500 datos. Cada conjunto de datos asociado a un sensor es calibrado con el ajuste
lineal correspondiente, para pasar asi de las mediciones de voltaje a los valores de la elevacion del agua.

5.3. Experimentos de cruce de dos ondas solitarias

5.3.1. Planeacion y Desarrollo Experimental

El objetivo de nuestros experimentos fue lograr el cruce de dos ondas solitarias copropagantes de diferentes
alturas Ay, Ay (A; < As) a lo largo de un canal de agua a una profundidad h, y observar si su interaccién
es de tipo soliténica: es decir, si después del cruce el perfil de la superficie libre corresponde al de dos ondas
solitarias de caracteristicas semejantes a las originales, pero ahora con la onda de mayor altura delante de la
menor y con un desfasamiento en las posiciones de las crestas.

Se dispuso de una longitud de 30m en el canal para los experimentos. En el extremo opuesto al piston,
se colocaron costales de arena y rocas con un perfil parabdlico, para asi minimizar la reflexién de las ondas
solitarias. Como se comentd en la Seccién 5.1.2; para estudiar sistematicamente la naturaleza de las interac-
ciones, se decidié mantener fijas tanto la profundidad h como la altura de la onda mayor As, y se tomé como
Unico parametro variable la altura de la onda menor A;. El valor de la profundidad del agua con la que se
trabajé, h = 0.16m se escogié de modo que las ondas solitarias alcanzaran a separarse después de su interac-
ci6n (de acuerdo a la férmula de Russell (5.4) para la velocidad de una onda solitaria, ¢, = y/g(h + A), por
lo que, conforme la profundidad sea mayor, la velocidad relativa ¢; — co entre dos ondas solitarias serd menor,
requiriendo una mayor longitud de recorrido para separarse). La amplitud de la onda mayor se fij6 en Ay =~ 8
cm (ag = 0.5), la mayor altura que fue posible generar, dada h, sin que se presentaran efectos de rompimiento
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en la onda. De esta forma, en lo que se refiere a la onda mayor, nuestros experimentos tienen un caracter
no-lineal més alto que los realizados por Craig et. al. en [18], dado el valor de as. La altura de la onda menor
tomo valores desde A; ~ 2 cm (o ~ 0.13, A1 /A ~ 0.25) hasta A} =~ 5 cm (ag = 0.3, A1 /A3 = 0.6), con el fin
de observar distintos tipos de interaccién dadas las proporciones entre alturas. Vemos que las alturas menores
utilizadas tienen pardmetros o de valores similares a los de [18].

Se buscé generar el par de ondas solitarias de la siguiente forma: primero se le proporcionaba al pistén
el movimiento adecuado para generar la onda de menor amplitud, después se dejaba pasar cierto intervalo
de tiempo T, v finalmente se movia al pistéon de forma que generara la onda mayor, que alcanzaria a la
primera. En un principio, para generar cada onda se hacia mover al piston de acuerdo a la ecuacién de
movimiento (5.5) linealizada (es decir, tomando X = 0 dentro del argumento de la tanh), con los pardmetros
de Rayleigh 8, (5.3) y ¢, (5.4) y con el tiempo de movimiento de la pala 7 dado por (5.8). Sin embargo, al
proceder de esta forma se observé que para la mayoria de las parejas de alturas de ondas solitarias la onda
mayor rompia, independientemente del tiempo 7;,; entre generacién de ondas; en los tinicos casos en los que
no se daba el rompimiento las ondas eran de alturas tan semejantes que no se alcanzaba a dar la interaccién
sobre el canal. Cabe mencionar también que el rompimiento no se presentaba cuando se generaba una sola
onda solitaria. Por otra parte, antes de haber realizado los célculos explicitos para llegar a la férmula (5.8),
se realizaron pruebas experimentales en las que se usé para 7 la relacién (5.7). Se observé que, aunque las
ondas solitarias generadas no eran de la altura esperada, éstas eran reproducibles , y no se presentaba el
rompimiento al generar dos ondas solitarias consecutivas de esta forma. Por tales razones, se decidié proceder
de la tdltima forma descrita para generar las ondas solitarias en nuestros experimentos. Los archivos de datos
con la posicién del piston en el tiempo se elaboraron mediante un cédigo en Fortran previamente desarrollado
por el Dr. Rodolfo Silva.

Hay tres zonas en el canal en las que el perfil de la superficie libre durante el experimento es de natural
interés: cerca del piston, para registrar los perfiles iniciales de las ondas solitarias; la regiéon de cruce entre
olas (aunque ésta abarca una gran longitud del canal); y cerca del extremo final del canal, para observar si
la superficie libre después de la interaccion corresponde al de dos ondas solitarias semejantes a las originales.
En el Laboratorio de Oleaje se disponia de once sensores de nivel y cuatro soportes metdlicos para ellos, por
lo que sélo se podria monitorear el nivel del agua en cuatro regiones del canal. De forma que los once sensores
se dispusieron en las siguientes zonas (dado que el canal estd dividido cada 2 metros por marcos (véase fig.
5.3), por conveniencia se decidié tomar al marco més cercano al pistén como el cero de referencia para indicar
posiciones; dicho origen estd a 0.84m de la posicién del pistén en reposo):

1. Zona I: Un par de sensores para medir los perfiles iniciales de las ondas (y de forma indirecta sus
velocidades promedio), ubicados en las posiciones: Xg, = 6.68m, Xg, = 7.18m.

2. Zona II: Tres sensores para registrar el principio de la interaccién, en las posiciones: Xg, = 11.74m,
Xs, = 12.33m, Xg, = 13.05m.

3. Zona III: Cuatro sensores para observar la fase final de la interaccion, en las posiciones: Xg, = 19.77m,
Xg, = 20.66m, Xg, = 21.56m, Xg, = 22.46m.

4. Zona IV: Dos sensores para medir los perfiles finales de las ondas (y velocidades promedio) en caso de
que se diera una interaccién soliténica, en las posiciones: Xg,0 = 27.35m, Xg,; = 27.85m.

La Zona I fue escogida de forma que a tal distancia del pistén llegaran los perfiles ya establecidos de
ambas ondas, sin que se hubieran cruzado apreciablemente. Ante la imposibilidad de monitorear toda la
regién de interaccién (dada la cantidad de soportes para sensores y su longitud), se decidié estudiar el perfil
en las Zonas II y III, disponiendo en ellas la mayor cantidad de sensores. Respecto a la Zona IV, su posicién
satisfizo dos condiciones: que las ondas resultantes de la interaccion llegaran a ella separadas; y que estuviera
lo suficientemente alejada del extremo final del canal, para que la reflexion en él no afectara la medicion de
los perfiles finales.

El tiempo 7;,; entre la generacion consecutiva de las ondas se determind empiricamente para cada valor
de la altura menor. Para escogerlo, se buscé que con dicho 7;,; tanto los perfiles iniciales como finales de las
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Figura 5.6: Perfil de la onda menor antes del cruce. A; = 3.26cm, Xg; = 6.68m.

Figura 5.7: Perfil de la onda mayor antes del cruce, As = 7.99 cm, Xg1=6.68 m.

ondas fueran aceptables: que estuvieran suficientemente separadas y, en el caso de los perfiles finales, que
fueran suaves y estabilizados.

En conclusién, cada experimento, determinado por su juego de pardmetros h, a, A y T, fue realizado
diez veces, dejando reposar al agua del canal aproximadamente por ocho minutos, para después generar el
par de ondas solitarias de acuerdo a lo mencionado. En las pruebas experimentales usadas para determinar
el tiempo 7;,+ adecuado para cada experimento, el agua no se dejé reposar por mucho tiempo, ni tampoco se
realizaron varias mediciones con un mismo juego de parametros; sin embargo, las pruebas con un distinto 7;,+
al de los experimentos definitivos nos fueron ttiles para observar en las mediciones de los sensores fases de la
interaccién que no era posible medir con el 7;,; definitivo. De cualquier forma, al pensar en la reproducibilidad
de lo observado en estas pruebas debe tenerse en cuenta la forma en que fueron realizadas.

En las fotografias 5.6 - 5.11 se muestran diversas etapas del experimento de cruce con h = 16cm, A; =
3.26cm y Ay = 7.99cm.
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Figura 5.8: Superficie libre al inicio de la interaccién (Zona II).

Figura 5.9: Superficie libre a la mitad de la interaccién (perfil de meseta con dos crestas) a 15 m del pistén.
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Figura 5.10: Superficie libre después de la interaccién (Zona SIII): la cresta delantera es la mayor.

Figura 5.11: Superficie libre a 23 m del pistén: separacién de las ondas solitarias.
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5.3.2. Analisis de Datos y Resultados

Para analizar los datos de elevacién de agua vs. tiempo medidos en cada experimento, se realizé6 un
programa en Matlab. Dicho programa permite al usuario seleccionar los intervalos de tiempo de medicién de
su interés para cada sensor e indicar los extremos de las ondas solitarias observadas en los perfiles iniciales y
finales de elevacién. Después ajusta una funcién sech? a las mediciones de los perfiles iniciales y finales de las
ondas , y al perfil inicial la solucién de dos solitones de la Ecuacién KdV de parametros mas convenientes, al
resolver los problemas no lineales de minimos cuadrados resultantes mediante un algoritmo de optimizacion
incluido en Matlab (subrutina 1sqcurvefit). Posteriormente, realiza una comparacién de las ondas solitarias
antes y después del cruce (mostrando ambas en una gréfica), contrasta las variables asociadas a ellas con
los valores predichos por la teoria de ondas largas (en particular con los derivados de la soluciéon KdV
ajustada), y despliega graficas de las mediciones de elevacién vs. el tiempo para cada sensor fijo, junto con
la elevacién predicha por la solucién KAV de dos solitones, y los ajustes sech? correspondientes en el caso de
los sensores iniciales y finales. Al observar las graficas, debe tenerse en cuenta que éstas no muestran el perfil
de la superficie a un tiempo dado, sino que indican la elevacién del agua sobre la posicion fija del sensor en
distintos tiempos de medicién.

A falta de férmulas de incertidumbre para los parametros involucrados en los ajustes no lineales de curvas,
les fueron asignadas las incertidumbres de las variables experimentales con las que estaban relacionadas (por
ejemplo, a la altura estimada en el ajuste sech? se le asigné como incertidumbre la de las elevaciones de
agua, 0.2mm). Cabe mencionar que en el programa fueron usados los criterios convencionales de asignacién
de incertidumbres para variables de medicién tanto directa como indirecta, enlistados en [19].

Se estudié por separado cada juego de alturas de ondas solitarias, analizando diez mediciones con sensores
en zonas intermedias (SIIy SIIT). Posteriormente, se promediaron los pardmetros del cruce de ondas solitarias
obtenidos del anélisis de los diez experimentos (calculando la desviacién tipica experimental correspondiente a
cada valor promedio); esto permitié observar que los pardmetros mencionados tienen un cardcter reproducible,
y también condensar la informacién experimental obtenida en un conjunto de valores caracteristicos. En lo
siguiente, toda observacién cuantitativa de estos parametros de cruce se referird a sus valores promedio.
Mostramos a continuacién lo obtenido del andlisis para dos juegos de alturas de ondas solitarias, uno con
A; = 1.90cm y otro con A; = 3.26cm, estudiando la evolucién del perfil de elevacién conforme las ondas
avanzan sobre el canal.

Experimento h =16 cm, 4; =1.90 cm («o; = 0.12), A3 = 8.27 cm (e = 0.51); 74t =0.4 seg.
1. Perfiles iniciales (Zona SI):

En la figura 5.12 se muestran los perfiles de las ondas solitarias registradas por el sensor S1 (en la
posicién Xg;=6.68m) conforme éstas pasan por él. Se observa que el ajuste de las curvas sech? a las
mediciones es aceptable, aunque las “colas” de las ondas ubicadas en la zona intermedia a ellas ya
han comenzado a traslaparse, lo que tal vez hace que el decaimiento de la onda mayor hacia la zona
intermedia a las crestas difiera del ajuste. En la solucion KdV de dos solitones ajustada las ondas
aparecen algo mas separadas, siendo de menor altura la zona intermedia a las crestas, debiéndose esto
en parte a que el ajuste KdV predice para la onda mayor un coeficiente 35 de mayor valor que el asociado
a los datos con el ajuste sech? (en promedio, con una diferencia relativa de 9 %), y por tanto la longitud
de esta onda se estima menor al valor observado; el coeficiente 31 asociado a los datos mediante el ajuste
sech? difiere del esperado del ajuste KdV en menos de 1%. Cabe mencionar que los ajustes subestiman
muy ligeramente la altura de las ondas solitarias: en promedio, la altura del ajuste KdV es menor en
un 2% para la onda chica y en menos de 1% para la onda grande; para los ajustes sech?, su altura es
menor a la méxima medicién de elevacién en menos de 1% para la menor y en 1% para la mayor. Por
otra parte, las velocidades experimentales iniciales de las ondas solitarias fueron bastante cercanas a
los valores predichos por la Ecuacién KdV: para la onda menor, ¢; = 1.33 £ 0.03"* (concordando con
la velocidad KdV dentro de los limites de medicién), y para la onda mayor, ¢; = 1.55 £ 0.03™* (siendo
la velocidad KdV mayor tan sélo en 2 %).
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Figura 5.12: Elevacién (n) vs. Tiempo (t) antes del cruce: A; =1.90cm, Xg; =6.68m, 7;,,; =0.4s.

2. Principio de la interaccién (Zona SII):

En las graficas 5.13 (correspondiente a una prueba experimental medida en S2 con un tiempo entre
generacién de las ondas de 7,y = 0.2s) y 5.14 (medicién en el sensor S3, Xg3 = 11.74m) se sigue
observando una elevacién con dos crestas, pero éstas se han unido en una sola masa de agua. Aunque
la altura de la cresta menor ha aumentado muy ligeramente, la de la cresta mayor ha disminuido
considerablemente, probablemente porque cedié masa a la zona intermedia a las ondas, que ahora
estd llena de agua.

El comportamiento de la elevacién en el tiempo predicho por la solucién KdV sobre la posicién de los
sensores de la zona SII, en la primera parte de la interaccién, coincide cualitativamente con el medido:
la zona entre crestas se va alisando conforme las ondas avanzan sobre el canal, hasta que la cresta menor
termina por convertirse en un “apéndice” de la cresta mayor (véanse las graficas 5.14, de S3, 5.15, de
S4, Xg4 =12.33m, y 5.16, de S5, Xg5 =13.05m). De este modo, se ha formado una sola masa de agua
en la que sobresale una cresta, que es de menor altura que en la solucién KdV.

Sin embargo, hay diferencias cuantitativas entre los datos y la teoria al inicio de la interaccién; vale la
pena mencionarlas porque dan una idea de lo que sucede en este proceso. La elevacion ngqy (t) de la
solucién KdV se ha adelantado ligeramente en el tiempo a la medicién en la figura 5.14, lo que se observa
al considerar la cresta menor; en cambio, la cresta mayor de la solucién KdV presenta un adelanto en
el tiempo notable respecto a su contraparte experimental, por lo que las crestas estdn mas cerca en la
teoria que en el experimento. Recordando que inicialmente las ondas estaban mas separadas para la
solucién KdV que para las mediciones, se puede pensar que la teoria sobrestima la rapidez con la que
se da la unién de las ondas al interactuar (aunque también podria influir el hecho de que la teorfa KdV
subestima la longitud de la onda mayor, por lo que las ondas se pueden acercar més). Si se observan las
graficas 5.15 y 5.16, se podrd notar que la zona asociada a la cresta menor de la solucién KdV, conforme
avanza sobre el canal, se adelanta temporalmente cada vez més respecto a su contraparte experimental.
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Figura 5.13: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, X gy =7.18m, 7, =0.2s. (Prueba)

Figura 5.14: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, X g5 =11.74m, 7;,; =0.4s.
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Figura 5.15: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, Xgq4 =12.33m, 75,,; =0.4s.

Por otra parte, se observé un fendémeno interesante en el sensor S5 que vale la pena comentar. En las
mediciones de S3 (fig. 5.14) y S4 (fig. 5.15) la cresta grande es de mayor altura para la medicién que para
la solucion KdV; tal vez esto se debe a que la longitud de la onda grande medida experimentalmente
es mayor que en la teoria, de modo que la masa de agua que la conforma es mayor y entonces la
disminucién en su altura debido a la interaccién es menor que en la teoria. Sin embargo, en las diez
mediciones realizadas en S5, donde se ve cémo se completa la adhesion de la cresta menor a la mayor,
forméndose una sola masa de agua (grafica 5.16), siempre se observé que la altura de la onda grande
experimental pasaba a ser menor que la predicha por la ecuacién KdV | lo cual es algo extrano, ya
que en el ajuste KAV las crestas son mas cercanas, de forma que la interaccién estd, en cierta forma,
més avanzada. Serfa interesante determinar las causas de este fendmeno, si es resultado de la evolucién
natural del fluido o si puede estar asociado al paso del agua por los sensores resistivos.

Los datos de pruebas experimentales realizadas con diferentes tiempos entre generacion de ondas so-
litarias nos dan una idea de la evolucién de la superficie libre a la mitad de la interaccién. De nuevo
hacemos énfasis en que las gréaficas de estas pruebas experimentales sirven solamente para tener una
idea cualitativa de la interacciéon, pues su 7;,; es diferente al de las mediciones definitivas, 0.4seg, por lo
que en sentido estricto el experimento de cruce de las pruebas es distinto al definitivo; ademas, en las
pruebas no se cuidé de mantener en reposo el agua del canal por ocho minutos antes del experimento y
tampoco se realizdé un gran niimero de ensayos para cada una de ellas, como se hizo en las mediciones
definitivas, por lo que la reproducibilidad de lo observado en las graficas de estas pruebas experimen-
tales no es del todo segura (de hecho, por tales razones no nos debe preocupar que en algunas de estas
gréficas la maxima altura de los datos no sea menor que la de la KdV). De cualquier forma, comenta-
mos que en las graficas de pruebas 5.17, 5.18 y 5.19 se puede ver que el apéndice se va introduciendo
en la cresta mayor, hasta que en la figura 5.20 se observa una elevacién de agua suave, formada por
una cresta algo achatada. Nuevamente, podemos observar que la fase de la interaccién presentada en
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Figura 5.16: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, X g5 =13.05m, 74, =0.4s.

el ajuste KdV estd adelantada a las observaciones experimentales. Ademas, la ecuacién KdV predice
una inmersién del apéndice a la cresta mayor algo més discreta que la experimental (véanse las figuras
5.17 y 5.18), teniendo la elevacién del agua a la mitad de la interaccién una cresta ciertamente aguda
(confréntense las graficas 5.19 y 5.20).

. Desenlace de la interaccién (Zona SIII):

Las figuras 5.21 - 5.28 muestran una elevacién con una cresta de mayor altura en su parte delantera,
junto a un “apéndice” de tamano considerable detras, que se van separando conforme avanzan sobre
el canal hasta que se forman dos ondas solitarias. Para tener una imagen cualitativa del proceso de
separacion es de gran ayuda mostrar graficas de una prueba experimental con 7;,; =0.5s. De esta forma,
observamos que la gréifica experimental 5.21 es casi simétrica a la de la figura 5.17; en ambas se observa
una suave ondulacién detrds de la elevacién de agua. Notese que el ajuste KAV de la fig. 5.21 estd de
nuevo adelantado en la fase de la interaccion, mostrando el inicio de la separacién de la cresta mayor
del apéndice. En la figura 5.22 se observa una elevacién algo similar, pero no simétrica, a las observadas
en las graficas 5.15 y 5.16, ya que no es suave la zona de decaimiento del apéndice. Después, en la figura
5.23, se observa que al separarse el apéndice de la cresta mayor surge una pequena cresta con una altura
del orden de milimetros.

Las mediciones experimentales en SIII completan la imagen. En la figura 5.24, correspondiente a S6
(Xg6 =19.77m), se observa que la ondulacién detrds de la elevacién se ha suavizado y que la cresta
pequena surgida anteriormente es sélo una protuberancia sobre el apéndice. En cambio, en el ajuste
KdV la forma del apéndice es mucho mas suave; de nuevo esta grafica estd adelantada en la fase de la
interaccion respecto al experimento, al estar ya delineada la cresta menor, a la mitad de su separacién
de la cresta grande, que aparece de mayor altura que su contraparte experimental. Ademas, la elevacién
tedrica sigue estando adelantada en el tiempo a la experimental. Las siguientes graficas muestran cémo
surge la cresta de la onda menor después del cruce, y lo que es interesante es que el proceso por el que
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Figura 5.17: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, X g5 =13.05m, 7;,; =0.3s. (Prueba)

Figura 5.18: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, X g5 =11.74m, 7;,; =0.2s. (Prueba)
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Figura 5.19: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, X g4 =12.33m, 74,; =0.2s. (Prueba)

Figura 5.20: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, X g5 =13.05m, 7;,,; =0.2s. (Prueba)
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Figura 5.21: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, Xgg =19.77m, 7;,; =0.5s. (Prueba)

se forma difiere en cierta medida del predicho por la ecuacién KdV. Contra lo que se habria esperado,
no se origina de la pequena cresta aparecida anteriormente: en la gréfica de S7 (Xg7 =20.66m, fig. 5.25)
se observa que la parte trasera de la elevacién primero le iguala en altura, para después originarse de
ella la cresta de la onda menor, como se muestra en las grificas de S8 (Xgs =21.56m, fig. 5.26), S9
(Xg9 =22.46m, 5.27) y la figura 5.28 (prueba con 7, =0.28); la pequena cresta se vuelve s6lo una
ligera protuberancia que desciende sobre la zona intermedia a las crestas, y la cresta mayor va ganando
altura conforme avanza sobre el canal. Como ya se ha comentado, el ajuste KAV en S7, S8 y S9 muestra
un proceso de separacion entre crestas mas sencillo que el experimental y también méas adelantado en
tiempo y fase, como se deduce de la separacién entre crestas y la altura de la onda mayor.

4. Perfiles finales (Zona SIV):

Las gréaficas 5.29 y 5.30, correspondientes a los datos registrados en los sensores S10 y S11, muestran
ya dos ondas solitarias separadas, con una zona intermedia algo perturbada, al aparecer la pequena
cresta como un residuo que acompana a la onda mayor. Al respecto, es importante comentar que al
analizar las graficas de mediciones del mismo experimento sin sensores intermedios presentes (midiendo
unicamente los perfiles iniciales y finales de las ondas) también aparece esta protuberancia a un lado
del perfil final de la onda mayor; de esta forma, si se considera al residuo como una evidencia del
proceso de desenlace descrito para la interaccion experimental, esto sugiere en cierta medida que dicho
proceso de desenlace es resultado de la evolucién natural del fluido y no se debe al paso del agua por
los sensores. Respecto al ajuste KAV, se pueden observar en la graficas 5.29 y 5.30 de S10 y S11 dos
ondas algo mas separadas entre si, con una zona intermedia limpia, sin la presencia de la protuberancia
como residuo; tales ondas estdn adelantadas en el tiempo respecto a sus contrapartes experimentales,
con alturas cercanas a las iniciales. Sobre los parametros experimentales de las ondas finales, podemos
decir que en S10 (Xg19 =27.35m, véase fig. 5.29), tanto la onda mayor como la menor (esta tltima con
un perfil no tan suave) son de alturas cercanas a las originales, pero menores (con diferencias relativas
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Figura 5.22: Elevacién () vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, X g7 =20.66m, 7;,; =0.5s. (Prueba)

Figura 5.23: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, Xgg =21.56m, 7;,,; =0.5s. (Prueba)
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Figura 5.24: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, Xg¢ =19.77m, 7;5,; =0.4s.

Figura 5.25: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, X g7 =20.66m, 7;,; =0.4s.
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Figura 5.26: Gréfica de Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A3 =1.90cm, Xgg =21.56m), 7;n; =0.4s.

Figura 5.27: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =1.90cm, X g9 =22.46m, 7;,; =0.4s.
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Figura 5.28: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A; =1.90cm, Xgg =21.56m, 7;,; =0.2s. (Prueba)

del 6 %), mientras que las ondas del ajuste KdV parecen haber alcanzado sus alturas originales: ahora
las alturas del ajuste de las ondas KdV son mayores a las experimentales, en un 3% a la chica y en
6% a la grande. En S11 (Xg11 = 27.85m), para el que se observa que el perfil de la onda menor se ha
establecido con una forma més suave (figura 5.30), ambas ondas han aumentando sus alturas respecto
a S10, pero siguen siendo menores a las mediciones originales (en 4 %, aproximadamente) y a las ondas
del ajuste KdV (en 2% la menor y 4% la mayor). Respecto a los coeficientes [ del ajuste sech? en
S11, el de la onda menor ha disminuido en 5% respecto a su valor original en S1 (y también respecto
al valor asociado al ajuste KdV), mientras que el de la onda mayor aument6 3 % en comparacién a su
valor en S1 (siendo ahora mds chico que el del ajuste KdV sélo por 6 %). Las velocidades finales ¢; de
las ondas son bastante cercanas a los valores de KdV: la de la onda menor es, dentro de los limites
experimentales, igual a la registrada originalmente (y a su vez a la prediccién KdV), y la de la onda
mayor es 3% menor a la original (y 5% menor a la propia de KdV). En conclusién, todo esto indica que
la interaccién entre las ondas solitarias fue soliténica, con ciertas diferencias ya comentadas respecto
al comportamiento de la interaccién para la solucién de dos solitones de la Ecuacién KdV, habiéndose
dado casi por completo la interaccion en la posicion del sensor S11: puede ser que falte poco para que
las ondas terminen de alcanzar su forma final y asi queden establecidos sus valores de altura (4;) y
longitud (dados indirectamente por los coeficientes ().
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Figura 5.29: Elevacién (n) vs. Tiempo (t) después del cruce: A; =1.90cm, Xg10 =27.35m, 7;,,; =0.4s.

Figura 5.30: Elevacién (1) vs. Tiempo (t) después del cruce: A; =1.90cm, Xg11 =27.85m, 7, =0.4s.
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Figura 5.31: Elevacién (n) vs. Tiempo (t) antes del cruce: A; =3.26cm, Xg; =6.68m, 7;,,; =0.2s.

Experimento h =16 cm, 4; = 3.26 cm («o; = 0.21), 43 =7.99 cm (a2 = 0.50); 73t =0.2 seg.
1. Perfiles iniciales (Zona SI):

Como en el experimento anterior, vemos en la gréafica 5.31 a las ondas cercanas antes del cruce, con una
zona intermedia por encima a lo predicho por el ajuste KdV, que sigue subestimando las longitudes de
las ondas (al sobreestimar el coeficiente 81 en 6 % y el B2 en 20 %) y también, aunque més ligeramente,
las alturas de las ondas (la menor por 2% y la mayor por 0.7 %). Las figuras 5.6 y 5.7, que aparecen en
la seccién de Planeacién y Desarrollo Experimental, son fotografias de los perfiles iniciales de las ondas
menor y mayor, respectivamente.

2. Principio de la interaccién (Zona SII):

La primera mitad de la interaccién es descrita cualitativamente por la solucion KdV de forma aceptable;
como en el experimento anterior, el ajuste es bueno sobre la cresta menor y un poco adelantado de la
mayor. En este experimento, la onda mayor experimental es siempre de mayor altura que la tedrica
(véanse las figuras 5.32, 5.33 y 5.34). Experimentalmente se observa que las ondas se juntan en una sola
masa de agua, pero ésta siempre presenta sobre ella dos crestas, que intercambian sus alturas de forma
simétrica conforme avanzan sobre el canal; las gréaficas 5.35-5.41 de pruebas experimentales, asi como
las fotograffas 5.8 y 5.9 (observdndose en esta tltima una meseta de agua con dos crestas ligeramente
delineadas sobre ella), nos dan una idea de este proceso. En esto difiere, en parte, con la solucién KdV
pues, aunque justo a la mitad de la interaccién ésta también predice una elevacién simétrica con dos
crestas iguales (figura 5.37), hay un momento entre la unién (y la separacién) de crestas y la mitad de la
interaccion en que la solucion KdV tiene una sola cresta y una region adyacente plana, relacionada con
la cresta menor (véanse las grificas de pruebas 5.36 y 5.38). De hecho, este comportamiento es propio
del tipo de interaccién B de acuerdo a las Categorias de Lax (véase la Seccién 5.1.2), en contraste con el
tipo de interaccién del experimento, que corresponde mas bien a una Categoria de Lax A. Recordando
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Figura 5.32: Elevacién () vs. Tiempo (t): Ay =3.26cm, X g3 =11.74m, 7;,; =0.2s.

la Seccién 5.1.2, notamos que para este experimento As/A; &~ 2.45, de modo que nos encontramos cerca
de la transicién de régimen de colisién de A a B (que tedricamente se da cuando Az/A; ~ 2.62).

. Desenlace de la interaccién (Zona SIII):

En las figuras 5.40 y 5.41 de pruebas experimentales se observa la separacién de las crestas, tanto en las
graficas tedricas como experimentales, aunque el ajuste KAV estd adelantado respecto a las mediciones
en cuanto a la fase de la interaccion, como en las gréficas de pruebas anteriores. Sin embargo, también
en este experimento hay una diferencia cualitativa con la teorfa respecto a la formacién de la onda
menor: no se da un desprendimiento suave de la cresta mayor, como en la solucién KdV (figuras 5.42 y
5.43), sino que la cresta menor inicial, al descender en altura, adquiere una forma irregular (fig. 5.44),
apareciendo una protuberancia en su parte delantera que después se convertird en un residuo sobre la
zona intermedia a las ondas (ver figuras 5.45 y 5.46); la onda menor se forma de la parte trasera de
la elevacion. Tanto la onda mayor como la menor salen, después de la interaccién, con alturas menores
a las originales, pero conforme se siguen separando aumentan en altura. Las fotografias 5.10 y 5.11
corresponden al comienzo del desenlace de la interaccién.

. Perfiles finales (Zona SIV):

En las graficas de mediciones en S10 (figura 5.47) y S11 (fig. 5.48) se observa a la solucién KdV
adelantada respecto a las mediciones, aunque la separaciéon temporal entre ondas es parecida a la
experimental. La gréfica de S10 muestra a las ondas del ajuste KdV alcanzando sus alturas originales,
mientras que, experimentalmente, las ondas son de altura menor a la original (la menor en 9% y la
mayor en 2%). Sin embargo, en S11 ambas han aumentado su altura: la onda chica ahora tiene una
altura menor a la inicial en un 7% (siendo menor a la del ajuste KdV en 5 %), mientras que la grande
inclusive ha alcanzado una altura ligeramente mayor a la original, por menos de 1% (al igual que en
comparacion al ajuste KdV). La longitud de la onda menor es, aparentemente, mayor que la inicial (al



5.3. EXPERIMENTOS DE CRUCE DE DOS ONDAS SOLITARIAS

Figura 5.33: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xgq4 =12.33m, 7;,,; =0.2s.

Figura 5.34: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g5 =13.05m, 7;,; =0.2s.
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Figura 5.35: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xgg =19.77m, 7, =0.5s. (Prueba)

Figura 5.36: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A7 =3.26cm, X g7 =20.66m, 7;,; =0.5s. (Prueba)
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Figura 5.37: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xgg =19.77m, 7, =0.4s. (Prueba)

Figura 5.38: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g7 =20.66m, 7;,; =0.4s. (Prueba)
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Figura 5.39: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xgg =21.56m, 7;,; =0.4s. (Prueba)

Figura 5.40: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g9 =22.46m, 7,y =0.4s. (Prueba)
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Figura 5.41: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A; =3.26cm, Xgg =21.56m, 7;,; =0.3s. (Prueba)

Figura 5.42: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xgg =19.77m, 7;,r =0.2s.
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Figura 5.43: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g7 =20.66m, 7;,,; =0.2s.

Figura 5.44: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g5 =21.56m, 7;,r =0.2s.
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Figura 5.45: Elevacién (n) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, X g9 =22.46m, 7, =0.2s.

Figura 5.46: Elevacién (1) vs. Tiempo (t): A1 =3.26cm, Xg19 = 27.35m, 7+ =0.3s. (Prueba)
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Figura 5.47: Elevacién (n) vs. Tiempo (t) después del cruce: Ay =3.26cm, Xg10 =27.35m, 7;,,; =0.2s.

ser el B final menor que el inicial por 7 %), mientras que la longitud de la onda mayor, de acuerdo al
ajuste sech?, es menor que al inicio (va que el 35 inicial es 14 % menor que el del ajuste sobre S11);
los coeficientes (§ del ajuste sech? siguen siendo menores a los valores de KdV (para la onda menor
en 14% y para la mayor en 7%). La velocidad final de la onda menor tuvo un valor promedio de
c1 = 1.36 £0.03™ (siendo menor al valor promedio inicial en 1% y al dado por la Ecuacién KdV en
menos de 1%), mientras que el de la mayor fue de c; = 1.52 4 0.03™* (siendo 3 % menor a los valores
iniciales tanto del experimento como de la teoria KdV). De este modo, el experimento presentado
también muestra una interaccién de tipo solitonica, con las diferencias ya mencionadas respecto a la
solucién de dos solitones de la Ecuacién KdV, posiblemente faltando poco para que llegue a su fin.

Desfasamientos: Un primer estudio

Una evidencia de la interaccion solitonica entre dos ondas solitarias, ademas de la formacién de dos on-
das solitarias después de la interaccién de las originales, es el desfasamiento de sus crestas respecto a las
posiciones que ocuparian si viajaran sin interactuar, como en el caso de una superposicién lineal. Por tal
motivo, es interesante para el andalisis de nuestros experimentos de interacciéon entre ondas solitarias estudiar
sus desfasamientos a través de los tiempos de llegada al primero y al ultimo de los sensores. Dado que, en
cierto sentido, las ondas solitarias “intercambian” posiciones (puesto que antes del cruce la onda menor se
encuentra adelante y después de la interaccién aparece detrds), podemos esperar que el desfasamiento de la
onda menor sea negativo y el de la onda mayor sea positivo (y de hecho esto es lo predicho por la solucién
de dos solitones de la Ecuacién KdV; compérense las férmulas (4.100) y (4.103) con (4.109) y (4.111) , res-
pectivamente), o equivalentemente, que el tiempo de llegada cuando hay interaccién entre ondas sea, para
la onda menor, mayor a cuando no hay interaccién, y para la onda mayor, menor. Aunque lo ideal para
determinar el desfasamiento debido exclusivamente a la interaccién experimental, sin influencia alguna de
otro factor, seria comparar los tiempos de llegada entre experimentos de ondas solitarias individuales con los
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Figura 5.48: Elevacién (n) vs. Tiempo (t) después del cruce: Ay =3.26cm, Xg11 =27.85m, 7;,,; =0.2s.

de dos ondas solitarias sobre el canal, éste es un procedimiento ciertamente exhaustivo, a realizar mas bien
en un desarrollo futuro de este trabajo de investigacion. Como un primer estudio de los desfasamientos, se
decidié comparar los tiempos experimentales de llegada al final del canal con tiempos calculados suponiendo
que las ondas solitarias viajan sobre el canal sin interactuar entre si, manteniendo sus velocidades iniciales
(experimentales), y tomando en cuenta el tiempo por el que pasan por el primer sensor. A continuacién
enlistamos, para cada uno de los dos experimentos comentados en la tesis, los valores de velocidades (s6lo por
referencia se incluyen tanto los valores iniciales como finales) y tiempos de llegada, tanto medidos como calcu-
lados (nuevamente haremos referencia a valores promediados sobre las 10 mediciones para cada experimento).

Para el experimento con A1 = 1.90cm:
Onda Menor

1. Valores Iniciales (S1):

= Velocidad Experimental: ¢;, = 1.33 +0.03"*
= Tiempo de llegada a S1: ¢, = 0.01s

2. Valores Finales (S11):

= Velocidad Experimental: ¢;, = 1.33 +0.03%
= Tiempo de llegada a S11:
o Con cruce (Experimental): t; = 16.61s
e Sin cruce (Calculado): ¢} = 16.0 £ 0.3s

Onda Mayor
1. Valores Iniciales (S1):
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» Velocidad Experimental: ¢z, = 1.55 & 0.03"
= Tiempo de llegada a S1: ¢, = 1.29s

2. Valores Finales (S11):

= Velocidad Experimental: co, = 1.51 +0.03%
= Tiempo de llegada a S11:
e Con cruce (Experimental): t; = 15.10s
e Sin cruce (Calculado): ¢} = 14.9 £0.3s

Se observa que, para la onda menor, el tiempo de llegada a S11 en los experimentos de interaccién es mayor
por 0.6 seg que el tiempo calculado sin interaccién, que es lo que se esperaba por lo comentado lineas arriba.
Sin embargo, para la onda mayor, el tiempo de llegada a S11 también es mayor en los experimentos que en los
calculos; si bien se esperaba lo contrario, es importante destacar dos cosas. Primero, que la diferencia entre
estos tiempos (0.1 seg) es menor que la incertidumbre asociada al tiempo calculado (0.3 seg). De este modo,
dentro del intervalo de incertidumbre del tiempo calculado hay valores que son, por un margen pequeno,
mayores al tiempo de llegada de la onda mayor en los experimentos de interaccién, por lo que no hay una
oposicién definitiva entre los resultados de nuestros célculos y lo esperado de ellos. Ademads, también es
importante mencionar que los desfasamientos que sufren las ondas son proporcionales a sus longitudes (o
equivalentemente, inversamente proporcionales a sus coeficientes 3; véanse las férmulas (4.108) y (4.102)), y
ciertamente los coeficientes J3 son mayores a los (1, de modo que los desfasamientos de las ondas mayores
son de menor longitud que para las ondas menores. Puede ser que el desfasamiento para la onda menor no sea
lo suficientemente grande como para hacerse evidente en nuestros cédlculos, ademés de que en los calculos se
estd suponiendo que las ondas mantienen una velocidad constante, por lo que se estd despreciando cualquier
efecto disipativo sobre la velocidad (cabe mencionar que los cambios de los valores de las velocidades de
nuestras ondas, indicados tanto en la tabla superior como en la siguiente, pueden estar relacionados mas con
el proceso de interacciéon que con uno de disipacién).

Para el experimento con A1 = 3.26¢cm:
Onda Menor

1. Valores Iniciales (S1):
s Velocidad Experimental: c¢;, = 1.38 & 0.03"
= Tiempo de llegada a S1: ¢, = 0.00s
2. Valores Finales (S11):
» Velocidad Experimental: ¢;, = 1.36 +0.03"
= Tiempo de llegada a S11:
e Con cruce (Experimental): t; = 16.02s
e Sin cruce (Calculado): ¢} = 15.3 £0.3s

Onda Mayor

1. Valores Iniciales (S1):
= Velocidad Experimental: ¢y, = 1.56 & 0.03"*
= Tiempo de llegada a S1: ¢, = 1.12s
2. Final:
= Velocidad Experimental: ca, = 1.52+ 0.03%
= Tiempo de llegada a S11:
o Con cruce (Experimental): ¢t; = 14.76s
e Sin cruce (Calculado): t; = 14.7 £ 0.3s
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Como en el experimento anterior, el tiempo de llegada en los experimentos de cruce es, para la onda
menor, mayor por 0.7 seg que el tiempo calculado suponiendo que no hay interaccién, y nuevamente, para
la onda mayor, el tiempo experimental es mayor al calculado por un margen menor (menos de 0.1 seg) a la
incertidumbre asociada al tiempo calculado (0.3 seg). Las observaciones de los resultados de nuestros cdlculos
para este experimento son esencialmente las mismas que en el anterior, aunque por el tipo de interacciéon
observado para el primero (existencia de dos crestas durante toda la interaccién) se podria esperar que el
desfasamiento de la onda mayor fuera mas evidente.

En resumen, podemos decir de los resultados de este primer andlisis de los desfasamientos que, para la
onda menor, los calculos corresponden a lo esperado, mientras que para la onda mayor, los cdlculos no dan
un resultado conclusivo a favor o en contra de lo esperado, ya que ambos casos son posibles dentro de la
incertidumbre asociada al tiempo de llegada calculado suponiendo que no hay interaccién.



Capitulo 6

Conclusiones

En el trabajo tedrico de la tesis se estudio el problema de ondas sobre la superficie libre de un fluido en su
formulacién hamiltoniana en términos de las variables de superficie, para encontrar la Ecuacién Korteweg -
de Vries (KdV) como una ecuacién de evolucién del sistema aproximada, para después ahondar en la teoria de
solitones de esta ecuacién. Se estudio el Operador Dirichlet-Neumann, presente en el Hamiltoniano del sistema
original, dado que éste puede expresarse como una expansion en potencias de 7 y entonces, cuando la elevacion
de agua es pequenia (n =~ 0), se puede aproximar truncéndolo a cierto orden en 7. Reconociendo en esta
aproximacién una indicacién de la relevancia de ciertos fenémenos fisicos por determinar, se decidi6 realizar
una adimensionalizacién del problema, encontrandose dos parametros adimensionales a y 3 que indican la
importancia de los efectos de amplitud (no-lineal) y dispersivos en el problema de ondas largas de baja
amplitud. Al aproximar el sistema a orden O(1) en « y 8, se derivé un sistema de tipo Boussinesq, en el
que se reconocieron tanto términos no-lineales como dispersivos. De este sistema Boussinesq fue derivada
la Ecuaciéon KdV, restringiendo el movimiento de las ondas a una sola direcciéon. Finalmente, se estudio el
problema de la interaccién de dos ondas solitarias en la Ecuacion KdV, que predice una interaccién de tipo
soliténico entre las dos ondas.

En cuanto a la labor de experimentacién en la tesis, se logré el cruce de dos ondas solitarias en agua sobre
un canal de olas para distintas alturas de la onda menor, observandose experimentalmente una interaccién de
tipo soliténica, como se esperaria del modelo KdV de ondas en agua, dado que después del cruce se observan
dos ondas de alturas bastante cercanas a las originales y longitudes semejantes a las iniciales (determinadas
indirectamente a partir de los coeficientes 3), faltando poco para que se dé por completo sobre el canal.
Para los dos experimentos comentados en la tesis, las graficas de elevacion vs. tiempo son cualitativamente
similares a las predicciones de la ecuacién KdV durante la primera parte de la interaccién, en la que comienza
la unién de las crestas. Sin embargo, de la mitad de la interaccién en adelante hay diferencias cualitativas
importantes. Por un lado, en las gréficas de pruebas experimentales (con la reserva que se deben tomar) se
observa, para el experimento con A; = 1.90cm, que la forma de la cresta tinica a la mitad de la interaccién
experimental es menos aguda que la tedrica, y para el experimento con A; = 3.26¢m, el tipo de interaccién es
diferente (de acuerdo a las categorias de Lax) entre la teorfa y el experimento. Pero més importante adn: la
forma cualitativa del desenlace de la interaccién (determinada a partir de mediciones definitivas), en el que
se establecen las ondas finales, es de un cardcter mas complicado (menos “limpio”) que lo predicho por la
teoria, apareciendo inicialmente una cresta menor que termina por convertirse en un residuo que acompana
a la onda mayor y, en cambio, formandose la onda menor de la regién trasera de la elevacion. A su vez, a lo
largo del experimento la solucién KdV (obtenida del ajuste a los perfiles iniciales experimentales en S1) se
va separando de los datos, adelantandose poco a poco tanto en el tiempo en el que llega a los sensores como
en la fase de la interaccién que describe sobre tales posiciones.

Respecto a las diferencias entre la teoria y el experimento en su comportamiento cualitativo durante la
segunda parte de la interaccion, es importante mencionar algunas cosas. Primero, que la Ecuacién KdV es
un modelo que supone amplitudes bajas (a pequeflo); nuestros experimentos usaron una onda mayor con
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a = 0.5, valor que ciertamente no es bajo. Por lo tanto, el que se observe experimentalmente una interaccién
que concuerda cualitativamente en su primera parte con la Ecuacién KdV y cuyo resultado final (su caracter
soliténico) sea el esperado por dicho modelo, atin cuando las hipdtesis de este tltimo (o << 1) no se cumplan
por completo, indica que las predicciones de solitones dadas por la Ecuacion KdV no son tan equivocadas aun
fuera de su régimen de validez, lo cual es interesante. En segunda, cabe mencionar que también se realizaron
experimentos con alturas A; mayores (no incluidos en la tesis), y para éstos la descripcién cualitativa de
la interaccién dada por la Ecuacién KdV (la existencia de dos crestas a lo largo de toda la interaccién)
corresponde al comportamiento cualitativo del experimento; de este modo, las diferencias cualitativas entre
teorfa y experimento se observaron para alturas A; pequenas.

Respecto al adelanto de la solucién KdV de dos solitones tanto en el tiempo como en la fase de la interaccion
respecto a las mediciones, aunque en un principio se podria pensar asociado a procesos de disipacion presentes
en el experimento y no considerados en la Ecuacién KdV, el hecho de que las amplitudes finales de las
ondas sean bastante cercanas a las iniciales descarta a dicha consideraciéon como la razén principal de los
adelantos (dada la relacién entre la amplitud y la velocidad para las ondas solitarias, si las amplitudes no
han disminuido considerablemente en el experimento, probablemente las velocidades tampoco). Mds bien,
los adelantos posiblemente estdn relacionados con una limitacién de nuestro modelo tedrico relacionada con
este hecho. Los efectos de variacién (espacial y temporal) tanto de amplitudes como de fases de las ondas
de agua son de un orden superior (O(2)) al de la Ecuacién KdV (O(1)). Dado que el efecto de la variacién
de las fases durante el experimento es crucial para dar una descripcién precisa tanto de las posiciones de
las ondas solitarias como de las etapas de interaccion, esto puede explicar la discrepancia en ambos aspectos
entre la solucién de dos solitones de la Ecuacion KdV y los datos experimentales. En un trabajo a futuro serfa
interesante determinar, para posteriores mediciones, las variaciones de las fases de forma empirica, siguiendo
las posiciones de las crestas de las ondas solitarias, comparandolas con modelos teéricos de orden superior
que estudien la variacion de las fases; como referencia para el aspecto tedrico, se puede estudiar el trabajo de
Haberman en [16].

Hay algunas recomendaciones a tomar en cuenta si se contintda en un futuro el trabajo aqui presentado.
Para la mejora de los experimentos en el Canal de Olas del II-UNAM, seria positivo determinar empiricamente
la funcién de transferencia hidraulica del pistén a la profundidad usada de h = 16 cm, lo que no se pudo
realizar durante nuestro trabajo debido a limitaciones de tiempo. Esto podria ayudar a que las ondas solitarias
generadas sean de mayor calidad, pudiendo tal vez resolver el problema del rompimiento de la onda mayor
al generar un par de ondas solitarias moviendo el pistén de acuerdo a (5.5) durante un tiempo 7 esperado
tedricamente de (5.8). Ademds, debemos tomar en cuenta que el proceso de medicién del nivel de agua a través
de sensores resistivos es en cierta medida invasivo; sin embargo dichos sensores son el material disponible para
realizar mediciones de elevacion en el laboratorio de oleaje en el que se trabajé. El contar con la posibilidad
de hacer mediciones con procedimientos menos invasivos (acisticos, por ejemplo), permitirfa descartar la
influencia de la medicién en el experimento. Respecto al estudio de los desfasamientos de las crestas respecto
a sus posiciones si no interactuaran con la otra onda, ademds de la posible linea de trabajo tanto tedrica
como experimental senalada en el parrafo anterior, se pueden comparar las posiciones de las crestas de las
ondas en nuestros experimentos de cruce con experimentos en los que sélo se genere una onda, debiéndose
la diferencia en las posiciones de las crestas s6lo a la interacciéon. Por ltimo, se podrian comparar nuestras
mediciones de los experimentos de cruce con simulaciones numéricas en las que los datos de elevacién en
el primer sensor S1 se impongan como una condiciéon de frontera sobre la posicién Xg; de dicho sensor,
para determinar si las diferencias de los experimentos con las predicciones de la Ecuacién KdV pueden ser
reproducidas computacionalmente.
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