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Introduccion

La transformada de Fourier finita, definida en términos de la matriz uni-
taria de orden N x N, cuyas entradas son de la forma:

ALY —\;ﬁexp <2ngk> i=v—1, (1)
aparece en varios problemas matematicos y ha sido estudiada en detalle (ver
por ejemplo, [1]). En particular Schur [2] determiné los eigenvalores de AXY)
para calcular la traza de AN o la suma cuadratica de Gauss [3]. Mehta [4]
estudio los eigenvalores y eigenvectores de dicho operador y propuso un ar-
gumento simple mediante el cual nos permite recuperar los eigenvalores de
AW desde su traza, también introdujo el conjunto de eigenvectores de AXY),

N T (nNai 2m .
};J(]iv):: Z e~ N+J)2Hk <\/;(nN+j)>a (2)

n=—oo

donde Hy(x) es el polinomio clasico de Hermite de grado k; asociados con
los eigenvalores ¥, es decir,

N-1

N N . N
S AN < Y o
=0

La formula (3) representa el andlogo discreto del caso continuo donde
las funciones de Hermite Hy(x)exp(—x2/2) son sus propias transformadas
de Fourier:

o0
\/12? / VT2 (2)dy = i H (y)e V2. (4)

Cabe mencionar que Mehta hace uso de (4) para resolver el problema de
eigenvalores (3).
Recientemente llegd a ser claro que la transformada integral de Fourier

resulta ser muy ttil en revelar relaciones cercanas entre varias funciones g-
especiales [5]. Por ejemplo, los polinomios continuos g-Hermite H,, (z|q) de
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Rogers [6, 7] tienen la siguiente transformacion caracteristica [8] con respecto
a la transformada integral de Fourier:

1 o0 . 2 2 2
—_— Y= 21 (sin kx|q)dx = i"q" /*h,, (sinh ky|q)e Y /2, 5
=/ (sin eelg)de = "™/ h(sinh ) )

donde ¢ = e72" 0 < k < 00, y hy, (z]q) := i "H, (izlg™") [9].

La pregunta que se presenta naturalmente es si es posible encontrar un
andlogo discreto de (5), asociado con el operador de la transformada finita
de Fourier.

La motivacion de este estudio viene del trabajo de Mehta [4], una vez

_ . . N
que su técnica de construccién de eigenvectores Fj(k ) de la transformada

)

finita de Fourier es comprendida, las g-extensiones para F](,iv , parecen surgir
naturalmente.

Los siguientes capitulos estan estructurados de modo que proporcio-
nan de modo natural los conocimientos para el desarrollo del problema de
encontrar g-extensiones andlogas al procedimiento de Mehta. Comenzare-
mos con algunos conocimientos preliminares, por ejemplo en el capitulo I,
correspondiente a la transformada integral de Fourier y a algunas de sus
propiedades. En el capitulo II se define la transformada discreta de Fouri-
er, algunas veces llamada transformada finita de Fourier y se proporcionan
algunas propiedades bésicas de la misma, en el capitulo III trataremos una
revision sencilla de los polinomios clasicos de Hermite, ahi mismo veremos la
relacion de recurrencia de tres términos y la transformada integral de Fourier
para dichos polinomios. El capitulo IV describe con detalle el procedimien-
to de Mehta mencionado con anterioridad, éste nos resulté muy tutil para
desarrollar el tema de nuestro interés, relacionar familias de g-polinomios
mediante la transformada finita de Fourier. Para poder realizar dichas g¢-
extensiones debemos primero considerar algunos conocimientos basicos de
familias de g-polinomios continuos, para ello, en el capitulo V se definen los
polinomios ¢-Hermite H,(z|q), ¢~'-Hermite h, (z|q_1), polinomios Rogers-
Szeg6 H,(x;q) y polinomios Stieltjes-Wigert Sy, (x;¢), asi como también se
presentan las correspondientes relaciones de recurrencia de tres términos, la
transformada integral de Fourier y la relacién de ortogonalidad para cada
uno de ellos. Para terminar con los preliminares en el capitulo VI se de-
scriben los polinomios discretos ¢g-Hermite de tipo I, para el caso 0 < ¢ <1
y de tipo I[ para cuando 1 < ¢ < oo.

El desarrollo del tema se describe en los capitulos siguientes, a saber, en
el capitulo VII se muestra la relacién que existe entre pares de familias de
g-polinomios mediante las g-extensiones de la transformada finita de Fourier.



XI

El capitulo VIII muestra como las g-extensiones de los eigenvectores de la
transformadas finita de Fourier reproducen los eigenvectores de Mehta para
los polinomios clédsicos de Hermite cuando el pardmetro ¢ tiende a 1. Como
veremos méas adelante, los eigenvectores relacionan familias de ¢-polinomios
con 0 < ¢ < 1 con las familias ¢~ '-polinomios, es decir, 1 < ¢ < oo. Lo
siguiente es preguntarnos si hay una familia de g-polinomios que bajo la
transformada finita de Fourier deje fijo el parametro ¢. El capitulo IX des-
cribe como debe ser dicha familia.
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Objetivo

Relacionar las familias de g-polinomios con familias de ¢~ '-polinomios
mediante la transformada discreta de Fourier, utilizando una técnica prop-
uesta por Mehta [4]. Dichas familias de polinomios son las siguientes: los poli-
nomios continuos ¢-Hermite de Rogers, H,,(z|q), con los polinomios continuos
¢ '-Hermite, h,(x|q); los polinomios Rogers-Szegd, H,(x;q) con los poli-
nomios Stieltjes-Wigert, h,(x; ¢); asi como también familias de g-polinomios
discretos como los de tipo I y del tipo II.
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CAPITULO |
TRANSFORMADA INTEGRAL DE
FOURIER.

§1. Definicién y propiedades.

La transformada integral de Fourier (también llamada la transformada
de Fourier compleja o exponencial), de la funcién f(z), donde f(x) € L2(R)
denotada por F(§), esta definida [10, 11| mediante:

PO == [ 1weds

Para enfatizar la transformacién podemos establecer la siguiente notacién

F (&) = Flf(x); &,

la inversion de la transformada de Fourier se define como

_ 1/~ it
f(x)—@/_wm) d,

que en términos de notacién se escribe

fla) = FHF(E); al.

Las funciones f(z) y F(£) son llamadas par de transformadas de Fourier | y
el conocer cualquiera de las dos funciones permite que la otra sea recuperada.
La transformada integral de Fourier juega un papel muy importante en fisica
matematica. En particular, en mecanica cuantica relaciona las coordenadas
espaciales y el momentum.

La transformada integral de Fourier tiene las siguientes propiedades, las
demostraciones de dichas propiedades se pueden ver en |11] entre otros libros
de texto de andlisis de Fourier.



I Transformada integral de Fourier.

1. Sean f y g dos funciones en £2(R). Para a y b constantes arbitrarias.

Flaf(z) +bg(2); €] = aF [f(x); ] + bF [9(x); €],

F af(z) + bg(x); ] = aF " [f(2); €] + bF " [g(x); €]

2. Sir >0 es un entero, y limj, f0)(z) =0 parar=0,1,...,N — 1
con f(O = f(z) entonces,

Fr0@)ye] = (-ie) P (o),
es la transformada de una derivada.

3. La Convolucion de Fourier, f * g, de dos funciones f(z) y g(z) esté
definida por la integral

1 o0
(Fe0)@=—= [ re-0g©ad

que tiene las propiedades de conmutatividad f* g = g* f y asociativi-
dad (f *g) * h = f*(g*h). Estas operaciones pueden establecerse en
términos de la convolucién

F(f +g)(@); €] = F[f(2); §] Flg(x); €]



CAPITULO 11
TRANSFORMADA DISCRETA DE
FOURIER

Evidentemente, uno puede hacer uso de la transformada integral de
Fourier siempre que la variable correspondiente (digamos, coordenada o mo-
mentum en mecanica cuéntica) pertenezca a toda la linea real. Pero en varias
aplicaciones, la variable de interés puede estar restringida a un intervalo fini-
to. La mayoria de las funciones que vienen de la naturaleza son justo se-
cuencias de numeros, por ejemplo, la direccién del viento o la medida de
su velocidad, el brillo variable de las estrellas, datos de la precipitacion de
lluvia sobre una ciudad, poblacién del mundo, etc. Podemos ver a las medi-
das como representantes de una funcion f(t), usualmente tenemos muestras
equiespaciadas. Asi que tenemos que explotar la transformada discreta de
Fourier. En las siguientes secciones recordaremos brevemente la definiciéon y
propiedades basicas de la transformada discreta de Fourier.

§1. Sumas Gaussianas

La transformada finita de Fourier esta definida como una accion del ope-
rador (o equivalentemente, la matriz unitaria N x N) cuyos elementos son

m_ 1L i <jk<N- 1.1
Ajk _\/NeXp(N]k)’O_‘]’k_N 1. (11.1)

Dada una funcion compleja f(k), uno puede calcular otra funcion f(k),

N—

Flky =" A1 (k).

k=0

—_

referida como la transformada finita de Fourier de la funcion f(k). Aquellas
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N funciones fO(k), 1=0,1,2,..., N — 1, que satisfacen la relacion

ZA LFO k) = nfO(), (I1.2)

son entonces los eigenvectores de la transformada finita de Fourier A®Y),
asociada con los eigenvalores );. Como la cuarta potencia de AN es el
operador identidad (o matriz identidad), solo hay cuatro valores distintos
entre si que los eigenvalores \;’s pueden tomar, son +1 y =+i.

La transformada de Fourier finita tiene profundas raices en las mateméti-
cas puras y brevemente recordaremos aqui solo un aspecto de esta conexion
cercana.

Es facil evaluar la suma de los primeros NV términos de la serie geométrica,
Sn(z) := évzfol 2%, ya que la forma caracteristica de esta serie nos permite
representar Sy (z) en dos formas diferentes: como Sy (z) = Sy_1(x) +2V~!
o como Sy(z) = 1+ xSy_1(x). Entonces igualando esas dos expresiones,
deducimos que

11—z

SN(ZC): 1—» .

Pero si se intenta tratar con la secuencia {z*"}3° ,, donde n es un entero
mayor que uno, entonces la tarea de evaluar la suma S( )( ) = k 0 k"
llega a ser mas dificil.

Por simplicidad discutiremos aqui como se trata el caso n = 2. La traza

(™)

de la matriz Ajk es igual a

-1

N
27rz 1 .
tr AV = 3" A § ( >:S(2) 2mi/NY) (113
r 2 ik exp ~ N (e ) (I1.3)

=0

(N)

Por otro lado, si conocemos NN eigenvalores A; de la matriz Ajk , entonces

la traza de Ayp es igual a la suma E;ﬁ% Ar de esos eigenvalores. Asi que

de esta manera, expresamos la suma cuadratica S](\?) (62”/]\7) a través de los
eigenvalores \; de la transformada finita de Fourier vista como matriz AN
Gauss ha estudiado y resuelto el problema de los eigenvalores de la trans-

formada finita de Fourier. El establecié que

| N siN =1 (mod4
Y (V) = {‘F o (mod4), (IL4)

iv/N siN =3 (mod4),
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donde N es un entero impar positivo. Observemos que las ecuaciones (I1.3)
y (I1.4) nos proveen una licida ilustracion de como es conveniente expresar
algunas propiedades de la transformada finita de Fourier en términos de
notaciones béasicas de la teoria de naumeros. Mas tarde Dirichlet, quien empled
una version de la formula de la suma de Gauss, Cauchy quien ofrecié una
prueba basada en la férmula de transformaciéon de la clésica funcién Theta,
Kronecker quien us6 el contorno de integracién y Schur quien proveyd una
prueba elemental evaluando los determinantes de matrices cuyos elementos
eran raices de la unidad, todos ellos han contribuido esencialmente a un mejor
entendimiento de esta intima conexion entre la suma cuadratica de Gauss
y la transformada finita de Fourier. Muchos de estos detalles histéricos y
matematicos pueden ser encontrados en [1, 12, 13, 14]

§ 2. Definicion .

Sea G el grupo aditivo G = Z/N7Z, debido a que los elementos de éste,
estan definidos como clases de equivalencia ( mod N). G esta en corres-
pondencia uno a uno con el conjunto {0, 1, ..., N — 1}, esto es, tomamos
a los enteros y los colocamos en orden secuencial alrededor de un circulo,
identificando el nimero 0 con N, le llamamos a éste el circulo finito.

Sea L2 (G) el espacio definido por:

L2(G)={f :G—~C},

con producto interior de dimensién finita, esto es, el conjunto de funciones
sobre G con valores complejos. £2(G) es un espacio métrico del tipo de
Hilbert, con producto interior (f, g) y norma || f|| definidos por:

(f.9) = 3 F@)g(x) para f.g € £2(G),

zeG

IfIl = (f. )2,

con la distancia entre f y g € £2(G) dada por ||f — g|| con la diferencia
usual.

La transformada discreta de Fourier o TDF de f € £2 (Z/NZ) esta defini-
da |14] como

Fn=Ff@)=F= > f@)es(—y) = (f ea),

ye(Z/NT)
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donde

y x,a € Z/NZ.
La convoluciéon f * g, donde f, g : Z/NZ — C se define [14] mediante

(frg)@) = > [fy)ax—y).

ye(Z/NZ)

Para grupos finitos G, £L(G) = L2(G) = el espacio de todas las funciones
f G — C. La convolucién lineal es uno de los calculos mas frecuentemente
llevados a cabo en el procesamiento de senales digitales [15]

Usando las bases de £2(Z/NZ) dadas por la funcién delta, vemos que

la TDF también se puede representar como una matriz Fj(:) N x N de la
siguiente forma:

(N) _ (,,—G-1)(k-1)
n (w >1gj,ng’

donde w = exp (27i/N) es la raiz primitiva de la unidad.

§ 3. Propiedades de la transformada finita de Fourier.

Teorema: Propiedades basicas de la TDF sobre el circulo finito.
1. Fx : L?(Z/NZ) — L% (Z/NZ) es un mapeo uno a uno y sobre.

2. Convolucion:

F(fxg)(x)=FF(x) - Fg(z), (I1.5)
para todo x € Z/NZ

3. Inversion:

fo) = yFFfn =y 2 Fwe (),

Este hecho dice que los exponenciales {e,la = 0,..., N — 1} propor-
cionan un conjunto ortogonal completo en L? (Z/NZ) y que f(x) tiene
una expansion de Fourier generalizada en términos de esos exponen-
ciales.
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4. Teorema de Plancherel o igualdad de Parseval:

o) = 5D,

este dice que el mapeo lineal NY/2F proporciona al espacio de Hilbert
la isometria de £2 (Z/NZ) sobre si mismo.
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CAPITULO III
PoLINOMIOS DE HERMITE

Este capitulo provee aspectos bésicos para los polinomios clasicos de Her-
mite Hy,(z), tales como su funcion generadora, una representacion explicita,
la relacion de recurrencia de tres términos, la relacion de ortogonalidad y por
dltimo la transformada integral de Fourier, necesaria para poder compren-
der el argumento usado para calcular los eigenvectores de la transformada
finita de Fourier. Algunos detalles se pueden ver en el apéndice A. La idea
principal es emplear una analogia con esas relaciones clasicas para el proceso
de construcciéon de sus g-extensiones particulares.

§ 1. Definicion de los polinomios de Hermite.

} S g2 . . . .
Comenzaré con la funciéon e que tiene varias propiedades interesantes,

por ejemplo, en esencia es su propia transformada de Fourier |16, 11|, es

decir,
et = L / et ity (I11.1)
ﬁ —00

La representacion integral (II1.1) puede ser diferenciada con respecto a x
repetidamente, obteniendo
A" —z? 2;\n  [o° )
e _ (@) et 2t gy, (I11.2)
dxn VT ) s
Los polinomios de Hermite se definen [16], [17] por la férmula de Ro-
drigues

2
n x
sz (&

dx™

Empleando (II1.2), podemos escribir a los polinomios de Hermite como

H,(z)=(-1)"e

(111.3)

—92{\n 2 oo )
H,(x) = En)er / e it
VT s
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De estas dos definiciones, la formula de Rodrigues (II1.3) para los poli-
nomios de Hermite es la mas socorrida para demostrar la propiedad de or-
togonalidad y para calcular la transformada integral de Fourier de dichos
polinomios .

§ 2. Funcién generadora.

Los polinomios de Hermite H,(z) tienen la funciéon generadora:

o0
H
> "('@ = (TT1.4)
o n:

. _p2 ., . . . .
se dice que e?*"~"" es la funcién generatriz de los polinomios de Hermite, vale

decir, es aquella funcién de dos variables tal que su desarrollo de Taylor tiene
como coeficientes a los polinomios de Hermite. A partir de (II1.4) se pueden
encontrar relaciones entre los polinomios de Hermite. La estrategia para hal-
larlas (para ésta o cualquier otra funciéon generatriz de otros polinomios) es
tipica: diferenciar respecto a alguna de las variables y luego comparar po-
tencias de r en los desarrollos de Taylor resultantes. Por ejemplo, tenemos
la siguiente expresién para esos polinomios,

Hy(z) = LZWJ _(=1)fnl (20)" 2 (IIL.5)
" kl(n — 2k)! ’ '
k=0

donde el simbolo |a] en (IIL.5) representa el entero mas grande no mayor
que a. La ecuacion (II1.5) puede ser obtenida escribiendo,

00 00
2wr—r2 _ (2x)p p (_1)q 2q
st = 9~ 2y 5 )y

p=0 q=0

e igualando los coeficientes para las potencias de r de cada lado

5 Ho(2) 5 _ > (2fv)prpz (—1')qr2q, (I11.6)

| !
— = P - ¢

obtenemos la ecuacion (II1.5). De la cual se sigue que

d"Hy,(z)

= 2" nl. 1117
T n (IIL.7)
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§ 3. Relaciéon de ortogonalidad.

La propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Hermite, se cumple
en toda la linea real, a saber,

/ e_IQHn(:U)Hm(a:) dr = 2" n! /T S, (IT1.8)

esto se puede comprobar a partir de la definicion (I11.3) para los polinomios
de Hermite, escribiendo esta integral como

2

o [ @)

n
o dT

suponiendo que n > m e integrando por partes n veces, esto muestra que la
integral es cero. Para el caso n = m, se utiliza la ecuacién anterior integrando
nuevamente por partes utilizando en el penultimo paso la ecuacion (I11.7) y
por tltimo la ecuacion (II1.1) obteniendo asi:

—00 dTL —$2 oo dan
(=" / de —H,, (z)dx = / e*x2¢dm = 2"n!\/T,
x

n
o] — 00 dx

con lo cual se prueba la ecuacion (II1.8) y asi que los polinomios de Hermite
forman un sistema de polinomios ortogonales en toda la linea real.
Si definimos las funciones

H,(t)e "/
V2T

es claro que {¢,}72; es un conjunto ortonormal:

On (t) =

/_ T (1) o () dt = Sy,

§4. Relacion de recurrencia de tres términos.

Para encontrar la relacién de recurrencia de tres términos para los poli-
nomios de Hermite, observemos que la funcion F(z,r) definida como

F(z,r)=exp (22r — 7’2),

satisface OF
E—(2$—2T)F:O,
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la cual se puede resolver utilizando la expresién en serie para F' usando
(IT1.4), obteniendo

[e.e] o) o
Hp 1 (2) H, () Hp1(z)
n=0 n=0 n=0
o0 Tn
> [Huyi(z) — 22H, () + 2nHy, ()] =0 (I11.10)
n=0 ’

obteniendo asi la relacion de recurrencia de tres términos para los polinomios
de Hermite,
Hy1(x) =2xHy(z) — 2nH,—1(x). (ITL.11)

Otra relacion se puede encontrar calculando la derivada parcial de F'(x, r)
con respecto a x

o <e2m7‘—7’2>
———t = e2er=r?, (IT1.12)
x
produciendo la ecuacion diferencial
OF
x

que se puede resolver sustituyendo la expresién en serie para F', usando
(I11.4)

oo ! o0
H H
> nl®) 0 _ g, > nl@) n 0, (IT1.14)
n! n!
n=0 n=0
de esta manera
> ’ r
3 [Hn(x) - 2an_1(x)} =0, (IIL.15)
= n!
por lo tanto
H,(z) = 2n Hy_1(2). (I11.16)

Si ahora se sustituye esta tltima ecuacion en (II1.11) se obtiene otra relacion
para los polinomios de Hermite,

Hyyi(x) — 22 Hy(2) + H, (z) = 0. (IIL.17)

Ahora se puede ver més claramente la importancia de la funcién gener-
adora (II1.4), pues nos permite desarrollar la relacion de recurrencia de tres
términos (II1.11), la formula de derivacion (II1.16) y asi sucesivamente.
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§ 5. Transformada de Fourier.

Otra de las propiedades de los polinomios de Hermite es que cuando se

multiplican por la funcién de peso e’x2/2, son sus propias transformadas de
Fourier [16],
1 > izy—x2/2 -n _
ey Hy(x)dx =i"e 2 Hy(y). (IT1.18)

21 o

La demostracion de (II1.18) se sigue usando la representacion de los
polinomios de Hermite H,(x) como en (III.3) y considerando la funcion
un(x) = e /2H,(x), entonces si aplicamos la transformada integral de
Fourier a u,(x) obtenemos lo siguiente:

/ un(x)eikydl' — / (_1)n6iky+x2/2d7 (e_wz) da

o oo dx™
> —z2 ar izy+x2/2
= e o (e Y ) dzx, (IT1.19)

luego como explizy + 22 /2] = exp[y?/2] exp[z + iy]?/2 y tomando en cuenta
que si z = x+1iy entonces dz/dx = —idz/dy, de este modo la tltima igualdad
en (II1.19) se puede escribir de la siguiente manera,

T2 X iz gy [T (Cpneate2 @ v
/Ooe el o e dx /Oo( i)e e dy”e dzx,

= (_i)n€y2/2 /_OO €_x2dy7n€[m+zy]2/2d$
B
d?’l o0 i
— (i)ney2/2dyn/oo €7x2/2+my7y2/2d1‘
= z'"\/27reyg/2£e_y2
dy™
= i"V2muy(y)

de esta forma, los polinomios de Hermite H,,(z) junto con la funcién de peso
exp[—22/2] son su propia transformada integral de Fourier.

Con esto terminamos la revisiéon de las propiedades bésicas de los poli-
nomios clasicos de Hermite, a continuacién nos concentraremos en la trans-
formada integral de Fourier y algunas de sus propiedades.
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CAPITULO IV
LLOS EIGENVALORES DE MEHTA

§1. Los eigenvectores de Mehta.

En el presente capitulo se explica de un modo breve un proceso para
recuperar los eigenvectores de la transformada finita de Fourier desde la
traza, vista como un operador matricial.

Mehta [4] (1987) propone el siguiente procedimiento para calcular los
eigenvectores de la matriz N x N relacionada con la transformada finita de
Fourier (1), Mehta prueba que

N
> ApFy =i Fy, (Iv.1)
=1

es decir, F)j, definido como en (2)es un eigenvector de A con el eigenvalor ik,

La manera en la que Mehta prueba lo anterior, es como sigue. Sea
. — —(m/N)(pN+j)* W22 ;
F;i(N) —p_E_Ooe PRI Hy, < i (pN+j)> , (IV.2)

donde Hy(z) es el k-ésimo polinomio de Hermite.
Si consideramos a Fj, como una funcion de j periédica, con periodo n,
entonces podemos tener una expansion en serie de Fourier,

> 2mi
Fy, = Z ajk €xp (nlj> ;
l=—00
con el coeficiente de Fourier aj; obtenido mediante,

1 [/ - > 2 2
_ = —(2mi/n)lx —(7/n)(pn+x) H < )
ak n/o e g e k(\/n(pn—i—x))d:v

p=—00
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Luego, haciendo un cambio de variable y = /27 /n(pn+x) y observando
que exp(2milp) = 1, obtenemos que

1 . 2T
exp (—2y2 —ily n) Hy(y)dy

1 o (p+1)V2mn
|
27Tn p=—00 V21N

= \/15\/217” /_Z exp (—;y2> Hi(y) exp (—ilyﬁ> dy
_ \}ﬁ(—i)kexp (—%ﬂ) H, (ﬁz) .

En el ultimo paso se usa el hecho que el polinomio de Hermite H(y)
junto con la funcién de peso e Y’/2 es su propia transformada de Fourier
[10]. Entonces Fjj, puede escribirse como,

. 1 = —(m/n i /n)lj 2
Fjp = (—Z)kﬁ > e mE G (\/ rﬁ)

l=—00

Nk 1 ¢ (2mi/n)lj —(7/n)(pn+1)? 27
E E Hy 1/ l
( Z) \/ﬁl 16 ‘ g n (pn+ ) ’

p=—00

dando como resultado la ecuacion (IV.1). Dicha ecuacion es valida para
cualquier valor de £ > 0. De ésta y de la simetria de (Aj;) deducimos que

n
> FpFy =0, siif £, (IV.3)
j=1

ie.si k#1 mod 4, los eigenvectores correspondientes a distintos eigenval-
ores son ortogonales.



CAPITULO V
FAMILIAS DE q—POLINOMIOS
CONTINUOS

Los sistemas de funciones g-especiales son los mas adecuados para de-
scribir objetos finitos (i.e. objetos definidos sobre un intervalo finito). Por
otro lado, sabemos que los sistemas mecanico-cuanticos requieren de una
comprensién en las coordenadas espaciales y de momentum, relacionadas
entre ellas mediante las transformadas integrales de Fourier, debido a esto,
es de gran importancia el conocer como son las transformadas de Fourier,
tanto integral como finita para algunas familias particulares de ¢g-polinomios.

Ahora bien, como ya sabemos algunas propiedades de los polinomios
clasicos de Hermite H,(z) y de la transformada integral de Fourier, podemos
revisar de manera rapida algunas propiedades de las familias de ¢g-polinomios
de Hermite, que segun el esquema de Askey-Wilson son las primeras familias
de g-polinomios. Las familias que trataremos en esta seccién son g-polinomios
continuos y veremos entre otras propiedades sus definiciones, relaciones de
ortogonalidad y principalmente relaciones de recurrencia muy tutiles para
recuperar el enlace con los polinomios de Hermite clasicos. A partir de esta
seccion se empleard la notacion estandar de la teoria de funciones especiales
(Véase por ejemplo, [16, 18]). Mas caracteristicas de los polinomios continuos
q-Hermite se pueden encontrar en el apéndice B.

§ 1. Definicion de los polinomios continuos ¢-Hermite
de Rogers.

En esta seccién comenzaré con las representaciones explicitas de los poli-
nomios continuos g-Hermite introducidos por Rogers en 1894, véase [6].

: LN - kT i(n—2k)ax 1
H, (sinoz|q) : =i kzo( 1) qu , (V.1)
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para los polinomios continuos ¢g-Hermite H,(z|q), esta representacion es val-
ida para cualquier valor de la constante o y cuando 0 < ¢ < 1. Por otro lado,
para el caso en que 1 < ¢ se les llama polinomios ¢~ !-Hermite denotados por

hn(z|q), donde
n(lq) = i7" Hy (izlq™") (V.2)

la representacion explicita siguiente se obtiene utilizando la formula de in-
version para el coeficiente g-binomial y es valida para cualquier constante
arbitraria (.

: - n —n) (n— i
s el s = S (1)) e v.3)
q

El simbolo [Z]q en (V.1) es el coeficiente g-binomial definido como,

n| _ (4 @)n
[k] R P P V4

con el factorial g-shifted o algunas veces llamado ¢-factorial definido como
en [19]

(a,q)o =1, ( H l—a¢’), n=1,23...,

y el g-factorial miltiple que usaremos para la definicion siguiente estd dado
por:

(@1, ar; @)k = (a1;Q)k - - (@r; @)k-

Como ya se mencioné, para definir a los polinomios ¢~ !-Hermite h,(z|q)
es necesario recurrir a la férmula de inversion del coeficiente g-binomial, la
cual se representa a continuacion,

n _ _k(k—n) [n}
[k‘} q! klq

Veamos ahora algunas de sus propiedades en las secciones siguientes.
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§ 1.1. Funciones generadoras y la relaciéon de recurrencia de
tres términos.

Los polinomios de Rogers Hy,(z|q) tienen varias funciones generadoras, a
saber,

o0
H, 1
Z (z|q) = , x = cosf;(V.5)
= (G )n (efft,e=t;q)
> (—1)nq(g) n i0,. U
ZWHn(ﬂfl(J)t = (6 75»@1>OO 101 g, |05 €7t ) @ = cosd),

n=0

donde 1¢1 es una serie basica hipergeométrica definida en el caso general
como,

b, <a1,...,ar

. o [e's} (al,...,CLTQQ)k (1+S*T)k (1+S—r)(n) Zk
) = (g

= (b1, bs3 )k (4:9)x

(V.6)

Haciendo uso de (V.5) que es la funcion generadora que mas se emplea, se

puede comprobar que los polinomios g-Hermite de Rogers satisfacen también
una relacién de recurrencia de tres términos, a saber,

Hpy1(zlq) = 20Hy(7|q) — (1 — ¢") Hn-1(w|q), Ho(zlq) =1, (V.7)

y la forma explicita para los polinomios de Rogers de grado n en y se escribe
como la ecuacion (V.1).

§1.2. Relaciéon de ortogonalidad

Los polinomios continuos g-Hermite cumplen la siguiente relaciéon de or-
togonalidad sobre el intervalo finito [—1, 1], la cual fue demostrada en 1980
por Allaway en [7|. También se puede apreciar en [19, 20],

1 w(zlg)

o 5mn
o | i gz m(@l) Ha(xlg) =

(" 9)

donde

. 2
wiel)) = | (#%4) | = g(e,~Dgle, Dy, ¢ /)g(w,a7),
y para esta tltima ecuacion

g(z,a) =TI2,[1 — 204qu + aQqQk] = <ozei9, ae_w; q) ,
oo
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una forma explicita para la funcion de peso w esta dada en [20], a saber,

w(w) = 21 +2(1 - 22%)¢" + ¢*.

§1.3. Latransformada integral de Fourier para los polinomios
de Rogers.

Los polinomios ¢-Hermite H,(x|q) de Rogers [6, 7| tienen la siguiente
propiedad con respecto a la transformada integral de Fourier [§]

1 % ist—s?)2 . n_n?/4 : —t2/2
—_— e /*H, (sin sk|q)ds = i"q" /*h,,(sinh kt|q)e , V.8
=/ (sin swlg)ds = """/ (sinh st (V)

donde ¢ : = exp (—2&2), 0<k<oy hy(z|lqg)=i""H, (ix|q_1).
Como los polinomios ¢~ 1-Hermite estan definidos por (V.2) [9], haciendo

uso de las ecuaciones (II1.5) y (I11.11) se pueden ahora escribir en forma
explicita los polinomios ¢~ '-Hermite,

. - n —n) i(n—
hn<smhy|q>:=z<—1>k[k} ) 2 (v.9)
k=0 q

estos polinomios ¢~ '-Hermite cumplen, al igual que los polinomios clasicos
de Hermite y los polinomios continuos ¢g-Hermite, la relaciéon de recurrencia
de tres términos,

hnt1(xlq) = 2xhn(z|q) —¢7" (1 = ¢") hn—1(x]q). (V.10)

La transformada integral de Fourier para los polinomios ¢~ !-Hermite
hn(z|q) se puede calcular de manera sencilla aplicando la definicion (V.3) y
la transformada de Fourier para la funcién normal (IIL.1), asi pues, la manera
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de obtenerla es la siguiente:

oo
e“t752/2hn(sinh ks|q)ds =

V 27 /oo
1 > ist—s2/2 - E|T k(k—n) (n—2k)ks
- 1
o /_Ooe ;( ) k qq e ds

n ] ,
— Z(_l)k q k(k—m) _~ / (n—2k)ks elst—s /2d
k=0 k] vam
n ) ,
— Z(_l)k q k(k—n) __~ / it—i(n—2k)K]s—s /st
k=0 k] V2
_ Z(_l)k : qk(kfn)ef[tfi(nf2k)n]2/2
k=0 L] q
— zn:(_l)k -Z- qk(k—n)e%QHQe—?knn2€2k2n2ei(n—Qk)nte—tz/Q
k=0 Ll q
— Z(_l)k Z ei(nf2k)ntq7n2/4eft2/2
k=0 g

= inq_”2/4[-fn(sin,‘-it|q)e_t2/2

recordando que ¢ = exp (—2x?) y la formula para los polinomios g-Hermite
(V.1) se usan en los dos ultimos pasos del desarrollo anterior. Esta formula fue
derivada por N. M. Atakishiyev y Sh. Nagiyev en 1994, véase [8]. Resumiendo
asi la transformada integral de Fourier para los polinomios ¢~ '-Hermite:

1 R
\ﬁ/ e”t_sz/th(sinhnﬂq)ds:i”q_"2/4Hn(sinHt\q)e_tQ/Q. (V.11)

Como ya hemos visto en la seccién 6, Mehta utiliza los polinomios de Her-
mite para la construccion de los eigenvectores para la transformada finita de
Fourier y una de las condiciones para calcular los coeficientes en la expansion
de Fourier es conocer precisamente la transformada integral de Fourier de
dichos polinomios. Ahora que sabemos cual es la transformada integral de
Fourier para los polinomios g-Hermite de Rogers, surge de modo natural la
pregunta de si es posible calcular los eigenvectores de la transformada de
Fourier discreta propuestos por Mehta, utilizando para ello los polinomios
g-Hermite de Rogers en lugar de los polinomios clasicos de Hermite. Tales
eigenvectores son calculados mas adelante, siguiendo un proceso anélogo al
utilizado por Mehta.



22 V Familias de g-polinomios continuos

§ 2. Definicion de los polinomios Rogers-Szegd.

Heine [21] propuso la siguiente representacion para los polinomios de
Legendre {P,(z)}%,

m3:5---(2n+1

pr(cosf) = ] Z frnsin(n+2k+1)0
k=0

donde fo, =1y

13- (26—-1) n+1)---(n+k)
fk,n* 9.

4..-2k (n+%)(n+%)(n+k+%)

Szegd [21] generalizo este resultado al conjunto de polinomios ultraesféri-
cos {CX ()}, vy obtuvo
o
(sin ) ~1CN (cos §) = f,i‘n sin(n + 2k + 1)6, (V.12)
k=0

donde
2720 (n 4 20) (1 — A)p(n + 1)k

A
Jin = TNT(n+ A+ DE(n+ A+ 1)
A >0, I'(\) es la funciéon Gamma usual y (a),, es definido por

(V.13)

(a)o=1, (a)p=ala+1)(a+2)...(a+n—-1)n=1,2,..

La ecuacion (V.12) es la expansion en series de Fourier de (sin§)2*~!

C)(cosf). Debido a que para cada entero no negativo n, f,i"n es mondtona
para valores grandes de k y limy_, f,ﬁ‘n = 0, se sigue del andlisis clasico de
Fourier que (V.12) converge puntualmente en (0,7) y uniformemente sobre
[e,m — €] para 0 < e < 7/2.

Se sabe [17] que {Ci(cos)}22, es ortogonal sobre[0, 7] con la funcién
de peso (sin#)?*~1. Se han identificado una gran clase de conjuntos de poli-
nomios ortogonales que satisfacen una ecuacion de la forma (V.12). Uno
de esos conjuntos de polinomios resulta ser {R,(x;q)}>2,, definido por la
relaciéon de recurrencia de tres términos

{ Ro(z;9) = 1, Ri(w;q) =27
Rpy1(x59) = 22Rp(z39) — (1 — ¢")Rn—1(z39) (n21)

donde |g| < 1. De esta formula de tres términos se puede mostrar que
R (V30— 9)wia)
im
a1 ((1-q)/2)"?

= Ha(x), (V.14)
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donde {H,,()}5°, es el conjunto de polinomios clasicos de Hermite [17]. Por

esta razon {R,(x;q)}s>, es llamado el conjunto de polinomios g-Hermite.

Esta familia de polinomios fue introducido por Rogers en 1894 [6].

La familia de polinomios g-analogos a los polinomios de Hermite sobre el
circulo unitario son los polinomios Rogers-Szegd, definidos como [22, 23, 24,
25|

H, (;9) == zn: m qu. (V.15)

k=0

donde [Z]q es el g-coeficiente binomial dado en (V.4).

§2.1. Relaciéon de recurrencia de tres términos para los poli-
nomios Rogers-Szegd.

Los polinomios Rogers-Szeg6 H,(z;q) pueden obtenerse a partir de la
siguiente relacién de recurrencia de tres términos :

Hya(23q) = (1+ ) Ho(wsq) — (1 — ¢") Hooo (3.9): (V.16)
§ 2.2. Relacién de ortogonalidad para los polinomios Rogers-
Szegé.

Los polinomios Rogers-Szegé satisfacen la siguiente relacién de ortogo-
nalidad sobre el circulo unitario [24, 23],

o Hp, (-w;q> Hy, (—w;q) 3 (log.w> dw _ %%m
2 Jjw|=1 Va Va % ) w g

donde 93 es la funcién theta, i.e.

[e's)
2 o
193 (Z7Q) = Z q] BQUza

j=—00

aqui ¢ = €™ con §7 > 0, asi que |¢| < 1 para un 7 dado. Los polinomios

de Rogers-Szeg6 pueden ser expresados a través de los polinomios g-Hermite
H, (x|q) |26] como

H, (—62”; q) = i "e™® M, (sin z|q),

también satisfacen la relacién de ortogonalidad en la linea real

\}6 /Oo H,, (_q71/2672ma:;q> H, (_qfl/Qezmx;q) o2 g (q;q)mémn'

qm
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§ 2.3. Transformada integral de Fourier para los polinomios
Rogers-Szegé.

Como en el caso de los polinomios continuos ¢g-Hermite (V.8) con 0 <
g<1ly1l<q< o0, los polinomios Rogers-Szegé H,(x;q) y los polinomios
Stieltjes-Wigert Sy (z; ¢) (definidos en la seccion § 3), estan ligados mediante
la transformada integral de Fourier |27]

\/12? /_OO H, (ae%’“; q) ewy=* 2 — Sn (ae_%y; q) e_y2/2, (V.17)

donde a es un niimero complejo arbitrario.
Ahora vamos a calcular la transformada de Fourier para los polinomios
Rogers-Szegd usando H, (ae***;q) y su definicion segin la ecuacion (V.15)

/ 2R, q) eixyfmz/de _
/ |: :| eZiliCC)k eixy—x2/2dx

— Z |: :| / 2inxk+izy€—m2/2d$

ﬁ\ ﬁ\

3

00
_ n k 1 i(2mk+y)$e—x2/2d$

k], v2r

=

Il

o
T

_ 2
oFe (26k+y)?/2

q

Il
wM:
> 3

3l
()

o

VL

n 9,212 _ a2
_ ake 2nke meke y*/2

q

— vy m ¢ (ae=2)"
k=0 q

e_yQ/zgn (ae_z””y ; q) .

e

Il

=
T
L

esto prueba la ecuacion (V.17), que como veremos més adelante, serd una
relacion importante entre los polinomios Rogers-Szegé y los polinomios Stieltjes-
Wigert para calcular las g-eigenfunciones de la transformada finita de Fourier.
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Con esto finalizamos los conocimientos necesarios, con respecto a los poli-
nomios Rogers-Szegd, para poder aplicar el procedimiento andlogo al usado
por Mehta. Lo que naturalmente sigue es, conocer algunas propiedades de
los polinomios Stieltjes-Wigert que como hemos visto en esta seccién se rela-
cionan con los de Rogers-Szegd, lo principal es basicamente su transformada
integral de Fourier y la relaciéon de recurrencia de tres términos, esta ul-
tima para poder establecer la relacion con los polinomios clasicos cuando
el pardmetro ¢ tiende al valor numérico 1, o dicho de otra manera, x se
desvanece.

§ 3. Definicién y algunas propiedades de los poli-
nomios Stieltjes-Wigert.

Los polinomios Stieltjes-Wigert se definen [18] como

1 —n
Sn (75 q) = @D 161 (qo

Las funciones generadoras son

q; —q"“w) . (V.18)

1 o o
: ¢ < ‘q; —qwt> = S (w; q)t"
(tg)s "\ 0 vt

(£ @)oo "0 P2 (Ojt ‘q; —q:ct) = iq(g)sn (5 @) 1"

Usando la representacién de los polinomios de Rogers-Szegé como en
(V.15) y la formula de inversion para el coeficiente binomial (V.4), a saber,

n __k(k—n) [”]
=q )
[k]q‘1 klq

Hy(z47") =) [Z] ¢k,
q

k=0

es evidente que

Ahora podemos definir los polinomios Stieltjes-Wigert S(x;q) en términos
de los polinomios H, (:1:; q’l) [19] como sigue

Sn(2;q) 1 = (¢ Q)nSn(—; q) (V.19)
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donde
(4 O)nSn(—x59) = Hy, (¢"z;07 ") (V.20)

esta tultima identidad se verifica usando (V.18) adecuadamente

1 -n
Sp(—x;q) = @O 101 (qo ‘q; q”“a‘) : (V.21)

donde la funcién serie hipergeométrica 1¢; estad dada por

191 ( - ‘q; qn+1$> — iw(fl)kq(’;) q'

q nA1)k .k
0 = (0:9) (¢ Ok

y haciendo uso de la identidad para el g-factorial [19]

- (¢:@)n ko (5)—nk
Qe = (=1) g\,
(q q) ((] : Q)n—kz ) 1
entonces
1o~ @ @n o5k
Sn —; = ? x
(=) (@3 0)n kzo (@ Do (@D
I K2k I [”} k2—nk nk_k
(4 @)n ,;0 Mq (@ @)n ,;0 k],
1 — [n k(k—n)/ n, Ak
= q q T
(¢ @)n kzo Mq (')
1 _
= H, (¢"z|q¢'),

con lo cual se prueba (V.20). Esta representacion de los polinomios Stieltjes-
Wigert nos serd de gran utilidad al momento de calcular la transformada
integral de Fourier como veremos mas adelante.

§3.1. Relacién de recurrencia para los polinomios Stieltjes-
Wigert.
Estos polinomios también tienen las siguientes relaciones de recurrencia,
—¢#"M a8, (25q) = (1=¢"") Spsr(@59) = [L+q— "] Sp (25 9) +
+¢Sn-1 (23 q),
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Sn (23 q) — S (qz; q) = —qzSn—1 (¢*x; q) ,

a esta ultima ecuacion se le llama el operador de cambio derecho y el operador
de cambio izquierdo estd dado por

Sn (z; q) — xS, (qz; ¢) = (1 — ¢"1) Spp1 (7123 q)

§ 3.2. Relaciéon de ortogonalidad para los polinomios Stieltjes-
Wigert.

La propiedad de ortogonalidad también se cumple para los polinomios
Stieltjes-Wigert y estd dada por

= Omn.-

(—z,—qr7 1 q) " (¢ Dn

/ Sm (3 q) Sp (3 q)dw g (¢;9)
0

§ 3.3. Transformada integral de Fourier para los polinomios
Stieltjes-Wigert.

La transformada integral de Fourier para los polinomios Stieltjes-Wigert

S, se puede calcular a partir de una representacion de los polinomios Rogers-
Szegs (V.20),

Sn(z:q) = Hp (¢"2347"),

entonces

Sn (aqfnefl%x; q) — Hn (aef2mc; qfl)
_ Z |:Z:| qk(kfn)akefZimk. (V22)
k=0 q

Ahora podemos calcular la transformada inversa de Fourier para los poli-
nomios Stieltjes-Wigert con la funciéon de peso e~**/2 haciendo uso de la
ecuacion (V.22)

3
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recordando que ¢ = e~

V Familias de g-polinomios continuos

00
/ Sk aq—k:e—2mac; q> e—z:cy—x2dl,

00
o M
- / |:n:| qk(k—n)ake—2mwke—m2/26i$ydx
q

™) oo = LK
o0 2
1] ot L [ )
[k]qq Vor |
n k(k—n)ak€2n2k2 1 /OO e—(:c+2nk)2/2€i:cydx V.23
[k]qq \/ﬂ - ) ( )

267 y haciendo el cambio de variable z = = 4 2xk

entonces la ultima igualdad de la ecuacion (V.23) se expresa ahora de la

siguiente manera,

n n 00
_ i 2
§ :|: :| q nk k’e 2kyk 1 elPy—2 /2d2:
q

k=0 >
] ey
k=0 q
= e_yz/an (aq_"e_%“y; q) . (V.24)

Por lo tanto la transformada inversa de Fourier para los polinomios Stieltjes-

Wigert con su respectiva funcién de peso e

—2%/2 est4 dada por:

1 oo . ) )
NeT / Sk (aq*ke*“‘x; Q) e dy = eV 2, (ag e ),
— 00

(V.25)

donde H,(z;q) representa a los polinomios Stieltjes-Wigert.

De esta manera hemos revisado familias de g-polinomios que estéan definidas

en el continuo, el siguiente capitulo muestra un par de familias relacionadas

entre si mediante la transformada finita de Fourier.

Del mismo modo en que los polinomios ¢g-Hermite y los polinomios ¢~ -

1

Hermite son unos la transformada integral de Fourier de los otros, y que
los polinomios de Rogers-Szegd y los polinomios Stieltjes-Wigert satisfacen
esta misma relacion mediante la transformada integral de Fourier. Se puede
pensar en calcular g-extensiones de los eigenvectores de Mehta utilizando
para ello ahora este par de familias.



CAPITULO VI
FAMILIAS DE q—POLINOMIOS
DISCRETOS

§ 1. Polinomios discretos g-Hermite de tipo /.

La funcién generadora para los polinomios discretos g-Hermite esta dada
por

[e'¢) 2.2

9
= (GO (@t; q)oo
a partir de la cual se puede calcular su forma explicita llamado polinomio
discreto ¢-Hermite h,,(z;q) de tipo I con 0 < ¢ < 1

1-—n

21 [n/2]
& ) =3 (g (VL)

a"q
hn(;q) 1= x" 260 ( - 2
k=0

Donde los coeficientes c,(cn)(q) en la anterior serie de potencias de x son

iguales a

n n—k) (@54
) (g) = (—1)kqk@n—H) ((q2'q2))ik' (V12)

§1.1. Relacién de recurrencia de tres términos para los poli-
nomios discretos ¢-Hermite de tipo I.

Los polinomios discretos g-Hermite de tipo I, satisfacen en forma anéloga

a los polinomios clésicos de Hermite, una relacién de recurrencia de tres
términos

hnt1(25q) = Tha(259) — 4" (1= ") hna (23 9), (VL3)

Las relaciones de recurrencia de tres términos para los polinomios discre-

tos de Hermite de tipo I (VI.3) y de tipo IT (VI.13), serviran para conectar

las g-extensiones obtenidas de la aplicacion del procedimiento de Mehta a

los polinomios discretos de tipo I con los eigenvectores clasicos de Hermite.
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§1.2. Relacién de ortogonalidad para los polinomios discre-
tos ¢-Hermite de tipo /.

Los polinomios discretos de tipo I, hy(z;¢q) forman un sistema de ¢-
polinomios de Hermite que son ortogonales en un subconjunto compacto de
la linea real,

1
/l(qx, =475 Q) oo him (23 ) hn (75 ¢)dgxr = (1 —q)(q; @)n(q, =1, —q; 0)o0q®) 6

Donde la ¢-integral esta definida por

| i =0-0 3 @) e
0

Esta definicion para la g-integral se debe a J. Thomae y F.H. Jackson [19].

§1.3. Transformada integral de Fourier de los polinomios
discretos ¢-Hermite de tipo /.

Un vistazo a (VI.1) y a (VIL.12) muestra que la expansion explicita para
los polinomios discretos g—Hermite de tipo I1, hy(x; ¢)(definidos en la sigu-
iente seccion) en potencias de x difiere de h,(z;¢q) solo por el factor extra
¢"(k+2=2n) en Jos coeficientes de expansion de los g-polinomios formados. Co-
mo verd mas abajo, esta circunstancia simplifica ligeramente nuestro intento
de evaluar la integral de la transformada de Fourier entre los polinomios
g-Hermite discretos h,(x;q) y Bun( ;q). De hecho, ahora evaluaré la integral

I,(t;q) \ﬁ/ rS. q)etst /24, (VI4)

donde « es un namero complejo arbitrario. De la definicion de (VI.1) es

claro que
Ltg): = —— / (@™ q)e* =" 2ds
1 & (ims)(n—2K) ist—s2/
_ c n (q) an—2ke iks)(n—2k ezst—s 2d5
V2T J o kzo k

_ (n) n—2k 1 > i[t+r(n—2k)]s—s2/2
= g ¢ (@) e e ds
k=0 V2T J oo

[n/2]
_ Z anfzkcl(cn)(q)ef%[tﬁ(n*?k)ﬂ (VL5)

k=0
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La expresion de la ultima linea en (VI.4) se sigue de una propiedad bien
conocida de la funcién exponencial exp(—2z?2/2), que es su propia transfor-
mada de Fourier. Un facil calculo usando (VI.12) muestra que

—L[t4r(n—2k))2 U —th(n—2k) o~ & (n—2k)?

e 2 = e e 2
_ ol ota(n—2k) — 5 (n—2k)?
_ oo tR(n=2k) 5 (n-2k)? (VL6)
sustituyendo ¢ = e~ 2" en (VL6) obtenemos
o SlibR(n—2k)2  _ e—ﬁe—m(n—%)q%
_ e—ée—m(n—%) qk(k*n)+%’ (VI7)

multiplicando la ecuacion (VI.7) por 1’s de la forma

2 2
n—n_ nk—nk 2k—2k T-—T-
q q q qz 2,
obtenemos
—Lt+r(n—2kK))2 _2 —tk(n—2k) k(kfn)Jr"—2 n—n nk—nk 2k—2k 10 _n>
e 2 = e 2e q 1q q q qz 2

2 n
_ e—% e—m(n—%)qkz(k+2—2n)q(3n2—4n)/4q(1—5)(n—2k)<y1_8)

de esta forma

e—%[t+n(n—2k)}2 _ e—%e—m(n—%)qk(k+2—2n)q(3n2—4n)/4q(1—g)(n—2k)7 (VL9)

que sustituida en (VIL.5) queda como

[n/2] i
I,(t;q) = q”(3”*4)/4e*t2/2 Z qk(k+2f2n)c](€n) (q) (aqlffefm)
k=0
g"Bn D=2, (aql‘%e_t“; q) : (VL.10)

con lo cual se prueba que

e o ) )
m/ hn(aems; q)ezst—tQ/ZdS _ qn(3n74)/4 h., (Oéqlifeft“; q> 67t2/2,
—o0

(VI.11)

Es decir, la transformada integral de Fourier para los polinomios discretos

g-Hermite de tipo I son los polinomios discretos g-Hermite de tipo 11, que
se verdn en la siguiente seccion.
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§ 2. Polinomios discretos ¢-Hermite de tipo I/

§ 2.1. Funcién generadora y definici6n.

La funcién generadora para los polinomios discretos ¢-Hermite de tipo
11 se debe a la féormula

a partir de la cual se desprende una representacién explicita para dichos
polinomios. Para considerar los valores 1 < ¢ < oo, se prueba conveniente-
mente en [9], similar a otros casos de g-polinomios, introducir los polinomios
discretos g-Hermite de tipo I1, Bn(x; q),

) -n ,1-n 2
ho(z;q) 1 = i "hy (iz;q7") = 2" 21 <q 70q ¢ _q2>
x
[n/2]
_ Z qk(k+2—2n)cl(€")(q)xn—2k (VI.12)
k=0

§ 2.2. Relaciéon de recurrencia para los polinomios discretos
g-Hermite de tipo I1.

Como ya hemos visto, los polinomios discretos de tipo I satisfacen una
relacion de recurrencia de tres términos, ahora bien, de la ecuacion (VI.3) y
de los primeros dos miembros de la ecuacion (VI.12), podemos deducir la
relacion de recurrencia para los polinomios discretos g-Hermite de tipo I1, a
saber,

hn1(5.) = ha(w59) — ¢ (1= ¢") ha(; ). (VL.13)

§ 2.3. Relacién de ortogonalidad.

Los polinomios discretos g-Hermite de tipo 11, al igual que los anteriores
sistemas de ¢-polinomios, satisfacen también una relacién de ortogonalidad
sobre la linea real.
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o0

> |:hm (ch; q) i (cq’“; q) + b (—ch; q) hn (—ch; q)} w (ch; q) ¢*
k=—00
(¢ —Pa,—c2q:6*)  (¢;9)n
(¢, =% —c2¢% ¢ ¢

2 Omn, € >0,

donde
@0 = e = o
L (i, —i7;q)oe (=277

Con esta seccion se finalizan los preliminares acerca de las familias de g-
polinomios de Hermite, ya sea en el caso continuo, como los g-polinomios de
Rogers, los polinomios Rogers-Szegs y los polinomios Stieltjes-Wigert, o en
el caso discreto, como los polinomios discretos g-Hermite de tipo I y de tipo
I1. Lo que sigue es aplicar un procedimiento analogo al utilizado por Mehta
en la seccién IV para encontrar eigenfunciones de la transformada finita de
Fourier, pero en esta ocasion se utilizaran las familias de g-polinomios para
construir dichas eigenfunciones.
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CAPITULO VII

FAMILIAS DE ¢-POLINOMIOS
RELACIONADAS MEDIANTE LA
TRANSFORMADA FINITA DE
FOURIER

Toda la teoria anterior nos sugiere que es posible encontrar eigenfunciones
para la transformada finita de Fourier usando g-polinomios de Hermite, dada
su interrelacion mediante la transformada integral de Fourier. Las siguientes
subsecciones demuestran que dichos ¢-polinomios son adecuados para ello.
Logrando con esto dar una formulaciéon precisa hacia la versiéon finita de
mecéinica cuantica.

§ 1. Los polinomios continuos ¢-Hermite H,(x|q) de
Rogers.

En esta secciéon comenzaré con las representaciones explicitas para los
polinomios continuos g-Hermite H,(z|q) (V.1) y ¢~ '-Hermite h,(z|q) (V.9).

Definiremos una g-extension de los eigenvectores de Mehta Fj(liv ) (IV.2),
utilizando los polinomios continuos ¢-Hermite, de la forma

jév)(q) — e~ N (N+)? (sin /2 k(RN + 7)q) , (VIL.1)

n=—oo

donde 0 < ¢ : = exp(—2x?) < 1. Entonces de (VIL1) se sigue que para el
caso en que 1 < ¢, la g-extension



VII Familias de ¢-polinomios relacionadas mediante la transformada finita
36 de Fourier

F](lf;v 71 ik Z X (mN+j)? hy (Smh 2z (mN + j) ‘q) (VIL.2)

m=—0o0

extiende F](,iv)(q) a los valores del parametro ¢ en el intervalo (1, 00).

De las definiciones de (VIL.1) y (VIL.2) es claro que ambos Fj(liv)(q) y

Fj(,iv) (¢71) son funciones periédicas en j con periodo N, asi que podemos

escribir la expansion de Fourier

= 27
Fil(g) =Y al’(q) exp (Nlj> (VIL3)

l=—0

con los coeficientes de expansiéon

27r1
aly) =¥ / = FM (g) (VIL4)
Una forma explicita de los coeficientes al(,iv)(q) es evaluada exactamente
segtin Mehta [4], excepto que el polinomio clasico de Hermite Hy, (\/%(nN + j)),
debe ser reemplazado por el polinomio ¢-Hermite H, (sin zrk(nN + j)]q).
Ahora calcularé dichos coeficientes

_ 27
o (g) = / R O (g)dr —

= N/ e Nl e~ n(nN+2) i, (sin /% K(nN + z)|q) do

n=—oo

- L Z / SRl RONID’ g (sin /F RN + )| q) da

’I’L_—OO

haciendo el cambio de variable y = |/2z(nN + x), cambiando los limites de

integracion correspondientes, y recordando que e?™" = 1, obtenemos

) (n+D)V2rN L or
(N) 1 f*ny%ly\/l .
O | e 8RBy (sin ynlg)dy
k 2r N nz—:oo nv2r N
11 [ e
= —=— e 2V TN Hy (sinyk|q)dy (VIL5)
VN V21 /_oo ’
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usando la transformada integral de Fourier para los polinomios g-Hermite

> ist—s2/2H ( : ’ )d - n2/4h ( h t‘ ) —t2/2
o e n(sinsk|q)ds =i"q n(sinh xt|q)e ,
V2T )
entonces la ecuacion (VIL5) queda como

1 . . -2z
i (@) = it/ (sinh (—Fm)l) R (VILG)

por lo tanto

_ Nk s
e N

sustituyendo en (VII.3) se obtiene
N > 27 ( Z) o
F](k )(q) = Z enlr L \/N 7"/ hy, (sinh v/25lk|q) €~ BR,

F](éV)(q) _ (—Z k2/4 Z g L% by (slnh\/;l’i’q (VIL8)

27 27

haciendo [ = nN +m, entonces e ¥ /! = ¢~ , sustituyendo
en la ecuacion anterior utilizando en el ultimo paso (VII.2), se obtiene

Fi(mN+m) — eT]m

F(q) =

Ak N—-1 ;
- C e o 5 g,
m=0

n=—oo

X hy, (sinh /22 (nN + m)k|q)

N-1
= (RN A EYD (g7, (VIL9)

m=0
De forma similar, cuando 1 < ¢ < oo se puede escribir la expansiéon de

Fourier
(e}
FY () =3 by Xl (VIL10)
l=—0

con los coeficientes de expansiéon

— _ 2w
) = N/ Fer) () da

= ——q¢ ", (sinFik|q) eV, VIL11
\/N K (sin /%l q) e ( )
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consecuentemente, sustituyendo (VIL.1) y (VIL.11) en (VIL.10), se obtiene
que

N-1
FN (g7 = ¢ #0 S° aAM 0D (), (VIL12)

j mk
m=0

Las relaciones (VIL.9) y (VIL.12), escritas como:

N-—1
AMES (1) = (1) AEY (g), (VIL13)
m=0
p N N 2 N
Ag'm)Fr(nk) (@) = ¢ /4Fj(k)(q*1), (VII.14)
m=0

respectivamente son g-extensiones del problema de eigenvalores (3). Estas
relaciones describen la propiedad de transformacién de los polinomios g-
Hermite H, (x|q) de Rogers con respecto al operador de la transformada
finita de Fourier [28] . De las relaciones (VII.14) y (VII.13), las funciones

Fi(a)y Fj(év) (g7!) son eigenvectores del operador {A(N)}2, asociados con

los eigenvalores (—1)*, dicho operador representa el operador de refleccion.

§ 2. Los polinomios Rogers-Szegé y los polinomios
Stieltjes-Wigert.

En esta seccion consideraré otra pareja de familias de ¢-polinomios rela-

cionadas por la transformacion ¢ — ¢~ 1.

Los polinomios Rogers-Szegé H,,(z;q) estan definidos como

H, (z;q) == zn: [Z} qx’f. (VIL15)

k=0

De la férmula de inversion [Z]q_l = gk(k—n) [Z]q tenemos que se pueden
expandir estos polinomios al intervalo 1 < ¢ y los expresamos como sigue:

o) =30 [f] =[] e )
q- q

k=0 k=0

luego, utilizando (V.19) y (V.20) tenemos representacion de los polinomios

Stieltjes-Wigert S, (z;¢q) en términos de Hy, (x; q_l)

Sn (219) = (@ QnSn (—2:1q) = Hy (¢"w1q77) . (VIL17)
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Podemos ahora definir una g-extensién de los eigenvectores de Mehta
F™) de 1a forma
ik

oo

Fil(asq) = Y e ¥+ gy (aem\r ("Nﬂ),q), (VIL18)

donde 0 < ¢ = e < 1, y Hg(z;q) es el polinomio de Rogers-Szegs de

grado k, entonces se sigue que

FM (gl = 3 e FON+PG, <aq &2V TR ), ) (VIL19)

n=—oo

extiende F](,iv) (a5 q) alos valores del parametro ¢ en el intervalo (1, 00)

Debido a la periodicidad de Fj(év)(a ;q) en j, podemos escribir la expan-
sion de Fourier como

Fsn = Y dl@oes (56). o2

[=—00

con los coeficientes de expansion
N
afy(aq) = N/o e FFY (s q)da
1 ~ 2\/ ] ) 12
= —SplaeVNYiqgle N VIIL.21
e 4 (viL21)
Los siguientes pasos son para probar la ecuacion (VII.21)
N
alp(059) =
1N am N
= N/ e leFék,)(a;q)d:z:

i E
_ N/ 2 lx Z e N('n,N-{-;n <O£ 21 NH(nN+:B);q) dx

n=—oo

= — Z/ - %"N‘H’)QH;C (aem\/ HRNH) >dm,

n——oo

(VIL.22)
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haciendo el cambio de variable y = ,/QW“(nN + x), y cambiando los limites
de integracion en la ecuacion (VII.22) obtenemos

Mg = VI e
e XD \ﬁ\/ﬂ nv/aTN

x Hp, (aezmy ; q) y

\/Nl\/ﬂ /OO R, (0 ) dy

—\ 2

_ \/1Ne(l¢ %) 12g, (ae%(’ sz");q>

= \;Ne leé’k <a62ﬁ(l\/21\7’7);q>, (VIL.23)

con lo cual queda probada (VII.21). Luego sustituyendo (VII.21) en (VII.20)

F](]iv)(aﬂq) = i \/1N~k <Oé€2ﬁ(l\/2j\7;);q> 6_%#6%\—@
l=—00
0o

- \/1]V DR (%2 \/2” >

l=—0

haciendo [ = —I' y I’ = nN + m obtenemos

2
L

2mi (nN+m)j— T (nN+m)?

e N X

3
|‘|
8

<3

Bl

5

<3

[
1 E\H
1
Mg

X

Bl
AV RN

o]

I
—

672& (nMer), q)

oo
eRmi N7 R NEm? (VIL.24)

n=—oo

ae—Qﬁ\/%(nN-l-m) : q>

3
I

C g
(]

X
ES
N

i

_ ( A(N)) R (aqk : q*1> , (VIL.25)

0 Jm

3
I

considerando solo la tltima igualdad en (VIL.25) podemos escribir el eigen-
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vector F](,iv) (a; q)para los polinomios Rogers-Szegé como
N-1 .
(a) " B (adtia7Y), (VIL.26)
m=0 Jm

donde (A(N))71 es el operador inverso con respecto a (A(N)).

De manera similar, cuando 1 < ¢ < co podemos expandir Fj(,iv) (a; q_l)
en serie de Fourier de la forma,

Fj(,iv) (a;q_l) = Z bl(,iv)(a,q)e%lj, (VIL.27)
l=—c0

cuyos coeficientes de expansiéon se calculan como,
(N) LY emy vy
by (aq) = N/ e NTEL (a9 da (VIL.28)

La expresion concreta de dichos coeficientes se obtiene sustituyendo la ecuaciéon
(VIL.19) en (VIIL.28),

27”l$
N
l——oo

= — Z / — e R (nN+2)? S <aq k6_2\/2ln nN—H:) )d:p

l*—oo

e}

N
b (

«;q) _%(”N‘m)QS’k (aq_ke_Q\/zf\;r”(nNH); q> dz

haciendo el cambio de variable y = /2Z(Nn + z), entonces esta tltima
ecuacion se puede escribir de la forma,

1 o (n+1)v2rN
Vo \/N nV2rN

. iy —y2/28& —k _—2kry.
B mf/ VN ¢S (aa e ) dy
_ Lg(‘ 21) /2 Hk< ke—zm(—\/%l);q)

VN

1 _m 2 k 2 nl >
= —e~v'H iq ).

VN k( 4

_ 2 ~
e N zlye_y2/25k (aq—ke—Qﬁy; q) dy _
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Por lo tanto la expresion para el coeficiente b( )( q) de la serie de Fourier

para Fj(k )( a;q~ ') esta dado por

1 us 7 z/{
b (:q) = ﬁe’ﬁlek <aqk62 VE l;q) . (VI1.29)

Siguiendo con el procedimiento, si se sustituye (VII.29) en (VIL.27) obten-
emos,

1 - [a2m
Fj(liV) (O‘§ q_l) = VN Z e Nl Y Hy, <aq ke NKI;Q)
oo

0 .

m=0n=—oo
1 = 2 > 2
_ L e 7T’ij Z e—ﬁ(nN+m) X
\/N m=0 n=—00
X Hy <aq ke %H(nNer), )
N-1
N
_ Z AR 0 ( ;q) . (VIL.30)
Donde en la ultlma igualdad de (VII.30) se utiliza la representacion de la

transformada finita de Fourier AS-],:? y de la ecuacion (VII.18), ahora pode-
mos expresar los eigenvectores g-extendidos para los polinomios Stieltjes-

Wigert en términos de los eigenvectores de los polinomios Rogers-Szegd,

N—
F (asq7Y) = Z AN B0 (aq—k; q) . (VIL31)
m=0

asi las relaciones (VII.26) y (VIIL.31) pueden ser escritas como

N-—1
—1
<A(N)> Fok (“qkﬂ_l) = FY(asq), (VI1.32)
m=0
Z AGVESY (aq”“; q) = F (a5q7Y). (VIL33)
m=0

Ahora es claro que las transformadas finitas de Fourier (VII.33) y (VIL.32)
de los polinomios Stieltjes-Wigert y los polinomios Rogers-Szegé respectiva-
mente, representan el andlogo discreto de la transformada integral de Fourier
(V.17) y de su inversa (V.25) para los mismos polinomios [28].
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§ 3. Los polinomios discretos ¢-Hermite del tipo I y
del tipo II.

Ahora se esta en posicién para definir dos g-extensiones de eigenvectores
N
de Mehta Fj(k ) de 1a forma

FiY (asq) Z e~ NN (aem\/ ~ (nN+9). q> , (VIL34)
8:q Z i (gq — o/ F ”N“),q), (VIL35)

donde 0 < q := e~ 25" < 1 en vista de
lim h,, (aem; q) = lim B, (aql_%e_“y; q) =a", (VIL.36)
q—1 q—1

de las definiciones de (VII.35)tenemos

lim Fip ) (o q) = oFFlY, liny = oG (Biq) = BFFSY. (VIL3T)

q—1

Por lo tanto la expansién de Fourier.

o0

Fj(liv Novg) = Y af (e ™1, (VIL38)
l=—00
con los coeficientes de expansiéon
al (a q) N/ ~ Kl EMN (0 g)da. (VIL.39)

N 2n
ap (azq) = Jb/o s Z e~ RN+ ( W2N(”N”);q>da;

n=—oo
o0

1 E : /N 72“ilzfl(nN+x)2
0

% h <aem\/ F(nN+a), q> dz (VILA40)
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haciendo el cambio de variable y = ,/ZW“(nN + x), se obtiene de la ecuaciéon
anterior;

n+1 V2rN o 9 )
app (asq) = N\/ NI by (e ) dy
n 27N

n=—00

- —i\/%ly—y2/2 h kY. d
mm/_ooe K (ae™;q) dy

L k@k-aya -222 7 < Lk /25 >
- UN e N2 hy (ag2enV N VILAL
Nk k| g q (VILA1)

Ahora, regresando a (VIIL.38), se puede usar la forma explicita de los

(N

coeficientes de Fourier a;, )(a; q), para desarrollar la expansion de Fourier,

o0 _
1 ~ k 2m s 2w
Fg = Y SO0/ (aq1_2€n % ,q) R
gk ) VN )
l=—o0
[e.e]
_ 1qu(3k4)/4 3 B, <aq1§e”’/21@rl(lyf>l.42)

como [ es de periodo N, podemos hacer I = nIN + m, entonces;

N 27”m —Z(n m)
Fj(k)(a;q) _ \/» ¢" k= 4/42 j Z & (N+m)?

[=—00

xhk< 1-3 “\/ ("N+m) >
N-1 N (N
= AN AN (a5 ), (VIL43)
m=0

donde <I)( )( q) esta definida como en (VII.35). Evidentemente, se pueden
repetir los mismos pasos, partiendo de (VIL.38) hasta (VII.43), pero apli-

cados en esta ocasion a @ﬁg)(a; q). Esto da como resultado la relacion;

jm

N-1
—1
o4 (0sq) = OIS (AOD) 0D (asg),
m=0

N)

. . (
La expansion de Fourier para <I>jk

3 b (s q)e ¥, (VIL.44)

k=—o00
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con los coeficientes de Fourier definidos como;

1 N s
= N/ e_%lx@;]z)(a;q)dx

_ N/ 2ml e,ﬁ(nNer) il (aqlgen\/%(nNJr:r);q) dx

n=—oo

_ 1 Z / ,mle—(nNﬁr) iL < qlge’f\/%\?(nNer);q)(d[llIAm

7’1/700

haciendo nuevamente el cambio de variable y = 4/ Qﬁ(nl\f—l—x) en la ecuacién
anterior, se obtiene;

N
by (0 q) =
o0 (n+1)vV27N |
= LL / 6*l\/len yn/2h (Olq QGHy q) dy
\/> \/ n*—oo nv2r N
Zily—y?/25 1-k w
— - N Y.
f\ﬁ/ hk<aq 2e ,q)dy
_ / [kf m(m—+2—2k) (k:)( )( g y)k72mdy
\ﬁ
[k/2]
_ b G220 ((R) (g o2 g (1) (k—2m)
\/Nm:O

—z\/ Tly—y?/2 oy (k= 2m)dy

l

(VII.46)
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[k/2]
_ Z m(m+2—2k) )(q)ak—qu(l—g)(kz—zm) %

iy T (k- 2m)ly—y /2
d
\/ 2T / Y
[k/2]
_ Z qm(m+2 2k) )( ) k72mq(177)(k 2m) >

@[ \/27’1 ik(k—2m)]y— y2/2dy (VH47)

\/ 2 /
[k/2]
_ qu(m+2 %) () () ak=2m) g (1=5)(h—2m) . Ly B iin(k— 2m)?

El término exponencial de la tltima ecuacién se puede reescribir como

_ 2 —
e—%[—\/%"l—in(k—Qm)] i e—%[%—&—% 27 o (k—2m)l—k2 (k—2m)?]

_ 6_%12 62’ W}i(k 2m)l

¢’ (k—2m)? (VIL48)
que sustituido en (VIL.47) produce;

[k/2]
1 —2m -5 m) ,— 7
ng) a; q) Z m(m+2—2k) )(q)a(k 2 )q(l 5)(k—2m) ,— 11

) —n(k 2m)le%(k 2m)?2

X eVHN
[k/2]
_ 1 6742 qu (m+2—2k) )(k72m)qfw

X (ae \/”l> o

[k/2] e\ (k—2m)
_ 1 ze g HBR=0)/4 3 W (g) (aez\/?'ﬂ)

m=0

L =2 _k(3k—4)/4 < i/ % nl>
= ——e N hp | e’V N VII.49
TN q k ( )

entonces los coeficientes de Fourier,

bl(lch)( om0 g B0/, <aez‘\/§\’;nl> . (VIL50)

2

a;q) =
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Tenemos ahora que,

N (N 2mi
¢§k)(a;q) = > by (s q)e v
l=—00
_ i 1 7k(3/c /4p, (ae \/2”1 ) 252
l=—00 \/N
_ quk(3k74)/4 i I <aem\/2§l-q> -
\/N ) )

l=—00
haciendo [ = nN + m en la ecuacién anterior obtenemos lo siguiente:
(V) 1 “ o o2
o4 (erq) = ﬁq_k(?’k_‘”/“ YN (aem\/ N ;q)

m=0n=—o00

ei%j(nN—&-m)—l(nN—f—m)Z

X

_ k(3k—4)/4 N mi h < % >
q 6 k ae yq

i D]

X —(nN-i—m)Q

k(3k—4) /4 Z mJF(N) (a:q),
obteniendo asi,
N = N
(M (a:q) = g B/ ( ) F(a; ). (VIL51)
m=0

donde (A(N))i1 el es operador inverso con respecto a AXN),

Concluimos que las relaciones ( VI1.43) y ( VIL.51), describen la propiedad
de transformacion con respecto al operador AXY) de los polinomios discre-
tos ¢g-Hermite h,,(x;¢q) de tipo I (0 < g < 1). Para los polinomios discretos
ﬁn(x;q) de tipo IT (1 < q) también se cumple esa propiedad mediante la
transformada finita de Fourier inversa.

Logrando asi otra versién de una g-extensiéon para los eigenvectores de
Mehta, para otro par de familias relacionadas primero mediante la transfor-
mada integral de Fourier, y ahora por medio de la transformada finita de
Fourier [29].
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CAPITULO VIII
CASOS LIMITE, CUANDO ¢ — 1

§ 1. Limite de los polinomios de Rogers.

Es bien sabido que los polinomios continuos ¢-Hermite H,(z|q) coinci-
den con los polinomios clasicos de Hermite H,(z) en el limite cuando el
parametro ¢ tiende a 1 (o el parametro x desaparece ) [19], a saber,

h'rq K "H, (sinkyl|q) = h'n% K~ "hy, (sinh ky|q) = Hy,(y). (VIIL.1)
q— q—
De este modo podemos verificar facilmente que el limite de los eigenvectores

de los polinomios g-Hermite cuando ¢ — 1, coinciden con los eigenvectores
de Mehta, es decir,

lim < F (q) = B lim e ERY (g70) = i

111.2
lim 12 ] (VIIL.2)

dondeFj(,iV ) son los eigenvectores de Mehta (2), consecuentemente se puede
observar que ambas relaciones en (VII.13) y (VII.14) coinciden con (IV.1),
otra observacién que se puede hacer es que los pardmetros ¢ y N son in-
dependientes y en el limite continuo (i.e. el limite cuando N — oo) de las
relaciones (VII.14) y (VIL.13), son la transformada integral de Fourier (V.8)
y su transformada inversa.

A continuacién se prueba que los eigenvectores g-extendidos g-Hermite
(VIL.13) coinciden con los eigenvectores obtenidos por Mehta (IV.1).

Tomando la relacién de recurrencia de tres términos para los polinomios
g-Hermite (V.7) y escribiendo esta ultima ecuacion en términos de la variable
sin kx, la relacién de recurrencia queda como

H,11(sinkz|q) = 2sin ke Hy, (sin kzx|q) — (1 — ¢") Hyp—1(sin kx|q),

22

luego, como sinz ~ x para x € [—0,0] y ademdas ¢ = e~ **", entonces ¢" ~

1 — 2nk2

Hy, i 1(kz|q) = 2k H, (kx|q) — 2nk?Hy, 1 (k2|q), (VIIL.3)
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multiplicando cada miembro de la ecuacion (VIIL.3) por x™*! y haciendo
Hpy = k7" Hp,

Hyy1(kzlq) = 20 H, (kz|q) — 2nH,_1(kz|q), (VIIL4)
usando el limite para los polinomios g-Hermite [19]

11'%111 K "Hy,(kx|q) = Hy(x), (VIIL5)
q

la ecuacion (VIII.4) queda como

Hyi1(z) = 22H, (z) — 2nH, 1 (z), (VIIL6)

que es la misma ecuaciéon de recurrencia de tres términos para los polinomios
clasicos de Hermite.

Para el caso de los polinomios ¢~ !'-Hermite h,(z|q), el procedimiento
para evaluar el limite cuando ¢ tiende a 1 es analogo al de los polinomios ¢-
Hermite, usando la ecuacion de recurrencia de tres términos (V.10) queremos
comprobar ahora que

11’%111 K~ "hy, (sinh kx|q) = Hp(z),
q

dondeH,,(z) es el polinomio clésico de Hermite. Entonces, escribiendo ecuacion
de recurrencia (V.10) en términos de la variable sinh kx, obtenemos

hp41(sinh kx|q) = 2sinh kxhy, (sinh kz|q) — ¢~ (1 — ¢") hyp—1(sinh kz|q),
(VIILY)
como sinhz ~ x cuando z € [—§, ] y recordando que g = 6_2”2, la ecuaciéon
(VIIL.7) se puede escribir como,

hnt1(kx|q) = 2kxhy (Kx|q) — 2n/<;2hn,1(/£:r|q),

multiplicando cada uno de los términos por x "t y tomando limgy1 o
limy_,q, recordando cual es la relacién entre ¢ y &

lql’ﬁl DB (k2lq) = 2 lql’%l K "hp(kz|q) — 2n 1(11%111 K" hy 1 (kx|q),

obtenemos la relacion de recurrencia de tres términos (II1.11) para los poli-
nomios cléasicos de Hermite Hy ().



§ 2 Limite de los polinomios Rogers-Szegs y Stieltjes-Wigert. 51

§ 2. Limite de los polinomios Rogers-Szegd y Stieltjes-
Wigert.

Ahora vamos a calcular el limg; k7" Hy (K2, q), donde Hy(2;¢),0 < ¢ <1
son los polinomios de Rogers-Szegs. Comenzamos con la relaciéon de recur-
rencia de tres términos (V.16) escrita en términos de la variable —e?™®

Hn+1 (_62m; Q) = (1 - €2m) Hy, (_6211; Q)_(l - qn) (_621':1:) Hy (_621”3; Q) )

(VIILS)
esta relacion de recurrencia se puede escribir en términos de los polinomios
g-Hermite H,(z|q) bajo la siguiente identidad [26],

H, (—e%x; q) = i~ "e™® H, (sin z|q)),
sustituyendo esta ultima ecuacion en (VIIL.8), obtenemos,

Hyp(sinz|q) =4 (1 — 62”) e " H,(sinz|q) — (1 — ¢") Hy_1(sinz|q),

(VIILY)
H, . 1(sinz|q) = 2zH, (sin z|q) — 2nk>H,_1(sin z|q) (VIIIL.10)

luego en el limg1 K" Hy(z]q), sinx ~ z y recordando que g = e~
Hy 1 (kx|q) = 262 Hy, (k2| q) — 2062 H, 1 (k2| q), (VIIL.11)

multiplicando por k"t y haciendo H,, = £™H,y,,
TV H, ) (kalq) = 26 @ Hy (kx|q) — 2nk~ "V H, 1 (kz|q), (VIIL12)

H, . 1(kz|q) = 22 H, (kz|q) — 2nH,_1(kz|q), (VIIL.13)

la cual es la relacion de recurrencia para los polinomios de Hermite clasicos
(TT1.11).

§ 3. Limite de los polinomios discretos de tipo [ y
de tipo I1.

Para demostrar que los polinomios discretos g-Hermite de tipo I h,(x;q)
coinciden con los polinomios clasicos de Hermite H,(z), comenzamos con
la relacion de recurrencia de tres términos para los polinomios discretos g¢-
Hermite de tipo I (VI.3)

Y

hnt1(z;q) = xhn(z59) — ¢" (1 — ¢") hn_1 (25 9),
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entonces si cambiamos x — z+/1 — ¢2,

Bt (mV1 =% q) = 21— @ho(zv/1—¢%q) —¢" (1 —¢") x
Xhp—1(x\/1 = ¢%;q), (VIIL.14)

recordando que q = e 2+ entonces,\/1 —q¢2 ~ 2k y ¢" ' — " =~ 2nk?
cuando ¢ € [—4, 0], luego la ecuacion (VIII.14), se puede escribir como,

hni1(22k;q) = 2xkhy (22kK; @) — 2nk2hy, 1 (22K; q), (VIIIL.15)

haciendo el cambio k +— &/2

~ ~2
~ K ~ ~
hnt1(zR;q) = 2x§hn(x/<c; q) — 2n2—2hn_1(xn; q), (VIIIL.16)

multiplicando los términos de la ecuacion (VIIL16) por (2x)~ ("D ésta se
puede ver como,

INQ_(”J'_I) ~—n R—(n—l)

~ K -
ho1 (5 0) = 205 (2R q) = 200y

o ho_1(zfs;q), (VIILIT)

2n+1

. ~ ~—n L% . 1A

haciendo h,, = %.—h, la ecuacion anterior se ve como la relacion de recur-
n D) n

rencia de tres términos para los polinomios clasicos de Hermite H,(x)

hi1 (s q) = 2xhy (TF; q) — 2nhy_1(TR; q), (VIIL18)

Para el caso de los polinomios discretos g-Hermite de tipo I, usamos el
procedimiento andlogo para los polinomios discretos g-Hermite de tipo I con
su correspondiente relaciéon de recurrencia de tres términos.



CAPITULO IX
¢-EXTENSION DE LAS BASES DE
LA TRANSFORMADA FINITA DE

FOURIER

Hasta ahora se ha mostrado que las relaciones (VIL.13) y (VIIL.14) nos
habilitan para encontrar extensiones de los eigenvectores de Mehta para la
trasformada finita de Fourier. Evaluamos ahora la acciéon de la matriz de
Fourier AXN) de (1), sobre la combinacion lineal de (VIL1) y (VIL2) [30],

(@) = an(@) FY (@) + be(@) FSY (a7, (IX.1)

donde ag(q) y bi(g) son constantes no cero, que necesitamos determinar.
Entonces, usando (VII.12) y (VII.9), se obtiene,

N-1
S AR (ar@F @) + o) F ™)

m=0
= ¢Ma@FR @)+ G0N 0 (@) (1X2)

_ iki—qu2/4ak(q)1;aj(év)(q—l) + i2kq—]<;2/4bk(q)Fj(éV) (Q)
= (i e FL (a7 + it ) P (0))
) N Ny, —
= (a@FRY @) + @ FY )
estipulando que

b(q) =i " ay(q). (IX.3)

Cuando esta relacion se cumple para cada n € {0,1,..., N — 1}, las combi-
naciones lineales en (IX.1) son los eigenvectores de la transformada finita
de Fourier con los eigenvalores \,, = 4", como se puede ver en (IX.2).



54  IX g¢-Extensién de las bases de la transformada finita de Fourier

Con la eleccion en general de la constante a,(q) = %q_"2/8 en (IX.3),

escribimos los componentes del eigenvector g-extendido de Fourier como

1 _ - _
o0 @) = Sa B (FR) + i AER) @) (X

mk 9 m mk

1 s k2
= 3 {q_ /BHk (sin %li(nN—l—j)’q)—F

n=-—00

+ qk2/8hn (sinh zzR(nN —i—j)}q) }

x e  NANFTD?/2, (IX.5)
Esta ecuacion muestra que los eigenvectores %(nj\;? (¢) exhiben una simetria

con respecto al cambio de ¢ — ¢~!. Con la elecciéon adecuada de a,(q) en
(IX.5), es directo verificar que,

Vi (¢7h) =" (q). (IX.6)
Los vectores 4™ (¢q) = Hzpfﬁ) (q)|| serén los eigenvectores de la transfor-

mada finita de Fourier,

AN (q) = i (q) = ™ (g71) .

En particular, el estado base de las eigenfunciones g-extendidas de Fourier
es una suma Gaussiana sobre /27 /N (kN + m) |debido a que Hy(z|q) =
1 = ho(x|q)], €l cual es independiente de ¢, y por tanto igual a ¢ = 1 que
es el estado base no deformado FD(,]CV) en (IV.2). Estas pueden ser escritas en
términos de la funciéon de Jacobi 93 [31]

o0

do(m) = Pmolq) = Y exp (—5(kN +m)?)

k=—o00

= ™ /Ny, (wim,e”™) = L 93 < 5 7€7ﬂ/N) - (IX.7)

Todas esas eigenfunciones tienen forma Gaussiana, y convergen a la Gaus-
siana exp(—%:UQ) en el limite continuo cuando N — oo . Todos los coefi-

cientes ay,(q) fueron elegidos como %q*"Q/ 8 para normalizar los eigenvectores
g-extendidos ¥,,k(q), asi que éstos exhiben naturalmente la propiedad limite

de los eigenvectores de Mehta,

qg—1
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que es una consecuencia del limg_1 a,(q) = 3.

Recordemos que los parametros ¢ y N son independientes en las rela-
ciones de las secciones previas. De hecho, el limite continuo N — oo de
(IX.8) y de (IX.6) dan lugar a las eigenfunciones g-extendidas de la trans-
formada integral de Fourier,

Un(r3q) = 1M Ypn(z;q)

N—oo
1
= 5 (q_" /8H,, (sin kz|q) + ¢" */8p, n(sinh kx|q) ) ~r* 11X 9)
donde el intervalo y la densidad de los puntos zx(m) = /27 /N(EN + m)
tienden a infinito cuando v/N tiende a infinito, y son reemplazados por la
variable real z. Las funciones (IX.9) satisfacen entonces

\/%/ Ve (x3.0) = i"Yn (y; )- (TX.10)

Esta transformada integral de Fourier es una g-extension del resultado
clasico (4). Podemos notar que de la ecuacion (IX.9), los estados base ¢-

extendidos ,
volz;q) =e " /2, (IX.11)

coinciden con los estados ordinarios, que son estados base no extendidos: es
decir, los Gaussianos.
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CAPITULO X
CONCLUSIONES

Como hemos visto a lo largo de las secciones V y VI, la transforma-
da integral de Fourier relaciona a las familias de ¢-polinomios con las ¢~ !-
polinomios, por ejemplo (V.8) y (V.11) son la transformada integral para los
polinomios continuos ¢-Hermite y ¢~ !-Hermite respectivamente; lo mismo
para los polinomios Rogers-Szegé (V.17) y los polinomios Stieltjes-Wigert
(V.25), asi también para los polinomios discretos de tipo I (VI.11) y de tipo
1T .

Luego como parte del proyecto de investigaciéon, se demostr6 que esa
relacion con la transformada integral de Fourier da lugar para calcular la
transformada finita de Fourier, relacionando entre ellas de un modo natural,
a los pares de familias de g-polinomios antes mencionados.

Estas familias de ¢-polinomios son un buen candidato para ser eigenfun-
ciones de la transformada finita de Fourier. En la seccién IX se demuestra
explicitamente que una combinacion lineal w,(é\/[f) (¢) (IX.4 conformada por los
polinomios continuos ¢g-Hermite (V.1) y los polinomios ¢~ !-Hermite (V.3)
representa una eigenfunciéon de la transformada finita de Fourier.

Cabe senalar que es posible un tratamiento similar para las familias de
g-polinomios Rogers-Szeg6 y Stieltjes-Wigert, asi como para las familias de
polinomios discretos de tipo I y de tipo I1. De esta forma se encuentran otras
dos eigenfunciones, el desarrollo de esto se realizara en trabajos posteriores.
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Apéndice A: Los polinomios
clasicos de Hermite.

La funcion de peso para los polinomios de Hermite son el caso limitante
de la funciéon de peso para Jacobi (1 —z/a)*(1+z/a)® cuando a — oo, esta
funcién de peso es e~ sobre la linea real R. En esta seccion estableceremos
directamente las propiedades para dichos polinomios en lugar de tratarlos
como casos limite, ya que ciertas propiedades se cumplen para los polinomios
de Hermite y no para la contraparte que son los polinomios de Jacobi.

Los Polinomios de Hermite pueden ser definidos mediante la siguiente
férmula:
dre=e’

dxm

Hy(z) = (-1)"e" (1)

es sencillo verificar que H,(x) es un polinomio de grado n.

xT

Sabiendo que la funcién normal e™®" es su propia transformada integral

de Fourier, y diferenciando repetidamente tenemos,

dn —z2 2.\ [ )
€ _ ( Z) e_tQtn€2mtdt, (2)

de 7 ) o

combinando las ecuaciones 1 y 2, obtenemos otra representaciéon para los

polinomios de Hermite, a saber,

—2.\" 2 00 .
H,(z) = (\Z/); e~ ene2int g, (3)

Algunos autores definen a los polinomios de Hermite usando los poli-
nomios de Laguerre L, (z), que son también un caso limite de los polinomios
de Jacobi y tienen la funcién de peso xo‘e*‘rz, sobre el intervalo [0, @),

Hon(2) = (—1)"22"nlL; /2 (a?), (4)

Hopr () = (=1)"22" itz L2 (22). (5)
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Los polinomios de Hermite satisfacen la relacién de ortogonalidad sobre

R,
/ e ) (2) Ho () = 2716, (6)

—00

si definimos las funciones

H,(t)e /2

V 2rnl/T

es claro que ¢y, es un conjunto ortonormal:

¢n(t) =

/ " bn (D) (D)t = S (7)

De esta ultima relacién se obtienen resultados interesantes, por ejemplo,
las funciones ¢,, definidas en 7 satisfacen la ecuaciéon diferencial

y' — Py = —(2n+ 1)y, (8)

con la condicion de frontera y(£oo) = 0, esta ecuacion 8 es precisamente la
ecuacion de Schrédinger para el oscilador arménico.

La funcién generadora para los polinomios de Hermite esta dada segun
la formula de Rodrigues por

i Hn('q:) P - e2:m‘fr2? (9)
n=0 ’

n

esta funcién es util para obtener varias propiedades de los polinomios de
Hermite, por ejemplo, ahora podemos tener otra representacién para los
polinomios de Hermite,

R R
Hy(z) = Z H(n — 2! (22) : (10)
k=0

Dos de las formulas que se siguen inmediatamente de la ecuacion 10, son
las siguientes,

(2m)!
m!

(2m +2)!
(m+1)!°

Hopn(0) = (~1)"

)

Hyp41(0) = (=1)"
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Ademiés de estas dos ecuaciones anteriores, si diferenciamos n veces la ecuacion
10, se sigue que,
d"Hy,(z)
dx™
Usando la representacion de los polinomios de Hermite 10 en combinacién
con 11, podemos calcular el limite,

= 2"l (11)

lim ™ "Hy,(z) = 2". (12)

Tr—00

Ahora, siendo los polinomios de Hermite una familia de polinomios or-
togonales, éstos satisfacen una relacién de recurrencia de tres términos, la
cual se obtiene mediante lo siguiente, primero observemos que la funcién F

2

F(z,r)=e* ", (13)
satisface la ecuacion diferencial en 7,

%: — (20— 2r)F =0, (14)

cuya solucién se encuentra sustituyendo la ecuaciéon 9 para F' en 13, a saber,
Hy1(z) =22H,(x) +2nH,_1(z), n=0,1,2, ... (15)

otra relacién proviene usando ahora la ecuaciéon diferencial para la funcion
F respecto a la variable z,

OF _op—o, (16)
ox

la cual implica una solucién de la forma

H)(x) =2nH, 1(z), n=1,2,3, ... (17)
combinando las ecuaciones 15 y 17, obtenemos

Hyi1(z) — 22H,(z) + H) (z) = 0, (18)

luego, si diferenciamos esta ecuacién y usamos 17, obtenemos una ecuacién
diferencial de segundo orden en H,(x),

H/(z) — 2zH] (z) + 2nH,(z) =0, n =0,1,2, ...

Otra representacion para los polinomios de Hermite, es la representacion

integral,
2' n o0
H, (iz) = (ﬁ? |y, (19)
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la cual es vélida paran =20,1,2, ...
Por tltimo podemos sefialar que las funciones de Hermite {e~" H,(z)}
son eigenfunciones de la transforma integral de Fourier,

e I2H, (x ”ye—yQ/ 2H, (y)dy. (20)

\/ﬂ

Sabemos ahora por la ecuacién 6 que los polinomios de Hermite forman
2
—T

un conjunto ortogonal sobre la linea real, con la funciéon de peso e, aunado
a la teorfa previa podemos desarrollar los siguientes resultados,
o0 2
/ e ” ﬂzan(ac)dx:Q k=0,1,2,...,(n—1); (21)
—0o0
Los ceros de H,,(z) son reales y distintos;
i Hk(x)Hk<y) _ Hn—i—l(y)Hn(x) B Hn—l—l(x)Hn(y) . (22)
2k ) 2ntHnl(y — o) ’

k=0

y si existe la integral

/O; e*foZ(x)dx

lim (2”n!)1/2/ e*foQ(a;)Hn(:c)dx =0.

n—oo

entonces

Otra caracteristica para los polinomios de Hermite H,,(z), es que cualquier
polinomio P(x), puede ser expandido en una serie de polinomios de Hermite,
y los coeficientes pueden ser determinados como en la teoria en general: si

= Z Cka (.11)
k=0

cL = Zkk'\f/ e P(x)Hy(x)dx



Apéndice B: Los g-polinomios
continuos de Hermite

Los polinomios continuos ¢g-Hermite {H(x|q)} son generados por la for-
mula recursiva,

szn(xIQ) = Hn—l—l(xM) + (1 - qn)Hn—l(x)v (23)
con las condiciones iniciales,
Ho(z|q) =1, Hi(z[q) = 2z. (24)

Lo que sigue es calcular una funciéon generadora para {H,(x|q)}. Entonces,
haciendo

t’fL
()0

Multiplicando la ecuacion 23 por t"/(q; q),, y sumando para n = 1,2,3, ...,
y considerando las condiciones segin 24, se obtiene la ecuacién funcional,

H(xa t) = Z Hn(x|q)
n=0

H(z,t) — H(z,qt) = 22tH(x,t) — t2H (z,1),

por lo tanto,

H(xt) = H(x,qt) H(x,qt)

_ - . __ z=cosf. (25
120t + 2 (1—te®)(1—tei0) © % (25)

Lo anterior sugiere iterar la ecuacién funcional 25 para obtener,

H(cosO,q"t

H(cosb,t) = %.
(te te=; q),

Dada la funcional previa, es sencillo verificar el limite

lim H(z,q"t) — H(x,0) = 1.

n—oo
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Asi que ahora podemos expresar el siguiente resultado: la funcién generadora
para los polinomios continuos ¢-Hermite tiene la forma,

£ 1
- - 26
(;q)n  (teifte ™) (26)

ZHn(cos 0)q)
n=0

la demostraciéon de lo anterior se puede verificar como sigue, el lado izquierdo
de 26 satisface la funcional,

(1 — 22t +t*)F(z,t) = F(x,qt) (27)

Ahora, como el lado derecho de la ecuacion 26 es analitica en ¢ en una
vecindad de t = 0 entonces puede ser expandida en un serie de potencias en
t y sustituyendo la expasion,

Flat) = 3 hio) (28)
n=0 VH/m

en la ecuaciéon 27 e igualando los coeficientes de t™, se encuentra que los f,,’s
satisfacen la relaciéon de recurrencia de tres términos 23 y ademés coinciden
con Hy(z|q) cuando n = 0, n = 1. Esto es, f, = H,(z|q) para todos los n,
probando de esta manera la ecuacion 26.

Para obtener una férmula explicita para los polinomios ¢-Hermite, se
expande 1/(te*?; q)o, por medio de

n

=z 1
W)= 2 e = G <Y

entonces multiplicando la serie resultante, obtenemos,

_ (& Dn
Hn(costla) = kzzo(q;Q)n(q;Q)nk (n = 2k)0
R (@D g
N kZO(CLQ)n(q;CI)n—k Itn = 2K)j6 (29)

Esta representacion refleja el caracter polinomico de Hy, (x|q) ya que cos (n — 2k)8 =
cos (|(n — 2k)[)0, el cual es un polinomio en términos de cosf de grado
|n — ak|. Los polinomios continuos ¢g-Hermite tienen la siguiente propiedad,

Hy(—lq) = (=1)" Hn(zlg), (30)
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méx {|Hn(—z|q)| : =1 <@ <1} = Hu(1lq) = (-1)"Hn(=1lq),  (31)

y el maximo es alcanzado en los extremos x = £1. Una consecuencia inmedi-
ata de 31 es que la serie del lado izquierdo de (26) converge uniformemente
en x para x € [—1,1] para todo ¢ tal que |[t| < 1. Ahora bien, siendo los
polinomios continuos g-Hermite una extensiéon de los polinomios clasicos de
Hermite, satisfacen entonces una relaciéon de ortogonalidad, a saber,

27(q; @)n

(¢ 9) o Omr» (32)

1
/1 H,(z|q)Hp(z|q)w(z|q)dx =

donde
(621‘97 e=20. q)
w(zlq) = =
Vi
Como en los polinomios de Hermite clasicos H,,(x), tenemos una formula
para relacionar la derivada del polinomio con otro polinomio de grado in-
ferior 17, es natural pensar que los polinomios H,(x|q) tienen una relacion
equivalente, a estas relaciones se les llama operadores de cambio, y pode-
mos ir hacia adelante o hacia atras mediante las férmulas siguientes, para el
operador de cambio delantero tenemos que,

, xt=cosf,0<60 <.

dqHn(x|q) = —q*%" (1-4¢") <ei9 — e*w) H,_1(z|q), = = cosf (33)

la ecuacion anterior también puede escribirse de la forma,

D H,(x]q) = : — Hy,—1(2|q).

Mientras que el operador de cambio posterior ésta representado por la ecuacion

bl Ha(2la) D (alg)] = a3V (¢ — ™) w(alg) Hora(ala),  (34)

donde (=l
. wir|q
w(zlq) = —=,
o)==
este operador de cambio posterior también tiene otra forma de representarse,
equivalentemente,

2q_%"

Dy[Hu(zlq)i(z]g)] = ——— . w(z|q) Hny1(|q).
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En el caso de operadores diferenciales y en diferencia, para poder determinar
la forumla de Rodrigues, definimos d, y D, como sigue,

L 5qf(33)
D,f(x) := S ,
donde A o .
5qf(629) =f (qaew) —f (q_iew) , * = cos#,
finalmente

1 . .
dqx = —iq_%(l —q) (e’e - 6_7'9> .

Siendo los polinomios Hy(z|q) una extension de los polinomios clasicos
de Hermite H,(z), es de esperarse que los primeros también puedan repre-
sentarse mediante una férmula tipo la férmula de Rodrigues, a saber,

H(alayitele) = (15) D0, o)

Las funciones generadoras para los polinomios continuos g-Hermite

1

oo
H
Z n(x\q)tn: 0f o—ib ; acost
= (@9 (G

= (1) ) .
A D = | n _ (0. ‘ o _
7;) (Q§Q)n n(x’q)t <€ t; q)oo 101 cify g; e t), x=cosh

Por dltimo, podemos calcular la transformada integral de Fourier para
los polinomios continuos ¢-Hermite y ver que estan relacionados con los poli-
nomios ¢~ !-Hermite,

1 ist—s2/2 : . 2/4 . —t2
— e H,(sin sk|q)ds = i"q" /*hy (sinh kt|q)e /2, 35
V2T /_CO n( lq) q n( 9) (35)
donde g : = exp (—2/@2), 0<K<ooy

hn(zlq) =i "H, (ix\q_l) (36)
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