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1 Introduccion

1.1 Antecedentes histdoricos

Los sistemas de comunicaciones épticos han sido utilizados por las sociedades humanas desde
la antigliedad. La mayoria de las civilizaciones antiguas utiliz6 senales luminosas para transmitir
informacién, por ejemplo, para hacer saber a una comunidad alejada que debian ir a la batalla,
o la victoria o derrota en una de ellas. Esta idea se extendié a la transmision de mensajes
codificados mecanicamente a través de distancias del orden de los 100 km, cuando en 1792
Claude Chappe sugirié el uso de estaciones regeneradoras (repetidores, en el sentido actual)
entre las ciudades de Paris y Lille. Para 1830, la red se habia extendido por algunas ciudades
mas de Europa. El papel de la luz en dicho sistema era simplemente hacer visibles las senales
codificadas, de modo que pudieran ser recibidas por los repetidores. Evidentemente, la tasa de
transmisién de informacién a través de este “telégrafo éptico” era sumamente lenta [1]. Si se
define el concepto de tasa de bits (bits por unidad de tiempo), este sistema tenfa una tasa de
bits de 1 b/s.

En la segunda mitad del siglo XIX se desarrollaron diversas técnicas que permitieron un
incremento en la velocidad de transmisién de datos. El cddigo Morse y el telégrafo eléctrico
por un lado, y la invencion del teléfono en 1876 por el otro, significaron el dominio de las
telecomunicaciones analogas durante casi un siglo.

Para la década de 1970 se iniciaron las investigaciones en el adrea de transmisién de datos a
través de fibras épticas. Esto surgié como una consecuencia del rapido crecimiento de los usuarios
de lineas telefénicas, que para 1960 estaban saturando los sistemas basados en cables coaxiales.
Hacia 1966 se sugirié que podrian utilizarse gufas de onda para senales electromagnéticas cer-
canas al rango de luz visible (= 1 um) de la misma manera en que un cable de cobre sirve
como guia para los electrones. Desde entonces, el producto BL de los sistemas de comunicacién
basados en fibras 6pticas se ha duplicado ano con afno. (El producto BL se define como la tasa
de bits B, por la distancia méxima L entre repetidores que puede soportar el sistema).

Para 1980 se pusieron en operacién los primeros sistemas con fibras épticas, con una tasa
de bits 45 Mb/s y espaciamiento entre repetidores de 10 km. La longitud de onda de operacién
era cercana a 0.8 pym. En la actualidad, los sistemas trabajan con tasas de bits de 40 Gb/s,
con posibilidades de incrementarse a 140 Gb/s en cada canal (cada fibra puede soportar ~ 80
canales) y con distancias entre repetidores de 3000 km. Dichos sistemas trabajan en longitudes
de onda en el rango de 1.53-1.57 um. Las nuevas ideas de transmision estdn basadas en el
concepto de solitones opticos, es decir, pulsos que preservan su forma durante la propagacién en
la fibra, mediante un balance entre la dispersién y los efectos no lineales de la fibra [1].



1.2 Motivacion

El objetivo fundamental del presente escrito es establecer las ecuaciones diferenciales que
modelan la propagacion de un pulso electromagnético dentro de una fibra éptica. En primer lugar
se plantean las ecuaciones de Maxwell como base del modelo electromagnético. Posteriormente,
usando una aproximacién lineal se resuelve la ecuacién de onda obtenida, para finalizar con una
aproximacién basada en la respuesta no lineal del silicio (material con que se fabrican las fibras
6pticas) ante la aplicacién de seniales de alta potencia.

La importancia del estudio de este fenémeno, como podré apreciarse, radica en que interviene
la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS). Dicha ecuacién resulta ser integrable y su solucién
se puede encontrar por el método de la Transformada de Dispersién Inversa (en inglés Inverse
Scattering Transform, o IST). Ademas, dicha solucién es de tipo solitén, por lo que su estudio
ha revolucionado la investigaciéon en el campo de la éptica.

Es importante senalar que esta Tesina es resultado de ampliar el proyecto La ecuacion de
onda en Fibras Opticas realizado en la clase de Ecuaciones Diferenciales Parciales, impartida
por el Dr. Gustavo Cruz Pacheco del IIMAS, durante el semestre Febrero - Junio 2007.



2 Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell forman la base de estudio de los fenémenos electromagnéticos.
No sdlo son interesantes por su utilidad, sino por su alto grado de simetria y su sencillez. Para
la deduccién de las ecuaciones de Maxwell se utilizard un razonamiento deductivo, basado en el
texto de David K. Cheng [3].

2.1 Ley de Gauss

El primer postulado en el que se fundamentan las ecuaciones de Maxwell se basa en la
siguiente idea: En el vacio, la cantidad de lineas de campo eléctrico que atraviesan una superficie
cerrada es proporcional a la carga eléctrica encerrada por dicha superficie. Matematicamente se

expresa como:
\%E . dS — Qenc (1)
€0
S

donde E es el vector de campo eléctrico, Qenc €s la carga encerrada por la superficie S y € es la
permitividad del vacfo, cuyo valor es ey ~ zi— x 107?(F/m). Podemos considerar que la carga
encerrada por S proviene de una distribucién volumétrica de carga p,, de modo que, aplicando
el teorema de la divergencia al lado izquierdo de (1), tenemos la siguiente ecuacion:

/(V -E)dv = 1/,0vdv
€0
\%4

|4

donde V es el volumen encerrado por S. Puesto que S es una superficie arbitraria, V también
es arbitrario. Si suponemos suficiente regularidad tanto de E como de p, (y a partir de este
momento supondremos que las funciones involucradas en las ecuaciones son tan regulares como
necesitemos, a menos que se indique lo contrario) tenemos que:

vV E=2 2)
€0

Notemos que esta ecuacion sélo es valida cuando deseamos conocer el campo eléctrico en
el vacio, y por esta razon se usa ¢y. Cuando se tiene un material cuya estructura molecular le
permite reaccionar ante un campo eléctrico externo, a dicho campo E.,; que afecta al material,
debemos agregar un campo eléctrico E;,4 inducido por la distribucién de cargas p,. Para explicar
este fenémeno, podemos imaginar que cada molécula que conforma el material se comporta
como un dipolo eléctrico, contribuyendo en una pequena cantidad a E;,q. La suma de todas
estas contribuciones es E;,4. A su vez, podemos pensar que E;,; es generado por una nueva
distribucién p;,q, de modo que el campo eléctrico total dentro del material estd dado por la
siguiente ecuacion:

V- (EUE) = pv + Pind - (3)



Esta distribucién de carga inducida se puede definir en términos del vector de polarizacion
P, que se define como la densidad volumétrica de los dipolos que representan las moléculas.
Matematicamente la relacion es:

Sustituyendo (4) en (3) tenemos:

V- («E+P)=p,.

En esta ultima ecuacién definimos el vector de densidad de flujo eléctrico D como:
D=¢E+P (5)

de modo que la ecuacién (2), que es valida cuando el material en cuestién es el vacio, en un
material cualquiera tiene la forma:

V-D=p, |. (6)

2.2 Ecuacion de Continuidad y V- B =0

El segundo postulado bésico es el referente a las corrientes (flujo de electrones) que no varian
con el tiempo. Si a través de una seccién transversal S de un conductor fluye una densidad de
corriente J, entonces la corriente total que fluye por el conductor es:

I:/J-ds. (1)

S

Por otra parte, supongamos un volumen arbitrario V acotado por la superficie S de modo
que dentro de S existe una carga neta (. Si una corriente I fluye a través de S hacia afuera de
V, entonces () debe disminuir con una rapidez igual a la corriente. De igual forma, si la corriente
fluye hacia adentro de V, ) debe aumentar con la misma rapidez. Mateméaticamente tenemos:

dQ d
I%J-ds—dt—dt Pudv .
S \%

Usando el teorema de la divergencia se puede cambiar la integral sobre .S por una integral
sobre V. Si suponemos que el volumen es estacionario se tiene que:

/Vsz— 9o 4,
ot

\% \%4



Por lo tanto, se tiene la siguiente ecuacién de continuidad, que es una consecuencia del
principio de conservacién de la carga:

__Opy
VoI=-2r (8)

El siguente postulado esta basado en los experimentos realizados con imanes. La experiencia
nos dice que todo iméan tiene dos polos: un polo Norte y un polo Sur. Ademads, cada vez que
cortamos un iméan en dos partes, cada una de ellas tiene a su vez un polo Norte y un polo Sur.
Aunado a esto, puede comprobarse que la densidad de flujo magnético B son lineas continuas
que unen ambos polos. Si colocamos una superficie cerrada S en cuyo interior se encuentra el
iméan, veremos que el flujo neto a través de S es cero, pues cada linea que sale de la region
contenida por S, regresa a ella por el otro polo. Esta caracteristica se expresa por:

%B-ds:().
S

Usando el teorema de la divergencia en la ecuacién anterior llegamos a que:

V-B=0 9)

que, si la comparamos con la ecuacién (6), nos dice que no existen cargas magnéticas aisladas
(a diferencia de las cargas eléctricas).

2.3 Ley de Ampere

Otro de los postulados de las ecuaciones de Maxwell es el que relaciona el campo magnético
y una corriente eléctrica. Algunos experimentos realizados a principios del siglo XIX, sugerian
que una corriente fluyendo en un conductor generaba un campo magnético que “envuelve o
rodea”al conductor. Ampere fue quien dio una interpretacién matemética a este hecho, con su
ley circuital que establece: La circulacién de la densidad de flujo magnético en un medio no
magnético alrededor de cualquier trayectoria cerrada es proporcional a la corriente que atraviesa
la superficie acotada por la trayectoria. Matematicamente se tiene:

fB ~dl = polene
C

donde 119 es la permeabilidad del vacio y tiene un valor de po = 47 x 1077, y C es un contorno
arbitrario. Si suponemos que la I, puede calcularse con la ecuacién (7) tenemos entonces:

fB-dl:,uo/J-ds
C

S



que puede reducirse usando el teorema del rotacional de Stokes a la siguiente expresion:

/NxBy@Z/MJm.

S S

Lo anterior nos lleva a la ecuacién:

VXB:,MOJ. (10)

La ecuacién (10) es vélida cuando el medio en el que se desea conocer la densidad de flujo
magnético es el vacio. Si el medio en cuestion responde a la aplicacion de campos magnéticos,
la situacion es diferente. Todos los atomos presentan un momento magnético, un vector que
es resultado del movimiento de los electrones alrededor del ntcleo, y se dice que los atomos se
comportan como dipolos magnéticos. En ausencia de campos magnéticos externos, la orientacién
individual de dichos dipolos es aleatoria, de modo que el efecto macroscépico que se observa es
que el momento magnético total es nulo.

Cuando, en un material cualquiera, tenemos una densidad de corriente J, ésta produce una
densidad de flujo magnético, que denotaremos por Be,:. Esta densidad de flujo produce una
reorientacion de los dipolos magnéticos, de modo que el efecto observado es que se induce una
densidad de corriente J;,4. De esta forma, se tiene que:

B
V x <> :J-Fde.
Ho

Esta densidad inducida se relaciona con el vector de magnetizacién M (la densidad volumétrica
de momentos de dipolos magnéticos) a tavés de:

Jina =V x M

de modo que se tiene la siguiente ecuacién:
B
V x < — M> =J.
Ho

Si definimos el vector de intensidad de campo magnético H como:

H:E—M (11)
Mo

entonces la ecuacién (10) que es vélida para el vacio, se generaliza a cualquier material como:

VxH=1J. (12)

Veamos si esta ecuacién es consistente con lo que se ha establecido hasta ahora. Notemos
que si tomamos la divergencia en la ecuacién (12), tenemos que:

V- (VxH)=V-J=0



donde se ha utilizado la identidad V- (V x A) =0V A € R"™. Sin embargo, de acuerdo con la
ecuacién (8), V - J # 0 para distribuciones de carga p, arbitrarias. De tal forma, tenemos que
ajustar (12) de modo que cumpla con (8). Si agregamos el término dp,/dt tenemos la ecuacién:

Vo (VxH) =0=V.J+ P
ot
Usando la ecuacion (6) tenemos que:
opy, 0 oD
ot 6tv v ot

V-(VXH)ZOZV-<J+88I;>

oD

2.4 Ley de Faraday

El ultimo de los postulados estd basado en los experimentos iniciados por Michael Faraday
a principios del siglo XIX. Mediante estos experimentos se observé que cuando se hacia variar
el flujo magnético que atravesaba una superficie delimitada por un conductor, se inducia un
potencial eléctrico en el conductor. Mateméaticamente se expresa como:

dd

Vind = _%

donde V;,q4 es el potencial inducido y ® es el flujo magnético. Tanto el potencial inducido como el

flujo magnético estan relacionados con el campo eléctrico E y con la densidad de flujo magnético
B a través de las siguientes ecuaciones:

YV = %E-dl

C
d = B -ds (14)
/

De esta manera, se tiene que:

d
E-dl=—->[B-ds.
7{ dl dt/ ds
C

S



Si suponemos que la superficie S delimitada por el contorno C' no varia con el tiempo, se

tiene lo siguiente:

0B
E-dl=— |2 4s.
f{ ot
C S

Usando el teorema del rotacional de Stokes, llegamos a que:

/VxE-ds:—/aB-ds
ot
S S

0B
VXxE= 5
En resumen, las 4 ecuaciones de Maxwell son:
V-D = p,
V-B =0 D
VxH = 1J ;_Bat
VxE = o

que junto con las relaciones:

D = ¢E+P
B = pMH+M)

constituyen la base para el estudio de los fendmenos electromagnéticos.

10

(15)



3 La ecuacién de onda en fibras opticas

Una fibra 6ptica estd conformada por un filamento largo y delgado denominado ntcleo, hecho
de un material dieléctrico transparente (normalmente vidrio o pldstico), al que se agregan un
revestimiento de un material con indice de refraccién menor que el del nucleo y una cubierta
protectora, usualmente hecha de una combinacion de kevlar y plastico, que protege y separa al
ntcleo y su revestimiento del medio ambiente. En la figura 1 se puede observar un diagrama de
la estructura de la fibra, mostrando el nicleo y el revestimiento. Es importante mencionar que
en las fibras épticas reales, la proporcion entre los didmetros del nicleo y el revestimiento es
aproximadamente 1 : 16, de manera que para fibras unimodales (mas adelante se explicara este
concepto) en las que el didmetro del nicleo es de 8 pum, el didmetro del revestimiento es de 125
pm. Por lo tanto, el area transversal del nuc¢leo es mucho menor que la mostrada en la figura.

revestimiento

Figura 1: Esquema de la fibra dptica

La propagaciéon de campos electromagnéticos dentro de la fibra éptica se obtiene resolviendo
las ecuaciones diferenciales que surgen al utilizar las 4 ecuaciones de Maxwell (6), (9), (13) y
(15) junto con las ecuaciones que relacionan las densidades de flujo D y B con las intensidades
de campo E y H, respectivamente, (5) y (11).

Notemos que para una fibra éptica se tiene que p, = 0 en el interior de la misma, pues no
se tienen distribuciones de carga. De igual manera, J = 0, pues tampoco se tienen densidades
de corriente dentro de la fibra. Para el caso de fibras 6pticas hechas con SiO; [2], ademds se
tiene que M = 0 en la ecuacién (11), pues el silicio es un material no magnético. Si tomamos el
rotacional en la ecuacién (15) se tiene que:

VXxVxE = Vx (8B>
ot
0

- —5 (VxB). (16)
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Usando la ecuacién (13) y tomando en cuenta que J =0y H = B/pug (pues M = 0) se tiene
que:
v X E — 82
Ho ot

OE opP
VXB:M0€OE+MOE‘

Sustituyendo esta dltima expresién en (16) se tiene que:

I*E 0°P

VXVXxE=-— — — U= -
XV X MOEOatQ MoatQ

(17)

En este punto, se hace necesario introducir una relaciéon entre el vector de polarizacién P
y el campo eléctrico E. En general, la evaluacién de P requiere usar conceptos de mecanica
cudntica. Sin embargo, de acuerdo con [2], en el caso de las fibras épticas que operan con
campos electromagnéticos con longitudes de onda en el rango de 0.5 - 2 um, se puede encontrar
una relacién de la forma:

P=—c [X(l)E +x?EE + YYEEE + ... (18)

donde ) (j =1, 2,...) es la susceptibilidad de j-ésimo orden. Para considerar los efectos de la
polarizacién de la luz, xU) es un tensor de rango j + 1. La susceptibilidad lineal representa la
mayor contribucion a P. Sus efectos estdn representados por el indice refractivo del material, asi
como por el coeficiente de atenuacion. La susceptibilidad de segundo orden es responsable de
efectos no lineales como generacién de segundos arménicos y generacién de suma de frecuencias.
Sin embargo, es distinta de 0 sd6lo para materiales que carecen de simetria de inversién a nivel
molecular. Dado que las moléculas de SiOs son simétricas, Y2 = 0 para fibras de silicio. Para
una mejor explicacién de estos conceptos véase [2].

Si concluimos que los tnicos efectos no lineales que afectan la propagacién de los campos
electromagnéticos son los de tercer orden, entonces se tiene que el vector de polarizaciéon inducida
es:

P(I‘,t) = PL(I‘,t) +PNL(I',t) (19)

donde la parte lineal Py, y la parte no lineal P estdn relacionadas con el campo eléctrico por:

P (r,t) = e / h XV (t —tE(r,t")dt' (20)

Pni(r,t) = € /// YOt —t1,t — to, t — t3) E(r, t1)E(r, t2)E(r, t3) dty dto dis . (21)
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3.1 Fibras ()pticas Lineales

Las ecuaciones (17), (20) y (21) nos dan un marco general para el estudio de la propagacién
electromagnética en un medio cualquiera. Sin embargo, debido a su complejidad es necesario
hacer ciertas simplificaciones que ayuden a resolverlas. La primer aproximacién que se hace
es considerar la polarizacién no lineal Py como una pequena perturbacién de la polarizacion
total. Si consideramos que Py; = 0, tomamos la transformada de Fourier respecto al tiempo
de la ecuacién (17) y tenemos en cuenta que la transformada de Fourier de una convolucién de
dos funciones es el producto de las transformadas de dichas funciones ([4]) como es el caso de la
ecuacién (20), la ecuacion (17) se convierte en:

V x V x E = —pgeo(—w?)E — poeo(—w?) Y VE

V x V x ]:]:,uoeocu2 <1+)~<(1)>]:3

2

V x V x E(r,w) — %5(w)]5_‘4(r,w) =0 (22)
donde se ha utilizado que ¢ = 1/,/fgeg es la velocidad de la luz en el vacio, e(w) = 1 + ¥ (w)
y la notacién con tilde indica tranformada de Fourier con respecto al tiempo. Ademés, se hace
explicita la dependencia de E de w y de la posicién r. Una definicién alternativa para ¢ es la
que lo relaciona con el indice de refraccion n y con el coeficiente de absorcién « de la fibra, en
la forma:

e = (n+ia/2w)* .

Pueden hacerse algunas simplificaciones mas: debido a las bajas pérdidas de potencia de
las fibras en la frecuencia de operacién de los sistemas dpticos, el coeficiente de absorcion es
despreciable, de modo que se toma o = 0. De esta manera, ¢ = n? es real. Ademads, supongamos
que n(r,w) es independiente de la coordenada espacial, de modo que ¢ también lo es. Si usamos
la identidad:

VxVxE=V(V-E)-V’EV E ¢ R?

y consideramos que V-E =0, pues D =¢E y V-D = 0 ya que pv = 0, entonces se llega a la
ecuacién de Helmholtz (o ecuacién de onda reducida) para el campo eléctrico E:

V2E + n*(w)kiE =0 (23)
donde ky = w/c se define como el nimero de onda en el vacio.

Siguiendo el mismo procedimiento presentado, pero aplicado al campo magnético H, llegare-
mos a una ecuacién similar a (23). Veamos también que la ecuacién (23) es vélida para cada una
de las componentes de E (o ﬁ) Sin embargo, solo es necesario tomar una de las componentes
tanto de E como de ﬂ, pues las otras se pueden encontrar usando las ecuaciones de Maxwell.
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A continuacién se resolverd la ecuacién (23) en una fibra éptica de radio a con indice refractivo

de la forma:
n:{ n, p<a
na, p>a

con nq > ny. En la figura 1 se muestra un diagrama esquematico de la situacién. Aprovechando
la simetria cilindrica de las fibras, escribimos la ecuacién (23) en coordenadas cilindricas p, ¢ y
z. Para la componente E, (se deja de utilizar la notacién con tilde, aunque se sobreentiende que
se sigue trabajando en el espacio de frecuencias) se tiene que:

0°E, 10E, 10E, O%E,

27.2
- kaE,=0. 24
8p2+p8p+p28¢2+8z2 +nky 0 (24)

Usando el método de separacién de variables, buscamos una solucion de la forma:

E.(p,¢,2) = F(p)®(¢)Z(2)

Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
di’Z)d?* + 3?7 =
*®/dp* + m*® = 0

d*F  1dF 9,9 o m?
il Rog2-"\F = 0.
dp2+pdp+<n 0

o

La solucién a la ecuacién para Z(z) es de la forma Z(z) = €*** donde 3 es la constante de
propagacién. La solucién para ® es ®(¢) = ¢"™® con m un entero, pues se requiere cumplir la
condicién de periodicidad en la variable ¢, cuyo periodo es 2.

Se reconoce la ecuacién diferencial para F'(p) como una ecuacién de Bessel. La solucién para
F(p) estd dada como una combinacién lineal de las funciones de Bessel, y tiene la forma:

F(p) = { Adm(pp) + A'Ym(pp),  p<a

CEKnlap) + C'Ln(ap).  p>a. (25)

En la solucién (25) A, A’,C y C' son constantes, Jy,, Yy, Ky y Iy, son funciones de Bessel
de distintos tipos. Los parametros p y g estan definidos por:

P’ = nikg -5
¢ = B -n3ki.

En las figuras 2 y 3 podemos ver el comportamiento de las distintas funciones de Bessel
Jo, Yo, Ko v Ip. Notemos que cuando p — 0, Y no esta acotada, mientras que cuando p — oo,
Iy no estéd acotada. Si tomamos en cuenta que la solucién (25) debe estar acotada para p =0y
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-1.57

Figura 3: Funciones de Bessel Ko y Iy
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debe decaer a cero para p = oo, entonces se tiene que A’ =0y C’' = 0, de forma que la solucién

queda como:
_ [ Adum(pp)e™Petz, p<a
E. = { CKn(gp)e™?eP=,  p>a. (26)

Si seguimos el mismo procedimiento para el campo magnético H, se llega a las ecuaciones:

_ [ BJn(pp)e™?ePz, p<a
= { DEn(gp)e™?e=,  p>a. (27)

Las otras componentes de los campos E y H se obtienen a partir de las ecuaciones de
Maxwell. El conjunto de ecuaciones para p < a es [1]:

1 OF, wOH,
FE = — -
P p? (ﬂﬁp o 8¢)
. _ i (BOE._  OH.
© T P\pas "o
1 o0H woFE
H _ z 2w z
P p? (ﬁ op " D06 )
i (BOH, ) 8EZ>
Hy = —|= +eon‘w——) .
¢ p? (p oo 0 " ap

Estas ecuaciones pueden usarse en la regién p > a sustituyendo p2 por —q2. Las constantes
A, B,C y D de las ecuaciones (26) y (27) se determinan a partir de las condiciones de frontera
entre dos dieléctricos. Dichas condiciones establecen que los campos eléctricos y magnéticos
tangenciales a la frontera deben ser continuos en ella [3]. Notemos que las componentes tangen-
ciales a la frontera p = a son E,, Ey4, H, y Hy. Ya conocemos E, y H, de las ecuaciones (26) y
(27). Las otras dos que faltan son:

n | AT p)e e = BB (pp)e™Oe, p<a 28)
P BICKn(ap)e™Pe + ML DK (qp)e™Peiz, p>a
. . ; 2 . .
H, = — s Bm(pp)e™ 0 4 SN AT, (pp)emPe®, - p<a 29)
- . . ; 2 . .
%DKm(qp)ezm‘z’ewz - %CK&(Qp)e’m(bezﬁz, p>a

Si se desea cumplir la condicién de continuidad en la frontera, se sustituye p = a en (26) y
(27) y se igualan las ecuaciones, de modo que para F, y H, se cumple respectivamente que:

Adp(pa) = CKp(qa)
BJy(pa) = DKy (qa) .

16



Por otra parte, se sustituye p = a en (28) y (29), de modo que para Ey y Hy se cumple:

m3 ipow ms inow
———AJn — —2B/J, = —CK, —DK
T ATup) = P BT () = TCHu(g) + DI (ga)
mp ieniv | mp ieonsw
——5 BJm(pa) + ——AJy(pa) = —5-DKpn(qa) - CKy(ga)
pra p q-a

Si expresamos las 4 ecuaciones sélo en términos de A y B, se puede llegar al siguiente sistema:
mp (1 1 ) , Jl.(pa) K/ (qa)
— |5+ A+zuow[ & + — B =0
a <p2 ¢ pIm(pa) — qKm(qa)
Jh(pa) 13 K;,(qa) ] Ay ™8 (1 1> B

2 T
pJm(pa) — niqKn(qa) nfa \p*  ¢?

—leQw [

Dicho sistema tiene una solucién no trivial si y sélo si su determinante es igual a 0. Obte-
niendo el determinante, considerando que k:g =w?/cy que p® + ¢ = k‘g (n? —n3), se llega a la
siguiente ecuacién:

[%mw KMWW[%Wﬁ @Kmm}zcwmﬁ—@vQ
pIm(pa) — qKm(qa)| |pJm(pa) = n?qKn(qa) na  p*q’ ‘

(30)

De esta forma podemos resolver la ecuacién (30) numéricamente para obtener el valor de la
constante de propagacién (3, dados los valores de los parametros m, a, kg, n1 y ne. En general, se
pueden tener multiples soluciones para cada valor de m entero. Normalmente se ordenan dichas
soluciones como (,,, para cada valor de m =0, 1,2, .... Cada valor 3,,, corresponde a un modo
de propagacion del campo electromagnético cuya distribucién espacial satisface las ecuaciones
(26), (27), (28) y (29), ademds de la solucién respectiva para E, y H, (no obtenidas en este
trabajo). De esta manera, un modo queda determinado de manera tnica por su constante de
propagacion (3.

Definamos ahora la cantidad 7 = 3/kg, llamada indice modal y cuyo significado fisico es que
cada modo dentro de la fibra se propaga con un indice de refraccién efectivo 7 cuyo valor esta
en el rango n1 > 7 > ng. Se sabe que un modo de la fibra deja de ser guiado por la misma
cuando 77 < no. Se dice que el modo alcanza el corte cuando 7 = ng. Si usamos la definicién de
¢ =p3>- n%k% se tiene que un modo alcanza el corte cuando ¢ = 0. Como p>+¢> = k%(n% — n%),

si ¢ = 0 se tiene que p = ko(n? — n%)l/Q'

Un pardmetro que juega un papel importante en la determinacién de la condicién de corte
es V = pa = kga(n} — n3)'/2, llamado frecuencia normalizada .

Si se desea que la fibra sélo propague el modo fundamental, se hace m = 0 en la ecuacién
(30). De esta manera se obtiene el siguiente par de ecuaciones (debe cumplirse cualquiera de
ellas, no simultdneamente):

pJo(pa)Kj(qa) + qJ)(pa)Ko(ga) =
pn3Jo(pa) K (qa) + qniJj(pa)Ko(qa) =
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Como se dijo antes, un modo alcanza el corte (deja de propagarse) cuando ¢ = 0. Puesto que
V' = pa cuando g = 0, se tiene que la condicién de corte estd dada por Jo(V') = 0, puesto que
K{(0) # 0. Usando Maple o cualquier tabla de funciones de Bessel, se encuentra que el primer
cero de la funcién Jy es V' = 2.405. Por lo tanto, si una fibra 6ptica estd disenada de manera
que V < 2.405, entonces dicha fibra soportara un solo modo de propagacién. Esto justifica el
hecho de que se ha considerado que J,,(pa) # 0 ¥m en la ecuacién (30), pues de haberse dado el
caso en que Jp,(pa) = 0 para algin m, tendriamos la condicién de corte para el m-ésimo modo.
Por lo tanto, ese modo ya no se propagaria por la fibra y la ecuacién (30) no tendria sentido
para ese valor de m en particular.

3.2 Fibras ()pticas No-Lineales

El estudio de los efectos no lineales que afectan la propagacién de la luz dentro de una fibra
Optica involucra el uso de pulsos cortos cuya duracion estd en el rango de 10 ns a 10 fs. Cuando
pulsos de esta naturaleza se propagan en la fibra, tanto la dispersién como los efectos no lineales
modifican su forma y su espectro. Iniciamos el analisis con la ecuacién (17). Usando la ecuacién
(19) y la identidad vectorial para V x V x E tenemos que:

1’E 9Py N O*Pn
2o M gp THT 5

V2E — (31)
donde la parte lineal P, y la no lineal Py, del vector de polarizacién estan relacionadas con
el campo eléctrico a través de las ecuaciones (20) y (21). Para resolver la ecuacién (31) es
necesario hacer algunas simplificaciones. En primer lugar, Py es tratado como una pequena
perturbacién de Pr. En segundo lugar, se supone que el campo 6ptico mantiene su polarizacion
a lo largo de la fibra, de modo que sea valido un enfoque escalar. Ademads, se considera que el
campo éptico es cuasi-monocromatico, es decir, su espectro esta centrado en una frecuencia wy
tiene un ancho espectral Aw de manera que Aw/wy < 1.

Consideremos que el campo eléctrico tiene una envolvente de variacion lenta, de modo que
la podemos separar de la parte de variacién rapida. Lo escribimos en la forma:

E(r,t) = =& [E(r,t)e ™" + E*(r, t)e™""] (32)

N | —

donde Z es el vector unitario en la direccién de polarizacion, y se asume que dicha direccién es
x, E(r,t) es la funcién de variacién lenta (relativa al periodo éptico) y E*(r,t) es el complejo
conjugado.

De manera similar Py, y Py pueden expresarse como:

[PL(r, t)e_i“’ot + Pf(r, t)ewot] (33)

2>

[Pyi (v, t)e™ 0! 4 Py (r, )] . (34)

N =N =
IS
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El componente lineal de la polarizacién Pf, se obtiene al sustituir la ecuacién (33) en (20) y
usando (32). De esta manera:

Pu(r.t) = e / AWt — Y Br, )0t gy (35)

El componente no lineal Py, se obtiene al suponer que la respuesta de la polarizacién ante
un campo eléctrico externo es instantdnea. Esto es, la dependencia temporal de X(S) estd dada
por funciones delta §(¢t — t'). De esta manera se obtiene que:

PNL<r7t) = 60X(3)E(I‘,t)E(I‘,t)E(I‘,t) :

Si en la ecuacién anterior sustituimos la expresiéon para E(r,t) dada por (32) se tiene que:

1 _ . _ . 3
PNL(I',t) = ongs)zz 5 (E(I',t)e w0t + FE (I’,t)ezw()t)
(3) 3‘E|2 n —iwopt b iwot
PnL(r,t) = €oXspe ——— (E(r,t)e 0" + E*(r, t)e™") . (36)

8

En la expresién anterior se han despreciado los términos con frecuencia 3wgy. Esto se hace
generalmente en el andlisis de la propagacién para simplificarlo. Sin embargo, para estudi-
ar algunos fenémenos como la mezcla de cuatro ondas (four-wave mixing) y la generacién de
arménicos es necesario considerarlos. De esta manera, Py, estd dado por:

pNL = 60€NLE(r,t) (37)
donde €y, es la contribucién no lineal a la constante dieléctrica, y estd dado por:
3 _
ENL = ZX%?I;E‘E(I‘a t)’2 . (38)

En este punto es importante hacer una aclaracién respecto a la notacién de tensores. Recorde-
mos que se mencioné que ) es un tensor de orden j + 1. De esta forma, x(!) es un tensor de
orden 2, es decir, una matriz. De manera general, si A es un vector de dimensién m y B es el
resultado de aplicar el tensor y(1) al vector A, entonces B estd dado por:

m
j=1

En el caso de X(3), que corresponde a un tensor de orden 4, si A es un vector de dimensién
m y B es el resultado de aplicar el tensor y®) al vector A. entonces B estd dado por:

Bi = Z Xz(‘?])glAjAkAl i1=1...m
J,k,l=1
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Identificando las componentes de los vectores y tensores con las direcciones x,y, z, y recor-
dando que se supone que la polarizacién del campo eléctrico sélo es en la direccion x, la notacién
en las ecuaciones (35) y (36) puede entenderse con facilidad.

Para obtener la ecuacién de onda para la amplitud de lenta variacién E(r,t) es mds conve-
niente trabajar en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, no puede aplicarse directamente
la transformada de Fourier a la ecuacién (31), pues es no lineal debido al factor eyy. Para
remediar esto, se considera que eyy, es constante al aplicar la transformada de Fourier. Esto
se justifica en vista de que se estd usando una aproximacién de envolvente de variacion lenta,
ademds del cardcter perturbativo de Pyr. Si tomamos la transformada de Fourier (centrada en
wo) a la ecuacién (31) encontramos que la transformada de Fourier de E satisface:

V2E +e(w)kiE =0 (39)
donde k% = w/c y la constante dieléctrica estd dada por:

e(w) =1+ xW(w)+enr .

Puede notarse que existe cierta similitud entre la version lineal y la no lineal del problema.
Como en el caso lineal, la constante dieléctrica puede relacionarse con el indice de refraccion n
modal y con la constante de absorcion & de la fibra, donde la notaciéon con barra indica que se
refiere a un pardametro que depende de la no linealidad del medio. En este caso i dependera de
la intensidad del campo, debido a exr. Normalmente se usan las definiciones:

(w) = n(w) +n'|E?

donde n’ y o/ se identifican como el indice de refracciéon y el coeficiente de atenuacién no lineal,
respectivamente.

La relacién de € con nn y &, como en el caso lineal, esta dada por:
e = (n+ia/2ko)? .

La ecuacion (39) puede resolverse usando el método de separacién de variables. Si se supone
una solucién de la forma:

E(r,w—wy) = F(z,y)A(z,w — wp)e??

donde A(z,w) es una funcién de variacién lenta en z y [y es el nimero de onda que serd
determinado después. Sustituyendo la expresiéon anterior en la ecuacién (39) se producen las
siguientes ecuaciones para F(z,y) y A(z,w):

O*°F  9%F _
A -
2iffo 5~ + (B°—B5)A=0 (41)
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donde se ha supuesto que la segunda derivada de A respecto a z es cero, pues la funcién es de
variacién lenta. El ndmero de onda 3 se determina al resolver la ecuacién de valores propios
(40) para los distintos modos de la fibra. Para esto, supongamos que la constante dieléctrica
£(w) la podemos aproximar mediante:

e =(n+An)* ~n?+2nAn

donde An es una pequeinia pertubacién dada por:

An = n|EP + 22 42
n= B+ o (2
Con base en lo anterior, notemos que F'(x,y) satisface la ecuacion de valores propios:
i - O°F + [k2(n* 4+ 2nAn) — B} F =0 (43)
—+ — n nAn) — =0.
ox? 0y 0

3.3 Ecuaciéon No Lineal de Schrodinger

Puede entonces resolverse la ecuacién (43) usando teoria de perturbacién de primer orden,
donde el pardmetro pequeno seria An. De acuerdo con [2], en la teoria de perturbacién de
primer orden, An no afecta a la distribucién modal F'(z,y), sin embargo, si afecta a los valores
propios. En este caso suponemos que los valores propios [ pueden expresarse como el valor
propio de la ecuacién (43) para An = 0 (o lo que es equivalente, la ecuacién que se resolvié en
el caso lineal), més una perturbacién. De esta manera:

Bw) = pBw) +AB. (44)
Para calcular el valor de A3, sustituimos el valor de € en términos de An y la ecuacién (44)
n (43). Ademés, podemos aproximar (3% ~ 3% +23A03, de modo que:

PF  O*F

Puesto que F(x,y) no se ve afectada por la presencia de An, la ecuacién anterior se reduce
a la forma:

k:gnAnF(x,y) = BABF (x,y) .

Multiplicando por F™*(z,y) (complejo conjugado de F(z,y)) e integrando en el dominio
completo se llega a:

k%n/]o An|F(z, ) de dy = ﬂAﬂ/]o (2, y) 2 dar dy -
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, | An|F(z,y)]? dxdy
B kgn " —

JJ | y)l? dzdy

En la seccién 3.1 (pdgina 17) se definié el indice modal como n = (3/ky. Usando esta
definicién en la ecuacién anterior llegamos a:

[T An|F(z,y)2 de dy
Af = kg—= . (45)

o0

[ ] PGy dody

En el apéndice A se explica de manera més detallada el método de perturbacion, y se resuelve
el mismo problema de valores propios usando este método. Para una explicaciéon mas profun-
da del método de perturbaciéon para problemas de valores propios en ecuaciones diferenciales
ordinarias, véase [5].

Sabemos por los resultados de la ecuacién (25) en la seccién 3.1, que para una fibra unimodal
(s6lo soporta el modo fundamental de propagaciéon) F(z,y) tiene la forma:

Ji , a
F(z,y) = { (a/p)1/2J2E§Z;€q(pa)7 Z i a (46)

Noétese que es la misma forma que se obtuvo para las soluciones de la ecuacién lineal, aunque
la solucién dependiente de Ky(gp) ha sido reemplazada por el término dominante en su expansién
asintotica, y se han introducido constantes que aseguran la continuidad en p = a. Para fibras
unimodales con perfil de indice de refracciéon dado por una ley de potencias se ha demostrado
que se puede aproximar F'(x,y) por la siguente expresiéon, més sencilla de manipular:

:1:2+y2)

(47)

w?2

F(z,y) = exp (—

donde el parametro w se utiliza para ajustar la forma gaussiana a la forma exacta. Normalmente,
w = a proporciona un buen ajuste y la forma gaussiana (47) es muy similar a la forma exacta
(46) que involucra funciones de Bessel.

En [7] se explica de manera detallada la manera en que puede comprobarse esto, usando un
método numérico para resolver la ecuacién de onda y comparando la respuesta con la aproxi-
macién gaussiana. Para ello, se obtienen curvas que relacionan el pardmetro w con el radio a
de la fibra y con el parametro V', definido en la seccién 3.1, pagina 17. Usando dichas curvas
se observa que para V = 2.405 se obtiene w ~ a. El autor del articulo hace el mismo analisis
para distintos perfiles de indice de refraccién, todos ellos dados por una ley de potencias. En el
apéndice B se muestra un enfoque no numérico que lleva a las mismas conclusiones.
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Para resolver la ecuacién (41) notemos que el término 32 — 52 = (L_j + B0)(B — Bo) puede
simplificarse si suponemos que 3 ~ [y de modo que 3* — B2 ~ 26p(8 — Bo). Usando esta
aproximacién y la ecuacién para (44) en (41) tenemos que ésta se convierte en:

0A p
z

La transformada inversa de Fourier de la ecuacion anterior dard la ecuacién de propagacion
para A(z,t). Para esto, expandamos [3(w) en serie de Taylor alrededor de la frecuencia wy. De
esta forma:

B() = Bo+ (w0 — )1 + 30— wo)Ba + (0 — ) + -

donde 3, = 3" (wp). Los términos de orden mayor a 2 son generalmente despreciables en el caso
en que el ancho espectral Aw es muy pequeno comparado con la frecuencia wg. Sustituyendo la
expresion anterior en (48) tenemos que:

oA 1 ~
5= i[(w—wo)B1 + i(w —wo)?Be+ ABJA .
Tomando la transformada inversa de la ecuacién anterior, y notando que cada factor w — wy
genera el operador (0/0t), tenemos que:
0A 0A i3y 0%A

a = _ﬂla - 7@ + ZA,BA (49)

El término con Ag es el que incluye los efectos de las pérdidas de la fibra y las no linealidades.
Sustituyendo (42) en (45) tenemos:

ST (WIBE + 325 ) [F(e,y) P da dy
AB = ky—

I T 1R Gy e dy

Simplificando la expresién anterior y considerando que |E|? = |F(z,y)|?|A(z,t)]? llegamos a
que:
o0
J S 1E(@,y)[* de dy
2 —00

+ kon'|A(2, 1) .

[ee]

[ I \FG@.y)2 ddy

o

Ap 5

De esta manera, la ecuacién para A(z,t) es:

0A 0A i35 0%A
Br— + 2074

8]
o4 W2 A= i APA
5: Tt gr taA= MM (50)
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donde el coeficiente de no linealidad  esta dado por:

n'wo

’y =
cSefy

(o)
[ ] |F(z,y)]*dzdy
Serf = —5¢ :
[ [ |F(z,y)|*dzdy

Para evaluar S.;f se deberfa usar la ecuacién (46). Sin embargo, como se ha mencionado,
puede usarse una aproximacién de tipo gaussiano para F'. Suponiendo que:

F(z,y) = <2> v L exp ( v +2y2> (51)

™ w w

y sustituyendo en la ecuacién para S.;y se tiene:

2 i 22432\ |2
—mﬂff lexp (— X )\ dx dy
—00

Seff = = "
ke [ lexp (— 2542 ) |4 dw dy
— o
9 00 27 02
Wf f lexp (—%) |r dr df
00
Seff =~ oar -
7r2%u4 [ [ lexp (—i}%) |r dr df
00
1
S,
eff 1/7mw?

De esta manera Seyp = mw?, cuando la distribuciéon modal es la forma gaussiana (51). Puede
interpretarse S,y como el drea efectiva a través de la cual se propaga el campo electromagnético.
Nétese que cuando w = a, como normalmente se elige, el area efectiva S,y es justamente el
area de la seccién transversal del nicleo de la fibra.

La ecuacién (50) describe la propagacién de un pulso 6ptico en fibras unimodales. Incluye los
efectos de las pérdidas de la fibra a través del pardmetro «, de la dispersion con los pardmetros
61y B2 y de las no linealidades de la fibra a través de . Esta ecuacion tiene la forma de la
ecuacién no lineal de Schrédinger.
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4 Conclusiéon

Como se puede observar, a partir de las ecuaciones de Maxwell se pueden estudiar una gran
cantidad de fendmenos que tienen que ver con la propagacion de los campos electromagnéticos.
En el caso de las fibras 6pticas, puede usarse un enfoque de Optica geométrica, que aunque
mas sencillo de comprender, deja de lado algunos efectos importantes que tienen que ver con
la dispersién y la atenuacién de las senales dentro de la fibra. El enfoque de propagacién elec-
tromagnética, por su parte, permite modelar y entender fenémenos observados durante muchos
anos en la transmisién de datos por fibra 6ptica, como son la dispersién y aquellos fenémenos
que involucran la no linealidad del medio.

Cuando se considera un medio lineal, la solucién a la ecuacién de onda obtenida con las
ecuaciones de Maxwell involucra funciones de Bessel para la coordenada radial, y una onda que
se propaga en la direccién z de la fibra. A partir de estas soluciones se pueden determinar las
condiciones para que s6lo un modo del campo electromagnético se propage. Cuando se cumplen
estas condiciones se dice que la fibra es unimodal, y es este régimen en el que trabajan los
sistemas Opticos comerciales.

Cuando tomamos en cuenta la no linealidad del medio, se obtienen ecuaciones que pueden
considerarse como un caso perturbado del caso lineal. En esta situacion, la ecuacion que satis-
face la envolvente de un pulso tiene una forma no lineal. A partir de dicha ecuacién se puede
demostrar que la envolvente tambien satisface la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS). Para
dicha ecuacién se conoce que existen soluciones de tipo solitén, por lo que su estudio es impor-
tante en el diseno de nuevos sistemas de comunicaciones 6pticos.

Para la obtencién de la ecuacién que modela la envolvente de un pulso éptico (la NLS), se
necesité de un concepto matematico importante como lo es la teoria de perturbacién. Usando
dicha teoria, se obtuvieron estimaciones de algunos parametros que intervienen en la ecuacién
NLS, por lo que, aunque dicho modelo logra captar fenémenos importantes como la dispersion
y los efectos no lineales de la fibra, se debe tener en cuenta que sigue siendo una aproximacion,
por lo que es susceptible de ser mejorada. Un trabajo futuro en esta drea podria encaminarse
en esta direccién.
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A Solucion del problema de valores propios usando teoria de
perturbacién

En la solucién a la ecuacién (43) se utilizé la teoria de perturbacién de primer orden (seccién
3.3). Para dejar un poco més claro este concepto, resolvamos el mismo problema de la siguiente
forma. Suponemos que la no linealidad de la constante dieléctrica € no tiene efecto alguno en
la distribucién F(z,y) que aparece en la ecuacién (43). Sin embargo, los valores propios 3 se
ven afectados por la presencia de An definido por la ecuacién (42), de manera que podemos

expresar:
o0

3= Br(An)*

k=0

Notemos que tomar soélo el primer término de la serie representa el problema no perturbado,
que se resolvié en la seccion 3.1, de modo que la constante de propagacion 3 obtenida en dicha
seccién es simplemente (y. Sustituyendo la expresién anterior para ( en la ecuacién (43) se
tiene:

O*F  O°F
— 2nAn) (A F=
22 By + | k3 (n* + 2nAn) (Zﬂk n) ) 0

0*F  9*F
5+t ag T

922 " Oy? F=0.

o k
k:o(n + 2nAn) — ZZB"C 151( An

k=0 [=0

Recordando que F(x,y) no se ve afectada por la presencia de An tenemos que:

co k
2k5nANE =" B ifi(An)FF

k=0 =0

Como estamos usando perturbacién de primer orden, hacemos k = 1 en la ecuacién anterior,
con lo que obtenemos:

kE3nAnF = BoBiAnF .

Haciendo AB = (1 An, recordando que 5y = [, multiplicando por F*(z,y) e integrando en
todo el dominio tenemos que:

J | An|F(z,y) d dy

I ES
f_f |F(2,y)|? d dy

Simplificando con la definicién para el indice modal n de la pagina 17 se llega a la misma
expresién dada por la ecuacién (45).
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B Aproximacion Gaussiana para el modo fundamental de propa-
gacion

En la seccién 3.3 se menciond que se puede utilizar una aproximaciéon gaussiana para la
solucién del modo fundamental que involucra funciones de Bessel. Para ver este hecho, siguiendo
el andlisis presentado en [6], definamos el siguiente funcional:

J(6) = / (V) - (V6*) — nkEoe|dV (52)

v

donde V es el volumen ocupado por una fibra con geometria cilindrica. Usando las ecuaciones
de Euler-Lagrange para dicho funcional puede demostrarse que las funciones ¢ que lo minimizan
también satisfacen la ecuacion de onda reducida:

V26 +n’kip =0 .

Pueden buscarse soluciones a esta ecuacién de la forma ¢ = ¢(z, y)e*ZBZ . Asi mismo, notemos
que integrando por partes en la ecuacién para J tenemos:

J= [ ¢* (Vo) -ds — [ [V?¢+ n2kip|p* dV
[ |

|4

donde S es la superficie que sirve como frontera al volumen V. Notemos que la integral de
superficie se hace cero, pues en un modo guiado la funcién ¢ decae a cero en la superficie curva
del cilindro, para un radio muy grande, y los valores en las tapas del cilindro se cancelan uno al
otro, pues el integrando es independiente de la coordenada z. De esta forma, usando el hecho
de que ¢ satisface la ecuacién de onda, vemos que J(¢) = 0.

Existe evidencia numérica ([7]) de que la solucién para el modo fundamental del campo
electromagnético en la fibra optica puede aproximarse por una ecuacién con forma gaussiana.
Con base en esta evidencia, supongamos que la funcién ¢ que estamos buscando tiene la formas:

. . 1/2 .
b= ¢(x7y)e—1ﬁz — <2> le—TQ/wQG—zﬁz _

™ w

donde los pardmetros 3y w deben ser determinados. Usando la definicién anterior y sustituyendo
en la ecuacién (52) e integrando en la direccién z (y usando J para J/L, L siendo la longitud
de la fibra) tenemos:

J = /_/ ((Vid) - (Vid*) — [n2(z, y)kE — 2)dé*} da dy
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donde el operador diferencial V; sélo incluye las derivadas respecto a (x,y). Dado que J = 0
podemos despejar para (32 obteniendo:

J T) [”2(%?/)]“(2)&@%* — (Vi) - (Vi*)] dady
o

f_}o ¢¢* dz dy

Si sustituimos ¢ por su forma gaussiana en la expresién anterior obtenemos:
4k3 [ o 2 2
ﬂQ = —g rn2(r)e 202w g U —5
w 0 w

En este caso se ha supuesto que el perfil para el indice refractivo depende solamente de
la coordenada radial, una situacién muy comun en el analisis de fibras épticas. Ahora falta
encontrar una expresion para el pardmetro w. Para esto, notemos que si w tuviera el valor
exacto que hiciera de ¢ una funcién modal (solucién al problema), entonces 3% no deberfa verse
afectado con una pequena variaciéon de w. Esto se expresa como:

dp? _

dw_o

Usando la ecuacién para (32, derivando e igualando a 0 obtenemos la siguente expresién que
nos permite calcular w:

00 2 2
1+ 2k3/ r <r2 - 1> nz(r)efwz/wzdr =0 (53)
0 w

En el caso que estamos considerando, n?(r) est4 dado por:

2
2 n p<a
ny, p>a

Sustituyendo n?(r) en la expresién (53) y simplificando se llega a la siguiente expresién en

términos de la frecuencia normalizada V = kga(n? — n3)'/2:

w_ 1
a VInV '~

Para V' = 2.405, que es el valor requerido de V para tener una distribucién unimodal,
obtenemos w = a, lo que desedbamos demostrar.
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