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RESUMEN

Este trabajo gira en torno de un nuevo tipo de solitones descubierto en 1997;
que fueron bautizados en 1999 con el nombre de Solitones Embebidos, (SE). Los
Solitones Embebidos poseen la frecuencia o la velocidad intrinseca dentro del intervalo
de las ondas lineales. El objetivo de esta tesis fue la investigacién de los Solitones
Embebidos Discretos, (SED). Encontrandose los primeros SED “s exactos, ellos son
brillantes y oscuros, ademés, los hallamos: Estables e Inestables.

Los SED ‘s brillantes inestables fueron encontrados en un sistema descrito por
una version discreta de la famosa ecuacion no lineal de Schrodinger (NLS): La extension
considerada contiene términos dispersivos de segundo y cuarto orden, asi como no
linealidades ciibica y quinta. Pueden presentarse como soluciones a un sistema dado,
al fijar los pardametros de la ecuacién, un solitén brillante, un solo solitén brillante y
uno oscuro, y dos solitones brillantes. La ecuacién continua asociada a ella describe
pulsos 6pticos de corta duracion.

Los SED s brillantes estables fueron encontrados en una discretizacién de una
versién compleja de la ecuacién modificada de Korteweg-de Vries (cmKdV), la cual
surge al estudiar la propagacién de luz en cristales liquidos. Estos SED ‘s aparecen en
familias (i.e., no son soluciones aisladas). Ademsds, pueden estar sencillamente embe-
bidos o doblemente embebidos, comportandose de forma diferente ante perturbaciones.

Una caracteristica especial de las versiones discretas presentadas aqui, fue la
necesidad de incluir la interaccién con primeros y segundos vecinos, lo cual es una

novedad en los SED, ya que su existencia depende de ella.



Abstract

This work deals with a new type of solitons, which in 1999 were baptized Em-
bedded Solitons (ESs). These solitons have been found in nonlinear optical systems,
such as optical fibers or liquid crystals. The distinctive characteristic of the ESs is
that they possess internal frequencies that are contained (or embedded) in the fre-
quency range of the small-amplitude linear wave capable of propagating in this type of
systems.

Until the year 2003 ESs had only been found in continuous systems, and nobody
had considered the possibility that Embedded Lattice Solitons (ELSs) could also
exist in discrete systems. The aim of the present thesis was to investigate if ELSs
indeed exist.

The outcome of this investigation was positive, and we found two different dis-
crete systems with exact ELSs. In one of these systems the ELSs turned out to be
isolated and unstable solutions, but in the second case the ELSs are stable and occur
in families.

The unstable ELSs were found in a system described by a discrete version of
a generalized nonlinear Schrédinger (NLS) equation. This extended NLS equation
contains second and fourth order dispersive terms, as well as cubic and quintic nonlin-
earities. This equation describe the propagation of very short (sub-picosecond) optical
pulses in optical fibers with saturable nonlinearities.

The stable ELSs were found in a discrete version of a complex modified Korteweg-

de Vries (cmKdV) equation. This equation was found while studying the propagation



of light in liquid crystal. In this case we found two types of ELSs that we called single
embedded and double embedded. These two types of ELSs are both stabe, but behave
differently upon perturbations.

A distinctive characteristic of the two systems with ELSs that we found in the
present study is that in both cases the interactions with the nearest and next-nearest
neighbors (NNN) are taken into account. The introduction is a novelty in discrete
systems with soliton solutions.

Another interesting property of the two discrete systems studied in this thesis is
that both of them have exact dark solitons. However, the stability and other properties

of these dark solitons were not studied in this work.



CAPITULO 1.

INTRODUCCION

La inquietud que dié origen al presente trabajo fue la posible existencia de
solitones embebidos en sistemas discretos, es decir, en sistemas donde la coordenada
espacial sélo puede tomar valores enteros.

Los solitones embebidos en medios continuos fueron descubiertos en 1997 por

30 su caracteristica principal es: Existen dentro del intervalo de

Fujioka y Espinosa
frecuencias de las ondas lineales de amplitud infinitesimal asociadas al sistema. In-
fringiendo asi una regla que hasta entonces se consideraba "obligada" para los solitones.
Sin embargo, estos nuevos solitones eran soluciones aisladas; es decir, dado un medio
solamente se podia encontrar un solo solitén.

La busqueda de la existencia de solitones embebidos en otros sistemas, llevé al
encuentro de familias de ellos. En Rodriguez’ se reportan no sélo solitones embebidos,
sino solitones doblemente embebidos y familias de ellos.

Sabiendo que las versiones discretas de ecuaciones continuas que poseen solu-
ciones soliténicas también presentan solitones, el siguiente paso de esta linea de inves-
tigacién fue el diseno de dos ecuaciones discretas asociadas a los sistemas con solitones
embebidos. Este es el tema de la presente tesis. La primera ecuacién discreta en-
contrada presenta solitones regulares, solitones embebidos y dos solitones con distinta
forma si las propiedades del medio lo permiten; los solitones aqui son estédticos. Por otra

parte, la segunda ecuacién discreta encontrada nos conduce a la presencia de familias

de solitones que pueden moverse a través de la red y que son embebidos y doblemente
1



embebidos. En ambos casos se comprobé que al pasar de un medio discreto a un medio
continuo, las ecuaciones discretas se transformaban en las ecuaciones originales, esto
es, en las ecuaciones continuas con solitones embebidos.

Algo en lo que hay que poner énfasis es: Los resultados obtenidos difieren de
los resultados de los modelos continuos, caracteristica usual que se presenta en la dis-
cretizacion de las ecuaciones continuas.

Para las simulaciones numéricas de las ecuaciones encontradas se utilizé el método
de Runge-Kutta de 4° orden y la transformada de Fourier rapida (FFT).

Al presente trabajo se le encuentran las siguientes deficiencias: No se hicieron las
simulaciones numéricas de los solitones oscuros en ambas ecuaciones y falté investigar si
dado cualquier pulso inicial, éste decae en un solitén. Debemos mencionar ademas que
nos fue imposible encontrar las hamiltonianas asociadas a las ecuaciones trabajadas.

Se deja para investigaciones posteriores el demostrar la integrabilidad del se-
gundo sistema, ya que lo sugiere la presencia de una familia continua de solitones que
se mueven y la elasticidad de las colisiones. Otros resultados que deben ser profun-
dizados son: La familia ampliada de solitones y la relacién de los niimeros de onda con
la oscilaciéon amortiguada de los solitones perturbados. Ademds es necesario estudiar
el mapeo originado por estas ecuaciones.

Esta tesis es el resultado del trabajo presentado en los siguientes articulos:

S. Gonzélez-Pérez-Sandi, J. Fujioka, B.A. Malomed. FEmbedded solitons in dy-
namical lattices. Physica D, 197 (2004) 86-100.

B.A. Malomed,J. Fujioka, A. Espinosa-Cerén, R.F. Rodriguez and S.Gonzélez.

Movwing embedded lattice solitons. Chaos. 16 (2006) 013112.
2



y estd organizada de la siguiente manera:

El capitulo 2 es una breve resena de los sistemas no lineales que, de manera
natural, han conducido a la presencia de solitones y de conductas dindmicas diferentes.

En el capitulo 3 encontramos los antecedentes de este trabajo y vemos la defini-
cién de los solitones brillantes y oscuros. Se hace un reumen de cada una de las
ecuaciones continuas asociadas a las desarrolladas aqui, siéndo la parte fundamental de
este capftulo presentar a los solitones embebidos o doblemente embebidos, asi como la
estabilidad, la unicidad y la presencia de familias de solitones.

En el capitulo 4 presentamos la obtencién de las ecuaciones diferenciales y en
diferencias finitas a partir de la relacién de dispersiéon.  Utilizamos la idea de los
operadores espaciales y temporales en su versién discreta.

La existencia de solitones embebidos o doblemente embebidos y la posibilidad
de tener familias de solitones en redes no lineales es estudiada en el capitulo 5.

El ultimo capitulo estd dedicado a las conclusiones.

También presentamos un apéndice donde se demuestra el porque los solitones
embebidos de las ecuaciones estudiadas no radfan a menos que sean perturbados. Uno
dedicado a las tres ecuaciones discretas que a mi parecer son las mds importantes. Y

otro dedicado a la ergodicidad.



CAPITULO 2.

SISTEMAS NO LINEALES.

Un sistema dindmico es aquel cuyos estados evolucionan en el tiempo o en el
espacio. Los estados del sistema estdn descritos por un niimero de variables dindmicas
que dependen del tiempo o de la posicién. Cuando la evolucién del sistema es continua,
las variables se describen mediante una ecuacién diferencial; mientras que si es discreta,
ésta evolucién viene expresada por medio de iteraciones entre las variables. Al definir
un estado del sistema, las variables se dividen en dependientes e independientes; las
primeras son funciones de las segundas, que vienen siendo las coordenadas de la posicién
y el tiempo.

Un sistema no solo estd descrito por éstas variables dindmicas, sino también por
algunas variables, las cuales llamamos pardmetros, que nosotros podemos controlar.

El comportamiento del sistema puede ser diferente para distintos valores de los
pardmetros; por ej. para un cierto rango de valores de los pardmetros, el movimiento
de un sistema puede ser armonico, y fuera de ese intervalo su movimiento puede ser
cadtico.

Esta diferencia de comportamientos llevé a la clasificacion de los sistemas fisicos:

I.- En lineales:

e Como el caso de la cuerda donde el principio de superposicién es vilido, esto
es, cualquier onda puede ser expresada como la suma de ondas armonicas con
diferentes frecuencias. El comportamiento oscilatorio del sistema permanece atin

cuando se cambie la magnitud de los pardametros que definen al sistema.
4



e En el caso del resorte lineal, donde al aplicar una fuerza sobre el sistema éste

responde de manera proporcional a la magnitud de la fuerza.

II.- En los no lineales encontramos:

e Lo anterior no se cumple.

e Las ecuaciones de evolucién en el tiempo presentan términos en la variable de-

pendiente del estilo 2% | 2(0z/dz) , etc., que no son términos lineales.

e Las propiedades del sistema dependen directamente del estado en él que se en-
cuentra. Por ejenplo, en un medio 6ptico el espectro de oscilaciones depende no

sélo de los pardametros del sistema, sino también de la onda que se propaga en él.

La no linealidad en los sistemas hace dificil su estudio, no obstante genera una
gran diversidad de fenémenos no triviales, como son los solitones y el caos. El estudio
extensivo que se llevé a cabo en la segunda mitad del siglo XX sobre los solitones y el
caos se debe a la aparicién de las fibras épticas y las computadoras, ya que sin éstas
tecnologias, las teorfas de los solitones y del caos no se hubieran desarrollado como lo
hicieron.

En 1914, Debye sugiri6é que la conductividad térmica de una red es finita, debido
al caracter inarmonico de las fuerzas no lineales en los resortes que unen los puntos de la
reticula. El efecto neto de las interacciones (colisiones de fonones) deberia manifestarse
por si mismo en una ecuacién de difusién con un coeficiente de transporte finito.

Enrico Fermi, John Pasta y Stan Ulam (FPU) retomaron la idea en 1955, pro-

poniendo un modelo para el estudio de la conductividad térmica. El modelo utilizado
5



fue una reticula unidimensional formada por particulas unidas por resortes, que eran
débilmente no lineales, cuyos extremos estédn fijos. La hipdtesis de FPU era demostrar
que la energia se repartirfa entre los modos normales de vibracién, alcanzando el sis-
tema un estado estacionario, en el cual todos los estados con la misma energfa fueran
igualmente probables. El estudio se llevé a cabo por medio de una simulacién numérica.

Los resultados obtenidos por Fermi, Pasta y Ulam, no correspondieron a sus
expectativas. FPU encontraron que, al poner la energfa en unos pocos modos bajos
de vibracién, la energfa no tuvo la tendencia a dispersarse a los otros modos.

Fl modelo utilizado tiene como hamiltoniana

N

1 Q 15}
H= Z [pzZ + B (@41 — QI)2 + 3 (@1 — %)3 + 1 (@1 — Ql)4 ; (2.1)
=1

donde ¢; y p; son las coordenadas y momentos de la particula [, con o y § pardametros
de acoplamiento no lineal, y donde la masa m, la constante armonica del resorte £ y el
tiempo t han sido eliminados por medio de una transformacion.

Cuando o = 0, se dice que el modelo es un § — FPU y si f = 0 se le conoce
como o — F'PU.

Los autores dan diferentes valores a a y 3, y diferentes condiciones iniciales. En
particular estudiaron el caso 8 = 0, o = % y Al = 42}20 Sen (Im/32), consideraron
una red de 32 particulas, y excitaron el modo més bajo de vibracién. Al contrario de lo
que suponfan, encontraban que sélo los modos comprendidos entre el primero y el sexto
eran excitados. Después de un cierto tiempo, llamado tiempo de retorno, el sistema
regresaba al modo fundamental con una energia de aproximadamente 3% menos que la

inicial.



FPU reconocieron que el resultado era sorprendente debido a 2 hechos:

1.- No sigue los cdnones de la mecénica estadistica, la cual asegura que este sistema
no lineal deberfa exhibir una aproximacion al equilibrio con una reparticién de la

energia entre todos los grados de libertad.

2.- Parece invalidar el teorema sobre la ergodicidad de los sistemas no lineales (ver

apéndice C).

Tratando de dar una explicacién a los resultados obtenidos por FPU, los inves-

tigadores se encontraron con 2 lineas de estudio: Los solitones y el caos.

2.1 Los solitones.

Los solitones son un tipo de ondas que debian desaparecer y sin embargo per-
manecen. Tenfan que desaparecer por la no linealidad del sistema, pero los términos no
lineales son compensados por los términos dispersivos haciendo posible su existencia.

Estas ondas fueron descubiertas en 1834 por James Scott Russell en un canal
de agua profunda, empero fueron bautizadas hasta 1965. J. S. Russell observé que el
agua acumulada en la proa de un bote proseguia su curso cuando el bote era frenado
repentinamente. Este cimulo de agua tenfa forma de secante hiperbdlica y recorria
grandes distancias sin cambiar su forma.

También constaté que si la cantidad de agua acumulada era suficiente, se podian
formar una o méds ondas solitarias viajeras independientes, cuya altura y rapidez eran
diferentes. Estas ondas interactuaban entre si y al final recuperaban su forma y su

rapidez inicial sin cambio aparente.



Observé que a mayor amplitud de la onda, ésta tenfa una mayor rapidez.

Boussinesq, en 1872, y Rayleigh, en 1876, encontraron que la solucién viene dada
como una secante hiperbdlica cuadrada. Boussinesq descubrié una cantidad conservada
que él llamé momento de inestabilidad.

En 1895 Diederik Korteweg y Hendrik de Vries hacen publico su estudio sobre
ondas largas débilmente no lineales, esto es, hallaron la ecuacién que rige la elevacién
de la superficie libre del agua relativa a la profundidad d que no sufre disturbios. Dicha

ecuacion es conocida ahora como la KdV:
U
— +tv—t+ez—=+tyu— =0, (2.2)
T T

donde u(x,t) representa la amplitud pequena de las ondas largas sobre la superficie
libre del agua, T es la tensién superficial, p la densidad del agua y d profundidad del

tanque de agua. Quedando

v = +/gd la velocidad de fase de las ondas largas lineales,

d2
e = v(— — =) pardmetro de dispersion,
6 2gp
3v .
v o= 2 parametro no lineal.

Los autores encontraron como solucion:

u(z,t) = k*Sech? (k (z — ct)),

quedando la amplitud como funcién del nimero de onda. Los términos dispersivos y

no lineales de la ecuacién estan balanceados(!).

!Esta ecuacién presenta ademds soluciones multisoliténicas y multiracionales, esto es N-Solitones
y N-Racionales.



Para 1939, Yakov Frenkel y Tatiana Kontorova’® presentaron un modelo para el
estudio de las dislocaciones estacionarias en cristales y su movimiento. El problema
presentado por los autores estd en una dimensién discreta, la posiciéon de los dtomos,

con un potencial periédico espacial

d?u,,
dt?

= Upy1 + Up_1 — 2Uy — %Sen@ﬂun),

cuya version continua es

Pu 0%
conocida como la ecuacién de Sine-Gordon, SG(%).

Las soluciones més conocidas de la SG son lo que hoy se conoce como "kink" y

"antikink" dadas por

— ot —
w(,t) = ATan"! [exp (i_)] |

donde el signo (+) estd asociado con "kink" que decae por la izquierda. El signo (—)
nos da "antikink", decayendo por la derecha. La v € (—1,1).

Otra solucion es lo que se conoce como "breather"

V1—w? Sen(wt)
w  Cosh ((z — x9) V1—w?) |’

u(w,t) = 4Tan™!

estd exponencialmente localizada en el espacio, siendo periédica en el tiempo.
En 1955 aparecio el trabajo de FPU considerado como el punto de partida para

el desarrollo de la teoria de solitones.

2Utilizando las transformaciones de Bicklund, se puede encontrar una solucién nueva a partir de
una solucién vieja o inicial y permite la construccién de soluciones multisoliténicas.
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Fue en 1961 cuando Gross y Pitaevskii, de manera separada, publicaron la

ecuacién no lineal de Schrodinger, NLS

o R

. _ Y o2 2
Iy = =gV ) + gl (2.4)

para estudiar "la funcién de onda" de las particulas de un condensado de Bose en un
gas diluido. Donde ¥(r,t) es "la funcién de onda", i la constante de Planck, m la
masa de los dtomos, u(r) potencial de atrapamiento y ¢ es una cantidad proporcional
a la longitud de dispersién entre colisiones y j = v/—1.

La versién més conocida y estudiada es en una dimensién y viene dada por
2
~ 2
Jor + 52 £ ulfu =0, (2.5)
x

donde u(x,t) es una funcién compleja de variables reales. Por lo que la magnitud y la
fase de esta funcion son gobernadas por la ecuaciéon. Las soluciones resultan ser ondas
solitarias viajeras.

Cuando la NLS es usada como modelo de paquete de ondas clésicas en campos
como la hidrodindmica, la acustica no lineal y ondas en plasmas, sus soluciones son
libres del caracter cudntico. Ella describe la evolucién de la envolvente de un tren de
ondas y contiene en ella, la solucién de ondas viajeras incorporando el concepto de un
paquete de ondas.

Este paquete de ondas fundamental es fuertemente dispersivo, casi monocromatico
y débilmente no lineal. La ecuacién en si representa un balance entre la dispersion
lineal, la cual tiene la tendencia a fragmentar el paquete de ondas, y el efecto de en-
focamiento debido a la no linealidad ctibica, mirada como una interaccién de la onda

consigo misma.
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Perring y Skymore, en 1962, utilizaron la ecuacién SG como modelo para particu-
las elementales en la materia. Su estudio numérico del problema, muestra la perfecta
recuperacién de la forma y rapidez de dos ondas solitarias viajeras que colisionan dando
una descripcién analitica exacta de éste fenémeno.

Para 1965, Norman Zabusky y Martin Kruskal, siguiendo el trabajo de FPU, pre-
sentaron su estudio numérico de masas unidas por resortes no lineales y cuya ecuacién
resulté ser la KdV. Las condiciones que los autores usaron para la simulacién numérica
son: Una onda sinusoidal como condicién inicial y condiciones de frontera periddicas.

Martin Kruskal y Norman J. Zabusky (ZK) al hacer una aproximacién al con-
tinuo del problema o — F'PU encontraron que la ecuaciéon de movimiento en el limite

de orden mads bajo toma la forma:

Qtt - me + ngQx:pu (26)

donde los subindices denotan derivadas parciales.

Al considerar que la velocidad de la onda ¢ depende de la derivada espacial @,
esto es ¢ = 1 + £Q,, la conducta generada por la ecuacién 2..6, para € > 0, es la de
un pulso asimétrico que se mueve hacia la derecha, cuyo frente va cambiando hasta
convertirse en un frente de choque vertical, instante en el cual la ecuacién deja de ser
valida.

ZK trataron de evitar este comportamiento e introdujeron un término dispersivo:

Qtt = Q:va: + 5@:5@:133’ + 6Q4$ (27)

Por conveniencia, ellos se quedan con las condiciones de frontera periédicas, restringuen

su atencién a ondas que viajan en una sola direccién y escogen un sistema de referencia
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que se mueve con ¢ = 1. Haciendo los siguientes cambios de variable: z = o + t,
t=7/cy Q. = Qy = 2u y despreciando los términos proporcionales a &2, los autores

obtuvieron la ecuacién conocida como la KdV:

Uy + Ustt + 02Uy = 0. (2..8)

ZK integraron numéricamente la ecuacién 2..8, usando como condicién inicial una fun-
cién coseno y condiciones de frontera periddicas.

Una sorpresa fue lo que obtuvieron al observar sus resultados, ya que la forma
inicial deviene en un nimero finito de pulsos, con alturas y velocidades diferentes. Los
autores muestran que las ondas mds altas viajan mds rapido. Si dos de estas ondas
chocan, ellas reaparecen con su forma y su velocidad inicial. El cardcter no lineal de
la interaccién se manifestaba en la posicién que tenian después del choque, ya que si la
colision no hubiera existido, estarfan en otra posicién.

Encontraron que para un cierto tiempo, estos pulsos casi se sobreponen todos,
obteniendo la forma inicial y el tiempo que tarda en ocurrir esto, correspondiente al
tiempo de retorno encontrado por FPU. A la mitad de este tiempo, los pulsos se dividen
en dos grupos cuyos miembros se enciman entre si, formando el segundo arménico. Los
demds armoénicos son formados de manera semejante.

Para excitaciones de longitudes de onda larga, la aproximaciéon de ZK provee
un buen acercamiento a lo encontrado por FPU, mientras que para longitudes de onda
corta, ésta aproximacion ya no es valida.

Para Zabusky y Kruskal, el hecho de que las ondas recobraran su forma y veloci-

dad después del choque, les sugirié la idea de que las ondas tenfan una identidad propia
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y decidieron llamarlas solitones, de manera semejante a las particulas elementales.
Fueron estos resultados los que le abrieron la puerta a lo que hoy se conoce como
Teorfa de Solitones. Aun cuando no fueron Zabusky y Kruskal los que los descubrieron.
También en 1965, M. Rich, W. M. Visscher y D. N. Payton estudiaron numéri-
camente la propagacién de ondas en una reticula no lineal, usando potenciales Lenard-
Jones. El estudio se realizé en redes de 1 y 2 dimensiones con muchas impurezas de
diferentes masas, encontrando que la transferencia de energfa fue generalmente aumen-
tada por la introduccién de los términos de interacciéon no lineales. Estos resultados
fueron explicados considerando que la energia se acumulaba en forma de solitones.
Debido a las propiedades encontradas por Zabusky y Kruskal, en 1967 Gardner,
Greene, Kruskal y Miura3? , piensan que existen simetrfas escondidas y leyes de conser-
vacion que estdn conectadas con estas propiedades y desarrollan lo que ahora se conoce
como Método de Dispersién Inversa®). GGKM encuentran una cantidad infinita de
cantidades conservadas y logran resolver el problema de condiciones iniciales para la
ecuacion KdV.
También en 1967, McCall y Hahn®® descubrieron el fenémeno de transparencia

autoinducida®). Ellos asumieron un medio formado por &omos con dos niveles no

3En resumen:

e La dindmica de la ecuacién KdV es mapeada sobre un problema de dispersién lineal asociado,
donde cada valor caracteristico del problema lineal corresponde a la rapidez de un solitén
particular de la KdV.

e Se calcula la evolucién en el tiempo de los datos de dispersién lineal asociados.

e Fl cédlculo de dispersién inversa determina la evolucién en el tiempo de la dindmicade la KdV
de los datos de dispersién evolucionados.

Una manera simplificada de este método se puede encontrar en J. Fujioka?°

4La transferencia autoinducida es producida por inversién de la poblacién dtomica por el paso de
un pulso, retornando a su estado inicial cuando el pulso termina de pasar. Este proceso es realizable si
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degenerados y despreciaron el efecto de ensanchamiento. El proceso puede ser descrito
en términos de una ecuaciéon SG. En este caso la x es la distancia desde el comienzo
del medio, t es el tiempo retardado y la envolvente del campo electrico E(xz,t) es
proporcional a du/0x.

En 1972, Zakharov y Shabat hallaron que la ecuacién 2..5 es integrable por
el método de dispersién inversa, demostrando asi que el método puede ser usado en
diferentes ecuaciones.

La solucién més simple (con el signo +) es un pulso exponencialmente localizado,

es decir, un solitén dado por:
Usb(.T, t) = 77560]1(7](1‘ —ct — J;O))ej(cr—wt+¢0)7

donde w = (c® — n?)/2 es la frecuencia intrinseca del solitén, 7 es la amplitud, ¢ su
velocidad, g y ¢, son la coordenada del centro del solitén y su fase a ¢t = 0.

Estos solitones existen en la regién de frecuencias donde los modos de radiacién
son ausentes. Esto es, si linearizamos la ecuacién y encontramos su relacién de disper-
sién, encontramos la region de frecuencias permitidas de las ondas lineales de amplitud
infinitesimal asociadas al problema no lineal. Los solitones regulares no pueden tener
su frecuencia intrinseca dentro de esta regién, ya que esto harfa que el solitén perdiera
energfa emitiendo ondas lineales (radiacién).

La ecuacién 2..5 tiene también soluciones de la forma de ondas continuas, CW

ucw(xu t) = Ueim%? ne R.

este toma sitio en un tiempo corto comparado con el tiempo de memoria de fase del medio y también
depende de la intensidad del pulso.
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Para el signo (—), la ecuacién 2..5 presenta la siguiente solucién

usq(x,t) = n[(Cosh) Tanh [n ((Cosh) (x — ct))] + jSend| ejn2t7

donde 7 es la amplitud de las ondas continuas que estdn en el fondo, 6 el valor minimo
del campo en el centro de la solucién y ¢ su velocidad. Esto es, ésta onda se mueve
sobre las ondas continuas.

36 | publicaron en 1973, un

Paralelamente a este trabajo, Hasegawa y Tapper
trabajo que se convirtié en punta de lanza para uno de los desarrollos tecnolégicos mas
importantes del siglo XX: las telecomunicaciones. Demostrando que la envolvente(®)
de una onda de luz, que se propaga en una fibra 6ptica en distancias grandes, puede
ser descrita por la ecuacién 2..5.

El desarrollo de la nueva tecnologia implicé que se consideraran variantes de la
NLS. La descripcién de pulsos ultra cortos llevé a la inclusion de téminos dispersivos
adicionales como son: je303u/0t3, £,0'u/0t*. Y en el estudio de los pulsos intensos o
de fibras dopadas con semiconductores se consideraron términos no lineales de orden
superior como: vy |[u|*u, vys|ultu, y|[ul?/(1 + T|ul?).

Estas tres ecuaciones (KdV, SG, NLS) dieron lugar a lo que hoy se conoce como

Teoria de Solitones, y se encuentran en los siguientes campos de investigacion:

La KdV

e Fisica de Plasmas.?”

5La interaccién de dos ondas cuyas frecuencias difieren ligeramente presentan un patrén de inter-
ferencia de longitud de onda larga. Esta superposicién de ondas puede ser vista como el producto de
dos ondas. La primera, tiene un nimero de onda y una frecuencia que son el promedio de los niimeros
de onda y de las frecuencias originales, respectivamente. La segunda se le conoce como envolvente,
viaja con la velocidad de la onda mas rapida y su longitud de onda es mas larga.
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Redes eléctricas y lineas de trasmisién no lineales.™

La SG

Propagacién de defectos en cristales.?®

Dominio de paredes en materiales ferroeléctricos y ferromagnéticos.”™

Particulas elementales en una dimensién.”®

Transparencia autoinducida de pulsos cortos.®

Propagacion de unidades de cuantos de flujo magnético sobre las lineas de trans-

misién largas de Josephon.®

La NLS

Propagacién de paquetes de ondas hidrodindmicas en aguas profundas.®”

Pulsos no lineales de luz en una fibra 6ptica. ®

Una onda plana de autoenfoque en dos dimensiones.®”

Una onda monocromatica automodulada en una dimensién.”3

Ondas de Langmuir en plasmas.®?

Ademss se han encontrado diversos tipos de solitones:

Algebraicos o racionales.

Soluciones aisladas o en secuencia.
16



e Kink, antikink y breather.

e Temporales o espaciales.

e Los Boomeron, Trappon, Compactons, loop soliton y cusp soliton (las referencias

se encuentran en Scott™®).

e DBrillantes u oscuros.

e Regulares, embebidos o doblemente embebidos.

A los solitones conocidos como algebraicos o racionales, asi como las soluciones
aisladas o en una secuencia (estas tltimas se les conoce como cadena de solitones o
solitones periddicos), se les encuentra como soluciones de las ecuaciones KdV, mKdV,
KP (es una extensién de la KdV que presenta una dimensién espacial mas) y la BO
cuya solucién es conocida como solitén de Benjamin-Ono.

El nombre de solitones temporales o espaciales depende en donde esta ocurriendo
el confinamiento de luz cuando la onda se propaga. FEn los primeros éste confinamiento
ocurre en el tiempo, para los segundos se tiene en el espacio. Ambos tipos de solitones
se trasmiten en los medios 6pticos que presentan efecto Kerr, esto es, medios donde
el indice de refraccién sufre cambios no lineales debido a la intensidad de la luz. La
dependencia del indice de refraccién con respecto a la intensidad del haz lleva al auto-
enfoque (auto-desenfoque) espacial y a la auto-modulacién temporal del haz** .

Un progreso réapido en el desarrollo de las comunicaciones épticas ha convertido
a los solitones temporales en el candidato principal para el diseno de sistemas modernos

de trasmisién de ondas de luz** .
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Los principales solitones espaciales™® son haces épticos que estdn autoatrapados
en el espacio en la direccion transversal ortogonal a la direcciéon de propagacién. En
un medio no lineal de auto-desenfoque se pueden encontrar los solitones de anillo (ellos
son ondas solitarias oscuras con simetria de anillo).

Otro tipo de solitones es el descubierto en un cristal fotorefractivo (PR) parcial
dentro de un campo eléctrico dc externo. Ellos son conocidos como solitones espaciales
PR. Cuando son solitones estables en un cristal PR se conocen como solitones de
proyeccion.  Es conocido que el efecto de difusién de cargas fotoexcitadas lleva a
la curvatura de la trayectoria de los solitones PR, dando lugar a los solitones auto-
curvados.

En el campo de la memoria éptica se encuentran los solitones de cavidad.
Cuando se tienen materiales con no linealidad no-instantanea (interna) se tienen los
solitones incoherentes que son multimodos y auto-atrapados.

Un fenémeno interesante se presenta en la formacién de solitones por el atra-
pamiento mutuo de ondas que interactuan, a este tipo de solitones se le conoce como
solitones caminantes. Cuando se tienen pulsos localizados en tres dimensiones en un
medio de auto-enfoque con dispersién anémala sin cambios en el espacio o tiempo se

les conoce como Balas de luz.

Algunos experimentos donde pueden ser vistos los solitones son:

I La ecuacién de SG puede ser estudiada por medio de un dispositivo mecédnico que
consiste de un alambre de torsién horizontal del cual pende la cuerda de un

péndulo que puede girar alrededor del alambre™ .
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II Se puede construir un modelo de una linea de trasmisién mecénica usando una
banda eldstica (liga) y alfileres. Ella sirve como una aproximacién continua a
la ecuaciéon de SG donde se pueden observar los "kinks". Al aumentar la masa
en la cabeza de los alfileres, se transforma en la ecuaciéon SG discreta con un
pequeno término disipativo extra, I'06, /0t que puede ser ignorado a primera

aproximacién®® 7! .

III Kuwabara®® disefia un tanque de agua donde pueden ser obserbados los solitones
que fueron descubiertos por Russell. Tiene una longitud (m) mucho mayor que
su ancho (cm) y su altura (cm). La altura del agua en el tanque es de pocos
centimetros, el tanque posee un compartimento de pared movible que contiene
una cantidad de agua cuya atura es mayor a la del resto del tanque inicialmente,
al moverse ésta pared se genera una acumulacién de agua como en el caso de
la proa del experimento original. Cuando es frenada, ésta acumulacién sigue

moviendose dando origen a los solitones.

2.2 Caos.

El otro descubrimiento fue hecho por Boris Chiricov al reconocer que los datos
iniciales usados por FPU situaban al sistema en la regién de estabilidad de KAM,
esto es, el sistema FPU exhibe la conducta esperada para un sistema cercanamente
integrable. También presenté evidencias tedricas de que si FPU hubieran aumentado

la no linealidad, ellos hubieran encontrado Caos.

Esto puede ser visto al considerar un sistema o« — F'PU con tres particulas y
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condiciones de frontera periédicas, cuya hamiltoniana viene dada por:

3 3 3
1 1 «
H=35) v - - - = 2.9
2zz1pl + 2;(@“ Ql + 3 lzl Qi1 Ql , Q4 = Q1 (2..9)
haciendo algunas transformaciones,” 2 8! se obtiene:
1 1
H=2 (0} +p5+d +a3) + e — 5ab, (2..10)

que corresponde al problema de Hénon-Heiles, cuyas propiedades cadticas ya han sido
estudiadas.

Para la hamiltoniana 2..10 se tiene:

1.- La energfa es una cantidad que se conserva, H = E.

2.- p; estd determinado a partir de E' = F (q1, ¢2, p1,D2) -

3.- Las 6rbitas pueden ser trazadas en un espacio de tres dimensiones.

4.- Sigg =0y p; >0, los puntos de interseccién de la érbita con el plano (g, p2) para

cada valor de la energfa, presentan una imagen global de la conducta orbital.

Hénon-Heiles usan la energia como un pardmetro.

Para E = 1/12, encuentran unas curvas que parecen existir en todas partes,
indicando la posibilidad de una constante de movimiento diferente a la energfa y la
integrabilidad del sistema y su no ergodicidad.

Ahora para E = 1/8, las curvas persisten en la vecindad de los puntos fijos a
lo largo de los ejes q2 y po, ellas corresponden a érbitas periddicas, pero ademads, los

autores encontraron que las 6rbitas en esta regién generaron una dispersién de puntos
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en el plano y que dos condiciones iniciales cercanas produjeron érbitas cuya distancia
de separacién crecié exponencialmente con el tiempo.

Cuando E = 0.1667 < 1/6, los puntos llenaron casi todo el plano, existiendo
curvas cerradas muy pequenas en la vecindad de los puntos fijos. Para £ = 1/6 el
movimiento ya no es acotado escapando al infinito.

Este comportamiento estd considerado como una evidencia de la transicién al
caos en un sistema de dos cuerpos, ya que el cambio de conducta de estable a cadtica
es abrupto.

Como un resumen y a pesar de lo que parece, el descubrimiento de los solitones
fue opacado por la teorfa del caos, sin embargo, el desarrollo de las fibras 6pticas le di6

un gran impulso.
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CAPITULO 3.

LOS ANTECEDENTES.

Los antecedentes de la presente tesis, fueron los trabajos siguientes:
Uno de 1997 presentado por J. Fujioka y A. Espinosa-Cerén? . Y el segundo
por Rodriguez et al™ 24 22 del aiio 2003.

En ellos aparecen por primera vez los solitones brillantes embebidos y doblemente
embebidos. Es por eso que damos un breve resumen de ellos, asf como el por qué surgen

los nombres de solitones brillantes y oscuros.

3.1 Solitones Brillantes y Solitones Oscuros.

Un solitén espacial, en el campo de la 6ptica, es aquel donde la luz estd atrapada
en el espacio y en la direccién transversal a la direccién de propagacion.

En una gufa de ondas 6pticas, la luz estd confinada en el espacio. Esto se debe a
un balance entre la difraccién y la refracciéon del medio homogéneo. La propagacion de
la luz en una gufa de ondas éptica estd descrita por una ecuacién de onda lineal inho-
mogénea, las soluciones son modos caracteristicos localizados espacialmente, llamados
modos de la gufa.

El mismo resultado se obtiene al considerar efectos no lineales, como el cambio
del indice de refraccién del medio; de manera que el indice sea més grande en la regién
donde la intensidad del haz sea mayor. En este caso el haz estd creando su propia guia
de ondas y estd atrapado en ella.

El solitén espacial puede ser pensado como el modo fundamental de esta guia

de ondas.
22



Figure 3..1: a) Onda Viajera. b) Solitén Brillante. c) Solitén Oscuro.

La ecuacién principal que gobierna la evoluciéon del campo éptico en medios no

lineales es la conocida NLS, que puede ser escrita de forma adimensional como:

Ou  f,0%
ja—l-;@:tﬂuﬁuzo, (3..1)

si aqui remplazamos la variable z por t obtenemos la ecuacién original de cuédntica,
o podemos cambiar el término (3,/2)(0%u/dz*) por (B,/2)(0*u/0t?) dando origen a
los solitones temporales (representan pulsos 6pticos que mantienen su forma durante
la propagacién, su existencia estd ligada a las fibras dpticas), con [, el pardmetro de
dispersién de la velocidad de grupo y v el pardmetro de no linealidad. En los solitones
espaciales 3, = v = 1, mientras que en los solitones temporales 5, = £1, v = 1. Donde

u(x, z) es la amplitud de la envolvente del haz, y suponemos variando lentamente con

La ecuacién 3..1 puede ser solucionada exactamente usando el método de dis-

persion inversa.
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La definicién de solitones brillantes y oscuros se da a partir de las soluciones de
la ecuacién 3..1.

Para el signo (+) se tienen los solitones brillantes y para el signo (-) los solitones
OSCUros.

Se le llama solitén brillante porque corresponde a un pulso de luz™ y la solucién

mds simple que preserva su forma viene dada por
u(z, z) = aSech [a (x — vz)] ej<”+(a2_”2>z/2), (3..2)

donde v es la velocidad transversal del solitén que se propaga haciendo un éngulo con
el eje z.

Cuando v = 0 se tiene el modo fundamental de la gufa de ondas autoinducida
por la propagacién del haz. Si el haz tiene ésta forma, toda la energia estard contenida
en éste modo y el haz se propagard sin cambios en su forma. Cuando la forma del
haz inicial no es exactamente asi, parte de la energfa deberd ser puesta en los modos
acotados de orden alto o en los modos de radiacién de la gufa de onda no lineal, los
cuales fueron encontrados si se resolvié el problema por medio del método de dispersién
inversa.

Cuando v # 0 se encuentra que los solitones brillantes forman una familia de
dos pardmetros (a,v). Algunos experimentos donde se presentan solitones brillantes
pueden ser encontrados en Mollenauer et al® .

En la ecuacién que gobierna los solitones temporales se encuentran no sélo los

solitones brillantes (8, = —1, régimen de dispersién anémalo) sino también solitones

oscuros (5 = 1, régimen de dispersién normal).
24



En el contexto de la 6ptica, un solitén oscuro corresponde a un hoyo en la
onda continua (ver capitulo anterior) portadora de la luz; la posicién donde la luz esta

71

ausente’" Este solitén viene dado por

u(z, 2) = ug {(Cosg) Tanh [uy (Cosd) (x — ug (send) z) + j (Send)]} e 7%=, (3..3)

donde ¢ estd relacionado con el cambio de fase que sufre el solitén oscuro. La ug es la
amplitud de las ondas continuas donde viaja (el "background").

La comparacion de 3..2 y 3..3 muestra que el término ugSen¢ juega el rol de la
velocidad del solitén en la direcciéon x. Y representa la velocidad relativa del solitén
oscuro con respecto a las ondas continuas sobre las que viaja. Como podemos observar
en la ecuacién 3..3, la rapidez del solitén oscuro depende de su amplitud.

Cuando ¢ = 0 tenemos un solitén oscuro estacionario
u(z, 2) = ug {Tanh [ugx]} e 7",

él no se mueve con respecto a su fondo, recibiendo el nombre de solitén negro dado que
sufre un cambio de fase en x = 0 y la intensidad cae a cero en ese punto. Cuando
¢ # 0 se les llama grises.

Los solitones brillantes tienen una fase constante, mientras los oscuros cambian
su fase a través de su anchura ( la tanh(z) es antisimétrica).

Algunos experimento para solitones oscuros en un circuito fueron realizados por
Muroya et al®? .
A pesar de que la denominacién de brillantes y oscuros nacié en la 6ptica, ahora

en cualquier campo donde se presenten solitones cuya estructura matemdtica venga

dada por 3..2 y 3..3 reciben esos nombres.
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3.2 Solitones Embebidos (SE).

En el capitulo 2 se mencionan las ecuaciones KdV, la SG y la NLS como las
detonantes del desarrollo de la teorfa de solitones. Y en la seccién anterior encontramos
que la ecuacion NLS presenta como soluciones a lo que ahora se conoce como los
solitones brillantes y los solitones oscuros.

Y como ya se menciond, la NLS presenta solitones cuya frecuencia intrinseca
estd fuera del rango de las frecuencias lineales permitidas al sistema, ya que si esto no
ocurriera el solitén desapareceria emitiendo ondas, esto es, en forma de radiacién. Pero,
en 1997 se propuso una modificacién de esta ecuaciéon cuyo aporte principal fueron "los
pulsos semejantes a un solitén que no emiten radiacién a pesar de tener un ntimero de
onda inmerso en el espectro lineal del sistema'"?? 22 |

A este tipo de pulsos se les llamé solitones embebidos y su caracteristica prin-
cipal es que su frecuencia o su velocidad de fase intrinsecas caen en la regién de las
frecuencias o velocidades de fase lineales asociadas al sistema no lineal. Ellos resultan
ser estados excepcionales por esta caracteristica ya que sélo emitirdn ondas lineales si
son perturbados.

Estos solitones fueron identificados en 1997 por J. Fujioka y A. Espinosa-Cerén?®

Los autores los encontraron en modelos 6pticos no lineales que inclufan no lineari-
dades cibicas y quintas, y posteriormente fueron descubiertos en hidrodindmica y en

la dindmica de cristales liquidos.

Fujioka y Espinosa-Cerén estudiaron la ecuacién generalizada de Schrodinger:

8 0*u I*u

I 55 +€28 +es—7 o7 4+ |ul?u — o |ul*u = 0, (3..4)
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que describe la propagaciéon de pulsos intensos muy cortos en materiales tipo no-Kerr,
donde u(z,t) es la envolvente del campo eléctrico que varfa lentamente y donde ¢; y v,
son constantes. En la descripcién de pulsos de luz en fibras épticas la z corresponde a
la distancia a lo largo de la fibra y la t es el tiempo retardado.

Al intercambiar z — t y t — 2z en la ecuacién 3..4, se tiene una ecuacién que
gobierna la evolucién espacial de haces 6pticos compactos (tight optical beam) en una
gufa de onda plana con los términos no lineales cibico y quinto y donde el término
0*u/0z* es una correccién a la aproximacién paraxial usual. La aplicacién de este
modelo fue obtenido de manera experimental por F. Smektala et al”® y por C. Zhan®

La 3..4 con ¢; y v; > 0 tiene tanto soluciones tipo solitones brillantes como

solitones oscuros dados por:

Solitones Brillantes Solitones Oscuros
u(z,t) = AySech(;)e™* u(z,t) = AyTanh(-)e’**
p=pn A3 = 4y/3ea/ 27, /w3
ki = 352752 ky = _530554 — 2, V/32/272 + 26577%2
w? = 14g, /ey wy = M%foﬁ

Donde la velocidad y el nimero de onda dados por wi, ki1 v -+, ko, respectiva-
1 w2
mente, son de los solitones brillantes y oscuros, y donde los coeficientes ¢; y ~; satisfacen

la siguiente relacion para los solitones brillantes:

€4 247,
gy 4993

Como se dijo antes, la caracteristica principal de estos solitones es la presencia de
la frecuencia intrinseca del solitén dentro del intervalo de las frecuencias de los modos

de radiacién y que, a pesar de ello, el solitén no radia, esto es, el solitén estd embebido.
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La ecuacién 3..4, con v, = 0 presenta soluciones tipo solitén que no radian si
g9 < 0y e1,7, > 0y cualquier solucién con €5 > 0 emitird radiacién ya que las ondas
lineales asociadas al sistema se presentaran en esta regiéon. Para e, = 0y e; > 0 se
tienen soluciones tipo onda solitaria si ambos v, y 7, son positivos o negativos. Cuando
son negativos la solucién es inestable y una ligera perturbacion en su altura la lleva a
dispersarse o a estallar en una distancia finita.

Los autores realizaron su estudio por medio de una simulacién numérica para
los solitones brillantes que son embebidos .

El espectro de frecuencias, que estan permitidas en este sistema, se encuentra al

obtener la relacion de dispersién lineal

:l:]{/’l = 64&)4 — 52&)2, (35)

ella nos da los nimeros de onda que se presentarian en las ondas radiadas por el solitén
si este se perturbara.

Estas simulaciones se hicieron dando una amplitud m&s grande y més pequena
que la solucién exacta y su comportamiento fue observado en un tiempo suficientemente
largo. Encontraron que el solitén més grande decafa al solitén exacto, mientras que el
solitén mdas pequeno no mostraba tendencia a estabilizarse. La radiacién emitida se
encuentra en los valores dados por 3..5. Comprobaron, ademads, que si el solitén no es
perturbado, no emite radiacion.

También encuentran que la altura y el ancho del solitén oscilan de manera amor-
tiguada, concluyendo que este comportamiento se debe a la emisién de radiacion.

Estos SE son de gran utilidad ya que presentan una resistencia extraordinaria
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a las perturbaciones que pueden desintegrarlos. Matemadticamente, estos solitones
embebidos son soluciones semiestables y son tinicos.

Un poco después, en 1999, fueron encontrados otros dos sistemas que presentan
este tipo de solitones, uno por Champneys, Malomed y Friedman, y el otro por Yang,

Malomed y Kaup® . Fue en este afio que se acuiié el nombre de Solitones Embebidos.

3.3 Solitones embebidos, doblemente embebidos y familias.

Las ecuaciones KdV, NLS y SG son ecuaciones que aparecen en la teoria de los
cristales liquidos (LC).

La KdV describe medios con términos dispersivos y no lineales débiles, mientras
la NLS contempla situaciones donde la no linealidad es débil y el término dispersivo es
fuerte, tal como se presentan en la propagacién de senales en fibras épticas de LC.

A diferencia de la ecuacién 3..4, la ecuacién presentada en esta seccién surge
de modelar la propagaciéon de pulsos 6pticos a través de una fibra cilindrica de cristal
liquido con las moleculas alineadas y teniendo un medio tipo Kerr, Fig. 3.2. Ella es
una versién compleja de la ecuacién modificada de Korteweg-de Vries (mKdV).

172, 24, 22

Este modelo fue presentado por Rodriguez et a en el ano 2003 y muestra

que los modos magnéticos transversales estan gobernados por

ou  Pu ou

la cual difiere de la ecuacién 2..2 en:

e u(z,t) es una funcién compleja.

e Aqui consideramos el tiempo retardado.
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e

Cristal liquido

AR
T

Figure 3..2: Un haz de luz, cuyas componentes TM se muestran, propagandose en una

gufa de ondas cilindrica.

e Se intercambiaron las variables t — 2z y © — t.

e Aquf tenemos v|u|?du/dt y en la otra se estudia udu/dz.

Esta ecuacion presenta solitones brillantes y oscuros dados por:

Brillantes Oscuros

U(Z, t) = ASech(t_%)ej(qZ—H"t) u(z’ t) = BT@nh(%)ej(Qz"‘Rt)

A?w? = 6g/y B*v? = —6¢/y
_ _ 1
a = 3er? — gy A2 b=3eR®— :vB?
q = 5yA*r —er’ Q=7B’R— e’

€y v deben tener signos iguales | ¢ y « tienen signos contrarios

La condicién sobre los pardmetros € y 7 se debe precisamente al balance entre

la no linealidad y la dispersién. Donde la velocidad y el nimero de onda intrinseco
30



son:%, q+ary %, (@ + bR para para los solitones brillantes y oscuros respectivamente.

Para ambos tipos de solitones podemos observar que la solucién presenta cinco
pardmetros, teniendo tres como funcién de los otros dos, generando asi una familia de
solitones de dos pardmetros. Para los solitones brillantes, estas familias pueden ser
vistas de la siguiente manera: Dado los valores de ¢ y v se fija el producto A%w? = cte.,
y por lo tanto, obteniendo una infinidad de valores de A y w tales que su producto
siempre serd el mismo. Ahora bien, para que tanto a como ¢ se mantengan iguales es
necesario variar r. De manera similar pueden verse las familias de los solitones oscuros.

Los autores encuentran que el nimero de onda intrinseco es (¢ + ar) para los

solitones brillantes y que la relaciéon de dispersion lineal es
k= ew® — aw, (3..7)

de aquf concluyen que, el rango de los mimeros de onda permitidos a las ondas lineales
son el conjunto de los reales y por lo tanto, el nimero de onda intrinseco del solitén
estd inmerso en este intervalo.

Este hecho nos dice que todos los solitones brillantes estan embebidos de acuerdo
al criterio de la frecuencia.

El reciproco de la velocidad de fase asociada a una onda plana de amplitud

infinitesimal
uy = pe? Fzwlt=az)), (3..8)
viene dado por:
Atk N
- = — a
Az w ’

mientras la velocidad de fase reciproca obtenida por medio de la relacién de dispersién
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€S:

de donde

At 9
— = cw*,
Az

concluyendo que los solitones brillantes estdn embebidos de acuerdo al criterio de ve-
locidades de fase si ac > 0. Esto es, el solitén presenta una velocidad que se encuentra
contenida en el intervalo de la velocidad de fase de las ondas lineales permitidas al
sistema.

Cuando se cumplen las dos condiciones anteriores, ac > 0 y (¢ + ar) real,
entonces se dice que el solitén brillante estd doblemente embebido. Ahora, si ac < 0
sélo tenemos al solitén embebido en su niimero de onda.

El estudio numérico de un solitén brillante embebido que es perturbado muestra:

e El solitén tiene una velocidad reciproca diferente a la exacta, ya que ella depende

de la amplitud.

e Se genera una onda de radiacién de amplitud pequena emitida por la parte derecha

del pulso.

e Al sacar el espectro de Fourier de esta onda se encuentra que corresponde a las

frecuencias de radiacién predichas por: w® — aw F (¢ + ar) = 0.

e Al considerar amplitudes por arriba y por debajo de la amplitud exacta, encon-
traron que los solitones se estabilizaban en amplitudes diferentes a la exacta.

Concluyendo asf que los solitones brillantes son estables.
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Al perturbar al solitén doblemente embebido, los autores?* 2

encuentran que se
mueve a lo largo de su eje temporal y que su amplitud oscila al igual que su ancho.
El amortiguamiento de esta oscilaciéon es muy lento, requiriendo un tiempo mayor para
ver su estabilizaciéon. La presencia de un tren de ondas de amplitud muy pequena se
presenta en el lado derecho del solitén y el espectro muestra las frecuencias donde se
tiene resonancia con las ondas lineales tanto en su frecuencia como en su velocidad de
fase.

Su estudio muestra que tanto el embebimiento en la velocidad de fase como en

el de la frecuencia, tienen la misma importancia en el proceso.
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CAPITULO 4.
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y EN DIFERENCIAS FINITAS

Y LA RELACION DE DISPERSION .

En el estudio de la propagacién de ondas en un medio, se considera generalmente
que la permitividad o la velocidad de fase de la onda se mantienen constantes con
respecto a la frecuencia temporal. Sin embargo, en muchos casos, la permitividad o
el indice de refraccién, que son propiedad del medio donde se propaga la onda, son
funciones de la frecuencia o la longitud de onda, que son las propiedades de la onda
que se propaga en el medio.

Cuando el indice de refraccién del medio, 1, depende de la frecuencia de la onda,
w, es frecuente hablar de la relacién de dispersién; que viene dada como una funcién
de k(w), donde k es el nimero de onda.

Por ej.: En los medios 6pticos, los materiales usados cambian sus propiedades
al aplicarseles un campo externo, por lo que su indice de refraccién depende del campo
aplicado. En otros medios, la geometria influye en la onda que se propaga.

La relacién de dispersion puede escribirse en cualquiera de las siguientes formas:

y haciendo el desarrollo en serie de Taylor alrededor de un punto (wp, ky) encontramos

la relacién de dispersion usada en la descripcién de un pulso 6ptico que se propaga en
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un medio no lineal:

w = wo+ By (k—ko)+ By (k—ko)>+ B3 (k —ko)® + By (k — ko)* 0, wo > 0,(4..1)

w = —wgy+ ﬁl (k + ko) — 52 (k‘ + k0)2 + 63 (k + k‘o)g - 54 (k’ + k‘o)4 ,wo < 0(42)

donde la w es funcién de k y donde las 8s son proporcionales a las parciales de w con
respecto a k evaluadas en el punto (wg, ko). Estas ecuaciones describen una regién
pequena en la curva de dispersion, alrededor del punto. Hay que recordar que una
onda que se propaga en la direccién +z tiene (+w, +k), mientras que una onda que se
propaga en la direccién —z presenta (Fw, £k).

Dependiendo del sistema estudiado, uno tendra diferentes términos en las ecua-
ciones 4..1 y 4..2. Por ej. en las ecuaciones que representan propagaciones bidirec-
cionales se tienen usualmente términos cuadraticos.

Haciendo
Q = w—wy,
k = k—ko,
que representan las bandas alrededor de (wy, ko), en la ecuacién 4..2 se cambia el signo
— por el +. Podemos escribir

Q= f15 + Bok? + B3r° + Byr’ (4..3)

que replaza a las ecuaciones 4..1 y 4..2, ya que los signos de esta iltima se incluyen en
las fs.

Ahora bien, si consideramos una onda dada por

Uy = pej(wt—knAz)’ (44)
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con p la amplitud infinitesimal, la frecuencia w, la k£ constante de propagacion, con ¢ el
tiempo continuo y n un indice discreto que representa la posicién de las particulas en

un medio discreto, podemos encontrar los siguientes operadores

1
K™ — — A, 4..5
(=)™ (#-5)
w o — —j%, (4..6)

donde m =1,2,3,4y A,, son los operadores en diferencias finitas mencionados en esta
tesis (ver siguiente capitulo). El operador temporal, ecuacién 4..6, es igual al utilizado
en medios continuos.

Conociendo la relacién de dispersién, uno puede hallar la ecuacion diferencial
parcial asociada a una onda en el medio utilizando los operadores anteriores. Haciendo
esto para 4..3, donde utilizamos los operadores con estas nuevas variables, k y €,

obtenemos la siguiente ecuacion:

ou, 1 1\2 1\3 1\
—J ot :61 (__J) Auen“—ﬁQ <__j) A2un+63 (__J) A3u"+64 (__J) A4un’

(4..7)
agrupando términos
0 :
_j(a —+ /BIA)UTL = —/82A2’un — B3]A3un + /84AU€TL7 (48)
y haciendo la siguiente transformacién:
T =t + finAxz,
podemos escribir

36



Como se menciono antes, las s son proporcionales a las derivadas parciales de
w con respecto a k evaluadas en el punto (wo, ko). Aqui 3, es la velocidad de grupo y
5 es una medida de la dispersién de la velocidad de grupo (GVD). A los términos 5 y

B, se les conoce como términos de dispersién de 3° (TOD) y 4° orden respectivamente.

Ahora bien, cuando la velocidad de fase, wq/ko, es igual a la velocidad de grupo,
B, se dice que el medio es no dispersivo. Y podemos escribir la ecuacién de onda
cinematica:

ou,,
ot

+ vAu, =0

aqui B4 y [, son despreciados ya que el pulso es cuasimonocromético y su forma es

practicamente una delta.

Si se tiene la envolvente de un pulso que se mueve a la velocidad de grupo f,,
la 3, es la responsable de que el pulso se ensanche, de ahf el nombre de dispersion de
la velocidad de grupo. Dependiendo del signo de [, tenemos dos tipos de dispersién.
Si By > 0, se dice que se tiene el régimen de dispersién normal, donde las componentes
de frecuencia alta (tendiendo al azul) viajan mds lentamente que las componentes de
frecuencia baja (tendiendo al rojo). Cuando [, < 0, se tiene el régimen de dispersién
anomalo, aqui las frecuencias altas viajan més rapido que las bajas. A la longitud de
onda en la que 8, = 0, se le conoce como longitud de onda de dispersién cero® ,\g,
atin cuando no implica que la dispersién desaparezca totalmente, ya que existe una
correccién debida al factor ;. También se utiliza 34 cuando se tienen pulsos ultra

cortos (Ty < 1ps), atin cuando 3, # 05 .

El régimen de dispersién anémalo es de considerable interés para el estudio de
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efectos no lineales. Ya que es en este régimen en el que las fibras épticas soportan a
los solitones brillantes por medio del balance entre términos dispersivos y no lineales.

Una consecuencia de la presencia de TOD, es la distorsién del pulso de manera
tal que se vuelve asimétrico, con una estructura oscilatoria en uno de sus lados®
Cuando 5 > 0 y B, = 0 las oscilaciones se presentan en el borde derecho del pulso y
sus oscilaciones decaen a cero. Cuando 35 < 0y 3, = 0 esta estructura se presenta en
el otro borde. Dependiendo del valor de /3, las oscilaciones tenderdn a desaparecer y
el pulso presentard una larga cola.

El término f3, se utiliza cuando 3, y 35 se compensan entre si y también se

recurre a él cuando 3, — 0, ya que es determinante para el cdlculo del ancho de banda®

Los efectos dispersivos de orden alto pueden distorsionar los pulsos 6pticos ul-
tracortos en los regimenes tanto lineales como no lineales por lo que su inclusién se
hace cerca de \y.

La ecuacién 4..9 resulta ser la ecuacién parcial lineal diferencial y en diferencias
finitas asociada a la relacion de dispersiéon dada por las ecuaciones 4..1 y 4..2. En esta
ecuacién tenemos una mezcla de términos reales e imaginarios, por lo que la ecuacién
puede ser separada en dos, la parte real y la parte imaginaria.

Sin embargo, la ecuacién 4..9 no posee a los solitones como solucién, por lo que

es necesario agregar los términos no lineales que nos permitirdn obtenerlos:

Ouy, ,
]8_T + 62A2un - jﬁSAi’)un + B4A4un - f(u'm |un|27 |un|4’ Aun)a (410)
donde la f(tuy, |u,|?, [un|*, At,) es una funcién no lineal.
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Para el presente estudio se recurre a dos funciones no lineales que dependen de
los valores de las (.

Cuando B3 =0

1
f(tn, |Un|2a |un|4> Auy,) = _5’71|un|2(un+1 + Up-1) (4..11)

2
+§72|Un|4(un+2 + Up—o + 4o (Upi1 + Up_1)),

donde los coeficientes v, y v, estdn relacionados con la no linealidad en la curva de
dispersién alrededor del punto (wo, ko). Esto es, a la ecuacién 4..9 se le agregan los

términos :

Ow
8(un)

w
unl® y s |unl*

a(un)Q

que equivale a decir que la w es funcién de la amplitud finita de la onda, dependiente
tanto de la velocidad de fase como del ancho del pulso® . El término |u, [*(t 41+ n_1)
se debe a la dependencia del indice refractivo con la intensidad, llevando a lo que se
conoce como fenémeno de auto-modulacion de la fase, el cual hace que un pulso pueda
experimentar un ensanchamiento espectral al viajar a través de la fibra, pero su forma
permanece sin cambios. Al introducir los términos que estdn entre paréntesis en 4..11,

nos queda la siguiente ecuacién:

Ouy,
J (;} —e9 Aoty — 404Uy,
1 2
_5’71|un‘ (un+1 + unfl)
2 4
+§’Y2‘Un‘ (Uns2 + Un—2 + 4a(Uns1 + Un_1)), (4..12)

donde 3, v B, han sido sustituidos por —es y &4, respectivamente, y donde 7, y 7, son

proporcionales a dw/d(uy,) vy 8?w/d(u,)?, respectivamente.
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Como se verd en el préximo capitulo, esta ecuacion tiene solitones como solucion.

Cuando (3, = 8, = 0,tomaremos:

B olu,|?

 (tn, |un|2: |un|4v Auy,) = 12(Ax) [p(Uns1 — Up—1) — (Unt2 — Un—2)]. (4..13)

En este caso, el término no lineal |u|?Au se puede obtener si sustituimos, en la ecuacién
4..9, 8, por B;(1 — olu,|*/B,), donde el término adicional sale de considerar que se
propaga una onda en un medio no lineal y ella induce una polarizacién cibica, P =
cox® E3; lo que equivale a decir que el indice de refraccién cambia en una cantidad
proporcional a la intensidad 6ptica.

Este es un efecto que envuelve una gran variedad de procesos importantes que
incluyen el auto-enfoque de un haz de laser, la auto-modulacién de la fase, la reflex-
i6n de la fase conjugada, el cambio de autofrecuencia encontrado en pulsos ultracortos
obtenidos debido a la ganancia de Ramman que es atribuida a las vibraciones molecu-
lares asociadas con la susceptibilidad no lineal y los solitones.

Fue necesario la introducién de p y 0 para conseguir la expresién 4..13, por lo

tanto obtenemos:

= €3A3’un +

[p(tUn g1 — Up—1) = 0(Unso — Un—2)], (4..14)

orT 12(Ax)

donde €3 toma el lugar 35 y donde se cancelé j en la ecuacién 4..9 antes de formar esta
ecuacion.
Tanto para la ecuacion 4..12 como para la 4..14, las diferencias finitas son las

trabajadas en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 5.

SOLITONES EMBEBIDOS EN UNA RED.

Como ya se mencioné los Solitones Embebidos (SE) se descubrieron en 1997,
a partir de entonces se han encontrado en varios modelos no lineales continuos.
Los SE son soluciones complejas de ecuaciones diferenciales parciales asociadas
a las fibras épticas, entre otros medios, y el cardcter de embebido se debe a que estos
solitones presentan las siguientes caracteristicas:
e Para los modelos 6pticos no lineales el nimero de onda intrinseco del solitén
estd inmerso o embebido en el espectro continuo correspondiente a los modos de

radiacién.??

e En el caso de la hidrodindmica se dice que estdan embebidos porque su velocidad
de fase esta contenida en el intervalo de velocidades de fase asociadas a las ondas

lineales® .

e En los medios dindmicos de cristales liquidos, se tiene que los SE estdan doblemente
embebidos, ya que tanto su nimero de onda como su velocidad de fase toman

valores que le son permitidos a las ondas lineales™ .

Existen, ademads, otras propiedades interesantes de los SE como son:

1.- Existencia de familias continuas de SE, esto es, existen uno o més pardmetros del

solitén que pueden variar sin necesidad de cambiar al sistema.

2.- La estabilidad de estas familias: Se considera estable si su forma no se desvia

grandemente bajo pequenas perturbaciones e inestable si esto no ocurre.
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3.- Su movimiento a través de la red es con velocidad constante y arbitraria.

Hasta antes de este trabajo (2004) sélo se tenian solitones regulares descritos

por ecuaciones diferenciables y en diferencias no lineales, con excepcién de dos casos:

e Los llamados "Phantom breathers'"5!

cuyos armoénicos de orden alto caen en la
banda de fonén, pero ellos sélo existen en redes finitas donde el espectro lineal

es discreto y por lo tanto sus armoénicos pueden encontrar espacio entre estas

frecuencias para poder existir.

e FEn las redes de Frenkel-Kontorova se encontraron de manera numeérica "kinks"

embebidos, no asf su expresién analitica.

Sabiendo que existen ecuaciones discretas que provienen de las ecuaciones con-
tinuas y que si la continua presentaba solitones se esperarfa que también la discreta los
presentara, nacié la inquietud de pasar las ecuaciones 3..4 y 3..6 a versiones discretas
que presentaran solitones. Para obtenerlas fue titil estudiar la ecuacién de Ablowitz-
Ladik (AL-NLS), ya que observando su estructura, se disenaron las presentadas en esta
tesis.

El siguiente paso fue investigar la existencia de Solitones Embebidos o doblemente
Embebidos en una Red (SER), esto es, encontrar SE en medios discretos y ver si ellos

presentan las propiedades mencionadas arriba.

5.1 Una Ecuacién mNLS discreta.

Como se sabe que soluciones semejantes a las encontradas en los sistemas con-

tinuos pueden ser esperadas en los sistemas discretos equivalentes y conociendo que la
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ecuacion, mencionada en el capitulo 3:

Oor 0%r or
JEAREE A

ot o2 Ot N ’7“|27“ — V2 |7“|47‘ =0 (5..1)

posee Solitones Embebidos, donde se han intercambiado las variables x y ¢ con respecto

29, 23

a las referencias y siendo su expresion:

r(x,t) = ASech (Bz) el (5..2)

se procedié a encontrar una ecuacién discreta que presentara Solitones Embebidos y

que en el limite Az — 0, se comportard como la continua* .

5.1.1. La ecuacioén y sus soluciones.

La ecuacién debe presentar tanto términos no lineales como términos dispersivos,

asegurando asf un sistema cuyas soluciones puedan ser tipo solitéon. Esta ecuacién viene

dada por:
O0ry,
Jop T e2farnt ealarn + V| rnl? (Fags + Tn1)
A 1l (Fnga + Tz + 40 Py + 1)) = 0, (5..3)
donde:
Doty = (Tp1 + Tpg1 — 2r) / (Am)z (5..4)
Agrp = (Tpao + 10— 4(rpp1 +rn_1) +6r,)/ (Ax)4 (5..5)
o_ Ef . o_ & o 1 5 2
€9 = (Al’)27 €4 = Wa V1= §r>/1a V2 = 572
con

rn =71 (nAz,t)
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que es una funcién de valor complejo la cual depende de la variable discreta n y del
tiempo ¢ continuo. Los coeficientes s, €4, v, 7o , @ ¥ Ax son pardmetros reales,
donde Ax estd asociada a la separacion entre los puntos de la reticula.

Al comparar la ecuacion 5..3 con la 5..1 vemos que los términos lineales e5/A\57,
y €447, son justo las versiones en diferencias finitas de los términos lineales en 5..1.

El primer término no lineal en 5..3 tiene la forma de la expresién no lineal
introducida por Ablowitz y Ladik cuando estudiaron la ecuacién de Schrédinger no
lineal (NLS) en su versién discreta? y el térmio de 5° orden es mucho més complicado que
¢l mostrado en 5..1. Este tipo de no linealidad no habia sido estudiado anteriormente.

La ecuacién 5..3 tiene como soluciones pulsos de diferentes tipos:

1.- Solitones Brillantes, cuya expresién analitica es:

rn = ASech(Bn/x)e 19", (5..6)

2.- Solitones Oscuros, dados por:
rn = ETanh(FnAz)e 79, (5..7)

Estos pulsos se muestran en las Fig.3.1 (b) y (c) respectivamente. Aqui Ay F
son las amplitudes, B y F son el nimero de onda y C' y G son las frecuencias

intrinsecas.

En los solitones brillantes, la solucién 5..6, se tiene:

g4 Senh?*(2BAx)
A2 — /7_2 (Ax)Q , (5..8)

C = =29 (Cosh (BAx) — 1) — 45(Cosh (BAz) — 1), (5..9)
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02 0
0 = Cosh®(BAx) —( () +1)Cosh* (BAzx) + (& — 1) Cosh® (BAx)

dyp e dej
—l—lC h*(BA )—1 € — 1) Cosh(BA )—i—l &2 —1 2 (5..10)
1008 )~ 3 o 08 z)+ 7 120 , .
que también puede ser escrita como
0 2
0)2 [% -1+ C’osh(BAx)Cosh(ZBAx)}
(710) . : (5..11)

79 Cosh*(BAx)
[4Cosh? (BAw) (4aCosh (BAz) + Cosh (2BAx))]
Cosh (2BAz) (4Cosh? (BAx) — 1) ’

determinando las relaciones existentes entre los pardmetros del sistema y los coeficientes
de la solucién. No obstante el conjunto de coeficientes de la ecuacion {eq, 4,74, V4, @, Ax}

debe satisfacer las siguientes condiciones:

e ¢,y 7Yydeben tener el mismo signo (dado que el valor de A? debe ser positivo,

ecuacion 5..8).

® 3,64,71,7y ¥ Az deben ser tales que la ecuacién 5..10 (considerada como un
polinomio de grado sexto en z = Cosh(BAx)) debe tener al menos una solucién
real mds grande que uno, de ella puede ser obtenido el valor de B; como se puede

ver la a no entra en la determinacién del valor del Cosh(BA).

e Sin embargo, el valor de o debe satisfacer la siguiente ecuacion:

_ 1—2Cosh*(BAx)
~ 16Cosh3(BAx) '

(5..12)

donde el valor de Cosh(BAz) es determinado por la ecuacién 5..10.

La ecuacién 5..12 nos dice que « no es un parametro libre sino que depende de

los otros parametros.
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Ahora, para las soluciones tipo solitén oscuro, tenemos las siguientes relaciones

entre los pardmetros del solitén y los de la ecuacién:

w2 [ Tanh?(2F Ax)
73 (Aa:)2 ’

0 = [4e] — &3] Tanh'® (FAz)

+3 [4e] — 5| Tanh® (F Az)

[ 0
+ (89 — 265 — 440 (Ax)? \/ %
2

Tanh® (FAx)

I | 0
+ | —dey + 25 (Az)” — 470 % Tanh* (FAx)
2
- 5
+ | =20 + 3¢5 + 4994 | =% | Tanh® (FAz)
V2

0 0 52
+ Eq + 471 0
Y2

b

G = 2e9Tanh® (FAz) + 2£9 [Tanh®(2F Az) — 4Tanh? (FAz)]

_ 1 2
a=— (16) Sech”(FAx).

Al igual que para los solitones brillantes tenemos 3 limitaciones:

(5..13)

(5..14)

(5..15)

(5..16)

1.- Los pardmetros &4 y 7, deben tener el mismo signo (dada la ecuacién 5..13).

2.- Los valores deeg, £4,7,,7, ¥ Ax deben ser tales que la ecuacién 5..14 (considerada

como un polinomio de grado quinto en z = Tanh?(FAx)), tenga al menos una

solucién real en el rango (0, 1) . De esta solucién obtenemos el valor de F', y de la

misma manera que para el solitén brillante, la o no determina Tanh?(FAx).
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Figure 5..1: Las funciones a (BAz) y «a(FAz), las cuales son definidas, respectiva-

mente, por las ecuaciones 5..12 y 5..16.

3.- El valor de « debe satisfacer la ecuacion 5..16, y por lo tanto no es un pardmetro
independiente. La gréfica de la funcién « (F'Az) es la curva superior de la Fig.5.1,
como se mencioné antes. Y de ella concluimos que « debera estar en el intervalo

[—1/16,0) si queremos soluciones tipo solitones oscuros.

En la Fig.5.1.1a curva inferior corresponde al valor de o como funcién de BAx,
mientras la superior tiene que ver con la ecuacién 5..16. Observando, podemos inferir
que para tener una solucién tipo solitén brillante, es necesario que la a se encuen-
tre en el rango de valores [—(2/3)1/2/12,0). Ademds, al seleccionar o en el inter-
valo [—(2/3)!/2/12,—1/16] podemos obtener dos solitones diferentes con los mismos
pardmetros en la ecuacién. En el caso de los solitones oscuros la « € [—1/16,0) y por

lo tanto en el rango de [—1/16,0) podemos encontrar un solitén brillante y un solitén
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oscuro. Resumiendo:

e La ecuacién 5..3 tiene 6 pardmetros { e, 4,77, 72, @, Az} . La solucién tipo
solitén brillante viene dada por 5..6. La relacion entre las constantes de la
solucién y los pardmetros de ella vienen expresados en las ecuaciones 5..8-5..12;
uno de los pardmetros no es independiente o € —(2/3)'/2/12,0). Para la solucién
tipo solitén oscuro se utiliza las ecuaciones 5..13-5..16 y su expresién viene dada

por 5.7, « € —1/16,0).

e Dos solitones brillantes coexisten al mismo tiempo si se restringe el intervalo de «,
esto es, a € (—(2/3)Y/2/12, —1/16, y, por lo tanto, dos de los pardmetros quedan
como funcién de los demds. No existe ningtin rango donde coexistan dos solitones
oscuros. Como un ejemplo de lo anterior, escogimos el valor de o = —0.065, lo
que nos lleva a los valores By = 0.954 y By = 0.310, si consideramos Az = v, =
g4 = 1, entonces tenemos €5 = 14.16 y 7, = 5.64. Al sustituir estos valores
en las ecuaciones 5..8 y 5..9, obtenemos los valores de A; = 3.647, Ay = 0.732,

C) = —14.857 y Cy = —1.385, quedando determinados los dos solitones brillantes.

e Para tener al mismo tiempo, un solitén brillante y un solitén oscuro, debemos
escoger la a en el intervalo [—1/16,0), y volviendo a tener dos parametros que
quedan como funcién de los restantes. Como ejemplo: si « = —0.05, implica que
By = 1452y F; = 0.481, tomando Az = ¢4 = 7, = 1, encontramos 5 = 15.289 y
v, = —7.544, lo que nos lleva a obtener A; = 10.077,C} = —44.634, £} = 0.825 y
G1 = 5.627. Pero también obtenemos ¢5 = —7.289 y v; = 5.730 que nos conduce

a Ay = 10.077,C5 = 11.992, E5 = 0.825 y G5 = —3.405. Este es un resultado
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importante dado que existen pocos sistemas con esta propiedad. FEn sistemas
continuos, esto se presenta en medios periédicos® , y en sistemas descritos por la
ecuacién 5..1 o una ecuacién similar que envuelva terminos dispersivos de tercer

orden?? .

e Pero estos solitones no se mueven ni presentan familias.

5.1.2. Relacién de Dispersion lineal.

Para saber si estos solitones son embebidos o no, se requiere encontrar el rango
de frecuencias donde las ondas lineales asociadas al sistema existen. Introduciendo

una onda plana, cuya amplitud es infinitesimal

j(knAx—wt
Tn = er( )7

en la parte lineal de la ecuacion 5..3, encontramos la relacién de dispersion lineal aso-
ciada a ella:

w=2¢eY (1 — Cos (kAzx)) — 4% (1 — Cos (kAz))?, (5..17)

resultando un polinomio de grado 2 en C'os (kAx). Como el Cos (f) es una funcién par,
implica que tenemos dos soluciones en el intervalo [—1/2Ax,1/2Azx]. Y su velocidad

de grupo viene dada por:

fi_: = (Az) Sen (kAx) [2e5 — 82 (1 — Cos (kAx))] . (5..18)

Si analizamos la ecuacién 5..17, se observa que la frecuencia w es una funcién
periédica del nimero de onda k con periédo 27 /Az, esto significa que para una w

dada, la k no estd univocamente determinada. Sin embargo, al quedarnos en el rango
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—m < kAz < w obtenemos toda la informacién, ya que las ks que no se encuentren en
este intervalo, son de ondas que se propagan en la misma direccién y kAz — kAz+27*!
El rango de valores de w estd acotado y depende de los valores de e5,e4 y Ax.

Definamos:

W = 4l (5..19)
0
S

D = =2, (5..20)
29

lo que nos permite escribir la relacién de dispersién®) como:

Y _p [1 — Cos(kAzx)] —[1 — Cos (kAx)]2 ) (5..21)

Wm

En la Fig.5.2. graficamos la relacién de dispersiéon para 5 valores diferentes de
D y donde consideramos que €5 > 0y ¢4 > 0.

De estas grificas podemos inferir lo siguiente:

(i) Si0< D < 2, implica que 0 < &9 (Ax)2 < 4ey, y la relacién de dispersién nos da

tanto frecuencias negativas como positivas, que se encuentran en el intervalo:

Winin = 45 — 4w, < w < 265 — W, (5..22)

(ii) Si2 < D < 4, entonces 4e4 < &3 (Aw)2 < 8ey, el rango de frecuencias contiene

s6lo valores positivos,

0 <w <265/ wp,. (5..23)

!Esta relacién de dispersién no se parece a la trabajada en el capitulo anterior, sin embargo, si
nosotros desarrollamos en serie la funciéon Cos(f) y agrupando las potencias, obtenemos la ecuacién
4..5 al hacer 8, = 853 =0.

50



4 - e r
. E
o Lz
-—— = . - - .-
R -t e -
T A
\. S T
| - __J___L\“\_h_ o
— e T I P2 -
= u- - P el L — _ -
3 T SN
-~ ~. .
= 1 . .,
- 1
-1 - . ., no- =1
K - kY .
- .'f . ..\""-;
- - - ", -
K ,
2a- - ﬂ_\-u_j
. . . . . .
-4 ! 1 1 1 ' -
(2%

Figure 5..2: La relacién de dispersién 5..21 con g5 > 0y €4 > 0 y cinco valores diferentes

de D.

(iii) Si D >4, con g5 (Az)® > 8¢y, la frecuencia siempre es positiva:

0<w< 468 — 4w,y (5..24)

Si recordamos la ecuacién 5..9, vemos que los solitones brillantes tienen un valor
negativo como frecuencia intrinseca, C' < 0, en el caso de e5 > 0y g4 > 0, la posibilidad
de tener solitones brillantes embebidos en una Red (SER) sélo se presenta para 0 <
D <2y wnn < C < 0. Esto significa que si perturbamos el solitén, este emitira
radiacién en una frecuencia w = C. El solitén embebido que no es perturbado no

presenta radiacién por ser una de sus propiedades (ver apéndice A).
No se presentan SER’s cuando €5 > 0,64 >0y D > 2.

Cuando g5 > 0 y g4 < 0, obtenemos que las frecuencias en la relaciéon de disper-
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Figure 5..3: La relacién de dispersion, ecuacién 5..21 con €5 > 0y ¢4 < 0, para tres

diferentes valores de D.

sién sélo son positivas y se localizan en el intervalo:

0 <w <4 — dw,,. (5..25)

La Fig.5.3 nos muestra esto, como en este caso C, ecuacién 5..9, puede ser positiva o
negativa, los SER’s existen si los coeficientes Az, ¢;y «, impliquen un valor positivo
de C' que se encuentre contenido en el rango mostrado en 5..25.

Cuando

|D| < Cosh (B Ax) — 1. (5..26)

encontramos que C' < 0 si ) > 0y &) > 0, ahora cuando €5 > 0 y &) < 0 se tiene que
C puede ser positiva o negativa.
Y cuando

3—Cosh (BAz) > D >1— Cosh (B Ax) (5..27)
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se tienen solitones embebidos, resumiendo los casos €3 > 0y &) < 0.
De la Fig. 5.2, vemos que si w = C' < 0 se tienen los valores £kAx y tendriamos

un soliton que al ser perturbado emitiria radiacién. El valor de k£ se encuentra con

0 _4&20)
k:LCos’l 1—62(1:|: ! [GIM

.2
Az 49 (5-.28)

Es interesante observar que la separacién entre los puntos de la red, Ax, puede
influir para que un solitén sea embebido o no. Consideremos, por ejemplo, los casos

mostrados en la Tabla 1.

Casol Caso 2
€9 1 1
€4 24/49 24/49
71 1 1
V2 1 1
Ax 2 1
A 2.73010 0.91513
B 0.61870 0.43659
C | —0.52655 —0.21203
a | —0.057320 —0.06660
w | [0,0.5102] | (—3.8367,0.0408)

Tabla 1. Parametros que corresponden a: Solitones regulares (caso 1) D >4y
embebidos (caso 2) 0 < D < 2.
La tnica diferencia entre ambos casos es la Ax, que es un parametro de la

ecuacion. Para el caso 1 se tiene un valor de 2, mientras que para el caso 2 el valor de
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Ax = 1. En el caso 1 el pardmetro D = 49/12 > 2, definido en 5..20 y por lo tanto
el solitén, 5..6, es no embebido (las frecuencias lineales son todas positivas mientras
que C' < 0). Ahora para el caso 2, las ecuaciones 5..9, 5..22 y 5..20 implican que
C = —0.212, Wy = —3.837y D =49/48 < 2, lo que nos lleva a wy,;, < C < 0, y por
lo tanto, el solitén es embebido y emitird radiacién al ser perturbado.

Uno puede considerar que Az = 1 y variar los pardmetros 5 y £4 de manera tal
que los resultados anteriores se mantengan.

5.1.3. Paso al continuo o el limite de longitud de onda larga.

Hasta el momento hemos considerado longitudes de onda que son del orden de la
distancia entre los puntos de la reticula, lo que permite observar lo discreto del medio.
Sin embargo, al considerar longitudes de onda mas grandes, podemos considerar que
el medio se vuelve continuo; por lo que se va investigar que ocurre cuando hacemos
Axr — 0, n — ooy nAx = cte.

Sea u(z,t) una funcién compleja cuyos valores coinciden con aquellos de la fun-
cién r(nAx,t) en los puntos de la red, x = nAz. Tomando ¢ fija y expandiendo en
serie de Taylor la funcién u(z, t) alrededor de los puntos de la reticula, vemos que 7,4,

puede ser expresada de la siguiente manera:

Tnem = 7((n+ m)Az) = u((n + m)Am,t)

= u(nlAzx,t) + Z nAx .Y (mAz)', (5..29)
I=1

donde m = 1,2., ul) (nAx,t) = 0'u(x,t)/0z! evaluada en (nAw, t) y Az es la distancia
entre péarticulas.

Recordando que las expresiones para Aor, y Ayr, son las diferencias finitas
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definidas en las ecuaciones 5..4 y 5..5 en lugar de la segunda y la cuarta derivada, y son
obtenidas a partir de la serie de Taylor.4°

Utilizando la ecuacién 5..29 obtenemos:

° (20 A t
Tni1 + Tno1 = 2u (nAx, t) + QZ u*? (nAx, t)

= (Ax)™, (5..30)

= u®Y (nAg,t)

Tnt2 +Tpn—2 = 2u (nA:c, t) +2 Z (2 Z)' (2A$)2l . (531)
Por consiguiente:
@0 ( A t)
Aoy = u® (nAx, t) + 2 Z u (nAe, (Ax)2(l_1) (5..32)
y
*© u@D (nA
A4Tn — u(4) (nAl’, t) +2 Z w (221 _ 4) (Ax)2(lf2) ] (533)

Z T 20)]

Sustituyendo estas expresiones en 5..3, obtenemos:

(20
0 = j_@u(rg?x,t) ( (nAx,t) +22 4 nA:ct (Ax)2(ll)>

21)
< (nAx,t) + 22 “ nAx ) (22l —4) (Aw)2(1_2)>

u®) (nAx 21
+49] u(nAx,t)|2 (2u(nAx,t) + 22 % (Ax) )

% (21)
8w (nAz, )] [m (nAz,t)+23 % 200"
— !
(20) A
—d0nY |u (nAz, t)|* | 2u (nAz, t) + 2 Z % (A%, (5.34)

por lo que ahora podemos determinar qué pasa con esta ecuacién cuando tomamos el
limite Az — 0.

Al tomar este limite, debemos tener en cuenta que el punto z = nAx esté fijo,
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ain cuando Az — 0, provocando que n deba incrementarse. O sea, estamos pasando
de un medio discreto a un medio continuo.

Teniendo en mente lo anterior, procedemos:

, ou(nAx,t)  Ou(z,t)
A T e (5-3)

* u@ (nA
lim &, <u<2> QNEE) il (m)””)

Az—0 s (20)!
O?u (x,t)
=5 (5..36)
= u® (nAx,t)
' ) u'™ (nAx, A 2(1-2)
A1:161210 €4 (u (nAz,t) + 2 ; 20 (2% —4) (Az) >
O*u (x,t)
=& o (5..37)
lim 0 |u (nAxz,t)|* | 2u (nAx,t) + 2 i —U(Ql) (nAz, ) (Az)*
Ao /1 ’ ! Z (2]
=7y Ju (@, )] uw,1), (5..38)

antes de encontrar el limite del siguiente término, démonos cuenta que a también

depende de Az y por lo tanto se debe considerar:

lim o= Alimooz(C'osh(BAa:))

Az—0

Volviendo a 5..10, esto para el caso de solitones brillantes, vemos que B depende ex-

plicitamente de Ax, teniéndose que hacer primero

y = AlimO Cosh[B(Az)Axz]

quedando la ecuacién 5..10 como:

1 1 1
6 4 3 2
- —_ — —_— —:0
Y Y y+4y +2y+4
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La tnica raiz real de esta ecuacién es y = 1, la ecuacién 5..12 implica:

. 1—2y? 1
> u®h
0 4 u*Y (nAx,t) 91
Alilllo Yo |u (nAz, t)|” |2u (nAx, t) + 2 ; oy (2Ax)
4 4
=gn2lu(@ ) u(z?) (5..39)
y
lim §a lu (nAz, t)|* | 2u (nAz, t) + Qi —u(2l) (nAz,t) (Az)*
azmo 342 ’ ’ = @)
-1 .\
= Ve lu(z,t)] u(z,t). (5..40)

3
Al sustituir estos valores en la ecuacion 5..34 se recupera la ecuacion 5..1 cuya solucién,

para solitones brillantes, viene dada por:

u(x,t) = ASech (Bx)e 7 (5..41)
con
6, — 22/67,¢
A2 LT e VIR (5..42)
572
6y, — 24/67,5€
pr— eV e (5..43)

]_0\/ 67254

32 26 0c2
3% 26 mer | 9 (5..44)
5075 25 Asfs | 100

O:

Estos coeficientes deben correponder a los obtenidos para la ecuacién 5..3 al sacar el
limite Ax — 0. Para verificar esto haremos el desarrollo en serie de potencias de las

funciones Senh (BAx), Cosh (BAx) y Senh? (2BAz) / (Ax)*:

Senh (BAz) = i (BAz)™ (5..45)

(2i— 1)
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0 2i
Cosh (BAz) = Z (BA—x) +1, (5..46)
i=1 '

Senh? (2BAx)
(Ax)?

. 2
= (2BAz)*Y
2B +2BY @Ban)” "\ (5..47)

y lo utilizaremos en las ecuaciones 5..8, 5..9 y 5..11 para calcular el limite Az — 0,

obteniendo:
h(2BAx)]”
lim A% = lim 3¢ M = %4327 (5..48)
Az=0 Az—0 \| 27, (Ax) 27,
. . 2¢e9 dey 9
lim C = lim ( —— (Cosh (BAx) —1) + 7(Cosh (BAz) — 1)
Az—0 Az—0 (Al’) (Al’)
' 342 . [% -1+ C’osh(BAx)Cosh(QBAx)}
lim = lim 5
Az—0 854’72 Az—0 (AZL‘) COSh2(BAIL‘)
. €2 532
-5, + = (5..50)

de este dltimo calculamos el valor de

B 67, — i—j\/@
~ 104/6esy,

B2 e
86472 484

que al sustituir en las expresiones para A% y C se obtienen las ecuaciones 5..42, 5..43 y
5..44.
Al rehacer lo anterior para el caso de los solitones oscuros?? , se tiene que:

n=1

1) Bn (FAx)anl

donde B, son los nimeros de Bernoulli. Para este caso se tomardn en cuenta las
ecuaciones de la 5..13 a la 5..16 y se recordard que « es funcién de la Sech?(FAz),
obteniéndose:

z = lim Tanh?(FAx),

Ax—0
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2243244223 - 22 —52=0,

donde las raices reales son z = 0,1. Si z = 1 implica que FFAx — +00, cuando Az — 0
se tiene que ' — +00, lo que nos lleva a tener una onda plana como solucién a la

ecuacién 5..3, por lo tanto sélo nos queda z = 0, queddndonos los pardmetros como:

: : 1 2
fima = Jim, (= (5 ) seeran)
1

- g dim, (1)

1
16’

2
2 - lim 3e4 Tanh (QZZA@
— 4, /;’ﬁzﬂ, (5..51)
V2

G = lim { 2€2 sTanh® (FAz) + 2c4 + [Tanh*(2F Az) — 4Tanh? (FAz)]
Az—0 | (Ax) (Ax)

_ _3& oy [Ba 617 (5..52)
00es  25e4\ 274 257y,

€2+ 271\/ Sﬂ
PP VT (5..53)

N 2084

donde

Al tomar el limite cuando Az — 0, n — oo y nAx = cte., en la relacién de
dispersién lineal obtenemos
W = 62]{?2 — 54]{34

y por lo tanto

2
12 g9 /5 — deqw

Y

264

obteniendose la bicromacidad que se presenta en el continuo®® .
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5.1.4. Radiacién.

Como se ha visto hasta ahora la ecuacién 5..3 tiene dos tipos de solitones de red
brillantes: Embebidos y regulares. Estos solitones son identicos en la forma (ambos
son descritos por la ecuacién 5..6), pero ellos responden de manera diferente a las
perturbaciones. Para comprobar esto se va a realizar un andlisis numérico utilizando
el método de Runge-Kutta de 4° orden para integrar la ecuacién 5..3, asi como la
transformada répida de Fourier (FFT) para la obtencién de su espectro.

Vamos a considerar los solitones cuyos pardmetros estén listados en la Tabla 1.
El andlisis numérico se realizard perturbando ligeramente estos solitones al cambiar su
amplitud y seguiremos su evolucién en el transcurso del tiempo.

Para el Caso 1 de la Tabla 1, proponemos como condicién inicial:

rn = ApSech(BynAx) (5..54)

donde Ayg/A =1.15y By = B (A y B son los valores listados en la Tabla 1), la solucién
numérica de la ecuacion 5..3 muestra que la altura del pulso oscila en el tiempo, como
podemos observar en la Fig.5.4, al graficar el punto central de la solucién como funcién
del tiempo.

La oscilacion es tal que la altura del pulso retorna a su valor inicial Ag ~ 3.14
al final de cada ciclo, y esta nunca cae por debajo de este valor.

La forma del pulso al tiempo ¢ = 100 se muestra en la Fig.5.5 donde compro-
bamos que las colas del pulso decrecen de manera mondtona, sin visos de radiacién
emitida ya que C' < 0y wpin = 0.12755. Para corroborar esto, calculamos la FFT al

final del tiempo, t = 100, ver Fig.5.6, donde podemos apreciar una Sech.
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Figure 5..4: La amplitud, como funcién del tiempo, de un solitén de red perturbado

regular, cuya condicién inicial estd dada por la ecuacién 5..54, con Ay = 3.14 y By =

0.61870.

Figure 5..5:
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El perfil del solitén perturbado de la Fig.5.4 a ¢t = 100.
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Figure 5..6: La intensidad de la FFT del solitén perturbado de la Fig.5.4.

Es importante recordar que los SE “s del continuo presentan el siguiente compor-
tamiento cuando son perturbados: Un aumento en su amplitud ocasiona que el solitén
se relaje rdpidamente hasta alcanzar una forma no perturbada, deshaciéndose de alguna
85, 14

radiacion , ahora que si la amplitud es menor que la del solitén sin perturbar, este

emitird radiacion hasta desaparecer.

Para comprobar si el comportamiento es similar en nuestro caso discreto, la
simulacion también fue corrida para un solitén de red embebido perturbado, Caso 2 de
la Tabla 1, esto es, la C' esta contenida en el intervalo de las ondas lineales permitidas,
w(k) = C, y cuyo nimero de onda resulta ser k = £+1.69, ecuacién 5..28. Tomando
una amplitud Ayg/A = 0.95y By = B (donde A y B son los valores listados en la Tabla

1).

La forma de la solucién obtenida numéricamente a ¢t = 200 se muestra en la
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Figure 5..7: Perfil de un solitén embebido ligeramente perturbado cuya condicién inicial

es dada por la ecuacién 5..6, con Ay = 0.87 y By = 0.43659.

Fig.5.7, donde observamos dos pequenas "alas" simétricas de radiaciéon emitida por el

pulso perturbado.

La FFT de esta solucion es presentada en la Fig.5.8, como se mencion6 en la
seccién 5.1.2. Ella expone dos picos simétricos con respecto al central que corresponden
a los picos de radiacién con k = £1.65, una pequena diferencia entre lo esperado y lo
encontrado se explica por medio de la desviacién no lineal de la amplitud finita de la

radiacién emitida.

Una serie de instantédneas sobrepuestas, Fig.5.9, muestra que las "alas" se propa-
gan a una velocidad constante, vf,ente = 2.4, calculada a partir de los datos numéricos.
Al compararla con la velocidad de grupo lineal 5..18 evaluada en el nimero de onda de

resonancia: dw/dk|x—1.69 = £2.36, vemos que es casi la misma.
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Figure 5..8: La intensidad de la FFT del solitén cuyo perfil es mostrado en la Fig.5.7.
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Figure 5..9: Perfiles del mismo solitén embebido perturbado de la Fig.5.7 para diferentes

tiempos, donde podemos observar como se propagan las "alas".
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Figure 5..10: La amplitud, como funcién del tiempo, del mismo solitén de las Figs. 5.7

a b.9.

Con el paso del tiempo la amplitud del soliton perturbado cambia debido a la
emicién de radiacién, la Fig.5.10 nos muestra que cuando ¢t € [0,40) el decaimiento
parece ser exponencial y para ¢t > 40 ya no es posible asegurarlo.

Comparando la Fig.5.4 y la Fig.5.10, apreciamos la diferencia en el compor-
tamiento de los solitones de red estudiados: Un solitén perturbado regular oscila man-
teniendo su amplitud media, mientras un solitén embebido y perturbado emite radiacién

decreciendo la amplitud de su centro.

5.2 Una Ecuacién mKdV discreta.

En el sistema anterior encontramos la existencia de SER, pero en ese caso, estos
solitones no se mueven ni presentan familias por lo que es necesario estudiar otro sistema

en la busqueda de estas propiedades.
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Sabemos que la ecuacién

ou Pu 5 Ou
=e— +oul"—,
ox

ETRr (5..55)
tiene soluciones que se mueven; soluciones tipo solitones embebidos, doblemente embe-

bidos y familias de solitones.

Consideremos ahora, una ecuacién diferencial y en diferencias finitas

or,
ot = gg [(Pny2 = Tne2) = 2(Tny1 — To1)] + 00 ‘Tn’2 [P (rng1 = Tne1) = 6 (Thy2 — Tn2)]
(5..56)
con
0 __ €3 ) _ g
E3 = —2 (Ax)?’ ;00 ]_QAx (557)

y donde 7,(t) es una funcién compleja y €9, 09, y p son constantes reales.
Al hacer lo mismo que en paso al continuo, uno encuentra que la 5..56 se trans-
forma en:
ou Pu 1 5 Ou

convirtiéndose en la ecuacién 5..55 al considerar p — 26 = 6. Esta ecuacién es la
estudiada en Rodriguez™ .

El coeficiente ¢ puede tener valores positivos o negativos dependiendo de la
aplicacion fisica. Un ejemplo de esto puede verse en la propagacién de luz en guias de
onda de cristales liquidos donde el coeficiente es positivo’™ , y es negativo en el estudio
llevado a cabo por medio de una expansién de escala multiple de las ondas fuertemente

dispersivas en medios débilmente no lineales? .

La ecuacion 5..56 puede ser vista como una extensién de la de Ablowitz-Ladik
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(AL-NLS)! (ver el Apéndice B), ya que si hacemos el siguiente cambio de variable:

ra(t) = (=4)" Ru(t)

llegamos a:
aRn 0 2
0 =7 ot + 253<Rn+1 + Rn—l) - p00|Rn| (Rn—i-l + Rn—l)
—|—j€g(Rn+2 — Rn_g) — 50‘0|Rn|2(Rn+2 — Rn_Q). (559)

El primer renglén de esta ecuacién corresponde a la ecuacion AL-NLS. En el siguiente
renglén, el primer término adicional (término lineal) es tomado en cuenta en las difrac-
ciones de red de orden-alto®® , este término puede ser inducido por el acoplamiento
entre los dtomos y sus segundos vecinos por un gradiente de fase aplicado a lo largo de
este. Ahora, el término no lineal adicional lo podemos considerar como una correccién
genérica de tercer orden en la difraccién de la red.

5.2.1. Las Soluciones.

Al igual que en el ejemplo estudiado anteriormente, esta ecuacién presenta tanto
solitones brillantes como solitones oscuros.

Para los solitones brillantes se tiene:

Axr — )
T, (t) = ASech (%at) eJlatt@naz) (5..60)

donde encontramos las siguientes expresiones para A,a,w y ¢ en términos de los

pardmetros de la ecuacion 5..56:

A? = 0 (2 - §> : (5..61)

Poo

Cosh® <E> _0 (5..62)

w
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— = —253A—COS(2QAx)Senh <2§x)

A
—|—453A—C’os (QAz) Senh ( wx) : (5..63)

2A
q = 23Sen (2QAx) Cosh ( x)
w
0 Az
—4e;3Sen (QAx) Cosh ) (5..64)
concluyendo que el pardmetro ) queda libre, y donde 1/w es el niumero de onda y

q + Qa la frecuencia intrinseca.

Ahora al fijar § y p tendremos lo siguiente:

e La ecuacion 5..62 nos dice que 6 > 2p para la existencia de +w. La ecuacién

5..61 requiere que § y p tengan el mismo signo y que sea opuesto a 3.
e La amplitud queda fija dada la ecuacién 5..61.

e Sin embargo, los pardmetros a y ¢ quedan como funcién de (), generando una

familia de solitones, esto es para la misma ecuacién se tienen infinidad de solitones.

e Los valores de la velocidad, ecuacion 5..63, estardn siempre en el rango

2A
253A—Senh ( x) ‘ .

w

s

En el caso de Solitones oscuros, la solucién viene expresada por:

Az — .
ro (t) = BTanh (M) eilptrenac) (5..65)

v

con las siguientes relaciones:

9 [ 2 1



Az [2p
T 2 =)= ,/2E 1 B
anh < - ) 3 , (5..67)

b 2e%v 2Az Az
— = 2sAx)T — | =2 Ax)T — "
N As [Cos(2sAx) cmh( » ) Cos(sAx) cmh( » )], (5..68a)

p = 4e3Sen(sAx)[Cos (sAx) (1 — Tanh? (QAT”“")) — (1 — Tanh? (%) )], (5..69)

quedando libre s, y donde 1/v es el nimero de onda y p + sb la frecuencia intrinseca.

Fijando 0 y p concluimos:

e La amplitud queda fija dada la ecucién 5..66.

e La ecuacién 5..67 nos dice

0 < 2p < 40.

e Los pardmetros b y p quedan como funcién de s, y por lo tanto se genera una

familia de solitones.

e Los valores de la velocidad, ecuacién 5..68a, estardn siempre en el intervalo

4ev
Ax

’b
— <
Ax

Al tomar el limite cuando Ax — 0, n — 0o y nAz = cte., si w y v son diferentes
de cero e indeterminados, entonces la ecuacion 5..62 se hace igual a 1 y la ecuacién 5..67
tiende a cero, los valores de ¢ y p resultan ser —4 y —2, quedando asf los 2 pardmetros
indeterminados que se tienen en el continuo.

La bisqueda de la hamiltoniana para poder obtener la ecuacién 5..56, nos lleva

H = jgg Z 27 (Pmar = Tme1) = oy (Pmr2 — T2, (5..70)

m=—0o0
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donde se utilizan el paréntesis de Poisson definido por:

(9B OC 9B aC 5o
{B.CYy=j) (aTar* — o ) <1 - lrnyz) (5..71)

3

y cuya definicién implica {r,,r,,} = {r:,r .} =0,y

{7“7“7’:1} :.] <1 - % |Tn’2) 5nm (572)

3
Sin embargo, este hamiltoniano sélo es véilido cuando p = 2. Cuando esto ocurre nos

encontramos que no existen solitones. Y en el caso de los solitones oscuros nos lleva a

Az
v

tener — +00.

La norma definida por:

Se conserva.

5.2.2. Relacion de Dispersion lineal.

La determinacion correcta del nimero de onda resonante hace necesario tomar
en cuenta que los solitones se estdn moviendo y por lo tanto, la frecuencia intrinseca
debe ser comparada con el espectro lineal de las ondas lineales permitidas en el sistema
de referencia que se mueve junto con el solitén?® 7 .

Como en la ecuacién anterioe sélo vamos a estudiar el caso de los solitones
brillantes.

En este sistema de referencia la coordenada nAz es remplazada por nAz — at,

implicando que la frecuencia definida estd incluyendo el corrimiento Doppler.

Sea

r (t) _ er(Qt—k(nAa:—at))

70
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una onda plana con una amplitud infinitesimal o que al sustituirse en la parte lineal de

la ecuacién 5..56 nos da la relacién de dispersién lineal asociada a ella:

O (kAz) = 4e9Sen (kAz) [1 — Cos (kAz)] — (kAz) <A%=> , (5..73)

donde el iltimo término es el corrimiento Doppler. Esta funcién existe para todos los
reales, kAx € (—o00,00) .

La frecuencia intrinseca del solitén brillante es evaluada a partir de la ecuacién
5..60, esto es, si nos fijamos en un punto del solitén vemos que éste viaja con una

velocidad a y la trayectoria que sigue se obtiene al hacer nAx = at en esta ecuacion,

quedando 7, (t) = Ae’la+Qa)t,

Comparando este resultado con una onda plana r,, = ge’(kndz—wt)

, encontramos
que la frecuencia intrinseca del solitén es —w = (¢ + Qa).

Si queremos que este solitén en movimiento este embebido, necesitamos que su
frecuencia intrinseca este contenida en el rango de valores de la funcién —Q(kAz).

Siempre tendremos solitones de red embebidos que se mueven ya que a # 0
implica que se tiene el eje real entero como argumento de —Q(kAx).

Cuando a = 0, el solitén es estdtico y la funcién Q(kAx) es periddica de periodo

2w, siendo embebido si existe una solucién real que corresponda a la condicién de

resonancia dada al hacer ¢ = Q (kAz), esto es:
q = 4e3Sen (kAz) [1 — Cos (kAx)], (5..74)
por lo que el intervalo de ¢ en el cual se tienen solitones embebidos es:

lq] < 3V/3<0.
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Figure 5..11: Relacién de Dispersion asociada a la ecuacién 5..56

La Fig. 5.11 muestra la funcién Q(kAz).

También vamos a mostrar que algunos de los solitones embebidos, de los men-
cionados anteriormente, se mueven con velocidades contenidas en el rango de veloci-
dades de fase permitidas a los modos lineales.

De la ecuacién 5..73 se sigue que la velocidad de fase, Q(kAz)/kAx, de estos

modos (definidos en el sistema de laboratorio) es:

0
v(kAx) = ;Z)’

Sen(kAx)[1 — Cos(kAz)], (5..75)

T

cuyo comportamiento se exhibe para diferentes €3 en la Fig. 5.12.
Cuando la velocidad del solitén (V' = a/Ax) se encuentra en el intervalo de esta

funcidn, esto es:

a 49
V=__—_=_"3
Ax  kAx

Sen (kAx) [1 — Cos (kAx)], (5..76)

encontramos solitones que estdn embebidos debido a su velocidad de fase para un cierto
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Figure 5..12: Velocidad de fase para diferentes e3.

valor de kAz. La solucién de la ecuacion 5..76 podra o no existir dependiendo de los

valores €3, p, § Q y Ax. El comportamiento de esta velocidad puede ser visto en la

Fig. 5.13 para diferentes valores de Ax.

De lo anterior se puede inferir que la ecuacién 5..56 presenta:

e Los solitones cuya frecuencia interna esta en el rango de la funcién —Q(kAx), y

cuyas velocidades no estan contenidas en el intervalo de la funcién v(kAzx). Esto

es, solitones embebidos debido a su frecuencia.

e Y los solitones doblemente embebidos; que tienen su nimero de onda en el rango

de —Q(kAz) y ademsés tienen su velocidad en el intervalo de v(kAx).

e Se tienen familias de estos solitones.

5.2.3. Espectro de emisién para solitones embebidos y perturbados.
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Figure 5..13: La funcién V(kAz) para diferentes Az y €3 = 1.

Ya que las frecuencias intrinsecas de los solitones de la ecuacién 5..56 caen dentro
del espectro de los modos normales de vibracién del sistema, uno esperaria que la
resonancia se presentara entre los solitones y los modos lineales, dando paso a la emisién
de radiacién resonante. No obstante, el hecho distintivo de los SER es precisamente
la ausencia de esta radiacién (ver apéndice A).

Como se vi6 en la seccién anterior, cuando un solitén es perturbado éste emitird
radiacién, a un numero de onda dado por —Q(kAz) = w. En otras palabras, los

nimeros de onda estardn definidos por:
q+ aQ = 4e3Sen (kAx) [1 — Cos (kAx)] — ak.
Ahora, si sustituimos —kAx en lugar de kAx en la ecuacién anterior:
q+aQ = —(4e3Sen (kAz) [1 — Cos (kAx)] — ak), (5..77)

esto es, obtenemos +w.
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Se llevaron a cabo simulaciones numéricas para tres casos.

calculados pueden verse en la Tabla.2.

Los parametros

Casol | Caso 2 | Caso 3
e | 1 48 | -1
o | —04 | 48 0.4
o | —0.85 10.3 0.85
Q 0.61 7.9 0.61
Ax 3 0.4 3
A 0.56 0.381 0.56
a 7.75 15.812 7.75
w 12.12 1.503 12.12
qg | —5.103 | —0.771 | —5.103

Tabla 2. Parametros que corresponden a solitones: Caso 1, doblemente embebido.

Caso 2, embebidos. Caso 3, doblemente embebido.

Para perturbar los solitones, nosotros resolvemos la ecuacién 5..56 numérica-

mente proponiendo como condicién inicial:

Az\
r (t = 0) = AgSech (u) i(Qnaz)

- (5..78)

donde Ag no es la amplitud exacta del solitén.

En el caso 1, la Fig.5.14 nos muestra que el pardmetro a dado en la Tabla 2,
estd en el rango de la funcién 5..76, ya que el maximo de a(= VAx) es 7.967, y con

ello tenemos un solitén doblemente embebido.
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Figure 5..14: La velocidad de fase de las ondas lineales (veces Ax) como funcién de &

(ecuacién 5..76) para e3 = 1 y Ax = 3.

El solitén perturbado tiene una amplitud de Ag/A = 1.143, siendo més grande
que la amplitud exacta (ver Tabla 2). De acuerdo a la ecuacién 5..77, el solitén emitird

radiacién en los nimeros de onda mostrados en la Fig.5.15

La soluciéon numeérica de la ecuacion 5..56 para un tiempo ¢t = 20, se muestra en
la Fig.5.16. Y en la Fig.5.17 encontramos la zona de Brillouin, —7/Az < k < 7/Ax,
de su espectro de potencia. La componente central de esta figura es la tranformada
de Fourier del solitén no perturbado, presentando, ademads, dos bandas simétricas de
radiacion que se localizan en 0.07 < |k/27| < 0.13. Estas bandas contienen todos los
nimeros de onda de resonancia esperados, excepto el valor de —0.008 que se encuentra
dentro de la banda central. La simetria de las bandas de radiacién estd relacionada con

la conducta oscilante de la solucién de la ecuacion 5..77 la cual nos dice que es posible
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Figure 5..15: La ecuacién 5..81, para el Caso 1 de la Tabla 2. Los astericos muestran

los niimeros de onda donde se presentard la radiacién al ser perturbado el solitén.

o0 o

08 L]

| WA, t=20Y]

Figure 5..16: El solitén de red doblemente embebido, al tiempo ¢ = 20, cuya condicién
inicial es dada por la ecuacién 5..78 con Ag/A = 1.143. Los deméds pardmetros son los

de la Tabla 2 Caso 1.
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Figure 5..17: La intensidd de la FF'T correspondiente al solitén doblemente embebido

de la Fig.5.15

excitar los modos de fonén con frecuencias +w, dando lugar a la presencia simétrica en

los nimeros de resonancia.

Un segundo ejemplo, caso 2, es un solitén embebido cuyos pardmetros se pre-

sentan en la Tabla 2.

Para confirmar que no estd embebido en el intervalo de velocidades de fase (veces
Ax) permitido para los modos lineales, 5..75, mostramos la Fig.5.18. De ella resulta

evidente que el pardmetro del solitén a = 15.812 no pertenece al rango permitido.

La solucién numérica de la ecuacién 5..56 correspondiente a la condicién inicial
ecuacién 5..78 con Ag/A = 0.919, demuestra que el pulso perturbado emite un tren de
ondas del lado izquierdo, debido a que e3 es negativo, como se puede apreciar en la

Fig.5.19.
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Figure 5..18: La velocidad de fase de las ondas lineales (veces Ax) como una funcién

de k. Para el caso 2 de la Tabla 2.
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Figure 5..19: Se muestra el solitén de red embebido y perturbado al tiempo t = 10.
Este evoluciona de la condicién inicial dada por la ecuacién 5..78, con los pardametros

del caso 2 de la tabla 2 y con Ay/A = 0.919.
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Figure 5..20: La intensidad de la FFT del solitén embebido y perturbado cuya solucién

nimerica corresponde a la Fig.5.19.

La condicién 5..77 nos da dos niumeros de onda resonantes localizados en k/2m =
41.249, este valor es muy cercano a uno de los extremos de la primera zona de Brillouin,
|k/2m| < 1/(2Az) = 1.25. Para observar esto, sacamos el espectro de potencia de la

solucién numérica, Fig.5.20, encontrandonos dos picos simétricos localizados en £1.23.

5.2.4. Estabilidad de los solitones embebidos.

Como se acaba de ver, un SER perturbado que es estable linealmente emite
radiacién, provocando que su amplitud decaiga y por lo tanto su estabilidad se verificara

en una simulaciéon que involucre tiempos muy grandes.

Es importante mencionar que en el modelo continuo, ecuacién 5..58, las solu-
ciones son estables dado que la ecuacién permite una familia continua de SE con energia

arbitraria, y por lo tanto, el solitén perturbado puede desprenderse de una parte de
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2 Para los modelos

su energfa y caer en una solucién SE con energia més pequena
continuos que presentan SE aislados, es posible que un pulso perturbado radie hasta
desaparecer por no existir un solitén estable con menor energia al cual decaer. Este
proceso es conocido como "semiestabilidad" o inestabilidad no lineal y se presenta en
los modelos continuos que contienen no linearidades x : 3.

Por lo anterior, aseguramos la estabilidad de un SER si al perturbarlo éste se
relaja, liberando energia por radiacion y transforméndose en un solitén estable. Dentro
de los limites dados por las ecuaciones 5..60-5..64, este proceso no parece factible ya
que las soluciones exactas presentan un tnico valor en la amplitud. Sin embargo,
podria pasar que esta familia sea un subconjunto de unas soluciones mas generales
que contengan solitones muiltiples. La posible existencia de una familia extendida de
solitones es un asunto fundamental por si mismo, que ademds nos proporcionars la
estabilidad mencionada arriba™ .

Para clarificar el eventual destino de los solitones perturbados de la ecuacién
5..56, presentaremos algunos ejemplos.

Comenzamos con el Caso 1 de la Tabla 2, al poner una amplitud es Ag/A = 1.143,
en la condicién inicial, la amplitud méxima del pulso perturbado empieza a oscilar y
con el paso del tiempo, ver Fig.5.21 curva superior, esta oscilaciéon se va apagando
debido a la radiacién emitida, y el solitén perturbado tenderda a acomodarse en una
forma estacionaria. Ahora, cuando la amplitud es Ay/A = 0.857, la mdxima amplitud
del pulso empieza a ser mas pequena que la altura maxima del solitén exacto, siendole
imposible al pulso transformarse en el solitén exacto, Fig.5.21 curva inferior. Ella

nos muestra que el pulso de amplitud inferior presenta una oscilacién amortiguada
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Figure 5..21: La evolucién en el tiempo de la amplitud méxima alcanzada por el solitén.
La curva superior nos muestra el caso de un solitén cuya amplitud inicial es mayor a
la exacta, Ag/A = 1.143. La curva inferior corresponde a un solitén cuya amplitud
inicial es menor que la exacta, Ag/A = 0.857. La linea recta representa la amplitud del
solitén exacto. Son solitones doblemente embebidos con los pardmetros de la Tabla 2

Caso 1.

de perfodo mayor que la otra curva, pulso de amplitud més grande, y cuya amplitud
decae rapidamente llevandonos a concluir que se aproximara a un estado de equilibrio.
Por lo tanto, la conducta expuesta indica que los solitones de reticula doblemente
embebidos son pulsos completamente estables y que los solitones exactos parecen ser
un subconjunto de una familia m&ds amplia de solitones discretos.

Para la estabilidad de los solitones de red embebidos vamos a utilizar el caso 2
de la Tabla 2. Comenzaremos con la condicién inicial dada por 5..78, con una amplitud

Ap/A =1.089. Como se puede apreciar en la Fig.5.22 curva superior, este pulso tiende
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Figure 5..22: La evolucién en el tiempo de la maxima amplitud alcanzada por el solitén
embebido y perturbado de la Tabla 2 Caso 2. La curva superior corresponde a una
amplitud inicial mayor que la exacta, Ag/A = 1.089 y la curva inferior a una amplitud
de Apg/A = 0.905, menor que la exacta. La linea recta representa la amplitud del

solitén exacto.

a estabilizarse ya que su altura médxima tiende a una constante. La curva inferior
de esta misma figura, nos muestra la evolucién de un pulso cuya amplitud inicial es
Ap/A = 0.905, transformandose rapidamente en un pulso estable. De la figura podemos
concluir que si el pulso inicial tiene una amplitud mé&s grande que la del solitén exacto,
el pulso alcanzado en el estado estacionario debera tener una amplitud més grande
que la del solitén exacto. Y si su amplitud es menor, entonces el pulso tendrd una
amplitud menor que la del solitén exacto. Una conducta similar se presenté en los
SE de la ecuacién 5..55 . De nueva cuenta observamos que los pulsos perturbados

se estabilizan en pulsos cuyas amplitudes no son de la familia de los solitones exactos
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dados por las ecuaciones 5..60-5..64, reforzando la idea de que estos solitones pertenece

a una familia ampliada.

Al comparar las Fig.5.21 y la Fig.5.22, encontramos una diferencia muy notoria
entre ellas; la forma en que evoluciona la amplitud méxima del solitén. En ambas
figuras se observa que la amplitud oscila, sin embargo, las oscilaciones en la Fig. 5.22
son muy pequenas, practicamente se puede decir que la amplitud es constante. Esta
diferencia cuantitativa puede deberse al hecho de que los solitones doblemente embe-
bidos presentan resonancia, ecuacién 5..77, en seis nimeros de onda, mientras que los

solitones embebidos sélo tienen dos.

018 B
0.16 |

— 0. 11

]

LY

L¥]

0.1z

| r{th,,

9. 10

.08

|:|_|:|E 1 ] 1 ] I 1 I ]

Figure 5..23: La evolucién en el tiempo de la méxima amplitud del solitén perturbado

del Caso 3 de la Tabla 2, con una condicién inicial dada por 5..78, y una Ag/A = 0.857.

Un ejemplo adicional es el Caso 3 de la Tabla 2. Para esta simulacién se escogio

una condicién inicial dada por 5..78, con una amplitud menor, Ag/A = 0.857. Como
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podemos ver en la Fig.5.23, su comportamiento es similar al mostrado en la Fig.5.21, o
sea, presenta una oscilacién amortiguada, que se estabilizard en un solitén estacionario,
el cual no pertenece a la familia de soluciones exactas, por lo que su expresion analitica
no la conocemos.

Una conclusién es que las simulaciones hechas con diferentes pardmetros no
muestran solitones inestables ain cuando las perturbaciones sean grandes.

5.2.5. Colisién entre solitones embebidos.

Cuando dos solitones colisionan entre si, ellos emergen del choque sin sufrir
cambios, excepto en su fase. Para comprobarlo utilizamos la familia de soluciones
generada por las ecuaciones 5..60-5..64 y vamos a tomar los pardmetros del Caso 2 de
la Tabla 2.

La Fig.5.24 muestra la simulacién numérica que confirma esto. Esta familia
tiene una amplitud de A = 0.381 y un ancho de w = 1.503, pero ellos difieren en la
velocidad, la cual es controlada por el pardametro (). Para la simulacién se tomé un
solitén que se mueve a la derecha, con ()1 = 3.315 y a; = 15.7, y un segundo solitén
que se mueve hacia la izquierda con ()2 = 7.9 y as = —9.0. Inicialmente, estos solitones
estan situados en nAx = —20 y nAx = 12, respectivamente, esto es, sus maximos se
encuentran en esa posicion.

En la Fig.5.25 mostramos la forma de los solitones a ¢t = 11. En ella comprobamos

que lejos del punto de colisién no existe radiacién emitida y ellos presentan la altura

inicial. Los centros de los solitones se localizan en nAx = —78.6 y nAx = 139.2,
si ellos no hubiesen colisionado, ellos se encontrarian en nAx = —87 y nAz = 152.7,
respectivamente.
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Figure 5..24: Evolucién en el tiempo de dos solitones que colisionan, sus pardmetros
corresponden al caso 2 de la tabla 2. El movimiento de los solitones estd determinado

por 1 = 3.315, a1 = 15.7y Q2 = 7.9, as = —9.0, respectivamente.
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Figure 5..25: El perfil de los solitones después de la colisién, Fig. 4.24, al tiempo ¢ = 11.
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CAPITULO 6.

CONCLUSIONES

El objetivo del presente trabajo fue la bisqueda de solitones embebidos, doble-
mente embebidos y la presencia de familias de solitones en medios discretos.
En sistemas continuos, los solitones embebidos son usualmente soluciones ais-

72,86 pero no se conocen ejemplos donde existan

ladas o aparecen en familias continuas,
dos solitones aislados de distinta forma.
Para la ecuacién diferencial y en diferencias finitas 5..3 obtuvimos algunos re-

sultados semejantes y otros completamente diferentes a la ecuacién continua:

e Ella da origen a solitones de red brillantes y oscuros, igual que la continua.

e Si los coeficientes de la ecuacién satisfacen ciertas condiciones, existen solitones

brillantes embebidos, se presenta algo parecido en el continuo.

e Sin embargo, también se encontraron dos solitones brillantes diferentes y ellos

pueden o no ser embebidos, resultado que no se encuentra en el caso continuo.

e Mais aiin, se determiné que si se cumplen algunas condiciones podemos tener un
solitén brillante y un soliton oscuro para el mismo sistema, no obstante, esto no

quiere decir que puedan ser generados al mismo tiempo.

Se demostré que el modelo discreto, ecuacién 5..3, se reduce, en el limite de
espaciamiento de red igual a cero, a la ecuacién continua investigada con anterioridad,

ecuacién 5..1. Simultdneamente, las soluciones de los SER-brillantes de la ecuacién
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5..3 van a las soluciones SE de la ecuacién 5..1. Lo mismo que las soluciones tipo
solitén oscuro.

Como se menciond antes, la respuesta a la perturbacién de los solitones de red
brillantes de la ecuacion 5..3 fue estudiada por medio de simulaciones. Encontrandose
que los solitones regulares brillantes (los no embebidos) oscilan al ser distorsionados,
pero sin emitir radiacion alguna. Por otro lado, si el solitén de red es embebido, al con-
siderar una perturbacion donde la amplitud usada sea més pequena que el valor exacto
de la solucién, se presenta radiacién en un nimero de onda y una velocidad de grupo
que fueron predichas por la condicién de resonancia lineal y es casi monocromética
(para el caso continuo la radicién emitida por el SE continuo es bicromética®?).

El siguiente punto fue mostrar la existencia de familias de solitones como solucién
y que ellos pueden ser embebidos o doblemente embebidos. Para ello se utilizé la
ecuacion 5..56. Para esta ecuacion discreta se encontré que las soluciones son una

familia de solitones de red exactos, con las siguientes caracteristicas:

e Los solitones embebidos de la ecuaciéon 5..56 no son soluciones aisladas, marca
la diferencia con la ecuacién anterior, ellas forman una familia de un parametro
continuo (esta es una diferencia frente al caso continuo, ya que alli tenemos una

familia de dos pardmetros).

e Estos solitones se pueden mover con una velocidad constante arbitraria, en un
cierto intervalo, sin ser impedidos por lo discreto de la red. Por otro lado, la

familia presenta la misma amplitud.

e LExcepto para una parte de la subfamilia de velocidad cero, el resto de los solitones
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son embebidos ya que su frecuencia interna se encuentra en la banda de fonones
(calculada en un sistema de referencia que se mueve con el solitén, y que contiene
el correspondiente corrimiento Doppler). Cuando la velocidad es cero, se debe

de cumplir la desigualdad |q| < 3\/§5g para tener solitones embebidos.
e Las simulaciones hechas muestran que todos los solitones son estables.

e Las soluciones de solitones exactos con una amplitud fija, constituyen un subcon-
junto de una familia mds grande de solitones discretos que se mueven y que son
obtenidos de manera numérica. Esto es, al ser perturbado el solitén exacto en
su amplitud, este se relaja a un solitén estacionario que no pertenece a la familia

original.

e El resultado de una colisiéon completamente eldstica entre solitones que se mueven,

conocida de manera exacta, es un cambio en la posicién final.

Finalmente, es conveniente enfatizar que en el presente trabajo se presentan los

primeros solitones embebidos discretos (y exactos) conocidos hasta hoy.
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APENDICE A.

INHIBICION DE LA RADIACION.

Como se ha mencionado en el capitulo 5, el cardcter no radiativo de un pulso es

consecuencia del balance entre los términos lineales y no lineales de la ecuacién:

teg——2 A, —jez—o A e A
7T T aa T P T A
A
= f(A, |A L2 A1 —A 1.01
f(na‘n|v|n’=Axn) (1.01)

con A, = A(nAz,t) y 2,¢3,€4,71,72 ¥ 7, son constantes reales y donde j = v/—1. La
parte izquierda de la ecuacion 1.01, son los términos lineales y la parte derecha de esta,
son los términos no lineales.

El objeto de este apéndice es mostrar que las ecuaciones estudiadas no presentan
radiacion, para ello vamos a hacer lo siguiente.

Sea U? una solucién particular de la ecuacién 1.01 la cual se va a sustituir en la
parte no lineal de la ecuacién:

A
O] = (1.02)

yo(nAw,t) = f(U°, A

012
ull”,

esto nos permite transformar la ecuacién 1.01 en una ecuacién parcial diferencial y en
diferencias inhomogénea, cuya solucién viene dada por una solucién particular, en este

caso U?, m4s la solucién de la homogénea, quedando:
A(nAz,t) = U'(nAx,t) + yn(nAx, t)

y por lo tanto:

0A, As A Ay
A, — jeg——2
J 8T + €2 (A;C)2 JE3




Para ver que el solitén no radfa, vamos a sacar la doble transformada a la

ecuacion 1.03, esto es:

A

H(kp,w) = h(lAz, t)edFrtdetet) gy

T 2 L

con el par de transformadas en el tiempo dadas por:

h(t)ed @ dt

w
W) = V% /_ )

y las del espacio, como:

2N—
H(/’i}p) = \/—_ Z lAl' 6] (kplA)
=0

2N—1
H(kp)e™ J(kplAz)
1=0

h(lAz) =

§\~

donde Ax = x /2N, x es el rango en el espacio de la funcién.
Para obtener la doble transformada de Fourier de la ecuacién 1.03 definimos a

la funcién A,, como:

Ax — vt
Ay = g(B=E ittt naa) (1.04)
Vo
sin perdida de generalidad.
Recordando que:
Ary = [p(rag1 — rao1) — 6 (Fag2 — Tn—2)] /12A%

DNorp = (Tp1 4 T —21,)/ (A:L')2
Ngrp = (e —Tpeo — 2 (g1 — rn,l))/Q(Ax)?’

Agry = (Tngo+7p—2 —4(Tpp1 +1po1) +61y) / (A:U)4
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son las diferencias utilizadas en el capitulo 5. Sacando la transformada de Fourier para

cada uno de los términos de la ecuacién 1.03:

0A, VoW A
I OTG(—;(W+W))53+K,,+(WTW)=0
2e9vp w+w A
goN\o A, — (Cos((s + JAz) — )G(—;(w + W))55+np+(wTW):o
0
jesAzA, — _ 455 Sen((s + il CU)Ax)
v v
w ~
(Cos((s + ) Ar) ~ DO+ @)y 210
0
cibid, = 0 (Cos((s + T Aw) — 120(= (e 4+ ), 2
v v v P )

y observamos que cuandov = 0y s = 0, resulta:

j%;lf — V21w (veky)d (@ + w) (1.05)
e300 A, — 2V27eY(Cos(r,Ax) — 1)G(voky)d(w + w) (1.06)

jesAsA, —  —4V2rmedSen(k,Az)(Cos(k,Ax) — 1)G(vok,)d(w +w)  (1.07)

eaM A, — V21 (Cos(ky,Ax) — 1)2G (vgk, ) (w0 + w) (1.08)

sustituyendo los términos por sus dobles tranformadas 1.05-1.08 en la ecuacién 1.03 y

despejando é(—%(w + w)), obtenemos:

G(—(@+w) = Flryw)+

%(’%7“})
(zx)—o(Cos((s + =) Az) — 1)

It ]
fds—i—fep—&-

+[(Cos((s + ZE)Ax) — 1)

w+w)Ax)

4 2¢€9

+4e3Sen((s +

0
4de,vg

(Cos((s + ZAz) — 1) (1.09)

v v
101



y cuando v =0y s =0, se reduce a:

A

G(vokp) = Flrp,w) +

[Yo(kp, w)] + [V2716(w + w)] - [w + 265(Cos(rp,Az) — 1)

+4e3Sen(k,Ax)(Cos(k,Ax) — 1) + 4e9(Cos(k,Az) — 1)?] (1.010)

para toda k, y w, y donde F'(k,,w) es la tranformada de Fourier de la homogénea, y
donde Y (k,,w) es la doble transformada de 1.02.

La condicién para que no se presente resonancia es:

A

|G (vo(s + p))| < 00

esto es, que la funcién G (vo(s+ k,p)) permanezca acotada en casi todo el rango, excepto
en un conjunto de puntos ( permitiendonos tener distribuciones como la delta). Cuando
el denominador de 1.010 se hace cero, la resonancia se hace presente, lo que equivale
a tener un pulso radiante que tiende a desaparecer con el paso del tiempo. Para que
esto no suceda, es necesario que el nimerador sea una funcién que sea miltiplo del
denominador.

Ahora, en el capitulo 5 se trabajaron dos ecuaciones cuyas partes no lineales

vienen dadas por:

wo(nAz,t) = =y [U3) U US)" (U8, + US_]
S U U0 + UL + 40U, + UL )] (1.011)
e t) = o [U] (U, = Upy) = (U0 = Uil (1012)

donde la primera se utiliza en la primera ecuacién del capitulo 5 y la 1.012 en la segunda.
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Para la primera ecuacién del capitulo 5, ecuacién 5..3, tenemos una solucién
dada por:

U = ASech(BnAx)e ¢ (1.013)

que seria la solucién particular a la que nos referimos antes, hay que recordar que en

esta ecuacién tanto €3 = 0 como o = 0, y que:

2y
A0 2
7/}/2 3

€
_ .0 2 .0
= 4= N

71
(B T (A 2

Al evaluar la doble transformada de Fourier de la ecuacién 1.02 con el término modifi-

cado, dado por 1.011, vamos a tomar en cuenta la siguiente igualdad:

w(nAz,t) = = |U[* (UL, +UL,)
8 U9 (U + U+ 4a(UR, +UR))  (1.014)
0 A A
_ 9l 2 U0 4 ey US (1.015)

_'_
Tor T (Ax) (D)t "

sustituyendo la solucién 1.013 en la ecuacién 1.015 y calculando la doble transformada

de Fourier se obtiene:

~

Yo(kp,w) = [V21Ad(w —O)]-[C 4 2eY(Cos(r,Az) — 1)

1 )
Z I8 Sech(BIAZ)]  (1.016)
=

+€2(Cos(l-€pAa:) — 1)2][ﬁ

el andlisis numérico del Caso 1 Tabla 1, muestra que el cdlculo numérico de la FFT de

la Sech(BnAx) es otra Sech(©k,), donde O es el nuevo argumento (ver Fig.5.6).

2N—-1

1 - 1
N 2 eI AT Sech(BIAT) ~ ZSech(

”ﬂ)
2B

el resultado de la transformada estd calculado con la integral. Sustituyendo en la
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ecuacion 1.016, tenemos:

A

Yo(kp,w) = [i\/ﬁASech(

RpT

)5 — O]

[C 4 265(Cos(k,Ax) — 1) + £3(Cos(k,Ax) — 1)?] (1.017)

La A, B,C' y « vienen dadas por las ecuaciones 5..8,5..10,5..9 y 5..12, respectivamente.

Sustituyendo 1.017 en 1.010 se tiene:

~

G(voky) = [Z—:;:ASech( Ow=0C)

)5(w + w)]
[C + 2e9(Cos(kpyAx) — 1) + €(Cos(k,Ax) — 1)?] +

RpT

2B

[w+ 2e9(Cos(kpyAx) — 1) + 45 (Cos(kpAx) — 1)

de esta ecuacién podemos concluir:

1.- Siw+2e3(Cos(k,Ax) — 1) +4£3(Cos(k,Ax) —1)® = 0, esto es, el denominador es
cero. Ahora bien, esta es la relacién de dispersién que se obtiene al sustituir una
onda plana en la parte lineal de la ecuacién 5..3 del capitulo 5, y que equivale a

la ecuacién 5..17 del mismo capitulo.

2.- Podemos apreciar que tanto el denominador como el nimerador presentan una
funcién delta, 6(w +w) y d(w — C'), respectivamente. Para evitar indefiniciones
deberemos hacer:

w=—-w=CC

lo que implica que el solitén estd embebido.

3.- Dado lo anterior, no se presentard resonancia cuando w = C, ya que el nimerador

cancelard al denominador y por lo tanto:

A

|G (vokyp)| < 00
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y obtenemos

- 1 KpT
G(voky) = ZASech(%)

donde vy = 7/2B.

Para la segunda ecuacién del capitulo 5, ecuacién 5..56, con &) = €} = 79 =

V2 =0y
0 €3
g fr—
’ 2 (Az)?
. g
70 T oAz

tenemos que la solucién viene dada por
U = ASech (M) o Jlat+QnAx)
n
w

que al ser sustituida en 1.012, obtenemos:

A
yo(nAz,t) = ja\UQFA—ng (1.018)
U A

calculando la doble transformada de Fourier de 1.019, tenemos:

~

Yo(kp,w) = [%ASech(—M

2a )5Q+Hp+(q+w):():|

a

o + 49 Sen((Q + “T“)Ax)(cos((cz + “Twmx) —1))(1.020)

al sustituir esta ecuacién en 1.09, donde € = 0 y £} = 0, se obtiene:

w A Sech(— 24T s gtwy_
~ U 4a 2a Q+’ip+(T)—0
G- Nwrw) = P |
v v @ strp () =0
fo+ 4] Sen((Q + L) An)(Cos((@ + L) Ay — 1)
. 0 w+w w+w
+lw + 4e3Sen(( s + " JAz)(Cos(( s+ ” YAz) — 1)]
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pudiendo concluir:
1.- Tanto el nimerador como el denominador presentan funciones deltas,

) + numerador
Q+rp+( %):0’

R =), denominador

Ello nos lleva a que:

Q+ry = —(12%)
a
s+ kK, = _<w:w)
y por lo tanto:
Q = s
¢ = w

si queremos que G (—*(w + w)) permanesca finita.

2.~ Siw+4edSen((s+ZE)Az)(Cos((s+22)Ar)—1) = 0, la funcion G(—2(w+w))
se volverfa indefinida y por lo tanto se presentaria resonancia; sin embargo, esta
relacién fue obtenida al sustituir una onda plana de la forma e’ (2t —k(nAz—at)) op
la parte lineal de la ecuacién 5..56 y viene siendo 5..73 con w = —(s + K,)v — @

en lugar de ¢ = —Q — a(Q + k).

3.- En estos puntos la

A 1
G(—%O(w tw)) = ZAsech(—% @+ w))
donde A, w, q y a vienen dados por las ecuaciones 5..61,5..62,5..64 y 5..63.
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Como se ha visto, en ambos casos, cuando la solucién de las ecuaciones son
solitones brillantes embebidos no se presenta radiaciéon y por lo tanto las soluciones son

estables.
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APENDICE B.

ECUACIONES DISCRETAS MAS IMPORTANTES.

2.1 La ecuacién de Toda.

Siguiendo el trabajo de FPU, M. Toda propone otro potencial no lineal, cuya
diferencia fundamental es: El problema de FPU es no integrable, mientras el problema
de Toda lo es. El conecta las masas puntuales de la reticula por medio de resortes

cuyo potencial viene dado por:
_ 2 _p(r,—D) a
Ora) = e +a(r, = D) = 7 = Fab >0, (2.11)

donde D es la distancia entre las particulas inicialmente y 7,, distancia entre dos particu-
las. El primer término de este potencial es repulsivo, el segundo es una fuerza atractiva
y la F' es una fuerza externa constante que actua sobre él. El valor de la constante
se encontré al hacer ¢ (r, = D) = 0. Ya que r, = D representa el estado natural del
resorte se tiene ¢(r, = D) = 0. Para este potencial encontramos que la ecuacién de

movimiento asociada es:

d*ry, bD (e —br S — —brpg1
mey = ae (2677 — 7ot — UL (2.12)
= a/(2e’b(r”’D9 — e brmn1=D) _ o =blrn1=D) (2.13)
a = a—F, (2.14)

la fuerza externa no aparece en las ecuaciones de manera explicita sino a través de @’y

D.
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Un tren de ondas fue una de las soluciones encontradas por M. Toda™: 80 .

Cuando la amplitud es mucho menor que 1, encontramos:

1 K2 T 2mn
= —In(l1l4+— 2= —_— D
T bn( +256n <)\)Cos(thF A))+ )

2

_% Gen? (T L DY
2bSen <)\> Cos (wt:F 3 )+D, (2.15)

12

donde k << 1.
Cuando las amplitudes del tren de ondas se hacen grandes y picudas el tren de
ondas se tranforma en una secuencia de ondas tipo pulso a intervalos iguales de .
Cada pulso tiene la forma de Sech?, de hecho un solitén. Por lo que el tren de
ondas es una secuencia de solitones que se mueven e interactian mutuamente, no son

independientes uno del otro y su relaciéon de dispersién es:

2=\ (5)

Podemos encontrar también un solitén en una red infinita, dado por:
e Prn=D) — 1 4 % [ﬁQSechQ(ﬁt Fan)— 261/} )
a

Cuando la forma de la onda varia lentamente comparada con la distancia entre

particulas, el limite al continuo es generalmente vilido y la ecuacién 2.12 se transforma

en®0:

3
L A

or o " oe® 0

con u = yr,0 = —ub/4yBN y 6% = pu®/24BN?. esta ecuacién es conocida como la

Korteweg-deVries (KdV).
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Como se menciono antes, la ecuacién 2.12 es integrable, y en el trabajo de

M.Hénon?® encontramos:

e Para una reticula periédica de N particulas, las N integrales de movimiento son

L, = Z(u“ e uik)(_le)"'(_le)7

or; _ _

donde se satisfacen las siguientes condiciones: 1) los indices i1, ..., ig, j1, .-, ji, qUe
aparecen en [, son todos diferentes y son modulo N, ii) el nimero de estos indices

es m, esto es k + 2l = m. Para N=3 se tiene
Il = Uy + U+ us,
I, = wjug + ugus + uzu; — Xq — Xp — X,

13 = UiUU3 — U1X2 — U2X3 — U3X1.

e Considerando el caso de condiciones de frontera fijas, con 2N + 2 particulas,
utilizando la concicién inicial u_; = u;.Se encuentra las integrales de movimiento
son las del sistema periédico, sin embargo, para m impares estas se vuelven cero

dado que los términos simétricos se destruyen entre si.

e En una red infinita, las integrales de movimiento vienen dadas
N
_ ap,, a1 Qp Bo vB1 51771 .
I = g g A (ao, ceey Oy B, ...,ﬂpfl) wg gy e, XX e X, m 1,2, N
=0

donde la segunda sumatoria se extiende, para una i dada, a todos los términos

que satisfacen

p p—1
P20,0;206;21) a;+2) f;=m,
j=0 =0
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y el coeficiente numérico

d (a]+/6]71+6] _1)!1)—1 1
Ao, ..., p, Boy s By 1) = 5
(Oé(] Qy 50 /6]) 1) ]HO aj! JHO 6]' <6J _ 1)|

para encontrar las integrales de movimiento para N — o0 es necesario restarle
una constante apropiada, C,,, a J,. Para m impar, esta constante es cero,
mientras que para m par es Cy, = (m — 1)!/(m/2)!, quedando las integrales de

movimiento

K, =J,—NC,.

Las primeras cuatro son

K, = 2Senha,
Ky = Senha,
2
Ky = §Senh3a + 2Senha,

1
K, = 55671]140&—0—25671}1204,
donde

u; = [(Tanhl; — Tanhb;_1),

Xi = 148 (1—Tanh®;).

Por lo tanto, existen infinidad de cantidades conservadas.

H.Flaschka?% 27 encontré las constantes de movimiento y la formula para N soli-

tones, utilizando el método de dispersién inversa.
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2.2 La ecuacién no lineal de Schrodinger discreta (DNLS).

Esta ecuacién aparecié por primera vez en la literatura en 1959, Holstein la
propone como modelo para el movimiento del polaron en cristales moleculares, sin
embargo, tuvo que pasar un poco méas de una decada para que se volviera a utilizar,
esta vez el modelo fue retomado por Davidov en los 70 “s para el transporte de la energia
en biomoleculas. En los 80’s fue llevada al campo de la fisico-quimica en la teorfa de
los modos locales de pequenas moleculas y en la 6ptica no lineal para modelar gufas de
onda no lineales acopladas y més recientemente la fisica de ondas de materia para la
descripcion de una dilucién de un condensado Bose-Einstein atrapado en un potencial
periédico™ .

La versién discreta de la NLS viene dada por:

Ouy,

]atzz—@Aﬂm-—ﬂmM%m (2.26)

donde se toma como j = v/—1 en lugar de la ¢ como es lo comiin, con a y 5 constantes.
u es una funcién compleja de nAz y t, donde n es el indice de los puntos de la red y
Ax el espaciamiento entre los puntos, y con

Un+1 + Up—1 — 2un

Ao, =
* (Ax)

el laplaciano discreto en una dimensién.
Cuando o = 1/2 y 8 = 1, se tiene un problema de enfoque no lineal, mientras
que 3 = —1 presenta el desenfoque®? .

La ecuacién 2.26 puede ser obtenida a partir de la lagrangiana:

1 & Au
L=-= (Gt — 0 u,) — 2 b 4 2.2
> 3 Uil = ) — 201 522 + Blu ] (2:27)

n=—0o0
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donde u, es el conjugado de u,, llevandonos a la siguiente hamiltoniana:

00 A .
o= Y a2p - Dy

= Ax 2
= Z [—jﬁ(un — Un71)<pn - pn—l) + g(unpn>2]

con p, = 0L/01, , el momento generalizado.

La norma, dada por

o0

P= > |ul

n=—0oo

también es una cantidad que se conserva. Llevdndonos a una propiedad conocida como
los Modos Intrinsecos Localizados (ILM, por sus siglas en inglés). Si se propone una
funcién u,, = v,e’?, con v, siéndo una funcién compleja y ¢ una constante, se encuentra
que v, satisface la misma ecuacién que gobierna u,, y la norma no se ve afectada, por
lo que se dice que la norma es invariante o que se tienen ILM, eso es, se tiene una
invarianza con respecto al cambio de fase.

ey

Proponiéndo como solucién de la ecuacién 2.26 a u,, = v, , donde la depen-

dencia en t sélo estd en la exponencial, uno obtiene:

«

—Qu, = — 5
(Az)

AZUn - 6|Un|2vn

que resulta ser un problema de estado estacionario en v,,. Existen dos métodos para

resolver el problema:

1.- Método de iteraciones de Newton-Raphson, el cual resuelve por iteraciones un

conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales® .

2.- Meétodo de iteracién de valores caracteristicos®? .
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La relaciéon de dispersion lineal se obtiene al sustituir una onda plana, u, =

pel knAz+wt) con p pequena, en la parte lineal de la ecuacién 2.26, esto es:
ou,,
' = —aNyu,
J ot 2

lo que nos conduce a la relacién entre el niimero de onda y la frecuencia:

2

2
T

[Cos(kAx) — 1]

w =

y como el C'osf es una funcién par, se tienen dos valores de kAx que dan la misma w,

a saber +kAz.

2.3 Ecuacién de Ablowitz-Ladik (AL-NLS).

Una variacién de la DNLS es la ecuacién propuesta por M. J. Ablowitz y J. F.

Ladik’ (AL-NLS) :

Ouy,
I ot

= —%Agun — §|un|2 (Unt1 + Up—1) (2.38)
que se obtiene a partir de la siguiente hamiltoniana:

H=3 Y G-+ aa) = 201+ S (2:39
y donde se utilizaron los paréntesis de Poisson cuya relacién entre las variables esta

dada por:
{tm, un} = j0mn(1+ Blul®) , {up, ws} = {ttm, un} =0

Junto con el hamiltoniano, la norma que viene dada por:

o0

P=y %ln(1+5]unl2)
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son cantidades que se conservan.

La diferencia bésica entre la DNLS y la AL-NLS son sus cantidades conservadas
y su integrabilidad, mientras la primera sélo presenta al hamiltoniano y la norma como
cantidades que se conservan y no es integrable, la segunda tiene una infinidad y es
integrable®? .

Ablowitz-Ladik utilizaron el método de dispersién inversa para crear su ecuacion,
ellos encontraron que los solitones presentes en ella se debian a los valores discretos del
espectro de dispersién que son negativos. Ademas encontraron que las cantidades

conservadas son infinitas.
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APENDICE C.

ERGODICIDAD.

En 1872, Ludwig Boltzmann consideré a las particulas del gas diluido como un
conjunto de objetos, que:

1) Se mueven al azar.
2) Solo colisionan dos particulas entre si.

Dejando asf a un lado la idea de considerar que las particulas se mueven bajo

ciertas fuerzas que actidan sobre ellas de manera individual. Esto lo llevé a encontrar:

i) La ecuacién cinética para un gas (ver Reichl™).

ii) Sus hipétesis ergddicas.

Para llevar a cabo su estudié, Boltzmann consideré un sistema de muchos cuerpos

aislados tal que:

e La parte dominante del espacio fase, consiste de regiones donde las propiedades

macroscépicas son muy cercanas a las propiedades de equilibrio.

e Las trayectorias del sistema consumen tiempos iguales en regiones del espacio fase

de igual extension.

e Las propiedades macroscépicas del sistema deberdn esencialmente ser constantes
por toda la parte admisible del espacio fase y deberdn coincidir con el prome-
dio del tiempo largo de las correspondientes cantidades microscopicas sobre las

trayectorias en el espacio fase.
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Tiempo después Josiah W. Gibbs incluyé:

e La evolucién dindmica de un sistema aislado que inicialmente ocupa una region
limitada del espacio fase, compatible con un valor prescrito de sus observables
macroscépicas, deberd llevar eventualmente a una ocupacién uniforme del espacio

fase posible, en el sentido burdo (coarse-grained).

Sin embargo, fueron Henry Poincaré y George Birkhoff quienes dieron origen al
planteamiento moderno.

En 1890, H. Poincaré probé una propiedad importante de la conducta de los
sistemas dindmicos en tiempo largo. Este resultado, conocido hoy como Teorema de
Recurrencia, muestra que casi todo punto, en el espacio fase de un sistema que preserva
el volumen, tiene que retornar a un punto arbitrariamente cercano a su posicién inicial.

Posteriormente, G. Birkhoff en 1931 present6 su Teorema Ergddico, en el cual,
en términos de promedio, se establece lo siguiente:

Si para las funciones de fase f (X N ) ,se tiene que:

i) El promedio en el tiempo, (f),, existe para casi todo X*¥ (un conjunto de medida

cero puede ser excluido).

ii) Cuando éste existe y es igual al promedio de la extensién en el espacio fase, (f), =

(f)s-

Se dice que el sistema es ergédico para todas las funciones de fase f (X N ) .
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Donde X = XV (p",¢") son los puntos en un espacio de dimensién N ,

to+T

(Nr = Tlgrolo%/to £ (XN @) dt,
1 N

(fls = m/sf(X (t)) ds..

Aqui se esta considerando que la tinica integral de movimiento, que define una superficie
en el espacio fase, es la energfa total y se designa a la superficie por S..

Estos teoremas explican las hipétesis de Boltzmann y permiten definir lo que se
conoce como flujo ergédico (el flujo de puntos de estado sobre la superficie de enegfa,
S., es definido a ser ergédico si casi todos los puntos XV sobre la superficie se mueven
de tal manera que ellos pasan a través de cada vecindad finita pequena, R., sobre la
Se).

Los sistemas con flujo ergédico poseen densidades tnicas de probabilidad esta-
cionarias (constantes en S,) que caracterizan a los sistemas con energia fija en el equi-
librio. Ahora, para que un sistema con flujo ergédico alcance su estado de equilibrio,
se requiere de una propiedad adicional: mixing (la hipétesis de Gibbs).

Un tipo de flujo que comienza a exhibir alguna forma de irreversibilidad es
un flujo mixing. El flujo mixing es cadtico y causa que cualquier distribucién de
probabilidad inicial se disperse a través de la superficie de energia.

El flujo mixing es ergédico, pero los flujos ergédicos no siempre son mixing.

Un sistema es mixing si para todas las funciones integrales cuadradas, f (X N )

y g (XV), sobre S, se tiene

S, F(XN)dS. [5 g (XV)dS.

(Ji ds.)

i 1
T—l>r:{:100 fSe dSe

[ £ (0% ) ds. =
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esto asegura, que el valor promedio de una funcién dindmica f (X N ) se aproxime a un
valor estacionario en el limite ¢ — +o0.

Es importante enfatizar: Que mixing da una aproximacién burda a un estado
estacionario. FEl valor de la funcién tiene un valor promedio en S., pero puede diferir
de éste valor si sélo consideramos una vecindad en algun punto sobre S..

Resumiendo lo anterior, tenemos:

Sean A y B regiones arbitrarias finitas sobre la superficie S.. Asumimos que
todos los puntos estan en A inicialmente. Si el sistema es mixing y evoluciona en el
tiempo, la fraccién de puntos que estd en A o en B en t — 400, debera ser igual a la
fraccién del drea en S, ocupada por A o por B, respectivamente.

Fermi, Pasta y Ulam al considerar su sistema de osciladores inarménicos en-
contraron que, al poner la energfa en unos pocos modos bajos de vibracién, no existi6
una tendencia de la energfa a dispersarse en los otros modos, contradiciendo lo que
esperaban, ya que suponian que el sistema alcanzaria un estado estacionario, en el cual
todos los estados con la misma energia fueran igualmente probables.

Esta conducta serfa completamente diferente si el sistema fuera ergédico.

Al conocerse el teorema de KAM, se encontré que la mayor parte de la superficie
de energia, en el problema de FPU, es un toro invariante y el sistema exhibe una
conducta, que en muchos aspectos, es similar a un sistema de osciladores arménicos no
perturbados. Esto se debe a que el acoplamiento inarménico que FPU utilizaron era
débil.

Cuando el acoplamiento se incrementa, las regiones invariantes del espacio fase

se rompen y en algun punto, uno esperarfa encontrar una transicién abrupta de la
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conducta, llegando a ser cadtica, y algo similar a la equiparticiéon de la energia entre
los modos.

Existen una gran variedad de sistemas oscilatorios no lineales, ya estudiados,
que exhiben una transicién de una conducta estable a una conducta caética cuando
ciertos pardmetros son cambiados. Uno de ellos es el sistema de Hénon y Heiles (ver

capitulo 2).
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