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RESUMEN

Este trabajo gira en torno de un nuevo tipo de solitones descubierto en 1997;

que fueron bautizados en 1999 con el nombre de Solitones Embebidos, (SE). Los

Solitones Embebidos poseen la frecuencia o la velocidad intrínseca dentro del intervalo

de las ondas lineales. El objetivo de esta tesis fue la investigación de los Solitones

Embebidos Discretos, (SED). Encontrandose los primeros SED´s exactos, ellos son

brillantes y oscuros, además, los hallamos: Estables e Inestables.

Los SED´s brillantes inestables fueron encontrados en un sistema descrito por

una versión discreta de la famosa ecuación no lineal de Schrödinger (NLS): La extensión

considerada contiene términos dispersivos de segundo y cuarto orden, así como no

linealidades cúbica y quinta. Pueden presentarse como soluciones a un sistema dado,

al �jar los parámetros de la ecuación, un solitón brillante, un solo solitón brillante y

uno oscuro, y dos solitones brillantes. La ecuación continua asociada a ella describe

pulsos ópticos de corta duración.

Los SED´s brillantes estables fueron encontrados en una discretización de una

versión compleja de la ecuación modi�cada de Korteweg-de Vries (cmKdV), la cual

surge al estudiar la propagación de luz en cristales líquidos. Estos SED´s aparecen en

familias (i.e., no son soluciones aisladas). Además, pueden estar sencillamente embe-

bidos o doblemente embebidos, comportandose de forma diferente ante perturbaciones.

Una característica especial de las versiones discretas presentadas aquí, fue la

necesidad de incluir la interacción con primeros y segundos vecinos, lo cual es una

novedad en los SED, ya que su existencia depende de ella.
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Abstract

This work deals with a new type of solitons, which in 1999 were baptized Em-

bedded Solitons (ESs). These solitons have been found in nonlinear optical systems,

such as optical �bers or liquid crystals. The distinctive characteristic of the ESs is

that they possess internal frequencies that are contained (or embedded) in the fre-

quency range of the small-amplitude linear wave capable of propagating in this type of

systems.

Until the year 2003 ESs had only been found in continuous systems, and nobody

had considered the possibility that Embedded Lattice Solitons (ELSs) could also

exist in discrete systems. The aim of the present thesis was to investigate if ELSs

indeed exist.

The outcome of this investigation was positive, and we found two di¤erent dis-

crete systems with exact ELSs. In one of these systems the ELSs turned out to be

isolated and unstable solutions, but in the second case the ELSs are stable and occur

in families.

The unstable ELSs were found in a system described by a discrete version of

a generalized nonlinear Schrödinger (NLS) equation. This extended NLS equation

contains second and fourth order dispersive terms, as well as cubic and quintic nonlin-

earities. This equation describe the propagation of very short (sub-picosecond) optical

pulses in optical �bers with saturable nonlinearities.

The stable ELSs were found in a discrete version of a complex modi�ed Korteweg-

de Vries (cmKdV) equation. This equation was found while studying the propagation
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of light in liquid crystal. In this case we found two types of ELSs that we called single

embedded and double embedded. These two types of ELSs are both stabe, but behave

di¤erently upon perturbations.

A distinctive characteristic of the two systems with ELSs that we found in the

present study is that in both cases the interactions with the nearest and next-nearest

neighbors (NNN) are taken into account. The introduction is a novelty in discrete

systems with soliton solutions.

Another interesting property of the two discrete systems studied in this thesis is

that both of them have exact dark solitons. However, the stability and other properties

of these dark solitons were not studied in this work.

Neevia docConverter 5.1



CAPITULO 1.

INTRODUCCIÓN

La inquietud que dió origen al presente trabajo fue la posible existencia de

solitones embebidos en sistemas discretos, es decir, en sistemas donde la coordenada

espacial sólo puede tomar valores enteros.

Los solitones embebidos en medios continuos fueron descubiertos en 1997 por

Fujioka y Espinosa30 , su característica principal es: Existen dentro del intervalo de

frecuencias de las ondas lineales de amplitud in�nitesimal asociadas al sistema. In-

fringiendo así una regla que hasta entonces se consideraba "obligada" para los solitones.

Sin embargo, estos nuevos solitones eran soluciones aisladas; es decir, dado un medio

solamente se podía encontrar un solo solitón.

La busqueda de la existencia de solitones embebidos en otros sistemas, llevó al

encuentro de familias de ellos. En Rodriguez72 se reportan no sólo solitones embebidos,

sino solitones doblemente embebidos y familias de ellos.

Sabiendo que las versiones discretas de ecuaciones continuas que poseen solu-

ciones solitónicas también presentan solitones, el siguiente paso de esta línea de inves-

tigación fue el diseño de dos ecuaciones discretas asociadas a los sistemas con solitones

embebidos. Este es el tema de la presente tesis. La primera ecuación discreta en-

contrada presenta solitones regulares, solitones embebidos y dos solitones con distinta

forma si las propiedades del medio lo permiten; los solitones aquí son estáticos. Por otra

parte, la segunda ecuación discreta encontrada nos conduce a la presencia de familias

de solitones que pueden moverse a través de la red y que son embebidos y doblemente

1
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embebidos. En ambos casos se comprobó que al pasar de un medio discreto a un medio

continuo, las ecuaciones discretas se transformaban en las ecuaciones originales, esto

es, en las ecuaciones continuas con solitones embebidos.

Algo en lo que hay que poner énfasis es: Los resultados obtenidos di�eren de

los resultados de los modelos continuos, característica usual que se presenta en la dis-

cretización de las ecuaciones continuas.

Para las simulaciones numéricas de las ecuaciones encontradas se utilizó el método

de Runge-Kutta de 4� orden y la transformada de Fourier rápida (FFT).

Al presente trabajo se le encuentran las siguientes de�ciencias: No se hicieron las

simulaciones numéricas de los solitones oscuros en ambas ecuaciones y faltó investigar si

dado cualquier pulso inicial, éste decae en un solitón. Debemos mencionar además que

nos fue imposible encontrar las hamiltonianas asociadas a las ecuaciones trabajadas.

Se deja para investigaciones posteriores el demostrar la integrabilidad del se-

gundo sistema, ya que lo sugiere la presencia de una familia continua de solitones que

se mueven y la elasticidad de las colisiones. Otros resultados que deben ser profun-

dizados son: La familia ampliada de solitones y la relación de los números de onda con

la oscilación amortiguada de los solitones perturbados. Además es necesario estudiar

el mapeo originado por estas ecuaciones.

Esta tesis es el resultado del trabajo presentado en los siguientes artículos:

S. González-Pérez-Sandi, J. Fujioka, B.A. Malomed. Embedded solitons in dy-

namical lattices. Physica D, 197 (2004) 86-100.

B.A. Malomed,J. Fujioka, A. Espinosa-Cerón, R.F. Rodríguez and S.González.

Moving embedded lattice solitons. Chaos. 16 (2006) 013112.
2
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y está organizada de la siguiente manera:

El capítulo 2 es una breve reseña de los sistemas no lineales que, de manera

natural, han conducido a la presencia de solitones y de conductas dinámicas diferentes.

En el capítulo 3 encontramos los antecedentes de este trabajo y vemos la de�ni-

ción de los solitones brillantes y oscuros. Se hace un reumen de cada una de las

ecuaciones continuas asociadas a las desarrolladas aquí, siéndo la parte fundamental de

este capítulo presentar a los solitones embebidos o doblemente embebidos, así como la

estabilidad, la unicidad y la presencia de familias de solitones.

En el capítulo 4 presentamos la obtención de las ecuaciones diferenciales y en

diferencias �nitas a partir de la relación de dispersión. Utilizamos la idea de los

operadores espaciales y temporales en su versión discreta.

La existencia de solitones embebidos o doblemente embebidos y la posibilidad

de tener familias de solitones en redes no lineales es estudiada en el capítulo 5.

El último capítulo está dedicado a las conclusiones.

También presentamos un apéndice donde se demuestra el porque los solitones

embebidos de las ecuaciones estudiadas no radían a menos que sean perturbados. Uno

dedicado a las tres ecuaciones discretas que a mi parecer son las más importantes. Y

otro dedicado a la ergodicidad.

3
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CAPITULO 2.

SISTEMAS NO LINEALES.

Un sistema dinámico es aquel cuyos estados evolucionan en el tiempo o en el

espacio. Los estados del sistema están descritos por un número de variables dinámicas

que dependen del tiempo o de la posición. Cuando la evolución del sistema es continua,

las variables se describen mediante una ecuación diferencial; mientras que si es discreta,

ésta evolución viene expresada por medio de iteraciones entre las variables. Al de�nir

un estado del sistema, las variables se dividen en dependientes e independientes; las

primeras son funciones de las segundas, que vienen siendo las coordenadas de la posición

y el tiempo.

Un sistema no sólo está descrito por éstas variables dinámicas, sino también por

algunas variables, las cuales llamamos parámetros, que nosotros podemos controlar.

El comportamiento del sistema puede ser diferente para distintos valores de los

parámetros; por ej. para un cierto rango de valores de los parámetros, el movimiento

de un sistema puede ser armónico, y fuera de ese intervalo su movimiento puede ser

caótico.

Esta diferencia de comportamientos llevó a la clasi�cación de los sistemas físicos:

I.- En lineales:

� Como el caso de la cuerda donde el principio de superposición es válido, esto

es, cualquier onda puede ser expresada como la suma de ondas armónicas con

diferentes frecuencias. El comportamiento oscilatorio del sistema permanece aún

cuando se cambie la magnitud de los parámetros que de�nen al sistema.

4
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� En el caso del resorte lineal, donde al aplicar una fuerza sobre el sistema éste

responde de manera proporcional a la magnitud de la fuerza.

II.- En los no lineales encontramos:

� Lo anterior no se cumple.

� Las ecuaciones de evolución en el tiempo presentan términos en la variable de-

pendiente del estilo z2 , z(@z=@x) , etc., que no son términos lineales.

� Las propiedades del sistema dependen directamente del estado en él que se en-

cuentra. Por ejenplo, en un medio óptico el espectro de oscilaciones depende no

sólo de los parámetros del sistema, sino también de la onda que se propaga en él.

La no linealidad en los sistemas hace difícil su estudio, no obstante genera una

gran diversidad de fenómenos no triviales, como son los solitones y el caos. El estudio

extensivo que se llevó a cabo en la segunda mitad del siglo XX sobre los solitones y el

caos se debe a la aparición de las �bras ópticas y las computadoras, ya que sin éstas

tecnologías, las teorías de los solitones y del caos no se hubieran desarrollado como lo

hicieron.

En 1914, Debye sugirió que la conductividad térmica de una red es �nita, debido

al caracter inarmónico de las fuerzas no lineales en los resortes que unen los puntos de la

retícula. El efecto neto de las interacciones (colisiones de fonones) debería manifestarse

por sí mismo en una ecuación de difusión con un coe�ciente de transporte �nito.

Enrico Fermi, John Pasta y Stan Ulam (FPU) retomaron la idea en 1955, pro-

poniendo un modelo para el estudio de la conductividad térmica. El modelo utilizado

5
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fue una retícula unidimensional formada por partículas unidas por resortes, que eran

débilmente no lineales, cuyos extremos están �jos. La hipótesis de FPU era demostrar

que la energía se repartiría entre los modos normales de vibración, alcanzando el sis-

tema un estado estacionario, en el cual todos los estados con la misma energía fueran

igualmente probables. El estudio se llevó a cabo por medio de una simulación numérica.

Los resultados obtenidos por Fermi, Pasta y Ulam, no correspondieron a sus

expectativas. FPU encontraron que, al poner la energía en unos pocos modos bajos

de vibración, la energía no tuvo la tendencia a dispersarse a los otros modos.

El modelo utilizado tiene como hamiltoniana

H =
NX
l=1

�
p2l +

1

2
(ql+1 � ql)

2 +
�

3
(ql+1 � ql)

3 +
�

4
(ql+1 � ql)

4

�
; (2..1)

donde ql y pl son las coordenadas y momentos de la partícula l, con � y � parámetros

de acoplamiento no lineal, y donde la masa m, la constante armónica del resorte k y el

tiempo t han sido eliminados por medio de una transformación.

Cuando � = 0, se dice que el modelo es un � � FPU y si � = 0 se le conoce

como �� FPU .

Los autores dan diferentes valores a � y �; y diferentes condiciones iniciales. En

particular estudiaron el caso � = 0; � = 1
4
y A1 = 4

P32
l=0 Sen (l�=32) ; consideraron

una red de 32 partículas, y excitaron el modo más bajo de vibración. Al contrario de lo

que suponían, encontraban que sólo los modos comprendidos entre el primero y el sexto

eran excitados. Después de un cierto tiempo, llamado tiempo de retorno, el sistema

regresaba al modo fundamental con una energía de aproximadamente 3% menos que la

inicial.

6
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FPU reconocieron que el resultado era sorprendente debido a 2 hechos:

1.- No sigue los cánones de la mecánica estadística, la cual asegura que este sistema

no lineal debería exhibir una aproximación al equilibrio con una repartición de la

energía entre todos los grados de libertad.

2.- Parece invalidar el teorema sobre la ergodicidad de los sistemas no lineales (ver

apéndice C).

Tratando de dar una explicación a los resultados obtenidos por FPU, los inves-

tigadores se encontraron con 2 lineas de estudio: Los solitones y el caos.

2.1 Los solitones.

Los solitones son un tipo de ondas que debían desaparecer y sin embargo per-

manecen. Tenían que desaparecer por la no linealidad del sistema, pero los términos no

lineales son compensados por los términos dispersivos haciendo posible su existencia.

Estas ondas fueron descubiertas en 1834 por James Scott Russell en un canal

de agua profunda, empero fueron bautizadas hasta 1965. J. S. Russell observó que el

agua acumulada en la proa de un bote proseguía su curso cuando el bote era frenado

repentinamente. Este cúmulo de agua tenía forma de secante hiperbólica y recorría

grandes distancias sin cambiar su forma.

También constató que si la cantidad de agua acumulada era su�ciente, se podían

formar una o más ondas solitarias viajeras independientes, cuya altura y rapidez eran

diferentes. Estas ondas interactuaban entre sí y al �nal recuperaban su forma y su

rapidez inicial sin cambio aparente.

7

Neevia docConverter 5.1



Observó que a mayor amplitud de la onda, ésta tenía una mayor rapidez.

Boussinesq, en 1872, y Rayleigh, en 1876, encontraron que la solución viene dada

como una secante hiperbólica cuadrada. Boussinesq descubrió una cantidad conservada

que él llamó momento de inestabilidad.

En 1895 Diederik Korteweg y Hendrik de Vries hacen público su estudio sobre

ondas largas débilmente no lineales, esto es, hallaron la ecuación que rige la elevación

de la super�cie libre del agua relativa a la profundidad d que no sufre disturbios. Dicha

ecuación es conocida ahora como la KdV:

@u

@t
+ v

@u

@x
+ �

@3u

@x3
+ 
u

@u

@x
= 0; (2..2)

donde u(x; t) representa la amplitud pequeña de las ondas largas sobre la super�cie

libre del agua, T es la tensión super�cial, � la densidad del agua y d profundidad del

tanque de agua. Quedando

v =
p
gd la velocidad de fase de las ondas largas lineales,

� = v(
d2

6
� T

2g�
) parámetro de dispersión,


 =
3v

2d
parámetro no lineal.

Los autores encontraron como solución:

u(x; t) = k2Sech2 (k (x� ct)) ;

quedando la amplitud como función del número de onda. Los términos dispersivos y

no lineales de la ecuación están balanceados(1).
1Esta ecuación presenta además soluciones multisolitónicas y multiracionales, esto es N-Solitones

y N-Racionales.
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Para 1939, Yakov Frenkel y Tatiana Kontorova76 presentaron un modelo para el

estudio de las dislocaciones estacionarias en cristales y su movimiento. El problema

presentado por los autores está en una dimensión discreta, la posición de los átomos,

con un potencial periódico espacial

d2un
dt2

= un+1 + un�1 � 2un �
�

2�
Sen(2�un);

cuya versión continua es

@2u

@t2
� @2u

@2x
= �ASen(2�u); (2..3)

conocida como la ecuación de Sine-Gordon, SG(2).

Las soluciones más conocidas de la SG son lo que hoy se conoce como "kink" y

"antikink" dadas por

u(x; t) = 4Tan�1
�
exp

�
�x� vt� x0p

1� v2

��
;

donde el signo (+) está asociado con "kink" que decae por la izquierda. El signo (�)

nos da "antikink", decayendo por la derecha. La v 2 (�1; 1).

Otra solución es lo que se conoce como "breather"

u(x; t) = 4Tan�1

"p
1� w2

w

Sen(wt)

Cosh
�
(x� x0)

p
1� w2

�# ;
está exponencialmente localizada en el espacio, siendo periódica en el tiempo.

En 1955 apareció el trabajo de FPU considerado como el punto de partida para

el desarrollo de la teoría de solitones.

2Utilizando las transformaciones de Bäcklund, se puede encontrar una solución nueva a partir de
una solución vieja o inicial y permite la construcción de soluciones multisolitónicas.
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Fue en 1961 cuando Gross y Pitaevskii, de manera separada, publicaron la

ecuación no lineal de Schrödinger, NLS

j~
@ 

@t
= � ~

2

2m
r2 + u(r) + gj j2 ; (2..4)

para estudiar "la función de onda" de las partículas de un condensado de Bose en un

gas diluído. Donde  (r; t) es "la función de onda", ~ la constante de Planck, m la

masa de los átomos, u(r) potencial de atrapamiento y g es una cantidad proporcional

a la longitud de dispersión entre colisiones y j =
p
�1.

La versión más conocida y estudiada es en una dimensión y viene dada por

j
@u

@t
+
1

2

@2u

@x2
� juj2u = 0; (2..5)

donde u(x; t) es una función compleja de variables reales. Por lo que la magnitud y la

fase de esta función son gobernadas por la ecuación. Las soluciones resultan ser ondas

solitarias viajeras.

Cuando la NLS es usada como modelo de paquete de ondas clásicas en campos

como la hidrodinámica, la acústica no lineal y ondas en plasmas, sus soluciones son

libres del carácter cuántico. Ella describe la evolución de la envolvente de un tren de

ondas y contiene en ella, la solución de ondas viajeras incorporando el concepto de un

paquete de ondas.

Este paquete de ondas fundamental es fuertemente dispersivo, casi monocromático

y débilmente no lineal. La ecuación en sí representa un balance entre la dispersión

lineal, la cual tiene la tendencia a fragmentar el paquete de ondas, y el efecto de en-

focamiento debido a la no linealidad cúbica, mirada como una interacción de la onda

consigo misma.
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Perring y Skymore, en 1962, utilizaron la ecuación SG como modelo para partícu-

las elementales en la materia. Su estudio numérico del problema, muestra la perfecta

recuperación de la forma y rapidez de dos ondas solitarias viajeras que colisionan dando

una descripción analítica exacta de éste fenómeno.

Para 1965, Norman Zabusky y Martin Kruskal, siguiendo el trabajo de FPU, pre-

sentaron su estudio numérico de masas unidas por resortes no lineales y cuya ecuación

resultó ser la KdV. Las condiciones que los autores usaron para la simulación numérica

son: Una onda sinusoidal como condición inicial y condiciones de frontera periódicas.

Martin Kruskal y Norman J. Zabusky (ZK) al hacer una aproximación al con-

tinuo del problema � � FPU encontraron que la ecuación de movimiento en el límite

de orden más bajo toma la forma:

Qtt = Qxx + "QxQxx; (2..6)

donde los subíndices denotan derivadas parciales.

Al considerar que la velocidad de la onda c depende de la derivada espacial Qx;

esto es c2 = 1 + "Qx; la conducta generada por la ecuación 2..6, para " > 0; es la de

un pulso asimétrico que se mueve hacia la derecha, cuyo frente va cambiando hasta

convertirse en un frente de choque vertical, instante en el cual la ecuación deja de ser

válida.

ZK trataron de evitar este comportamiento e introdujeron un término dispersivo:

Qtt = Qxx + "QxQxx + �Q4x: (2..7)

Por conveniencia, ellos se quedan con las condiciones de frontera periódicas, restringuen

su atención a ondas que viajan en una sola dirección y escogen un sistema de referencia
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que se mueve con c = 1: Haciendo los siguientes cambios de variable: x = � + t,

t = �=" y Qx = Q� = 2u y despreciando los términos proporcionales a "2, los autores

obtuvieron la ecuación conocida como la KdV:

u� + u�u+ �2u3� = 0: (2..8)

ZK integraron numéricamente la ecuación 2..8, usando como condición inicial una fun-

ción coseno y condiciones de frontera periódicas.

Una sorpresa fue lo que obtuvieron al observar sus resultados, ya que la forma

inicial deviene en un número �nito de pulsos, con alturas y velocidades diferentes. Los

autores muestran que las ondas más altas viajan más rápido. Si dos de estas ondas

chocan, ellas reaparecen con su forma y su velocidad inicial. El carácter no lineal de

la interacción se manifestaba en la posición que tenían después del choque, ya que si la

colision no hubiera existido, estarían en otra posición.

Encontraron que para un cierto tiempo, estos pulsos casi se sobreponen todos,

obteniendo la forma inicial y el tiempo que tarda en ocurrir esto, correspondiente al

tiempo de retorno encontrado por FPU. A la mitad de este tiempo, los pulsos se dividen

en dos grupos cuyos miembros se enciman entre sí, formando el segundo armónico. Los

demás armónicos son formados de manera semejante.

Para excitaciones de longitudes de onda larga, la aproximación de ZK provee

un buen acercamiento a lo encontrado por FPU, mientras que para longitudes de onda

corta, ésta aproximación ya no es válida.

Para Zabusky y Kruskal, el hecho de que las ondas recobrarán su forma y veloci-

dad después del choque, les sugirió la idea de que las ondas tenían una identidad propia

12

Neevia docConverter 5.1



y decidieron llamarlas solitones, de manera semejante a las partículas elementales.

Fueron estos resultados los que le abrieron la puerta a lo que hoy se conoce como

Teoría de Solitones. Aún cuando no fueron Zabusky y Kruskal los que los descubrieron.

También en 1965, M. Rich, W. M. Visscher y D. N. Payton estudiaron numéri-

camente la propagación de ondas en una retícula no lineal, usando potenciales Lenard-

Jones. El estudio se realizó en redes de 1 y 2 dimensiones con muchas impurezas de

diferentes masas, encontrando que la transferencia de energía fue generalmente aumen-

tada por la introducción de los términos de interacción no lineales. Estos resultados

fueron explicados considerando que la energía se acumulaba en forma de solitones.

Debido a las propiedades encontradas por Zabusky y Kruskal, en 1967 Gardner,

Greene, Kruskal y Miura32 , piensan que existen simetrías escondidas y leyes de conser-

vación que están conectadas con estas propiedades y desarrollan lo que ahora se conoce

como Método de Dispersión Inversa(3). GGKM encuentran una cantidad in�nita de

cantidades conservadas y logran resolver el problema de condiciones iniciales para la

ecuación KdV.

También en 1967, McCall y Hahn53 descubrieron el fenómeno de transparencia

autoinducida(4). Ellos asumieron un medio formado por átomos con dos niveles no

3En resumen:

� La dinámica de la ecuación KdV es mapeada sobre un problema de dispersión lineal asociado,
donde cada valor característico del problema lineal corresponde a la rapidez de un solitón
partícular de la KdV.

� Se calcula la evolución en el tiempo de los datos de dispersión lineal asociados.

� El cálculo de dispersión inversa determina la evolución en el tiempo de la dinámicade la KdV
de los datos de dispersión evolucionados.

Una manera simpli�cada de este método se puede encontrar en J. Fujioka30

4La transferencia autoinducida es producida por inversión de la población átomica por el paso de
un pulso, retornando a su estado inicial cuando el pulso termina de pasar. Este proceso es realizable si
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degenerados y despreciaron el efecto de ensanchamiento. El proceso puede ser descrito

en términos de una ecuación SG. En este caso la x es la distancia desde el comienzo

del medio, t es el tiempo retardado y la envolvente del campo electrico E(x; t) es

proporcional a @u=@x:

En 1972, Zakharov y Shabat hallaron que la ecuación 2..5 es integrable por

el método de dispersión inversa, demostrando así que el método puede ser usado en

diferentes ecuaciones.

La solución más simple (con el signo +) es un pulso exponencialmente localizado,

es decir, un solitón dado por:

usb(x; t) = �Sech(�(x� ct� x0))e
j(cx�wt+�0);

donde w = (c2 � �2)=2 es la frecuencia intrínseca del solitón, � es la amplitud, c su

velocidad, x0 y �0 son la coordenada del centro del solitón y su fase a t = 0.

Estos solitones existen en la región de frecuencias donde los modos de radiación

son ausentes. Esto es, si linearizamos la ecuación y encontramos su relación de disper-

sión, encontramos la región de frecuencias permitidas de las ondas lineales de amplitud

in�nitesimal asociadas al problema no lineal. Los solitones regulares no pueden tener

su frecuencia intrínseca dentro de esta región, ya que esto haría que el solitón perdiera

energía emitiendo ondas lineales (radiación).

La ecuación 2..5 tiene también soluciones de la forma de ondas continuas, CW

ucw(x; t) = �e�j�
2t; � 2 R:

este toma sitio en un tiempo corto comparado con el tiempo de memoria de fase del medio y también
depende de la intensidad del pulso.
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Para el signo (�), la ecuación 2..5 presenta la siguiente solución

usd(x; t) = � [(Cos�)Tanh [� ((Cos�) (x� ct))] + jSen�] ej�
2t;

donde � es la amplitud de las ondas continuas que están en el fondo, � el valor mínimo

del campo en el centro de la solución y c su velocidad. Esto es, ésta onda se mueve

sobre las ondas continuas.

Paralelamente a este trabajo, Hasegawa y Tappert36 , publicaron en 1973, un

trabajo que se convirtió en punta de lanza para uno de los desarrollos tecnológicos más

importantes del siglo XX: las telecomunicaciones. Demostrando que la envolvente(5)

de una onda de luz, que se propaga en una �bra óptica en distancias grandes, puede

ser descrita por la ecuación 2..5.

El desarrollo de la nueva tecnología implicó que se consideraran variantes de la

NLS. La descripción de pulsos ultra cortos llevó a la inclusión de téminos dispersivos

adicionales como son: j"3@3u=@t3, "4@4u=@t4: Y en el estudio de los pulsos intensos o

de �bras dopadas con semiconductores se consideraron términos no lineales de orden

superior como: 
1juj2u, 
2juj4u, 
juj2=(1 + �juj2):

Estas tres ecuaciones (KdV, SG, NLS) dieron lugar a lo que hoy se conoce como

Teoría de Solitones, y se encuentran en los siguientes campos de investigación:

La KdV

� Física de Plasmas.87

5La interacción de dos ondas cuyas frecuencias di�eren ligeramente presentan un patrón de inter-
ferencia de longitud de onda larga. Esta superposición de ondas puede ser vista como el producto de
dos ondas. La primera, tiene un número de onda y una frecuencia que son el promedio de los números
de onda y de las frecuencias originales, respectivamente. La segunda se le conoce como envolvente,
viaja con la velocidad de la onda mas rápida y su longitud de onda es mas larga.
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� Redes eléctricas y lineas de trasmisión no lineales.71

La SG

� Propagación de defectos en cristales.50

� Dominio de paredes en materiales ferroeléctricos y ferromagnéticos.76

� Partículas elementales en una dimensión.76

� Transparencia autoinducida de pulsos cortos.18

� Propagación de unidades de cuantos de �ujo magnético sobre las lineas de trans-

misión largas de Josephon.54

La NLS

� Propagación de paquetes de ondas hidrodinámicas en aguas profundas.37

� Pulsos no lineales de luz en una �bra óptica.4, 5

� Una onda plana de autoenfoque en dos dimensiones.57

� Una onda monocromática automodulada en una dimensión.93

� Ondas de Langmuir en plasmas.92

Además se han encontrado diversos tipos de solitones:

� Algebraicos o racionales.

� Soluciones aisladas o en secuencia.
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� Kink, antikink y breather.

� Temporales o espaciales.

� Los Boomeron, Trappon, Compactons, loop soliton y cusp soliton (las referencias

se encuentran en Scott76).

� Brillantes u oscuros.

� Regulares, embebidos o doblemente embebidos.

A los solitones conocidos como algebraicos o racionales, así como las soluciones

aisladas o en una secuencia (estas últimas se les conoce como cadena de solitones o

solitones periódicos), se les encuentra como soluciones de las ecuaciones KdV, mKdV,

KP (es una extensión de la KdV que presenta una dimensión espacial más) y la BO

cuya solución es conocida como solitón de Benjamín-Ono.

El nombre de solitones temporales o espaciales depende en donde esta ocurriendo

el con�namiento de luz cuando la onda se propaga. En los primeros éste con�namiento

ocurre en el tiempo, para los segundos se tiene en el espacio. Ambos tipos de solitones

se trasmiten en los medios ópticos que presentan efecto Kerr, esto es, medios donde

el índice de refracción sufre cambios no lineales debido a la intensidad de la luz. La

dependencia del índice de refracción con respecto a la intensidad del haz lleva al auto-

enfoque (auto-desenfoque) espacial y a la auto-modulación temporal del haz44 .

Un progreso rápido en el desarrollo de las comunicaciones ópticas ha convertido

a los solitones temporales en el candidato principal para el diseño de sistemas modernos

de trasmisión de ondas de luz44 .
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Los principales solitones espaciales76 son haces ópticos que están autoatrapados

en el espacio en la dirección transversal ortogonal a la dirección de propagación. En

un medio no lineal de auto-desenfoque se pueden encontrar los solitones de anillo (ellos

son ondas solitarias oscuras con simetría de anillo).

Otro tipo de solitones es el descubierto en un cristal fotorefractivo (PR) parcial

dentro de un campo eléctrico dc externo. Ellos son conocidos como solitones espaciales

PR. Cuando son solitones estables en un cristal PR se conocen como solitones de

proyección. Es conocido que el efecto de difusión de cargas fotoexcitadas lleva a

la curvatura de la trayectoria de los solitones PR, dando lugar a los solitones auto-

curvados.

En el campo de la memoria óptica se encuentran los solitones de cavidad.

Cuando se tienen materiales con no linealidad no-instantanea (interna) se tienen los

solitones incoherentes que son multimodos y auto-atrapados.

Un fenómeno interesante se presenta en la formación de solitones por el atra-

pamiento mutuo de ondas que interactuan, a este tipo de solitones se le conoce como

solitones caminantes. Cuando se tienen pulsos localizados en tres dimensiones en un

medio de auto-enfoque con dispersión anómala sin cambios en el espacio o tiempo se

les conoce como Balas de luz.

Algunos experimentos donde pueden ser vistos los solitones son:

I La ecuación de SG puede ser estudiada por medio de un dispositivo mecánico que

consiste de un alambre de torsión horizontal del cual pende la cuerda de un

péndulo que puede girar alrededor del alambre71 .
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II Se puede construir un modelo de una linea de trasmisión mecánica usando una

banda elástica (liga) y al�leres. Ella sirve como una aproximación continua a

la ecuación de SG donde se pueden observar los "kinks". Al aumentar la masa

en la cabeza de los al�leres, se transforma en la ecuación SG discreta con un

pequeño término disipativo extra, �@�n=@t que puede ser ignorado a primera

aproximación21, 71 .

III Kuwabara48 diseña un tanque de agua donde pueden ser obserbados los solitones

que fueron descubiertos por Russell. Tiene una longitud (m) mucho mayor que

su ancho (cm) y su altura (cm). La altura del agua en el tanque es de pocos

centimetros, el tanque posee un compartimento de pared movible que contiene

una cantidad de agua cuya atura es mayor a la del resto del tanque inicialmente,

al moverse ésta pared se genera una acumulación de agua como en el caso de

la proa del experimento original. Cuando es frenada, ésta acumulación sigue

moviendose dando origen a los solitones.

2.2 Caos.

El otro descubrimiento fue hecho por Boris Chiricov al reconocer que los datos

iniciales usados por FPU situaban al sistema en la región de estabilidad de KAM,

esto es, el sistema FPU exhibe la conducta esperada para un sistema cercanamente

integrable. También presentó evidencias teóricas de que si FPU hubieran aumentado

la no linealidad, ellos hubieran encontrado Caos.

Esto puede ser visto al considerar un sistema � � FPU con tres partículas y
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condiciones de frontera periódicas, cuya hamiltoniana viene dada por:

H =
1

2

3X
l=1

p2l +
1

2

3X
l=1

(Ql+1 �Ql)
2 +

�

3

3X
l=1

(Ql+1 �Ql)
3 ; Q4 = Q1; (2..9)

haciendo algunas transformaciones,7, 28, 81 se obtiene:

H =
1

2

�
p21 + p22 + q21 + q22

�
+ q21q2 �

1

3
q32; (2..10)

que corresponde al problema de Hénon-Heiles, cuyas propiedades caóticas ya han sido

estudiadas.

Para la hamiltoniana 2..10 se tiene:

1.- La energía es una cantidad que se conserva, H = E:

2.- p1 está determinado a partir de E = E (q1; q2; p1; p2) :

3.- Las órbitas pueden ser trazadas en un espacio de tres dimensiones.

4.- Si q1 = 0 y p1 > 0, los puntos de intersección de la órbita con el plano (q2; p2) para

cada valor de la energía, presentan una imagen global de la conducta orbital.

Hénon-Heiles usan la energía como un parámetro.

Para E = 1=12; encuentran unas curvas que parecen existir en todas partes,

indicando la posibilidad de una constante de movimiento diferente a la energía y la

integrabilidad del sistema y su no ergodicidad.

Ahora para E = 1=8; las curvas persisten en la vecindad de los puntos �jos a

lo largo de los ejes q2 y p2; ellas corresponden a órbitas periódicas, pero además, los

autores encontraron que las órbitas en esta región generaron una dispersión de puntos
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en el plano y que dos condiciones iniciales cercanas produjeron órbitas cuya distancia

de separación creció exponencialmente con el tiempo.

Cuando E = 0:1667 < 1=6; los puntos llenaron casi todo el plano, existiendo

curvas cerradas muy pequeñas en la vecindad de los puntos �jos. Para E = 1=6 el

movimiento ya no es acotado escapando al in�nito.

Este comportamiento está considerado como una evidencia de la transición al

caos en un sistema de dos cuerpos, ya que el cambio de conducta de estable a caótica

es abrupto.

Como un resumen y a pesar de lo que parece, el descubrimiento de los solitones

fue opacado por la teoría del caos, sin embargo, el desarrollo de las �bras ópticas le dió

un gran impulso.
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CAPITULO 3.

LOS ANTECEDENTES.

Los antecedentes de la presente tesis, fueron los trabajos siguientes:

Uno de 1997 presentado por J. Fujioka y A. Espinosa-Cerón29 . Y el segundo

por Rodriguez et al72, 24, 22 del año 2003.

En ellos aparecen por primera vez los solitones brillantes embebidos y doblemente

embebidos. Es por eso que damos un breve resumen de ellos, así como el por qué surgen

los nombres de solitones brillantes y oscuros.

3.1 Solitones Brillantes y Solitones Oscuros.

Un solitón espacial, en el campo de la óptica, es aquel donde la luz está atrapada

en el espacio y en la dirección transversal a la dirección de propagación.

En una guía de ondas ópticas, la luz está con�nada en el espacio. Esto se debe a

un balance entre la difracción y la refracción del medio homogéneo. La propagación de

la luz en una guía de ondas óptica está descrita por una ecuación de onda lineal inho-

mogénea, las soluciones son modos característicos localizados espacialmente, llamados

modos de la guía.

El mismo resultado se obtiene al considerar efectos no lineales, como el cambio

del índice de refracción del medio; de manera que el índice sea más grande en la región

donde la intensidad del haz sea mayor. En este caso el haz está creando su propia guía

de ondas y está atrapado en ella.

El solitón espacial puede ser pensado como el modo fundamental de esta guía

de ondas.
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Figure 3..1: a) Onda Viajera. b) Solitón Brillante. c) Solitón Oscuro.

La ecuación principal que gobierna la evolución del campo óptico en medios no

lineales es la conocida NLS, que puede ser escrita de forma adimensional como:

j
@u

@z
+
�2
2

@2u

@x2
� 
juj2u = 0; (3..1)

si aquí remplazamos la variable z por t obtenemos la ecuación original de cuántica,

o podemos cambiar el término (�2=2)(@
2u=@x2) por (�2=2)(@

2u=@t2) dando origen a

los solitones temporales (representan pulsos ópticos que mantienen su forma durante

la propagación, su existencia está ligada a las �bras ópticas), con �2 el parámetro de

dispersión de la velocidad de grupo y 
 el parámetro de no linealidad. En los solitones

espaciales �2 = 
 = 1; mientras que en los solitones temporales �2 = �1, 
 = 1: Donde

u(x; z) es la amplitud de la envolvente del haz, y suponemos variando lentamente con

z .

La ecuación 3..1 puede ser solucionada exactamente usando el método de dis-

persión inversa.
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La de�nición de solitones brillantes y oscuros se da a partir de las soluciones de

la ecuación 3..1.

Para el signo (+) se tienen los solitones brillantes y para el signo (-) los solitones

oscuros.

Se le llama solitón brillante porque corresponde a un pulso de luz71 y la solución

más simple que preserva su forma viene dada por

u(x; z) = aSech [a (x� vz)] ej(vx+(a
2�v2)z=2); (3..2)

donde v es la velocidad transversal del solitón que se propaga haciendo un ángulo con

el eje z.

Cuando v = 0 se tiene el modo fundamental de la guía de ondas autoinducida

por la propagación del haz. Si el haz tiene ésta forma, toda la energía estará contenida

en éste modo y el haz se propagará sin cambios en su forma. Cuando la forma del

haz inicial no es exactamente así, parte de la energía deberá ser puesta en los modos

acotados de orden alto o en los modos de radiación de la guía de onda no lineal, los

cuales fueron encontrados si se resolvió el problema por medio del método de dispersión

inversa.

Cuando v 6= 0 se encuentra que los solitones brillantes forman una familia de

dos parámetros (a; v). Algunos experimentos donde se presentan solitones brillantes

pueden ser encontrados en Mollenauer et al60 .

En la ecuación que gobierna los solitones temporales se encuentran no sólo los

solitones brillantes (�2 = �1, régimen de dispersión anómalo) sino también solitones

oscuros (�2 = 1, régimen de dispersión normal).
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En el contexto de la óptica, un solitón oscuro corresponde a un hoyo en la

onda continua (ver capítulo anterior) portadora de la luz; la posición donde la luz está

ausente71 Este solitón viene dado por

u(x; z) = u0 f(Cos�)Tanh [u0 (Cos�) (x� u0 (sen�) z) + j (Sen�)]g e�juoz; (3..3)

donde � está relacionado con el cambio de fase que sufre el solitón oscuro. La u0 es la

amplitud de las ondas continuas donde viaja (el "background").

La comparación de 3..2 y 3..3 muestra que el término u0Sen� juega el rol de la

velocidad del solitón en la dirección x. Y representa la velocidad relativa del solitón

oscuro con respecto a las ondas continuas sobre las que viaja. Como podemos observar

en la ecuación 3..3, la rapidez del solitón oscuro depende de su amplitud.

Cuando � = 0 tenemos un solitón oscuro estacionario

u(x; z) = u0 fTanh [u0x]g e�juoz;

él no se mueve con respecto a su fondo, recibiendo el nombre de solitón negro dado que

sufre un cambio de fase en x = 0 y la intensidad cae a cero en ese punto. Cuando

� 6= 0 se les llama grises.

Los solitones brillantes tienen una fase constante, mientras los oscuros cambian

su fase a través de su anchura ( la tanh(x) es antisimétrica).

Algunos experimento para solitones oscuros en un circuito fueron realizados por

Muroya et al62 .

A pesar de que la denominación de brillantes y oscuros nació en la óptica, ahora

en cualquier campo donde se presenten solitones cuya estructura matemática venga

dada por 3..2 y 3..3 reciben esos nombres.
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3.2 Solitones Embebidos (SE).

En el capítulo 2 se mencionan las ecuaciones KdV, la SG y la NLS como las

detonantes del desarrollo de la teoría de solitones. Y en la sección anterior encontramos

que la ecuación NLS presenta como soluciones a lo que ahora se conoce como los

solitones brillantes y los solitones oscuros.

Y como ya se mencionó, la NLS presenta solitones cuya frecuencia intrínseca

está fuera del rango de las frecuencias lineales permitidas al sistema, ya que si esto no

ocurriera el solitón desaparecería emitiendo ondas, esto es, en forma de radiación. Pero,

en 1997 se propuso una modi�cación de esta ecuación cuyo aporte principal fueron "los

pulsos semejantes a un solitón que no emiten radiación a pesar de tener un número de

onda inmerso en el espectro lineal del sistema"29, 22 .

A este tipo de pulsos se les llamó solitones embebidos y su característica prin-

cipal es que su frecuencia o su velocidad de fase intrínsecas caen en la región de las

frecuencias o velocidades de fase lineales asociadas al sistema no lineal. Ellos resultan

ser estados excepcionales por esta característica ya que sólo emitirán ondas lineales si

son perturbados.

Estos solitones fueron identi�cados en 1997 por J. Fujioka y A. Espinosa-Cerón29

. Los autores los encontraron en modelos ópticos no lineales que incluían no lineari-

dades cúbicas y quintas, y posteriormente fueron descubiertos en hidrodinámica y en

la dinámica de cristales liquidos.

Fujioka y Espinosa-Cerón estudiaron la ecuación generalizada de Schrödinger:

j
@u

@z
+ "2

@2u

@t2
+ "4

@4u

@t4
+ 
1juj2u� 
2juj4u = 0; (3..4)
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que describe la propagación de pulsos intensos muy cortos en materiales tipo no-Kerr,

donde u(z; t) es la envolvente del campo eléctrico que varía lentamente y donde "i y 
i

son constantes. En la descripción de pulsos de luz en �bras ópticas la z corresponde a

la distancia a lo largo de la �bra y la t es el tiempo retardado.

Al intercambiar z ! t y t ! z en la ecuación 3..4, se tiene una ecuación que

gobierna la evolución espacial de haces ópticos compactos (tight optical beam) en una

guía de onda plana con los términos no lineales cúbico y quinto y donde el término

@4u=@z4 es una corrección a la aproximación paraxial usual. La aplicación de este

modelo fue obtenido de manera experimental por F. Smektala et al73 y por C. Zhan90

La 3..4 con "i y 
i > 0 tiene tanto soluciones tipo solitones brillantes como

solitones oscuros dados por:

Solitones Brillantes Solitones Oscuros

u(z; t) = A1Sech(
t
w1
)ejk1z u(z; t) = A2Tanh(

t
w2
)e jk2z

A21 =

1
2
2

A22 = 4
p
3"4=2
2=w

2
2

k1 =
5
21
32
2

k2 = � 3"22
50"4

� "2
1
25"4

p
3"4=2
2 +

6
21
25
2

w21 = 14"4="2 w22 =
20"4

"2+2
1

p
3"4=2
2

Donde la velocidad y el número de onda dados por 1
w1
; k1 y 1

w2
; k2; respectiva-

mente, son de los solitones brillantes y oscuros, y donde los coe�cientes "i y 
i satisfacen

la siguiente relación para los solitones brillantes:

"4
"2
=
24
2
49
21

:

Como se dijo antes, la característica principal de estos solitones es la presencia de

la frecuencia intrínseca del solitón dentro del intervalo de las frecuencias de los modos

de radiación y que, a pesar de ello, el solitón no radía, esto es, el solitón está embebido.
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La ecuación 3..4, con 
2 = 0 presenta soluciones tipo solitón que no radian si

"2 < 0 y "1; 
1 > 0 y cualquier solución con "2 > 0 emitirá radiación ya que las ondas

lineales asociadas al sistema se presentaran en esta región. Para "2 = 0 y "1 > 0 se

tienen soluciones tipo onda solitaria si ambos 
1 y 
2 son positivos o negativos. Cuando

son negativos la solución es inestable y una ligera perturbación en su altura la lleva a

dispersarse o a estallar en una distancia �nita.

Los autores realizaron su estudio por medio de una simulación numérica para

los solitones brillantes que son embebidos .

El espectro de frecuencias, que estan permitidas en este sistema, se encuentra al

obtener la relación de dispersión lineal

�k1 = "4!
4 � "2!

2; (3..5)

ella nos da los números de onda que se presentarían en las ondas radiadas por el solitón

si este se perturbara.

Estas simulaciones se hicieron dando una amplitud más grande y más pequeña

que la solución exacta y su comportamiento fue observado en un tiempo su�cientemente

largo. Encontraron que el solitón más grande decaía al solitón exacto, mientras que el

solitón más pequeño no mostraba tendencia a estabilizarse. La radiación emitida se

encuentra en los valores dados por 3..5. Comprobaron, además, que si el solitón no es

perturbado, no emite radiación.

También encuentran que la altura y el ancho del solitón oscilan de manera amor-

tiguada, concluyendo que este comportamiento se debe a la emisión de radiación.

Estos SE son de gran utilidad ya que presentan una resistencia extraordinaria
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a las perturbaciones que pueden desintegrarlos. Matemáticamente, estos solitones

embebidos son soluciones semiestables y son únicos.

Un poco después, en 1999, fueron encontrados otros dos sistemas que presentan

este tipo de solitones, uno por Champneys, Malomed y Friedman, y el otro por Yang,

Malomed y Kaup85 . Fue en este año que se acuñó el nombre de Solitones Embebidos.

3.3 Solitones embebidos, doblemente embebidos y familias.

Las ecuaciones KdV, NLS y SG son ecuaciones que aparecen en la teoría de los

cristales líquidos (LC).

La KdV describe medios con términos dispersivos y no lineales débiles, mientras

la NLS contempla situaciones donde la no linealidad es débil y el término dispersivo es

fuerte, tal como se presentan en la propagación de señales en �bras ópticas de LC.

A diferencia de la ecuación 3..4, la ecuación presentada en esta sección surge

de modelar la propagación de pulsos ópticos a través de una �bra cilíndrica de cristal

líquido con las moleculas alineadas y teniendo un medio tipo Kerr, Fig. 3.2. Ella es

una versión compleja de la ecuación modi�cada de Korteweg-de Vries (mKdV).

Este modelo fue presentado por Rodriguez et al72, 24, 22 en el año 2003 y muestra

que los modos magnéticos transversales estan gobernados por

@u

@z
� "

@3u

@t3
� 
juj2@u

@t
= 0; (3..6)

la cual di�ere de la ecuación 2..2 en:

� u(z; t) es una función compleja.

� Aquí consideramos el tiempo retardado.
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Figure 3..2: Un haz de luz, cuyas componentes TM se muestran, propagandose en una

guía de ondas cilíndrica.

� Se intercambiaron las variables t! z y x! t.

� Aquí tenemos 
juj2@u=@t y en la otra se estudia u@u=@x:

Esta ecuación presenta solitones brillantes y oscuros dados por:

Brillantes Oscuros

u(z; t) = ASech( t�az
w
)ej(qz+rt) u(z; t) = BTanh( t�bz

v
)ej(Qz+Rt)

A2w2 = 6"=
 B2v2 = �6"=


a = 3"r2 � 1
6

A2 b = 3"R2 � 1

6

B2

q = 1
2

A2r � "r3 Q = 
B2R� "R3

" y 
 deben tener signos iguales " y 
 tienen signos contrarios

La condición sobre los parámetros " y 
 se debe precisamente al balance entre

la no linealidad y la dispersión. Donde la velocidad y el número de onda intrínseco
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son: 1
w
; q + ar y 1

v
; Q+ bR para para los solitones brillantes y oscuros respectivamente.

Para ambos tipos de solitones podemos observar que la solución presenta cinco

parámetros, teniendo tres como función de los otros dos, generando así una familia de

solitones de dos parámetros. Para los solitones brillantes, estas familias pueden ser

vistas de la siguiente manera: Dado los valores de " y 
 se �ja el producto A2w2 = cte:;

y por lo tanto, obteniendo una in�nidad de valores de A y w tales que su producto

siempre será el mismo. Ahora bien, para que tanto a como q se mantengan iguales es

necesario variar r. De manera similar pueden verse las familias de los solitones oscuros.

Los autores encuentran que el número de onda intrínseco es (q + ar) para los

solitones brillantes y que la relación de dispersión lineal es

k = "!3 � a!; (3..7)

de aquí concluyen que, el rango de los números de onda permitidos a las ondas lineales

son el conjunto de los reales y por lo tanto, el número de onda intrínseco del solitón

está inmerso en este intervalo.

Este hecho nos dice que todos los solitones brillantes estan embebidos de acuerdo

al criterio de la frecuencia.

El recíproco de la velocidad de fase asociada a una onda plana de amplitud

in�nitesimal

u0 = �ej(kz�!(t�az)); (3..8)

viene dado por:

�t

�z
=
k

!
+ a;

mientras la velocidad de fase recíproca obtenida por medio de la relación de dispersión
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es:

k

!
= "!2 � a;

de donde

�t

�z
= "!2;

concluyendo que los solitones brillantes están embebidos de acuerdo al criterio de ve-

locidades de fase si a" > 0: Esto es, el solitón presenta una velocidad que se encuentra

contenida en el intervalo de la velocidad de fase de las ondas lineales permitidas al

sistema.

Cuando se cumplen las dos condiciones anteriores, a" > 0 y (q + ar) real,

entonces se dice que el solitón brillante está doblemente embebido. Ahora, si a" < 0

sólo tenemos al solitón embebido en su número de onda.

El estudio numérico de un solitón brillante embebido que es perturbado muestra:

� El solitón tiene una velocidad recíproca diferente a la exacta, ya que ella depende

de la amplitud.

� Se genera una onda de radiación de amplitud pequeña emitida por la parte derecha

del pulso.

� Al sacar el espectro de Fourier de esta onda se encuentra que corresponde a las

frecuencias de radiación predichas por: "!3 � a! � (q + ar) = 0:

� Al considerar amplitudes por arriba y por debajo de la amplitud exacta, encon-

traron que los solitones se estabilizaban en amplitudes diferentes a la exacta.

Concluyendo así que los solitones brillantes son estables.
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Al perturbar al solitón doblemente embebido, los autores24, 22 encuentran que se

mueve a lo largo de su eje temporal y que su amplitud oscila al igual que su ancho.

El amortiguamiento de esta oscilación es muy lento, requiriendo un tiempo mayor para

ver su estabilización. La presencia de un tren de ondas de amplitud muy pequeña se

presenta en el lado derecho del solitón y el espectro muestra las frecuencias donde se

tiene resonancia con las ondas lineales tanto en su frecuencia como en su velocidad de

fase.

Su estudio muestra que tanto el embebimiento en la velocidad de fase como en

el de la frecuencia, tienen la misma importancia en el proceso.
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CAPITULO 4.

LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y EN DIFERENCIAS FINITAS

Y LA RELACIÓN DE DISPERSIÓN .

En el estudio de la propagación de ondas en un medio, se considera generalmente

que la permitividad o la velocidad de fase de la onda se mantienen constantes con

respecto a la frecuencia temporal. Sin embargo, en muchos casos, la permitividad o

el índice de refracción, que son propiedad del medio donde se propaga la onda, son

funciones de la frecuencia o la longitud de onda, que son las propiedades de la onda

que se propaga en el medio.

Cuando el índice de refracción del medio, �; depende de la frecuencia de la onda,

!; es frecuente hablar de la relación de dispersión; que viene dada como una función

de k(!), donde k es el número de onda.

Por ej.: En los medios ópticos, los materiales usados cambian sus propiedades

al aplicarseles un campo externo, por lo que su índice de refracción depende del campo

aplicado. En otros medios, la geometría in�uye en la onda que se propaga.

La relación de dispersión puede escribirse en cualquiera de las siguientes formas:

! = W (k);

k = K(!);

y haciendo el desarrollo en serie de Taylor alrededor de un punto (!0; k0) encontramos

la relación de dispersión usada en la descripción de un pulso óptico que se propaga en
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un medio no lineal:

! = !0 + �1 (k � k0) + �2 (k � k0)
2 + �3 (k � k0)

3 + �4 (k � k0)
4 �; !0 > 0;(4..1)

! = �!0 + �1 (k + k0)� �2 (k + k0)
2 + �3 (k + k0)

3 � �4 (k + k0)
4 ; !0 < 0;(4..2)

donde la ! es función de k y donde las ��s son proporcionales a las parciales de ! con

respecto a k evaluadas en el punto (!0; k0): Estas ecuaciones describen una región

pequeña en la curva de dispersión, alrededor del punto. Hay que recordar que una

onda que se propaga en la dirección +z tiene (�!;�k), mientras que una onda que se

propaga en la dirección �z presenta (�!;�k):

Dependiendo del sistema estudiado, uno tendrá diferentes términos en las ecua-

ciones 4..1 y 4..2. Por ej. en las ecuaciones que representan propagaciones bidirec-

cionales se tienen usualmente términos cuadráticos.

Haciendo


 = ! � !0;

� = k � k0;

que representan las bandas alrededor de (!0; k0); en la ecuación 4..2 se cambia el signo

� por el +. Podemos escribir


 = �1�+ �2�
2 + �3�

3 + �4�
4: (4..3)

que replaza a las ecuaciones 4..1 y 4..2, ya que los signos de esta última se incluyen en

las ��s:

Ahora bien, si consideramos una onda dada por

un = �ej(!t�kn�x); (4..4)
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con � la amplitud in�nitesimal, la frecuencia !, la k constante de propagación, con t el

tiempo continuo y n un índice discreto que representa la posición de las partículas en

un medio discreto, podemos encontrar los siguientes operadores

km ! 1

(�j)m�m; (4..5)

! ! �j @
@t
; (4..6)

donde m = 1; 2; 3; 4 y �m son los operadores en diferencias �nitas mencionados en esta

tesis (ver siguiente capítulo). El operador temporal, ecuación 4..6, es igual al utilizado

en medios continuos.

Conociendo la relación de dispersión, uno puede hallar la ecuación diferencial

parcial asociada a una onda en el medio utilizando los operadores anteriores. Haciendo

esto para 4..3, donde utilizamos los operadores con estas nuevas variables, � y 
,

obtenemos la siguiente ecuación:

�j @un
@t

= �1

�
1

�j

�
�uen + �2

�
1

�j

�2
�2un + �3

�
1

�j

�3
�3un + �4

�
1

�j

�4
�4un;

(4..7)

agrupando términos

�j( @
@t
+ �1�)un = ��2�2un � �3j�3un + �4�uen; (4..8)

y haciendo la siguiente transformación:

T = t+ �1n�x;

podemos escribir

�j @
@T

un = ��2�2un � �3j�3un + �4�un: (4..9)
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Como se menciono antes, las ��s son proporcionales a las derivadas parciales de

! con respecto a k evaluadas en el punto (!0; k0): Aquí �1 es la velocidad de grupo y

�2 es una medida de la dispersión de la velocidad de grupo (GVD). A los términos �3 y

�4 se les conoce como términos de dispersión de 3
o (TOD) y 4o orden respectivamente.

Ahora bien, cuando la velocidad de fase, !0=k0; es igual a la velocidad de grupo,

�1; se dice que el medio es no dispersivo. Y podemos escribir la ecuación de onda

cinemática:

@un
@t

+ v�un = 0

aqui �3 y �4 son despreciados ya que el pulso es cuasimonocromático y su forma es

practicamente una delta.

Si se tiene la envolvente de un pulso que se mueve a la velocidad de grupo �1,

la �2 es la responsable de que el pulso se ensanche, de ahí el nombre de dispersión de

la velocidad de grupo. Dependiendo del signo de �2 tenemos dos tipos de dispersión.

Si �2 > 0, se dice que se tiene el régimen de dispersión normal, donde las componentes

de frecuencia alta (tendiendo al azul) viajan más lentamente que las componentes de

frecuencia baja (tendiendo al rojo). Cuando �2 < 0, se tiene el régimen de dispersión

anómalo, aquí las frecuencias altas viajan más rápido que las bajas. A la longitud de

onda en la que �2 = 0; se le conoce como longitud de onda de dispersión cero8 ,�d,

aún cuando no implica que la dispersión desaparezca totalmente, ya que existe una

corrección debida al factor �3: También se utiliza �3 cuando se tienen pulsos ultra

cortos (T0 < 1ps), aún cuando �2 6= 05 .

El régimen de dispersión anómalo es de considerable interés para el estudio de
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efectos no lineales. Ya que es en este régimen en el que las �bras ópticas soportan a

los solitones brillantes por medio del balance entre términos dispersivos y no lineales.

Una consecuencia de la presencia de TOD, es la distorsión del pulso de manera

tal que se vuelve asimétrico, con una estructura oscilatoria en uno de sus lados5 .

Cuando �3 > 0 y �2 = 0 las oscilaciones se presentan en el borde derecho del pulso y

sus oscilaciones decaen a cero. Cuando �3 < 0 y �2 = 0 esta estructura se presenta en

el otro borde. Dependiendo del valor de �2 las oscilaciones tenderán a desaparecer y

el pulso presentará una larga cola.

El término �4 se utiliza cuando �2 y �3 se compensan entre sí y también se

recurre a él cuando �2 ! 0, ya que es determinante para el cálculo del ancho de banda5

.

Los efectos dispersivos de orden alto pueden distorsionar los pulsos ópticos ul-

tracortos en los regimenes tanto lineales como no lineales por lo que su inclusión se

hace cerca de �d:

La ecuación 4..9 resulta ser la ecuación parcial lineal diferencial y en diferencias

�nitas asociada a la relación de dispersión dada por las ecuaciones 4..1 y 4..2. En esta

ecuación tenemos una mezcla de términos reales e imaginarios, por lo que la ecuación

puede ser separada en dos, la parte real y la parte imaginaria.

Sin embargo, la ecuación 4..9 no posee a los solitones como solución, por lo que

es necesario agregar los términos no lineales que nos permitirán obtenerlos:

j
@un
@T

+ �2�2un � j�3�3un + �4�4un = f(un; junj2; junj4;�un); (4..10)

donde la f(un; junj2; junj4;�uen) es una función no lineal.
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Para el presente estudio se recurre a dos funciones no lineales que dependen de

los valores de las ��s:

Cuando �3 = 0 :

f(un; junj2; junj4;�un) = �1
2

1junj2(un+1 + un�1) (4..11)

+
2

3

2junj4(un+2 + un�2 + 4�(un+1 + un�1));

donde los coe�cientes 
1 y 
2 están relacionados con la no linealidad en la curva de

dispersión alrededor del punto (!0; k0): Esto es, a la ecuación 4..9 se le agregan los

términos :

@!

@(un)
junj2 y

@2!

@(un)2
junj4

que equivale a decir que la ! es función de la amplitud �nita de la onda, dependiente

tanto de la velocidad de fase como del ancho del pulso46 . El término junj2(un+1+un�1)

se debe a la dependencia del índice refractivo con la intensidad, llevando a lo que se

conoce como fenómeno de auto-modulación de la fase, el cual hace que un pulso pueda

experimentar un ensanchamiento espectral al viajar a través de la �bra, pero su forma

permanece sin cambios. Al introducir los términos que están entre paréntesis en 4..11,

nos queda la siguiente ecuación:

j
@un
@T

= �"2�2un � "4�4un

�1
2

1junj2(un+1 + un�1)

+
2

3

2junj4(un+2 + un�2 + 4�(un+1 + un�1)); (4..12)

donde �2 y �4 han sido sustituidos por �"2 y "4; respectivamente, y donde 
1 y 
2 son

proporcionales a @!=@(un) y @2!=@(un)2; respectivamente.
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Como se verá en el próximo capítulo, esta ecuación tiene solitones como solución.

Cuando �2 = �4 = 0,tomaremos:

f(un; junj2; junj4;�un) =
�junj2
12(�x)

[�(un+1 � un�1)� �(un+2 � un�2)]: (4..13)

En este caso, el término no lineal juj2�u se puede obtener si sustituímos, en la ecuación

4..9, �1 por �1(1 � �junj2=�1); donde el término adicional sale de considerar que se

propaga una onda en un medio no lineal y ella induce una polarización cúbica, P =

"0�
(3)E3; lo que equivale a decir que el índice de refracción cambia en una cantidad

proporcional a la intensidad óptica.

Este es un efecto que envuelve una gran variedad de procesos importantes que

incluyen el auto-enfoque de un haz de laser, la auto-modulación de la fase, la re�ex-

ión de la fase conjugada, el cambio de autofrecuencia encontrado en pulsos ultracortos

obtenidos debido a la ganancia de Ramman que es atribuida a las vibraciones molecu-

lares asociadas con la susceptibilidad no lineal y los solitones.

Fue necesario la introdución de � y � para conseguir la expresión 4..13, por lo

tanto obtenemos:

@un
@T

= "3�3un +
�junj2
12(�x)

[�(un+1 � un�1)� �(un+2 � un�2)]; (4..14)

donde "3 toma el lugar �3 y donde se canceló j en la ecuación 4..9 antes de formar esta

ecuación.

Tanto para la ecuación 4..12 como para la 4..14, las diferencias �nitas son las

trabajadas en el siguiente capítulo.
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CAPITULO 5.

SOLITONES EMBEBIDOS EN UNA RED.

Como ya se mencionó los Solitones Embebidos (SE) se descubrieron en 1997,29

a partir de entonces se han encontrado en varios modelos no lineales contínuos.

Los SE son soluciones complejas de ecuaciones diferenciales parciales asociadas

a las �bras ópticas, entre otros medios, y el carácter de embebido se debe a que estos

solitones presentan las siguientes características:

� Para los modelos ópticos no lineales el número de onda intrínseco del solitón

está inmerso o embebido en el espectro continuo correspondiente a los modos de

radiación.29

� En el caso de la hidrodinámica se dice que están embebidos porque su velocidad

de fase está contenida en el intervalo de velocidades de fase asociadas a las ondas

lineales86 .

� En los medios dinámicos de cristales líquidos, se tiene que los SE están doblemente

embebidos, ya que tanto su número de onda como su velocidad de fase toman

valores que le son permitidos a las ondas lineales72 .

Existen, además, otras propiedades interesantes de los SE como son:

1.- Existencia de familias continuas de SE, esto es, existen uno o más parámetros del

solitón que pueden variar sin necesidad de cambiar al sistema.

2.- La estabilidad de estas familias: Se considera estable si su forma no se desvía

grandemente bajo pequeñas perturbaciones e inestable si esto no ocurre.
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3.- Su movimiento a través de la red es con velocidad constante y arbitraria.

Hasta antes de este trabajo (2004) sólo se tenían solitones regulares descritos

por ecuaciones diferenciables y en diferencias no lineales, con excepción de dos casos:

� Los llamados "Phantom breathers"61 cuyos armónicos de orden alto caen en la

banda de fonón, pero ellos sólo existen en redes �nitas donde el espectro lineal

es discreto y por lo tanto sus armónicos pueden encontrar espacio entre estas

frecuencias para poder existir.

� En las redes de Frenkel-Kontorova se encontraron de manera numérica "kinks"

embebidos, no así su expresión analítica.

Sabiendo que existen ecuaciones discretas que provienen de las ecuaciones con-

tinuas y que si la continua presentaba solitones se esperaría que también la discreta los

presentara, nació la inquietud de pasar las ecuaciones 3..4 y 3..6 a versiones discretas

que presentaran solitones. Para obtenerlas fue útil estudiar la ecuación de Ablowitz-

Ladik (AL-NLS), ya que observando su estructura, se diseñaron las presentadas en esta

tesis.

El siguiente paso fue investigar la existencia de Solitones Embebidos o doblemente

Embebidos en una Red (SER), esto es, encontrar SE en medios discretos y ver si ellos

presentan las propiedades mencionadas arriba.

5.1 Una Ecuación mNLS discreta.

Como se sabe que soluciones semejantes a las encontradas en los sistemas con-

tinuos pueden ser esperadas en los sistemas discretos equivalentes y conociendo que la
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ecuación, mencionada en el capítulo 3:

j
@r

@t
+ "2

@2r

@x2
+ "4

@4r

@x4
+ 
1 jrj

2 r � 
2 jrj
4 r = 0 (5..1)

posee Solitones Embebidos, donde se han intercambiado las variables x y t con respecto

a las referencias29, 23 y siendo su expresión:

r (x; t) = ASech (Bx) e jCt (5..2)

se procedió a encontrar una ecuación discreta que presentara Solitones Embebidos y

que en el límite �x! 0, se comportará como la continua34 .

5.1.1. La ecuación y sus soluciones.

La ecuación debe presentar tanto términos no lineales como términos dispersivos,

asegurando así un sistema cuyas soluciones puedan ser tipo solitón. Esta ecuación viene

dada por:

j
@rn
@t

+ "242rn + "444rn + 
01 jrnj
2 (rn+1 + rn�1)

�
02 jrnj
4 (rn+2 + rn�2 + 4� (rn�1 + rn�1)) = 0; (5..3)

donde:

42rn = (rn�1 + rn+1 � 2rn) = (4x)2 (5..4)

44rn = (rn+2 + rn�2 � 4 (rn+1 + rn�1) + 6rn) = (4x)4 (5..5)

"02 =
"2

(�x)2
; "04 =

"4
(�x)4

; 
01 =
1

2

1; 
02 =

2

3

2

con

rn = r (n�x; t)
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que es una función de valor complejo la cual depende de la variable discreta n y del

tiempo t continuo. Los coe�cientes "2, "4, 
1, 
2 , � y �x son parámetros reales,

donde �x está asociada a la separación entre los puntos de la retícula.

Al comparar la ecuación 5..3 con la 5..1 vemos que los términos lineales "242rn

y "444rn son justo las versiones en diferencias �nitas de los términos lineales en 5..1.

El primer término no lineal en 5..3 tiene la forma de la expresión no lineal

introducida por Ablowitz y Ladik cuando estudiaron la ecuación de Schrödinger no

lineal (NLS) en su versión discreta2 y el térmio de 5o orden es mucho más complicado que

él mostrado en 5..1. Este tipo de no linealidad no habia sido estudiado anteriormente.

La ecuación 5..3 tiene como soluciones pulsos de diferentes tipos:

1.- Solitones Brillantes, cuya expresión analítica es:

rn = ASech(Bn4x)e� jCt; (5..6)

2.- Solitones Oscuros, dados por:

rn = ETanh(Fn�x)e� jGt: (5..7)

Estos pulsos se muestran en las Fig.3.1 (b) y (c) respectivamente. Aquí A y E

son las amplitudes, B y F son el número de onda y C y G son las frecuencias

intrínsecas.

En los solitones brillantes, la solución 5..6, se tiene:

A2 =

r
"4

02

Senh2(2B4x)
(4x)2

; (5..8)

C = �2"02 (Cosh (B4x)� 1)� 4"04(Cosh (B4x)� 1)2; (5..9)
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0 = Cosh6 (B4x)� ( (

0
1)
2

4
02 "
0
4

+ 1)Cosh4 (B4x) +
�
"02
4 "04

� 1
�
Cosh3 (B4x)

+
1

4
Cosh2(B4x)� 1

2

�
"02
4 "04

� 1
�
Cosh (B4x) + 1

4

�
"02
4 "04

� 1
�2

; (5..10)

que también puede ser escrita como

(
01)
2


02
= "04

h
"02
4 "04
� 1 + Cosh(B4x)Cosh(2B4x)

i2
Cosh4(B4x) � (5..11)

� [4Cosh
2 (B�x) (4�Cosh (B�x) + Cosh (2B�x))]

Cosh (2B�x) (4Cosh2 (B�x)� 1) ;

determinando las relaciones existentes entre los parámetros del sistema y los coe�cientes

de la solución. No obstante el conjunto de coe�cientes de la ecuación f"2; "4; 
1; 
2; �;�xg

debe satisfacer las siguientes condiciones:

� "4 y 
2deben tener el mismo signo (dado que el valor de A
2 debe ser positivo,

ecuación 5..8).

� "2; "4; 
1; 
2 y �x deben ser tales que la ecuación 5..10 (considerada como un

polinomio de grado sexto en z = Cosh(B�x)) debe tener al menos una solución

real más grande que uno, de ella puede ser obtenido el valor de B; como se puede

ver la � no entra en la determinación del valor del Cosh(B�x).

� Sin embargo, el valor de � debe satisfacer la siguiente ecuación:

� =
1� 2Cosh2(B4x)
16Cosh3(B4x) ; (5..12)

donde el valor de Cosh(B�x) es determinado por la ecuación 5..10.

La ecuación 5..12 nos dice que � no es un parámetro libre sino que depende de

los otros parámetros.
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Ahora, para las soluciones tipo solitón oscuro, tenemos las siguientes relaciones

entre los parámetros del solitón y los de la ecuación:

E2 =

r
"4

02

Tanh2(2F4x)
(4x)2

; (5..13)

0 =
�
4"04 � "02

�
Tanh10 (F�x)

+3
�
4"04 � "02

�
Tanh8 (F�x)

+

"
8"04 � 2"02 � 4
01 (�x)

2

s
"04

02

#
Tanh6 (F�x)

+

"
�4"4 + 2"2 (�x)2 � 4
01

s
"04

02

#
Tanh4 (F�x)

+

"
�20"04 + 3"02 + 4
01

s
"04

02

#
Tanh2 (F�x)

+

"
"02 + 4


0
1

s
"04

02

#
; (5..14)

G = 2"02Tanh
2 (F�x) + 2"04

�
Tanh2(2F4x)� 4Tanh2 (F�x)

�
; (5..15)

� = �
�
1

16

�
Sech2(F�x): (5..16)

Al igual que para los solitones brillantes tenemos 3 limitaciones:

1.- Los parámetros "4 y 
2 deben tener el mismo signo (dada la ecuación 5..13).

2.- Los valores de "2; "4; 
1; 
2 y �x deben ser tales que la ecuación 5..14 (considerada

como un polinomio de grado quinto en z = Tanh2(F�x)), tenga al menos una

solución real en el rango (0; 1) : De esta solución obtenemos el valor de F , y de la

misma manera que para el solitón brillante, la � no determina Tanh2(F�x).
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Figure 5..1: Las funciones � (B�x) y � (F�x), las cuales son de�nidas, respectiva-

mente, por las ecuaciones 5..12 y 5..16.

3.- El valor de � debe satisfacer la ecuación 5..16, y por lo tanto no es un parámetro

independiente. La grá�ca de la función � (F�x) es la curva superior de la Fig.5.1,

como se mencionó antes. Y de ella concluímos que � deberá estar en el intervalo

[�1=16; 0) si queremos soluciones tipo solitones oscuros.

En la Fig.5.1.la curva inferior corresponde al valor de � como función de B4x;

mientras la superior tiene que ver con la ecuación 5..16. Observando, podemos inferir

que para tener una solución tipo solitón brillante, es necesario que la � se encuen-

tre en el rango de valores [�(2=3)1=2=12; 0). Además, al seleccionar � en el inter-

valo
�
�(2=3)1=2=12;�1=16

�
podemos obtener dos solitones diferentes con los mismos

parámetros en la ecuación. En el caso de los solitones oscuros la � 2 [�1=16; 0) y por

lo tanto en el rango de [�1=16; 0) podemos encontrar un solitón brillante y un solitón
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oscuro. Resumiendo:

� La ecuación 5..3 tiene 6 parámetros f "2; "4; 
1; 
2; �;�xg : La solución tipo

solitón brillante viene dada por 5..6. La relación entre las constantes de la

solución y los parámetros de ella vienen expresados en las ecuaciones 5..8-5..12;

uno de los parámetros no es independiente � 2 �(2=3)1=2=12; 0). Para la solución

tipo solitón oscuro se utiliza las ecuaciones 5..13-5..16 y su expresión viene dada

por 5..7, � 2 �1=16; 0).

� Dos solitones brillantes coexisten al mismo tiempo si se restringe el intervalo de �;

esto es, � 2 (�(2=3)1=2=12;�1=16; y, por lo tanto, dos de los parámetros quedan

como función de los demás. No existe ningún rango donde coexistan dos solitones

oscuros. Como un ejemplo de lo anterior, escogimos el valor de � = �0:065, lo

que nos lleva a los valores B1 = 0:954 y B2 = 0:310, si consideramos �x = 
2 =

"4 = 1, entonces tenemos "2 = 14:16 y 
1 = 5:64. Al sustituir estos valores

en las ecuaciones 5..8 y 5..9, obtenemos los valores de A1 = 3:647; A2 = 0:732;

C1 = �14:857 y C2 = �1:385, quedando determinados los dos solitones brillantes.

� Para tener al mismo tiempo, un solitón brillante y un solitón oscuro, debemos

escoger la � en el intervalo [�1=16; 0) ; y volviendo a tener dos párametros que

quedan como función de los restantes. Como ejemplo: si � = �0:05, implica que

B1 = 1:452 y F1 = 0:481, tomando �x = "4 = 
2 = 1; encontramos "2 = 15:289 y


1 = �7:544; lo que nos lleva a obtener A1 = 10:077; C1 = �44:634; E1 = 0:825 y

G1 = 5:627. Pero también obtenemos "2 = �7:289 y 
1 = 5:730 que nos conduce

a A2 = 10:077; C2 = 11:992; E2 = 0:825 y G2 = �3:405. Este es un resultado
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importante dado que existen pocos sistemas con esta propiedad. En sistemas

continuos, esto se presenta en medios periódicos65 , y en sistemas descritos por la

ecuación 5..1 o una ecuación similar que envuelva terminos dispersivos de tercer

orden23 .

� Pero estos solitones no se mueven ni presentan familias.

5.1.2. Relación de Dispersión lineal.

Para saber si estos solitones son embebidos o no, se requiere encontrar el rango

de frecuencias donde las ondas lineales asociadas al sistema existen. Introduciendo

una onda plana, cuya amplitud es in�nitesimal

rn = %e j(kn�x�!t);

en la parte lineal de la ecuación 5..3, encontramos la relación de dispersión lineal aso-

ciada a ella:

! = 2 "02 (1� Cos (k�x))� 4 "04 (1� Cos (k�x))2 ; (5..17)

resultando un polinomio de grado 2 en Cos (k�x) : Como el Cos (�) es una función par,

implica que tenemos dos soluciones en el intervalo [�1=2�x; 1=2�x] : Y su velocidad

de grupo viene dada por:

d!

dk
= (�x)Sen (k�x)

�
2"02 � 8"04 (1� Cos (k�x))

�
: (5..18)

Si analizamos la ecuación 5..17, se observa que la frecuencia ! es una función

periódica del número de onda k con periódo 2�=�x, esto signi�ca que para una !

dada, la k no está univocamente determinada. Sin embargo, al quedarnos en el rango
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�� � k�x � � obtenemos toda la información, ya que las k�s que no se encuentren en

este intervalo, son de ondas que se propagan en la misma dirección y k�x! k�x+2�11

El rango de valores de ! está acotado y depende de los valores de "2; "4 y �x.

De�namos:

!m � 4"04; (5..19)

D � "02
2"04

; (5..20)

lo que nos permite escribir la relación de dispersión(1) como:

!

!m
= D [1� Cos (k�x)]� [1� Cos (k�x)]2 : (5..21)

En la Fig.5.2. gra�camos la relación de dispersión para 5 valores diferentes de

D y donde consideramos que "2 > 0 y "4 > 0.

De estas grá�cas podemos inferir lo siguiente:

(i) Si 0 < D < 2, implica que 0 < "2 (�x)
2 < 4"4, y la relación de dispersión nos da

tanto frecuencias negativas como positivas, que se encuentran en el intervalo:

!min � 4 "02 � 4!m < ! < 2 "02 � !m: (5..22)

(ii) Si 2 � D < 4, entonces 4"4 < "2 (�x)
2 < 8"4, el rango de frecuencias contiene

sólo valores positivos,

0 � ! � 2"02=!m: (5..23)

1Esta relación de dispersión no se parece a la trabajada en el capítulo anterior, sin embargo, si
nosotros desarrollamos en serie la función Cos(�) y agrupando las potencias, obtenemos la ecuación
4..5 al hacer �1 = �3 = 0.
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Figure 5..2: La relación de dispersión 5..21 con "2 > 0 y "4 > 0 y cinco valores diferentes

de D.

(iii) Si D � 4, con "2 (�x)2 > 8"4, la frecuencia siempre es positiva:

0 � ! � 4"02 � 4!m: (5..24)

Si recordamos la ecuación 5..9, vemos que los solitones brillantes tienen un valor

negativo como frecuencia intrínseca, C < 0, en el caso de "2 > 0 y "4 > 0, la posibilidad

de tener solitones brillantes embebidos en una Red (SER) sólo se presenta para 0 <

D < 2 y !min < C < 0: Esto signi�ca que si perturbamos el solitón, este emitirá

radiación en una frecuencia ! = C. El solitón embebido que no es perturbado no

presenta radiación por ser una de sus propiedades (ver apéndice A).

No se presentan SER´s cuando "2 > 0 , "4 > 0 y D � 2:

Cuando "2 > 0 y "4 < 0, obtenemos que las frecuencias en la relación de disper-
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Figure 5..3: La relación de dispersión, ecuación 5..21 con "2 > 0 y "4 < 0, para tres

diferentes valores de D:

sión sólo son positivas y se localizan en el intervalo:

0 � ! � 4"02 � 4!m: (5..25)

La Fig.5.3 nos muestra esto, como en este caso C; ecuación 5..9, puede ser positiva o

negativa, los SER´s existen si los coe�cientes �x; "iy 
i impliquen un valor positivo

de C que se encuentre contenido en el rango mostrado en 5..25.

Cuando

jDj < Cosh (B�x)� 1: (5..26)

encontramos que C < 0 si "02 > 0 y "
0
4 > 0; ahora cuando "

0
2 > 0 y "

0
4 < 0 se tiene que

C puede ser positiva o negativa.

Y cuando

3� Cosh (B�x) > D > 1� Cosh (B�x) (5..27)
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se tienen solitones embebidos, resumiendo los casos "02 > 0 y "
0
4 7 0:

De la Fig. 5.2, vemos que si ! = C < 0 se tienen los valores �k�x y tendriamos

un soliton que al ser perturbado emitiria radiación. El valor de k se encuentra con

k =
1

�x
Cos�1

2641� "02

�
1�

q
1� 4"04C

("02)
2

�
4"04

375 : (5..28)

Es interesante observar que la separación entre los puntos de la red, �x, puede

in�uir para que un solitón sea embebido o no. Consideremos, por ejemplo, los casos

mostrados en la Tabla 1.

Caso 1 Caso 2

"2 1 1

"4 24=49 24=49


1 1 1


2 1 1

�x 2 1

A 2:73010 0:91513

B 0:61870 0:43659

C �0:52655 �0:21203

� �0:057320 �0:06660

! [0; 0:5102] (�3:8367; 0:0408)

Tabla 1. Párametros que corresponden a: Solitones regulares (caso 1) D > 4 y

embebidos (caso 2) 0 < D < 2.

La única diferencia entre ambos casos es la �x; que es un parámetro de la

ecuación. Para el caso 1 se tiene un valor de 2, mientras que para el caso 2 el valor de
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�x = 1. En el caso 1 el parámetro D = 49=12 > 2; de�nido en 5..20 y por lo tanto

el solitón, 5..6, es no embebido (las frecuencias lineales son todas positivas mientras

que C < 0). Ahora para el caso 2, las ecuaciones 5..9, 5..22 y 5..20 implican que

C = �0:212; !min = �3:837 y D = 49=48 < 2; lo que nos lleva a !min < C < 0, y por

lo tanto, el solitón es embebido y emitirá radiación al ser perturbado.

Uno puede considerar que �x = 1 y variar los parámetros "2 y "4 de manera tal

que los resultados anteriores se mantengan.

5.1.3. Paso al continuo o el límite de longitud de onda larga.

Hasta el momento hemos considerado longitudes de onda que son del orden de la

distancia entre los puntos de la retícula, lo que permite observar lo discreto del medio.

Sin embargo, al considerar longitudes de onda más grandes, podemos considerar que

el medio se vuelve continuo; por lo que se va investigar que ocurre cuando hacemos

�x! 0; n!1 y n�x = cte:

Sea u(x; t) una función compleja cuyos valores coinciden con aquellos de la fun-

ción r(n�x; t) en los puntos de la red, x = n�x. Tomando t �ja y expandiendo en

serie de Taylor la función u(x; t) alrededor de los puntos de la retícula, vemos que rn�m

puede ser expresada de la siguiente manera:

rn�m = r ((n� m)�x) = u((n+m)�x; t)

= u (n�x; t) +
1X
l=1

(�1) l u( l) (n�x; t)
l!

(m�x) l ; (5..29)

donde m = 1; 2:, u( l) (n�x; t) = @ lu(x; t)=@x l evaluada en (n�x; t) y�x es la distancia

entre párticulas.

Recordando que las expresiones para �2rn y �4rn son las diferencias �nitas
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de�nidas en las ecuaciones 5..4 y 5..5 en lugar de la segunda y la cuarta derivada, y son

obtenidas a partir de la serie de Taylor.40

Utilizando la ecuación 5..29 obtenemos:

rn+1 + rn�1 = 2u (n�x; t) + 2
1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(�x)2 l ; (5..30)

rn+2 + rn�2 = 2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(2�x)2 l : (5..31)

Por consiguiente:

�2rn = u(2) (n�x; t) + 2
1X
l=2

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(�x)2( l�1) (5..32)

y

�4rn = u(4) (n�x; t) + 2
1X
l=3

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!

�
22 l � 4

�
(�x)2( l�2) : (5..33)

Sustituyendo estas expresiones en 5..3, obtenemos:

0 = j
@ u (n�x; t)

@t
+ "2

 
u(2) (n�x; t) + 2

1X
l=2

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(�x)2( l�1)

!

+"4

 
u(4) (n�x; t) + 2

1X
l=3

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!

�
22 l � 4

�
(�x)2( l�2)

!

+
01 ju (n�x; t)j
2

 
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(�x)2 l

!

�
02 ju (n�x; t)j
4

"
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(2�x)2 l

#

�4�
02 ju (n�x; t)j
4

"
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2 l)!
(�x)2 l

#
; (5..34)

por lo que ahora podemos determinar qué pasa con esta ecuación cuando tomamos el

límite �x! 0.

Al tomar este límite, debemos tener en cuenta que el punto x = n�x está �jo,
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aún cuando �x ! 0, provocando que n deba incrementarse. O sea, estamos pasando

de un medio discreto a un medio continuo.

Teniendo en mente lo anterior, procedemos:

lim
�x!0

j
@u (n�x; t)

@t
= j

@u (x; t)

@t
; (5..35)

lim
�x!0

"2

 
u(2) (n�x; t) + 2

1X
l=2

u(2l) (n�x; t)

(2l)!
(�x)2(l�1)

!

= "2
@2u (x; t)

@x2
; (5..36)

lim
�x!0

"4

 
u(4) (n�x; t) + 2

1X
l=3

u(2l) (n�x; t)

(2l)!

�
22l � 4

�
(�x)2(l�2)

!

= "4
@4u (x; t)

@x4
; (5..37)

lim
�x!0


01 ju (n�x; t)j
2

 
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2l) (n�x; t)

(2l)!
(�x)2l

!

= 
1 ju (x; t)j
2 u (x; t) ; (5..38)

antes de encontrar el límite del siguiente término, démonos cuenta que � también

depende de �x y por lo tanto se debe considerar:

lim
�x!0

� = lim
�x!0

�(Cosh(B�x))

Volviendo a 5..10, esto para el caso de solitones brillantes, vemos que B depende ex-

plicitamente de �x, teniéndose que hacer primero

y = lim
�x!0

Cosh[B(�x)�x]

quedando la ecuación 5..10 como:

y6 � y4 � y3 +
1

4
y2 +

1

2
y +

1

4
= 0
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La única raiz real de esta ecuación es y = 1, la ecuación 5..12 implica:

lim
�x!0

�(Cosh(B�x)) =
1� 2y2
16y3

= � 1
16
:

lim
�x!0


02 ju (n�x; t)j
4

"
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2 l) (n�x; t)

(2l)!
(2�x)2 l

#

=
4

3

2 ju (x; t)j

4 u (x; t) (5..39)

y

lim
�x!0

8

3
�
2 ju (n�x; t)j

4

"
2u (n�x; t) + 2

1X
l=1

u(2l) (n�x; t)

(2l)!
(�x)2l

#

=
�1
3

2 ju (x; t)j

4 u (x; t) : (5..40)

Al sustituir estos valores en la ecuación 5..34 se recupera la ecuación 5..1 cuya solución,

para solitones brillantes, viene dada por:

u (x; t) = ASech (Bx) e� jCt (5..41)

con

A2 =
6
1 � "2

"4

p
6
2"4

5
2
; (5..42)

B2 =
6
1 � "2

"4

p
6
2"4

10
p
6
2"4

; (5..43)

C = � 3

2
1

50
2
� 2

p
6

25


1"2p

2"4

+
9"22
100"4

: (5..44)

Estos coe�cientes deben correponder a los obtenidos para la ecuación 5..3 al sacar el

límite �x ! 0: Para veri�car esto haremos el desarrollo en serie de potencias de las

funciones Senh (B�x) ; Cosh (B�x) y Senh2 (2B�x) = (�x)2:

Senh (B�x) =

1X
i=1

(B�x)2i�1

(2i� 1)! ; (5..45)
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Cosh (B�x) =

1X
i=1

(B�x)2i

(2i)!
+ 1; (5..46)

Senh2 (2B�x)

(�x)2
=

"
2B + 2B

1X
i=2

(2B�x)2(i�1)

(2i� 1)!

#2
; (5..47)

y lo utilizaremos en las ecuaciones 5..8, 5..9 y 5..11 para calcular el límite �x ! 0;

obteniendo:

lim
�x!0

A2 = lim
�x!0

s
3"4
2
2

�
Senh (2B�x)

(�x)

�2
=

s
3"4
2
2

4B2; (5..48)

lim
�x!0

C = lim
�x!0

�
2 "2

(4x)2
(Cosh (B4x)� 1) + 4 "4

(4x)4
(Cosh (B4x)� 1)2

�
= �"2B2 � "4B

4; (5..49)

lim
�x!0

s
3
21
8"4
2

= lim
�x!0

h
"2(�x)

2

4"4
� 1 + Cosh(B4x)Cosh(2B4x)

i
(�x)2Cosh2(B4x)

=
"2
4"4

+
5B2

2
; (5..50)

de este último calculamos el valor de

B2 =
2

5

"s
3
21
8"4
2

� "2
4"4

#
=
6
1 � "2

"4

p
6"4
2

10
p
6"4
2

;

que al sustituir en las expresiones para A2 y C se obtienen las ecuaciones 5..42, 5..43 y

5..44.

Al rehacer lo anterior para el caso de los solitones oscuros22 , se tiene que:

Tanh (F�x) =

1X
n=1

(�1)n+1 22n (22n � 1)
(2n)!

Bn (F�x)
2n�1

donde Bn son los números de Bernoulli. Para este caso se tomarán en cuenta las

ecuaciones de la 5..13 a la 5..16 y se recordará que � es función de la Sech2(F�x);

obteniéndose:

z = lim
�x!0

Tanh2(F�x);
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z5 + 3z4 + 2z3 � z2 � 5z = 0;

donde las raíces reales son z = 0; 1: Si z = 1 implica que F�x! �1; cuando �x! 0

se tiene que F ! �1; lo que nos lleva a tener una onda plana como solución a la

ecuación 5..3, por lo tanto sólo nos queda z = 0; quedándonos los parámetros como:

lim
�x!0

� = lim
�x!0

�
�
�
1

16

�
Sech2(F�x)

�
= � 1

16
lim
�x!0

(1� z)

= � 1
16
;

E2 = lim
�x!0

s
3"4
2
2

Tanh2(2F4x)
(4x)2

= 4

s
3"4
2
2

F 2; (5..51)

G = lim
�x!0

�
2"2

(�x)2
Tanh2 (F�x) +

2"4

(�x)4
�
Tanh2(2F4x)� 4Tanh2 (F�x)

��
= � 3

50

"22
"4
� "2
1
25"4

s
3 "4
2
2

+
6

25


21

2
; (5..52)

donde

F 2 =
"2 + 2
1

q
3"4
2
2

20"4
: (5..53)

Al tomar el límite cuando �x ! 0; n ! 1 y n�x = cte:, en la relación de

dispersión lineal obtenemos

! = "2k
2 � "4k

4

y por lo tanto

k2 =
"2 �

p
"22 � 4"4!
2"4

;

obteniendose la bicromacidad que se presenta en el continuo23 .
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5.1.4. Radiación.

Como se ha visto hasta ahora la ecuación 5..3 tiene dos tipos de solitones de red

brillantes: Embebidos y regulares. Estos solitones son identicos en la forma (ambos

son descritos por la ecuación 5..6), pero ellos responden de manera diferente a las

perturbaciones. Para comprobar esto se va a realizar un análisis numérico utilizando

el método de Runge-Kutta de 4� orden para integrar la ecuación 5..3, así como la

transformada rápida de Fourier (FFT) para la obtención de su espectro.

Vamos a considerar los solitones cuyos parámetros están listados en la Tabla 1.

El análisis numérico se realizará perturbando ligeramente estos solitones al cambiar su

amplitud y seguiremos su evolución en el transcurso del tiempo.

Para el Caso 1 de la Tabla 1, proponemos como condición inicial:

rn = A0Sech(B0n�x) (5..54)

donde A0=A = 1:15 y B0 = B (A y B son los valores listados en la Tabla 1), la solución

numérica de la ecuación 5..3 muestra que la altura del pulso oscila en el tiempo, como

podemos observar en la Fig.5.4, al gra�car el punto central de la solución como función

del tiempo.

La oscilación es tal que la altura del pulso retorna a su valor inicial A0 � 3:14

al �nal de cada ciclo, y esta nunca cae por debajo de este valor.

La forma del pulso al tiempo t = 100 se muestra en la Fig.5.5 donde compro-

bamos que las colas del pulso decrecen de manera monótona, sin visos de radiación

emitida ya que C < 0 y !min = 0:12755. Para corroborar esto, calculamos la FFT al

�nal del tiempo, t = 100; ver Fig.5.6, donde podemos apreciar una Sech:
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Figure 5..4: La amplitud, como función del tiempo, de un solitón de red perturbado

regular, cuya condición inicial está dada por la ecuación 5..54, con A0 = 3:14 y B0 =

0:61870:

Figure 5..5: El per�l del solitón perturbado de la Fig.5.4 a t = 100:
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Figure 5..6: La intensidad de la FFT del solitón perturbado de la Fig.5.4.

Es importante recordar que los SE´ s del continuo presentan el siguiente compor-

tamiento cuando son perturbados: Un aumento en su amplitud ocasiona que el solitón

se relaje rápidamente hasta alcanzar una forma no perturbada, deshaciéndose de alguna

radiación85, 14 , ahora que si la amplitud es menor que la del solitón sin perturbar, este

emitirá radiación hasta desaparecer.

Para comprobar si el comportamiento es similar en nuestro caso discreto, la

simulación también fue corrida para un solitón de red embebido perturbado, Caso 2 de

la Tabla 1, esto es, la C está contenida en el intervalo de las ondas lineales permitidas,

!(k) = C, y cuyo número de onda resulta ser k = �1:69; ecuación 5..28. Tomando

una amplitud A0=A = 0:95 y B0 = B (donde A y B son los valores listados en la Tabla

1).

La forma de la solución obtenida numéricamente a t = 200 se muestra en la
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Figure 5..7: Per�l de un solitón embebido ligeramente perturbado cuya condición inicial

es dada por la ecuación 5..6, con A0 = 0:87 y B0 = 0:43659:

Fig.5.7, donde observamos dos pequeñas "alas" simétricas de radiación emitida por el

pulso perturbado.

La FFT de esta solución es presentada en la Fig.5.8, como se mencionó en la

sección 5.1.2. Ella expone dos picos simétricos con respecto al central que corresponden

a los picos de radiación con k = �1:65, una pequeña diferencia entre lo esperado y lo

encontrado se explica por medio de la desviación no lineal de la amplitud �nita de la

radiación emitida.

Una serie de instantáneas sobrepuestas, Fig.5.9, muestra que las "alas" se propa-

gan a una velocidad constante, vfrente = 2:4; calculada a partir de los datos numéricos.

Al compararla con la velocidad de grupo lineal 5..18 evaluada en el número de onda de

resonancia: d!=dkjk=1:69 = �2:36, vemos que es casi la misma.
63

Neevia docConverter 5.1



Figure 5..8: La intensidad de la FFT del solitón cuyo per�l es mostrado en la Fig.5.7.

Figure 5..9: Per�les del mismo solitón embebido perturbado de la Fig.5.7 para diferentes

tiempos, donde podemos observar como se propagan las "alas".
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Figure 5..10: La amplitud, como función del tiempo, del mismo solitón de las Figs. 5.7

a 5.9.

Con el paso del tiempo la amplitud del soliton perturbado cambia debido a la

emición de radiación, la Fig.5.10 nos muestra que cuando t 2 [0; 40) el decaimiento

parece ser exponencial y para t � 40 ya no es posible asegurarlo.

Comparando la Fig.5.4 y la Fig.5.10, apreciamos la diferencia en el compor-

tamiento de los solitones de red estudiados: Un solitón perturbado regular oscila man-

teniendo su amplitud media, mientras un solitón embebido y perturbado emite radiación

decreciendo la amplitud de su centro.

5.2 Una Ecuación mKdV discreta.

En el sistema anterior encontramos la existencia de SER, pero en ese caso, estos

solitones no se mueven ni presentan familias por lo que es necesario estudiar otro sistema

en la busqueda de estas propiedades.

65

Neevia docConverter 5.1



Sabemos que la ecuación

@u

@t
= "

@3u

@x3
+ � juj2 @u

@x
; (5..55)

tiene soluciones que se mueven; soluciones tipo solitones embebidos, doblemente embe-

bidos y familias de solitones.

Consideremos ahora, una ecuación diferencial y en diferencias �nitas

@rn
@t

= "03 [(rn+2 � rn�2)� 2 (rn+1 � rn�1)] + �0 jrnj2 [� (rn+1 � rn�1)� � (rn+2 � rn�2)]

(5..56)

con

"03 =
"3

2 (�x)3
;�0 =

�

12�x
: (5..57)

y donde rn(t) es una función compleja y "03; �0; � y � son constantes reales.

Al hacer lo mismo que en paso al continuo, uno encuentra que la 5..56 se trans-

forma en:

@u

@t
= "

@3u

@x3
+
1

6
(�� 2�)� juj2 @u

@x
; (5..58)

convirtiéndose en la ecuación 5..55 al considerar � � 2� = 6: Esta ecuación es la

estudiada en Rodríguez72 .

El coe�ciente � puede tener valores positivos o negativos dependiendo de la

aplicación física. Un ejemplo de esto puede verse en la propagación de luz en guías de

onda de cristales líquidos donde el coe�ciente es positivo72 , y es negativo en el estudio

llevado a cabo por medio de una expansión de escala multiple de las ondas fuertemente

dispersivas en medios débilmente no lineales20 .

La ecuación 5..56 puede ser vista como una extensión de la de Ablowitz-Ladik
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(AL-NLS)1 (ver el Apéndice B), ya que si hacemos el siguiente cambio de variable:

rn(t) = (�j)nRn(t)

llegamos a:

0 = j
@Rn
@t

+ 2"03(Rn+1 +Rn�1)� ��0jRnj2(Rn+1 +Rn�1)

+j"03(Rn+2 �Rn�2)� ��0jRnj2(Rn+2 �Rn�2): (5..59)

El primer renglón de esta ecuación corresponde a la ecuación AL-NLS. En el siguiente

renglón, el primer término adicional (término lineal) es tomado en cuenta en las difrac-

ciones de red de orden-alto43 , este término puede ser inducido por el acoplamiento

entre los átomos y sus segundos vecinos por un gradiente de fase aplicado a lo largo de

este. Ahora, el término no lineal adicional lo podemos considerar como una corrección

genérica de tercer orden en la difracción de la red.

5.2.1. Las Soluciones.

Al igual que en el ejemplo estudiado anteriormente, esta ecuación presenta tanto

solitones brillantes como solitones oscuros.

Para los solitones brillantes se tiene:

rn (t) = ASech

�
n�x� at

w

�
e j(qt+Qn�x); (5..60)

donde encontramos las siguientes expresiones para A; a; w y q en términos de los

parámetros de la ecuación 5..56:

A2 =
�

��0

�
2� �

�

�
; (5..61)

Cosh2
�
�x

w

�
=

�

2�
; (5..62)
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a

�x
= �2"03

w

�x
Cos (2Q�x)Senh

�
2�x

w

�
+4"03

w

�x
Cos (Q�x)Senh

�
�x

w

�
; (5..63)

q = 2"03Sen (2Q�x)Cosh

�
2�x

w

�
�4"03Sen (Q�x)Cosh

�
�x

w

�
; (5..64)

concluyendo que el parámetro Q queda libre, y donde 1=w es el número de onda y

q +Qa la frecuencia intrínseca.

Ahora al �jar � y � tendremos lo siguiente:

� La ecuación 5..62 nos dice que � > 2� para la existencia de �w. La ecuación

5..61 requiere que � y � tengan el mismo signo y que sea opuesto a "03.

� La amplitud queda �ja dada la ecuación 5..61.

� Sin embargo, los parámetros a y q quedan como función de Q, generando una

familia de solitones, esto es para la misma ecuación se tienen in�nidad de solitones.

� Los valores de la velocidad, ecuación 5..63, estarán siempre en el rango

��� a
�x

��� � ����2"03 w�xSenh
�
2�x

w

����� :
En el caso de Solitones oscuros, la solución viene expresada por:

rn (t) = BTanh

�
n�x� bt

v

�
e j(pt+sn�x); (5..65)

con las siguientes relaciones:

B2 =
3"03
�0

�r
2

��
� 1
�

�
; (5..66)
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Tanh2
�
�x

v

�
=

r
2�

�
� 1; (5..67)

b

�x
= �2"

0
3v

�x
[Cos(2s�x)Tanh

�
2�x

v

�
� 2Cos(s�x)Tanh

�
�x

v

�
]; (5..68a)

p = 4"03Sen(s�x)[Cos (s�x) (1� Tanh2
�
2�x

v

�
)� (1� Tanh2

�
�x

v

�
)]; (5..69)

quedando libre s, y donde 1=v es el número de onda y p+ sb la frecuencia intrínseca.

Fijando � y � concluimos:

� La amplitud queda �ja dada la ecución 5..66.

� La ecuación 5..67 nos dice

� � 2� � 4�:

� Los parámetros b y p quedan como función de s, y por lo tanto se genera una

familia de solitones.

� Los valores de la velocidad, ecuación 5..68a, estarán siempre en el intervalo

���� b�x
���� � ����4"03v�x

���� :
Al tomar el límite cuando �x! 0; n!1 y n�x = cte:; si w y v son diferentes

de cero e indeterminados, entonces la ecuación 5..62 se hace igual a 1 y la ecuación 5..67

tiende a cero, los valores de � y � resultan ser �4 y �2, quedando así los 2 parámetros

indeterminados que se tienen en el continuo.

La búsqueda de la hamiltoniana para poder obtener la ecuación 5..56, nos lleva

a:

H = j"03

1X
m=�1

[2r�m(rm+1 � rm�1)� r�m(rm+2 � rm�2)]; (5..70)

69

Neevia docConverter 5.1



donde se utilizan el paréntesis de Poisson de�nido por:

fB;Cg = j
X
m

�
@B

@rn

@C

@r�n
� @B

@r�n

@C

@rn

��
1� ��0

"03
jrnj2

�
(5..71)

y cuya de�nición implica frn; rmg = fr�n; r�mg = 0, y

frn; r�mg = j

�
1� ��0

"03
jrnj2

�
�nm: (5..72)

Sin embargo, este hamiltoniano sólo es válido cuando � = 2�: Cuando esto ocurre nos

encontramos que no existen solitones. Y en el caso de los solitones oscuros nos lleva a

tener �x
v
! �1:

La norma de�nida por:

P =
1X

m=�1

�
� "03
�0�

ln(1� ��0
"03
jrnj2)

�
se conserva.

5.2.2. Relación de Dispersión lineal.

La determinación correcta del número de onda resonante hace necesario tomar

en cuenta que los solitones se están moviendo y por lo tanto, la frecuencia intrínseca

debe ser comparada con el espectro lineal de las ondas lineales permitidas en el sistema

de referencia que se mueve junto con el solitón23, 72 .

Como en la ecuación anterioe sólo vamos a estudiar el caso de los solitones

brillantes.

En este sistema de referencia la coordenada n�x es remplazada por n�x � at,

implicando que la frecuencia de�nida está incluyendo el corrimiento Doppler.

Sea

rn(t) = %e j(
t�k(n�x�at));
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una onda plana con una amplitud in�nitesimal % que al sustituirse en la parte lineal de

la ecuación 5..56 nos da la relación de dispersión lineal asociada a ella:


 (k�x) = 4"03Sen (k�x) [1� Cos (k�x)]� (k�x)
� a

�x

�
; (5..73)

donde el último término es el corrimiento Doppler. Esta función existe para todos los

reales, k�x 2 (�1;1) :

La frecuencia intrínseca del solitón brillante es evaluada a partir de la ecuación

5..60, esto es, si nos �jamos en un punto del solitón vemos que éste viaja con una

velocidad a y la trayectoria que sigue se obtiene al hacer n�x = at en esta ecuación,

quedando rn (t) = Ae j(q+Qa)t:

Comparando este resultado con una onda plana rn = %e j(kn�x�!t), encontramos

que la frecuencia intrínseca del solitón es �! = (q +Qa):

Si queremos que este solitón en movimiento este embebido, necesitamos que su

frecuencia intrínseca este contenida en el rango de valores de la función �
(k�x):

Siempre tendremos solitones de red embebidos que se mueven ya que a 6= 0

implica que se tiene el eje real entero como argumento de �
(k�x).

Cuando a = 0; el solitón es estático y la función 
(k�x) es periódica de período

2�, siendo embebido si existe una solución real que corresponda a la condición de

resonancia dada al hacer q = 
(k�x), esto es:

q = 4"03Sen (k�x) [1� Cos (k�x)] ; (5..74)

por lo que el intervalo de q en el cual se tienen solitones embebidos es:

jqj � 3
p
3"03:
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Figure 5..11: Relación de Dispersión asociada a la ecuación 5..56

La Fig. 5.11 muestra la función 
(k�x).

También vamos a mostrar que algunos de los solitones embebidos, de los men-

cionados anteriormente, se mueven con velocidades contenidas en el rango de veloci-

dades de fase permitidas a los modos lineales.

De la ecuación 5..73 se sigue que la velocidad de fase, 
(k�x)=k�x; de estos

modos (de�nidos en el sistema de laboratorio) es:

v(k�x) =
4"03
k�x

Sen(k�x)[1� Cos(k�x)]; (5..75)

cuyo comportamiento se exhibe para diferentes "3 en la Fig. 5.12.

Cuando la velocidad del solitón (V = a=�x) se encuentra en el intervalo de esta

función, esto es:

V =
a

�x
=
4"03
k�x

Sen (k�x) [1� Cos (k�x)] ; (5..76)

encontramos solitones que están embebidos debido a su velocidad de fase para un cierto
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Figure 5..12: Velocidad de fase para diferentes "3:

valor de k�x. La solución de la ecuación 5..76 podrá o no existir dependiendo de los

valores "03, �, � Q y �x. El comportamiento de esta velocidad puede ser visto en la

Fig. 5.13 para diferentes valores de �x:

De lo anterior se puede inferir que la ecuación 5..56 presenta:

� Los solitones cuya frecuencia interna está en el rango de la función �
(k�x), y

cuyas velocidades no están contenidas en el intervalo de la función v(k�x). Esto

es, solitones embebidos debido a su frecuencia.

� Y los solitones doblemente embebidos; que tienen su número de onda en el rango

de �
(k�x) y además tienen su velocidad en el intervalo de v(k�x).

� Se tienen familias de estos solitones.

5.2.3. Espectro de emisión para solitones embebidos y perturbados.
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Figure 5..13: La función V (k�x) para diferentes �x y "03 = 1:

Ya que las frecuencias intrínsecas de los solitones de la ecuación 5..56 caen dentro

del espectro de los modos normales de vibración del sistema, uno esperaría que la

resonancia se presentara entre los solitones y los modos lineales, dando paso a la emisión

de radiación resonante. No obstante, el hecho distintivo de los SER es precisamente

la ausencia de esta radiación (ver apéndice A).

Como se vió en la sección anterior, cuando un solitón es perturbado éste emitirá

radiación, a un número de onda dado por �
(k�x) = !: En otras palabras, los

números de onda estarán de�nidos por:

q + aQ = 4"03Sen (k�x) [1� Cos (k�x)]� ak:

Ahora, si sustituimos �k�x en lugar de k�x en la ecuación anterior:

q + aQ = �(4"03Sen (k�x) [1� Cos (k�x)]� ak); (5..77)

esto es, obtenemos �!:
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Se llevaron a cabo simulaciones numéricas para tres casos. Los parámetros

calculados pueden verse en la Tabla.2.

Caso 1 Caso 2 Caso 3

"03 1 �4:8 �1

� �0:4 4:8 0:4

� �0:85 10:3 0:85

Q 0:61 7:9 0:61

�x 3 0:4 3

A 0:56 0:381 0:56

a 7:75 15:812 7:75

w 12:12 1:503 12:12

q �5:103 �0:771 �5:103
Tabla 2. Párametros que corresponden a solitones: Caso 1, doblemente embebido.

Caso 2, embebidos. Caso 3, doblemente embebido.

Para perturbar los solitones, nosotros resolvemos la ecuación 5..56 numérica-

mente proponiendo como condición inicial:

rn (t = 0) = A0Sech

�
n�x

w

�
e j(Qn�x) (5..78)

donde A0 no es la amplitud exacta del solitón.

En el caso 1, la Fig.5.14 nos muestra que el parámetro a dado en la Tabla 2,

está en el rango de la función 5..76, ya que el máximo de a(= V�x) es 7:967; y con

ello tenemos un solitón doblemente embebido.
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Figure 5..14: La velocidad de fase de las ondas lineales (veces �x) como función de �

(ecuación 5..76) para "3 = 1 y �x = 3:

El solitón perturbado tiene una amplitud de A0=A = 1:143; siendo más grande

que la amplitud exacta (ver Tabla 2). De acuerdo a la ecuación 5..77, el solitón emitirá

radiación en los números de onda mostrados en la Fig.5.15

La solución numérica de la ecuación 5..56 para un tiempo t = 20; se muestra en

la Fig.5.16. Y en la Fig.5.17 encontramos la zona de Brillouin, ��=�x < k < �=�x,

de su espectro de potencia. La componente central de esta �gura es la tranformada

de Fourier del solitón no perturbado, presentando, además, dos bandas simétricas de

radiación que se localizan en 0:07 � jk=2�j � 0:13: Estas bandas contienen todos los

números de onda de resonancia esperados, excepto el valor de �0:008 que se encuentra

dentro de la banda central. La simetría de las bandas de radiación está relacionada con

la conducta oscilante de la solución de la ecuación 5..77 la cual nos dice que es posible
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Figure 5..15: La ecuación 5..81, para el Caso 1 de la Tabla 2. Los astericos muestran

los números de onda donde se presentará la radiación al ser perturbado el solitón.

Figure 5..16: El solitón de red doblemente embebido, al tiempo t = 20; cuya condición

inicial es dada por la ecuación 5..78 con A0=A = 1:143: Los demás parámetros son los

de la Tabla 2 Caso 1.
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Figure 5..17: La intensidd de la FFT correspondiente al solitón doblemente embebido

de la Fig.5.15

excitar los modos de fonón con frecuencias �!; dando lugar a la presencia simétrica en

los números de resonancia.

Un segundo ejemplo, caso 2, es un solitón embebido cuyos parámetros se pre-

sentan en la Tabla 2.

Para con�rmar que no está embebido en el intervalo de velocidades de fase (veces

�x) permitido para los modos lineales, 5..75, mostramos la Fig.5.18. De ella resulta

evidente que el parámetro del solitón a = 15:812 no pertenece al rango permitido.

La solución numérica de la ecuación 5..56 correspondiente a la condición inicial

ecuación 5..78 con A0=A = 0:919; demuestra que el pulso perturbado emite un tren de

ondas del lado izquierdo, debido a que "3 es negativo, como se puede apreciar en la

Fig.5.19.
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Figure 5..18: La velocidad de fase de las ondas lineales (veces �x) como una función

de �: Para el caso 2 de la Tabla 2.

Figure 5..19: Se muestra el solitón de red embebido y perturbado al tiempo t = 10:

Este evoluciona de la condición inicial dada por la ecuación 5..78, con los parámetros

del caso 2 de la tabla 2 y con A0=A = 0:919:
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Figure 5..20: La intensidad de la FFT del solitón embebido y perturbado cuya solución

númerica corresponde a la Fig.5.19.

La condición 5..77 nos da dos números de onda resonantes localizados en k=2� =

�1:249; este valor es muy cercano a uno de los extremos de la primera zona de Brillouin,

jk=2�j � 1=(2�x) = 1:25: Para observar esto, sacamos el espectro de potencia de la

solución numérica, Fig.5.20, encontrándonos dos picos simétricos localizados en �1:23:

5.2.4. Estabilidad de los solitones embebidos.

Como se acaba de ver, un SER perturbado que es estable linealmente emite

radiación, provocando que su amplitud decaiga y por lo tanto su estabilidad se veri�cará

en una simulación que involucre tiempos muy grandes.

Es importante mencionar que en el modelo continuo, ecuación 5..58, las solu-

ciones son estables dado que la ecuación permite una familia continua de SE con energía

arbitraria, y por lo tanto, el solitón perturbado puede desprenderse de una parte de
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su energía y caer en una solución SE con energía más pequeña72 . Para los modelos

continuos que presentan SE aislados, es posible que un pulso perturbado radíe hasta

desaparecer por no existir un solitón estable con menor energía al cual decaer. Este

proceso es conocido como "semiestabilidad" o inestabilidad no lineal y se presenta en

los modelos continuos que contienen no linearidades �(2) : �(3):

Por lo anterior, aseguramos la estabilidad de un SER si al perturbarlo éste se

relaja, liberando energía por radiación y transformándose en un solitón estable. Dentro

de los límites dados por las ecuaciones 5..60-5..64, este proceso no parece factible ya

que las soluciones exactas presentan un único valor en la amplitud. Sin embargo,

podría pasar que esta familia sea un subconjunto de unas soluciones más generales

que contengan solitones múltiples. La posible existencia de una familia extendida de

solitones es un asunto fundamental por sí mismo, que además nos proporcionará la

estabilidad mencionada arriba72 .

Para clari�car el eventual destino de los solitones perturbados de la ecuación

5..56, presentaremos algunos ejemplos.

Comenzamos con el Caso 1 de la Tabla 2, al poner una amplitud esA0=A = 1:143;

en la condición inicial, la amplitud máxima del pulso perturbado empieza a oscilar y

con el paso del tiempo, ver Fig.5.21 curva superior, esta oscilación se va apagando

debido a la radiación emitida, y el solitón perturbado tenderá a acomodarse en una

forma estacionaria. Ahora, cuando la amplitud es A0=A = 0:857; la máxima amplitud

del pulso empieza a ser más pequeña que la altura máxima del solitón exacto, siendole

imposible al pulso transformarse en el solitón exacto, Fig.5.21 curva inferior. Ella

nos muestra que el pulso de amplitud inferior presenta una oscilación amortiguada
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Figure 5..21: La evolución en el tiempo de la amplitud máxima alcanzada por el solitón.

La curva superior nos muestra el caso de un solitón cuya amplitud inicial es mayor a

la exacta, A0=A = 1:143: La curva inferior corresponde a un solitón cuya amplitud

inicial es menor que la exacta, A0=A = 0:857: La línea recta representa la amplitud del

solitón exacto. Son solitones doblemente embebidos con los parámetros de la Tabla 2

Caso 1.

de período mayor que la otra curva, pulso de amplitud más grande, y cuya amplitud

decae rapidamente llevandonos a concluir que se aproximará a un estado de equilibrio.

Por lo tanto, la conducta expuesta indica que los solitones de retícula doblemente

embebidos son pulsos completamente estables y que los solitones exactos parecen ser

un subconjunto de una familia más amplia de solitones discretos.

Para la estabilidad de los solitones de red embebidos vamos a utilizar el caso 2

de la Tabla 2. Comenzaremos con la condición inicial dada por 5..78, con una amplitud

A0=A = 1:089. Como se puede apreciar en la Fig.5.22 curva superior, este pulso tiende
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Figure 5..22: La evolución en el tiempo de la máxima amplitud alcanzada por el solitón

embebido y perturbado de la Tabla 2 Caso 2. La curva superior corresponde a una

amplitud inicial mayor que la exacta, A0=A = 1:089 y la curva inferior a una amplitud

de A0=A = 0:905, menor que la exacta. La línea recta representa la amplitud del

solitón exacto.

a estabilizarse ya que su altura máxima tiende a una constante. La curva inferior

de esta misma �gura, nos muestra la evolución de un pulso cuya amplitud inicial es

A0=A = 0:905; transformándose rapidamente en un pulso estable. De la �gura podemos

concluír que si el pulso inicial tiene una amplitud más grande que la del solitón exacto,

el pulso alcanzado en el estado estacionario deberá tener una amplitud más grande

que la del solitón exacto. Y si su amplitud es menor, entonces el pulso tendrá una

amplitud menor que la del solitón exacto. Una conducta similar se presentó en los

SE de la ecuación 5..5572 . De nueva cuenta observamos que los pulsos perturbados

se estabilizan en pulsos cuyas amplitudes no son de la familia de los solitones exactos
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dados por las ecuaciones 5..60-5..64, reforzando la idea de que estos solitones pertenece

a una familia ampliada.

Al comparar las Fig.5.21 y la Fig.5.22, encontramos una diferencia muy notoria

entre ellas; la forma en que evoluciona la amplitud máxima del solitón. En ambas

�guras se observa que la amplitud oscila, sin embargo, las oscilaciones en la Fig. 5.22

son muy pequeñas, practicamente se puede decir que la amplitud es constante. Esta

diferencia cuantitativa puede deberse al hecho de que los solitones doblemente embe-

bidos presentan resonancia, ecuación 5..77, en seis números de onda, mientras que los

solitones embebidos sólo tienen dos.

Figure 5..23: La evolución en el tiempo de la máxima amplitud del solitón perturbado

del Caso 3 de la Tabla 2, con una condición inicial dada por 5..78, y una A0=A = 0:857:

Un ejemplo adicional es el Caso 3 de la Tabla 2. Para esta simulación se escogio

una condición inicial dada por 5..78, con una amplitud menor, A0=A = 0:857: Como
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podemos ver en la Fig.5.23, su comportamiento es similar al mostrado en la Fig.5.21, o

sea, presenta una oscilación amortiguada, que se estabilizará en un solitón estacionario,

el cual no pertenece a la familia de soluciones exactas, por lo que su expresión analítica

no la conocemos.

Una conclusión es que las simulaciones hechas con diferentes parámetros no

muestran solitones inestables aún cuando las perturbaciones sean grandes.

5.2.5. Colisión entre solitones embebidos.

Cuando dos solitones colisionan entre sí, ellos emergen del choque sin sufrir

cambios, excepto en su fase. Para comprobarlo utilizamos la familia de soluciones

generada por las ecuaciones 5..60-5..64 y vamos a tomar los parámetros del Caso 2 de

la Tabla 2.

La Fig.5.24 muestra la simulación numérica que con�rma esto. Esta familia

tiene una amplitud de A = 0:381 y un ancho de w = 1:503, pero ellos di�eren en la

velocidad, la cual es controlada por el parámetro Q: Para la simulación se tomó un

solitón que se mueve a la derecha, con Q1 = 3:315 y a1 = 15:7; y un segundo solitón

que se mueve hacia la izquierda con Q2 = 7:9 y a2 = �9:0: Inicialmente, estos solitones

estan situados en n�x = �20 y n�x = 12, respectivamente, esto es, sus máximos se

encuentran en esa posición.

En la Fig.5.25 mostramos la forma de los solitones a t = 11: En ella comprobamos

que lejos del punto de colisión no existe radiación emitida y ellos presentan la altura

inicial. Los centros de los solitones se localizan en n�x = �78:6 y n�x = 139:2;

si ellos no hubiesen colisionado, ellos se encontrarían en n�x = �87 y n�x = 152:7;

respectivamente.
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Figure 5..24: Evolución en el tiempo de dos solitones que colisionan, sus parámetros

corresponden al caso 2 de la tabla 2. El movimiento de los solitones está determinado

por Q1 = 3:315, a1 = 15:7 y Q2 = 7:9, a2 = �9:0, respectivamente.

Figure 5..25: El per�l de los solitones después de la colisión, Fig. 4.24, al tiempo t = 11:
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CAPITULO 6.

CONCLUSIONES

El objetivo del presente trabajo fue la búsqueda de solitones embebidos, doble-

mente embebidos y la presencia de familias de solitones en medios discretos.

En sistemas continuos, los solitones embebidos son usualmente soluciones ais-

ladas o aparecen en familias continuas,72, 86 pero no se conocen ejemplos donde existan

dos solitones aislados de distinta forma.

Para la ecuación diferencial y en diferencias �nitas 5..3 obtuvimos algunos re-

sultados semejantes y otros completamente diferentes a la ecuación continua:

� Ella da origen a solitones de red brillantes y oscuros, igual que la continua.

� Si los coe�cientes de la ecuación satisfacen ciertas condiciones, existen solitones

brillantes embebidos, se presenta algo parecido en el continuo.

� Sin embargo, también se encontraron dos solitones brillantes diferentes y ellos

pueden o no ser embebidos, resultado que no se encuentra en el caso continuo.

� Más aún, se determinó que si se cumplen algunas condiciones podemos tener un

solitón brillante y un soliton oscuro para el mismo sistema, no obstante, esto no

quiere decir que puedan ser generados al mismo tiempo.

Se demostró que el modelo discreto, ecuación 5..3, se reduce, en el límite de

espaciamiento de red igual a cero, a la ecuación continua investigada con anterioridad,

ecuación 5..1. Simultáneamente, las soluciones de los SER-brillantes de la ecuación
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5..3 van a las soluciones SE de la ecuación 5..1. Lo mismo que las soluciones tipo

solitón oscuro.

Como se mencionó antes, la respuesta a la perturbación de los solitones de red

brillantes de la ecuación 5..3 fue estudiada por medio de simulaciones. Encontrándose

que los solitones regulares brillantes (los no embebidos) oscilan al ser distorsionados,

pero sin emitir radiación alguna. Por otro lado, si el solitón de red es embebido, al con-

siderar una perturbación donde la amplitud usada sea más pequeña que el valor exacto

de la solución, se presenta radiación en un número de onda y una velocidad de grupo

que fueron predichas por la condición de resonancia lineal y es casi monocromática

(para el caso continuo la radición emitida por el SE continuo es bicromática23).

El siguiente punto fue mostrar la existencia de familias de solitones como solución

y que ellos pueden ser embebidos o doblemente embebidos. Para ello se utilizó la

ecuación 5..56. Para esta ecuación discreta se encontró que las soluciones son una

familia de solitones de red exactos, con las siguientes características:

� Los solitones embebidos de la ecuación 5..56 no son soluciones aisladas, marca

la diferencia con la ecuación anterior, ellas forman una familia de un parámetro

continuo (esta es una diferencia frente al caso continuo, ya que allí tenemos una

familia de dos parámetros).

� Estos solitones se pueden mover con una velocidad constante arbitraria, en un

cierto intervalo, sin ser impedidos por lo discreto de la red. Por otro lado, la

familia presenta la misma amplitud.

� Excepto para una parte de la subfamilia de velocidad cero, el resto de los solitones
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son embebidos ya que su frecuencia interna se encuentra en la banda de fonones

(calculada en un sistema de referencia que se mueve con el solitón, y que contiene

el correspondiente corrimiento Doppler). Cuando la velocidad es cero, se debe

de cumplir la desigualdad jqj � 3
p
3"03 para tener solitones embebidos.

� Las simulaciones hechas muestran que todos los solitones son estables.

� Las soluciones de solitones exactos con una amplitud �ja, constituyen un subcon-

junto de una familia más grande de solitones discretos que se mueven y que son

obtenidos de manera numérica. Esto es, al ser perturbado el solitón exacto en

su amplitud, este se relaja a un solitón estacionario que no pertenece a la familia

original.

� El resultado de una colisión completamente elástica entre solitones que se mueven,

conocida de manera exacta, es un cambio en la posición �nal.

Finalmente, es conveniente enfatizar que en el presente trabajo se presentan los

primeros solitones embebidos discretos (y exactos) conocidos hasta hoy.
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APENDICE A.

INHIBICIÓN DE LA RADIACIÓN.

Como se ha mencionado en el capítulo 5, el carácter no radiativo de un pulso es

consecuencia del balance entre los términos lineales y no lineales de la ecuación:

j
@An
@T

+ "2
�2

(�x)2
An � j"3

�3

(�x)3
An + "4

�4

(�x)4
An

= f(An; jAnj2 ; jAnj4 ;
�

�x
An) (1.01)

con An = A(n�x; t) y "2; "3; "4; 
1; 
2 y �; son constantes reales y donde j =
p
�1: La

parte izquierda de la ecuación 1.01, son los términos lineales y la parte derecha de esta,

son los términos no lineales.

El objeto de este apéndice es mostrar que las ecuaciones estudiadas no presentan

radiación, para ello vamos a hacer lo siguiente.

Sea U0n una solución particular de la ecuación 1.01 la cual se va a sustituir en la

parte no lineal de la ecuación:

y0(n�x; t) = f(U0n;
��U0n��2 ; ��U0n��4 ; ��xU0n) (1.02)

esto nos permite transformar la ecuación 1.01 en una ecuación parcial diferencial y en

diferencias inhomogénea, cuya solución viene dada por una solución particular, en este

caso U0n, más la solución de la homogénea, quedando:

A(n�x; t) = U0(n�x; t) + yh(n�x; t)

y por lo tanto:

j
@An
@T

+ "2
�2

(�x)2
An � j"3

�3

(�x)3
An + "4

�4

(�x)4
An = y0(n�x; t) (1.03)
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Para ver que el solitón no radía, vamos a sacar la doble transformada a la

ecuación 1.03, esto es:

Ĥ(�p; !) =
1p

2N
p
2�

2N�1X
l=0

Z 1

�1
h(l�x; t)ej(�pl�x+!t)dt

con el par de transformadas en el tiempo dadas por:

H(!) =
1p
2�

Z 1

�1
h(t)ej(!t)dt

h(t) =
1p
2�

Z 1

�1
H(!)e�j(!t)d!

y las del espacio, como:

H(�p) =
1p
2N

2N�1X
l=0

h(l�x)ej(�pl�x)

h(l�x) =
1p
2N

2N�1X
l=0

H(�p)e
�j(�pl�x)

donde �x = �=2N; � es el rango en el espacio de la función.

Para obtener la doble transformada de Fourier de la ecuación 1.03 de�nimos a

la función An como:

An = g(
n�x� �t

v0
)ej($t+ sn�x) (1.04)

sin perdida de generalidad.

Recordando que:

�rn = [� (rn+1 � rn�1)� � (rn+2 � rn�2)] =12�x

42rn = (rn�1 + rn+1 � 2rn) = (4x)2

43rn = (rn+2 � rn�2 � 2 (rn+1 � rn�1))=2(�x)
3

44rn = (rn+2 + rn�2 � 4 (rn+1 + rn�1) + 6rn) = (4x)4
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son las diferencias utilizadas en el capítulo 5. Sacando la transformada de Fourier para

cada uno de los términos de la ecuación 1.03:

j
@An
@T

! v0!

�
Ĝ(�v0

�
($ + !))� s+�p+($+!� )=0

"2�2An ! 2"02v0
�
(Cos((s+

$ + !

�
)�x)� 1)Ĝ(�v0

�
($ + !))�s+�p+( $+!� )=0

j"3�3An ! �4"
0
3v0
�

Sen((s+
$ + !

�
)�x)

�(Cos((s+ $ + !

�
)�x)� 1)Ĝ(�v0

�
($ + !))� s+�p+($+!� )=0

"4�4An ! 4"04v0
�
(Cos((s+

$ + !

�
)�x)� 1)2Ĝ(�v0

�
($ + !))�s+�p+($+!� )=0

y observamos que cuando� = 0 y s = 0; resulta:

j
@An
@T

!
p
2�!Ĝ(v0�p)�($ + !) (1.05)

"2�2An ! 2
p
2�"02(Cos(�p�x)� 1)Ĝ(v0�p)�($ + !) (1.06)

j"3�3An ! �4
p
2�"03Sen(�p�x)(Cos(�p�x)� 1)Ĝ(v0�p)�($ + !) (1.07)

"4�4An ! 4
p
2�"04(Cos(�p�x)� 1)2Ĝ(v0�p)�($ + !) (1.08)

sustituyendo los términos por sus dobles tranformadas 1.05-1.08 en la ecuación 1.03 y

despejando Ĝ(�v0
�
($ + !)), obtenemos:

Ĝ(�v0
�
($ + !)) = F (�p; !) +

[
Ŷ0(�p; !)

v0
�
�s+�p+($+!� )=0(Cos((s+

$+!
�
)�x)� 1)]

�[ !

(Cos(( s+ $+!
�
)�x)� 1) + 2"

0
2

+4"03Sen(( s+
$ + !

�
)�x)

+
4"04v0
�
(Cos(( s+

$ + !

�
)�x)� 1)] (1.09)
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y cuando � = 0 y s = 0; se reduce a:

Ĝ( v0�p) = F (�p; !) +

[Ŷ0(�p; !)]� [
p
2��($ + !)] � [! + 2"02(Cos(�p�x)� 1)

+4"03Sen(�p�x)(Cos(�p�x)� 1) + 4"04(Cos(�p�x)� 1)2] (1.010)

para toda �p y !, y donde F (�p; !) es la tranformada de Fourier de la homogénea, y

donde Ŷ (�p; !) es la doble transformada de 1.02.

La condición para que no se presente resonancia es:

jĜ(v0(s+ �p))j <1

esto es, que la función Ĝ(v0(s+�p)) permanezca acotada en casi todo el rango, excepto

en un conjunto de puntos ( permitiendonos tener distribuciones como la delta). Cuando

el denominador de 1.010 se hace cero, la resonancia se hace presente, lo que equivale

a tener un pulso radiante que tiende a desaparecer con el paso del tiempo. Para que

esto no suceda, es necesario que el númerador sea una función que sea múltiplo del

denominador.

Ahora, en el capítulo 5 se trabajaron dos ecuaciones cuyas partes no lineales

vienen dadas por:

y0(n�x; t) = �
1
��U0n��2 U0n
01 ��U0n��2 [U0n+1 + U0n�1]

+
02
��U0n��4 [U0n+2 + U0n�2 + 4�(U

0
n+1 + U0n�1)] (1.011)

y0(n�x; t) = �0
��U0n��2 [�(U0n+1 � U0n�1)� �(U0n+2 � U0n�2)] (1.012)

donde la primera se utiliza en la primera ecuación del capítulo 5 y la 1.012 en la segunda.
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Para la primera ecuación del capítulo 5, ecuación 5..3, tenemos una solución

dada por:

U0n = ASech(Bn�x)e�jCt (1.013)

que sería la solución particular a la que nos referimos antes, hay que recordar que en

esta ecuación tanto "3 = 0 como � = 0, y que:

"02 =
"2

(�x)2
; "04 =

"2

(�x)4
; 
01 =


1
2
; 
02 =

2
2
3

Al evaluar la doble transformada de Fourier de la ecuación 1.02 con el término modi�-

cado, dado por 1.011, vamos a tomar en cuenta la siguiente igualdad:

y0(n�x; t) = �
01
��U0n��2 (U0n�1 + U0n+1)

+
02
��U0n��4 (U0n+2 + U0n�2 + 4�(U

0
n+1 + U0n�1)) (1.014)

= j
@U0n
@T

+ "2
�2

(�x)2
U0n + "4

�4

(�x)4
U0n (1.015)

sustituyendo la solución 1.013 en la ecuación 1.015 y calculando la doble transformada

de Fourier se obtiene:

Ŷ0(�p; !) = [
p
2�A�(! � C)] � [C + 2"02(Cos(�p�x)� 1)

+"04(Cos(�p�x)� 1)2][
1

2N

2N�1X
l=0

ej�pl�xSech(Bl�x)] (1.016)

el análisis numérico del Caso 1 Tabla 1, muestra que el cálculo numérico de la FFT de

la Sech(Bn�x) es otra Sech(��p), donde � es el nuevo argumento (ver Fig.5.6).

1

2N

2N�1X
l=0

ej�pl�xSech(Bl�x) ' 1

4
Sech(

�p�

2B
)

el resultado de la transformada está calculado con la integral. Sustituyendo en la
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ecuación 1.016, tenemos:

Ŷ0(�p; !) = [
1

4

p
2�ASech(

�p�

2B
)�(! � C)] �

[C + 2"02(Cos(�p�x)� 1) + "04(Cos(�p�x)� 1)2] (1.017)

La A;B;C y � vienen dadas por las ecuaciones 5..8,5..10,5..9 y 5..12, respectivamente.

Sustituyendo 1.017 en 1.010 se tiene:

Ĝ( v0�p) = [
1

4
ASech(

�p�

2B
)
�(! � C)

�($ + !)
]

�[C + 2"02(Cos(�p�x)� 1) + "04(Cos(�p�x)� 1)2]�

[! + 2"02(Cos(�p�x)� 1) + 4"04(Cos(�p�x)� 1)2]

de esta ecuación podemos concluír:

1.- Si !+2"02(Cos(�p�x)� 1)+ 4"04(Cos(�p�x)� 1)2 = 0; esto es, el denominador es

cero. Ahora bien, esta es la relación de dispersión que se obtiene al sustituir una

onda plana en la parte lineal de la ecuación 5..3 del capítulo 5, y que equivale a

la ecuación 5..17 del mismo capítulo.

2.- Podemos apreciar que tanto el denominador como el númerador presentan una

función delta, �($+ !) y �(! �C); respectivamente. Para evitar inde�niciones

deberemos hacer:

! = �$ = C

lo que implica que el solitón está embebido.

3.- Dado lo anterior, no se presentará resonancia cuando ! = C; ya que el númerador

cancelará al denominador y por lo tanto:

jĜ( v0�p)j <1
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y obtenemos

Ĝ(v0�p) =
1

4
ASech(

�p�

2B
)

donde v0 = �=2B:

Para la segunda ecuación del capítulo 5, ecuación 5..56, con "02 = "04 = 
01 =


02 = 0 y

"03 =
"3

2 (�x)3

�0 =
�

12�x

tenemos que la solución viene dada por

U0n = ASech

�
n�x� at

w

�
e j(qt+Qn�x)

que al ser sustituida en 1.012, obtenemos:

y0(n�x; t) = j�
��U0n��2 ��xU0n (1.018)

= j
@U0n
@T

� j"3
�3

(�x)3
U0n (1.019)

calculando la doble transformada de Fourier de 1.019, tenemos:

Ŷ0(�p; !) = [
w

4a
ASech(�w(q + !)�

2a
)�Q+�p+( q+!a )=0]

�[! + 4"03 Sen((Q+
q + !

a
)�x)(Cos((Q+

q + !

a
)�x)� 1)](1.020)

al sustituir esta ecuación en 1.09, donde "02 = 0 y "
0
4 = 0; se obtiene:

Ĝ(� v0
�
($ + !)) = [

w
4a
ASech(�w(q+!)�

2a
)�Q+�p+( q+!a )=0

v0
�
� s+�p+( $+!� )=0

]

�[! + 4"03 Sen((Q+
q + !

a
)�x)(Cos((Q+

q + !

a
)�x)� 1)]

�[! + 4"03Sen(( s+
$ + !

�
)�x)(Cos(( s+

$ + !

�
)�x)� 1)]
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pudiendo concluír:

1.- Tanto el númerador como el denominador presentan funciones deltas,

�Q+�p+( q+!a )=0; númerador

� s+�p+( $+!� )=0; denominador

Ello nos lleva a que:

Q+ �p = �(q + !

a
)

s+ �p = �( $ + !

�
)

y por lo tanto:

Q = s

q = $

si queremos que Ĝ(� v0
�
($ + !)) permanesca �nita.

2.- Si !+4"03Sen(( s+
$+!
�
)�x)(Cos(( s+ $+!

�
)�x)�1) = 0; la función Ĝ(� v0

�
($+!))

se volvería inde�nida y por lo tanto se presentaría resonancia; sin embargo, esta

relación fue obtenida al sustituir una onda plana de la forma e j (
 t�k(n�x�at)) en

la parte lineal de la ecuación 5..56 y viene siendo 5..73 con ! = �(s + �p)� �$

en lugar de q = �
� a(Q+ �).

3.- En estos puntos la

Ĝ(� v0
�
($ + !)) =

1

4
ASech(� v0

�
($ + !))

donde A;w; q y a vienen dados por las ecuaciones 5..61,5..62,5..64 y 5..63.
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Como se ha visto, en ambos casos, cuando la solución de las ecuaciones son

solitones brillantes embebidos no se presenta radiación y por lo tanto las soluciones son

estables.
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APENDICE B.

ECUACIONES DISCRETAS MÁS IMPORTANTES.

2.1 La ecuación de Toda.

Siguiendo el trabajo de FPU, M. Toda propone otro potencial no lineal, cuya

diferencia fundamental es: El problema de FPU es no integrable, mientras el problema

de Toda lo es. Él conecta las masas puntuales de la retícula por medio de resortes

cuyo potencial viene dado por:

�(rn) =
a

b
e�b(rn�D) + a(rn �D)� a

b
� F; ab > 0; (2.11)

dondeD es la distancia entre las partículas inicialmente y rn distancia entre dos partícu-

las. El primer término de este potencial es repulsivo, el segundo es una fuerza atractiva

y la F es una fuerza externa constante que actua sobre él. El valor de la constante

se encontró al hacer � (rn = D) = 0: Ya que rn = D representa el estado natural del

resorte se tiene ��(rn = D) = 0: Para este potencial encontramos que la ecuación de

movimiento asociada es:

m
d2rn
dt2

= aebD(2e�brn � e�brn�1 � e�brn+1); (2.12)

= a�(2e�b(rn�D�) � e�b(rn�1�D�) � e�b(rn+1�D�); (2.13)

a� = a� F; (2.14)

la fuerza externa no aparece en las ecuaciones de manera explicita sino a través de a�y

D�.
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Un tren de ondas fue una de las soluciones encontradas por M. Toda79, 80 .

Cuando la amplitud es mucho menor que 1, encontramos:

rn = �1
b
ln

�
1 +

�2

2
Sen2

��
�

�
Cos

�
!t� 2�n

�

��
+D�;

' ��
2

2b
Sen2

��
�

�
Cos

�
!t� 2�n

�

�
+D�; (2.15)

donde � << 1:

Cuando las amplitudes del tren de ondas se hacen grandes y picudas el tren de

ondas se tranforma en una secuencia de ondas tipo pulso a intervalos iguales de �.

Cada pulso tiene la forma de Sech2, de hecho un solitón. Por lo que el tren de

ondas es una secuencia de solitones que se mueven e interactúan mutuamente, no son

independientes uno del otro y su relación de dispersión es:

!

2
=

r
a�b

m
Sen

��
�

�
:

Podemos encontrar también un solitón en una red in�nita, dado por:

e�b(rn�D�) = 1 +
m

a�b

�
�2Sech2(�t� �n)� 2��

�
:

Cuando la forma de la onda varía lentamente comparada con la distancia entre

partículas, el límite al continuo es generalmente válido y la ecuación 2.12 se transforma

en80:

@u

@�
+ �u

@u

@�
+ �2

@3u

@�3
= 0

con u = 
r; � = ��b=4
�N y �2 = �3=24�N3: esta ecuación es conocida como la

Korteweg-deVries (KdV).
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Como se menciono antes, la ecuación 2.12 es integrable, y en el trabajo de

M.Hénon38 encontramos:

� Para una retícula periódica de N partículas, las N integrales de movimiento son

Im =
X
(ui1 � � � uik)(�Xj1):::(�Xjl);

ui =
@ri
@t
; Xi = Ce�(ri+1�ri);

donde se satisfacen las siguientes condiciones: i) los indices i1; :::; ik; j1; :::; jl; que

aparecen en Im son todos diferentes y son modulo N, ii) el número de estos indices

es m; esto es k + 2l = m: Para N=3 se tiene

I1 = u1 + u2 + u3;

I2 = u1u2 + u2u3 + u3u1 �X1 �X2 �X3;

I3 = u1u2u3 � u1X2 � u2X3 � u3X1:

� Considerando el caso de condiciones de frontera �jas, con 2N + 2 partículas,

utilizando la concición inicial u�i = ui:Se encuentra las integrales de movimiento

son las del sistema periódico, sin embargo, para m impares estas se vuelven cero

dado que los términos simétricos se destruyen entre sí.

� En una red in�nita, las integrales de movimiento vienen dadas

Jm =
NX
i=0

X
A
�
�0; :::; �p; �0; :::; �p�1

�
u�0i u

�1
i+1���u

�p
i+pX

�0
i X

�1
i+1���X

�p�1
i+p+1;m : 1; 2; :::N

donde la segunda sumatoria se extiende, para una i dada, a todos los términos

que satisfacen

p � 0; �j � 0; �j � 1;
pX
j=0

�j + 2

p�1X
j=0

�j = m;
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y el coe�ciente numérico

A
�
�0; :::; �p; �0; :::; �p�1

�
=

pY
j=0

�
�j + �j�1 + �j � 1

�
!

�j!

p�1Y
j=0

1

�j! (�J � 1)!
;

para encontrar las integrales de movimiento para N ! 1 es necesario restarle

una constante apropiada, Cm, a Jm. Para m impar, esta constante es cero,

mientras que para m par es Cm = (m� 1)!= (m=2)!; quedando las integrales de

movimiento

Km = Jm �NCm:

Las primeras cuatro son

K1 = 2Senh�;

K2 = Senh2�;

K3 =
2

3
Senh3�+ 2Senh�;

K4 =
1

2
Senh4�+ 2Senh2�;

donde

ui = �(Tanh�i � Tanh�i�1);

Xi = 1 + �2
�
1� Tanh2�i

�
:

Por lo tanto, existen in�nidad de cantidades conservadas.

H.Flaschka26, 27 encontró las constantes de movimiento y la formula para N soli-

tones, utilizando el método de dispersión inversa.
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2.2 La ecuación no lineal de Schrödinger discreta (DNLS).

Esta ecuación apareció por primera vez en la literatura en 1959, Holstein la

propone como modelo para el movimiento del polaron en cristales moleculares, sin

embargo, tuvo que pasar un poco más de una decada para que se volviera a utilizar,

esta vez el modelo fue retomado por Davidov en los 70´s para el transporte de la energía

en biomoleculas. En los 80´s fue llevada al campo de la físico-química en la teoría de

los modos locales de pequeñas moleculas y en la óptica no lineal para modelar guías de

onda no lineales acopladas y más recientemente la física de ondas de materia para la

descripción de una dilución de un condensado Bose-Einstein atrapado en un potencial

periódico76 .

La versión discreta de la NLS viene dada por:

j
@un
@t

= ���2un � �junj2un (2.26)

donde se toma como j =
p
�1 en lugar de la i como es lo común, con � y � constantes.

u es una función compleja de n�x y t; donde n es el índice de los puntos de la red y

�x el espaciamiento entre los puntos, y con

�2un =
un+1 + un�1 � 2un

(�x)2

el laplaciano discreto en una dimensión.

Cuando � = 1=2 y � = 1, se tiene un problema de enfoque no lineal, mientras

que � = �1 presenta el desenfoque42 .

La ecuación 2.26 puede ser obtenida a partir de la lagrangiana:

L =
1

2

1X
n=�1

[j(�unu
�
n � �u�nun)� 2�j

�un
�x

j2 + �junj4] (2.27)
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donde u�n es el conjugado de un, llevandonos a la siguiente hamiltoniana:

H =

1X
n=�1

[�j�un
�x

j2 � �

2
junj4]

=

1X
n=�1

[�j �

(�x)2
(un � un�1)(pn � pn�1) +

�

2
(unpn)

2]

con pn = @L=@�un , el momento generalizado.

La norma, dada por

P =
1X

n=�1
junj2

también es una cantidad que se conserva. Llevándonos a una propiedad conocida como

los Modos Intrínsecos Localizados (ILM, por sus siglas en inglés). Si se propone una

función un = vne
j�, con vn siéndo una función compleja y � una constante, se encuentra

que vn satisface la misma ecuación que gobierna un y la norma no se ve afectada, por

lo que se dice que la norma es invariante o que se tienen ILM, eso es, se tiene una

invarianza con respecto al cambio de fase.

Proponiéndo como solución de la ecuación 2.26 a un = vne
j
t , donde la depen-

dencia en t sólo está en la exponencial, uno obtiene:

�
vn = �
�

(�x)2
�2vn � �jvnj2vn

que resulta ser un problema de estado estacionario en vn: Existen dos métodos para

resolver el problema:

1.- Método de iteraciones de Newton-Raphson, el cual resuelve por iteraciones un

conjunto de ecuaciones algebraícas no lineales40 .

2.- Método de iteración de valores característicos42 .
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La relación de dispersión lineal se obtiene al sustituir una onda plana, un =

�ej(kn�x+!t) con � pequeña, en la parte lineal de la ecuación 2.26, esto es:

j
@un
@t

= ���2un

lo que nos conduce a la relación entre el número de onda y la frecuencia:

! =
2�

(�x)2
[Cos(k�x)� 1]

y como el Cos� es una función par, se tienen dos valores de k�x que dan la misma !;

a saber �k�x.

2.3 Ecuación de Ablowitz-Ladik (AL-NLS).

Una variación de la DNLS es la ecuación propuesta por M. J. Ablowitz y J. F.

Ladik? (AL-NLS) :

j
@un
@t

= �1
2
�2un �

�

2
junj2 (un+1 + un�1) (2.38)

que se obtiene a partir de la siguiente hamiltoniana:

H = j

1X
n=�1

[u�n (un+1 + un�1)�
2

�
ln(1 + �junj2)] (2.39)

y donde se utilizaron los paréntesis de Poisson cuya relación entre las variables está

dada por:

fum; u�ng = j�m;n(1 + �junj2) , fu�m; u�ng = fum; ung = 0

Junto con el hamiltoniano, la norma que viene dada por:

P =

1X
n=�1

1

�
ln(1 + �junj2)

114

Neevia docConverter 5.1



son cantidades que se conservan.

La diferencia básica entre la DNLS y la AL-NLS son sus cantidades conservadas

y su integrabilidad, mientras la primera sólo presenta al hamiltoniano y la norma como

cantidades que se conservan y no es integrable, la segunda tiene una in�nidad y es

integrable42 .

Ablowitz-Ladik utilizaron el método de dispersión inversa para crear su ecuación,

ellos encontraron que los solitones presentes en ella se debían a los valores discretos del

espectro de dispersión que son negativos. Ademas encontraron que las cantidades

conservadas son in�nitas.
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APENDICE C.

ERGODICIDAD.

En 1872, Ludwig Boltzmann consideró a las partículas del gas diluído como un

conjunto de objetos, que:

1) Se mueven al azar.

2) Sólo colisionan dos partículas entre sí.

Dejando así a un lado la idea de considerar que las partículas se mueven bajo

ciertas fuerzas que actúan sobre ellas de manera individual. Esto lo llevó a encontrar:

i) La ecuación cinética para un gas (ver Reichl70).

ii) Sus hipótesis ergódicas.

Para llevar a cabo su estudió, Boltzmann consideró un sistema de muchos cuerpos

aislados tal que:

� La parte dominante del espacio fase, consiste de regiones donde las propiedades

macroscópicas son muy cercanas a las propiedades de equilibrio.

� Las trayectorias del sistema consumen tiempos iguales en regiones del espacio fase

de igual extensión.

� Las propiedades macroscópicas del sistema deberán esencialmente ser constantes

por toda la parte admisible del espacio fase y deberán coincidir con el prome-

dio del tiempo largo de las correspondientes cantidades microscópicas sobre las

trayectorias en el espacio fase.
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Tiempo después Josiah W. Gibbs incluyó:

� La evolución dinámica de un sistema aislado que inicialmente ocupa una región

limitada del espacio fase, compatible con un valor prescrito de sus observables

macroscópicas, deberá llevar eventualmente a una ocupación uniforme del espacio

fase posible, en el sentido burdo (coarse-grained).

Sin embargo, fueron Henry Poincaré y George Birkho¤ quienes dieron origen al

planteamiento moderno.

En 1890, H. Poincaré probó una propiedad importante de la conducta de los

sistemas dinámicos en tiempo largo. Este resultado, conocido hoy como Teorema de

Recurrencia, muestra que casi todo punto, en el espacio fase de un sistema que preserva

el volumen, tiene que retornar a un punto arbitrariamente cercano a su posición inicial.

Posteriormente, G. Birkho¤ en 1931 presentó su Teorema Ergódico, en el cual,

en términos de promedio, se establece lo siguiente:

Sí para las funciones de fase f
�
XN
�
;se tiene que:

i) El promedio en el tiempo, hfiT , existe para casi todo XN (un conjunto de medida

cero puede ser excluido).

ii) Cuando éste existe y es igual al promedio de la extensión en el espacio fase, hfiT =

hfiS.

Se dice que el sistema es ergódico para todas las funciones de fase f
�
XN
�
:
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Donde XN = XN(pN ; qN) son los puntos en un espacio de dimensión N ,

hfiT = lim
T!1

1

T

Z t0+T

t0

f
�
XN (t)

�
dt;

hfiS =
1R

Se
dSe

Z
Se

f
�
XN (t)

�
dSe:

Aquí se está considerando que la única integral de movimiento, que de�ne una super�cie

en el espacio fase, es la energía total y se designa a la super�cie por Se.

Estos teoremas explican las hipótesis de Boltzmann y permiten de�nir lo que se

conoce como �ujo ergódico (el �ujo de puntos de estado sobre la super�cie de enegía,

Se, es de�nido a ser ergódico si casi todos los puntos XN sobre la super�cie se mueven

de tal manera que ellos pasan a través de cada vecindad �nita pequeña, Re, sobre la

Se).

Los sistemas con �ujo ergódico poseen densidades únicas de probabilidad esta-

cionarias (constantes en Se) que caracterizan a los sistemas con energía �ja en el equi-

librio. Ahora, para que un sistema con �ujo ergódico alcance su estado de equilibrio,

se requiere de una propiedad adicional: mixing (la hipótesis de Gibbs).

Un tipo de �ujo que comienza a exhibir alguna forma de irreversibilidad es

un �ujo mixing. El �ujo mixing es caótico y causa que cualquier distribución de

probabilidad inicial se disperse a través de la super�cie de energía.

El �ujo mixing es ergódico, pero los �ujos ergódicos no siempre son mixing.

Un sistema es mixing si para todas las funciones integrales cuadradas, f
�
XN
�

y g
�
XN
�
, sobre Se, se tiene

lim
T!�1

1R
Se
dSe

Z
Se

f
�
XN
�
g
�
XN (t)

�
dSe =

R
Se
f
�
XN
�
dSe

R
Se
g
�
XN
�
dSe�R

Se
dSe

�2
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esto asegura, que el valor promedio de una función dinámica f
�
XN
�
se aproxime a un

valor estacionario en el limite t! �1:

Es importante enfatizar: Que mixing da una aproximación burda a un estado

estacionario. El valor de la función tiene un valor promedio en Se, pero puede diferir

de éste valor si sólo consideramos una vecindad en algun punto sobre Se:

Resumiendo lo anterior, tenemos:

Sean A y B regiones arbitrarias �nitas sobre la super�cie Se. Asumimos que

todos los puntos estan en A inicialmente. Si el sistema es mixing y evoluciona en el

tiempo, la fracción de puntos que está en A o en B en t ! �1; deberá ser igual a la

fracción del área en Se ocupada por A o por B; respectivamente.

Fermi, Pasta y Ulam al considerar su sistema de osciladores inarmónicos en-

contraron que, al poner la energía en unos pocos modos bajos de vibración, no existió

una tendencia de la energía a dispersarse en los otros modos, contradiciendo lo que

esperaban, ya que suponían que el sistema alcanzaría un estado estacionario, en el cual

todos los estados con la misma energía fueran igualmente probables.

Esta conducta sería completamente diferente si el sistema fuera ergódico.

Al conocerse el teorema de KAM, se encontró que la mayor parte de la super�cie

de energía, en el problema de FPU, es un toro invariante y el sistema exhibe una

conducta, que en muchos aspectos, es similar a un sistema de osciladores armónicos no

perturbados. Esto se debe a que el acoplamiento inarmónico que FPU utilizaron era

débil.

Cuando el acoplamiento se incrementa, las regiones invariantes del espacio fase

se rompen y en algun punto, uno esperaría encontrar una transición abrupta de la
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conducta, llegando a ser caótica, y algo similar a la equipartición de la energía entre

los modos.

Existen una gran variedad de sistemas oscilatorios no lineales, ya estudiados,

que exhiben una transición de una conducta estable a una conducta caótica cuando

ciertos parámetros son cambiados. Uno de ellos es el sistema de Hénon y Heiles (ver

capítulo 2).
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