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Introduccion

La Topologia y la Teoria de la Computacién, son dos ramas de la ma-
tematica, que aparentan ser muy distantes, debido a que son de naturaleza
distinta. Mientras que la topologia se aplica ampliamente en el &mbito conti-
nuo, la teoria de la computacion vive dentro de lo discreto, lo combinatorio;
pareceria que no hay forma de que estas ramas estrechen lazos y se combinen,
para encontrar nuevos conocimientos matematicos.

Sin embargo, en los tltimo anos, este mito parece empezar a desvanecer-
se por completo, y decimos que es un mito, porque desde mediados del siglo
XX, ya se estan dando conexiones importantes entre las ramas mencionadas.
Primero, la topologia se ha servido de la computacién, para probar cuales
invariantes y propiedades topoldgicas se pueden calcular, y cuales no. Y en
tiempos mas recientes, la computacién se ha servidor de la topologia, para
obtener resultados importantes en varias areas (como por ejemplo, Compu-
tacion Distribuida). Pero a pesar de todo esto, atin muchos especialistas de
las dos ramas, se resisten al cambio; no ven la forma en que pudiéramos lle-
var las cosas de computacion al ambito continuo de la topologia, y viceversa;
incluso, muchos no le ven la utilidad. Es muy probable que esta resistencia
sea originada, en buena parte, porque desde la formacién de cada cientifico,
topologo y computologo, se desarrolla una como “alergia”, hacia la otra par-
te. Es muy comin que los mateméticos que gustan de la topologia (y también
de otras ramas del ambito continuo, como el anélisis, la geometria diferencial,
etc.) no gusten de aventurarse demasiado dentro de la 16gica (que es donde
histéricamente, nace la teoria de la computacién); y el computélogo, simple-
mente evita a toda costa todo lo que tenga que ver con areas como célculo,
analisis y topologia, pues siente que no es lo suyo, no es muy habil en ellas
(mdas atin, muchas veces cuestiona el porque alguien como ¢él, tiene que llevar
materias como célculo o andlisis). Asi que de entrada, podemos decir que el

IX
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topdlogo y el computodlogo, simplemente, ni se hablan.

Con esta obra, queremos intentar contribuir a la creencia de que esta ten-
dencia no debe seguir més (al menos, no en lo cientifico), pues, como veremos,
se descubren cosas muy interesantes cuando se combinan dos areas matemati-
cas tan distintas. Expondremos resultados computacionales que son de gran
importancia para quienes se dedican a la topologia, en particular, a las varie-
dades (de todos los tipos). Estos resultados fueron presentados por primera
vez en 1968, por W. W. Boone, W. Haken y V. Poénaru en [BHP68|, con
un sabor “muy logico”, y ciertamente, sufriendo del problema de la notacién
“extrana” de la légica. A pesar del esfuerzo de los autores de intentar escri-
bir los resultados, de tal forma que fueran accesibles para los especialistas
en cada area, siguen sin ser ampliamente conocidos. En particular, muchos
especialistas de variedades no los conocen, o si han escuchado acerca de ellos,
no tienen totalmente claro como se han obtenido, ni las fuertes implicaciones
que tienen.

Por ello, el relato que haremos en este trabajo, esta dirigido en forma par-
ticular, a los especialistas en topologia (aunque un computélogo, o especia-
lista en logica, teniendo un conocimiento bésico de los conceptos topolégicos
usados, también lo puede leer), intentaremos llevarlos cuidadosamente por
el camino que es necesario cruzar, para poder llegar a las conclusiones de
nuestra referencia principal [BHP68]. Queremos darles un relato agradable
y entretenido, mostrandoles como se van combinando bellamente resultados
computacionales y topoldgicos (usando como puente resultados algebraicos
de computabilidad), para mostrarnos un resultado por demés trascendente en
las matematicas. Asi, la contribucién que hacemos con esta obra es precisa-
mente realizar un desarrollo mas profundo de todos los pasos necesarios para
poder llegar a las conclusiones finales, comenzando con definir el modelo de
computo usado (es decir, dar el objeto matematico que serd nuestra “compu-
tadora”), obtener una forma de representar en forma finita a las variedades
diferenciables para que sean manipuladas en programas (si, esos hechos con
lenguajes como C, C++, Java, etc.) y muchas cosas mds, hasta finalmente
mostrar que la clasificacion de variedades estd mas alla de nuestras capaci-
dades de calculo. No cabe duda, un emocionante camino nos esta esperando.

.Y de qué nos habla este resultado? Pues ni mas ni menos, que de la im-
posibilidad de resolver, en general, los problemas de clasificacién topoldgica,
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por difeomorfismo, homeomorfismo, equivalencia homotépica y combinato-
ria, para variedades diferenciables, topologicas y combinatorias, de dimensién
n > 4. Aun mas, veremos, que no existe algin proceso, por medio del cual,
pudiéramos decidir si una variedad dada, es simplemente conexa, o no !! El
objetivo final, es mostrar que estos problemas topolégicos (transformados en
problemas de “decisiéon”) son equivalentes a dos problemas computacionales,
que nacen en el algebra, (para ser precisos, los problema de isomorfismo y de
trivialidad, entre grupos finitamente presentados), para los cuales sabemos,
no existe algoritmo que pueda resolverlos (Boone, [Bo68|), y por lo tanto,
tampoco puede existir algoritmo alguno que resuelva el problema de clasifica-
cion de variedades. Para poder definir los problemas de clasificaciéon en forma
computacional, serd necesario restringir nuestra atencion a variedades que se
pueden “representar de manera finita”. Este concepto, especificamente en la
forma de “presentacion finita de una variedad diferenciable”, requiere una
discusion detallada que daremos en el Capitulo 4. Definiremos lo que llama-
remos una “presentacion (finita) algebraica de atlas” (que es esencialmente,
una matriz de nimeros racionales), que describe una n-variedad topolégica
cerrada, con una triangulacion (representando la estructura combinatoria) y
un atlas (representando la estructura diferenciable). Asi, mostraremos que
en esta clase de variedades, los problemas mencionados, son imposibles de
resolver.

En el Capitulo 1, hacemos una breve introduccién al mundo de la Teoria
de la computacién, iniciando con una resena histérica de sus inicios y quiénes
fueron sus mentores; a continuacién introducimos las palabras y los lenguajes,
(objetos basicos para realizar célculos), nuestro modelo formal de computo: la
Maquina de Turing (es decir, nuestra computadora), con lo que formalizamos
la idea intuitiva de lo que es un algoritmo. Hablaremos de la existencia de la
Maquina Universal de Turing, capaz de ejecutar cualquier programa que se le
presente, y de como su existencia nos lleva inevitablemente al descubrimiento
de problemas mateméticos que no podemos resolver (algunos de estos, ocu-
rriendo en las mateméticas cotidianas). Después, definiremos las Méquinas
de Turing con oraculos, las cuales nos permiten ver como se relaciona un pro-
blema con otro, con respecto a la dificultad para resolverlos; para finalmente,
introducir los grados de Turing, que son una clasificacién de todo el universo
de posibles problemas; con ellos, seremos capaces de decir exactamente cual
es la dificultad de los problemas topoldgicos que enfrentaremos.

En el Capitulo 2, hablaremos de varios resultados computacionales rela-
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cionados con el dlgebra, particularmente, con la teoria de grupos. Fue jus-
tamente en estos objetos, tan comunes en el quehacer matematico diario,
donde se dieron los primeros resultados de imposibilidad computacional, que
no surgieron en la légica o en la computacion. Discutiremos acerca del fa-
moso problema de la palabra, el cual no tiene solucion algoritmica en general
[No55], y como este hecho implica que tampoco hay un procedimiento finito
con el que podamos decir si dos elementos de un grupo son conjugados, o si
el grupo tiene orden 1, o es finito, o es libre de torsiéon, etc.; para rematar
con la fuerte insolubilidad de los problemas de isomorfismo y trivialidad, en
el sentido de que estos problemas pueden ser “tan dificiles como queramos”.
Para poder llevar a cabo la discusion, introduciremos el concepto de presen-
tacién (finita) de un grupo y algunas de sus propiedades. La conexién que
existe entre la topologia y el dlgebra (a través de la topologia algebraica), es
lo que nos permite descubrir que la imposibilidad, también asoma su horrible
rostro en las variedades.

En el Capitulo 3 nos movemos hacia la topologia. Primeramente, introdu-
cimos los conceptos de variedad combinatoria (llamadas también variedades
LP), el pegado de asas (desarrollado por Smale) y cirugia de Morse (estos
ultimos, a un nivel muy bdsico), pues serdn muy necesarios en los siguien-
tes capitulos. Después, presentaremos varios resultados de computabilidad
en topologia. Veremos como los complejos simpliciales han dado la cara en
lo que a célculos se refiere (gracias a su naturaleza combinatoria), siendo que
para estos, existen algoritmos para calcular muchos invariantes topologicos,
como los grupos de homologia, los ntimeros de Betti y presentaciones finitas
del grupo fundamental. Pero también hay resultados negativos (aparte de los
que expondremos) como el de Markov, sobre la insolubilidad del problema del
homeomorfismo [Mab8] (este es otro resultado trascendente de imposibilidad
en topologia, que no es muy conocido). Al final del capitulo, definiremos
formalmente los problemas de decisién que se originan de la clasificacién de
variedades y de la propiedad topologica de ser simplemente conexa.

En el Capitulo 4, nos dedicamos por entero a desarrollar el concepto de
presentacion finita de variedades, que como hemos mencionado, en esencia es
una matriz de nimeros racionales. Gracias a una conexién entre la geometria
algebraica y la topologia diferencial desarrollada por Nash [Na52], es posible
representar los sistemas coordenados de toda variedad diferenciable cerrada,
por medio de un conjunto de ecuaciones, dadas por polinomios con coeficien-
tes en Q. De esta forma, nos serd posible dotar a las presentaciones finitas
de variedades, con elementos para que guarden la informacién importante
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acerca de la estructura diferenciable y/o combinatoria de las variedades que
representan.

Finalmente, en el Capitulo 5 combinamos todo lo desarrollado anterior-
mente, para poder demostrar la fuerte imposibilidad algoritmica (en general)
de la propiedad de ser simplemente conexa y de la clasificacién de variedades,
lo cual nos llevard a concluir, que la clasificacién (topoldgica, diferenciable,
combinatoria y homotdpica) de variedades, es imposible en general. Sin em-
bargo, también obtenemos otros dos resultados importantes que nos hablan
de la existencia de ciertas variedades diferenciables en las cuales si existen
algoritmos para resolver los problemas de clasificacién mencionados.

Agradeciendo de antemano a todos las personas que se atrevan empren-
der el camino en este (esperamos ameno, a pesar de lo largo) relato, el au-
tor espera que les guste y lo disfruten tanto, como el disfruto el hacerlo.
Bien...comencemos....

Si X es un matemadtico, entonces X es un programador.
Anonimo.
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Capitulo 1

Teoria de la computacion

Iniciamos esta obra dando una breve introduccion a lo que es la teoria
de la computacion. Primero damos un resumen historico de como ésta ha
evolucionado a través de los anos, despues introducimos los conceptos basicos,
como lo que es una Maquina de Turing, la Maquina Universal, problemas
computables, no computables, y finalmente, definiremos los grados de Turing,
mencionando algunas de sus muchas propiedades.

1.1. Antecedentes historicos

Muchas personas piensan que las ciencias de la computacion se dedican
casi de manera exclusiva al estudio de las maquinas modernas, que son preci-
samente llamadas “computadoras”, junto con los lenguajes de programacion,
sus aplicaciones, hacer libros que explican como manejar procesadores de tex-
to, hojas de calculo, Internet, etc. Y creen que la ciencia de la computacion
ha nacido por todo esto. Esta idea es una terrible equivocacion, y es, como
nos dice Dijkstra (y lo menciona Galaviz [Ga03]), “equivalente a afirmar que
el objeto de estudio de la astronomia son los telescopios”. Antes de inten-
tar determinar cual es el objeto de estudio de la ciencia de la computacién,
debemos definir primero que es computar, y esto significa, en un sentido ge-
neral, pasar una coleccion de datos a través de un proceso que finalmente nos
proporciona la soluciéon de un problema. Sin embargo, muchas veces realizar
el proceso para solucionar un problema dado puede convertirse en algo muy
pesado para una persona.



) CAPITULO 1. TEORIA DE LA COMPUTACION

La historia de la computacion ha tenido como motor principal a la pe-
reza. El ser humano siempre ha buscado, desde tiempos antiguos, ideas y
mecanismos que le permitan no tener que hacerse cargo de tareas largas, re-
petitivas, pesadas y aburridas, las cuales no traen consigo alguna retribucién
espiritual (por ejemplo, hacer cuentas aritméticas) y ha hecho uso de todo
su ingenio para inventar artefactos y maquinas que le hagan la vida mas
cémoda, y le permitan llevar a cabo este tipo de tareas de una forma sencilla
y rapida. Muchos de estos mecanismos han tenido como objetivo, hacernos
ejecutar los proceso de forma automatica, sin pensar en lo que estamos ha-
ciendo (tablas de multiplicar). Entre menos haya que pensar para hacer un
calculo, mejor. En otras palabras, el dichoso proceso debe constar de una
serie de pasos simples que, al aplicarlos en un orden apropiado, siempre nos
proporcionan la solucién buscada. Esta busqueda del ser humano por facili-
tarse la vida data desde el siglo XII, y los buscadores han sido, entre muchos,
ilustres matematicos. Leonardo de Pisa (Fibonacci) con su libro Liber Abaci
que versa sobre la notacién indo-arabiga y los métodos que se usaban en
ella para hacer célculos; John Neper con los logaritmos y sus tablillas, para
hacer multiplicaciones de una forma mas sencilla; Blaise Pascal inventé un
dispositivo para realizar sumas y restas, y Leibniz, quien creia que todo es
aritmética y que los complicados calculos matematicos podian ser encargados
a “esclavos” confiables que nunca fallaran, inventé una maquina para mul-
tiplicar, utilizando ruedas dentadas. Poco a poco, los esfuerzos en encontrar
formas sencillas de hacer computos se enfocaron en gran medida a facilitar
la realizacion de operaciones aritméticas por medio de maquinas.

Pero también habia muchos intentos por automatizar el razonamiento hu-
mano, por mecanizar el pensamiento, y hacer sencilla la tarea de deducir la
verdad o falsedad de un enunciado a partir de ciertas premisas. Pruebas de
esto son las maquinas légicas de Morland y Jevons, y el famoso trabajo de
George Boole: Investigacion sobre las leyes del pensamiento (1854), donde se
sientan las bases de lo que conocemos como algebra de Boole. Anios despues,
en 1879, Gottlob Frege, un matemaético alemén, en un intento por expresar
la totalidad de las matematicas sobre la légica, publica un folleto llamado
Begriffsschrift (“Escritura de conceptos” o “Lenguaje de conceptos”), donde
asentaba muchos de los fundamentos de la légica simbdlica. A mediados del
siglo XIX, Charles Babbage terminé el disenio de su “maquina analitica”, un
artefacto programable por medio de tarjetas perforadas, la cual no se hizo
realidad durante la vida de Babbage, sino hasta 1906, cuando su hijo, Henry
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Babbage, finalizé la construccion de la maquina de su padre y calculd el
nimero 7 con 29 decimales de precision. A finales del siglo XIX y principios
del XX, otras maquinas surgieron despues de la de Babbage, que eran capa-
ces de efectuar la multiplicacion de forma directa, y no por medio de sumas
repetidas.

Es a principios del siglo XX cuando se alcanzé uno de los logros intelec-
tuales mas importantes de la matematica, de la logica, y de las ciencias de
la computacién, atn antes de que estas existieran. David Hilbert, en 1900,
propone su programa de 23 problemas de lo que el consideraba debia ser
el desarrollo de las matemaéticas en los préximos anos. El segundo de los
problemas decia asi:

Demostrar la consistencia de los axiomas de la aritmética.

Es decir, probar que no es posible, a partir de dichos axiomas, demostrar
al mismo tiempo una proposicion y su negacion. Habia que mostrar que la
maquinaria aritmética estaba bien construida, que era infalible. Casi al mis-
mo tiempo, Whitehead y Russell, con su obra titulada Pincipia Mathematica
[WR10-13], intentaban reducir las mateméticas a la manipulacién simbdlica,
independiente de alguna seméntica. Esto era en parte para entender y evitar
las paradojas conjuntistas descubiertas por Russell y otros. Con todo esto,
lo que se buscaba era demostrar que el engranaje formal que se habia cons-
truido a lo largo de la historia era perfecto, una fria maquina, perfecta por
su forma y su construccion, no por su significado. Un sistema formal perfecto.

Esta forma de ver el desarrollo de la matematica es altamente compu-
tacional, ya que existe una clara analogia entre sistema formal y maquina.
En un sistema formal existen ciertos postulados (axiomas) a partir de los
cuales todo el resto es construido. El sistema es todo aquello que puede
deducirse a partir de los postulados (el conjunto de todos los teoremas) apli-
cando ciertas reglas de inferencia en una forma puramente mecanica. Una
maquina posee ciertos componentes, que efectiian movimientos elementales,
regidos por las leyes de la fisica, que al interactuar, definen todo lo que se
puede hacer con la maquina. Hilbert y todos los matematicos y filésofos de
ese tiempo estaban totalmente convencidos de que su intento de mecanizar el
quehacer matematico era posible, sin lugar a dudas, tarde o temprano encon-
trarian la forma de hacerlo. Y de pronto, en 1931, un matematico de nombre
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Kurt Godel, hace ver a todos los matematicos de la época lo equivocados que
estaban, al demostrar sus teoremas de incompletez, los cuales dicen que un
sistema formal que contiene a la aritmética es incompleto (habra verdades
que no se pueden demostrar) o bien es inconsistente (se puede demostrar
simultaneamente una proposicién y su negacién), con lo cual, el programa de
Hilbert quedoé hecho pedazos.

El trabajo de Godel abrid el espectro de lo que las ciencias de la compu-
tacion estudian. Sabiendo que hay cosas que no se pueden deducir en un
sistema formal, y que la aritmética que utilizamos para hacer céalculos es
incompleta, surgen nuevas preguntas, como

=, Qué cosas se pueden calcular y cuales no ?
= ;Son mas las cosas que se pueden calcular o las que no ?
=, Qué significa precisamente el que algo sea calculable 7

= ;Es posible clasificar las cosas que se pueden calcular de acuerdo al
grado de dificultad para calcularlas 7

Y muchas otras. De este modo, se presenta una necesidad de formalizar el
concepto de algoritmo, de proceso efectivo (del cual se tenfa una “idea intui-
tiva”) para resolver todas estas interrogantes relacionadas con el problema
de la decidibilidad (Entscheidungsproblem). Asi fue como se desarrollaron,
casi al mismo tiempo, varias formas de definir lo que es un algoritmo y la
computabilidad efectiva. Entre otros, resaltan los siguientes:

» Mdquinas de Turing (Alan Turing [Tu36]).
» Sistemas Post (Emile Post [Po36, Po43]).
» Funciones p-recursivas (Kurt Goédel [G665)).

» Célculo A (Alonzo Church [Ch33]).

Estos sistemas fueron desarrollados mucho tiempo antes de que las compu-
tadoras existieran. Pero lo méas impresionante fue que a pesar de que super-
ficialmente se ven tan diferentes, todos estos formalismos puedan simularse
uno al otro, y por lo tanto, son equivalentes en poder computacional. Este
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hecho no podia ser mera coincidencia, por lo que se pensé que la nocion, elu-
siva por tanto tiempo, de computabilidad efectiva habia sido atrapada por
fin. Alonzo Church [Ch36] fue el primero en hacer esta declaracién, y desde
entonces ha sido conocida como la Tesis de Church (o la Tesis de Church-
Turing). No se trata de un teorema, sino mas bien de la creencia de que
los sistemas mencionados capturan la idea precisa de lo que es computabili-
dad efectiva, ni mas ni menos. Si usamos el modelo de maquina de Turing,
podemos enunciar la Tesis de Church-Turing asi:

Para todo aquello que es computable, existe una maquina de Turing que lo
calcula.

Es a partir de esta hipodtesis que se construye toda la Teoria de la Compu-
tacion, la cual nos servird para lograr el objetivo principal de esta obra.

Con esto terminamos nuestro resumen de la historia de las ciencias de la
computacién, el cual ha sido muy apretado. No hemos dado muchos otros
datos interesantes, y no mencionamos la evolucion tecnolégica de la compu-
tacion. Para el lector interesado en disfrutar un relato muy ameno y con mas
contenido histérico, le sugerimos consultar [Ga03].

1.2. Definiciones basicas

Probablemente, el modelo de cémputo que ha logrado que la Tesis de
Church-Turing sea aceptada ampliamente, ha sido la maquina de Turing. Fue
el primer modelo que mostro la caracteristica de ser programable, y es muy
parecido en funcionamiento a las computadoras que estamos acostumbrados.
Alan Turing us6 sus méaquinas para demostrar que no era posible resolver al-
goritmicamente el problema de la decidibilidad [Tu36]. Escogemos, pues, a la
maquina de Turing como nuestro modelo formal de cémputo para demostrar
la imposibilidad de encontrar una forma de clasificar las variedades diferen-
ciables y/o combinatorias. A continuacién, introducimos todos los conceptos
esenciales de la teoria de la computacién que estaremos usando a lo largo
de esta obra. Para profundizar méas en el tema, el lector puede consultar
[Pa94, Ko97, Co04].

Para programar, no es necesario tener una computadora, ni conocer la
sintaxis y la seméantica de un lenguaje de programacién, como C, Fortran,
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Figura 1.1: Maquina de Turing deterministica. El simbolo “F” indica a la
maquina que no puede seguir avanzando a la izquierda, mientras que los
simbolos despues del tltimo 0 indica que la celda correspondiente estd vacia.

Java, etc. Todo lo que necesitamos es uno de los modelos de computo descritos
en la seccién anterior (o algtin otro de muchos modelos que no mencionamos,
pero que existen), unas hojas de papel y lapiz. Demos primero una descripcién
informal de lo que es una maquina de Turing (Figura 1.1). Intuitivamente, la
maquina tiene una cinta semi-infinita dividida en celdas, que es el espacio de
trabajo, y una cabeza de lectura y escritura, que puede moverse a la derecha e
izquierda, leer y escribir simbolos. En la cinta, la maquina recibe una palabra
de simbolos, que representa los datos de entrada para el programa. Con
la cabeza lectora, la maquina puede ver los simbolos escritos en la cinta y
modificarlos. Al iniciar la ejecucion del programa, la maquina se encuentra
en un estado “inicial” s, viendo con la cabeza lectora el primer simbolo de la
palabra de entrada. En cada paso, dependiendo de qué simbolo se encuentre
en la celda que esta bajo la mira de la cabeza lectora, y el estado actual
de la maquina, esta escribe un nuevo simbolo en la celda, mueve la cabeza
lectora a la derecha 6 izquierda, y cambia a un nuevo estado. El programa es
especificado a través de una funcién de transicién. Cuando la méquina entra
en un estado especial ¢, llamado de “aceptacion”, se detiene y decimos que
acepta a la palabra de entrada; si entra en otro estado especial r, llamado
de “rechazo”, se detiene y decimos que rechaza a la palabra de entrada; y si
nunca entra en alguno de estos estados, decimos que la maquina entra en un
ciclo infinito. Ahora pasemos a las definiciones de estas ideas.

Definicién 1.2.1. Un alfabeto es cualquier conjunto finito (no vacio). Si ¥
es un alfabeto, a sus elementos les llamaremos simbolos o letras. A una suce-
sién finita de simbolos la llamamos una palabra ¢ palabra sobre el alfabeto
Y. El conjunto de todas las palabras sobre ¥ lo denotamos por >*. A la
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palabra vacia, que no contiene algtin simbolo, la llamamos A. Un lenguaje’
es cualquier subconjunto de »*.

Definicién 1.2.2. Una Maquina de Turing (MT) deterministica de una sola
cinta es una séptupla
M = (Q? Z? F? 67 87 t? T)?

donde

= () es un conjunto finito no vacio (los estados);

> es el alfabeto de entrada;

" es el alfabeto de la cinta, donde X C T

0: QxTI' = Q xT x{L, R}, la funcién de transicién (el programa de
M);

s € @, el estado de inicio;
= t € (), el estado de aceptacion;

r € Q, el estado de rechazo, r # t.

Intuitivamente, d(p,a) = (¢, b, D) significa que “Estando en el estado p y
teniendo la cabeza lectora en la celda de la cinta con el simbolo a, escribe
a b en esa celda, mueve la cabeza lectora en la direccién D, y cambia el
estado actual a g. Cuando M entra en alguno de los estados especiales t o
r, no permitimos ue se hagan transiciones que cambien estos estados. En I’
siempre se encuentra un simbolo especial “LJ”, llamado el blanco y sirve para
indicar que la correspondiente celda esta vacia. Los simbolos R, L significan
derecha e izquierda, respectivamente. Al conjunto de estados y la funcion de
transiciéon los llamamos el control finito de M. Mas adelante veremos varios
ejemplos de MTs, pero primero, daremos otras definiciones importantes.

Definicién 1.2.3. Sea M = (Q, 3, T, 4, s,t,r) una MT sobre un alfabeto X.
Definimos una configuracién de M, como un elemento del conjunto @) xI'* xN.

'En teorfa de la computacién, los términos lenguaje, conjunto y problema se usan
indistintamente. Cuando esto no de lugar a ambigiiedades, haremos lo mismo a lo largo
de la obra.
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Una configuraciéon nos da el estado del calculo de M, en un momento del
tiempo. Si (¢, w,n) es una configuracién, esta nos dice que M se encuentra en
el estado ¢, con la palabra w escrita en la cinta, viendo en su cabeza lectora
el simbolo que esta en la posicion n, dentro de w. En la literatura, es muy
usual denotar esto por

al...ajnilqan...ajm’ (w:al...am).

La configuracion inicial de M en la entrada w es (s,w,1). Podemos definir
una relacién de “siguiente configuracién”, en el conjunto @) x I'* x N. Si
(q,w,t), (u,x,p) son configuraciones de M, donde w = a; - - - a,,, decimos que

(¢, w,t) nos lleva a (u, z,p) en un paso, denotado por (q,w,t) % (u,z,p), si

T =ay---a;_1bagq - - - a,, y ocurre uno de los siguientes casos:

= M tiene la transicién 6(q,a;) = (u,b,R) yp=t+1,0

= M tiene la transicién 6(q,a;) = (u,b, L) y p=1— 1.
Usando la notacién alterna de configuraciones, esto lo vemos asi:

= Sid(q,ar) = (u,b, R) entonces

1
Ay Qr14ag - - G V ap - Q1 buay - - Q.
= Y sid(q,a;) = (u,b, L) entonces

1
A1 Qe—1QQg - - - Qo V ag--- at_2uat_1b c Q-

. . . o . *
Sean «, 3 configuraciones. Definimos la cerradura reflexiva y transitiva IV

1 . . .
de la relacién e forma inductiva, como sigue:
0
" o —a,
M
n+1 . , , n 1 . s
= o — [ siysélosi a — v — (3, para alguna configuraciéon v, y
M M M

. a%ﬁsjysélosia%ﬂparaalgﬁnn}&
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Tenemos todo lo necesario para poder dar definiciones precisas de cuando
una MT M acepta o rechaza una palabra, asi como del lenguaje aceptado
por M.

Definicién 1.2.4. Sea M una MT sobre un alfabeto X, x € ¥*. Decimos que
M acepta a x, si (s,z,1) f; (t,y,n), para algunos y € ¥*, n € N. M rechaza

azxsi(sz1) % (r,z,m), donde z € ¥*, m € N. El lenguaje aceptado por
M, L(M) es
LM) ={z € X" | (s5,2,1) — (t,y,n)}.

Dada una MT M y una palabra x € X*, decimos que M se detiene en x, si
M acepta 6 rechaza a x. Es posible, por supuesto, que M no acepte ni rechace
a r, en cuyo caso decimos que M entra en ciclo con x. Esta observacion es
muy importante, ya que estamos interesados en formalizar la idea intuitiva de
algoritmo, lo cual corresponde a un proceso que siempre se debe de detener
en cualquier palabra de entrada, por lo que buscamos maquinas que siempre
se detengan en todas las entradas. Esto queda asentado en la siguiente

Definicién 1.2.5. Una MT M es total, si para toda palabra z € ¥*, M se
detiene en x. Si A C ¥* es un lenguaje, llamamos a A

= computable enumerablemente (c.e.), si A = L(M) para alguna MT M,

= co-computable enumerablemente (co-c.e.) si el complemento, ¥* — A es
ce.y

» computable?; si A = L(M) para alguna MT total M.

Un conjunto A c.e. es tal que existe una MT M que sdlamente puede re-
conocer a los elementos de A. Si x € ¥* es tal que x € A, entonces al ejecutar
a la maquina M en x, sabremos en tiempo finito con certeza que x € A. Pero
si por otro lado z ¢ A y ejecutamos a M con x como entrada, es posible que
M se detenga rechazando a x, con lo que nos daremos cuenta que = ¢ A;
pero tambien es posible que M nunca se detenga en x. En otras palabras,
cuando = ¢ A, no lo podremos saber con certeza en tiempo finito. El término

2En la mayoria de los libros, se usan los términos recursivo enumerablemente (recur-
sively enumerable) y recursivo (recursive) en lugar de computable enumerablemente y
computable, los cuales han sido adoptados en los ultimos anos, pues reflejan mas clara-
mente el concepto que representan.
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computable enumerablemente es un poco dificil de manejar al principio, pero
afortunadamente tiene una forma equivalente que es mas sencilla. Llamamos
a un lenguaje B C X* listable si existe un programa que imprime a los ele-
mentos de B. Si B es infinito, el programa se ejecuta para siempre. Aunque
el concepto de listable parece ser muy distinto al de computable enumerable-
mente, se puede demostrar que son equivalentes. Hablaremos de esto en la
Seccién 1.3, cuando presentemos un modelo de computo equivalente en poder
computacional a la MT: La maquina enumeradora. Ahora veamos algunas
relaciones entre conjuntos c.e. y computables.

Proposicion 1.2.6. Sea X un alfabeto y A C ¥*.
(i) Si A es computable, entonces 3* — A es computable.
(i) Si A es computable, entonces A es c.e.

(iii) A y3* — A son c.e. si y solo si A es computable.

Demostracion. (i). Si A es computable, entonces existe M, una MT total
tal que L(M) = A. Intercambiando los estados de aceptacién y rechazo de
M, obtenemos una MT M’ total, con L(M') = ¥* — A.

(7). En particular, tenemos que L(M) = A, y por lo tanto, A es c.e.

(11i). =) Como Ay ¥*— A son c.e., entonces existen MTs My = (Q1, %, Ty, 01,
S1,t1,71) y My = (Q2, 5,9, 09, 59,19, 79) tales que A = L(M;) y ¥* — A =
L(M;). Queremos construir una MT M total con la propiedad de que L(M) =
A. M no puede ser simplemente una copia de M, ya que esta no necesaria-
mente se detiene en todas las entradas. Tampoco podemos intercambiar los
estados de aceptaciéon y rechazo de M e intentar usar a esta nueva maquina,
pues tiene el mismo problema que M;; pero dada cualquier palabra x € »*,
necesariamente al menos una de las dos maquinas M; o M, se debe detener
en z, pues AU(X*—A) = ¥*. Lo que necesitamos es ejecutar al mismo tiempo
tanto a M; como a M, y esperar a que una de ellas se detenga, tomando las
decisiones apropiadas en cada caso. Pero nuestras maquinas son deterministi-
cas, lo cual implica que solo pueden ejecutar una instruccion a la vez, y no
pueden hacerlo en paralelo. La solucién a este problema serd que la maquina
M simule un paso de M, guarde su estado y a continuacion simule un paso
de M,, guarde su estado y entonces verifique en que estados estan cada una
de las méquinas, y si alguna entra en estado de rechazo o aceptacién, tome
la decisién apropiada. He aqui el programa de M en pseudocodigo.
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M =“En la entrada z:

1.

© 00 ULk W

Recupera el estado y el simbolo que M; tiene en su control finito.
. Simula el siguiente paso de M; en x y guarda su estado actual.

. Recupera el estado y el simbolo que M, tiene en su control finito.
. Simula el siguiente paso de M, en x y guarda su estado actual.

. Si M entro en su estado de aceptacion, entonces acepta.

. Si M entro en su estado de rechazo, entonces rechaza.

. Si M, entro en su estado de aceptacion, entonces rechaza.

. Si M, entro en su estado de rechazo, entonces acepta.

. Si no se da ninguno de los casos anteriores, regresa al paso 1.”

Veamos ahora como implementar este cédigo. Sea M = (Q,%,T,0,s,t,r),

donde

Q - {p07p17 qo, Q1} U {07 0/7 01, 02,U, Uy, S, ta T‘} U {pa}aez U {Otf}qEQl U
{Og}pEQm

r=3u{(}) ‘aerlabEFQ}U{(ZZ) lacTl,qeQ1,bely,pe @}

La idea detras del alfabeto I', es que dividiremos el espacio de trabajo de
M en dos secciones, en la parte de arriba, M simularéd el programa de M,
y en la de abajo, el de M,. A la funcién ¢ la iremos describiendo junto con
el comportamiento de M (siguiendo el pseudocédigo). Dada una entrada
xr € X*, la primera tarea de M es recorrer una celda a la derecha la palabra
x, lo cual requiere las transiciones

4]

>

o
o

=%

3(Pa,

(s,
(
(Po, 1)) = (p1, 1, L),
(
(

) (p()?av R)7

Do, a) (pOa a, R)a

pha) (pa,l_l,R),
p17|—|) (p17|—|7L)7
L) =

(ph a, L)7

para todo a € Y. Cuando M se tope con el inicio de la cinta, debe de dividir
en dos partes su espacio de trabajo y colocar una copia de x en cada parte.

6(1)17 |_) = (q07 }_7 R)7
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8(g0, ) = (g0, (1), R),
§(q0,a) = (qo, (%), R), a€ .

Al terminar la duplicacién de x, M regresa su cabeza lectora al inicio del
espacio de trabajo dividido (es decir, hasta que se topa con el simbolo (D)

3(q0: 1) = (a1, (9), L),
8, (7)) = (@1, (%), L), aex.

S, (D) = (qo, (D>R),

y marca el primer simbolo de z (en la parte de arriba de la cinta), indicando
que M, esta viendo a esta letra en su cabeza lectora, y se encuentra en su
estado inicial s1; lo mismo para M, (en la parte de abajo)

0(q0. () = (0, (). R), a€X.

Es aqui, en el estado o, donde M inicia la simulacién de “ejecutar al mismo

tiempo” a My y Ms. M recorre la cabeza lectora a la izquierda, buscando el
simbolo (D,

50, () = (0,(2), 1), () er-.
(0. (1)) = (on, (), R),

al encontrarlo, inicia un recorrido hacia la derecha buscando en la parte de
arriba de su cinta dividida, un simbolo de la forma b,, donde b € I'y y ¢ € @1,

5(017(§>):(017(2)7R)a CEFl,dECQ,

donde Cy =Ty U{e, | e € I'y,p € Q2}. De esta forma, M sabe en que estado
y simbolo se quedo la ejecucion de M; y procede a efectuar la siguiente
transicion, segun el programa d;. Asi, § contiene transiciones

(o1, (Cj)) = (o, (Z),D), de Oy,

por cada transicién de M; de la forma 6,(¢,c) = (g,a,D) (D € {R,L}).
Finalmente, M debe guardar el contenido (estado actual y simbolo bajo la
cabeza lectora) del control finito de M;. Esto requiere las transiciones

6(0f,(9)) =, (%),R), ge@Q,cel,deCs.
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El estado o' le indica a M que ahora debe simular a Ms, para ello, agregamos
transiciones similares a las que tenemos para la ejecucién de M; (sea C; =

Dyu{fe | feli,qe@i}).
0(0,(3)) = (0. (). L), () €T =%,
8(0', (1)) = (o2, (). R),
6(02,(5)) = (02, (5),R), ceCr,deTly,

(02, (dcp)) = (o, (z),F), tal que 0o(p,d) = (h,b,F), F € {R,L} y

5(037 (;)) = (u> (dch)aR), hEQQ,ceCl,dGFQ.

Cuando M pasa al estado u, es el momento de ver en que estados se encuen-
tran M, y Ms. Para ello, M recorre su cabeza lectora a la izquierda hasta
encontrar el simbolo (D, luego inicia la lectura de las palabras en las cintas
de M, y M,, buscando sus estados de aceptacion o rechazo, y M debe aceptar
o rechazar de acuerdo a lo que especificamos en el pseudocddigo que dimos.
Este comportamiento lo logramos con las siguientes transiciones

o(u, (3)) = (u, ;). L),

w (1) = (u, (), R),

para cada a,b € ' — ¥, c € I'1,d € I'5. Si M no encuentra a M; y Ms en sus
estados de aceptacion o rechazo, entonces movera su cabeza lectora a hacia la
derecha hasta encontrarse con el simbolo blanco LI de su cinta y debe regresar
a simular el siguiente paso de la ejecucion de cada méaquina, lo cual logramos
ast:
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d(uq,U) = (o,U, L).

Ya casi completamos la especificacién completa de M, solo nos falta tratar
un caso especial: Puede ocurrir que las palabras en las cintas de trabajo de
M y M, crezcan con una longitud més grande que la que tiene x. Entonces
en medio de una simulacion de los pasos de M; 6 de M, se puede presentar
la necesidad de hacer mas grande el espacio de trabajo de alguna de estas
magquinas, lo que se traduce en la cinta de M en que nos encontraremos con
un blanco (el de M, que es U). Esto lo resolvemos aumentando el espacio
de trabajo dividido para las dos maquinas, lo cual resolvemos colocando las
transiciones

6(0?7 |—|) = (0/7 (tq)a L)7 S Qh
5B L) = (u, (1), L), p€Qa

Y esta es la especificacion completa de M. Para concluir, sélo debemos ar-
gumentar que en efecto, M es una maquina total y ademéas L(M) = A. Que
M es total se sigue del hecho de que A y ¥* — A son una particion de X*
y por ello, cualquier palabra x estard en L(M;) 6 en L(Ms;). Esto significa
que, al correr M a M, y M, en x, alguna de ellas eventualmente se detendra,
aceptando o rechazando a x, por lo que M entrara en su estado de aceptacién
o de rechazo, es decir, M se detentra en z. Ya que x es cualquier palabra en
>*, M es una MT total.

Probemos ahora que L(M) = A. Si x € L(M), esto significa que M acepto
a x, y esto solo puede pasar si en la ejecucién de My y My que realiza M
sucede uno de dos posibles casos:

1. M; entro en su estado de aceptacion,
2. M, entro en su estado de rechazo.

Si ocurre el caso 1, entonces tenemos que x € L(M;) = A. Si sucede el caso
2, entonces © ¢ L(My) = ¥* — A, lo cual implica que x € A. Supongamos
ahora que z € A. Si alimentamos a M con z y la ejecutamos, entonces como
x € A, en la simulacién que M hace de M; y M,, llegara un momento en
el que M, entrard en su estado de aceptacion, lo cual hara que M acepte a
x; también podria suceder que antes que M; acepte, My rechace a x, pero
de acuerdo con la especificacion de M, esto también hara que M acepte a x.
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En cualquier caso, M se detiene aceptando, por lo cual = € L(M). Hemos
demostrado que
r€L(M)&xeA,

con lo que tenemos que L(M) = A.
<) Por i), ¥* — A es computable y por i), Ay ¥* — A son c.e. -

Aunque los conjuntos computables son cerrados bajo complemento, los
conjuntos c.e. no lo son. También, la conversa de la Proposicién 1.2.6 inciso
i1) no siempre es cierta, es decir, no toda MT es equivalente a una MT total
(algoritmo), por lo que hay lenguajes de los que solamente podemos reconocer
a sus elementos; si la maquina es alimentada con una palabra que no esta
en el lenguaje, no sabemos que pueda pasar, podria detenerse y rechazar,
6 podria entrar en un ciclo infinito. Volveremos a estos temas mas adelante,
en la Seccién 1.4, cuando hablemos de la Maquina Universal de Turing.

Decidibilidad y semidecidibilidad

Una propiedad P de palabras sobre un alfabeto Y es decidible, si el con-
junto que consiste de todas las palabras que tienen la propiedad P es compu-
table. Si este conjunto es solamente c.e., entonces P es semidecidible. Muchas
veces, los especialistas en logica y teoria de la computacion usan los térmi-
nos decidible, semidecidible, computable y c.e. de manera indistinta tanto
para conjuntos como propiedades. Este abuso esta justificado, ya que estos
términos son equivalentes,

P es decidible < {x € ¥* | P(z)} es computable,
A es computable & “x € A” es decidible.

P es semidecidible < {z € ¥* | P(x)} es c.e.,
Aesce & “re A’ es semidecidible.

Y no solo estaremos interesados en poder decidir la pertenencia de palabras en
lenguajes, también queremos calcular funciones. Necesitamos pues, maquinas
de Turing que puedan dar una salida que no sea un simple “si” y “no”.

Definicién 1.2.7. Sea X un alfabeto y f: D C ¥* — »* una funcién de
palabras. Decimos que f es parcialmente computable (p.c.), si existe una MT
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M = (Q,%,T,0,s,t,r), que calcula la funcién f, es decir, si en la entrada
x € D, M termina su cémputo (al entrar en su estado t) con la palabra f(x)
escrita en la cinta. Esto lo denotamos por M(x) = f(x). Si ademds, tenemos
que D = ¥*, entonces decimos que f es computable.

En el caso de las funciones, el término parcialmente computable se refiere
al hecho de que existe un algoritmo que nos dice claramente como calcular
la funcién, siempre que se le de como entrada un elemento del dominio de
ésta. Pero este procedimiento no esta obligado a dar una salida cuando le es
alimentada una palabra que no estd en el dominio de la funcién (de aqui el
prefijo parcialmente), por lo que en este caso, la méquina podria detenerse en
su estado de rechazo o podria quedarse en un ciclo infinito. Por ello, cuando
la funcién estd definida en todo ¥*, decimos que es computable.

Con el marco de trabajo que definen todos estos conceptos, podemos em-
pezar a codificar muchos objetos de uso diario en las matematicas, y pregun-
tarnos acerca de la computabilidad de muchas funciones conocidas. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2.8. Mostremos codificaciones para algunos conjuntos conocidos.
Los ntimeros naturales N, pueden ser codificados usando el alfabeto ¥ = {1},
donde la palabra 1™ representa al ntiimero n. Para los enteros Z, usemos el
alfabeto

¥ ={0,1,4,-},

y si tomamos m € Z tal que m > 0, lo representamos con la palabra +1™;
si m < 0, con la palabra —1™; el cero es representado por el simbolo “0”.
Tambien podemos usar el alfabeto 3 = {0, 1} y utilizar codificacién binaria,
como en las computadoras. Si ahora deseamos encontrar una representacion
en palabras de los racionales Q, fijamos como alfabeto a ¥ = {0,1,+, —, /}
y, reutilizando la codificacién de enteros, la palabra +111/ — 1111111 repre-
sentaria al racional _% El 0 puede ser representado por 0/1.

Ejemplo 1.2.9. Encontremos una codificaciéon en palabras para el conjunto
Q[z], de polinomios con coeficientes en Q. Tomemos a ¥ = {0, 1,4+, —, a, /}.
Para los coeficientes, que son racionales, reutilizamos la codificacién dada en
el Ejemplo 1.2.8. Para codificar el grado de cada termino, usamos palabras
en el simbolo “a”. Asi, si tenemos el polinomio 223 + %xQ — x + 4, este tiene
la representacion

+11/laaa + 1/11111aa — 1/1a + 1111/1.
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Para no confundir al polinomio cero con el racional cero, lo podemos repre-
sentar con la palabra 0/1a. De esta forma, podemos ver a cualquier polinomio
como una palabra en el alfabeto dado.

Ejemplo 1.2.10. Construyamos una M'T que sume nimeros naturales. Sea
Y = {0, 1}, y reutilicemos la codificacién de N que dimos en el Ejemplo 1.2.8.
Intuitivamente, lo que deseamos es que la méquina reciba como entrada las
palabras 1™ y 1™ (representando los naturales n,m) y que al terminar su
cémputo, la cinta contenga la palabra 1"™™, es decir, queremos “pegar” las
palabras iniciales. Podemos usar el simbolo 0 para separar a las palabras que
representan los numero a sumar, y la tarea de la maquina sera borrar este
cero y juntar ambas palabras de 1’s en una sola. Asi, queremos calcular la
funcién de palabras

f{1"01™ | n,m € N} C ¥* — ¥,

tal que f(1"01™) = 1™*™. En palabras que no estdn en el dominio de f, el
comportamiento de la maquina estara indefinido. Sea M = (Q, >, T, 4, s,t,7)
una MT tal que

Q = {87 41,492,493, ta 7’},

¥ =4{0,1},
I'=4{0,1,u}.
La funcién ¢ viene especificada en la siguiente tabla.
) 0 1 L
S (T,',') (q1717R) (T,', )
q1 (QQaLR) (Q1717R) (T,',')
q2 (Tf?') (QQ,l,R) (Q37|—|7L)
q3 ’ (t7 L, R) ’
t . .
r
Las partes con el simbolo “-” en la tabla significan que podemos poner cual-

quier transicién o simbolo. En la entrada 11101111 tenemos la siguiente su-
cesion de configuraciones:

s11101111 -5 11101111 = 11101111 - 111151111
M M M

S 11111111 gl — 111111151 - 1111111 Ut L.
M M M
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Y asf, M(11101111) = 1111111.

Ejemplo 1.2.11. Construyamos una MT total que decide si la palabra de
entrada es un polinomio con coeficientes racionales de grado 3. La maquina
primero verifica que la palabra es, en efecto, un polinomio vélido (reutiliza-
mos la codificacién del Ejemplo 1.2.9), después de esto, analiza al polinomio
buscando que alguno de los términos sea de grado 3. Si lo encuentra y en
efecto este es el mayor grado, acepta la entrada, si no lo encuentra o hay
al menos un término de grado mayor a 3, rechaza la palabra. Formalmente,
M; =(Q,%,T,6,s,t,r) donde,

Q = {87q1aQZ>QU>qdaQuu;qaaQb>pap1ap2ap3ag>gla927937r; t}a
XY= {+,—,0,1,6L,/},

F:{+7_70717a7/7|—|}7

y 0 esta dada en la siguiente tabla.

) + - 0 1 a (] / =
s (q1,+ R) (a1,— R) (r,) (r,) (rys) (ry -5 -) (ry -5 -)

q1 (ry- ) (ry-y+) (¢2,0, R) (qu,1, R) (ry-s+) (ry+y+) (ry -5 -)

q= (ry-) (ry-y+) Ty ) (ry-y+) (ry-s+) (ry-y+) (aa,/, R)

qu (ry- ) (ry ) (ry-s0) (qu,1, R) (ry-s+) (ry-y+) (a4, /, R)

a4 (ry=5+) (ry+) (ry+) (quu, 1, R) (rys+) (r ) (r -

quu (ry) (ry5+) (ry+) (quu,1,R)  (qa,a,R)  (qp,U,L) (r )

da (g1, +,R)  (q1,— R) (ry5°) (ry) (ga,a, R)  (ap,U, L) (ry ) :
a (e, +,L)  (ap,— L)  (av,0,L) (ap,1, L) (qp,a, L) (r ) (av,/,L) (p,F R)
P (p, +, R) (p, = R) (p, 0, R) (p, 1, R) (p1,a, R) (r ) (p, /, R) :
P1 (p, +, R) (p, =, R) (ry=50) (ry50) (p2,a, R) (ry5+) (ry5 )

P2 (p, +, R) (p, = R) (ry=50) (ry=50) (p3,a, R) (ry5+) (ry5+)

P3 (9, +, R) (9,— R) (ry ) (ry =) (r ) (t;-5-) (r )

g (ry ) (ry+) (9,0, R) (9,1, R) (91,a, R) (t,- ) (9,/, R)

g1 (9,+, R) (9,— R) (ry ) (ry ) (92,a, R) (t, ) (ry )

g2 (9,+, R) (9,— R) (ry ) (ry ) (93,a, R) (t, ) (ry )

g3 (9,4, R) (9,— R) (ry-s+) (ry -y 0) (ryes+) (t, ") (ry -5 -)

Efectuemos algunos célculos con Mj. En la entrada —11/111 tenemos,

1 1 1
s—11/111 E) —q111/111 E) —1¢,1/111 V; —11¢,/111

1 1 *
1 * 1

* 1
o —11/111p0 o ~11/11r1,
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Y por lo tanto, M3 rechaza a —11/111. En la entrada +1/laa — 1/1 Mj3
ejecuta lo siguiente,

s+1/laa—1/1 — +q1/laa—1/1 — +1q,/laa—1/1 — +1/gslaa—1/1
Ms M3 M3
— +1/1quuaa — 1/1 = +1/1agea — 1/1 — +1/1aag, — 1/1
M3 M3 M3
— +1/1laa — 1/1 — +1/1aa — 1¢,/1 — +1/1aa — 1/g41
Ms Ms M3
— +1/1aa — 1/1quu) — +1/1aa — 1/g,1 == ¢, + +1/1aa — 1/1
Ms M3 M3
— p+1/laa —1/1 = +1/1paa — 1/1 — +1/1lapia — 1/1
M3 M3 M3
— 4+1/laaps — 1/1 = +1/1aa — p1/1 = +1/laa — 1/1pLJ
M3 MS M3
1
e +1/laa —1/r1.

Por lo que el polinomio z? — 1 es rechazado por Mj;. Finalmente, veamos que
pasa con la palabra +11/laaa + 1/11111aa — 1/1a,

s+ 11/laaa + 1/11111aa — 1/1a ML; +11/1laaa + 1/11111aa — 1/1ag,L
ML; +11/1laaa+1/11111aa —1/1gpa ML3> @+ +11/laca+1/11111aa—1/1a
ML; p+11/laaa + 1/11111aa — 1/1a ML; +11/1paaa + 1/11111aa — 1/1a
ML; +11/laaaps + 1/11111aa — 1/1a ML; +11/laaa + g1/11111aa — 1/1a
ML; +11/laaa + 1/11111gaa — 1/1a ML; +11/laaa + 1/11111aag, — 1/1a
ML3> +11/laaa + 1/11111aa — g1/1a ML3> +11/laaa + 1/11111aa — 1/1ga
ML; +11/laaa+1/11111aa—1/1ag ML3> +11/laaa+1/11111aa—1/1ta.

Asf, Mj acepta al polinomio 22° + 2% — x.

De forma similar a estos ejemplos, podriamos seguir encontrando codifica-
ciones para todo tipo de objeto que podamos representar en un lenguaje finito
(gréficas combinatorias, funciones, etc.) y preguntarnos acerca de la compu-
tabilidad de sus propiedades, operaciones y demas. En particular, todas las
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operaciones basicas y propiedades de polinomios con coeficientes racionales,
son facilmente llevadas a cabo por MTs. Esto es de gran importancia, ya
que los racionales y su densidad topoldgica son uno de los ingredientes que
permiten que podamos realizar cuestiones de cémputo en el ambito de lo
continuo.

Cuando hacemos, o vemos ejemplos concretos de implementaciones de
algoritmos en MTs, pronto nos damos cuenta de que dar la especificacién
completa de una MT puede ser una tarea bastante larga y engorrosa, mu-
chas veces, poco o nada ilustrativa®. Por ello, para no hacer tediosas nuestras
demostraciones y argumentos en donde intervienen algoritmos, sélo daremos
una descripcién corta, en pseudocédigo (como hicimos en la demostracion del
inciso i) de la Proposicién 1.2.6); y a veces, nos conformaremos con la idea
principal del algoritmo. Esto es algo usual en la teoria de la computacién,
y la justificaciéon para hacerlo, es que estamos respaldados por la tesis de
Church-Turing. También, de aqui en adelante, fijaremos nuestro alfabeto de
trabajo a ¥ = {0, 1}, esto no nos hard perder generalidad en nuestros resul-
tados, ya que se puede ver que siempre es posible codificar palabras de un
alfabeto cualquiera a palabras en el alfabeto {0,1} y por lo tanto, podemos
manejar los problemas que atacaremos con este conjunto. Esto es algo que
no debe sorprendernos, ya que X es precisamente el alfabeto de uso de las
computadoras de hoy dia. Todos los programas son transformados por los
compiladores a palabras de 0’s y 1’s, y de esta forma son manipulados por
nuestras computadoras.

1.3. Modelos equivalentes

Ahora veremos que el concepto de computabilidad que encierra la MT
es muy robusto. Para ello, presentaremos diferentes variaciones en el modelo
de la MT, que parecerian aumentar o disminuir su poder de cémputo, y
sin embargo resulta que no es asi, todos son equivalentes al modelo basico
introducido en la Definicion 1.2.2. Cabe mencionar que existen muchos de
estos modelos equivalentes, pero solo mostraremos algunos. Nos interesard, en
forma particular, el concepto de mdquinas enumeradoras, el cual usaremos en

3En términos practicos de programacién, puede ser més complicado que hacer un pro-
grama completo en lenguaje ensamblador (de maquina).
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Q

Fj1]1(0]0|1(1|1|0 L

Figura 1.2: Maquina de Turing de cintas multiples.

varios resultados necesarios para mostrar la imposibilidad de la clasificacion
de las variedades.

MAquinas de cintas miiltiples

Una maquina de Turing con k-cintas es muy similar a una MT estandar,
solo que la primera tiene k cintas semi-infinitas a la derecha y k cabezas
de lectura y escritura independientes una de la otra. Al iniciar un cémputo,
la palabra de entrada esta en la primera cinta y las otras estan en blanco.
En cada paso, la maquina lee un simbolo de cada cinta y basandose en esta
informacion y su estado actual, escribe un simbolo nuevo en cada cinta, mueve
sus cabezas (no se mueven necesariamente en la misma direccién) y cambia
el estado. La funcién de transicién es de la forma

§: QxTF = QxTI*x{L,R},

y una transicién de la forma 0(q, a;1, a;a, - . ., @) = (p, bi1, bz, - - -, big, D1, D,
..., Dy) significa “Estando en el estado ¢, viendo en la primera cinta el simbo-
lo a;1, en la segunda el simbolo a;s, ..., en la k-ésima cinta el simbolo a,
cambia el estado actual a p, escribe en la primera cinta el simbolo b;;, en
la segunda el simbolo b;s, ..., en la k-ésima cinta el simbolo b;; y mueve la
cabeza lectora en la primera cinta a la direccion Dy, en la segunda a la di-
reccion D, ..., en la k-ésima a la direccién Dy (D; = L 6 R)”. Cuando la
maquina inicia su funcionamiento, la primera transicién que se ejecuta es con
la (k+1) tupla (s,a,L, ..., ), donde a es e primer simbolo de la palabra de
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entrada, y todas las demas cintas estan vacias.

Una ventaja de trabajar con este modelo es que da mayor claridad a los
programas, ya que la informacién se puede separar en varias cintas, por este
motivo es muy usado en los libros de algoritmos y complejidad. En la Figura
1.2, podemos ver una MT con 3-cintas.

MAquinas de cinta infinita en ambas direcciones

Una méquina de Turing con cinta infinita a ambos lados (Figura 1.3) se
define y se comporta exactamente de la misma manera que nuestro modelo
estandar, la unica diferencia es que se puede mover hacia la izquierda tanto
como sea necesario. Salvo esto, no tiene alguna ventaja en particular.

Q

Uirp1rjojp1y1rjojpupy

Figura 1.3: Méquina de Turing de cinta infinita en ambos lados.

Maquinas no deterministas

Las maquinas de Turing no deterministas encierran el poder de “adivi-
nar”. En un momento dado, dado un cierto estado de la maquina, esta puede
tomar al mismo tiempo mas de una decisién y en cada una, seguir calculos
distintos. Este modelo de computo es irreal, en el sentido de que no es posi-
ble llevarlo a cabo en forma practica. Sin embargo, también es equivalente al
modelo de MT introducido en la Definicién 1.2.2. Una Maquina de Turing no
deterministica es una séptupla N = (Q, %, ', A, s,t,r), donde @, 3, ', s,t y
r son como en una MT estandar. Para reflejar el hecho de que N ya no tiene
necesariamente una tnica siguiente eleccién en cada paso, sino varias, A no
es una funcién, sino una relacion A C Q@ xI' x @ x I' x {L, R}. Es decir, para
cada combinacion estado-simbolo, puede haber méas de un siguiente paso, o
ninguno. En la Figura 1.4 podemos visualizar una posible ejecucién de N en
una palabra dada. Intuitivamente, N acepta una palabra de entrada, si en el
“arbol de ejecucién”, existe un camino desde la raiz hasta un nodo hoja, en
donde NN se encuentre en su estado de aceptacion.
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Tiempo N

Figura 1.4: Ejecucion de una Maquina de Turing no deterministica.

Actualmente, la mejor forma que se conoce para simular una maquina
de Turing no deterministica, es usando una MT estandar con un ntmero
exponencial de pasos, en el peor de los casos. Esto, por supuesto, no es una
solucién practica. Buscar una manera mas eficiente de llevar a cabo esta
simulacién es uno de los problemas abiertos* més importantes de la Teorfa
de la computacién y de la matematica misma [Si05, Pa94].

MAaquinas enumeradoras

En la Seccién 1.2 definimos los conjuntos computables enumerablemente
(c.e.), como aquellos conjuntos que son aceptados por maquinas de Turing.

4Fl famoso problema P Z NP. El enunciado formal de esto requiere la introduccién
de muchos conceptos de complejidad computacional, pero afortunadamente hay muchas
formas equivalentes para describirlo. Consideremos el siguiente problema numérico: Sean
C un subconjunto finito de naturales, y W € N. Decidir si existe un subconjunto D C C

tal que
S d=w.
deD
Este problema de decision es conocido como SUBCONJUNTO SUM A. Entonces, el

problema P Z NP es equivalente a demostrar si existe una MT total que decida a
SUBCONJUNTO SUM A y que se ejecute en tiempo proporcional a un polinomio p(n),
donde n = |C| (el tamafio de la entrada).
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El termino computable enumerablemente nacié de un formalismo diferente
(pero equivalente) que encierra la idea de que los elementos de un conjunto
c.e. pueden ser enumerados en una lista (posiblemente infinita) de una forma
mecénica [Ko97, Co04]. Esto es precisamente lo que hacen las maquinas enu-
meradoras, las cuales fueron inventadas por Alan Turing [Tu36], de hecho,
esta es la forma en la que nacieron las MTs, ya que Turing estaba intere-
sado en enumerar las expansiones decimales de nimeros y funciones reales
computables.

—=—0O
RO

—O

e

—_

Q

F1Oo]1(1]0]1(0]0]LUIU

Figura 1.5: Maquina Enumeradora. Representamos la cinta de salida, donde
se enumeran las palabras, por un monitor de computadora (es muy usual
representarla por una impresora).

La idea intuitiva detras de una maquina enumeradora esta dada en la
Figura 1.5. La maquina tiene un control finito (cabeza de lectura, escritura,
conjunto de estados y funcién de transicién), y dos cintas: una de lectura y
escritura, llamada la cinta de trabajo; y otra solo de escritura, llamada la
cinta de salida. La cabeza en la cinta de trabajo se puede mover en cualquier
direccion, escribiendo y leyendo elementos del alfabeto de las cintas, I'. La
cabeza en la cinta de salida se mueve solamente a la derecha, cada vez que
escribe un simbolo del alfabeto de salida > C I'. La maquina no tiene estados
de rechazo ni de aceptacion, y tampoco recibe palabras de entrada. Al iniciar
el cémputo, esta empieza en un estado inicial, con ambas cintas en blanco,
moviendo sus cabezas de acuerdo al programa (funcién de transicién), oca-
sionalmente escribiendo simbolos en la cinta de salida. La maquina tiene un
estado distinguido, llamado el estado de enumeracion; y cuando entra en este
estado, decimos que la palabra que esta escrita en la cinta de salida ha sido
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enumerada. Despues de esto, la cinta de salida es automaticamente borrada
y la cabeza lectora movida al inicio de la cinta, y la maquina continua sus
célculos, ejecutando el programa para siempre (la misma palabra podria ser
enumerada mas de una vez). Si F es una méaquina enumeradora, definimos
el lenguaje enumerado por E, L(FE), como el conjunto de palabras en 3* que
son enumeradas por F.

Definicién 1.3.1. Una méquina enumeradora es una séxtupla £ = (Q, 3, T,
J,s,€), donde

= (), 'y s son como en la Definicién 1.2.2;

w 0:Q xT? — Q xT?x{R, L} es la funcién de transicién (E es una
méquina de dos cintas);

= ¢ € () es un estado especial, llamado el estado de enumeracion.

Cada vez que F entra en su estado de enumeracion, decimos que la palabra
que esta en la segunda cinta es enumerada, y a continuacion se debe de borrar
el contenido de la cinta, es decir, E siempre contiene las transiciones

5(67 (ai7 |_|)) = (Qb7 (aiv U)v (Dv L))v

5(Qb7 (ai7 aj)) - (Qb7 (aia I—])a (F7 L))7
para cada a;,a; € X, y algunos® D, F € {R, L}, q, € Q.

Esta es la definicién formal que esta detras del concepto de conjunto lista-
ble que dimos despues de definir los conjuntos c.e. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo. El conjunto A = {a € Z | Fz,y,2 € Z(a = 2® + y> + 2°)} es
listable. Nuestro programa (usando la codificacién para Z que dimos en el
Ejemplo 1.2.8) para listar a A primero imprime todos los posibles enteros de
la forma 3 + 3 + 2 para todos |z|, |y|, |2| < 10; despues imprime x3 +y3 + 23
para |zl |y|,|z| < 100 y asi sucesivamente.

Ejemplo. El conjunto P = {p € N | p es primo} es listable. Utilizando un
programa que implemente la criba de Eratostenes, podemos ir probando uno
por uno todos los naturales, y cada vez que detectamos un nimero primo,
imprimirlo.

5D, F y q, dependen de la maquina en particular.
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Ejemplo. Todo conjunto computable C' C ¥* es listable (esto es lo que
probamos en el inciso i) de la Proposicién 1.2.6). Dada una MT total M para
decidir a C', podemos construir un programa que genere en orden lexicografico
todas las palabras en >*, y pruebe cada palabra con la maquina M, y cada
vez que esta acepte una palabra, imprimirla.

Como hemos mencionado, las Maquinas enumeradoras y las MTs tiene la
misma capacidad computacional.

Teorema 1.3.2. La familia de conjuntos enumerados (listables) por mdaqui-
nas enumeradoras es precisamente la familia de conjuntos c.e. En otras pa-
labras, un conjunto L es L(F) para alguna mdquina enumeradora E si y sélo
si L es L(M) para alguna MT M.

Asi pues, todos estos modelos de maquinas son equivalentes al modelo
dado en la Definicién 1.2.2. El lector interesado en las demostraciones de
estos hechos puede consultar [Ko97, Si05, Co04, Pa94].

1.4. Universalidad, autorreferencia e indeci-
dibilidad

Hemos dicho que el concepto de MT (total) es nuestra definicién formal
de lo que entendemos intuitivamente como algoritmo, pero, también hemos
dicho, que la MT es equivalente en poder computacional a una computadora
estandar. Hasta el momento, el lector podria, y con toda razén, rechazar esta
ultima afirmacion. El motivo es que, en la forma en que definimos una MT,
sOlo es capaz de ejecutar una tarea especifica, resolver un problema dado,
y no mas. Pero en esta seccion, veremos que existe una MT, la Mdquina
Universal de Turing, que es capaz de recibir como entrada la especificacion de
cualquier otra MT, y ejecutarla (de la misma forma en que una computadora
recibe un programa para ejecutarlo). La existencia de esta maquina nos lleva
inmediatamente a descubrir problemas, sencillos en su especificacién, pero
imposibles de resolver en general.

1.4.1. La Maquina Universal de Turing

El articulo de Turing [Tu36] en 1936 es importante, no tanto por el hecho
de haber inventado la MT, ya habia muchos formalismos del concepto de
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algoritmo. Lo interesante fue la descripcién de una mdquina universal, que
era capaz de llevar a cabo cualquier algoritmo sin necesidad de algtin objeto
adicional. Esta méaquina ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de
la computadora estandar como la conocemos.

Para mostrar la existencia de la Maquina Universal de Turing (MUT),
primero necesitamos un alfabeto y una codificacion en palabras de todas las
MTs. Escojamos el conjunto {0, 1} como alfabeto. Sea M = (Q, 3, T, 4, s,t,7)
una MT cualquiera, la codificacion debe ser suficientemente simple para que
la maquina universal pueda leerla, y debe especificar toda la informacion
asociada con M (estados, alfabetos, estado de aceptacién, rechazo e inicial).
Supongamos sin perdida de generalidad, que los conjuntos @, y I' de M
estdn dados en términos de niimeros naturales, de la siguiente forma:

Q=A{12,...,n},
r={1,2,...,m},
Y=A{1,2,...,k} (k<m).

Con esto, s,t y r tambien son numeros naturales y haciendo R = 1,L =
2, la funcién § se vuelve un subconjunto finito de N°. En esta forma, es
sencillo encontrar una codificacién en el alfabeto {0, 1} para M. La séxtupla
(Q,%, T, s,t, 1) estd totalmente determinada en la palabra

1"01%01™01°01*0170

la cual nos indica que M tiene n estados, representados por los nimeros 1 a
n; tiene un alfabeto de cinta con m simbolos, representados por los niimeros
1 a m, de los cuales, los primeros k representan los simbolos del alfabeto de
entrada; los estados de inicio, aceptacién y rechazo son representados por los
nimeros s, t y r, respectivamente (Ndtese que estamos usando al simbolo
0 como un separador de nuestras palabras de 1’s, las cuales representan los
nimeros n,k,m,... etc.). Aun nos falta especificar lo mas importante: el
programa J, pero hacerlo es sencillo, el resto de la palabra que codifica a M
consiste de una sucesién de subpalabras que especifican las transiciones de 6.
Por ejemplo, la subpalabra 1701%01901°01 diria que & contiene la transicién
d(p,a) = (¢,b,R) (R = 1,L = 11). De esta forma, M estd completamente
codificada en una palabra del alfabeto {0, 1}.
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Ejemplo. Usemos la codificacién de MTs propuesta para representar en el
alfabeto {0, 1} a la MT del Ejemplo 1.2.10. Lo primero que debemos hacer es
renombrar a los elementos de los conjuntos @, > y I' como niimeros naturales,
lo cual hacemos de la siguiente forma: Para el conjunto de estados () hacemos
la asignacion

s — 1,
G — 2,
@ — 3,
g3 — 4,
t— 5,

r — 6.
Al conjunto T" lo transformamos en

0—1,
1— 2,
L — 3.

Con esto tenemos que ¥ = {1, 2}. El programa § queda asi (en este caso, para

(132

propositos del ejemplo, colocamos transiciones en los espacios que tenian “.”,
pero no es necesario que la funcién 6 sea total):

) 2

T W N~

— = Ot W NN
R A A A
e e

( (
( (
( (
( (
( (
( (

6

Por lo que M viene dada por la palabra

1501%0130101°01°010101°01010101%01%012010101301°01010120101301%010
1201%01%01%0101%01301°01010120101°01010130120130120101%01301%013012
01%0101010101*01%01°01%0101*01301010101°0101010101°01%01010101°013
01010101%0101010101°01201010101°013010101.
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Esta palabra es pues, el resultado de “compilar” nuestra MT (programa) a el
lenguaje que entiende la computadora (la MUT) para que lo pueda ejecutar.

F | M#x

Fla

Figura 1.6: La Maquina Universal de Turing. Nétese el uso de los metasimbo-
los M+#x y x, para denotar la codificacién en el alfabeto {0, 1} de la maquina
M y la palabra x.

Una vez que hemos escogido la codificacion de maquinas de Turing, po-
demos construir la MUT U, como una maquina de 3-cintas (Figura 1.6). En
la primera cinta, U guarda su palabra de entrada, que es una descripcién
de una MT M y una palabra z (codificada en el alfabeto {0,1}) sobre el
alfabeto de entrada de M la segunda cinta sirve para mantener el contenido
actual de la cinta de M y en la tercer cinta, U guarda calculos temporales
para ejecutar a M en x. Podemos mostrar que el lenguaje aceptado por U es

L(U) = {M#z € {0,1,#}* | z € L(M)}.

El simbolo “#” es un elemento en el alfabeto de U, distinto de 0 y 1, que
usamos para separar a M y x.

Con la existencia de la MUT, se fortalece nuestra confianza en la Tesis
de Church-Turing, y nuestra creencia de que las MTs son equivalentes a las
computadoras modernas.

1.4.2. Problemas no computables

Con un argumento sencillo de conteo, es facil ver que, ya que existen mas
problemas que soluciones (MTSs), entonces no existen algoritmos para casi
todos los problemas. Esto no seria preocupante, si los conjuntos que no son
computables encerraran objetos y propiedades que no tienen importancia en
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las matematicas. Veremos ahora que varios de estos conjuntos estan altamen-
te conectados con las matematicas de cada dia.

El problema de detencion

La existencia de la Maquina Universal de Turing hace que descubramos
muchos conjuntos relacionados con MTs que no son computables. El primero
de estos, es el conocido como El problema de detencion (halting problem)
para méaquinas de Turing, el cual nos pregunta, dados una MT M cualquiera
y una palabra xz € »*, si existe un algoritmo con el que podamos decidir si M
se detiene en z (con aceptacion 6 rechazo). Dicho en palabras mas conocidas:
Dado un programa P (en nuestro lenguaje de programacién favorito) y una
posible entrada (la palabra z), ; Existe otro programa que nos de como salida
“si”, si P se va a ejecutar por un tiempo finito al darle como entrada los
datos representados por z, y “no”, si P entra en un ciclo infinito con z 7
Por supuesto, el programa que buscamos no debe ejecutar a P en x, pues
asi no obtendriamos un algoritmo. Formalmente, buscamos una MT total
para decidir el conjunto

HP = {M#z € {0,1,#}" | M se detiene en z} .

Turing [Tu36] demostré que HP no es computable, usando la MUT y una
version modificada de la técnica de diagonalizacién, inventada por Cantor
a finales del siglo XIX, para demostrar que no existe una funcién biyectiva
entre los niimeros naturales y los reales. Sin embargo, no es dificil probar
que HP es c.e., simplemente usamos la maquina U para simular a M en x,
aceptando si M se detiene en x, y si M entra en un ciclo con z, U también se
quedara en un ciclo, pero esto no importa, ya que sélo nos interesa aceptar
las palabras M#x que estan en HP. Sin embargo, el siguiente conjunto

HPr = {M#ax#t € {0,1,#}" | M se detiene en z a lo m4s en ¢ pasos},

es computable, la maquina U simplemente simula a M en x durante ¢ pasos,
aceptando si dentro de ese tiempo M se detuvo en x, y rechazando en caso
contrario.

Otro problema muy parecido a HP, es el llamado problema de pertenencia
(membership problem) MP; el cual pregunta si es posible, dada una MT M
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y una palabra z, decidir si x es aceptada por M. Formalmente, nos pregun-
tamos si el conjunto MP = {M#x € {0,1,#}" |z € L(M)} es computable.
Se puede mostrar que, si MP es computable, entonces HP es computable,
lo cual contradice lo que hemos dicho de HP, por lo que MP también es no
computable. A partir de la indecidibilidad de HP y MP, es posible demostrar
que otras propiedades relacionadas con MTs también son indecidibles. Por
ejemplo, dada una MT, es indecidible si

= acepta a la palabra vacia,
= acepta cualquier palabra,
= acepta un conjunto finito,

= es equivalente a otra MT con una descripcién mas corta (esto es, deter-
minar, dado un programa en Pascal, C o Java, si existe otro programa,
en el mismo lenguaje de programacion, mas chico y equivalente al pri-
mero).

El problema de la decidibilidad en légica

Kurt Godel demostré el Teorema de incompletez al construir, para cual-
quier sistema formal que contiene a la aritmética, una proposicién que afir-
maba su propia no demostrabilidad. Era una proposicion que hablaba de
si misma, hacfa referencia a ella misma. Turing, en su articulo de 1936 [Tu36],
hizo una demostracién del Teorema de incompletez, utilizando sus maquinas;
la clave estd en que el poder de hacer autorreferencia se encuentra presen-
te en las méquinas de Turing (y en todos los lenguajes de programacion).
Pongamos el problema en los términos en los que hemos estado hablando:
Dividamos primero todas las proposiciones de la Teoria de ntimeros en dos
subconjuntos disjuntos, las que son ciertas y las que son falsas. Dentro de
las que son ciertas, encontramos al conjunto de proposiciones que se pueden
demostrar, es decir, los teoremas. Entonces, es posible demostrar que

i) el conjunto de teoremas es c.e., pero
ii) el conjunto de todas las proposiciones que son ciertas no lo es,

por lo tanto, los dos conjuntos no pueden ser iguales, y el sistema formal no
puede ser completo. De esta forma, Turing [Tu36] mostré que el problema de
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decidibilidad (Entscheidungsproblem) no es computable®. Pero si agregamos
una variante al problema, especificamente, si nos dan una proposicion P,
junto con ciertos axiomas y un natural ¢, y nos preguntamos si existe una
demostracion de P, de a lo mas ¢ simbolos, usando los axiomas dados, esto
si lo podemos decidir. Notamos la gran similitud entre este problema y el
conjunto HPr, que es también una variante decidible de HP.

El problema de las ecuaciones diofantinas

Una ecuacién diofantina es una ecuaciéon polinomial (igualada a cero) en
una o mas variables, con coeficientes enteros. Consideremos ahora el siguien-
te problema: Dada una ecuacién diofantina p(x1,...,z,) = 0, encontrar una
solucién (ay, ..., a,) tal que cada a; es un entero. Este es uno de los proble-
mas mas antiguos de la matematica, mencionado en el libro Aritmética del
matematico griego Diofantus, y es la base para uno de los problemas pro-
puestos por Hilbert en su programa, el décimo problema de Hilbert, que dice
ast:

Encontrar una forma general para decidir efectivamente si una ecuacion
diofantina tiene una solucion 6 no.

Para contestarlo, se necesitaron matematicas del siglo XX, y la respuesta no
fue la que Hilbert esperaba. Aunque hay algoritmos para decidir si ecuacio-
nes de la forma ax + by = ¢ y varias formas cuadraticas tienen soluciones
enteras, no existe un algoritmo general que funcione en todos los casos.

La estrategia para demostrar que el décimo problema de Hilbert no tenia
una solucién afirmativa, fue resultado de un trabajo conjunto de muchos
matematicos. Primero hay que traducir el problema al d&mbito de conjuntos
de ntimeros enteros (que ya vimos, los podemos codificar en palabras en
{0,1}*), definiendo lo que es un conjunto diofantino.

Definicién 1.4.1. Un conjunto A C Z es diofantino si existe un polinomio
p(t,x1, ..., x,) € Z[t,x1, ..., 7,) tal que

A={a€Z| (3xy,...,2, € Z)pla,xy,...,2,) =0}

6l lector puede encontrar una versién muy amigable de la demostracién de Turing en
[Ko97, p287-291].
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Por ejemplo, el conjunto de niimeros naturales N C Z es diofantino, pues
dado a € Z, por el Teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange tenemos
que

a € N & (Ja1, 29,23, 04 € Z) 27 + 25 + 75 + 25 = a.

No es dificil ver que todo conjunto diofantino A es c.e., pues en la entrada
a € Z (codificado en una palabra en {0, 1}, por supuesto) enumeramos to-
das las tuplas de enteros (x1,...,z,) y probamos una por una si satisfacen
la, correspondiente ecuacién p(t, xy,...,2,) = 0 que caracteriza a A. Si en
efecto, a € A, entonces encontraremos la tupla que satisfaga la ecuacion. La
solucion negativa al décimo problema de Hilbert se deriva de un hecho muy
importante que fue demostrado en varias etapas por los mateméaticos Martin
Davis, Hilary Putnam, Julia Robinson y Yuri Matiasevich.

Teorema 1.4.2 (Davis, Putman, Robinson, Matiyasevich 1970). Sea A C Z.
Entonces A es c.e. siy solo si A es diofantino.

Este notable resultado es conocido como el teorema DPRM. Como hay
conjuntos c.e. que no son computables, se obtiene como consecuencia que
el problema de las ecuaciones diofantinas es indecidible. La historia comple-
ta y todos los detalles de este famoso resultado pueden ser encontrados en
[Ma93, Re86|. Pero las consecuencias del Teorema 1.4.2 no terminan aqui.
Podemos generalizar el problema de las ecuaciones diofantinas y plantearlo
sobre otros anillos, como Q, R, C, R(¢) y muchos otros, y preguntarnos si exis-
te un algoritmo para resolver el décimo problema de Hilbert sobre el anillo
dado. Las respuestas encontradas hasta ahora son sorprendentes y muy va-
riadas. Se tienen soluciones positivas en R y C; negativas en R(¢); y aun no
se sabe una respuesta en Q. Para mas detalles de esto y una exposicién muy
amigable, vease [Poo08]".

Veremos mas problemas no computables que ocurren en las matematicas
de todos los dias en los siguientes capitulos, particularmente en algebra, y
como consecuencia de esto, en topologia.

"Hasta se estd realizando una pelicula respecto a este problema histérico para las ma-
temadticas. Los detalles en http://www.zalafilms.com/.
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1.5. Grados de Turing: Clasificando lo impo-
sible

Hasta este momento, tenemos una clasificacién de problemas computacio-
nales que los divide en 2 tipos: Los problemas que se pueden resolver (los
computables), y los que no tienen algoritmo que los resuelva (los no compu-
tables). En complejidad computacional, una rama de la teorfa de la compu-
tacion, se busca desarrollar una clasificacién de los problemas que son compu-
tables [Pa94, Si05]. ;Qué hay de los conjuntos no computables ? Sabemos que
no existe algoritmo que los pueda resolver, pero no nos conformamos solo con
esto. Nos gustaria saber, si es posible, si todos tienen la misma dificultad,
es decir, si son “igual de imposibles”, o algunos son “menos imposibles” que
otros. Preguntas de este tipo, es posible contestarlas usando los conceptos de
computacién relativa y grados de Turing, que presentaremos a continuacion.

1.5.1. MaAquinas oraculo

Introducimos las maquinas de Turing con orédculos, las cuales fueron de-
finidas por primera vez por Turing [Tu39], quien las tomé como un tema
secundario, y que sin embargo, han sido fundamentales en el estudio de la
computacién.

Definicién 1.5.1. Sea A C ¥*. Una Mdquina de Turing con Oréculo (MTO)
A, denotada por M*, es una sucesién de diez términos M4 = (Q, %, T, 4, s, t,

T, 4o, (4s, qn)7 donde

= (),2, 1, s,tyrson como en la Definicién 1.2.2;

» 5:Q xT? — Q xT?x{R,L}? es la funcién de transicién (M* tiene
dos cintas);

= go € () es el estado de peticién al oraculo;
= ¢, g, € @ son los estados de aceptacion y rechazo del oraculo.

Cada vez que la maquina entra en su estado go de peticion al ordculo A,
cambia solamente a alguno de los estados ¢; 6 ¢, (dependiendo de la respuesta
de A), es decir, ¢ contiene transiciones de la forma

5((]07 (CL, b)) = (QS7 (CL, b)v (Dlv DQ))v
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5(QO: (CL, b)) = (QTU (av b)? (D/D Dé)),

para algunos a,b € I' y Dy, Dy, Dy, D} € {R, L}. Estas son las tinicas transi-
ciones que involucran cambios de go hacia otros estados.

Intuitivamente, una Maquina de Turing con Oraculo A es una MT es-
tandar, que ademas viene equipada con una cinta especial, llamada la cinta
de consulta. Cada vez que la maquina escribe una palabra en esta cinta,
entra en su estado especial de peticién, y a continuacién obtiene de forma
instantanea una respuesta del oraculo A, la cual es reflejada en la transicién a
uno de los estados de aceptacion 6 rechazo del oraculo. No hay algo misterioso
acerca de las MTOs, se comportan exactamente igual que las MTs ordinarias,
la tnica diferencia radica en el uso del oraculo. Una maquina con oraculo
A = O es equivalente a una MT ordinaria. La siguiente definicién es la
version relativizada de la Definicion 1.2.5.

Definicién 1.5.2. Sean A, B C ¥*. Decimos que A es computable enume-
rablemente en B, si existe una MTO M?%, tal que A = L(MP). Si ademss,
MP® es total, entonces decimos que A es computable en B o que A es Turing
reducible a B, y lo denotamos por A < B.

Proposicién 1.5.3. La relacién < en el conjunto 2% es reflexiva y tran-
sitiva.

Demostracion. Sean A, B,C' C ¥* lenguajes. Reflexividad: Construimos
una MT con ordculo M4 tal que, en la entrada z € ¥*, de inmediato pregunta
al oraculo si z € A, aceptando si la respuesta es afirmativa, y rechazando en
caso contrario.

Transitividad: Supongamos que A <r By B <7 C, entonces existen MTOs
M?B y N¢, tal que MP puede decidir si una palabra z esta en A con un
nimero finito de preguntas a su oraculo de la forma jEstd y; en B 7,...,
/Estd y, en B ?. Similarmente, N¢ decide si = esta en B con un niimero
finito de preguntas a su ordculo de la forma ;Esta wy; en C'7,... | jEsta w,,
en C' ? Queremos construir una MTO K¢, tal que decida al conjunto A
con un nimero finito de preguntas al ordculo C. La miquina K¢ puede ser
construida reutilizando el programa de la maquina M®, reemplazando las
rutinas de llamada al ordculo B, con el programa de la maquina N¢. Asi,
en la entrada z € ¥*, K¢ (siguiendo el programa de M?) haria cdlculos
hasta generar la palabra y;, y a continuacién, ejecuta como subrutina el
programa de N, con lo que usando al ordculo C, determina si y; estd en B,
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dependiendo de este resultado, hace célculos para generar a y,, y nuevamente
usa la subrutina del programa de N¢ para saber si y» € B. Repitiendo este
proceso con las palabras ys, . . ., y,, K¢ finalmente podra determinar si z € A
haciendo un ntmero finito de preguntas al ordculo C'. Como M? y N¢ son
MTO totales, K¢ también es total, con lo que tenemos que A <p C. 0

Podemos construir, como en el caso de las MTs estandar, una maquina uni-
versal, que puede ejecutar cualquier maquina con oraculo, y podemos formar
la versién relativizada de HP y MP, y no obtendriamos resultados distintos
a los que sabemos en el caso normal. La indecidibilidad también se hace pre-
sente en el mundo de la computacién relativa. Veamos algunos resultados en
este ambito.

Proposicién 1.5.4. Sea ¥ un alfabeto.
i) Si A CX* es c.e. entonces A <p HP.
it) HP < MP.
iii) Para cada B C ¥*, tenemos que B <p ¥* — B.

Demostracion. i). Sea A C ¥* un conjunto c.e. y sea M una MT tal que
A= L(M) y x € ¥*, entonces podemos modificar a M de tal manera que,
cuando entre en su estado de rechazo r, M entre en un ciclo trivial (agrega-
mos también un nuevo estado de rechazo, r’; inaccesible). Llamemos a esta
nueva maquina M’; luego, preguntamos al oraculo HP si M’ se detiene en x.
Si la respuesta es afirmativa, entonces M acepta a x y por lo tanto, x € A.
Si la respuesta es negativa, entonces M rechaza o entra en un ciclo con z y
asi ¢ A. Concluimos que A <7 HP.

ii). En efecto, podemos construir una MTO tal que decide al conjunto HP
haciendo un nimero finito de preguntas al oraculo MP, he aqui como: Dada
la palabra M+#x, primero preguntamos al oraculo MP si M acepta a z. Si
la respuesta es afirmativa, entonces aceptamos; en caso contrario, intercam-
biamos los estados de aceptacion y rechazo de M para obtener una nueva
maquina M”, y preguntamos al oraculo si M” acepta a x. Si la respuesta es
si, entonces M rechaza a x, y por lo tanto, se detiene en z, asi que aceptamos.
Si la respuesta es no, entonces M no acepta ni rechaza a x, por lo tanto entra
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en ciclo con z, por lo que rechazamos. Esto demuestra que HP <; MP.

ii1). Sea B C 3* cualquier lenguaje. Construimos una MT con ordculo B tal
que, en la entrada x, preguntamos al oraculo si x € B, aceptando si no esta,
y rechazando en caso contrario. Ya que x € B 6 x € ¥* — B, la maquina
construida de esta forma es total y por lo tanto B <p ¥* — B. 0

1.5.2. El universo de Turing

Con las maquinas oraculo, estamos en posicion de introducir la herra-
mienta béasica que nos permitird dar una clasificacién de los problemas no
decidibles. La reducibilidad de Turing nos permite entrar en lo que llamamos
el Uniwverso de Turing.

Definicién 1.5.5. Sean A, B C ¥*. Decimos que A es Turing equivalente a
B,si A<y By B <7 A, y lo denotamos por A =7 B. Esta es una relacion
de equivalencia. El grado de Turing (o grado de insolubilidad) de A es su
clase de equivalencia, deg A = [A], bajo =p. Al conjunto 2*"/ =, de todos
los grados de Turing, lo llamamos D.

La nocion de grado de insolubilidad fue introducida por vez primera por
Emil Post en 1944 [Po44] y desde entonces, ha sido un area de la teoria de
la computacion de intensa investigacién, para tratar de entender mejor su
estructura. Hablaremos brevemente acerca de algunas de sus propiedades, ya
que el tema es muy extenso y podria alargar demasiado la obra. Siguiendo
la nomenclatura acostumbrada en la literatura, usamos letras mintusculas en
negritas (a,b,c,...) para denotar grados de insolubilidad. El conjunto D
tiene las siguientes propiedades bésicas [Co04]®:

» Todo grado de Turing contiene exactamente N, elementos.
s El cardinal de D es 2%,

El grado de Turing del conjunto vacio deg@ = {B C ¥* | B =r @} lo
denotamos por 0. Este grado es precisamente la coleccién de todos los con-
juntos computables, ya que, una MT M que usa el oraculo vacio, no tiene

8El mencionar algunas de las tantas propiedades de los conjutos D y £ (mencionado al
final del capitulo) es unicamente con propdsitos informativos, no usaremos nada de esto a
lo largo de la obra.
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informacion adicional, pero ya que se detiene en todas las posibles entradas,
debe ser una MT total, y asi L(M) es computable. Al grado del problema de
detencién, HP, lo denotamos por 0’. Este también es un grado con problemas
muy especiales. Mencionamos que, todo problema c.e. se Turing reduce a HP,
por lo tanto, cualquier problema Turing equivalente a HP tiene esta propie-
dad (MP, por la Proposicién 1.5.4 incisos i) y #); las teorias incompletas de
Godel, entre otros). A estos problemas les decimos completos con respecto
a la Turing reduccién en la clase de los lenguajes c.e., ya que si existiera
un algoritmo para resolver alguno de ellos, entonces todos los conjuntos c.e.
serian computables (lo cual, ya sabemos que no es posible, pues al ser HP
indecidible, todos los problemas Turing equivalentes a el deben ser indeci-
dibles). Una técnica muy usual para demostrar que un problema dado A es
indecidible, es mostrar que HP es Turing reducible a A.

La coleccion de los grados de Turing, D, tiene una relacion de orden, <,
definida por a < b < A <y B, donde deg A = a'y deg B = b (por supuesto,
esta relacién esta bien definida, By <p Ag & B; <t Ay, si Ay =r A1 y
By =r By), que convierte a D en un conjunto parcialmente ordenado (D, <),
que tiene entre otras, las siguientes propiedades [AF06, Co04]:

= El grado 0 es el méas pequeno de todos los grados de Turing.

= Existen en D grados minimos. Un grado a es minimo si a # 0 y no
existe algin grado entre 0 y a.

= Existen parejas de grados de Turing que no tienen cota inferior mas
grande, es decir, D no es una reticula.

= Toda pareja de grados de Turing tiene cota superior més pequena, es
decir, D es una semi-reticula superior.

Dados estos hechos, concluimos que la estructura de (D, <) es muy com-
plicada.

1.5.3. Grados de Turing computables enumerablemen-
te

Los problemas c.e. juegan un papel muy importante en las matemaéticas.
La mayoria de los problemas indecidibles que se han encontrado fuera de la
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teoria de la computacién, son computables enumerablemente. En el campo
de estudio de los grados de Turing, se ha puesto especial atencién a los grados
que contienen conjuntos c.e.

Definicién 1.5.6. Un grado de Turing a € D es computable enumerable-
mente (c.e.), si contiene un lenguaje c.e. Denotamos por € a la coleccién de
todos los grados de Turing c.e.

Los grados 0 y 0’ que mencionamos anteriormente, son grados c.e. Por
supuesto, no son los tnicos, existen muchos més. Algunas propiedades de €
son [AF06, Co04]:

= El conjunto £ es denso, es decir, entre cualesquiera dos grados de Turing
c.e., siempre existe un tercer grado de Turing c.e.

= Todo grado c.e. es menor o igual a 0’ (aunque, no todo grado menor a
0’ es c.e.).

= Existe una pareja de grados c.e. que no tienen cota inferior mas grande
(€ no es una reticula).

= £ es una semi-reticula superior.

= Toda reticula distributiva finita puede ser encajada en &.

Post [Po44] introdujo el problema de determinar si existe un conjunto c.e.
E, tal que 0 < deg E < 0’ (es decir, un problema E c.e. tal que E no es
computable y ademds HP no es Turing reducible a F). Este ha sido uno de
los problemas mas influyentes y fundamentales en el estudio de los grados de
Turing, y es conocido como el Problema de Post, y fue resuelto en los 50’s
de manera independiente por Friedberg [Fr57] y Mué¢nik [Mub6]. Es intere-
sante hacer notar, que ambos desarrollaron la misma técnica para construir
el conjunto c.e. buscado. Esta técnica es conocida en el mundo de la compu-
tacion como el método de prioridad, y es una de las técnicas principales para
establecer resultados sobre conjuntos y grados c.e.

La discusion empieza a rebasar el alcance de este capitulo, asi que debe-
mos detenernos aqui. El lector interesado en profundizar mas en las maquinas
oraculo y los grados de Turing, puede consultar [AF06, Co04]. En el resto
de la obra, trataremos exclusivamente con los grados de Turing c.e., pues
es precisamente dentro de £ donde encontraremos clasificados los problemas
topolégicos de los que hablaremos.



Capitulo 2

Algebra

Despues de haber introducido el marco de trabajo necesario para desarro-
llar resultados sobre teoria de la computacion, es tiempo de que presentemos
la semilla con la que podremos cosechar la indecidibilidad de la clasificacion
de las variedades. Esta semilla es dada por el algebra, en particular, por la
teoria de grupos; para esto, nos sera necesario hablar de conceptos como las
presentaciones de grupos, las cuales nos permitiran representar grupos, de
tal forma que los podamos manipular computacionalmente, y hablar de la
decidibilidad de varias de sus propiedades. La notacion que usamos es total-
mente estdndar, es encontrada en libros como [Fr88, Ro95|, y asumimos del
lector un conocimiento basico en esta teoria. Aunque no supondremos que los
grupos tratados son abelianos, denotaremos por 1 a la identidad y ademas
usaremos notacién multiplicativa.

2.1. Presentaciones de grupos

La idea de presentacion de grupo, es formarlo a partir de un conjunto
de generadores, los cuales estaran sujetos a ciertas ecuaciones o relaciones.
Intuitivamente, el grupo presentado debe ser “tan libre” como sea posible en

los generadores, sujetos a las relaciones dadas.

Definicién 2.1.1. Sea GG un grupo. Una presentacion de G es una pareja
p=(S: R), tal que

a) S es el conjunto de generadores de p.

41
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b) R es el conjunto de relaciones de p. Cada r € R es una sucesién finital
xtas? - asr, donde x; € Sy g, = £1.

c) Sea F(u) el grupo libre generado por los elementos de S, N(u) el sub-
grupo normal generado por R. Entonces se debe cumplir que

G = F(p)/N(p).

Al grupo G, presentado por p, lo denotamos por G (). Definimos a r(u) y
p(u) como los cardinales de Sy R respectivamente.

Muchas veces, se denotan a las relaciones r, de una presentacion de gru-
po como ecuaciones r = 1. Un grupo puede tener mas de una presenta-
cién (Para ver esto, tomamos G = Zg y las presentaciones ({a} : {a°}) y
({a,b} : {a® b® aba"'b"'})). En la siguiente tabla, mostramos varios ejem-
plos de presentaciones para algunos grupos conocidos.

‘ Grupo ‘ Presentacion |
El grupo tri- (o: @)
vial
El grupo libre (S: 2)
en S
El grupo abe- (S: {zyz~ly™! |2,y € S})
liano libre en
S
El grupo cicli- ({a}: {a"})
co de orden n
L X7 {z, g}« {aya~ly™'})
Y/ /™ {z,y}: {a™ y", xyzty™'})
El grupo de [ g): % igig L2500
Quaterniones
GLy(Z) ({a,b.j} : {aba(bab)™", (aba)*, ;% (ja)*, (j0)*})

Tabla 1: Ejemplos de presentaciones de grupos.

Decimos que una presentacion es finitamente generada, si el conjunto de
generadores es finito y finitamente relacionada, si el conjunto de relaciones

'Por conveniencia, no requerimos como necesario listar las llamadas “relaciones trivia-
les”, x+1xi_1 =1, en los elementos de R.

i
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es finito. En caso de que una presentacion sea finitamente generada y finita-
mente relacionada, entonces hablamos de una presentacion finita. Estamos
interesados en grupos, los cuales tienen presentaciones finitas, a los que lla-
mamos grupos finitamente presentados. Surge entonces la pregunta, de si
todo grupo tiene una presentacién (finita).

Proposicion 2.1.2. Sea G un grupo. Entonces
(a) G tiene una presentacion.

(b) Si G es finito, entonces G tiene una presentacion finita.

Demostracion. Sea G un grupo. (a) Consideremos a F'(G), el grupo libre
en (G. Por la propiedad universal de grupos libres, existe un tinico homomor-
fismo ¢: F(G) — G, tal que p oig = lg; claramente, ¢ es suprayectiva.
Sea K = ker ¢, entonces, por el primer Teorema del isomorfismo, tenemos
que F(G)/K = @G, y por lo tanto, G tiene la presentacién (G: K). (b) Si
|G| < o0, entonces podemos usar su tabla de multiplicacién para obtener una
presentacion finita. Tomamos como conjunto generador a G y como conjunto
de relaciones todas las palabras de la forma gigjgkfl, donde g;g; = gi es una
entrada de la tabla de GG. Es sencillo ver que estos conjuntos forman una pre-
sentacién finita de G (usando un argumento totalmente analogo al anterior,
o considerando el isomorfismo ¢: G — G(u), dado por ¢(g) = gN(u)), por lo
tanto GG, es finitamente presentado. Q

Sin embargo, existen grupos que no son finitamente presentados, el si-
guiente ejemplo de ello fue encontrado por W. W. Boone [Ro95]: Sea F el
grupo libre con base {a, b} y F’ su subgrupo conmutador con base {wy, }nen-
Entonces el grupo G con presentacion

({a,b,p}: {p'wwp = wn | n > 1})

es un grupo finitamente generado, pero no es finitamente presentado. Este
es uno de varios resultados negativos que tendremos para grupos en lo que
respecta a computacion, pero antes de verlos, debemos introducir un par de
conceptos. Ya mencionamos que si un grupo tiene una presentacién, esta no
necesariamente es unica. Esto induce la siguiente
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Definicién 2.1.3. Sean pu, v presentaciones de grupos. Decimos que p y v

[

son presentaciones isomorfas, si G(u) = G(v). Esto lo denotamos por p = v.

Observamos que, si consideramos a las presentaciones finitas de grupos
como cadenas sobre el alfabeto Y(z1,...,7,) = {21,..., 20,27, ..., 25},
(donde los z;’s son los generadores, y el conjunto de cadenas lo denotaremos
por X*(xy,...,x,)), entonces la propiedad de isomorfismo de presentaciones
se convierte en una propiedad de palabras, la cual es equivalente a la propiedad
de isomorfismo de los grupos presentados, por tanto, podemos preguntarnos
de la decidibilidad de esta. Hay un concepto de equivalencia de presentaciones
de grupos mas fuerte que el de isomorfismo.

Definicién 2.1.4. Sean pu,v presentaciones de grupos. Decimos que p y
v son congruentes, si son idénticas, salvo notacién, es decir, si existe una
correspondencia uno a uno entre los generadores de p y los de v que lleva las
relaciones de y en las de v.

Ejemplo. Las presentaciones ({c} : {c°}) y ({a,b} : {a® b* aba='071}) del
grupo Zg son isomorfas, pero no congruentes, mientras que las presentaciones
(fa.b,} - {aba(bat) ", (aba)®, 12, (a2, (1B} ¥ (L. .7} : {eyr(ymy) ) (z
yx)t, 22, (zx)?, (2y)?}) de GLy(Z) son congruentes (e isomorfas).

2.1.1. La relacion vacia de Markov

Presentamos una pequena herramienta que necesitaremos mas adelante,
cuando empecemos a hablar de computabilidad y topologia. Mas que una
herramienta, deberiamos decir, un “truco”, ya que esa es la manera en la
que se le conoce. La idea es, dada una presentacion finita de grupo p, in-
crementar el nimero de relaciones de pu, de tal forma que no alteremos el
grupo G(p). Para esto, usaremos lo que se conoce como “la relacién vacia”,
el cual denotamos por *. Podriamos definir esta relacién como A = 1, que
denota que la cadena vacia, A\, que es la identidad en F'(u), es equivalente a
la identidad en G(u) (lo cual siempre pasa), con lo que la relacién vacia
no tiene ningun efecto cuando la colocamos en alguna palabra de F'(u). Si
pw={z1,...,xn}: {r1,...,rm}), yt € N, definimos una nueva presentacion,
W * T, como

wxt = ({xl,...,xn}I {le-'arma*t})?
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donde ! significa que repetimos * ¢ veces. Como ya mencionamos, con la
relacion vacia no alteramos el grupo representado por u, por lo que p = pxt
para toda t, entonces ;Para qué nos sirve esta relacién vacfa ? Markov?
[Ma58] introdujo a la relacién vacia® para poder obtener un resultado por
demés importante de computabilidad en topologia; volveremos a tocar este
tema en el Capitulo 3.

2.1.2. Operaciones elementales en presentaciones de
grupos

En esta seccién introducimos operaciones [Ma58| sobre presentaciones
finitas de grupos. Las necesitaremos mas adelante en el Capitulo 5, donde
jugaran un papel muy importante en varias demostraciones.

Definicién 2.1.5. Sea i una presentacion finita de grupos. Definimos las
siguientes operaciones elementales:

Op;: La presentacion
. — 1.
w= {z1,. . xnt s {r, o rimn =0 i, o))
es reemplazada por la presentacion
I _ . /€ —E M
po={x1,...,zn}: {7"1, e T, T i .,rm}),

para alguna j € {1,...,n}ye=+1.

Op;': La operacién inversa de Op; (borrar una subpalabra T5r;° en una re-
lacién).

Ops: La presentacion p = ({z1,..., 2.} {r1y,- o, Fi1, T, Tidty -y Tm}) €S
reemplazada por la presentacion

o=z, ot T T ity e T ),

donde la palabra r; es una permutacién ciclica de la palabra r;.

2A. A. Markov ha sido un personaje también muy importante en el mundo de los algorit-
mos, aunque usualmente no es muy mencionado en los libros de Teoria de la computacion.
Dio un modelo de computo (que por supuesto, es equivalente a los modelos que dimos
en el Capitulo 1) muy parecido al que dio Post, y probo la existencia de un Algoritmo
Universal que podia ejecutar cualquier programa. Estos y otros resultado que obtuvo se
pueden encontrar el su libro de teoria de algoritmos [Ma77].

3También conocido como “El truco de Markov”.
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Ops: La presentacion p = ({z1,..., 2.} {r1, -, i1, T, Tig1y - -y Tm}) €S
reemplazada por ¢ = ({z1,...,2,}: {7"1, e ,ri,l,rl-_l, Titly -+ s rm})
Opy: La presentacion p = ({z1,..., @} {r1, .., im1, T, Tig1y - - -y T }) €S
reemplazada por p/ = ({x1,...,xn ) {ri, . ric, T Tk, o T )

donde j € {1,....,m}yj#i.

Ops: La presentacion p = ({z1,...,2,}: {r1,...,rm}) es reemplazada por

o= ({1, T, Tug1} s {11, Ty Tpgar}), donde x,1 # x; para
todai € {l,...,n},yr € X (xy,...,z,).

Ops!': La operacion inversa de Ops (borrar en g a un generador x; y una
relacién r; = x;7, donde las palabras ry, ..., 71,7, 741,..., T DO cON-
tienen alguna de las letras z; o x;l)

No es dificil ver que estas operaciones preservan la clase de isomorfismo
de p. Mas atn, Oplil, Opy,Op3 v Opy no cambian el alfabeto usado para pu,
y por tanto tenemos que F(u) = F (i) y N(u) = N(i/). En el caso de Op,
observemos que la relacién (agregada con Ops y borrada con Opgl) Tpar =1
implica que r = x;}rl en G(i'), por lo tanto, esta relacién es equivalente a
la relacién trivial z,17,1; = 1, con lo cual G(u) = G(i') por medio del
isomorfismo f: G(y') — G(u), dado por

o N(p) sil<i<n,
flaNW)) =41, .

r'N(p) sii=n+1
Ahora probaremos un resultado respecto a estas operaciones y la relacion
vacia de Markov, que mas adelante nos serd de gran utilidad.

Teorema 2.1.6 (W. W. Boone, W. Haken y V. Poénaru). Sean p = ({21, ...,
rebi{ar, o)y =y, ye b {Brs .., By }) dos presentaciones de
grupos isomorfas, y sean t,t' € N, tales que p+t—r =p' +t' —r', t > p+1/,
yt' > p +r. Entonces la presentacion pu *t se puede transformar con una
sucesion finita de operaciones Opicl, Opa, Ops, Opy, Op5il en la presentacion
w okt

Demostracién. Sean u, ', t,t' con las condiciones del enunciado. Asumi-
mos, sin pérdida de generalidad, que p+ 1" > p' + r. Sea g: G(u) — G(i')
un isomorfismo de G(u) sobre G(p'). El primer paso es transformar a ¢
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y p/ * 1" en las presentaciones piy y pl,, ambas generadas por un mismo con-
junto, z1,...,2,,,donde ry =r+7r',y z1,...,2 estdn “en correspondencia”
Con Ty, ..., T, y 10 MiSMO para 2, 1, .., 2, ¥ Y1, -, Yo'

Sean &1,...,& € ¥*(2q,...,x,), tales que los elementos &N (u) € G()
satisfacen

GN(p) =g ' (y;N(1')),  1<j<r’;

similarmente, sean ny,...,7n. € X*(y1,...,ym), tales que n;N(p') = g(z;
N(u)), con 1 < j < r. Transformamos a p %t con 74 = r + 1’ operaciones
Ops en la presentacion

pr = ({@1, . w21, 2y ) {ag, ... ap, 2zt oz

Zr+1§f1> R ZT#€7;17 *t})a

de la misma forma, transformamos a y’ * ¢ en la presentacién

1=y ez 2y ) {Bry -y B2y ooz

—1 -1 _t
Zr+13/1 P Zr#yr’ 7* })

A continuacién, en uy reemplazaremos una por una, todas las x;’s en las pala-
bras o, ..., qp, &t ,f;l con las zl’s Para lograrlo, primero aplicamos la
operaciéon Op3 en cada relacién z;z; *, para obtener la nueva relacion z;z; ~1
despues, a las otras relaciones, dlstlntos de los anteriores, que contengan al—
guna letra ac , les “movemos” esta letra hacia la derecha (usando Opy vy,
p051blemente Opg) transforméandolas en relaciones de la forma TZL’_I luego,
con Opy, obtenemos cadenas de la forma 72; '2;2; ', v con Op;', 72, ', Re-
petimos este proceso tantas veces como sea necesario (claramente es ﬁnito)
hasta que eliminemos de estas relaciones a las x;’s y sus inversas. De la misma
manera, en (1}, reemplazamos todas las y;’s en 3,...,8y y en it ... t
con las z,4;. Ahora, con r (r") operaciones Opgl, borramos los generadores x;
(y;) v las relaciones x;2; " (y;2; +J) de py (1)), y asi obtenemos como resultado
las presentaciones

t
#= {2z AV Y ¥ 1)
:({21"' Z’”#} {51"' p#’ t})> p#:p_‘_r/’
donde 71, ...,7,, son obtenidas a partir de ay,...,qp, o678, Zry ;1,
respectivamente, al reemplazar z; con z;, y 01, ..., 0,1, son obtenidas a partir
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de Bi,..., By, ziny Y, ..., 2! respectivamente, al reemplazar Y;j POT Zpyj; ¥
Op/4r41, - - -, Op, son palabras vacias (o podriamos decir, mas relaciones vacias,
recordemos nuestra suposicién inicial de que p+ 1" > p’ + ).

Lo que sigue, es demostrar que en el grupo libre F(uy) = F(ul,) gene-
rado por zi,. .., 2., las ¢;’s generan el mismo subgrupo normal que las 7;’s
(N(py) = N(ul)). Para ver esto, consideremos los siguientes isomorfismos
obvios:

g1 G(p) — G(,Ul) tal que g1 (N (1)) = 2N (p ) 1<i<wr

91 G(p') — G(1y), tal que gy (y; N (n ’))ZyN( D, 1<i<r]
92 G(pgy) — G(p), tal que ga(ziN(py)) = 26N (1), 1<k <ry;
951 G(ply) — G(uy), tal que go(2e N (1)) = 2N (1), 1<k <ry.

-1

Entonces la composicién g4 = g5 'g199; 'g2: G(ps) — G () es un isomor-
fismo, y es tal que gx(2xN(uy)) = 26 N(ply), pues, si k < r, tenemos que

95 91997 92(z N (ug)) = 95 191991 (2N (1))
= 92 91991 (ka(Nl))
= g5 ' 919(xxN (1))
= g5 'gi(mN())
= 92 (UksN(/h))
= g5 (2N (1))

= 2N (ply).

Similarmente, si k > r, entonces

95 91997 92(z N (ug)) = 95 191991 (2N (1))
= 92 91991 (fk r (Nl))
= gy 1919(& N (p ))
= gé g1 (e N (1))
= 92 (yk—rN(U&))
= g5 (2N (1))

= 2N (ply).

Por lo tanto, g4(TN(ug)) = 7N (1), donde 7 € X*(21,...,2.,), y asi te-
nemos que gx(N(ply)N(pg)) = N(ply)N(uly) = N(py). Ya que también



2.1. PRESENTACIONES DE GRUPOS 49

g#(N(pg)) = N(pl) (haciendo 7 igual a la identidad), entonces N(uly,)
N(py) = N(pg); por lo que N(pl) € N(py). Usando a g; e invirtien-
do los papeles de N(uy) y N(p), obtenemos la otra inclusion, con lo que
N(pg) = N(p). Esto nos da como consecuencia, que si i = 1,...,py, en-
tonces

0 = [ Tt Ty
k=1
- (2.1)
Vi = H Sikd5E St
k=1

para algunas Tig, Su € X*(21,...,2r,), ¥ €k, G = £1. Con esto, mostra-
remos que podemos transformar a la presentacién pi4, en la presentacion
py = {21,z b AV Ypgs 01, -+ - Opy,, ¥ P#}), usando las operaciones
OpE!, Ops, Ops v Opy (Notamos que la expresion *'P# en puj tiene sentido,
ya que por hipétesis ¢ — px > 0). De la misma forma, es posible transformar
a pl en py. Esto completard la demostracion.

Transformemos primero a pi4 en juy. Primero, observemos que la operacion

OpZ ({.Tl, e ,[L‘T}Z {Oél, ey G, Oy OdiJrlOdp})
= ({zy,. .., 2} {an, . i, waiw ™ Q10 }),
donde w € ¥*(x1,...,x,) y € = £1, puede ser llevara a cabo por una sucesién

de operaciones Opy, Ops y Ops. La operacion inversa 6p_1, esta similarmente
compuesta por operaciones Op;*, Opy y Ops. Transformamos a 4 con Op
en la presentaciéon

({217 R ZT#}: {Vla s Yurn—1o Tllﬁ)/ziﬂTlill? Yur1+1s « -+ Vogs *t});

entonces, usando Opy en las relaciones THlelllell y *, tenemos

. ernp—1
({Zla SRS ZT‘#} . {F)/la <o Yurn—1, Tllﬁ)/ull 11 > Yuri+1s - -+ ’yp#a
e11m—1 t—1 .
Tuwyvei T+ 1)

11
~—1
despues, aplicamos Op vy obtenemos

({Zla R Zr#}i {’}/1, e Yurr =1 Yurrs Yura+1s - - 5 Vpso TllryiﬂTl_llv *t_l})'
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Repitiendo el mismo conjunto de operaciones con las relaciones apropiadas,
podemos llegar a la presentacién

({217 cee, Zr#}i {’}/1, <o Vpys Tll'yiillTﬁlTw,-yZETle’ *t—l})'

Continuamos de la misma forma, aplicando las mismas operaciones n; — 2
veces (recordemos las igualdades en (2.1)) y esto nos da como resultado

ni
({Zl’ R ZT#}: {ryh tee 7’7p#7 Hle,yftiiTl_kl = 51, *t_l}).
k=1

En forma similar, podemos obtener la presentacion

({Zl’ o "Zr#}: {’717 . >P)/p#751a52, *tiQ})>

y finalmente, llegamos a

o,z b v Y 01, Oy, TP Y) = iy

En el caso de la transformacion de ,u% en fy;, aplicamos el mismo proceso
anterior para llegar a la presentacion

(T e PO N PP, A *t’_P#})'

Luego, usando nuestras hipotesis, tenemos que

t/—p# — t/_p+r/
= t'+t—r—p —t
/

t—r—p

WV

Con lo que deducimos que t' — px > 0, por lo que la presentacién anterior
tiene sentido, y también vemos que puede tener relaciones vacias de mas.
Pero esto no es ningtin problema, simplemente las removemos hasta que nos
quedamos con ¢t — py, y asi obtenemos la presentacion py. Esto completa la
demostracion.

L
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2.2. Computabilidad en grupos

Ahora veremos varios resultados acerca de lo que podemos hacer y no
podemos hacer en grupos. Entre los problemas de los que hablaremos, estan
dos que son los ingredientes bésicos para deducir la no computabilidad de
la clasificacion de las variedades. Ya sabemos que no todo grupo puede ser
finitamente presentado, pero ahi no termina la historia.

El problema de la palabra

A través de la historia, los calculos practicos en teoria de grupos han sido
llevados a cabo usando varias formas normales. Estas usualmente resolvian
de manera implicita el siguiente problema: Dadas dos palabras en los genera-
dores del grupo, ;Representan estas palabras al mismo elemento 7 En 1911,
Max Dehn [Dell], afirmé que este era un problema muy importante en gru-
pos, por lo que seria muy util tener un método para poder resolverlo. A este
problema algoritmico lo llamamos el problema de la palabra. Aunque es muy
comun hablar del “problema de la palabra para el grupo GG”, en realidad nos
referimos al problema con respecto a una presentacién de G. Formalmente,
dada pu, una presentacién de grupo, y dos palabras v,w € ¥*(S) (donde S
es el conjunto de generadores de 1), buscamos un algoritmo el cual nos de
como salida “si”, si v = w en G(u), y “no” en otro caso. El problema de
la palabra no depende de la presentacion de grupo dada, ya que si u, v son
dos presentaciones isomorfas, entonces existe un algoritmo para resolver el
problema de la palabra en p si y sélo si existe un algoritmo para resolver
el problema de la palabra en v. Se conocen algoritmos para resolver este
problema computacional en varios casos particulares, como por ejemplo:

Grupos finitos.

El grupo 1SO(n) de isometrias de R™ (también llamado grupo eucli-
deano).

Grupos simples finitamente presentados.

Grupos residualmente finitos* y finitamente presentados.

= Grupos fundamentales de 2-variedades orientables cerradas.

4Un grupo G es residualmente finito (o finitamente aproximable) si para cada elemento
g € G tal que g # 1, existe un homomorfismo h: G — H, donde |H| < co y h(g) # 1.
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Y otros mas, sin embargo, este problema, aunque muy sencillo en su forma,
es indecidible en general.

Teorema 2.2.1 (P. S. Novikov [Nob5]). Eziste un grupo finitamente presen-
tado, para el cual el problema de la palabra no es computable’.

Asi, este fue uno de los primeros ejemplos de un problema no computable,
que no surgio en la légica o en la teoria de la computacion, sino en una de
las ramas mas antiguas e importantes de las matematicas, el algebra. Pero el
problema de la palabra no es lo inico no computable en grupos, hay muchos
otros problemas y propiedades de grupos que resultaron ser también indeci-
dibles. Dada una presentacion finita pu, los siguientes problemas relacionados
a propiedades de grupos son indecidibles:

» Dadas dos palabras u,w € F(u), decidir si u, w representan elementos
conjugados en G(p).

» Decidir si G(u) es de orden 1.
= Decidir si G(u) es finito.

()
()
= Decidir si G(u) es un p-grupo.
= Decidir si G(u) es simple.

()

s Decidir si G(u) es de torsién (o libre de torsién).

Entre varios otros problemas, véase [R095, p. 469, Corolario 12.34] para mas
detalles.

Los problemas de isomorfismo y trivialidad

Teniendo una forma de representar grupos en una computadora, y siendo
capaz de formular algoritmos para que resuelvan cuestiones sobre ellos, no
podia faltar alguien que se preguntara si serd posible reconocer de forma al-
goritmica si dos grupos son isomorfos. Ya tenemos una propiedad de cadenas
equivalente a esto, que dimos en la Definicion 2.1.3, por lo que basta con ver

5El método con el cual Novikov obtuvo este resultado fue uno muy largo y complicado,
en el cual utilizo un resultado de Alan Turing [Tu50], donde se demostraba que el problema
de la palabra para semi-grupos con cancelacién no es computable. Anos despues, Boone
[Bo59] obtuvo una demostracién mas sencilla.
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si existe un algoritmo para decidir esta propiedad. Si K es una coleccién de
presentaciones finitas de grupos, definimos el conjunto

ISOMORFISMO(K) = {(p,v) € K x K | p = v},

como el problema del isomorfismo para K. También es 1util muchas veces,
el poder decir si un grupo dado es el grupo trivial. De manera similar a lo
anterior, definimos el conjunto

TRIVIALK) = {p e K | pn = (2: )},

como el problema de trivialidad para IC. Disponer de algoritmos para de-
cidir ambas propiedades seria algo por deméds 1til en muchas ramas de la
matemadtica (y también fuera de ella), como es el caso de la Topologia alge-
braica.

Desafortunadamente, la indecidibilidad asoma su rostro nuevamente; no
es posible, en general, determinar si dos presentaciones dadas son isomorfas,
o si alguna de ellas representa al grupo trivial. Pero esta vez hay mas, es
posible, dentro del ambito de los conjuntos c.e., escoger que tan “insoluble”
queremos que sea el problema. Los siguientes resultados fueron obtenidos por
W. W. Boone [Bo68], y son las semillas de indecidibilidad que usaremos para
probar la imposibilidad de la clasificacion de las variedades en el Capitulo 5.
Para poder enunciarlos, antes debemos dar una pequena definicién.

Definicién 2.2.2. Sea K un conjunto de presentaciones finitas de grupos. K
es (completamente) computable, si existe una MT total M, tal que, al recibir
como entrada una presentacién finita pu, M acepta a p si existe v € K, tal
que p es (congruente) isomorfa a v, y la rechaza en caso contrario.

Teorema 2.2.3 (Boone [Bo68]). Para cada grado de Turing e € &, existe
un conjunto completamente computable Q(e), de presentaciones finitas de
grupos, tal que,

G1 ISOMORFISMO(Q(e)) € e;
G2 TRIVIAL(Q(e)) € e,
G3 Q(e) contiene a la presentacion del grupo trivial py = (&: &);

G4 Para todas p,v € Q(e) — {uo}, tenemos que r(p) = r(v) y p(n) = p(v).
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El Teorema 2.2.3 es esencialmente el Resultado 4 de Boone [Bo68]. Al
agregar la presentaciéon py a Q(e), no cambiamos el grado de insolubilidad
de ninguno de los conjuntos considerados. También, todas las presentacio-
nes de Q(e) tienen el mismo conjunto de generadores, por lo que “conjunto
computable” implica “conjunto completamente computable”.

En vista de todos los fuertes resultados negativos de computabilidad en
teoria de grupos, estariamos tentados a decir que las presentaciones de grupos
no tienen suficiente informacion de los grupos que representan, no podemos
manipular de manera practica muchas propiedades importantes de estos. Sin
embargo, hasta hoy dia, las presentaciones de grupos son lo mejor que se tiene
para manejar grupos de manera algoritmica. Hay muchas satisfacciones que la
matematica ha obtenido de la Teoria combinatoria de grupos. Incluso existen
programas de computadora, como MAGMAS® y GAP”. El lector interesado
en profundizar puede consultar [SE], como una introduccién al tema.

2.3. El método de decision de Tarski para el
algebra elemental de los reales

Como parte de los ingredientes algebraicos y computacionales que nece-
sitaremos en los capitulos posteriores, vamos a enunciar un resultado muy
famoso de Tarski [Ta67]. Para ello, necesitamos definir lo que es una expresion
elemental® en el conjunto de niimeros reales.

Definicién 2.3.1. Una expresion elemental en el dlgebra (elemental) de los
nuimeros reales, es una expresiéon compuesta de los siguientes objetos:

1. Variables sobre los nimeros reales.
2. Constantes que denotan ntimeros naturales.

3. Los simbolos +, —, -, =, que expresan suma, resta, multiplicacion y di-
vision de nuimeros reales.

SDisponible en http://magma.maths.usyd.edu.au/.

"Disponible en http://www.gap-system.org/.

8Para los expertos en l4gica: Una expresién elemental es una férmula de la 16gica de
predicados de primer orden con signatura {+, —,-, +} UNU {>,=}.
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4. Los simbolos >, =, que denotan a las relaciones de niimeros reales “ma-
yor que” e “igual”.

5. Los conectivos légicos V (disyuncién), A (conjuncién), — (negacién) e
= (implicacion).

6. Los cuantificadores V (universal) y 3 (existencial) sobre variables.

Es importante notar que con expresiones elementales, no es posible, en
general, hablar acerca de conjuntos de niimeros reales. Aunque podemos ha-
blar de algunos conjuntos finitos, como por ejemplo, el conjunto {5,7,10000}
que viene dado por la expresién elemental “z =5V =7V ax = 100007, pero
no es posible hablar del conjunto de todos los enteros, es decir, no es posible
escribir con los elementos de una expresién elemental el enunciado “x es un
entero”, por lo que la expresién “x € Z” no es elemental. Pero todas las pro-
piedades bésicas de campo y de orden de R pueden ser dadas con expresiones
elementales, como por ejemplo

“Las operaciones binarias + y - del campo R son conmutativas.”
Ve,yr+y=y+xAx-y=y-x)

“Existe en el campo R un elemento neutro para la operacion +.”
IV (x +y = x)

“Para cada z,y,z € R, si x > y entonces x + z > y + 2.”
VaVyVz((x >yVe=y)= (z+z>y+zVae+z=y+2))

Asi como las propiedades de polinomios de grado n, con n fijo.

“El inverso en la suma del polinomio x + 1 es —xz — 1.7
r+1—2—-1=0

“La suma de los polinomios 22 + 1 y 2* + 32% + 10z + 2 no es igual a
2 +x+17
S((@? 4+ 1) + (2 +32° + 10z +2) =a? + x + 1)

La razon por la que la expresion anterior es elemental, es que a cada monomio
lo podemos ver como una constante (el coeficiente) multiplicada por varia-
bles sobre los reales (la indeterminada z), por ejemplo, 3x® como expresién
elemental es 3-x - x - x. Estamos listos para enunciar el resultado de Tarski.
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Teorema 2.3.2 (Tarski [Ta67]). Eziste un algoritmo para determinar, dada

una expresion elemental en el dlgebra elemental de los nimeros reales, si esta
es verdadera o falsa.

Con este resultado, tenemos todos los ingredientes algebraicos que nece-
sitamos, por lo que damos por concluido el capitulo.



Capitulo 3
Topologia

Ahora pondremos nuestra atencién en la topologia, introduciendo todos
los conceptos y resultados necesarios para poder proceder con nuestro obje-
tivo en los siguientes capitulos. Ya que los resultados que deseamos probar
tienen que ver con los complejos simpliciales y las variedades (diferencia-
bles y/o combinatorias), la discusién estard ampliamente enfocada en es-
tos objetos. Seguiremos una estructura bastante parecida a la del Capitulo
2. Primero, introducimos los conceptos (no muy conocidos) de variedades
combinatorias y equivalencia combinatoria. Hablaremos también del pega-
do de asas y cirugia de Morse; y finalmente, discutiremos los resultados de
computabilidad que se tienen en espacios, tanto propiedades computables,
como no computables. Lo que asumimos del lector en este capitulo, es un
conocimiento bésico sobre topologia general, topologia algebraica (especifi-
camente, sobre el grupo fundamental y los grupos de homologia de un es-
pacio), complejos simpliciales y topologia diferencial. Nuestra notacién es
totalmente estandar. Las referencias recomendadas para estos temas son
[HFFA03, GP75, Hi76, K093, Sp66, Ro88|.

3.1. Topologia combinatoria

Desde principios del siglo XX, la disciplina de la topologia combinatoria
ha desarrollado y hecho uso de técnicas combinatorias, aplicandolas en la
topologia (lo cual dio origen al surgimiento de la topologia algebraica). Es
precisamente dentro de esta disciplina donde surge los conceptos de comple-
jo simplicial abstracto y el de variedades combinatorias, que tienen un papel

27
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protagénico en la topologia PL (Piecewise Linear, es decir, lineal por peda-
z0s). Ya que seran de gran importancia en capitulos posteriores, daremos una
breve introduccion del tema, el lector puede encontrar muchos mas detalles
de la topologia PL en [Hu69, RS72].

3.1.1. Variedades combinatorias

Introducimos los conceptos de variedades combinatorias (también cono-
cidas como variedades PL, como veremos mas adelante), y equivalencia com-
binatoria entre complejos.

Con Vert(K) denotamos al conjunto de vértices del complejo simplicial
K. Si v € Vert(K), la estrella cerrada de v en K es la unién de todos
los simplejos que contienen a v y sus caras; este es un subcomplejo de K
y lo llamamos Stx(v). A la realizacién geometrica de K la denotamos por
|K|. Una subdivisién de K es un complejo simplicial K* que satisface: 1)
Vert(K*) C |K|; 2) para cada simplejo s* € K*, existe un simplejo s € K
tal que s* C |s|; 3) la funcién inducida ¢: |K*| — |K| es un homeomorfis-
mo. El n-simplejo estandar A,, es el complejo simplicial cuyos vértices son
Vert(A,) = {ep,€1,...,e,} v los simplejos son todos los subconjuntos (no
vacios) de vértices. Como es usual, el interior y la frontera de una variedad
M los denotamos por Int M y OM.

Definicién 3.1.1. Dos complejos simpliciales K, L son equivalentes combi-
natoriamente, si existen subdivisiones, K*, L*, de K y L respectivamente,
que son isomorfas. Decimos que K es una n-bola combinatoria, si K es equi-
valente combinatoriamente al n-simplejo estandar A,,.

Cuando K y L son equivalentes combinatoriamente, existe pues, un iso-
morfismo simplicial, j: K* — L* por lo tanto, existe un homeomorfismo
f:|K| — |L|, con la propiedad de que f(s*) = j(s*) para todo simplejo
s* € K* (f lleva los simplejos de K* linealmente en los simplejos de L*); es
decir, el siguiente diagrama

K7 2L
> | =
KLz

conmuta. Llamamos a f un homeomorfismo PL (o también homeomorfismo
semilineal); éstos son la equivalencia principal de la topologia PL, y las pro-
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piedades que son preservadas por ellos son llamadas invariantes PL. Ahora
podemos dar los conceptos de variedad PL y variedad combinatoria.

Definicién 3.1.2. Una n-variedad PL es un espacio metrizable M con un
atlas PL maximo, donde un atlas PL es un atlas ® para M como n-variedad
topologica, v es tal que los cambios de coordenadas son homemorfismos PL.

Definicién 3.1.3. Una n-variedad combinatoria es un espacio M que tiene
una triangulacién K, tal que para cada vértice p € Vert(K) la estrella cerrada
Stk (p) es equivalente combinatoriamente al n-simplejo estandar A,, (es decir,
Stk (p) es una n-bola combinatoria).

Aunque las dos definiciones anteriores son muy diferentes superficialmen-
te, en realidad son equivalentes [Hu69).

Teorema 3.1.4. Sea M wun espacio. Entonces M es una variedad PL si y
solo st M es una variedad combinatoria.

Por lo que con este resultado, estamos justificados para usar los dos con-
ceptos en forma indistinta. En particular, estaremos usando a lo largo de
la obra la definicién de variedad combinatoria, pues se acomoda mejor a
nuestros propdsitos. Cuando M es una variedad combinatoria (PL), a una
triangulacién K que cumple con las condiciones de la Definicion 3.1.3, le
llamamos una estructura combinatoria en M. Basicamente, todas las varie-
dades conocidas (R",S", D™, RP", etc.) son ejemplos de variedades PL.

Uno de los problemas mas famosos de la topologia es la llamada Conjetura
de Poincaré', que dice que toda 3-variedad simplemente conexa (triangulada)
es homeomorfa a la esfera S®. La Conjetura generalizada de Poincaré, dice
que toda n-variedad cerrada, que es del mismo tipo de homotopia que S",
es homeomorfa a S™. En el caso de las variedades PL, este problema ha sido
resuelto en forma positiva, para n > 5.

Teorema 3.1.5. Sea M" una variedad PL cerrada, que es del mismo tipo
de homotopia que S™, n > 5. Entonces M™ es homeomorfa a S™.

!Despues de casi un siglo de esfuerzos, esta conjetura ha sido resuelta, por Grigori
Perelman (siguiendo el programa de Richard Hamilton). La Conjetura de Poincaré, era
uno de los siete problemas del Milenio, por los que el Clay Mathematics Institute, ofrece
un premio de $ 1,000,000 USD. Otro de estos problemas, es el principal problema abierto

de la computacion, que mencionamos en un pie de pagina del Capitulo 1: P Z NP. vease
http://www.claymath.org/millennium/.
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Este teorema fue probado por Smale [Sm61], usando técnicas de pegado de
asas (de lo cual hablaremos un poco més adelante), para variedades PL y para
variedades diferenciables. Para n > 6, el Teorema 3.1.5? puede ser deducido
del teorema de h-cobordismo. Un cobordismo (W™, M, M;) consiste de una
variedad compacta W, con W difeomorfa a la uniéon disjunta de My y M;.
(W, My, M) es un h-cobordismo, si las inclusiones, i,: M, — W (¢ =0, 1),
son equivalencias homotdpicas.

Teorema 3.1.6. Sea (W™, My, My) un h-cobordismo, con W una variedad
simplemente conexa, y m = 6. Entonces W es homeomorfa a My x [0, 1]. Por
lo tanto, My es homeomorfa a M.

3.1.2. La conjetura Hauptvermutung

Otra conjetura muy conocida en topologia, es la llamada Hauptvermu-
tung, que es la abreviacion para die Hauptvermutung der kombinatorischen
Topologie, lo cual es el aleman para el enunciado “la conjetura principal de
la topologia combinatoria”. Esta afirma que dos complejos simpliciales K, L,
son equivalentes combinatoriamente, si éstos son homeomorfos (es decir, tie-
nen esencialmente una tnica triangulacién). La conversa es siempre cierta.

Es sabido que esta conjetura es falsa en general, lo cual fue probado por
John Milnor en 1961 [Mi61]. En los afios sesentas, hubo mucha actividad
intentando probar o refutar la versién restringida a las variedades PL (tra-
tando de imitar la prueba de Milnor), primero probando que es cierta en
casos especiales, y luego verificando que es falsa en general. En variedades
de dimensién < 3, la conjetura es cierta, pero en dimension > 4, resulté ser
falsa. Todos estos hechos pueden ser consultados en [RCSARC96].

3.1.3. Variedades diferenciables y/o combinatorias

A las variedades con las que trabajaremos de aqui en adelante, les pedire-
mos que sean variedades PL, o diferenciables, o ambas cosas, y en el dltimo
caso, les pediremos que cumplan una condicion adicional: que la estructura
combinatoria sea compatible con la estructura diferenciable. Esto significa
lo siguiente: Sea M"™ una C"-n-variedad (r € N U {oc}). Decimos que una

2J. Stallings obtuvo una prueba de este teorema para n > 7, usando diferentes métodos
[Sta60].



3.2. ASAS Y CIRUGIA DE MORSE 61

estructura combinatoria K en M es compatible con la C"-estructura de M,
si cada g-simplejo s € K es un C"-simplejo, es decir, existe un sistema de
coordenadas h: V. — R™ en M, tal que |s| C V y h(|s|) es un ¢-simplejo
rectilineo en R"™. Recordemos algunos resultados importantes acerca de las
variedades diferenciables y combinatorias:

1) Toda variedad con una estructura de clase C!, tiene una estructura
de clase C* y, mds aun, tiene una estructura de clase C* (analitica)
[Wh36].

11) Toda variedad diferenciable admite una estructura combinatoria com-
patible [Ca35, Ca61-2, Whi40].

1) Existen variedades PL, que no admiten una estructura diferenciable
[Ke60].

1v) Para n > 7, la esfera S" admite varias estructuras diferenciables (no
difeomorfas) [Mi56].

Notacion. Para evitar escribir de manera repetitiva “M una variedad dife-
renciable y/o combinatoria”, abreviaremos esta frase con “M una variedad
C>°-PL” (y lo mismo con una funcién diferenciable y/o PL). Por supues-
to, cuando M sea diferenciable y combinatoria, asumimos que la estructura
combinatoria es compatible con la estructura diferenciable.

3.2. Asas y cirugia de Morse

En esta seccion, recordamos los conceptos basicos sobre el pegado de asas
y la cirugia de Morse. Ambos han sido muy importantes en la obtencién de
muchos resultados trascendentes en lo que respecta a variedades. Nosotros
solo necesitaremos un manejo elemental de ellos. Daremos las definiciones
principales y también mencionaremos algunos resultados, pero antes de ello,
debemos mencionar un hecho importante que usaremos de forma implicita. Si
tenemos dos variedades diferenciables M, N, donde ambas tienen frontera, no
podemos dar una estructura diferenciable al producto M x N en la forma en
que lo hariamos si M y N no tuvieran frontera, ya que en M x N se presentan
esquinas, lo cual nos da problemas al hablar de la derivabilidad. Afortunada-
mente, Milnor solucioné este problema al desarrollar el método del “Endere-
zamiento del angulo”. De este modo, el producto de variedades diferenciables
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con frontera tiene una estructura diferenciable tnica salvo difeomorfismo. La
descripcion de este método puede ser encontrada en [DH, Ma92].

3.2.1. Descomposicion en asas

Un asa es un disco, el cual puede ser adherido (en una parte o en toda
su frontera) a una variedad. Formalmente, un A-asa de dimensién n es un
disco, D™ C R™, visto como un producto, D™ = D* x D", de los discos de
dimensién A y n — A, respectivamente. Sea M"™ una variedad compacta con
frontera. Consideremos a una (n — 1)-subvariedad, N"~! C M, y tomemos
p asas de dimensién n,

DY, ..., Dy.
Supongamos que tenemos p encajes® C°-PL
0i: ST x DM COD! — It N, 1<i<p,

tales que, para todas 1 < [ # k < p, se cumpla que Imp; N Im p, = .
Formamos el espacio cociente

(M"UD}U---UDp)/ ~,

donde z ~ y siysélosi x € S} x Dy gi(x) =y € N C OM. El espacio
topoldgico obtenido es una n-variedad, ya que tiene una estructura C'*°-PL
natural (gracias al método del “Enderezamiento del angulo” de Milnor, véase
[Sm61]; para nuestros propésitos, sélo necesitaremos los casos A = 1 0 2, con
n > 5). Denotamos a esta n-variedad por

X(Mn7 Nn_l; L1y -5 Ppy )‘)

Y decimos que este es el resultado de agregar p asas de indice \ a la variedad
M™, sobre la subvariedad N1

Ejemplo. Veamos que variedad podemos obtener al pegar al 2-disco D? una
1-asa de dimensi6én 2 sobre la subvariedad N = {0} x I U {1} x I C dD?. Si
©0: S"x D! — Int N es el encaje para el pegado de la asa y es tal que envia las
dos componentes de S” x D! con la misma orientacién sobre las componentes
de N, entonces x(D? N;¢,1) es S! x I. Si por otro lado, ¢ lleva a cada
componente de S° x D! con orientaciones opuestas sobre las componentes de
N, entonces x(D? N;p, 1) es la banda de Mdbius.

3En el caso de que ; sea PL, le pedimos que lo sea sobre la estructura combinatoria
de D™ y la de M™.
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Uno de los resultados méas importantes sobre el pegado de asas, es el que
dice que cualquier n-variedad M C°°-PL, puede ser obtenida a partir del n-
disco, pegando sucesivamente asas de indices A = 1,...,n [Sm61]. A la lista
de los encajes correspondientes, ¢;, le llamamos una presentacion por asas
de M. Por lo tanto, existe una descomposicién en asas de M, de la forma

D"'=MyCc M, C---CM,=M,

donde cada M; es obtenida de M;_; al pegarle un n;-asa. Las descomposicio-
nes en asas no son unicas. El siguiente, es la version diferenciable del Teorema
3.1.5.

Teorema 3.2.1 (Smale, [Sm61]). Sea M™ una variedad diferenciable cerra-
da, que es del mismo tipo de homotopia que S™, n = 5. Entonces M" es
homeomorfa a S™.

3.2.2. Cirugia de Morse

Veamos ahora la definicién de cirugfa de Morse [Mi61-2]. Sea N"~! una
(n—1)-variedad compacta. Consideremos p copias de la (n—1)-esfera St~ 1, . ..
,Sg_l. A cada una la podemos ver de la siguiente forma,

Si7 = (S x DFY U (D} x S,

donde
A(S}! x D) = 8(D; x 7).

Tomemos, nuevamente, p encajes® C*°-PL
V; Sf‘_l x D' = Int N, 1<i<p,
tales que Img; N Im ey, # @ (I # k). Sea C la cerradura del subespacio
N — U, ¢i(S}7! x D). Tenemos que
p
0C = ON U|Jpi(S}" x Sp271h),
i=1

donde
IS} x DY) =St x SpAL
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Finalmente, formamos el espacio cociente

P
(CculJD} xS/ ~,

=1

donde ~ identifica a z € S} x SP™*7! con ;(x) € OC. El espacio resultante
es una n-variedad, que denotamos por

U(Nn_l; 1y -5 Ppy )‘)

A esto le llamamos el resultado de p cirugias de Morse de indice A\, aplicadas
a M.

Ambos conceptos, el pegado de asas y la cirugia de Morse aparecieron
de manera independiente, sin aparente relacion; sin embargo, podemos notar
que el agregar asas a una variedad, induce cirugia de Morse en la subvariedad
en donde se hace el pegado de las asas. Mas aun, si identificamos las esferas
S'1 de la definicién de cirugfa de Morse con las fronteras de los discos,
0D?, en la definicién del pegado de asas, y ademas consideramos iguales a

79

N, D, D?_/\a SZ\_I, S?_’\_l y @;, entonces
V(N 00,00, A) COX(M™, N™ Lo, 0p, M)

y en caso de que N = M, entonces v = JY, a la cual le decimos la “(n —1)-
variedad construida en dM, por la cirugia de Morse inducida por el pegado
de asas a M”.

3.3. Computabilidad en espacios

Pasemos ahora al tema de computabilidad en espacios topoldgicos. Ve-
remos que aunque ha habido grandes logros en lo que a céalculos se refiere,
aun falta mucho por hacer. Mencionaremos solo lo que es mas relevante para
nuestro objetivo final.

Codificacion de espacios

La clase de espacios més agraciados, en cuanto a tener una forma finita
de representarlos en una computadora, han sido sin lugar a dudas, los com-
plejos simpliciales finitos, ya que su esquema puede ser especificado como
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V2

E \

V) —s

7 \

V4 N Us

U3

Figura 3.1: Complejo simplicial orientado.

una palabra de simbolos. Si ¥ = {vy,...,v,, (,)} es un alfabeto, entonces el
complejo abstracto dado en la figura 3.1, esta totalmente especificado por la
palabra

(v0) (1) (v2) (v3) (va) (v5) (Vov1) (Vovs) (V3V2) (Vo5 ) (Vov4) (V45 ) (VovsVs),  (3.1)

que codifica en primer lugar a los O-simplejos (vértices) dados por las
subpalabras de la forma (v;), seguidos de los 1-simplejos (v;v;) (aristas) y
finalmente un 2-simplejo (vovsvy) (el tridngulo). Més ain, podemos construir
una MT total M tal que, en la entrada w € ¥*, M acepta a w si y sélo
si w representa a un complejo simplicial abstracto. Esta representacion de
complejos es una muy satisfactoria, con la que se pueden realizar muchos
calculos.
Otra forma de representar complejos finitos es utilizando matrices de inciden-
cia. Sea K un n—complejo; entonces a K lo podemos representar por medio
de una coleccién de matrices { E7}7—;, donde la matriz E¥ codifica la relacién
de incidencia de todos los ¢g-simplejos de K con todos los (g + 1)-simplejos;
la entrada ef; de E? es igual a 1 (-1), si el g-simplejo orientado s; € K es
adyacente* al (¢ + 1)-simplejo s; € K, y (no) presenta la orientacién induci-
da por este ultimo; egj es igual a 0 si s; no es adyacente a s;. Por ejemplo,
las matrices de incidencia del complejo de la Figura 3.1 son (omitimos los
parentesis, para mayor claridad)

4En un complejo K, dos simplejos s;, s; son adyacentes si tienen una cara en comun.
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E° | vovy  woUs V3Us  UgUs Ugls  Usls
Vo -1 -1 0 1 1 0
U1 1 0 0 0 0 0
Uy 0 0 -1 0 0 0
Vs 0 1 1 0 0 0
Uy 0 0 0 0 -1 1
Vs 0 0 0 -1 0 -1

El VoU4Us

VoV1 0

VU3 0

V3V 0

VoUs -1

VU4 1

V4U5 1

Con esta representacion de complejos, también se pueden hacer varios calcu-
los importantes (que por supuesto, no dependen de la orientacién escogida),
pero estos pueden ser muy largos, ya que las matrices de incidencia tien-
den a crecer mucho, con respecto al tamano del complejo. Para resolver esta
cuestion, se inventaron las matrices de bloques, las cuales se obtienen al consi-
derar un ntimero finito de cadenas simpliciales, llamadas cadenas de bloques,
que cumplen ciertos requerimientos. De estas cadenas, se puede obtener un
conjunto de matrices semejantes a las de incidencia, pero con la ventaja de
que son mucho més pequenas, asi que los computos se vuelven mas faciles y
practicos®. Todos los detalles de estas representaciones de complejos se pue-
den encontrar en [ST51, p. 90-103] y [Ro88, p. 155-156].

Pasemos al caso de las variedades. Podemos decir que a esta clase de espa-
cios no les ha ido tan bien como a los complejos. Sabemos que toda variedad
diferenciable es triangulable, lo cual nos dice que, existen variedades que tiene
un esquema de complejo simplicial asociado, pero con esta codificacién, solo
tenemos informacién acerca de la estructura de la variedad como complejo,

5Como solo estamos tratando cuestiones de decidibilidad, no nos importa cudnto tiempo
se tarden los algoritmos que formulemos, mientras tomen una cantidad finita de tiempo,
es suficiente para nuestros fines. Por supuesto, en la practica, un algoritmo que tarda un
tiempo de 2™, donde n es el “tamano” de la entrada, no es 1til, ya que con una entrada
de tamano n = 100, tardaria miles de anos en darnos la respuesta.
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no nos dice nada de la estructura de variedad. Si tenemos una variedad PL,
estariamos tentados a pensar que en este caso, la situacién es mas favora-
ble, por la estructura combinatoria, pero no es asi; un esquema de complejo
simplicial no es suficiente para codificar la informacién importante acerca
de una variedad PL (Veremos mas adelante el porqué de esto). ;Qué hay
de la presentacién por asas, nos podria servir 7 No, ya que necesitariamos
representar a las funciones ¢; en forma finita, lo cual en general, no parece
posible.

Pero a pesar de este panorama poco alentador, si existe una forma de re-
presentar en una computadora, una clase bastante amplia de variedades (C*°-
PL) con toda la informacién importante sobre la estructura diferenciable y /o
combinatoria. Esto lo discutiremos en el Capitulo 4, donde probaremos que
toda variedad C*-PL cerrada, tiene una presentacion finita de variedad; por
el momento, supondremos la existencia de dichas presentaciones, para poder
introducir los problemas computacionales (originados a partir de propiedades
de variedades) que enfrentaremos en el Capitulo 5. A estas presentaciones las
denotaremos con las letras 9, I, G, etc.

Ahora vamos a discutir la computabilidad de varias propiedades e inva-
riantes en los espacios.

Los grupos de homologia y niimeros de Betti

Los grupos de homologia de un espacio son uno de los invariantes to-
pologicos mas importantes que se conocen, ya que, aunque no tienen toda
la informacion que logran guardar los grupos de homotopia, son mucho méas
faciles de calcular que estos ultimos. Afortunadamente, en el caso de los
complejos simpliciales; la teorfa de homologia singular (con coeficientes en
Z) es equivalente a la teoria de homologia simplicial, y esto abre la puerta a
métodos computacionales para poder calcular de forma mecanica los grupos
de homologia de un complejo simplicial finito. La discusién de estos temas
estd basada en [Mu00].

Para un complejo simplicial K, se sabe que el n-ésimo grupo de homologia
(simplicial) H,(K), es un grupo abeliano finitamente generado (f.g.). Por el
Teorema de clasificacion de estos grupos, tenemos que

Hn(K) ’EZ@"'@Z@ZC&A @"'@Zdnw
bn
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donde d,;_1 | dni, para toda i = 2, ..., [. El nimero de sumandos directos de
Z, b,, y los d;’s, son invariantes numéricos del complejo K, son conocidos
como el n-ésimo numero de Betti® y los coeficientes de torsion de la dimension
n de K, respectivamente. Estos, determinan por completo a H,(K), por lo
que si hubiese una forma de calcularlos, entonces podriamos calcular los
grupos de homologia de cualquier complejo finito. Y en efecto la hay, pero
para poder entender como es posible hacer este calculo, primero debemos ver
algunos conceptos y resultados preliminares.

Definicién 3.3.1. Sean G, G’ grupos abelianos libres con bases aq,...,a,
y bi,...,b,, respectivamente. Si f: G — G’ es un homomorfismo, entonces
tenemos que
m
flag) = Aijbi
i=1

para algunos enteros tnicos A;;. A la matriz (\;;) se le conoce como la matriz
de f con respecto a las bases dadas para G y G'.

Si A € Muxm(Z), consideremos las siguientes “operaciones elementales
de renglones” en A:

(1) Intercambiar los renglones i y k.
(2) Multiplicar al renglén i por -1.

(3) Reemplazar al renglén ¢ por (rengléon i) + g(renglén k), con g € Z e

i # k.

Cuando A es la matriz de un homomorfismo de grupos abelianos libres, como
en la Definicién 3.3.1, cada una de estas operaciones corresponden a un cam-
bio de base en G'. La primera corresponde a intercambiar a b; y by; la segunda
corresponde al reemplazo de b; por —b;; y la tercera corresponde al reempla-
zo de by por by — qb;. Existen tres “operaciones elementales de columnas”,
totalmente similares a estas que hemos definido sobre renglones, y que corres-
ponden a cambios de base de G.

5En general, el n-ésimo ntimero de Betti de un espacio X, se puede definir como la
dimensién del espacio vectorial H, (X, Q). El término “ntdmeros de Betti” fue usado por
primera vez por Henri Poincaré, en honor de Enrico Betti.
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., Qué tienen que ver estas matrices sobre los enteros con los grupos de
homologia de un complejo simplicial finito K ? Mucho, estas matrices son
la herramienta bésica para poder encontrar formas de célcular el nimero de
Betti y los coeficientes de torsion de H,,(K). Nuestro siguiente paso es definir
una “forma normal” para matrices enteras.

Definicién 3.3.2. Sea B € M,,y,,(Z). Decimos que B esta en forma normal
de Smith (FNS), si tenemos que

bp 0 O 0
0 b O 0
0 O 0
B=1: b 0],
0
dondeblélybl\bg\ﬂn

Existe un algoritmo por medio del cual, es posible llevar cualquier matriz
A sobre los enteros a una matriz en FNS. El procedimiento por medio del
cual se hace esto utiliza las operaciones elementales por renglones y columnas
que hemos definido y es muy parecido al algoritmo de Gauss para diagona-
lizar matrices sobre los reales o los complejos. Para nuestros propositos, no
necesitamos ver los detalles del algoritmo, nos basta con saber que existe’.
Gracias a estos hechos, si G,G" y f son como en la Definicién 3.3.1, entonces
la matriz (\;;) del homomorfismo f puede ser llevada a una matriz B en
FNS, y como las operaciones elementales de renglones (columnas) correspon-
den a cambios de base en G’ (G), entonces B es la matriz de f con respecto
a ciertas bases de G y G'.

Para poder encontrar algoritmos para calcular H,,(K), nos vamos a fijar
en las matrices de los operadores frontera 0,: C,(K) — C,_1(K) con res-
pecto a las bases de los grupos C,(K), que obtenemos al orientar todos los
n-simplejos de K y considerarlos como n-cadenas elementales. De hecho, las
matrices de los operadores frontera con respecto a estas bases coinciden con

"El lector puede consultar los detalles del algoritmo para llegar a la FNS en [Mu00, p.
56-57] y también en http://en.wikipedia.org/wiki/Smith normal form.
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las matrices de incidencia de K que mencionamos al inicio de esta seccién.
Asi, las matrices EY, E' que representan al complejo simplicial de la Figura
3.1 son precisamente las matrices de los operadores 0y, 0>, con respecto a las
bases inducidas por la orientacion escogida en el complejo. Ya casi estamos
listos para enunciar el teorema que nos permtira calcular grupos de homo-
logia de forma mecanica, sélo nos falta dar un resultado sobre complejos de
cadena que necesitaremos.

Teorema 3.3.3. Sea C = {C.,0.} un complejo de cadenas; supongamos
que cada grupo C, es libre y de rango finito. Entonces, para cada p, existen
subgrupos Uy, V,, y W), de C), tales que

Cp=U, &V, & W,

donde 0,(U,) € Wy_1, 0,(V,) =0 y 0,(W,) = 0. Mds atin, existen bases para
U, y W,_1 con respecto a las cuales el homomorfismo 0,: U, — W,_1 tiene
una matriz de la forma

donde b; =1 yby | by |---|b.
Demostracion. Paso 1. Sean
Zy=kerd, y B,=Im0,.

Y sea W, = {c, € C, | Im € Z(m # 0 A'mc, € B,)}. W, es un subgrupo de
C),, es llamado el grupo de fronteras debiles. Claramente

B, cW,cCZ,CC,.

(En la segunda inclusiéon usamos el hecho de que C,, es libre de torsién, por
lo que la ecuacién me, = 0p41d,41 implica que d,¢, = 0). mostraremos que
W, es un sumando directo de Z,. Consideremos la proyeccién natural

Zp, — Hy(C) — H,(C)/T,(C),

donde T,(C) es el subgrupo de torsién de H,(C). El nucleo de esta proyec-
cién es W,; por lo tanto, Z,/W, = H,(C)/T,(C). Este grupo es f.g. y libre
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de torsion, es decir, es un grupo libre. Si ¢; + W, ..., ¢, + W), es una base
para Z,/W,, y di,...,d; es una base para W, entonces es sencillo ver que
Cly.-.,Ckydy,...,d; es una base para Z,. Por lo tanto Z, = V,, © W,,, donde
V, es el grupo generado por la base ¢y, ..., c.

Paso 2. Supongamos que escogemos bases eq, ..., e, y €},..., e, para C,
y C,_1 respectivamente, con respecto a las cuales la matriz de 9,,: C), — C)—1
tiene la FNS

€1 €2 -+ € €141 €n
e} by 0 0 0
e 0 b O 0
: 0 0 0
€] : b 0
€1 0
e 0 e 0
donde b; > 1y by | ba|---|b. Afirmamos que:
(1) eq,...,e, s una base de Z,.
(2) €),...,¢e es una base de W,_.
(3) bi€l, ..., bie es una base de B,_;.

Probemos que en efecto, estos hechos son ciertos. Sea ¢, una p-cadena y
calculemos su frontera; si

n l

/

cp:E ae;, entonces O,cp, = E a;b;e;.
i=1

i=1

Para probar (1), notemos que como b; # 0, la p-cadena ¢, es un ciclo si y sélo
sl a; =0 parai=1,...,0. Para (3), vemos que cualquier p — 1 frontera J,c,
estd en el grupo generado por biel, ..., bej; ya que b; # 0, estos elementos
son independientes. Finalmente, probamos (2) de la siguiente forma: Cada
uno de los elementos del conjunto {es, ..., ¢} pertenece al grupo W,_y, pues

bie; = Ope;. Ahora sea
m
i = 3o
p—1 = i€
i=1
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una (p — 1)-cadena y supongamos que ¢,_1 € W,_1. Entonces ¢,_; satisface
una ecuacién de la forma

l

acy,_1 = 0ycp = E a;b;e;

i=1

para algiun a # 0. Igualando los coeficientes, vemos que ad; = 0 para i > [,
lo que nos dice que d; = 0 para ¢ > [. Concluimos que €/,. .., €] es una base
de Wpfl.

Paso 3. Con lo hecho en los pasos 1 y 2, finalmente podemos probar el
teorema. Escojamos bases para C), y Cp—1 de la misma forma que lo hicimos
en el Paso 2. Definamos a U, como el grupo generado por e, ..., ¢;; entonces

C,=U,® 7,

Usando el Paso 1, escogemos a V), tal que Z,, = V,, ® W,,. Entonces los grupos
U,,V, y W, nos dan una descomposicién de C,, tal que 9,(V,) = 0y 9,(W,) =
0. La existencia de las bases para U, y W,_1 que dan origen a la matriz B
del homomorfismo 9,: U, — W,_; se sigue del Paso 2. 0

Notemos que W, y Z, = V,, ® W), son subgrupos de C,, que estdn deter-
minados de manera tUnica, mientras que los subgrupos U, y V,, no lo estén.

Teorema 3.3.4. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces los grupos
de homologia H,(K) son computables.

Demostracion. Sea K un complejo finito. Por el Teorema 3.3.3, tenemos
una descomposicion

CP(K) - UP@‘/P@WIN

donde Z, =V, ® W, es el grupo de p-ciclos y W), es el grupo de p-fronteras
debiles. Ahora

HP(K) = Zp/Bp = Vp ©® (Wp/Bp) = (Zp/Wp) ©® (Wp/Bp)'

El grupo Z,/W,, es libre y el grupo W, /B, es un grupo de torsién; por lo que
calcular H,(K) se reduce a calcular estos dos grupos.
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A continuacién, escojamos bases para los grupos de cadenas C,(K), orien-
tando a todos los simplejos de K. Luego, consideremos la matriz AP del ope-
rador frontera d,: C,(K) — C,_1(K) con respecto a esta eleccién de bases
(esta es la matriz de incidencia de los (p — 1)-simplejos con los p-simplejos
de K); entonces obtenemos una matriz N? en FNS a partir de la matriz AP.
Examinando el paso 2 de la prueba del Teorema 3.3.3, podemos concluir los
siguientes hechos sobre la matriz N?:

1) El rango de Z, es igual al nimero de columnas de ceros de NP.
g p €518
(2) El rango de W,,_; es igual al nimero de renglones no cero de N”.

(3) Siby,...,b son las entradas distintas de cero de NP, entonces existe un
isomorfismo

Wp—1/Bp—1 = Ly, ® Ly, © -+ D Ly,.

Por lo tanto, la matriz NP que es la FNS de la matriz AP del operador
0, nos da los coeficientes de torsion de K en dimensién p — 1; son pre-
cisamente las entradas de la matriz mayores a 1. De esta matriz también
podemos deducir el rango de Z,. Por otro lado, la matriz en FNS N?P*1 de
Op+1: Cpy1(K) — Cp(K) nos da el rango de W,. La diferencia de estos dos
ultimos nimeros es el rango del grupo Z,/W,, es decir, el nimero de Betti
de K en dimensién p.

Ya solo nos falta dar el algoritmo preciso con el cual, a partir del com-
plejo K, calcular el p-ésimo grupo de homologia H,(K'). Por lo que hemos
dicho anteriormente, podemos representar complejos simpliciales finitos con
palabras como la que mostramos en (3.1), y por la forma de los grupos abe-
lianos f.g., que estan totalmente determinados por el niimero de Betti y los
coeficientes de torsion, que son niimeros enteros, los podemos representar con
palabras de la forma

b#fci1#ECott -+ - F#ep

donde b representa al nimero de Betti y ¢, ¢s,. .., ¢, son los coeficientes de
torsion. El simbolo # nos sirve para separar a las palabras que representan los
enteros. Con todo esto, escogiendo un alfabeto adecuado ¥, podemos formar
los siguientes conjuntos de palabras

CS = {K € ¥* | K es un complejo simplicial finito},
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AB, = {G € ¥* | G es un grupo abeliano f.g.}5.

Definamos h,: ¥* — ¥*, una funcién de palabras dada por

b (K) = H,(K) si K eCS,
P R D) en otro caso.

Es decir, h, es la funcién de palabras que (bajo la codificacién que tenemos
de complejos y grupos) es igual al p grupo de homologia H,(K) € ABy,, si la
palabra K representa un complejo finito, y en otro caso, h, es igual a la cadena
vacfa A. Lo que deseamos es mostrar que h, es una funcién computable,
en el sentido de la Definicién 1.2.7, por lo que debemos dar un algoritmo
que siempre se detenga en cualquier entrada w, y nos de como resultado al
terminar h,(w). Sea M, una MT que ejecuta el siguiente programa:

M, ="En la entrada K:
1. Verificar que K representa un complejo; si no es asi,
borra todo el contenido de la cinta y al terminar ve al paso 13.
Orienta a todos los p-simplejos de K.
Orienta a todos los (p + 1)-simplejos de K.
Orienta a todos los (p — 1)-simplejos de K.
Calcula la matriz AP del operador d,.
Calcula la matriz AP™! del operador 1.
Calcula las FNS NP, NP™! de las matrices AP y AP,
Calcula z, = (# columnas de N?) — rango N?.
. Calcula w, = rango NPHL
10. Calcula 8, = 2z, — w,,.
11. Encuentra las entradas bi,...,b mayores a 1 en la matriz NP1
12. Escribe en la cinta la palabra 3,#b:1# . .. #b;.
13. Entra en el estado de aceptacion.”

©WND U AW

Veamos que el programa dado siempre termina. En el paso 1 M, recorre
toda su cadena de entrada, verificando que es en efecto una representacién
de un complejo simplicial, escencialmente basta con ver que los parentesis
de la palabra estdn bien apareados (recordemos la palabra dada en (3.1))

8 Aqui, los simbolos K y G, tienen dos significados. Por un lado, representan una palabra
de simbolos en X*; por otro, representan el objeto matemdtico en si (es decir, un complejo
y un grupo). Esto doble uso de los simbolos es comiin en computacién y lo que se quiere
decir se deduce del contexto en el que se encuentran.
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y que los simplejos dados cumplen las condiciones de la definicion de un
complejo simplicial abstracto, lo cual lo podemos hacer en tiempo finito.
Los pasos 2-4 son facilmente llevados a cabo en tiempo finito (podemos
tomar, por ejemplo, el orden en el que vienen especificados los vértices de los
simplejos en la palabra que representa a K). Los pasos 5 y 6 son posibles
debido a que podemos calcular las matrices de incidencia correspondientes.
El paso 7 es posible debido a la existencia del algoritmo para calcular la
FNS de cualquier matriz con entradas en Z. Los pasos 8 y 9 los podemos
llevar a cabo examinando las matrices en FNS NP, NP*! para determinar las
columnas distintas de cero y el total de columnas de cada matriz. El paso 10
es trivialmente posible. Para el paso 11, examinamos de nuevo a la matriz
NPHL para encontrar las entradas by, . . ., by mayores a 1. Los dos tltimos pasos
son facilmente llevados a cabo en tiempo finito, con lo que tenemos que la
mdquina M, siempre se detiene.

Por los resultados obtenidos en esta demostracion, el algoritmo dado es
correcto. Por lo tanto, cuando la cadena de entrada K representa a un com-
plejo finito, la cadena que M, escribe en su cinta al finalizar su computo

Bp#tb1F . .. #b;

nos dice que K tiene nimero de Betti 3, y coeficientes de torsién by, ..., b en
dimensién p, con lo cual tenemos totalmente identificado al grupo H,(K). Y
si K no representa a un complejo, entonces M, borra todo el contenido de su
cinta y se detiene, es decir, escribe la palabra vacia A. Asi, M,(K) = h,(K)
por lo que tenemos que h, es una funcién computable. Esto demuestra el
teorema. 0

Como mencionamos con anterioridad, nosotros sélo necesitamos un al-
goritmo para calcular el segundo ntmero de Betti de un complejo finito.
Analizando la prueba del teorema anterior, podemos deducir el siguiente

Corolario 3.3.5. Sea K un complejo simplicial finito. Si AP y APT! son las
matrices de los homomorfismos 0, y 0,41 Tespectivamente, entonces

B,(K) = rango C,(K) — rango A — rango AP*".
Demostracion. Sabemos de la prueba del Teorema 3.3.4 que

B,(K) = (# columnas de N?) — rango N” — rango N**!, (3.2)
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donde NP, NP™! son las matrices en FNS correspondientes a las matrices AP
y APT1 El ntimero de columnas de NP corresponde al cardinal de la base del
grupo C,(K') con respecto a la cual, se calculd la matriz AP de d,. Como en el
caso de las matrices sobre un campo, es posible ver que rango NP = rango AP.
Combinando estos hechos, tenemos que (3.2) se convierte en

B,(K) = rango C,(K) — rango A — rango AP*!,

que es lo que queriamos demostrar.

Corolario 3.3.6. Eziste un algoritmo que, al recibir como entrada un com-
plejo simplicial finito K, calcula el nimero de Betti 3,(K) (sin utilizar el
algoritmo para obtener la FNS de una matriz con entradas en 7).

Demostracion. Sea f,: X* — X*, dada por

fp(K):{ﬁp(K) si K € CS,

A en otro caso.

Entonces f, es una funcién de palabras computable. En efecto, construimos
una MT Mg, con el siguiente programa:

Mg, =“En la entrada K:
1. Verificar que K representa un complejo; si no es asi,
borra todo el contenido de la cinta y al terminar ve al paso 12.

Orienta a todos los p-simplejos de K.

Orienta a todos los (p + 1)-simplejos de K.

Orienta a todos los (p — 1)-simplejos de K.

Calcula la matriz AP del operador J,.

Calcula la matriz AP*! del operador 1.

Calcula vy, = (# p-simplejos de K).

Calcula 7, = rango AP.

. Calcula r,,; = rango AP,

10. Calcula 8, = a;, — rp — Tpp1.

11. Escribe en la cinta la palabra 3,.

12. Entra en el estado de aceptacion.”

LN R D
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Por el Corolario 3.3.5, este proceso es correcto. Para ver que Mg, siempre se
detiene, solo necesitamos verificar los pasos 7, 8 y 9. El paso 7 es posible,
ya que My, simplemente cuenta todos los p-simplejos (que son precisamente
la base que escogemos para el grupo C,(K)) especificados en la palabra de
entrada que describe a K. Para calcular el rango de las matrices AP y APT1,
usamos un algoritmo andalogo al que tenemos para encontrar el rango de una
matriz con entradas en R. Nuestro algoritmo para matrices con entradas en
Z solo usa las siguientes operaciones elementales:

(1) Intercambiar columnas.
(2) Multiplicar la columna ¢ por -1.

(3) Reemplazar la columna ¢ por la nueva columna (columna i) £1 (colum-
na k), donde i # k.

Con lo que los pasos 8 y 9 de Mg, son realizables en tiempo finito. Asi, Mg,
siempre se detiene, y ademés Mg, (K) = f,(K), con lo que f, es computable,
y asi obtenemos el corolario. Q

Del Corolario 3.3.6, nos quedamos con la maquina Mg,, con la cual ten-
dremos la capacidad de calcular el segundo nimero de Betti G2(K'), de un
complejo dado K. Esto serd pieza fundamental para nuestros resultados fi-
nales.

El grupo fundamental

Partiendo de las clases de homotopia de los caminos cerrados en un pun-

to x de un espacio X, podemos formar otro invariante muy interesante, el
llamado grupo fundamental (el primer grupo de homotopia) m1(X, x). Este
invariante contiene mucha informacién acerca de la estructura de hoyos (de
dimension 1) del espacio X, es un grupo muy bien estudiado, que ha dado
muchos frutos a la topologia.
Y hay resultados muy interesantes para grupos fundamentales de los comple-
jos simpliciales en cuanto a computabilidad. El dasarrollo de estos resultados
puede ser encontrado con todos los detalles en [Ro88, p. 164-179] y (a gran
sorpresa del autor) en [R095, p. 367-401].
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Definicién 3.3.7. Sea K un n-complejo. Una arista en K es una pareja
ordenada (u,v), de vértices (no necesariamente distintos), tal que ambos
estdn en un simplejo de K. Dos aristas (uy,v1), (ug, v2) son adyacentes si
v1 = ug. Si u,v € Vert(K), entonces un camino de u a v es una sucesion de
aristas

a = (u,v1)(v1,v2) -+ (Vn—2, Vn_1)(Vp_1,0),

donde u y v son el origen y destino de «, respectivamente.

Usando este concepto, podemos (de manera totalmente andloga a las
graficas combinatorias) definir cuando un complejo simplicial es conexo, y
sus componentes conexas (que se puede probar, son subcomplejos conexos
méximos de K). Pero lo méds importante, es que podemos definir, de una
manera combinatoria, el producto y la relacion de homotopia entre caminos
de aristas (que fungen como los caminos continuos usuales) en K. El producto
de dos caminos o = ejeq - - -e,, B = fifa- - fm, tales que el origen de la arista
f1 es igual al destino de la arista e,,, es el camino

aﬁzel"'enfl"'fm‘

Y la relaciéon de homotopia entre caminos de aristas se define asi: Tenemos dos
tipos de operaciones elementales en un camino « en K. La primera, remplaza
un par de aristas adyacentes de la forma (u, v)(v, w) en «, por la arista (u, w),
si el 2-simplejo {u, v, w} estd en K. La segunda operacion es la inversa de la
primera, remplazando a (u,w) por (u,v)(v,w). Dos caminos «, § en K son
homotopicos, si uno puede ser obtenido a partir del otro, por medio de una
sucesion finita de operaciones elementales. Es sencillo ver que esta relacién
(combinatoria) de homotopia es de equivalencia, y que el producto de clases
de caminos de aristas esta bien definido. Entonces, tomando un vértice base,
v € Vert(K), caminos cerrados en v, y definiendo el camino trivial en v como
(v,v), tenemos el conjunto de clases de equivalencia

m(K,v) = {[a] | @ es un camino cerrado en v}.

Teorema 3.3.8. (i) Para todo vértice v en el complejo K, w(K,v) es un
grupo, con identidad la clase del camino trivial en v.

(i) Si L es la componente conexa de K que contiene a v, entonces w(K,v)
=m(L,v).
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(iit) Si K es conexo, con vértices base v y u, entonces

(K, v) = m(K, u).

(iv) Si p: K — L es una funcion simplicial, entonces ¢.: m(K,v) —
(L, p(v)), definida por v.([a]) = [p(@)], es un homomorfismo de gru-
POS.

(v) Sea K? el 2-esqueleto de K. Entonces la inclusion is: K? — K, induce

un isomorfismo iz, : T(K2 v) = w(K,v).

Al grupo (K, v), se le conoce como el grupo de caminos cerrados de
aristas del complejo K (con vértice base, v). Por el inciso (%i%), cuando K
es conexo, podemos escribir simplemente 7(K). Notamos de inmediato la
gran similitud de las propiedades del grupo fundamental (| K|, v) con las
de m(K,v). Esto no es mera coincidencia.

Teorema 3.3.9. Para todo v € Vert(K), m(K,v) = m (| K|, v).

Como consecuencia de este teorema y del anterior, vemos que (| K|, v)
depende solamente de la estructura del 2-esqueleto de K. Hasta este momen-
to, la situacién va por buen camino. Tenemos, para un complejo K, un grupo
definido de manera combinatoria, que es isomorfo al grupo fundamental de
|K|. Entonces, si conociéramos un método, por medio del cual, calcular el
grupo de aristas, podriamos usarlo para calcular el grupo fundamental. Lo
que veremos a continuacién, es que podemos, a partir de un complejo dado,
calcular una presentacion del grupo de aristas. Necesitamos otras definiciones
y resultados.

Definicién 3.3.10. Un arbol es un complejo simplicial conexo, de dimensién
a lo mas 1, tal que no contiene ciclos® (el tinico drbol de dimensién 0, tiene
s6lo un vértice). Un subcomplejo 7" C K, es un arbol maximo, si 7' es un
arbol que no esta contenido en otro arbol mas grande.

Lema 3.3.11. Si K es conezo, entonces un drbol T es mdzimo < Vert(T) =
Vert(K).

9En un complejo simplicial K, un camino « = ej - -- e, es reducido, si a es el camino
trivial o ninguna arista e; = (u, v), es adyacente a su inversa y tampoco es el camino trivial.
Un ciclo es un camino cerrado reducido. Se puede ver que todo camino es homotdpico a
un camino reducido o a un camino trivial.
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Los arboles de los complejos son exactamente como los arboles definidos
en las graficas combinatorias. Todo complejo K tiene un arbol maximo (esto
es sencillo de ver si K es finito, y una aplicaciéon del Lema de Zorn muestra
que es cierto en general). Usualmente, un complejo tendrd mas de un arbol
maximo.

Sea T un arbol maximo de K. Consideremos el grupo, G(K,T), dado por
la siguiente presentacion:
generadores: Todas las aristas de K.
relaciones: Tipo a): (u,v) =1, si (u,v) es una arista de 7.
Tipo b): (u,v)(v,w) = (u,w), si {u,v,w} € K.

El siguiente resultado relaciona al grupo m (| K|) con G(K,T) (a través de
7(K)), en la forma que buscamos, dandonos una presentacién para el grupo
fundamental, llamado Teorema de Tietze.

Teorema 3.3.12 (H. Tietze, 1908). Si K es un complejo conezo y T es un
arbol maximo en K, entonces

m(K) = G(K,T).

Corolario 3.3.13. FEuxiste un algoritmo que, al darle como entrada un com-
plejo simplicial finito y conexo, K € CS, calcula una presentacion finita de
grupo 1, tal que G{u) = my(|K]).

Demostracion. Construimos una MT M tal que, al recibir como entrada
un complejo K € CS, esta primero verifica que K es conexo, si esta prueba
falla, M rechaza de inmediato. Luego, M calcula un arbol maximo 7' C K,y
con este, construye una presentacion finita u del grupo G(K, T'). Este proceso
siempre termina, pues K es finito. Por los Teoremas 3.3.9 y 3.3.12, G(u) =
G(K,T) = n(K) = m(]K]), con lo que el algoritmo ejecutado por M es
correcto. =

Observacion. El algoritmo dado por el corolario anterior calcula solamente
una presentacion finita del grupo m(|K|).

Asi que, a partir de un complejo finito, podemos calcular de forma mecani-
ca, una presentacion de su grupo fundamental. Pero esto no termina ahi.
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También podemos hacer la operacién inversa, es decir, a partir de una pre-
sentacién (finita) de grupo v, construir un 2-complejo simplicial (finito), tal
que su grupo fundamental, es precisamente G (v)!°.

Teorema 3.3.14. Dado un grupo G, existe un 2-complejo simplicial conexo
K, tal que G = m (| K]).

Demostracion. Ver [Ro88, p. 178-179] o [R095, p. 399-400]. -

Corolario 3.3.15. Euxiste un algoritmo tal que, al recibir como entrada una
presentacion finita de grupo, p, calcula un 2-complejo finito y conexo, K, tal

que G(u) = mi(|K)).

Demostracion. La demostracion del teorema anterior es de manera cons-
tructiva, asi que al aplicarla a un grupo finitamente presentado, nos da un
proceso que siempre termina, y calcula un complejo simplicial finito, con las
propiedades requeridas. 0O

Corolario 3.3.16. Un grupo G es finitamente presentado si y solo si, existe
un 2-complejo finito y conexo K, tal que G = m(|K|).

Demostraciéon. Inmediata de los Corolarios 3.3.15 y 3.3.13. 0

Mostramos ahora como funcionan los algoritmos dados por los Corolarios
3.3.13 y 3.3.15. Sea = ({a,b,c,e}: {a,e}), entonces G(1) es un grupo libre
de rango 2, ya que las relaciones a = 1 = e nos dicen que a y e son iguales
a la identidad en G(u) (Equivalentemente, podemos obtener la presentacién
({b,c}: @) a partir de u, aplicando dos operaciones Op;*'). Calculemos un
2-complejo simplicial, con grupo fundamental G(u). Los pasos a seguir son
los siguientes:

0La prueba de este importante resultado hace uso del Teorema de Seifert-van Kamper.
Para no seguir introduciendo més conceptos, hemos optado por sélo enunciar el resultado
que necesitamos e ilustrar con ejemplos el algoritmo con el cual construimos el complejo,
a partir de la presentaciéon de grupo.
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Figura 3.2: Aplicacion del algoritmo del Corolario 3.3.15. Por simplicidad, en
(3) v (4), hemos omitido los vértices y las aristas interiores en los tridngulos

sombreados.

1. Construimos el 1-complejo B, mostrador en la Figura 3.2 (1); una cuna

de triangulos “huecos”, uno por cada generador de . De esta forma,
hacemos corresponder a cada generador, un camino cerrado, y a cada
relacion le corresponde un camino de aristas en B. En este caso, a e le
corresponde el camino a, = (w, e1)(e1, €2)(e2, w) y para a tenemos el ca-
mino o, = (w, ay)(ay, az)(az, w) (Si tuviéramos la relacion ab, le corres-
ponderia el camino cerrado ay, = (w, ay)(ay, az)(az, w)(w, by)(ay, by)(bs,

w)).

. Para cada uno de las relaciones a, e, construimos los 2-complejos D(a),
D(e) (En la Figura 3.2 (2), mostramos a D(a), D(e) es totalmente simi-
lar. Estos son llamados “poligonos triangulados”). Cada complejo tiene
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tantos vértices p;’s y u;’s, como tienen aristas los caminos asociados
con las relaciones de p. También definimos funciones f,: 0D(a) — B,
fa(pi) = a; (f. es andloga, y hacemos ag = ey = w).

3. El siguiente paso es formar el 2-complejo D = D(a)V D(e) (Figura 3.2
(3), identificamos a cada py en un vértice comin, p). Si definimos a 9D,
como el subcomplejo inducido por los vértices p;’s, entonces existe una
funcién simplicial f: 0D — B, tal que f|opw) = fo, para x € {a, e}.

4. Finalmente, construimos el complejo cociente K, a partir de la unién
disjunta B U D, identificando a a; con f,(p;), y e; con f.(p;) (Figura
3.2 (4)). K es el complejo buscado. El algoritmo termina.

Ahora aplicamos al complejo K el algoritmo para construir una presen-
tacion de (| K]). El primer paso es obtener un arbol maximo, T, de K,
el cual podemos ver en la Figura 3.3. De aqui, aplicamos las reglas para
construir la presentacién del grupo G(K,T), y el resultado es una presenta-
cién v, con mas de 30 generadores y 20 relaciones. Sin embargo, es sencillo
ver que muchos de los generadores, son equivalentes a la identidad en G(v).
Por ejemplo, tenemos los generadores (r, q1), (q1,q2) ¥ (g2, 7), vy las relaciones
(ryq1) = (q2,7) =1y (r,q1)(q1,q2) = (g2, 7), pues {r,q1,q2} € K. Combinan-
do las ecuaciones mencionadas, vemos que (qi,¢2) = 1 en G(v). Lo mismo
pasa con todas las aristas que estan en T, siendo las aristas (b1, by), (c1, ¢2)
las tnicas que no se pueden eliminar. De este modo, la presentacién v es

equivalente a
({(b1,b2), (c1,¢2)}: @),

que es isomorfa a p, y por lo tanto, m (| K|) es un grupo libre de rango 2, tal
cual es G(u).

Terminamos nuestra discusion de la computabilidad del grupo fundamen-
tal con dos lemas que son consecuencia sencilla de los resultados mencionados.
Seran importantes en el capitulo final.

Lema 3.3.17. Euxiste un algoritmo para decidir, dado un complejo simplicial
finito y conexo, K,

i) Si K es un complejo de dimension 2.

ii) St K tiene dimension 2, determinar todas las clases de congruencias
de presentaciones de grupo puy,. .., fy, tales que G(u;) = m (| K]).
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Figura 3.3: Arbol méximo del complejo K, para calcular una presentacion
finita de m (] K1), usando el algoritmo dado por el Corolario 3.3.13.

Demostracion. Es sencilla. Primero, examinamos a K para determinar
si es un complejo de dimensién 2 (si no lo es, rechazamos de inmediato y el
algoritmo termina). Despues, aplicamos el Corolario 3.3.13, para obtener una
presentaciéon u, de (] K|). Finalmente, generamos todas las permutaciones
del conjunto de generadores de pu, y las aplicamos en la presentacién pu, para
obtener las presentaciones 1 = p, ..., iy, (n € N), que son representantes
de las clases de congruencia buscadas. =

Lema 3.3.18. Sty es una presentacion de grupo y n = 4, entonces existe
un complejo simplicial rectilineo (con vértices racionales) Ky C R tal que

G(p) = m(|Kyl).

Demostracion. Sea p una presentacién de grupo y n > 4. Usando el Coro-
lario 3.3.15, encontramos a f#y, un complejo simplicial abstracto (finito y
conexo) de dimensién a lo mas 2, tal que G(pu) = m(|fs]). Luego, como
n+1 > 5, aplicamos el Teorema de encaje de complejos simpliciales en R™**!
([ST51, p. 57-58] y [Sp66, p. 120-121]). Al examinar la demostracion de este,
vemos que el complejo Ky C R™ ! isomorfo a s, puede ser construido con
vértices, vectores con coordenadas en Q, y ademas, m(|62]) = m (| Ka|), con
lo que obtenemos el lema. -
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El problema del homeomorfismo

A. A. Markov, fue el primero en utilizar las técnicas y resultados de inde-
cidibilidad en grupos para mostrar resultados computacionales en topologia
[Ma58]. Usando el hecho de que el problema de la palabra en grupos es inde-
cidible, Markov fue capaz de construir una variedad M", en cada dimension
n > 3, tal que el problema de decidir si alguna variedad dada es homeomorfa
a M™, es no computable. Fue precisamente para esto que Markov introdujo el
truco de la “relacién vacia” (Seccién 2.1.1) en las presentaciones de grupos,
ya que necesitaba que diferentes presentaciones de un grupo dado, correspon-
dieran a la misma variedad (al menos, que este fuera el caso para el grupo
trivial). El resultado de Markov fue la chispa que encendié la llama, para
que surgieran otros resultados sobre decidibilidad en topologia, como el de
Novikov!!, sobre la imposibilidad de poder reconocer a la esfera S, n > 5,
de una sucesion dada de n-variedades PL, y los resultados mas generales ob-
tenidos por Boone y compania [BHPG68]. Asi, estos hechos muestran que la
clasificacion topolédgica de espacios es, en general, imposible.

Variedades simplemente conexas

Una variedad M es simplemente conezxa, si m(M) = 1. Esta propiedad
ha jugado siempre un papel importante en la topologia, ya que es hipdtesis
fundamental en varios teoremas. Muchos resultados sobre la estructura de
las variedades, obtenidos por Smale [Sm62], tienen como hipdtesis a esta
propiedad. Seria, pues, muy util contar con un procedimiento finito para
poder decidir, dada una variedad M (en la codificacién finita de variedades
que hemos asumido, existe), si M es o no simplemente conexa. Este es uno
de los problemas de decision que enfrentaremos en el tltimo capitulo, por lo
que debemos dar las definiciones pertinentes en el ambito de conjuntos de
palabras.

Definicién 3.3.19. Decimos que la presentacion finita 91 es simplemente
conexa, si presenta una n-variedad simplemente conexa.

Una breve exposicién de este (poco conocido) importante resultado aparece en un
apéndice de [VKF77]. Es este resultado la razén por la cual, un esquema de complejo
simplicial no es suficiente para poder representar a una variedad PL. No existe un algoritmo
que pueda decirnos si un complejo dado, representa una variedad PL, ya que si existiera,
el resultado de Novikov seria falso.
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Para estudiar computacionalmente a esta propiedad de palabras, intro-
ducimos el lenguaje

SIMPLEMENTE CONEXA(C) = {9 € C' | M es simplemente conexa},

donde C' es un conjunto de presentaciones finitas de variedades. Veremos
que, desafortunadamente, no existe un algoritmo que en general nos permita
decidir esta propiedad.

Los problemas de clasificacion de variedades

Como hemos dicho, el problema del homeomorfismo en variedades es in-
decidible; pero, ;Que hay de otros tipos de clasificaciones 7, ;Sera posible
clasificar a todas las variedades diferenciables (combinatorias), de un dimen-
sién dada, bajo difeomorfismo (equivalencia combinatoria) ? Consideremos
pues, la clasificacion de este tipo de variedades por difeomorfismo, homeomor-
fismo, equivalencia combinatoria y homotépica, denotadas por los simbolos
R, Ry, R, R, Tespectivamente. Ya que tenemos presentaciones finitas de va-
riedades C>°-PL cerradas, para manipularlas de forma algoritmica, podemos
definir (en términos de propiedades de palabras) los problemas computacio-
nales relacionados a las equivalencias de variedades dadas (difeomorfismo,
homeomorfismo, equivalencia combinatoria y homotépica). De forma anélo-
ga a la Definicion 2.1.3, tenemos

Definicién 3.3.20. Dadas presentaciones finitas de variedades 90t, ', deci-
mos que son x-equivalentes (x € {d,t,c,h}), y lo denotamos por M ~, M,
si presentan n-variedades que son x-equivalentes.

Dado un conjunto C', de presentaciones finitas de variedades, definimos
el problema de x-equivalencia para C, como

2-EQUIVALENCIA(C) = {(MM, M) e C x C' | M ~, M'} .
Si 9 e C, el problema de xz-equivalencia con N es

2-EQUIVALENCIA (C, M) = {M € C | M ~, N} .

Recordemos que, en dimensiéon < 2, tenemos una clasificacion de variedades
(de todos los tipos). En dimensién 3, la clasificacién ain no esta resuelta en
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todos los casos, pero el conocimiento de hoy dia, parece indicar que el pro-
blema ha sido finalmente resuelto'. Sin embargo, no conocemos algoritmos
que reciban como entrada, una presentacion finita de variedad 9, que repre-
sente una variedad de dimension < 3, y nos diga que variedad es, usando las
clasificaciones conocidas. Estos algoritmos deben de existir, pero parece ser
que nadie se ha dado a la tarea de encontrarlos.

Nuestro objetivo principal es mostrar la imposibilidad algoritmica (en
general) de la propiedad ser simplemente conexa y de las diferentes equi-
valencias de variedades (es decir, del problema de la z-equivalencia, con
x € {d,t,c,h}), en el fuerte sentido, de que podemos encontrar conjuntos
de presentaciones de variedades tales que, los problemas mencionados tienen
un grado arbitrario de insolubilidad, dentro del &mbito de los lenguajes c.e.
(listables).

Todos estos son algunos de los resultados mas importantes que se conocen
en cuanto a la computabilidad de propiedades y problemas topoldgicos, en
las referencias al final de la obra, el lector puede encontrar mayores detalles
de estos hechos y otros que no mencionamos. Aunque ha habido varios logros
en cuanto a formas de representar de forma finita algunas clases de espacios
topoldgicos, no se sabe hasta el momento, como podriamos codificar espa-
cios un poco mas generales. El encontrar algo como una “Presentacion de
espacio”, en el sentido en que se encontraron las presentaciones de grupos, y
a partir de esto, encontrar presentaciones finitas de espacios, podria abrir el
espectro para avanzar mucho mas nuestros conocimientos computacionales
sobre la topologia.

La conexion entre la topologia y la teoria de la computacién es algo
muy interesante y en cierta forma, extrano para muchos, pues se necesita
combinar dos puntos de vista matematicos muy diferentes: El continuo y
el discreto; pero de esta combinacién han surgido cosas muy interesantes'?.
Indudablemente, esta conexion se debe seguir explotando a su maximo.

12Una de las conexiones mas recientes, ha sido el uso de la topologia algebraica para
probar resultados de Computacién Distribuida [HS99, HR00, GR05].



Capitulo 4

Presentacion finita de
variedades diferenciables y
combinatorias

Teniendo todas las herramientas preliminares de Computacion, Algebra
y Topologia que necesitamos, es tiempo de desarrollar el concepto de presen-
tacion finita de variedades C'*°-PL. Como ya mencionamos, no tenemos un
concepto tan general, como en el caso de grupos, donde sabemos que todo
grupo tiene una presentacién (no necesariamente finita), sin embargo, la cla-
se de variedades que podremos representar en una computadora, es bastante
amplia. Despues de dar la definicion de presentacién finita de variedades,
probaremos que toda variedad C*°-PL cerrada tiene una presentacion. Ya
que nuestros datos deben ser finitos, para alimentarlos a una computadora,
no es sorpresa que nuestras variedades sean compactas. En el desarrollo del
concepto de presentacion finita de variedades, hace su aparicién otra rama
muy importante de las matematicas: La Geometria Algebraica, que tiene una
importante conexién con la topologia diferencial, desarrollada por John Nash
[Na52]. Hablaremos brevemente de esto. Algo que veremos con las presen-
taciones finitas de variedades, es que su definiciéon es muy grande, y debe
cumplir con muchas condiciones no triviales, lo cual es muy probable que
haya desalentado a los matematicos de usarlas para conocer mas sobre ellas.

89
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4.1. Variedades (C*°-algebraicas

Antes de introducir el concepto de presentacion finita de variedades, de-
bemos entender (al menos, en un nivel bésico) la conexién existente entre la
geometria algebraica y la geometria diferencial. Resaltaremos los puntos mas
importantes, que son piezas clave para nuestro objetivo.

En 1952, se publicé un articulo de John Nash [Na52], en donde se desa-
rrollan varias conexiones entre topologia diferencial y geometria algebraica
sobre los reales, y se refieren a las formas geométricas que puede asumir una
variedad algebraica real. La idea de Nash era ver cuando una variedad di-
ferenciable tiene una “representacion algebraica”, lo cual lo llevo a definir
objetos que llamaremos “variedades C*-algebraicas'”, que son esencialmen-
te pedazos de variedades algebraicas que tienen una estructura diferenciable.
He aqui algunos ejemplos de variedades C'*°-algebraicas, que son del uso coti-
diano de muchos matematicos:

» La esfera S" = {(z1,...,2p11) € R™™ |2+ +22,, -1 =0}, yel
disco D™ = {(z1,...,2,) ER" |23+ -+ 22 — 1 < 0}

» La esfera de Riemann.
= Curvas elipticas.

s Grassmanianas.

Como ya mencionamos, en general una representacién algebraica de una
variedad diferenciable serd una porcion de una variedad algebraica, a la que
llamaremos una componente.

Definicién 4.1.1. Sea V una variedad algebraica real. Una componente de
V' es un subconjunto B C V', que satisface las siguientes propiedades:

a) Dados x,y € B, existe un camino analitico entre = y y, enteramente
contenido en B.

b) B debe ser maximo entre los subconjuntos de V' que gozan de la propiedad
anterior.

IEn ingles, el término usado es Algebraic Manifolds.
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c¢) Existe un punto de B, el cual tiene una vecindad N, tal que NNV C B.

Los resultados obtenidos por Nash se centran precisamente en las varie-
dades diferenciables cerradas. Tres de ellos, son de gran importancia para
nosotros, en nuestra tarea de desarrollar una forma de representar finitamen-
te a las variedades diferenciables. Los dos primeros, son resultados técnicos,
usados en la demostracién del Teorema 1 de [Na52].

Lema 4.1.2. §i M es una variedad encajada analiticamente en R™, entonces
M tiene una vecindad N' C R™, en la cual existe un inico punto z € M, para
cada punto v € N, y es tal que z depende analiticamente de x.

Lema 4.1.3. Sea f una funcion real, analitica en un abierto C C R"™, tal que
C contiene una region cerrada A, acotada por una variedad analitica cerrada
B. Entonces existe una sucesion de polinomios (en las coordenadas de R™)
{pv}, que converge uniformemente a f en A. Mds ain, para cualquier tipo
de derivacion D, con respecto a las coordenadas de R", tenemos que {Dp,}
converge uniformemente a Df en A.

Este tltimo lema es de gran importancia, ya que permite aproximar fun-
ciones reales analiticas, y sus derivadas, por medio de sucesiones de polino-
mios, que pueden ser escogidos de tal forma que tengan coeficientes en Q (y
por lo tanto, seran manipulables por medio de algoritmos). El teorema prin-
cipal de [Nab2] nos dice que toda variedad diferenciable cerrada tiene una
representacion algebraica estd basado en aproximaciones de los varios obje-
tos que se utilizan (funciones, operadores lineales, sus derivadas), es decir,
las afirmaciones dadas en la demostracion son ciertas, si las aproximaciones
son lo suficientemente buenas.

Teorema 4.1.4 (John Nash [Nab2]). Sea D un encaje diferenciable en R™
de una variedad diferenciable cerrada M. Entonces D puede ser aproximado
por una representacion algebraica de la variedad M.

[lustremos con un ejemplo, las ideas principales de la demostracion del
Teorema 4.1.4. Supongamos que M es una 5-variedad en R®. Lo que hacemos
primero, es encajar a M analiticamente, usando un resultado de Whitney
[Hi76], sea D tal encaje. A continuacién, trabajamos en una pequenia vecindad
N de D, en donde cada punto z € R®, tiene un tinico punto y(z), en D
(Lema 4.1.2). Con esto, y usando el Lema 4.1.3, obtenemos un vector funcion,
u(x), el cual tiene componentes polinomiales, y aproxima al vector y(x) — x.
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Usando funciones algebraicas en las coordenadas de R®, describimos un 3-
plano (3 = 8 — 5) P(z), que contiene a x, y es aproximadamente igual al
3-plano K (z), normal a D en y(z). A P(x) lo describimos por medio de una
matriz simétrica L(x), con entradas polinomiales, que aproxima a la matriz
K(x), que describe al plano K(x). La condicién que define a la variedad
algebraicamente encajada, es que la funcién u debe ser normal al plano P(z).
En este ejemplo, esto se reduce a 3 condiciones algebraicas, pues dim P = 3,
por lo que debe ser posible en una 5-variedad dentro de R®. Sin embargo,
para que tengamos una buena aproximacién algebraica a D, aparte de que u
aproxime al vector y(x) — z, también debemos tener que u tenga derivadas
aproximando las de y(x) — .

Sea a(A) el polinomio caracteristico de L. Como L aproxima a K, entonces
a(A) aproxima al polinomio b(A) = A3(A — 1)5, y por lo tanto, las raices de
a aproximan a las de b. Sea () el factor de o que contiene a las 3 raices
“pequenas” (es decir, a las que se aproximan a cero), y sea P = 3(L). Se
puede ver que como L, P también aproxima a K. Entonces el sistema dado
por

Pu =0,

determina una componente B, de una variedad algebraica. B es la aproxima-
cién algebraica a D. Hay muchos detalles interesantes que hemos omitido,
y pueden ser encontrados en [Na52]. Dos de los objetos que mas nos intere-
san para construir presentaciones finitas de variedades, son precisamente las
matrices L, u, pues es a partir de estas que podemos calcular (usando apro-
ximaciones) el atlas de una variedad diferenciable, por lo que estas matrices
son la esencia de las presentaciones que en la siguiente seccién, mostraremos
que existen.

4.2. Codificacion de variedades

La tarea de desarrollar un concepto funcional de “presentaciéon finita de
una variedad” es algo no trivial. Cuando deseamos desarrollar una codifi-
cacién para algin objeto (matemético, o de la vida real) es necesario que
esta guarde la informacién importante sobre el objeto, y debe proporcio-
nar métodos para que un programa (MT) pueda obtener esta informacién
y manipularla. Basicamente, lo que describe a una variedad C*°-PL, es su
atlas, asi que necesitamos una forma de poder acceder a los homeomorfismos
C*°-PL. Como ya mencionamos en el Capitulo 3, para dimension mayor a 3,
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un esquema de complejo simplicial abstracto no basta para poder represen-
tar una variedad LP, pues no existe algoritmo que nos diga si un complejo
dado, representa una variedad combinatoria (pues tal algoritmo implicaria
un algoritmo para el problema de equivalencia combinatoria con la n-esfera
[VKF77]) Y lo mismo sucede con una representacién por medio de matrices
de incidencia o de bloques. Necesitamos algo mas elaborado.

Para comenzar, pediremos que cualquier definicion que demos de “pre-
sentacion finita 91, para construir una variedad M” satisfaga las siguientes
condiciones [BHPG68]:

(a) 9 esta dada como una sucesién finita de simbolos en algtin alfabeto,
¥

(b) Existe un algoritmo para determinar si alguna palabra de simbolos en
> es una presentacién finita.

(c) Para cada presentacion finita 90, existe una tnica n-variedad M, que
es presentada por 91.

(d) Mt describe a M en una forma “natural”.

La manera de interpretar la condicién (d), es que una presentacién finita
2N de una variedad diferenciable y combinatoria, debe describir una triangu-
lacién A y un C'*°-atlas ® de M.

Ahora definiremos la presentacién finita 9 de tal forma que nos propor-
cione todos los ingredientes necesarios para construir a la variedad diferen-
ciable que representa. Necesitamos que 99t describa:

(I) Un espacio euclidiano E,(9t) = R?. Esto lo lograremos colocando en

M q letras x1,...,x, que representaran las coordenadas del espacio
R?.

(II) Un complejo simplicial rectilineo de dimensién n, A(9) C E,(9) con
vértices racionales. 9N tendra especificados un conjunto py,...,ps de
puntos de R? con coordenadas racionales, que codifican los vértices de
un n-complejo simplicial 8, que representa a A(9).
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(III) Para cada estrella cerrada de A(9t), un homeomorfismo semilineal en
un n-subespacio de E,(9) (Lo cual hace evidente que A(9M) es una
n-variedad combinatoria). Dado un vértice p, colocaremos en 9t una
tupla de n enteros iy, < 19 < -+ < i < @, que nos indica en que
subespacio de dimensién n de R? se proyecta la estrella cerrada de py.
En otras palabras, esta tupla de enteros nos indica que la proyeccién
(1,...,2q) — (T4, - - ., 24, ) induce un homeomorfismo semilineal de

StA(gm) (pk) en R”.

(IV) Para cada estrella abierta de |A(91)|, un homeomorfismo en un n-
subespacio de E () tal que estos homeomorfismos forman un C*°-
atlas ®(9) en |A(IM)| y son descritos con un conjunto de ecuacio-
nes algebraicas, que seran deducidas de la matriz L y el vector u de
la demostracion del Teorema 4.1.4, que tienen como componentes a
polinomios en variables que representan las coordenadas 1, ..., x, de
E, (), esto se logra usando las técnicas desarrolladas por Nash [Na52].

Definicién 4.2.1. Una presentacion algebraica de atlas 9t de una n-variedad
cerrada con una estructura combinatoria y una estructura diferenciable com-
patible, es una colecciéon ordenada

m:(xlw"7xq;p17”‘7ps;0;ila"'7is;L;u;67€7D)

que cumple las siguientes propiedades:

(I) z1,...,z, son simbolos, llamados variables coordenadas o simplemen-
te coordenadas. Denotamos por E,(9) el espacio euclidiano R? con
coordenadas 1, ..., x, presentado por M.

(IT) Los vectores columnas py,...,ps € M,x1(Q) son todos diferentes en-
tre si; € es un complejo simplicial de dimensién n con vértices py, ..., ps.

Requerimos que las p;’s y 6 satisfagan:

(ITa) Si{pj,;---,pj,.} € 0, entonces pj,,...,Dpj, estan en posiciéon general,
es decir, existe un m-simplejo (rectilineo) o, en E,(9) con vértices
Pjos -+ Pjm-

(IIb) El conjunto de todos los simplejos que corresponden a elementos de
0 en el sentido de (Ila), forma un complejo simplicial rectilineo en
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E, (™), “El complejo simplicial presentado por 9" y que denotamos
por A(ON); ademas, el complejo frontera de A(9M) es vacio.

(ITIT) Cada i, (k € {1,...,s}) es una n-tupla de enteros positivos iy <
Gk < -+ < inpp < g tal que la estrella cerrada (compacta) Staom) (k)
de pr en A(9MN), se proyecta 1-1 en el espacio coordenado E,(ix), con
coordenadas w;,, , ..., ;. Es decir, la funcién ¢, : E,(9N) — E, (i) que
lleva un punto con coordenadas z7,...,z; en el punto con coordena-

daszj ,...,x; induce un homeomorfismo semilineal de Sta ) (px) en

E,(ix).

(IV) L es una matriz simétrica de tamano g X ¢ y u es un vector de ¢
coordenadas, ambos con entradas en Q[z1,..., 7. §,¢,D € QF, son
tales que € < ﬁ; D < 1. Sea By, la ¢-bola en E,(M) (k = 1,...,s)
con radio ¢ y con centro pi. Requerimos que se cumplan las siguientes

propiedades:

IVa) Para cada punto en el conjunto | J;_, B, L posee n eigenvalores a4, . . .,
k=1
a, tales que

la;| < e/m (1 <i<n),

y q — n eigenvalores by, ..., b,_, tales que
b — 1| <e/n (1<j<qg—n).

Esto es equivalente a la condicién de que los coeficientes del polinomio
caracteristico a(\) de L (con el coeficiente de grado mayor normalizado
a 1) estén suficientemente préximos a los coeficientes de A"(A — 1)97 ™.

(IVb) Ningin 1-simplejo de A(9M) tiene una longitud mayor a 34.

Sea B(A) = X'+ B, 1 A" 1+ -+ B A+ Gy el factor de a(\) que tiene a los
n eigenvalores que se aproximan a cero (con coeficiente de grado mayor nor-
malizado a 1). Por Nash [Na52, p. 412], los coeficientes de () son funciones
reales, analiticas en las x;’s, y por (IVa), tenemos que || < € para cada
k=0,...,n—1. Mas atn, sean P = (L), ¥ =Puy V¥y,...,¥, las compo-
nentes de V. Finalmente, sean i, ...,7, .. € {1,...,q} —ix. Entonces, para
cada k =1,...,s pedimos que se cumplan las siguientes propiedades:
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(IVc) El valor absoluto del Jacobiano
oWy

1k’

LTy )

k

)

es mas grande que D en By.

a(l’l/lk, ce ,xigink

(IVd) El sistema de 2¢ — n ecuaciones

\I/Z-/ = ... = \I]i/ e 0
(Gk}) 1k q—nk
XX =V 4 VT

R
junto con la desigualdad |X* — X| < 30, donde X*,X son matrices
de tamano ¢ x 1 con componentes zi,...,T, y &,...,x; respectiva-
mente, definen una funcién 1-1, digamos gi: Int Stam (pr) — E,(ix)
si las matrices coordenadas de todos los puntos de Int St (px) son
tomados como el rango de X*. En particular, si {pg, Pk,,---, Dk, } €S
un n-simplejo de 6 y si X* = Cpg, + .. + Gpg,, + (L =G — -+ —
Cn)pr, entonces los jacobianos del sistema (Gj) (en las 2¢ variables
L1y Tgy My oo Mgns C1y - - -5 Gu) CON TESPECO & Tt .. STt T
Ng—n>G1s - -+, Gy y con respecto a 1, ...,%q, M1, - - -, Ng—n, respectivamen-
te, ambos tienen valores absolutos mayores a D si [X* — py| < 30 y
|X* — X| < 6. Ademds, la funcion gi © g;" [ (tnt St gy ()t St on ()
tiene jacobiano distinto de cero para toda I, tal que p; € 0 Sta(om) (pk)-

Sea E,, el subespacio de E,(901) con coordenadas w1, ..., &, y sea kj:
E,(ix) — E, el homeomorfismo lineal que mapea el eje x;,, en el eje x;
(l=1,...,n). Entonces el atlas ®(9M), presentado por M, es la colec-
ci6én de cartas hy = kpogg (k=1,...,s). La n-variedad diferenciable y
combinatoria M (90t) presentada por 9 es el espacio |A(M)| junto con
la estructura combinatoria A(9) y la estructura diferenciable ®(901).

El siguiente resultado, nos da la seguridad de que la definicién de pre-
sentacién algebraica de atlas, aunque muy larga, cumple en gran medida
con los criterios de una buena presentacion finita de una n-variedad C'*°-PL
[BHP6S].

Teorema 4.2.2. Para toda n-variedad diferenciable cerrada M, existe una
presentacion algebraica (finita) de atlas 9N tal que la variedad M(IM) pre-
sentada por M es difeomorfa a M.
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Mas atn, el concepto de presentacion algebraica finita de atlas satisface los
requerimientos (a), (b) y (c) mencionados al inicio de esta seccion, y con
respecto a (d), el siguiente (d'): Dada una presentacion algebraica de atlas
M, el C*-atlas P(OM), presentado por M puede ser aproximado de forma
computable. Lo que esto quiere decir es (usando la notacion de la Definicion
4.2.1) que eziste un algoritmo para resolver el siguiente problema: Dado un
numero racional positivo T y las componentes de un punto racional

p € Int Staom (pk)

determinar las componentes de un punto ractonal hk#(p) € R™ tal que

by (p) — hi(p)| < 7.

Observacion. Este hecho hace un fuerte contraste con la existencia de grupos,
los cuales no son finitamente presentables, y niimeros reales cuyas expansio-
nes decimales no son computables.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable cerrada. Primero debe-
mos encontrar a todos los elementos que necesitamos para formar una pre-
sentacion algebraica finita de atlas 991 para M. Por un resultado de Whitney
[Hi76, Teorema 4.7.1, p. 118], existe una variedad D, difeomorfa a M,y en-
cajada analiticamente en un euclidiano R? (para ¢ suficientemente grande).
Tomamos las variables coordenadas x, ..., x4, como las letras que son parte
del alfabeto con el que construiremos la presentacion 9.

Por el Lema 4.1.2, existe una vecindad N de D, en RY, con la propiedad
de que cada punto p € N tiene un tnico punto d € D, que es el més cercano;
y dado € € QT existen matrices L y u con componentes polinomiales, tal que
u aproxima al vector d — p y L representa un plano que es aproximadamente
igual al plano K normal a D en d. Ademas, el polinomio caracteristico a(\) de
L tiene n raices aproximadamente igual a cero y ¢g—n raices aproximadamente
igual a 1 (pues recordemos que L aproxima a la matriz que representa al plano
K, y por lo tanto «(\) aproxima al polinomio \"(A — 1)97"). Si B(\) es el
factor de () que tiene las n raices pequenas y si P = (L), ¥ = Pu, las
ecuaciones dadas por ¥ = 0, determinan una componente B C N, de una
variedad algebraica que aproxima a D. Y en [Nab2], se demuestra que existe
un homeomorfismo analitico, de la vecindad A de D, sobre una vecindad
N* de B, el cual lleva a D en B, de tal forma que cada punto en B, tiene
como preimagen a su Unico punto més cercano en D (mds atin, cada punto
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de NV se mueve dentro de un plano normal a D). Este homeomorfismo induce
una estructura diferenciable en B, a partir de la de D. Por lo tanto, B es
difeomorfa a M y esta encajada analiticamente en RY. de ahora en adelante,
asumiremos que B tiene una estructura diferenciable, que sera precisamente la
que le es inducida por D, a partir del homeomorfismo analitico. De la prueba
de Nash del Lema 4.1.3, se puede ver que los coeficientes de los polinomios
de las matrices L y u pueden ser escogidos como niimeros racionales. Asi que
podemos tomar a estas matrices y el ntimero €, como los elementos L, u y €
de la presentacion 9.

Para cada p € N, ¥ aproxima a la matriz de coeficientes del vector de
distancia de p hacia su punto maés cercano p en D. Por lo tanto, si Q denota el
plano de dimensién ¢—n, que es normal a B en p, el vector gradiente VW, (i =
1,...,q) yace aproximadamente en la direccién de la proyeccién del eje x; en
Q;y |VY,| es aproximadamente igual al coseno del dngulo entre el eje x; y su
proyeccién en Q. Dado esto, si i) < --- <14, , < g, son enteros positivos, tales
que 9 se proyecta 1-1 en el espacio R?™" (con coordenadas z;, ... ,xi;_n),
entonces los vectores VW, ..., V‘Ilig_n son linealmente independientes, y por
tanto, también sus proyecciones en RY™", es decir,

oWy, ..., Wy )

8(1'1/1, Ce ,[L‘Z‘qin) 7é 0

Ahora, existen ntimeros positivos 0, D € Q, tales que (i) para cada punto de
D, su vecindad de radio 24, esta contenida en A, y (ii) para cada g-bola B
de radio 0 en N, existe una (¢ — n)-tupla i} <--- <i;_, de enteros tal que

q—n

3(xi/l,...,xi/ )

q—n

Asi, para todo punto p € B, tomamos § y D como los elementos requeridos
en 1.

Por un resultado de Cairns [Ca35, Ca61-2], existe una triangulacién A de
B, (compatible con la estructura diferenciable de B). Para cada pj, € Vert(A),
escogemos un punto cercano p, € N, con coordenadas en @Q, con lo que
podemos usar a estos puntos como las matrices pi,...,ps en M. Y como el
complejo abstracto ¢, tomamos el inducido por los vértices py,...,ps y el

esquema de A. El complejo simplicial rectilineo, isomorfo a A, lo denotamos
por A(9N); y a la o-vecindad de p; en R?, por Bi. Como cada tupla de



4.2. CODIFICACION DE VARIEDADES 99

enteros iy, (k € {1,...,s}), tomamos el conjunto {1,...,q}—{é4, .-, i .1},

donde 4}y, ..., 4, _,, son los enteros 4y, ..., 4, _, correspondientes a By, en el

n
sentido dado en el parrafo anterior. Hemos eilcontrado a todos los elementos
requeridos para la presentacion 9, y ahora debemos ver que estos cumplen
con todas los requisitos de la Definicion 4.2.1.

(I), (II), (I1a), (IIb). Es claro que los elementos de 9t cumplen con
estas propiedades.

(III). Si escogemos a 6 lo suficientemente pequefio, la estrella cerrada
St (pk) estard muy cercana a una vecindad de py, en el n-plano II, tangente
a B en py, de modo que se proyectard (en la forma en que II lo hace) 1-1 en
el n-espacio E, (ix), con lo que se satisface estd condicién.

(IV). Las matrices L y u tienen los tamanos y las entradas requeridos
por esta condicién y como para cada punto p € N, L representa un plano que
es aproximadamente igual al plano K normal a D en el tinico punto d mas
cercano a p, entonces es claro que L es una matriz simetrica, pues aproxima
al operador lineal que proyecta cada punto x € R? en sus componentes que
son paralelas a K; y si €, D son lo suficientemente pequenos, tendremos que
€< ﬁ y D < 1, con lo que cumplimos con esta propiedad.

(IVa). L puede satisfacer esta condicién siempre que (J;_, By C N.

(IVDb). La triangulacién A puede ser escogida tan fina, de tal forma que
ninguno de sus 1-simplejos tenga longitud mayor a %5, y esta propiedad
serd preservada en los 1-simplejos de A(9N).

(IVc). Ya vimos que para cada ¢-bola B de radio § en N existe una
tupla de ¢ — n enteros tales que se cumple la desigualdad dada en (4.1). En

particular, si tomamos a la bola By alrededor de py (k = 1,...,s), tenemos
que los enteros {1,...,q}—ix = {d};, . .., i;_,;} son tales que el valor absoluto
del Jacobiano de la transformacién (zy ... ,xigink) (Wir 5o,y \Iji;—nk) es

mas grande que D en By, y con esto se cumple (IVc).

(IVA). Sea X € B; si Q es el plano normal a B en X, entonces una
vecindad de radio 30 de X en £, intersectard a |A(90)| precisamente en
un punto, X*. Con esto, las ecuaciones del sistema (Gy) y la desigualdad
|X* — X| < 30 de la condicién (IVd) se satisfacen precisamente en una

eleccion de ny, ..., 14—n, pues los vectores VW | V\Ifr ., tomados en
X, generan el plano de dimension ¢ —n Q. N otemos que en Bk, del hecho de
que Uy =--- = \IJZ;_M = 0, se sigue que ¥ = 0, ya que por la condicion

(IVc), estas ¢ — n ecuaciones son independientes, y en ¥ = Pu, la matriz P
tiene rango ¢—n. Con todo esto, podemos definir una funcién f: |[A(9N)| — B
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dada por
PR = X = (VU (B) + -+ 1,0V (),

que es continua y su inversa también goza de esta propiedad. Entonces f es un
homeomorfismo y con este, podemos definir la funcién g: Int St s (px) —
E,(ix) como gr = 2 o f|mt Sta(om) (o) donde 21 R? — E,(ix) es la proyeccion.
Es inmediato verificar que g es inyectiva.

Como ya mencionamos, B tiene una estructura diferenciable que le es
inducida a partir del atlas de D. Luego, usando a f, podemos inducir un
C>-atlas ®; en |A(9N)| a partir del atlas de B, y si consideramos a la colec-
ciéon de cartas ®(9M) = {(hx, Int Stam) (pr)) Vet (ke = Kk © gr), ¥ tomamos
una carta ¢ € ®;, entonces es sencillo ver que cada hy es de clase O y
ademds C'*-relacionado con ¢. Asi, la coleccién de cartas O (M) es un C°-
atlas en |A(9)|, donde la triangulaciéon A(9) es compatible con (M), y
asi M (9M) es difeomorfa a M.Y si escogemos a D lo suficientemente pequeno,
se cumple la condicién (IVd). Esto muestra que 9t es una presentacion finita
algebraica de atlas para M.

Para concluir, nos falta ver que el concepto de presentacion algebraica de
atlas satisface los requerimientos (a)-(c) y (d’), lo cual hacemos a continua-
cién.

(a). Es trivial.

(b). En este caso, necesitamos usar el Teorema 2.3.2. Todas las condicio-
nes (I) a (IV) en la Definicién 4.2.1 pueden ser consideradas como expresio-
nes elementales, ya que s6lo consideramos sistemas de ecuaciones y desigual-
dades de polinomios con coeficientes en Q. En la forma en que los hemos
encontrado, los polinomios de la matriz ¥, podria tener coeficientes irracio-
nales, obtenidos a partir de operaciones racionales, sobre los coeficientes de
B(A). Pero podemos encargarnos de esta desafortunada posibilidad, si consi-
deramos los coeficientes de F(A) (excepto el de mayor grado, que es 1) como
variables adicionales, las cuales deben satisfacer la ecuacion S(A)y(A) = a()),
donde también consideramos como variables adicionales a los coeficientes del
factor v(\). Especificamente, escribimos

BA) =N+ B N BN+ B
")/()\) = \" + ’qunfl)\qinil + -4 ’}/1)\ -+ Yo
a(A) =M+ a, AT g+ a,
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donde los «;’s son racionales obtenidos de L, y a los 3;’s y 7’s los conside-
ramos como variables. Necesitamos satisfacer la ecuacion G(A)y(A) = a(N)
para todo valor de A, es decir, queremos que para toda m = 0,...,q — 1
el coeficiente de A™ en B(A)y(\) sea igual a a,,. Esto nos lleva a obtener ¢
ecuaciones con coeficientes en Q, en las ¢ variables 3}, y,. Sabemos (Ver el
péarrafo que precede el enunciado de la condicién (IVc)) que estas ecuaciones
tienen soluciones reales, las cuales cumplen que |3;] <€, (j =0,...,n—1).
Entonces, podemos alargar el sistema de ecuaciones de la condicién (IV)
con las ¢ ecuaciones obtenidas aqui, y las n desigualdades |3;| < €, donde
consideramos las 3; y las 7, como variables. Por lo que todas las ecuacio-
nes polinomiales que tenemos que considerar tienen coeficientes en Q (Las
derivadas parciales que también debemos considerar, son obtenidas a partir
de operaciones racionales en polinomios). Con todo esto, es un trabajo de
rutina el verificar que todas las condiciones que la presentacion de variedad
debe cumplir son expresiones elementales. Por el Teorema 2.3.2, se satisface
el inciso (b).

(c). Si M y N son dos n-variedades que tiene la misma presentacién finita
M, entonces ambas son difeomorfas a |A(M)|, asi que M y N también son
difeomormas, es decir, son escencialmente la misma n-variedad, por lo que
en efecto M presenta una tnica variedad (salvo difeomorfismo).

(d"). Para calcular el atlas ®(901) con cierta precisién dada, tenemos que
resolver sistemas de ecuaciones del tipo considerado en la demostracién del
inciso (b), con una tolerancia de error dada 7. Si las componentes (racionales)
de un punto p € IntStacm(pr) son dadas, sabemos que la imagen de p,
hi(p), yace en una vecindad N, de ky o1,(p), en R™. Podemos subdividir una
vecindad de N en hipercubos con aristas (paralelas a los ejes coordenados) de
longitud 7 y todos tienen como vértice comun al punto xx o (p). Si formamos
la expresién elemental que describe al punto hy(p) (usando la expresién que
tenemos para gi) y combinandola con las demés expresiones que tenemos,
podemos usar el Teorema 2.3.2 para determinar el cubo que contiene a hy(p),
y tomar su punto medio como una solucién aproximada hk# (p). Esto muestra
que la condicién (d') se satisface y as{ obtenemos el teorema. O

Con esta demostraciéon, terminamos el objetivo principal de este capitulo,
y todos los problemas planteados en el capitulo 3 quedan bien definidos. El
concepto de presentacion finita de variedad es “bastante complicado”, tiene
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muchos elementos que deben cumplir muchas condiciones complicadas. Esta
es quiza una de las razones por las que, fuera de los resultados que daremos en
el capitulo 5, no se tienen otros que se obtengan usando las presentaciones
de variedades. Seria interesante encontrar una forma mas “compacta” de
representar variedades C'*°-PL (cerradas), lo cual puede abrir la puerta para
que mas investigadores se interesen en estudiar estas presentaciones (tanto
topblogos, como comput6logos).



Capitulo 5

Insolubilidad del problema de
equivalencia entre variedades

Estamos entrando en la recta final de nuestro camino para probar la
imposibilidad algoritmica (en general) de los problemas de clasificacién de
variedades (bajo difeomorfismo, homeomorfismo, equivalencia combinatoria
y homotdpica). Para poder lograrlo, combinaremos todo lo desarrollado en
los capitulos anteriores y mostraremos que para cada dimension n > 4, existe
una funcién de palabras computable, F,,, que recibe como entrada, presen-
taciones finitas de grupos, y nos da como salida, presentaciones finitas de
variedades C'*°-PL, que gozan de la propiedad de que, cualesquiera dos va-
riedades presentadas, son equivalentes si y sélo si, sus grupo fundamentales
y los segundos ntimeros de Betti son los mismos. Asi, F;, se volvera una pie-
za clave para poder construir reducciones de Turing entre los problemas de
isomorfismo de grupos y z-equivalencia', y los problemas de decidibilidad de
las propiedades de ser el grupo trivial y de ser simplemente conexa. Ya que
podemos escoger los problemas de grupos mencionados, de forma que sean
tan dificiles como queramos, podremos hacer lo mismo con los problemas to-
poldgicos que enfrentamos. Por supuesto, en todo esto, hay muchos detalles
que aun debemos llenar.

TRecordemos que en el Capitulo 3, en la Definicién 3.3.20, definimos los problemas
de z-equivalencia (x = d,t, ¢, h) relacionados con las clasificaciones de variedades bajo
difeomorfismo, homeomorfismo, equivalencia combinatoria y homotépica respectivamente.

103
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5.1. Vecindades de asa

El proposito de esta seccion, es definir el concepto de vecindad de asa
(rectilinea normada) de un complejo simplicial de dimensién a lo més 2. Estas
vecindades, son definidas de tal manera, que se amoldan al complejo dado,
como si estuvieran “engrosando” sus vértices, aristas y triangulos. A partir de
esto, definiremos un (n + 1)-complejo simplicial, que aproxima una de estas
vecindades de asa. La ventaja de esta aproximacion, es que podremos hacer
manipulaciones computacionales, lo cual es pieza clave en la construccion de
la funciéon computable F,.

Definicién 5.1.1. Sea K, un complejo simplicial rectilineo de dimensién
a lo mas 2 en R™™! con vértices racionales, n > 4; sean P! K7 T* (i =
L,... up;7 =1,...,u;;k = 1,...,us) los vértices, aristas, y tridngulos, res-
pectivamente, de K5. Definimos la vecindad de asa esférica de Ky en R*,
con radios py > p1 > po, como la unién N de (n+ 1)-bolas P, KZH, T,
con las siguientes propiedades, para todos 1, 7, k:

(P) P!, esla (n+1)-bola en R™™ con radio py y centro P'.

es el (n+1)-cilindro en n con radio p; y eje

(K) K74 esel (n+1)-cilindro en R™' —Ji2, Int P}, dio 1 y eje K/
(es decir, el conjunto de todos los puntos en R"** — [ Ji, Int P!, tales
que su distancia a K7 es menor o igual a p;); p; debe ser tan pequefio,
que los KJJrl s son disjuntos a pares.

(T) T,y es el (n+ 1)-cilindro en R™*' —Tnt(UJ;2; Py U UL, K} _,) con
radio ps y eje T*: p, debe ser tan pequeiio que los T ny1 s son disjuntos
a pares.

Y mas aun, definimos la vecindad de asa rectilinea normada de Ky en
R™™! como un complejo rectilineo N* de dimensién n + 1, con vértices ra-
cionales, que contiene subcomplejos

up,uU1,u2
PgﬁrlaKnHaTﬁla con [N*[ = U | Pl U |K2i’1| Ul|T, +1‘
irj k=1

con las siguientes propiedades:
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Existen nimeros racionales positivos, pg, p1, p2, v 0%, 20* < ps < p1 <
po, tal que |[N*| C N, donde N es la vecindad de asa esférica de K
en R™ con radios py, p1, p2; ¥ (con la notacién de la primera defi-
nicién) cada punto de P, N 0]\7* aKnH N aN* or, N 0]\7* esta

mas cerca que 6* a un punto en 0P, NON,0K, NON,0T;  NIN,
respectivamente.

Py | es una estrella cerrada de P’ en R"*1,

K, * +1 es una estrella cerrada vecindad de

uo uo
Ki=K'n@®" = JIt|[Pr,]), enR™ —| JInt [Py,

1=1 i=1

T, es una estrella cerrada vecindad de

=0 - Jir o Y,

en R IntU| 11|uU\K;‘il

Si o es un n-simplejo de 9P, NON* y [ es la linea en R™™! que es
normal a o y contiene el punto medio de o, entonces [ contiene a P
similarmente, si o esta en 0K, ; N ON*, entonces [ intersecta a K7 en
un punto; finalmente, si o esta en 97 fﬁl NON*, entonces [ intersecta a

T* en un punto.

Asi pues, una vecindad de asa rectilinea normada, es un complejo apro-
ximando una vecindad de asa esférica. En las figuras® 5.1 y 5.2, podemos
ver ejemplos de vecindades de asa para el 1-simplejo estandar y un com-
plejo simplicial de dimensién 1 (una cuna de un triangulo hueco con dos 1-
simplejos), asumiendo que tomamos las vecindades dentro de R (n +1 =3
en la Definicién 5.1.1). Las partes de las figuras en donde se dibujan a las
vecindades de asa con lineas y cuadrados, no representan una triangulacion

2Estas imagenes fueron generadas con 3DStudio MAX y son cortesia de Juan Emmanuel
Barrera Garcia.
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de las vecindades, su proposito es mostrar como se ve el complejo al que
estan cubriendo. Los resultados siguientes son dos lemas que necesitaremos
mas adelante. El primero, es un resultado de computabilidad; el segundo nos
asegura la existencia de presentaciones finitas de variedades, tales que las va-
riedades presentadas, son complejos frontera de vecindades de asa rectilineas
normadas, de complejos simpliciales de dimensién a lo mas 2.

Figura 5.1: Vecindad de asa del 1-simplejo estandar (la linea verde).
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Figura 5.2: Vecindad de asa de un complejo simplicial, indicado por las lineas
de color rojo.

Lema 5.1.2. FExiste un algoritmo para decidir, dado un complejo simplicial
rectilineo de dimensién n, 0, C R"! con vértices racionales, n > 4,

i) Si 6, es el complejo frontera de una vecindad de asa rectilinea normada
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de algin complejo Ky (rectilineo, de dimensidn a lo mds 2) en R™1.

it) Si la respuesta a i) es afirmativa, determinar todos los complejos Ky
en R" 1 de los cuales 0,, es frontera de una vecindad de asa.

Demostracion. Dado un n-complejo 6,, € R"! examinamos todos los
posibles subcomplejos de dimensién n de 6,,, y determinamos si pueden ser
expresados como conjuntos de la forma

{3]3:;11ﬂaN*,ﬁK;ilﬂﬁN*,ﬁTrfﬁlﬂ@N* li=1,...up;5=1,...,u;
]CZI,...,UQ},

(usamos la misma notacién que en la Definicién 5.1.1). Esto lo podemos
calcular, ya que las propiedades de interseccion de las lineas normales a través
de los centros de los n-simplejos puede ser decidida (omitimos los detalles por
simplicidad). Siempre que encontremos un conjunto de subcomplejos con
estas propiedades, el 2-complejo K, puede ser determinado. (Los vértices
de K3 son las intersecciones de las lineas normales a través de los centros
de los n-simplejos de los “conjuntos” dPr\, NON*i =1,...,up; etc.) Esto
completa la demostracion. O

Lema 5.1.3. Sea Ky un complejo simplicial rectilineo de dimension a lo mas
2 en R"1, con vértices racionales, n > 4. Entonces existe una presentacion
algebraica de atlas M, de una n-variedad diferenciable, tal que E,(9) = R"™!
y A(ON) es el complejo frontera de una vecindad de asa rectilinea normada
N* de Ky en R,

Demostracion. Comencemos con una vecindad de asa esférica N de K,
en R"*!. Entonces, para algin 6* € QF suficientemente pequefio, existe una
vecindad de asa rectilinea normada N* de K, en R™™! que aproxima a N
de la forma descrita en la Definicién 5.1.1. Por otro lado, sabemos también
que existe una n-variedad diferenciable V, encajada en R"*!, que aproxima a
ON, es decir, V es tal que para algin 67 > 0 y para cada p € V, la vecindad
B de radio 67 alrededor de p en la linea normal a V a través de p intersecta
a ON en un sélo punto, ¢(p), de tal forma que la funcién ¢: V — IN dada
por ¢(p) = q(p), es un homeomorfismo. La variedad V puede ser obtenida
de ON si suavizamos las esquinas en las cuales las fronteras de las regiones
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cilindricas (o esféricas) 0P, NON, 0K :;Zrl NIN,dT* NON se juntan; para
ver ejemplos de esto, puede consultarse a Cairns [Ca61].

Por Whitney [Hi76] existe una n-variedad analitica D C R"! que aproxima
a V. Desde este punto, la construccion de la presentacién algebraica de atlas
I, la realizamos de la misma forma que en la demostracion de la primera
afirmacion del Teorema 4.2.2, con ¢ = n + 1, y tomamos como el comple-
jo representado por 9, A(9M), al complejo IN*, lo cual podemos hacerlo,
siempre que hayamos escogido a N* lo suficientemente fino (es decir, sub-
dividido) y que todas las aproximaciones dadas sean lo suficiente cercanas.
Con esto aseguramos que las vecindades de radio %5 de los puntos de B (La
componente de la variedad algebraica de la demostracién del Teorema 4.2.2)
en las lineas normales, 9 a B, estaran lo suficientemente cercanas a los in-
tervalos normales, g a V), y como consecuencia, nos daran correspondencias
uno a uno entre los puntos de B y los de ON y también con los de ON*. Asi,
ON* quedard dentro de la vecindad N* de B, como en la demostracién del
Teorema 4.2.2. Esto concluye la demostracion. O

5.2. Construccion de F),

Usando los Lemas 3.3.17, 3.3.18, 5.1.2 y 5.1.3, probaremos que existe una
funcién computable (en el sentido de la Definicién 1.2.7) que asocia a cada
presentacion finita de grupo u, una presentacion algebraica de atlas 901, de
una n-variedad diferenciable cerrada tal que

(i) El espacio euclidiano presentado por 9 tiene dimensién n + 1;

(il) A(9M) es el complejo frontera de una vecindad de asa rectilinea normada

N*, de un complejo rectilineo de dimension a lo mas 2, digamos Ky, en
RnJrl.
b

(iii) Los grupos 7 (| K3|) y G(i) son isomorfos.

Lema 5.2.1. Sea n > 4. Existe una funcion computable F,,, la cual asocia
a cada presentacion finita de grupo p, una presentacion algebraica (finita)
de atlas, correspondiente a una n-variedad diferenciable cerrada (con una
estructura combinatoria compatible), F, (1) tal que
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La funcion multivaluada F,[' es computable, en el sentido de que exis-
te un algoritmo para determinar, dada una presentacion algebraica de
atlas M: (a) Si M pertenece o no al rango de F,, y (b) Si la respues-
ta a (a) es afirmativa, determinar todas las clases de congruencia en
FH(om).

n

G(p) = m(Fu(p)).

Obtenemos las siguientes ecuaciones para el seqgundo nimero de Betti:

) Ba(Fa(p) +2 sin =4,
R = {ﬂz(Fn(u)) +1 sin>d

Si la presentacion y' puede derivarse de la presentacion i, por una ope-
racion elemental Opt', Opy, Ops, Opy, Op?, entonces F, (1) =, F, (1)
para x =d,t,c,h.

Demostracion. Primero hacemos notar el hecho de que dado n > 4, existe
una maquina enumeradora F, que enlista todas las presentaciones algebrai-
cas de atlas de n-variedades diferenciables cerradas, que tienen a xq, ..., T,
como variables coordenadas. Si 4 es una presentacion finita de grupo, defini-
mos a F,, como la funcién computada por la MT N,,, es decir, F,, (1) = N, (u);
donde N, ejecuta el siguiente programa:

N, =

“En la entrada pu:
1. Verifica que p es una presentacion de grupo valida; si no lo es,
borra todo el contenido de la cinta, escribe la palabra FINVAL y
entra en el estado de aceptacion.
2. Simula a la maquina E hasta que enumere a la siguiente presenta-
cion IM,,,. Guarda el estado actual de E.
2.1. Verifica si A(9,,,) es el complejo frontera de una
vecindad de asa rectilinea N*. En caso afirmativo, genera la
lista Sy = {Ko, ..., Ky} de todos los complejos de dimensién
a lo mas 2 de los cuales N* es vecindad; en caso contrario,
ve al paso 2.3.
2.2. Para cada complejo Ky € Ss:
2.2.1. Genera representantes vy, ..., v, de las clases
de congruencia de presentaciones finitas de grupos
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tales que G(v;) = m(|K3|), con 1 < i < r.
2.2.2. Verifica si p es congruente con alguna de las
v;’s. En caso de que lo sea, ve al paso 3; en caso
contrario, continua con el siguiente complejo en Ss.
2.3. Si alguna de las propiedades verificadas en los pasos 2.1
y 2.2. fallaron, ve al paso 2.
3. Escribe en la cinta la palabra 91,,.
4. Entra en el estado de aceptacion.”

La idea detras de la maquina N, es ir revisando una por una, todas las
presentaciones finitas de n-variedades diferenciables cerradas, buscando una
que satisfaga los incisos (i), (ii) y (iii) del parrafo al inicio de esta seccion.
Por los Lemas 3.3.18 y 5.1.3, N,,(u) siempre existe para cualquier presenta-
cién de grupo p. Ademés, todos los pasos del programa de [V, son realizables
en tiempo finito, ya que podemos usar los algoritmos dados por los Lemas
3.3.17 y 5.1.2 para que N,, lleve a cabo los ciclos indicados en los pasos 2 y
2.2. Con todo esto, tenemos que N, siempre se detiene en cualquier entrada,
por lo que la funcién que calcula es computable. Sea pues, F, (1) = N, (u).
Debemos mostrar que F,, cumple con las condiciones i)-iv):

i) El algoritmo que requerimos para la relacién F), ! est4 dado por la siguien-
te* MT N, 1

N, ! =“En la entrada 90:
1. Verifica que 9 es una presentacion de variedad valida; si no
lo es, ve al paso 7.
2. Verifica que las variables coordenadas 1, ..., z, de 9 sean
precisamente n + 1. En caso contrario, ve al paso 7.
3. Verifica si A(9) es el complejo frontera de una
vecindad de asa rectilinea N*. En caso afirmativo, genera la lista
Sy = {Ka,..., Ky} de todos los complejos de dimensién a
lo mas 2 de los cuales N* es vecindad; en caso contrario,
ve al paso 7.
4. Escoge un complejo K} € Sy y genera la lista Ly = {vy, ..., v}
de las clases de congruencia de presentaciones finitas de grupos
tales que G(v;) = m(|K}|), con 1 < i < .

3En el programa de N, !, la expresién “Ly = Lo U {u}” de la linea 5.2.1 no debe
ser tomada como una expresion matematica. Es usual entre programadores al especificar
algoritmos, el denotar de esta forma la instruccién “Agregar el objeto u a Ly”.
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5. Para cada complejo Ky € Sy — { K} }:
5.1. Genera la lista de representantes Oy = {1, ..., s}
de las clases de congruencia de presentaciones finitas de
grupos tales que G(p;) = m1(|K3|), con 1 < j < t.
5.2. Para cada presentacién pu € Os:
5.2.1. Si i no es congruente con alguna de las
presentaciones en Lg, entonces Ly = Lo U {u}.
5.2.2. Continua con la siguiente presentacion
en Os.
5.3. Continua con el siguiente complejo en Sy — { K} }.
6. Escribe la lista Ly en la cinta y entra en el estado de aceptacion.
7. Borra todo el contenido de la cinta, escribe la palabra FRROR
y entra en el estado de rechazo.”

Primero probamos que N, ! es una MT total. Dada una entrada 9, los pasos
1 y 2 son facilmente realizables en tiempo finito. El paso 3 tambien se puede
hacer en tiempo finito, por la existencia del algoritmo dado en el Lema 5.1.2;
lo mismo sucede para el paso 4 usando el Lema 3.3.17. Los pasos internos
especificados en 5 son realizables por N ! también por el Lema 3.3.17, y
los ciclos dados en 5 y 5.2 se ejecutan solamente un ntmero finito de veces,
pues las listas Sy, Ly v O siempre son de cardinal finito. Los pasos 6 y 7 son
facilmente llevados a cabo, por lo que N, ! es una MT total.

Ahora veamos que el algoritmo de N, ! es correcto. Sea 9 una posible
entrada para N, ! y supongamos primero que 9 no pertenece al rango de
F,,. Esto sélo puede ocurrir si se da alguno de los siguientes casos:

(a) 9 no es una presentacién finita de n-variedad valida.
(b) El nimero de variables coordenadas de 9 es distinto a n + 1.

(¢) A(PM) no es el complejo frontera de una vecindad de asa rectilinea
normada.

El caso (a) es detectado por N, ! en el paso 1, que llevard a la maquina al
paso 7, con lo cual rechazard; si ocurre (b), la verificacién del paso 2 fallara,
lo que provocard que N, ! rechace; finalmente, el caso (c) es detectado en el
paso 3 con lo que se ejecutard 7 y por lo tanto, N, ! rechaza. Si 9 estd en el
rango de F},, entonces las verificaciones de los pasos 1, 2 y 3 serdn exitosas,
y N, ! procederd a generar la lista de todos los complejos simpliciales de di-
mension a lo mas 2 relacionados con la vecindad de asa de la cual M (9M) es
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frontera; luego, N, ! ejecutara el codigo de los pasos 4 a 6, terminando con la
lista Lo de los representantes de las clases de congruencia de presentaciones
de grupos tales que su imagen bajo F,, es precisamente 9. Concluimos que el
algoritmo ejecutado por N, ! es correcto, cumpliendo con lo requerido por i).

ii) A(F,(n)) es el complejo frontera de una vecindad de asa rectilinea
normada N* de un 2-complejo Ky, tal que m (| K3|) = G(u). Ya que n > 4,
tenemos que 1 (|A(F,(1))]) = 71 (| K3|) debido al siguiente argumento: Toda
trayectoria cerrada C' en K5 la podemos deformar adentro de N* en una tra-
yectoria en ON* = A(F,(u)) (Con una pequena deformacién, transformamos
a C en una curva en N*, separada de Kj; y esta curva la movemos dentro de
ON*), y viceversa. Similarmente, si la trayectoria C' acota un disco singular
(una imagen continua de un disco), digamos D, en K,, entonces la trayecto-
ria deformada en ON* acota un disco singular (obtenido a partir de D, por
deformacién) en ON*, y viceversa. Esto concluye el argumento.

Para probar iii) y iv) necesitamos los siguientes resultados:

Lema 5.2.2. La vecindad de asa rectilinea normada N* de Ky, con m (| Kz|)
= G(p) y A(F,(n)) = ON* puede ser obtenida a partir de un (n + 1)-disco
agregando (de manera combinatoria) r(p) asas de grado 1 y p(u) asas de
grado 2. Mds ain, la estructura diferenciable de M(F, (1)) puede ser exten-
dida a una estructura diferenciable de N*.

Demostracion. Recordemos en este momento el proceso (dado por el Coro-
lario 3.3.15) por medio del cual obtenemos, a partir de una presentacién de
grupo p, un 2-complejo conexo K. Esencialmente, construimos primero una
cuna B, de r(u) tridngulos huecos, con vértice comin w, después construi-
mos los p(u) poligonos triangulados D(r;) (uno por cada relacion r; de u) y
los pegamos en los triangulos huecos de B de acuerdo a los generadores que
tengan cada r; (ver el ejemplo del Capitulo 3 y la figura 3.2).

En detalle, podemos obtener a N* de la siguiente manera: Comenzamos
con la (n+1)-bola Dy*! con centro en el vértice w; entonces agregamos asas
de grado 1, D' ... D™ usando los encajes

()
Vi: SY x DI - Int Sy (i=1,...,7(u)).
Este proceso de agregado de 1-asas nos da como resultado una variedad
M' = x(Dygt,S™ 4, ... . Ur(u), 1), que cubre al vértice w con la (n + 1)-bola
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Dyt y cada 1-asa D! (1 < i < r(u)) cubre un tridngulo hueco de B que
corresponde al generador i-ésimo de pu. Es decir, hemos construido y pegado
los subcomplejos P, ’s y K, s de N*, que cubren los vértices y aristas de
K. A continuacién, agregamos a M’ asas de grado 2, D™ ..., D;‘(J; ;, con
encajes

@;: S x DYt It M (j=1,...,p(n)),

tal que con ¢; pegamos a D;-”’l en los huecos de M’ en donde se encuentran los
tridngulos de K5, dados por los poligonos triangulados D(r;). Con este pro-
ceso de agregado de 2-asas obtenemos una variedad M = x(M',OM’; ¢1, . ..,
©p(u)s 2), de tal forma que hemos construido y pegado los subcomplejos 77, ;s
de N* que cubren los triangulos de K. Asi, M es precisamente la vecindad
de asa N*. Esto demuestra el primer enunciado del lema.

La estructura diferenciable de la variedad B, considerada en la prueba
del Lema 5.1.3, la cual es difeomorfa a M(F, (1)), y estd encajada diferencia-
blemente en R™™!, es representada por un atlas que obtenemos al proyectar
ciertas estrellas de B en planos coordenadas de dimensién n de R"™!. Sea
N C R™! la (n + 1)-variedad de la cual B es frontera. Por lo tanto, N
aproxima a N*. Las proyecciones de las estrellas de B, pueden ser extendidas
a difeomorfismos de (n 4 1)-bolas en N sobre hemiespacios coordenados de
R"*1. Como resultado de esto, obtenemos un atlas de una vecindad de B en
N. Este atlas puede ser extendido a uno de N, usando las funciones identidad
en las (n + 1)-bolas del interior de N.

Existe un homeomorfismo ¢: N — N* el cual es igual a la identidad afue-
ra de una vecindad de B, y ademds |z transforma la estructura diferenciable
de B en la de M(F,(p)). Por esto, ¢ transforma la estructura diferenciable
de N en una estructura diferenciable de N*, que extiende a la de M(F, (1)),
y con esto terminamos la demostracion.

3

Lema 5.2.3. Si A(F,,(n)) = ON* y A(F,,(¢)) = ON*, donde N* y N*, son
vecindades de asa rectilineas normadas de 2-complejos Ko y K, respectiva-
mente, y st N* y N* son equivalentes combinatoriamente, entonces

M(Fo(p)) o M(Fo(1))  (z=d,t,ch).
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Demostracion. Esinmediato para los casos de homeomorfismo, equivalen-
cia combinatoria y homotépica. El caso de difeomorfismo se sigue del Teore-
ma 6.5 de Munkres [Mu60], el cual nos dice en particular, que la equivalencia
combinatoria implica difeomorfismo, si los grupos de homologia H,,(N*) y
H,,(N*), son triviales para m > 3. Y en efecto, N* y N* tienen homologias
triviales para m > 3, pues son vecindades de complejos de dimension a lo mas
2 (y por lo tanto, del mismo tipo de homotopia que complejos de dimensién
a lo mas 2). g

iii) Sea A(F,(u)) = ON*, entonces A(F,(u * 1)) es la frontera de una
vecindad, digamos N*, de un 2-complejo K}, que tiene una realizacién ho-
meomorfa a la unién de [K;| con un disco abierto D41, con frontera el
vértice w, tal que | K g\ﬂDp(u)H = . Podemos escoger al disco abierto Dy ,)4+1
en R™"! de tal forma que intersecte al cerrado R™*! — Int N* en un disco,
digamos D. Sea A, una vecindad (triangulada) de D en R"*! —Int N*. En-
tonces la variedad M, obtenida al pegar a N* la 2-asa A, 1, es equivalente
combinatoriamente a N*. Asi,

OM = (ON* — Int(ON* N 9Aps1)) Ud(Ansy — ON* N OAni1).

(El complejo OM se obtiene con cirugia de Morse a partir de ON*). En esta
ecuaciéon, IN*NOA, ;1 es homeomorfo a S'x D" 1y A, 1 —Int(ON*NOA, ;1)
es homeomorfo a D? x S"72; Més atin, ON*NOA, ,; esta dentro de una n-bola
en ON*. Ahora, tenemos que

By(ON* — Tnt(ON* (1 0A,41)) = {52(8]\[ J+1 sin=4

Bo(ON™) sin > 4.
Y si agregamos 0A,, 11 —IN*NOA, 1, P2 se incrementa en 1 en ambos casos.
Con un poco de esfuerzo, es posible verificar todo esto con los métodos para
calcular grupos de homologia de los que hablamos en el Capitulo 3, que son
descritos en [Mu00, Ro88|. Esto concluye iii).
iv) Sean A(F,(u)) = ON* y A(F,(¢')) = ON*, donde N*;, N* son vecin-
dades de asa rectilineas normadas de Ky y K}, tales que m(|K3|) = G(u) y
m (| KS|) =2 G(1), respectivamente. Por el Lema 5.2.3, es suficiente demostrar
que N* y N* son equivalentes combinatoriamente.
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Caso 1. La presentacién ' se obtiene de p por medio de las operaciones
Opy o Ops. Entonces Ky y K/ son equivalentes combinatoriamente,
pues la tunica diferencia entre las presentaciones pu y p' es el orden
de los simbolos en una de sus relaciones, por lo que el algoritmo que
construye un 2-complejo a partir de una presentacién de grupo (dado
en el Corolario 3.3.15), nos da esencialmente el mismo resultado al
aplicarlo a py /. Ya que Ky y K son equivalentes combinatoriamente,
también lo son sus vecindades N* y N*.

Caso 2. La presentacién ' se obtiene de p por medio de las operaciones
OpE! 0 Opy, digamos, al reemplazar a; por . Sea " la presentacién de
grupo que obtenemos de p al borrar ;. Sea K un 2-complejo tal que
m (| KY|) = G(p") y sea N*' una vecindad de asa rectilinea normada
de K} en R""!. Entonces podemos obtener un complejo con realizacién
homeomorfa a | K| (|K}|), al agregar a K un 2-disco abierto D; (D))
que corresponde a «; (a, es decir, D; y D} son los interiores de las reali-
zaciones de los poligonos triangulados D(a;) y D(«) respectivamente).
Escogemos a D; Y D} en R™™! de tal manera que D; N (R —Int N*)
y DN (R™ — Int N*") sean 2-discos, digamos D y D', con la condi-
cién de que 0DNOD’ = @. Sean A, 11 y Al (n+1)-bolas, vecindades
(trianguladas) de D y D’ respectivamente, en R"*! —Int N*’. Entonces
la variedad M, obtenida al pegar a N*’ la 2-asa A,, 1 y la variedad M’,
obtenida al pegar a N*” la 2-asa A, son equivalentes combinatoria-
mente a N* y N* respectivamente. Ahora probaremos que M y M’ son
equivalentes combinatoriamente una con la otra. Para esto, usamos el
método del “deslizado de asas” [Sm61, Po66] que lo podemos describir
para nuestro caso como sigue:

Las curvas 0D y 0D’ tienen el mismo tipo de homotopia en |KJ|; por
lo tanto, tienen el mismo tipo de homotopia en N*’, es decir, existe
un anillo singular de dimensiéon 2 en N*’ el cual tiene como curvas
fronteras a 0D y 0D'. Ya que n > 4, podemos deformar a este anillo
singular en uno no-singular, digamos J C dN*’ con 0J = 0D U 0D'.
Como consecuencia de todo esto, podemos deformar a 0D sobre J en
0D'. Por tanto, existe un homeomorfismo semilineal de N*” en si mis-
mo que es igual a la identidad afuera de alguna vecindad de J y que
lleva a la vecindad 0A,+; N IN* de 0D (en ON*"), en la vecindad
0A; ., NON* de 0D" (en ON*"). Finalmente, podemos extender es-
te homeomorfismo a uno semilineal de M sobre M’ y asi, estas son
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equivalentes combinatoriamente.

Caso 3. La presentaciéon p' se obtiene de p por medio de la opera-
cién Op;s. Nuevamente, Sean A(F,(u)) = ON*, A(F, (1)) = ON*¥, N*
y N* como en los casos anteriores. Entonces obtenemos un complejo
equivalente combinatoriamente a K, agregando un arco abierto Y, (.41
(correspondiente al triangulo hueco del nuevo generador) y un 2-disco
abierto Dp,41 (correspondiente al poligono triangulado de la nueva
relacién), tales que 0Dp(,)41 contiene a Y,(,)+1 solamente una vez. Es-
cogemos a Y, +1 Y Dp(y+1 en R™™! de tal manera que Y, (41 N(R™ ! —
Int N*) es un arco, digamos Y, y (D41 U Y (u)+1) DR —Int N*) es
un 2-disco, digamos D. Sea A, una (n+ 1)-bola, vecindad (triangula-
da) de D en R™™! —Int N*. Entonces la variedad M, obtenida al agregar
a N* la 2-asa A, .1, es equivalente combinatoriamente a N*'. Pero por
otro lado, como A, 1 es una (n + 1)-bola, tenemos que 94,11 N IN*
es una n-bola (vecindad del arco 0D N ON* = 0D — IntY). Asi, M es
equivalente combinatoriamente a N*.

Caso 4. La presentacion ' se obtiene de p por medio de la operacion
Op;'. Intercambiando p y 4/ en el Caso 3, obtenemos este, y con esto
concluimos la demostracién del Lema. g

5.3. Resultados finales

Teniendo el Lema 5.2.1, nuestra meta estd muy cerca. Ahora probare-
mos un teorema que nos permitira construir reducciones de Turing entre los
problemas computacionales algebraicos de isomorfismo y trivialidad, y los
de clasificacion de variedades y la verificacién de la propiedad simplemente
conexa. Combinando estas reducciones con el hecho de que los problemas
algebraicos mencionados, pueden ser escogidos con un grado de dificultad
arbitrario (Teorema 2.2.3), obtendremos el resultado final.

Teorema 5.3.1. Para toda n > 4 y todo conjunto completamente compu-
table* Q de presentaciones finitas de grupos, existe un conjunto computable

4Para recordar lo que significa que un conjunto de presentaciones finitas de grupos sea
(completamente) computable, vease la Definicién 2.2.2
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K(n, Q) de presentaciones finitas de n-variedades, equipadas con estructu-
ras diferenciables (compatibles combinatoriamente) tal que se cumplen las
siquientes condiciones:

K1 K(n, Q) es el rango de una funcién computable F,,, del conjunto Q de
presentaciones de grupos de la forma

po=px(Ap(p) +4r(p) +t), peQ, t=0.1,...

en el conjunto de todas las presentaciones finitas de n-variedades. La
funcidn (posiblemente multivaluada) F, ' es computable, en el sentido
de que existe un algoritmo para determinar, dada M € K(n, Q), todas
las clases de congruencia de F;1(9MN) (es decir, determinar un conjunto
de presentaciones de grupos p,...,pn, € F; 1 (M), tal que toda @ €
F1(9M) es congruente a alguna py, .. ., j,).

n

K2 Sifi € Q, entonces se tiene que G(1) = m (F,(q)).

K3 Sean u, i/ € Q, tales que G(p) = G(1'). Si ¢, = p(p') —p(p) +7(p) —
r(u'), entonces tenemos que

2¢,  sin =4,

By(Fn(')) = Ba(Frn(p) = { (5.1)

Cup ST >4

K4 F,(u) =y Fo(1') (v € {d,t,c,h}) siy solo siG(n) = G(i') y By (Fa(1'))
= ﬂZ(Fn(U))

Demostracion. Sean n > 4 y Q un conjunto completamente computable
de presentaciones finitas de grupos.

K1. Sea F,, la funcién del Lema 5.2.1, con dominio restringido a Q; el conjun-
to K(n, Q) = F,(Q) es computable. Si 9 € K(n, Q), entonces por i), inciso
(b) del Lema 5.2.1, existe un algoritmo para determinar todas las clases de
congruencia de F,; ' (9M).

K2. Es inmediato de ii) del Lema 5.2.1.

K3. Sean p, i/ € Q, tales que G(u) = G(i/). Tomemos a ji, i’ € Q y t,t'
tales que

t,
/ t/,
t > Ap(ii) + 4r(f)-

I
=

*
*

I
=

"
,U/
£ > dp(i) + 4r(i),
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Supongamos, sin perdida de generalidad, que ¢t > ¢/, lo que implica que
t = p(p) + r(i). Ahora sea t" =t — p(ii') + r(i@") + p(i) — r(fr). Entonces

t" > p(i')+r(i) y por la definicién de ¢, p(f1) +t —r(f) = p(i') +t" —r(i’).
Por el Teorema 2.1.6, yn = fi %t se puede transformar con una sucesion finita

de operaciones Opi', Opy, Ops, Opy, Opi' en la presentacién i/ * t”. Por iv)
del Lema 5.2.1
Fo(p) =o F, (1" +1"). (5.2)

Y se sigue de iii) del Lema 5.2.1 que

Bo(Fu() — Bl Fuli)) = {ft in- i
y
paron == {317
por lo cual
s -wrn= (00 1T e
Pero

t—t"=p(i) —r(f') — p(i) +r(f)

f)+t =t —r(i) —p(p) —t+t+r(a)
= p(') =t = (') = p(p) +t+ (),
por lo tanto, ¢’ —t" = p(u') — r(¢') — p(p) + r(u). Combinando este hecho
con (5.3), obtenemos (5.1).
K4. (=) Si F(p) =~ F,('), entonces G(p) = m(F(p)) = m(F(u)) =
G() v Ba(Fu(p)) = BoFn(p)). () Si Ba(Fy E 1) = Pa(Fu(p')), entonces

usando (5.3), ¢’ =", con lo que i’ xt" = p'; por (5.2), tenemos que F, (1) =,
F,.(1), y esto concluye la demostracién. 0

Del Teorema 5.3.1 obtenemos los siguientes corolarios:

Corolario 5.3.2. Dado un conjunto Q completamente computable de pre-
sentaciones finitas de grupos, se tiene que ISOMORFISMO(Q) = z-EQUI-
VALENCIA(K (n,Q)) (z € {d,t,c,h}).
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Demostracion. Sea Q un conjunto completamente computable de presen-
taciones finitas de grupos. Mostraremos primero que existe una MTO MZ#,
donde A = ISOMORFISMO(Q), que es capaz de decidir a z-EQUIVALEN-
CIA(K (n, Q)). He aqui el algoritmo®:

M2 =“En la entrada (90T, 9'):
1. Calcula fi, ii’ € Q tales que M = F, (), M = F,(i').
. Calcula los segundos ntmeros de Betti, 5, 5, de 90T, 0.
. Si By # [35, entonces rechaza.
. Si By = 35, calcula p, p' € Q tales que p=pxt, g = p *t'.
. Pregunta al oraculo A si p = p'.
. Si la respuesta es afirmativa, acepta, y rechaza en otro caso.”

S UL W

El algoritmo claramente termina, s6lo necesitamos verificar los pasos 1, 2
y 4. El paso 1 es posible, ya que F; ! es computable en el sentido descrito
en el inciso K1 del Teorema 5.3.1. Como 9, 9 tienen triangulaciones de
las variedades que representan, los segundos numeros de Betti de estas son
computables y asi el paso 2 es posible. Por la definicién de Q, el calcular
i, 1 € Q a partir de fi, i’ en el paso 4 es posible, y asi, por el inciso K4 del
Teorema 5.3.1, hemos Turing reducido el problema de x-equivalencia para el
conjunto K(n, Q) al problema de isomorfismo para el conjunto Q.

Ahora mostramos la MTO MPB= donde B, = z-EQUIVALENCIA (K (n,
Q)), que decide a ISOMORFISMO(Q):

MB+ =“En la entrada (u, u'):
1. Calcula i, i’ € Q y t,,» € N tales que
i = pux (4dp(p) + 4r(n)),
f= ' (dp(p') +4r(1)),
tuw = () — (') — p(i) + ().
2. Calcula M = F, (i *t, ), M = F,(i7').
3. Pregunta al ordculo B, si 9t ~, M.
4. Si la respuesta es afirmativa, acepta, y rechaza en otro caso.”

Nuevamente, el algoritmo siempre termina, y cada paso de este es facilmente
realizable. Mostremos que es correcto. Primero notamos que, si u = i/, en-
tonces fi*t,,, = [’ y combinando el inciso K3 del Teorema 5.3.1 con una
cuenta sencilla, tenemos que By (F,(fixt, /) = B2(F,(1')). Supongamos que

5De aqui en adelante, omitiremos en todos los algoritmos los pasos que verifican si la
entrada es vélida y asumiremos que ésta siempre es correcta.
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Y

G(un) = G(1'), entonces por lo dicho anteriormente y el inciso K4 del Teorema
5.3.1, F(fixt, ) =, F,(i'), por lo que en el paso 3, la respuesta del ordculo
B, sera afirmativa, y en el paso 4, MB= aceptard. Si G(u) 2 G(i'), entonces
G(p*t,,) 2 G(i'), y nuevamente, por K4 del Teorema 5.3.1, F,,(fi * t,, /)
no es z-equivalente a F,,(ii') y en el paso 3, B, dard una respuesta negati-
va, con lo que M5+ rechazard en el paso 4. De este modo, concluimos que
el algoritmo es correcto. Asi, los problemas ISOMORFISMO(Q) y z-EQUI-
VALENCIA(K (n, Q)) son Turing reducibles uno al otro, como querfamos
mostrar. 0

Corolario 5.3.3. Si el conjunto de presentaciones Q tiene a la presentacion
vacia o = (9, D) del grupo trivial y, si para algin W € N, 5p(p)+dr(u) < W

para toda p1 € Q, entonces el problema de x-equivalencia a I = F, (o x W)
en K(n, Q) es Turing equivalente al problema de trivialidad para Q.

Demostracion. Nuevamente, mostramos los algoritmos requeridos. Para
Turing reducir z-EQUIVALENCIA(K (n, Q), ) a C' = TRIVIAL(Q), cons-
truimos la MTO K¢, con el siguiente programa:

K¢ =“En la entrada 9
1. Calcula fi € Q tal que M = F,(f1).
2. Calcula los ntimeros de Betti, 35, 3> de 901, M.
3. Si B, # (3, entonces rechaza.
4. Si By = [, calcula pu € Q tal que i = p *t,,
con t, = 4p(p) + 4r(p).
5. Pregunta al ordculo C' si G(u) es el grupo trivial.
6. Si la respuesta es afirmativa, acepta, y rechaza en otro caso.”

El argumento para verificar que este algoritmo es correcto es andlogo al de
la maquina M del corolario anterior, por lo que lo omitimos.

El algoritmo K7+ para Turing reducir TRIVIAL(Q) a D, = x-EQUIVA-
LENCIA (K (n, Q),9M) es el siguiente:

KPz =“En la entrada pu:
1. Calcula t, = W — p(u) + r(p).
2. Calcula 9 = F,(p*t,).
3. Pregunta al ordculo D, si 9 ~, 9.
4. Si la respuesta es afirmativa, acepta, y rechaza en otro caso.”
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Es sencillo ver que el algoritmo siempre termina, veamos que es correcto.
Como por hipétesis, 5p(u) + 4r(u) < W, entonces t, > 4p(u) + 4r(p),
por lo que p xt, € Q. Supongamos que u presenta el grupo trivial, en-
tonces G(p *t,) = G(u) = G(po) y por el inciso K3 del Teorema 5.3.1,
Bo(Fr(pxt,)) = Ba(Fn(po)) = Bo(90). Por el inciso K4 del mismo teorema,
Fo(p*t,) ~, M: asi, despues de ejecutarse el paso 3, en el paso 4 KP=
aceptara y la salida es correcta. Si u no presenta el grupo trivial, entonces
por el inciso K4 del Teorema 5.3.1, F,, (1 * t,) no es z-equivalente a 90T y en
el paso 4, KP= rechazara, por lo que la salida es correcta, y asi concluimos
la demostracion.

3

Combinando estos corolarios con los resultados de Boone, dados en el
Teorema 2.2.3, obtenemos finalmente el resultado principal.

Teorema 5.3.4. Para cada dimensionn > 4 y cada grado de Turing e € &,
existe un conjunto computable C(n,e) de presentaciones finitas de n-varieda-
des, equipadas con una estructura diferenciable y una estructura combinatoria
compatible, tales que, para cada x = d,t,c, h:

T1 2-EQUIVALENCIA(C(n,e)) € e.

T2 C(n,e) contiene una cierta presentacion M de una n-variedad simple-

mente conexa, tal que v-EQUIVALENCIA(C(n,e), M) € e.
T3 SIMPLEMENTE CONEXA(C(n,e)) € e.

Demostracion. Sean n > 4 y e € £. Por el Teorema 2.2.3, existe un
conjunto computable Q(e) de presentaciones finitas de grupos, tal que los
conjuntos ISOMORFISMO(Q(e)) y TRIVIAL(Q(e)) tienen grado de Turing
e. El conjunto Q(e) tiene a todos sus elementos con el mismo conjunto de
generadores y el mismo ntimero de relaciones, por lo que en este caso, compu-
table implica completamente computable.

T1. Por el Teorema 5.3.1, existe un conjunto computable K (n, Q(e)), de
presentaciones finitas de n-variedades; hagamos C(n,e) = K(n, Q(e)). En-
tonces por el Corolario 5.3.2, los conjuntos ISOMORFISMO(Q(e)) vy a-E-
QUIVALENCIA(C(n,e)) son Turing equivalentes, con lo cual tenemos que
r-EQUIVALENCIA(C(n,e)) € e.
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T2. Al tener todos los elementos de Q(e) el mismo nimero de generadores y
relaciones, es claro que existe W € N tal que 5p(u) + 4r(u) < W, para toda
p; ademas, la presentacién vacia del grupo trivial py = (&, @) esta en Q(e).
Aplicando el Corolario 5.3.3, tenemos que

2-EQUIVALENCIA (C(n, ), M) = TRIVIAL(Q(e)),

donde M = F),(p1oxW ), con lo que obtenemos que z-EQUIVALENCIA(C(n, e
), M) € e.

T3. En este caso, es sencillo ver que z-EQUIVALENCIA(C(n,e), M) <r
SIMPLEMENTE CONEXA(C(n, e)) <y TRIVIAL(Q(e)), por lo cual SIM-

PLEMENTE CONEXA(C(n,e)) € e. Esto termina la demostracién. 3

Este es el resultado buscado a lo largo de esta obra, que nos dice que
podemos escoger variedades C'°°-PL, tales que los problemas topoldgicos re-
presentados por los lenguajes z-EQUIVALENCIA(C(n,e)) (x = d,t,c,h)
y SIMPLEMENTE CONEXA(C(n,e)), sean “tan imposibles” como quera-
mos. Como consecuencia de esto, logramos el objetivo principal de esta obra
y ademas podemos obtenemos otros resultados también muy importantes.

Corolario 5.3.5. Para cada dimension n > 4, existen variedades C'*°-PL,
tales que los problemas relacionados con decidir si cualesquiera dos varie-
dades son difeomorfas, homeomorfas, equivalentes combinatoriamente u ho-
motopicas, son no computables. Mads ain, el problema de decidibilidad de la
propiedad de ser simplemente conexa en estas variedades es no computable.

Demostracién. Tomando a e = 0, en el Teorema 5.3.4, vemos que los
lenguajes d-EQUIVALENCIA(C(n,0")), t-EQUIVALENCIA(C(n,0)), c-E-
QUIVALENCIA(C(n,0')), h-EQUIVALENCIA(C(n,0)) v SIMPLEMEN-
TE CONEXA(C(n, 0')), son Turing equivalentes al problema de detencién
de méquinas de Turing HP (que como sabemos, esta en 0'). Ya que HP no es
computable, entonces los lenguajes mencionados no son computables. Como
consecuencia, existen variedades C'*°-PL, que no pueden ser clasificadas, y
tampoco es posible decidir si son simplemente conexas o no. 9
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Corolario 5.3.6. Para cada dimension n > 4, existen variedades C*°-PL,
tales que los problemas relacionados con decidir si cualesquiera dos variedades
son difeomorfas, homeomorfas, equivalentes combinatoriamente u homotopi-
cas, y el problema de decidibilidad de la propiedad de ser simplemente conexa
en estas variedades son computables.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 5.3.4, usando el grado de Turing 0
de los lenguajes computables. O

Corolario 5.3.7. Para cada dimension n > 4, existen variedades C*°-PL,
tales que los problemas relacionados con decidir si cualesquiera dos variedades
son difeomorfas, homeomorfas, equivalentes combinatoriamente u homotopi-
cas, y el problema de decidibilidad de la propiedad de ser simplemente conexa
en estas variedades son listables (c.e.).

Demostracién. Inmediata al combinar el Corolario anterior y la Proposi-
cién 1.2.6, inciso (). -

Hemos llegado al final de este trabajo. Esperamos que hayamos logrado
nuestros objetivos, que han sido dar un relato entendible y agradable y mos-
trar que ramas matematicas como la topologia y la computacién, no deben
estar separadas, muchos beneficios pueden obtener una de la otra y juntas,
descubrir cosas que pueden cambiar el rumbo de la matematica misma. Pen-
samos que, asi como la topologia es una de los fundamentos de la matematica,
la ciencia de la computacién también lo es, ya que esta nos dicta que es lo que
podemos hacer, y que no. Y en el caso de poder hacerlo, cuanto nos vamos a
tardar.

Con esto concluimos esta obra.
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