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Prefacio

AS PROPIEDADES DE sistemas cuanticos de espines interactuantes han
L atraido recientemente la atencion en teoria de informacién cuanti-
ca y fisica de materia condensada [19, 25, 37, 45]. En este trabajo de
tesis, estudiaremos la descripcién cudntica de sistemas de espines inter-
actuantes en el espacio fase.

Comenzaremos con una revision de la cuantizaciéon del campo elec-
tromagnético, los estados coherentes, los estados comprimidos y las fun-
ciones de distribucion de pseudoprobabilidad en el espacio fase: la fun-
cién de Wigner, la distribucién de Husimi-Kano (funcién Q) y la distri-
bucién de Glauber (funcién P) [23, 46].

Mas tarde, procederemos con una revisiéon de la representacién del
campo atémico mediante generadores del grupo de rotaciones. Veremos
los estados de Dicke, los de Bloch (coherentes atémicos) [14, 34], los
estados comprimidos de espin [20] y las funciones de distribucién de
Wigner [2] y de Husimi-Kano [43] para sistemas con espin.
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cApiTULO 1

Representacion del campo electromagnético
(grupo de Weyl-Heisenberg)

A LUZ ES uno de los objetos mds fascinantes la naturaleza. A través de
L su estudio, la fisica ha obtenido notables progresos y ha descubierto
nuevos e interesantes fendmenos. Uno de los ejemplos mas sobresalien-
tes es el de las investigaciones de Max Planck sobre la radiacion de
cuerpo negro en 1900. Planck descubrié que si postulaba que la energia
de los osciladores del campo electromagnético se encuentra cuantizada,
entonces podia explicar de manera sensata la distribucién espectral de
la radiacién térmica de una cavidad de cuerpo negro. Este simple pos-
tulado marcé un hito en la historia de la ciencia pues fue a partir de
€l que se podria decir que nacié un drea completamente novedosa de
la fisica: la Mecdnica Cudntica. Sin duda alguna, los argumentos para
deducir la cuantizaciéon del campo electromagnético son hoy bastante
mas refinados que los que ofrecié Planck. En este trabajo, nuestro prin-
cipal interés radica en estudiar propiedades cudnticas de la luz. Para tal
efecto, es indispensable empezar con el estudio de la cuantizacion del
campo electromagnético y las consecuencias que se derivan de ello.
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1.1. Cuantizacidon del campo electromagnético

Empecemos por la descripcién clasica del campo electromagnético
en el vacio. Como es bien sabido, dicha descripcion esta dada por las
ecuaciones de Maxwell sin fuentes ni corrientes, es decir [46]

V-B=0, (1.1.1a)
JB
VXE:——, (1.1.1b)
at
V-D=0, (1.1.10)
oD
VxH=—, (1.1.1d)
at

en donde B = ugH,D = ¢,E y uy v €y representan la permeabilidad
magnética y la permitividad eléctrica del vacio respectivamente. Adi-
cionalmente, se cumple que uge, = ¢ 2 y hemos usado las unidades
del Sistema Internacional de Unidades. Las ecuaciones de Maxwell son
invariantes de norma bajo la ausencia de fuentes. En Optica cuantica,
una elecciéon de norma que resulta conveniente es la llamada norma de
Coulomb. En la norma de Coulomb, tanto el campo magnético B como
el campo eléctrico E pueden ser determinados a partir de un potencial
vectorial A(r, t) como sigue

B=V XA (1.1.2a)
oA
E= —E, (1.1.2b)
con la condicién de norma de Coulomb
V-A=0. (1.1.3)
Al sustituir (1.1.2a) en la ecuacién (1.1.1d), observamos que
1 JE
M_ov xB = SOE
1 9 (0A
— Vx(VxA) = —C—za(z)
0 1 0%A

= V(VA)-VA =

c2 92’
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en donde hemos usado la condicién de la norma de Coulomb y la cono-
cida identidad vectorial V x (V x A) = V (V - A)— V2A. Asi, el potencial
A satisface la ecuacién de onda

_109%A

V2A = )
c2 ot

(1.1.4)

Lo que ahora haremos, sera escribir al potencial como la suma de dos
términos complejos [46]

A, t)=AD (1, )+ A (1, 1), (1.1.5)

en donde A" contiene todas las amplitudes complejas que varfan como
e con w > 0 y A7) contiene todas las amplitudes que varian como
el Ademds, se cumple que A7) = (A(”)*. Resulta ahora mas conve-
niente asumir que existe un espectro discreto de frecuencias mds que un
espectro continuo. Asi, vamos a restringir nuestra descripcion del poten-
cial a un cierto volumen del espacio y a un cierto conjunto ortonormal

de funciones para cada modo de oscilacion [46]. Es decir, escribimos

A ="y (r) et (1.1.6)
k

Lo que hemos hecho ha sido simplemente desarrollar al potencial A en
serie de Fourier. Los coeficientes de Fourier ¢, serdn constantes para un
campo en el vacio. Por tanto, tenemos que

A = AP 4+a)
Z cpuy (r) e i@kt 4 Z ciuf (r)el@xt,
3

k

— A

Si sustituimos lo anterior en la ecuacion (1.1.3), vemos que

Z e V- u (r) e 19kt 4 Z iV -up (r) et =0.
k k

Debido a que las funciones e 7'“k! y ¢!k’ son ortogonales entre si forman
un conjunto linealmente independiente, lo cual quiere decir que para
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cada valor del indice k se debe de cumplir que ¢,V - u; (r) = 0. Como
en general los coeficientes de Fourier ¢, # 0, entonces, vemos que la
funcién del k-ésimo modo de oscilacién satisface que

V- u, (r)=0. (1.1.7)

Repitamos este procedimiento para la ecuacién de onda que satisface el
potencial A. Asi, vemos que

Z V2 (r)e 9kt 4 Z iV (r) el =
K K

1 . 1 .
2 —lwgt * 2%k iwgt
Y E Cr Uy (r)e k ) E Cr (r)e k
<A\ % A\ %

al agrupar términos, esto nos permite afirmar que

w? . w? .
E Ck (Vz + —zk) u (r)e '@t 4 E cr (Vz + —Zk) uy (r) elx!
c c
k k

= 0

que bajo el mismo argumento que nos llevd a la ecuacién (1.1.7), nos
conduce ahora a que para cada modo de oscilacion se debe de cumplir
que

v2+w—i u.(r)=0 1.1.8
Cz kl‘)—. ()

La forma particular que adoptan las funciones u; depende de las
caracteristicas geométricas del volumen fisico que se analice en cada
problema.

Regresando al desarrollo de potencial vectorial en términos de las
funciones u; podemos escribir que

A(r,t):Z (2 r

k wWi€o

NI=

) (akuk(x)e_i‘“kt+a£u*(x)ei°’kt). (1.1.9)
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Con esto, el campo eléctrico correspondiente es

1
E(r,t)= iZ (L) ’ (akuk(x)e_i“)kt + a;:ui(x)ei“’kt) . (1.1.10)
A Zwkeo

Los factores de normalizacidon se han escogido de manera tal que las
amplitudes a; y a;; no tengan dimensiones fisicas, es decir, para que
carezcan de unidades.

En el caso de la teoria electromagnética clésica, las amplitudes a;
y az son en general nimeros complejos, sin embargo, para el caso de
la cuantizacién del campo deben de ser operadores que satisfagan rela-
ciones de conmutacion especificas. Como los fotones son bosones, estas
relaciones son

[awap] =0, [al,al, ] =0, [anay, | =i (1.1.11)

Esto quiere decir que podemos describir el comportamiento dindmico
de las amplitudes del campo como osciladores armoénicos que obede-
cen las relaciones de conmutacién antes listadas. Exploraremos esto con
mas detalle en la siguiente seccion. Para finalizar esta obtendremos el
Hamiltoniano del sistema. En la teorfa electromagnética clésica el Ha-
miltoniano del campo se encuentra dado por

1
_ - 2 2
H= ZJ (e0E? + poH?) dr.
Si sustituimos la expresion para el campo E (ver (1.1.10)) y la corres-

pondiente para H (mediante el generoso uso de las expresiones (1.1.2a)
y (1.1.9)) encontramos finalmente que

] L1
A=) ho (a;{awi) (1.1.12)
k

1.2. El oscilador electromagnético

Ya hemos discutido sobre la cuantizaciéon de los modos normales
de oscilacion del campo magnético y hemos visto las condiciones que
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cumple cada modo normal de oscilacién. En lo que sigue, centraremos
nuestra atencién en un campo que solo tenga un tnico modo de oscila-
cién, es decir que sea monocromatico. Esto se debe a que en un capitu-
lo posterior estudiaremos las interacciones del campo electromagnético
con atomos de dos niveles, y para nuestros propdsitos no serd necesario
considerar mas de una frecuencia. Asi mismo, por simplicidad, elimina-
remos la dependencia temporal del campo. Por tanto, tenemos que el
campo eléctrico esta dado por

] mo\: .
E= ( ) (du(r) + a’u*(r)) . (1.2.1)
2weg
Primero, debemos de hablar de los operadores de creacion y aniqui-
lacién bosénicos @,a’ respectivamente. Como ya vimos en (1.1.11), este
par de operadores satisface la relacién de conmutacion

[a,a"‘] =1. (1.2.2)

Por comodidad, en todo el desarrollo posterior tomaremos i =1 =
.

A partir de los operadores de creacién y aniquilacién bosénicos de-
finimos el operador de niimero [12, 23] como sigue

A=a'a. (1.2.3)

Como se probard mds adelante, el operador de nimero cuenta el nu-
mero de fotones o quanta de energia presentes en el modo espacio-
temporal escogido del campo electromagnético.

Introducimos también, el operador de corrimiento de fase [23]

U(0)=e10m, (1.2.4)

Tal y como su nombre sugiere, el operador de corrimiento de fase provee
una fase 0 a la amplitud d@ cuando acttia sobre ella, es decir,

U (0)al(0) =ae™ 9. (1.2.5)
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Comprobar (1.2.5) no es muy complicado: basta tomar la derivada de

UTaU con respecto a 6.

dU'al o
de

= —i0f [a a”"] au

= —i0%a0.

Notemos que el lado derecho de (1.2.5) obedece el mismo tipo de ecua-
cién diferencial, con el operador inicial @ para 8 = 0, y por tanto, ambos

lados son efectivamente iguales.

Finalmente, introducimos un par de operadores ¢, p llamados las
cuadraturas del campo [12, 23]. Quedan definidos por el siguiente par

de ecuaciones

N
Q)
+
Q@

—

Na
[l
NS

=
Il

De esta manera, es facil ver que

N
a—ﬁ(qﬂp)

I U
a —ﬁ(q ip).

y en virtud de (1.2.3) vemos que
1 =

1 =

— 2 = -2i

& 2 = —i[g,p]+i[p.q]
i

N
Q)
|
Q@
—

(1.2.6a)

(1.2.6b)

(1.2.7a)

(1.2.7b)
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concluyendo asi que

[4,p] =i. (1.2.8)

Podemos preguntarnos sobre la accién del operador de corrimiento
de fase sobre las cuadraturas. Empecemos con el caso de la cuadratura
g. A partir de (1.2.5) es claro que

1 ~ "TA A'i‘ ~ T
- = (0%(0)a'0(6)+ 07(0)al(e))

% (dTeie + de_ie)
_ % ((eie +e—19) g+ % (eie _e—ie)p) ,

concluyendo asi que

Gg =qcosf + psenb. (1.2.9)

De forma completamente andloga, se prueba que

Po =—Gsenb + pcos6. (1.2.10)

Asi, vemos que la accién del operador de corrimiento de fase sobre las
cuadraturas es rotarlas por un angulo 6.

Expresamos ahora el operador de niimero en términos de las cua-
draturas. Esto es facil a partir de las relaciones dadas en (1.2.7) y las
relacién de conmutacién en (1.2.8). Es decir,

.,‘
~ N
>

Q)

n =

—ip) (q+1p)

N =N~

2+i[q,p] +p2).

Asi pues, vemos que

=)
Il

(®+p°-1). (1.2.11)

N[+~
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Ya que en el tratamiento cudntico de la luz estamos modelando a los
fotones como osciladores armoénicos, tenemos que a partir de la relacién
(1.2.11), el Hamiltoniano del sistema estd dado por

2

H=i+_-=

52
+ p? (1.2.12)

N| =
Nl»Q)

1.3. Estados de Fock o de numero

Introducimos ahora a los estado de Fock o de niimero como eigen-
estados del operador # [12, 23]. Estamos en todo nuestro derecho de
realizar esto pues este operador es claramente hermitiano y por tanto es
diagonalizable y sus valores propios son reales.

ii|n) =n|n). (1.3.1)

La propiedad distintiva de estos estados es que poseen un ntmero fijo
de fotones, es decir de quanta de energia electromagnética. Esto es facil
de ver de la ecuacién (1.2.12) pues los estados de Fock también son
eigenestados del operador Hamiltoniano. Asi,

N 1 1
E|n)=H|n)= (n+§) |n) = (n+§) [n)

E + !
SE=n+—,
2

es decir, el espectro de energia se encuentra indexado por los eigenva-
lores del operador fi.

Notemos que si |n) es un eigenestado de i, entonces d|n) también
lo es pero con el eigenvalor n — 1. Para esto basta notar que como con-
secuencia de (1.2.3)

Aaln) = a'a?|n) (1.3.2)
= (aa'a—a)ln) (1.3.3)
= anln)—aln) (1.3.4)
= (n—1)ajln). (1.3.5)
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Por un procedimiento completamente andlogo, obtenemos que
aa'ln) =(m+1)a'|n). (1.3.6)

esto nos indica que @ |n) y @' |n) son proporcionales a los estados |n — 1)
y |n+ 1) respectivamente. Entonces, de la condicién de normalizacién
de estados es muy facil ver las siguientes relaciones fundamentales

aln)=+vnln—-1) (1.3.7a)
a'ln) =+v/n+1|n+1) (1.3.7b)

Estas relaciones justifican los nombres de los operadores @ y @' como de
aniquilacién y creacion de fotones.

Surge ahora la cuestiéon de si existen valores fraccionarios y negati-
vos para n. De la relacién de #i con las cuadraturas vemos que se cumple
para el valor esperado (i) que

~2 22 1
n=(n|a|n) = (a) = <%>+<%> -5 2-

Es decir, de existir valores fraccionarios de n, después de la aplicacion de
un numero suficiente de veces del operador de aniquilaciéon podriamos
llegar facilmente a un valor estrictamente menor a —%, pues el espec-
tro del campo no se encontraria acotado por abajo (vease la ecuacién
(1.3.7a)) contradiciendo a (1.3.8). Sin embargo para el caso de valores
enteros y no negativos vemos que esto no ocurre pues para el estado
|0}, al aplicar el operador de aniquilacién alcanzamos el cero del espa-
cio de Hilbert en el cual se encuentran los estados de Fock, y sucesivas
aplicaciones de este operador no alteran esto. De esta manera, de nues-
tra discusién anterior, y de la desigualdad (1.3.8) concluimos que n o
existen valores fraccionarios para el nimero de fotones.

Notemos adicionalmente que el minimo valor que puede tomar n y
que cumple con la desigualdad en (1.3.8) es n = 0. Asi, cabe preguntar-
se qué sucede cuando alcanzamos el cero después de reducir el valor de
n en pasos enteros. Ya que se debe de cumplir que

. (1.3.8)

N[+~

aloy=a'alo) =0,

entonces tenemos dos opciones:
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1. Se cumple que @|0) =0
2. Sucede que @|0) # 0 pero |0)=a'a|0)=0.

Analizaremos ambas opciones con cuidado. Empecemos con el ana-
lisis de la opcién a|0) = 0. Usando la descomposicién (1.2.7a) y que
p= —i;—q en la representacion g, tenemos entonces que la funcién de
onda del estado de vacio debe de cumplir la ecuacién diferencial si-
guiente

V2 oq

en donde hemos cometido un abuso de notacién al usar un operador del
espacio de los estados de Fock (un espacio de Hilbert) sobre una funcién
de onda (la proyeccién del estado de vacio sobre el espacio de la repre-
sentacién q). Lo que queremos decir con esto es justo lo que se indica
en la igualdad siguiente, esto es, que dicho operador se sustituye por la
forma correspondiente para la representacioén que se esté utilizando. De
ahora en adelante, se sobrentendera el significado de tal abuso de
notacion.
La solucion a la ecuacion (1.3.9) es

1 ]
0=ayo(q) = — (q + —) Yo(q), (1.3.9)

2
2

1
wo(q)=4—ﬁe , (1.3.10)

. . 00 2
la cual ha sido normalizada para que cumpla que f oo |¢0| dg = 1. De
forma andloga, obtenemos para la funcién de onda en la representacién

de momentos

pZ

1 2
wo(p)=4—ﬁe z, (1.3.11)

Asi, vemos que existe un estado bien definido con cero fotones llamado
el estado de vacio.

A partir de lo anterior podemos entonces construir las funciones de
onda de los estados excitados, es decir, si recordamos (1.3.7b), entonces
es claro que

n

vn!

Q@

In) = 0), (1.3.12)
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entonces podemos mediante el uso de la relacién (1.3.7b) conn =m—1,
en la representacion de Schrodinger, concluir para las funciones de onda
que

X 1 2
Vmy (@) = a"Pn_a(q) = 7 (q - %) Ym-1(0).

O bien, al resolver la relacién de recurrencia, concluimos que

1 o\™
wm(q)=\/m(q—%) Yo(q),

que al sustituir la forma de vyy(q) (1.3.10) se vuelve

1 a\™" _&
Yy = —F— 1=37) ¢ *-
V2mm!y/7 q

esto se resuelve facilmente si recordamos que los polinomios de Hermite

22 2 \n _x2
satisfacen H,(x) = e (x — 5) e 2 [1], y en consecuencia,

H, 2
Yalq) = ie 7, (1.3.13)

2mnl /1

Sabemos que la funcién de onda del vacio queda dada por la ex-
presiéon en (1.3.11) y por tanto las expresiones que dedujimos para las
demas funciones en (1.3.13) se encuentran bien determinadas y son
Unicas.

En la figura 1.1 se pueden apreciar algunas de las funciones de onda
para diferentes valores de n. Como se puede observar tienen la forma
de ondas estacionarias de Schrodinger.

Regresemos ahora a la segunda posibilidad, a saber, que a|0) # 0
pero 1 ]0) = '@ |0) = 0. Esto quiere decir que la funcién de onda

Y_1(q) := avpo(q) = 7 (q + —) Yo(q)

satisface la ecuacion

d
C”l’ 1(61)—7( —%)wq(@:o
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—  n=0

Figura 1.1: Ejemplos de las funciones de onda para algunos estados de Fock
(n=0,1,2,3).

La solucion a esto es la funcién
P_1(q) = ce? /%, (1.3.14)

Sin embargo, dicha funcién no es normalizable y de la misma forma,
la funcién de onda del estado de vacio asociada tampoco lo es . Se le
conoce como la funcion de onda irregular del estado de vacio y esta dada
por la expresion

Yo(q) :c\/ge_qzzerfi(q), (1.3.15)

donde la funcioén erfi es la funcion de error imaginaria y queda definida

por la expresion
2 (% .
erfi(z)=—J et dt.
e

Ya que la funcién de onda del vacio no es normalizable, se le debe des-
cartar como un estado de relevancia fisica. No obstante, la figura 1.2
muestra graficas para ¢ _;(q) y para la funcién de onda irregular del
vacio.

Hemos encontrado que existe un estado fisico para el vacio que es
normalizable y por tanto que tiene relevancia fisica. A partir de ello,
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— 10}

—  ¥o@

Figura 1.2: Grafica de la funcién de onda irregular para el vacio y de ¥_;(q).

hemos visto que los demas estados del oscilador electromagnético son
simplemente excitaciones del vacio. Asi, ya que los estados de Fock son
eigenestados del Hamiltoniano®, deben de ser completos, es decir,

S )l =1,
n=0

ya que cubren todo el espacio de Hilbert de los modos de oscilaciéon
del oscilador electromagnético. Los estados de Fock son pues una base
ortonormal conocida como la base de Fock.

1.4. Estados coherentes

Introducimos ahora a los estados coherentes como eigenestados del
operador de aniquilacién a [12, 23]

ala) =ala).

Los estados coherentes también se conocen como estados de Glauber en
honor al fisico que los introdujo R.J. Glauber [12, 23]. Observemos que

INétese que el Hamiltoniano del campo electromagnético no es degenerado y por
tanto lo que afirmamos es valido para todo el espacio.
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como el operador @ no es Hermitiano, entonces los eigenvalores a en
general serdn complejos.

Notemos que el estado de vacio también es un estado coherente
con a = 0. Asi, el estado de vacio se vuelve un estado coherente con
cero amplitud. Sin tener que esforzarnos mucho podemos notar que la
energia promedio de los estados coherentes esta dada por

(H) = <a (d"ﬁ—l—%) a> =|a*+ 1,

2
o en palabras, como la suma de la energia de vacio y de la norma de
amplitud del estado |a|?. Notemos también de la definicién de estado
coherente que el operador de corrimiento de fase simplemente rota a
a por 0. Para una demostracion de esto baste recordar de (1.2.5) que
U7(0)al(0) = ae™9, es decir, U(0)aU " (0) = ae'?, de donde,

ala) = ala)
> U(0)al'(0)0(0)|a) = al(6)|a)
= e%0(0)]a) = al(0)|a)
= al()]a) = ae00(0)|a)
~00)]a) = |ea).

Para realizar un estudio mds cuidadoso de los estados coherentes
introducimos al operador desplazamiento

D(a) = eud'-a'a, (1.4.1)

Ya que i(ad" — a*@) es Hermitiano, D tiene que ser unitario. Este ope-
rador debe su nombre a que desplaza la amplitud del campo & por el
nuamero complejo a. Es decir,

D'(a)aD(a)=ad+ a. (1.4.2)

Para probar esta aseveracidn, requerimos de un resultado auxiliar cono-
cido como el teorema de la expansién de un operador (ver el apéndi-
ce A, en particular, (A.1.1)).
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Utilizando el teorema de la expansion de un operador con x =
a*A=a-— %d",B =ay [AB] = = [d, &J"J = = vemos que el re-
sultado (1.4.2) es inmediato. La propiedad (1.4.2) nos permite deducir
algo aun mads importante: los estados coherentes son el resultado de apli-
car el operador desplazamiento sobre el estado de vacio. Para ver esto,
notemos que

ab(—a)|la) = D(-a)D'(-a)aD(-a)|a)
= D(-a)(@a—a)la)
= 0

s D(=a)la) = 10)

“la) = D(a)|0).

1.4.1. Funcion de onda de un estado coherente

Para poder estudiar a los estados coherentes con mayor detenimien-
to, necesitamos de un resultado muy importante conocido como la for-
mula de Campbell-Baker-Hausdorff (ver el apéndice A).

Descompongamos a a en sus partes real e imaginaria.

1( +1po)
a=— i
\/qu Po

y representemos al operador desplazamiento en términos de las cuadra-
turas pygq,i.e.,
D(a) = elPod=i%0P

Mediante el uso de (A.2.2) con x = i,A = py§ y B = —q,p podemos
escribir

D(a) = e_lpozqo elPod g —igop

— elp%qo e_lqOI5 elpoq .

En la representacién de posicion, el operador p es igual a —i:—qy la ex-

el
. —(qols- . .
ponencial e 31 se vuelve simplemente un desplazamiento. esto es,

e 5 ap(q) = (g — qo).
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Asi pues, nos damos cuenta de que el operador desplazamiento tiene
una accion en tres pasos sobre una funcién de onda de posicién. Prime-

ro, la desplaza, luego, la multiplica por e'Po? y finalmente le agrega la
_ipgdg ,
fase e” "2 . Ya que los estados coherentes son estados de vacio despla-

zados, entonces esto nos ayuda a concluir que sus funciones de onda
son simplemente (recordar la ecuacion (1.3.10))

Pod0

Yo(q) =1 (q—qo) €™ 2, (1.4.3)
ie.,
_(q qo) +ipog— 1poqo
Yolq) = I (1.4.4)

De una forma completamente andloga podemos obtener para la repre-
sentacion de momentos a la funcién de onda

_ (ppo)? +igop—ito%o
~ e 2
Yo = 7e ) (1.4.5)

PO‘IO

Estas ecuaciones muestran que las funciones de onda de los estados
coherentes son Gaussianas de la misma varianza que la del estado de
vacio pero con la unica diferencia de que se encuentran desplazadas
con respecto de ésta. La figura 1.3 muestra un ejemplo.

Ahora, estudiemos a los estados coherentes representados en la base
de Fock. En este caso, utilizamos al operador desplazamiento en térmi-
nos de los operadores de ascenso y descenso (ver (1.4.1)). Al aplicar
nuevamente el resultado (A.2.2) vemos que

a2 g ‘s

D(a)=e 2 e e 1

Notar que e~ 2]0) = |0) pues en la serie de la exponencial, todas la
potencias del operador de aniquilacién anulan al vacio salvo por la po-
tencia de orden cero, es decir la identidad, que lo deja intacto. De esta
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Figura 1.3: Ejemplo de la funcién de onda de un estado coherente con
qo =1,pg =0.

manera, al recordar (1.3.12), se sigue de inmediato que

. a2 %5
D(@)|0) = e 2 e e *|0)
laf2 ¥
= e 2 e |0)

a2 ey ata™

= e 2 —10),
~ n!
ie.,
. a2 & alt
D(@)|0) = |a) =e > ;mm). (1.4.6)

De esta manera, vemos que un estado coherente sigue la estadistica
de una distribucién del tipo Poisson para el nimero de fotones, es decir,

|a|2n

n!

2
— el

pn = l{nl @)l
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5 10 15

Figura 1.4: Ejemplo de la distribucién del niimero de fotones para un estado
coherente con a =5.

1.4.2. No ortogonalidad y sobre-completez

Ahora, calculemos el traslape entre estados coherentes. A partir de
la representacion en la base de Fock resulta inmediato que

| & (o a)"

(d|a) = e 27 2 2
_ |“;|2+a/*a’
y por tanto.
|(a’ | a))z =ela=a’, (1.4.7)

Por ultimo, observemos que los estados coherentes forman un conjunto

completo. Es decir,
d?a
la) (a] — =1. (1.4.8)
R? T

Los estados coherentes heredan la completez a partir de la completez de
los estados de Fock. Para probarlo, basta con utilizar la representacién
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de los estados coherentes en términos de los estados de Fock, es de-
cir, de la ecuacion (1.4.6), y cambiando a coordenadas polares, resulta
inmediato que

[ e =283 [

00
— |Tl> <m| —r? rm+n drf e1(n m)6 de
nm=o TV nlml Jo 0
00 %)
In) (m| 2
= Z ﬁ 2n5m’nre_r rm-i—n dr,
nm=o TV nim! J,

de tal suerte que al sustituir m por n y realizar el cambio de variable

u= T‘z Vemos que

Il
M

n) (n
i |f 2re " r2n dr
n=0

|" n|j —_
= e du

n)

F(n+ 1)

2

M 1Mk 1

I
—_ 3
o

tal y como se afirmo.

En la referencia [32] se pueden encontrar mas propiedades de los
estados coherentes asi como generalizaciones de estos objetos a casos
maés complicados que el del campo electromagnético o el atémico que
posteriormente analizaremos.
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1.5. Estados comprimidos

Hemos hablado de los estados de Fock y de los estados coherentes.
Ahora, introducimos los estados comprimidos y estudiamos varias de
sus propiedades [23].

1.5.1. Estados de minima incertidumbre

Ya hemos visto como las amplitudes en las cuadraturas de los esta-
dos coherentes varian de acuerdo a ciertas distribuciones de probabili-
dad. Mas atin, como los estados coherentes son simplemente estados de
vacio desplazados, esto los caracteriza como estados que tienen tanta
incertidumbre estadistica en sus cuadraturas como el vacio. Surge en-
tonces la pregunta, ées éste el limite cuantico éptimo?, o bien, écudles
son los estados de minima incertidumbre? Para responder a esta pre-
gunta, consideremos la amplitud compleja promedio a de los estados
candidatos }1/)) De esta manera,

_ qo +1ipo
75

Apliquemos el operador desplazamiento a lo anterior para remover la
amplitud compleja a y formar un nuevo estado {(p), esto es,

o) =D(=a) ).

Observemos que el estado ¢ contiene el mismo ruido en las cuadraturas
que el estado . En simbolos , esto quiere decir que

A2q= (Y| (@—-q0)*|¥) = (v]|d|¢),

(lald) =

Y que, )
Ap= (| (B—po)*|¥) = (¢ |p*|¢)-
Definimos pues, para la funcién de onda ¢(q) en el espacio de posicio-

nes del estado |<p) a la cantidad

q 3@
~|2a24” " 3q
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Notemos que por la forma en que la hemos definido, & > 0. Por otra
parte, al desarrollar,

1/ q)? q 2" dp\ d¢*de
s = -2 * ST ik
4(A2q) ’ S0+2A2q (90 aq T aq * dq dq

1 q N, 13 (q |, o dp*dy
= 2\az ) P50 A2 YY) T ozt 30 Ba
4\ A%q 20q \ A%q 2A%q 0Jq 0dq

1 de*dp 10 q
2 2 * *
= ———= (@ —28%)p vt -t 55- (—cp «P)-
4(A2q)2( ) dq 0q 20q \A%q

Si integramos la ultima linea y recordamos que p = —i;—q, entonces al
usar que 6 > 0, obtenemos que

+00

0<J 6dg=- ! +A?%p

o 4A%q

o bien, para el caso de Ap y Ag,
1
AqAp > 5 (1.5.1)

Con igualdad si y sélo si 6 = 0, o bien si y sélo si

q o¢
+ — =
2A2qw aq

0.

La solucion normalizada a esta ecuacion diferencial es

1 _Z
p(q) = ———=e 2%.
V/2mA%q

Por lo tanto, vemos que ademas del desplazamiento, los estados de mini-
ma incertidumbre tienen funciones de onda Gaussianas. iJusto como los
estados coherentes! Sin embargo, a diferencia de los estados coheren-
tes, la varianza A2q ya no necesariamente tiene que valer exactamente
%. En otros términos, esto quiere decir que no se requiere que las dos
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varianzas A?p y A2q sean iguales entre si para minimizar la relacién de
incertidumbre en (1.5.1). Asi, la incertidumbre estadistica de la primera
cuadratura puede ser comprimida por debajo del limite % del vacio, con
el costo de que en la segunda cuadratura p la incertidumbre aumente y
viceversa.

Introducimos ahora el parametro de compresion, el nimero real
{. Esto es,

A%g= Ee—zc , (1.5.2a)
1
A%p = 5eZC. (1.5.2b)

Evidentemente, con estas definiciones el producto AgAp = % Surge
ahora la pregunta: écdmo redistribuir las fluctuaciones cuanticas del
estado de vacio? En términos matematicos, lo que hacemos es reescalar
la funcién de onda para el vacio

0(q) = e31o(efq). (1.5.3)

4
El factor e2 sirve para mantener la normalizacién de la funcién de onda.
La funcién de onda en el espacio de momentos es simplemente la trans-
formada de Fourier de la funciéon de onda en el espacio de posiciones,
es decir,

#(p) = e 54ig(e p). (1.5.4)

La férmula anterior implica que mientras que la funcién de onda en
el espacio de posiciones se encuentra comprimida, la del espacio de
momentos se encuentra estirada y viceversa. Derivemos ahora a (1.5.3)
con respecto al pardmetro de compresioén para obtener que

a¢_1( o 2

FIaRPACETREET )«p——(lqpﬂpq)so

En virtud de que igp +ipg = a*> — a'2, podemos expresar la solucién de
esta ecuacion diferencial en términos del operador de compresion

§=es(@-a?)
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para obtener el estado de vacio comprimido
o) =8(0)0).

De acuerdo a la prueba que se hizo con antelacién, los estados de mini-
ma incertidumbre son estados Gaussianos desplazados, es decir, tienen
funciones de onda como las del estado de vacio sélo que desplazadas y
reescaladas. En consecuencia, todos los estados de minima incertidumbre,
son estados de vacio comprimidos y desplazados.

) = D(a)S(0) 0}, (1.5.5)
y por tanto, tienen una funcién de onda dada por
: (a-a0)° i
e2 qd—4o . 1poqo
W(a)= = exp —eX T Hipog - = (1.5.6)
En la figura 1.5 se pueden apreciar algunos ejemplos.
¥
J— {Z—l
— (=05
[ {=0
— (=05
— /=1
q

Figura 1.5: Ejemplos de las funciones de onda de algunos estados de vacio
comprimidos y centrados en el origen.

Estudiemos ahora, la energia de un estado comprimido. Para tal fin,
se vuelve necesario determinar cudl es la accién del operador compre-
sion sobre las cuadraturas. Veamos el caso de §. Si recordamos (A.1.1),
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requerimos sustituir x = %,A = "™ — a2,B = G para conocer la accién
del operador de compresion sobre §. También, necesitamos conocer el
conmutador [A,B] = [dJ"z - az,q]. Después de obtener los conmuta-
dores requeridos, vamos a usarlos para obtener la accién del operador
de compresion sobre las cuadraturas y con esto conocer la accion del
operador de compresién sobre @ y @'. Recordemos la definicién de las
cuadraturas en la ecuacién (1.2.6) para obtener

I:dTZ AZ,q:I — |:a'i'2 _ dZ, % (dr + d)i|
= %[a'z_az,ma],

Mediante induccidn es fécil ver que

[a™—a% [[[---[a™—a% 41111 = (—2)"q.

v
k veces

Y por tanto, la generosa aplicacién de (A.1.1) nos otorga que

ST (0as©) q+z (2q)+ R

(2

= Qe_g.

2’<kl (( 2)4q) +-
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De forma completamente andloga se deduce que

ST(OpS(L) = pe’.

Por lo tanto de las relaciones (1.2.6) y (1.2.7), resulta claro que

C —C é’_ _g
acosh({)—a'senh({) = a(e +2e )—d‘”(e 26 )

et S et U
= 7(a +a)—5(a —a)
1 o —{+ipef
= E(qe ¢+ip )
= 50 (arin)s
$'0) (75 @+in) ) 50
= §7(as().

De esto, vemos que

§7(0)a's(0)

(5'as©)’
= (acosh(¢) —a'senh(?))’
—asenh(¢)+a' cosh().

Ahora, al recordar la expresién (1.2.12) y con lo recién probado,
vemos que para la energia promedio de un estado de comprimido de
minima incertidumbre (ver (1.5.5)) podemos escribir

(W[H[p) = (0
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Si usamos la ecuacion (1.4.2), entonces,
= (08" (a" +a*) (a+5[0) +
= (0|87 (a'a+aa’+a*a+lal*) $|0) + %
= (0[3'a'85"a8 + a§'a' +a'5'aS0) +Iaf +
= <0 ‘ (—d senh(¢)+a’ cosh({)) (d cosh(Q) —a' senh({)) ‘ 0>
+lal* + %

Al recordar la ortogonalidad de los estados |n) y usando la accién de
los operadores @ y @' sobre estos estados, concluimos que en la ecua-
cién anterior todos los términos cuadraticos en d@ o en @' o bien que
involucren a '@ seran cero. Por lo tanto lo anterior se vuelve

= <O‘dd"' senh?() ‘ 0> + |al® + %

1
= senh®()+|al®*+ >

Finalmente, calculemos la estadistica de fotones para un estado com-
primido. Es decir, evaluemos el producto interno

(n[s]o)|"

Expresemos el producto interno en la representacion de posiciones, es
decir,

S

bn=

<n‘§‘0> :f "‘/Jn(Q)egll)o (egq) dg.

Notemos que la integral se debe anular para nimero de fotones impares,
pues el integrando es una funcién par si n es par y es una funcién impar
si n es impar. Esto se debe a que las funciones de onda 1, son pares
si n es par e impares si n es impar. Con ayuda de la referencia [16]
evaluamos la integral y obtenemos que
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0 si n es impar.

Pn= n 1 tanh({) no.
(n/Z) cosh({) (T) sin es par.

La figura 1.6 muestra un ejemplo de lo anterior.

Pn
0.1

0.0

0.0

0.0

n
5 10 15 20

Figura 1.6: Ejemplo de la estadistica de fotones para el estado de vacio
comprimido con { =3.



cAPiTULO 2

Pseudodistribuciones de probabilidad para el
campo electromagnético

ABEMOS POR EL principio de incertidumbre de Heisenberg (1.5.1) que
S no es posible medir de manera simultdnea y precisa posiciéon y mo-
mento. Por tanto, a priori, podria resultar absurdo tratar de construir
una funcién que imitase este comportamiento. No resulta ser asi a pos-
teriori. Es decir, lo que se busca es expresar valores esperados cudnticos
en términos de funciones de distribucién sobre el espacio fase, pues asi
convertimos la expresion cuantica

R 0
= [ @i (0.5 vy
q
en una expresion estadistica
(A) = f a(q,p)f(q,p)dqdp,

en donde f (g, p) es la funcion de distribucién y a(q, p) es una funcién
que representa al operador A en el espacio fase.
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2.1. Wigner

El primero en introducir funciones de distribucién en el espacio fase
fue Wigner en 1932. El utilizé una funcién que hoy conocemos como
funcién de distribucién de Wigner y que mas abajo definiremos a par-
tir de sus propiedades. De hecho, con s6lo un postulado es suficiente
para definir a la funcién de Wigner W(q, p) [6, 23]. Supongamos por
un momento que la distribucién W(q,p) se comportase como una dis-
tribucién de probabilidad conjunta. Esto querria decir que a partir de
ella podemos recuperar las distribuciones marginales tanto para g como
para p. Mas precisamente, f jooo W(g,p)dp 6 f jooo W(q,p) dg deben de
otorgarnos las distribuciones de probabilidad de posicién y momento
respectivamente. De manera adicional, si desplazamos por una fase 6
todas las amplitudes complejas deben de desplazarse en el espacio, lo
cual quiere decir que tanto g como p deben de rotar en el espacio fa-
se, y por tanto, la distribuciéon también debe de rotar. Postulamos pues,
que la distribucién de probabilidad de posicién pr(q, 8) después de un
desplazamiento de fase 6, debe de ser

pr(q,6) = (q|U(6)pU"(6)|q)

= f W (qcos(6) — psen(8),qsen(6)+ pcos(8)) dp, (2.1.1)

en donde p es el operador densidad.

Usando la féormula (2.1.1) podemos relacionar a la pseudodistribu-
cion (o cuasidistribucién) de probabilidad con los estados y la medicion
de observables. Veamos algunos casos especiales. Si 6 = 0, obtenemos

o0
J W(g,p)dp={(q|plq),
—00

Mientras que para 6 = % se obtiene que, al recordar las ecuaciones
(1.2.9) y (1.2.10) que describen la accién del operador de corrimiento

de fase sobre las cuadraturas,

f W(q,p)dg=(p|p|p) = J W(-p,q) dp.
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Las integrales como la presentada en la férmula (2.1.1) se conocen co-
mo transformadas de Radon [16]. Su inversa se utiliza principalmente
en la reconstruccion tomogréafica de imédgenes y para el caso de la me-
canica cudntica permite un reconstruccién tomografica de estados [23].

¢Por qué es suficiente con usar el postulado (2.1.1)? Para entenderlo
requerimos introducir el concepto de funcion caracteristica. La funcién
caracteristica es simplemente la transformada de Fourier de la funciéon
de una distribucion, esto es, para el caso de la funciéon W de Wigner, lo
siguiente

W(u,v)= Jf W(q,p)e =P dqdp. (2.1.2)
R2

Usamos también la transformada de Fourier de la distribucién de pro-
babilidad en el espacio de posiciones

15r(€,9)=f pr(q, 0)e 9 dq. (2.1.3)

—00

Al usar (2.1.1), resulta claro que

pr(&,0) = Jf W(q',p)e % dqdp, (2.1.4)
RZ

en donde hemos hecho las abreviaturas ¢’ = qcos(6) — psin(0),p’ =
gsin(0) + p cos(0). Por lo tanto, al invertir esta transformacién, vemos
que g = g’ cos(0) + p’sin(0),p = —q’sin(0) + p’ cos(H). Claramente el
Jacobiano de dicha transformacion (y de su inversa) es igual a 1, y por
tanto al realizar el cambio de variables de integracién (q,p) — (¢’,p’),
la integral en (2.1.4) se vuelve

= ff W(q/,p/)e’ig(q/ cos(0)+p’sen(0)) dq’dp’.
RZ

Si usamos la definiciéon de la funcién caracteristica (2.1.2), entonces
resulta claro que

pr(E,0) = W(E cos(0), & sen(6)).
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es decir, ila trasformada de Fourier de la distribuciéon de probabilidades
en el espacio de posiciones es simplemente la funcién caracteristica en
coordenadas polares!

Hasta el momento todavia no hemos usado la totalidad del pode-
rio del postulado (2.1.1) y ya hemos extraido algunas consecuencias
interesantes. Dejemos que la naturaleza cudntica (es decir el operador
densidad) entre en juego. Asi, de (2.1.3), vemos que

pr(£,0) = J q|0(0)p07(0)|q) e dg

= w{0(0)pU"(6)e 7}
tr{pU(0)e™*107(6)} .

A
= J (a]|0(0)pU'(0)e|q) dg

Mediante la féormula (1.2.9) recordamos la accién del operador de co-
rrimiento de fase sobre §. De tal suerte que podemos escribir

U'(0)e™®10(0) = e cos(0)+psen(6) (2.1.5)

Reconocemos en la expresién (2.1.5) al operador de Weyl e “4=P en
coordenadas polares. Como vimos, la transformada de Fourier de la den-
sidad de probabilidad, pr(&, 8), nos da la funcién caracteristica en coor-
denadas polares. En consecuencia, resulta inmediato que

W(u,v) = tr(pe Wa—1P), (2.1.6)

Lo que ahora hacemos es utilizar el lema de Campbell-Baker-Hausdorff
(A.2.2) para reexpresar el operador de Weyl

P I
e MITP = e e e P, (2.1.7)

Es bien sabido que los eigenestados de los operadores de posiciéon y
momento se encuentran relacionados mediante una transformada de
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Fourier [8], es decir,

1 (™
=—= P |p)d 2.1.8
) mJ_we |p) dp (2.1.82)
\P)Z—l JOO el |q) dq. (2.1.8b)
V21 ) _ o

Por lo tanto, el operador exp (—ivp) solamente desplaza a los eigenesta-
dos |q) de posicidn por la cantidad v para producir los estados |q +v).
En consecuencia,

W(u,v) — JOO <q‘pe—iuf]—iv}3‘q> d

—00

o0
= e_‘uzvf <q pe_iuq‘q+v> dq.

—00

Si en la expresién anterior reemplazamos q por x — % obtenemos

o0
W(u,v):J e lux <x—%‘ﬁ‘x+g> dx. (2.1.9)
—00

Para obtener la forma explicita de la distribucién de cuasiprobabilidad
W (u,v), simplemente aplicamos la definiciéon (2.1.2) e invertimos la
transformada de Fourier. En virtud de la ecuacién (2.1.9) esto quiere
decir que

1
W(g,p) = o) f f W (u, v)e P du dy
) (2n)2J J f (@ =3lele+3)
% —1uq ’+iug+ivp dq/dudv

/ ~
= _— q —_——
2nf—wf—oo 2

v\ .
§> e"P5(q’ —q)dvdq’.
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Al efectuar la integral sobre q’ y reemplazar v por x, obtenemos final-
mente la legendaria formula de Wigner,

1 (% x x
W(q,p)=— e'P* <q ——|plg+ —> dx. (2.1.10)
21 ) 2 2

2.1.1. Propiedades basicas de la distribucion de Wigner

Estudiemos ahora algunas de las propiedades mds fundamentales de
la distribucidon de Wigner. Si el lector desea consultar mas propiedades
de las que aqui se enlistan se le recomienda la referencia [30].

Notamos primero que la funcion de Wigner es real para operadores
Hermitianos . Es decir,

W*(q,p) =W(q,p). (2.1.11)

Esto se verifica facilmente de la ecuacion (2.1.10) al tomar el complejo
conjugado y reemplazar x por —x. Asimismo, la funcién de Wigner se
encuentra normalizada, es decir,

J f W(g,p)dgdp =1, (2.1.12)

pues el operador densidad se encuentra normalizado de manera tal que
tr(p) = 1.

Una propiedad notable de la distribucion de Wigner es la llamada
férmula de traslape para un par de operadores F; y F, con funciones de
Wigner W; y W, respectivamente. Para obtener la funcion de Wigner de
un operador arbitrario simplemente reemplazamos el operador densi-
dad en (2.1.10) por el operador en cuestion. Por lo tanto, tenemos lo
siguiente.

tr(F,Fp) = 27Tf f Wi(q, p)W,(q,p) dq dp. (2.1.13)
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Probar (2.1.13) es relativamente sencillo. Para ello, simplemente debe-
mos de usar la ecuacién (2.1.10) para desarrollar el lado izquierdo de
(2.1.13). Esto es,

Zﬁf J Wi(q, p)W,(q,p) dg dp

Lo

X <q—? F2 q+—= 2 > dx; dx, dq dp,

o . . (0.0) :
Si integramos sobre p y recordamos que la integral ﬁ f e et dt =
6(x), entonces resulta inmediato que al integrar sobre x; y reemplazar
X, por —x; y luego cambiar x; por x, obtenemos que

o o X X X | .
q—— q+§><q+§ Falq—
J f ¢ P, 10"y (¢"|Fu ) dg’ dg”

f (@ |FrBald) d
—0Q

tr (FIFZ) .

F1

o)

Fy

X\ dqd
5) dadx

Lo notable de la férmula de traslape (2.1.13) es que permite calcular
valores esperados con facilidad. Observemos que de la completez de los
estados de Fock

(n\F\n)zZ(n\n)(n\ﬁ'\n)=Z(n\p”ﬁ\n):tr(ﬁﬁ).

n n

Asi pues,

tr (oF) =2ﬂf J W(q, p)Wr(q, p) dq dp. (2.1.14)



36 Pseudodistribuciones electromagnéticas

iJusto como se menciond en la introduccién de esta seccién! Mas atn,
otra consecuencia simple de la féormula de traslape es que

(1 [9s)[* = 2nf J Wi (g, p)Wa(g,p) dq dp,

para la transicién entre estados puros |1/)1> y }1,[)2). Sin embargo si
dichos estados son ortogonales esta probabilidad se anula, es decir,
o0 o

27 f_oo f_oo W;(q,p)W5(q,p) dg dp = 0. El traslape entre dos funcio-
nes de Wigner estrictamente positivas no puede ser cero, por tanto, esto
quiere decir que la funcién de Wigner puede tener regiones de nega-
tividad. Aunque no lo mostraremos aqui, se puede usar la férmula de
traslape para relacionar a la funcién de Wigner con la pureza y la en-
tropia de von-Neumann [23]. Por el momento, usaremos la férmula de
traslape para probar dos tultimas propiedades de la funciéon de Wigner.
Una es la representacion de los elementos de matriz del operador den-
sidad en una base dada. Para ello, simplemente notamos que

(d|pla)=tr(pla)(d]) = 2nf f W (q, p)Wea(q, p) dg dp,

(2.1.15)
en donde W,,(q, p) denota la representacién de Wigner del proyector
la) {a’ \ obtenida al reemplazar al operador p en (2.1.10) por el proyec-
tor.

Finalmente, probaremos que la norma de la funcién de Wigner se
encuentra acotada. Es decir,

(W(g,p)| < % (2.1.16)

La demostracion es inmediata. Primero, consideramos un estado puro
o= |1/)) (1/)| tinicamente. Utilizamos la desigualdad de Cauchy-Bunya-
kovsky-Schwarz junto con la férmula de Wigner (2.1.10) y obtenemos

que
(=5 o) e[ ffa3 o)

2d 1
X=—2.

2 1 [
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2.1.2. Ejemplos de distribuciones de Wigner para diferentes
estados

Con el propésito de ilustrar lo discutido con antelacién, usemos la
férmula de Wigner (2.1.10) para calcular la expresion explicita de la dis-
tribucién de Wigner para diferentes estados. Empecemos con el estado
de vacio. Al recordar la forma de la funcion de onda en la representacion
de posiciones (1.3.10) vemos que

1 [0 0)
2n ) _
1 (® . x X
= % e‘px<q—§‘0> <O‘q+§>dx

—00

1 * 12 12
= 5 elpxe_(q_i) e_(q+§) dx,
—00

. x x
W(q,p) elpx<q—§‘ﬁo‘q4‘§> dx

2m2

en donde hemos usado que g, = |0) (0|. Continuando con el desarrollo
y simplificando términos,

—g2—p2 00
e q p . _ﬁ 2
= f P dy

—g2—p2 00
q —p . \2
_ e f e—i(x—mp) dx

Para concluir que

Wy(g,p) = ¢ (2.1.17)

La figura 2.1 ilustra la forma que tiene esta funcién. Como se aprecia,
es una campana Gaussiana centrada en el cero del espacio.

¢Cdémo se ven las funciones de los estados comprimidos y los estados
de vacio? Esto se puede responder recordando que los estados compri-
midos son vacios comprimidos y que los estados coherentes son estados



38 Pseudodistribuciones electromagnéticas

Figura 2.1: Ejemplo de la funcién de Wigner para el estado de vacio.

de vacio desplazados. Asi, para el caso de estados comprimidos tenemos
que

1 [ X .. X
Ws(q,p) = =— e"”<q—§(5ﬁ05‘/q+—2—>dx

27 |
¢ +_)>d
€ (q ) X,

1 o0

= —_— eipx <e§ (q_f)}p‘o
2n J_ 2

y por tanto,

exp (_ezng _ e—chz)

T

} (2.1.18)

W(q,p) =W (e°q,e™“p) =

Esta redistribucion de la masa para la funcién de Wigner es lo que se es-
peraria con tal de preservar el area de la funcién. La figura 2.2 muestra
un ejemplo de esto.

Para el caso de los estados coherentes tenemos que mediante un pro-
cedimiento completamente analogo al utilizado para los estados compri-
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Figura 2.2: Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado comprimido
con { =0.5.

midos, es claro que

x

Wola,p) == (g3 |Dpobl|a+3 ) d
= — — — — X
p\q,pP by _ooe q 5 Po q 5
1 ® i(p—p )X X R X
TS ((a=00=3)] ool (a=a0+5) ) ox.
y por tanto
e‘(Q‘Qo)z—(P—Po)Z
Wp(q,p) = Wo(q —qo,p — Po) = . (2.1.19)

Y

La figura 2.3 muestra un ejemplo de la funcién de Wigner para un estado
coherente.

Podemos construir funciones de Wigner alin mas interesantes si pen-
samos en el principio de superposicion de la mecdnica cuantica. Por
ejemplo, consideremos a los llamados estados de gato de Schrodinger
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Figura 2.3: Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado coherente con
Po=1Yyqo=1.

[12, 23]. Los estados de gato resultan de la superposicién de dos estados
coherentes de amplitudes opuestas. De esta forma, su funcién de onda
sin normalizar seria simplemente la superposicién de las funciones de
onda de dos estados coherentes con amplitudes en posicién opuestas:
Qo Y —@o respectivamente.

Yelq) e~3(a-00)" 4 o=hera0)’,

Deducir el valor de la constante de normalizacién no es muy compli-

cado ya que sabemos que dicha constante debe de cumplir que N™2 =
o e .

f_oo (q)? dq con tal de que la funcién se encuentre normalizada. Esto
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es,

o0

N~2 = Yalq)® dg

—00

[ 1 2 1 2 2
= (efi(q*%) + e 2(a+40) ) dgq
J-o
(e ¢]
— Jr o~(a-00)" 4 o—(a+a0)” 4 2e—§((q—qo)2+(q+%)2) dg,
—00

que al efectuar las dos primeras integrales y simplificar el argumento de
la dltima exponencial se transforma en

o0
= 2ﬁ+2e_q§J e 7 dgq

—00
= 2/7 (1 +e—q3) ,

es decir,
1

N = ,
\/Zﬁ(l +e—q§)

yen consecuencia,

1 VR 1 2

La ecuacion (2.1.20) junto con la férmula de Wigner nos permiten
deducir la forma de la funcién de Wigner para un estado de gato de
Schrodinger. Asi,

1 o0
21
—0o0
1 < 2 2
= > - f elPX (e_%(q_qo_i) —|—e_%(q+q°_§) )
412 (1+e_q0) —00

X (e_%(q_q0+§)2 +e_%(q+q0+§)2) dx,

. x x
Ws(q,p) = elpx<q—§‘ﬁ‘Q+§> dx
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simplificando, agrupando términos e integrando

1 o0
— J o~ 0> =240 =5 x(~4ip+4qo+x)
4 (1 + e_qg) n32 )

(eZQ% + e‘lox) (1 + er(ZQ+X)) dx

. 2 . . .
e—P*~2ipgo—(a+4o) (e21pqo + e%0(20+40) 4 d0(4ip+29+q0) 4 e21pq0+4qu)

X

5

2 (1+qu) T

y al usar la identidad de Euler, concluimos finalmente que

e P’ =470 4 e=P*~(4+40)* 4 2e7P*~1 cos(2pq,)

2 (1 + e_qé) T

WG(Q:P) =

(2.1.21)
Las figura 2.4 muestra un ejemplo de cémo varia la funciéon de Wigner
al cambiar el valor de qj.
En lo que sigue, estudiaremos otras distribuciones en el espacio fase
y las usaremos para deducir mas ejemplos de funciones de Wigner para
otros estados.

2.2. Husimi-Kano

Se podria decir que la funcion de Wigner constituye un balance entre
una distribucion clasica para el espacio fase y la representacién cuanti-
ca correcta. La distribuciéon de Wigner genera las marginales adecuadas,
obedece la férmula de traslape (2.1.13) y nos proporciona una manera
de calcular valores esperados muy cercana a la manera cldsica (2.1.14),
y sin embargo, la funcién de Wigner puede ser negativa. ¢Es posible de-
finir una distribucién de cuasiprobabilidad estrictamente no negativa?
¢Podemos definir otras pseudodistribuciones de utilidad? Afortunada-
mente la respuesta es afirmativa. Empezamos analizando el caso de la
llamada distribucién de Husimi-Kano, o funcion Q [12, 23].

Podemos suavizar a la funcién de Wigner al efectuar su convolucion
con una distribucién Gaussiana del mismo ancho que el vacio, para asi
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Figura 2.4: Ejemplos de la funcién de Wigner para un estado de gato de
Schrédinger con g, =1 (arriba) y go = 3 (abajo). Con gy = 1 no se distinguen
claramente las dos amplitudes coherentes, y mas bien, pareciera tenerse
un efecto de compresién. Sin embargo, al incrementar el valor de ¢, hasta
3 apreciamos claramente cémo aparecen dos amplitudes coherentes y una
estructura de interferencia cuantica con una zona de rapida oscilacion.
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obtener la funcién Q.

1 (0.¢] (0.0] 2 2

Qlg,p)= EJ f w(q,p)e (=) -0") qa¢' dp’  (2.2.1)
—00 J —00

Atn podemos simplificar esta relacién si recordamos la férmula de tras-

lape de Wigner (2.1.13) y la formula de Wigner que corresponde a los

estados coherentes (2.1.19) notamos que la funcién Q simplemente co-

rresponde a la distribucién de probabilidad de encontrar a los estados

coherentes |a) con amplitud a = %(q +ip) en el estado g, ya que

= —1 O 2.2.2
Q(g,p) = 2ﬂtr(plfx} (al) (2.2.2a)
1 ~
=5 (alpla). (2.2.2b)

De esta manera, es claro que la funcién Q es no negativa y ademas se
encuentra normalizada a 1, tal y como se puede verificar de manera
directa de la relacién de completez de los estados coherentes (1.4.8).

De la definicién de funcién caracteristica vemos que al usar el teore-
ma de la convolucién para transformadas de Fourier, resulta inmediato
que

(0.0] (0.0)
Qu,v) = f J Q(q,p)e_i“q_i”’ dq dp (2.2.3a)
—00 J—00
=W(y, v)e_%(“zﬂz). (2.2.3b)
De forma completamente analoga a la ecuacion (2.1.6) tenemos que
O=tr (pe—i(u%vz)e—iuqup) ’
o bien al introducir el parametro complejo f = ‘/%(u +1iv), tenemos que
Q =tr (pe_%lﬁlze—iflﬁ*—ifl?ﬁ) s

al recordar que a = % (g +ip). Al aplicar el lema de Campbell-Baker-
Hausdorff (A.2.2) vemos que

Q=tr (ﬁe_iaﬁ*e_wﬁ) s (2.2.4)
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A partir del desarrollo en serie de lo anterior, y de la ecuacién (2.2.3a),
concluimos entonces que

oV a* |
3~ apn

r(pava™) = it

B=p*=0
o0 o0

= f f Q(g,p)a”a™* dq dp,
—00 —00

al usar la notacién compleja a = ‘/% (¢ +ip). Los valores esperados de

la forma tr (ﬁdvd“‘) son llamados de orden antinormal.

2.3. Glauber-Sudarshan

Es posible obtener atin otra distribucion en el espacio fase si en vez
de utilizar valores esperados de orden antinormal usamos valores espe-
rados de orden normal ¢Cudl es la correspondencia en el espacio fase
para el orden normal? Si cambiamos el orden de las exponenciales en
la expresion (2.2.4) definimos entonces una nueva funcién

~  _iatp _iap*
P=tr (pe ia'p o-iap ) 2.3.1)
bajo el entendido de que 8 = %(u + iv). En consecuencia, al usar los

mismos argumentos de la seccion anterior, encontramos que la funcién
P o de Glauber-Sudarshan

o0 o0
P(q,p) = f J P(u,v)e™*P du dv
—00J—00

corresponde al orden normal
o0 o0
tr (p“dwdv) = J J P(q,p)a™a” dq dp,
—o0 J —00

con a= %(q +ip).
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Una propiedad notable de la funcién P es que diagonaliza al opera-
dor densidad en términos de los estados coherentes. Para ello, notamos
que de la ecuacién (2.3.1) y de (A.2.2) resulta claro que

P(u,v) = tr (ﬁe_iai‘ﬁe_iaﬁ*)

= tr (ﬁelze i emi'fe _‘aﬁ)

2,2
= tr (f)e(u z ) e_iuq_ivp)

En consecuencia,
Wu,v)=e 7 P(u,v). (2.3.2)

Utilizando el mismo razonamiento que en el caso de la funcién Q, sélo
que a la inversa esto quiere decir que

1 00 (o] ) )
W(q,p>=;f f P(qo,po)e”(47%0) ~(2=0) dg dp.
—00 J =00

Si recordamos la férmula de Wigner (2.1.10) y la forma de la funciéon de

Wigner para los estados coherentes (2.1.19), vemos que de lo anterior

resulta inmediato que al usar el teorema de Fubini y la linealidad del
1 o0

producto interior
. X
— ipx [, _ 2 —
© <q 2 > d
P X x
P(qo,po) (a=5| 1o tal| g+ ) dx) daodpy
= on <q -5 J J P(qo,Po) la) {(al dgodpo |q + = > dx,
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y por tanto, los argumentos de las integrales con respecto a x deben
de ser iguales entre si', de donde se desprende el célebre teorema de la
equivalencia dptica

p =J J P(qo, po) ) (| dgo dpo. (2.3.3)

Procedemos ahora a estudiar algunos ejemplos adicionales de interés.

2.3.1. Mas ejemplos de funciones de distribucion

¢Cémo se ven las funciones Q?¢Qué tan suavizadas son con respecto
a la funcién de Wigner? Empecemos usando la férmula (2.2.2b) y la
expresion (1.4.6), entonces, para un estado de Fock |n) tenemos

1
Qg,p) = 5~ I(al n)|* (2.3.4a)
1
= ﬁe"“'z o (2.3.4D)
1 2+ 2 n
- e—2(a*+r?) (q P ) . (2.3.4¢)
27mtn! 2

En la figura 2.5 se pueden apreciar dos ejemplos de la funcién Q de
Husimi para diferentes estados de Fock. Notar que si n = 0 la expresién
anterior casi se reduce a la deducida para la funcién de Wigner, pues

_1 a »p
Q(q’p)|n:0 - EWO (E, E)
De la funcién Q para estados de Fock podemos deducir la forma de

la funcién P para estos estados. Baste recordar la ecuaciones (2.2.3b)
y (2.3.2) y usar el teorema de la convolucién para transformaciones de

'En realidad son iguales salvo en un conjunto de medida cero.
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Figura 2.5: Ejemplos de la funcién Q de Husimi para un estado de Fock
conn=1yconn=4.
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Fourier [39] para escribir

P(u,v) = Q(u, v)e%(uz-i-vz)
— Fap)= J f Qu, V)e%(uzﬂz)eiuqﬂ"p du dv
—0Q —00
) J J Q(q’, pe 2 (@=a7+0=r7) qq’ qp’
—00 —0Q

0 oo 2 22\
_ J J ! e—2(a%p?) (—q tp ) e~ 2(@a7+0=p)) g’ dp/
2

o0 J —oo 27!
1 (#) 1( 2% 022 ”5 5
=€ 3 3—(12+a—pz (@)6(p).

En lo anterior, hemos evaluado la convolucién usando las propiedades
de las transformaciones de Fourier y recordando que la transformada de
Fourier de un polinomio estd en términos de derivadas distribucionales
de la funcién delta de Dirac [39, 16]. Este es un buen ejemplo para mos-
trar cémo las funciones P resultan en objetos muy singulares (incluso
mas singulares que las funciones de Wigner).

Centremos ahora nuestra atencién en un estado térmico. El opera-
dor densidad de un estado térmico esta dado por

o0
p=(1-eP)> In)(nle™, (2.3.5)
n=0
con 3 = :B—“’T Denotamos por kg a la constante de Boltzmann y por

T a la temperatura. Para entender por qué éste debe de ser el opera-
dor densidad de un estado térmico, podemos argumentar lo que sigue.
En el equilibrio térmico, el operador densidad tiene que ser diagonal.
Mads aun, ya que los fotones obedecen la estadistica de Bose-Einstein,
su funcién de particién es Yo e = 1_i_ﬁ. Asi, al usar la definicién
(2.2.2a) y sustituir la relacién (2.3.4b) para la funcidén de Husimi de los
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estados de Fock, resulta claro que
el (1 - e_ﬁ) X (lalze_ﬁ)"

!
27 = n!

QT(Q: P) =

—1— (1 —e_ﬁ) exp [—locl2 (1 —e_ﬁ))

_ % 1—e ) exp (_% (p*+¢*) (1 —e—ﬁ)) .

Como se puede ver, la funcién de distribucién es una Gaussiana centrada
en el origen del espacio fase. Para el caso limite en el que f — o0,
observamos que esta funciéon Q tiende a la funcién Qg de un estado
de vacio, mientras que para el caso de temperatura finita, tenemos que
es de un ancho(varianza) mayor. En la figura 2.6 podemos apreciar un
ejemplo de como se ve la funcién de Husimi para un estado térmico con
B =0.1.

Il

Figura 2.6: Ejemplo de la funcién de Husimi para un estado térmico con
p=0.1

Cabe ahora preguntarnos écudl es la funcion de Wigner para un esta-
do térmico? la respuesta a esta pregunta se obtiene facilmente mediante
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la inversion de las funciones caracteristicas(ver la ecuacion (2.2.3b)) via
la transformada inversa de Fourier, para obtener finalmente que

Wr(q,p) = %tanh (g) exp (— (q2 +p2) tanh (g)) . (2.3.6)

La funcion de Wigner de un estado térmico describe un comportamien-
to muy similar al de la funciéon de Husimi. Ambas presentan el mismo
comportamiento limite y sus graficas son muy similares, tal y como o
muestra la figura 2.7.

Figura 2.7: Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado térmico con
B =0.1. Notar la similitud con la funcién de Husimi.

Nuevamente, via la transformacion inversa de Fourier, ahora aplica-
da a (2.3.2), obtenemos la distribucién P de un estado térmico.

Pr(q,p) = % (eﬁ - 1) exp (—% (pz +q2) (eﬁ _ 1))

Como muestra la figura 2.8, para el valor de § = 0.1, la gréfica de la
funcién de Glauber de un estado térmico es muy similar a sus andlogos
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de Wigner y Husimi. Sin embargo, en el limite 8 — oo difiere notable-
mente, pues en el limite tiene el singular comportamiento de una delta
de Dirac bidimensional.

Figura 2.8: Ejemplo de la funcién de Glauber para un estado térmico con
£ =0.1. Notar la similitud con las funciones de Wigner y de Husimi.

La ecuacidn, (2.3.5), nos permite deducir la forma que tienen las
funciones de Wigner para los estados de numero. Es decir, si le aplica-
mos la férmula de Wigner resulta inmediato que

Wr(q,p)=(1—eP)> W,(q,ple™”

n=0

esto es, al recordar (2.3.6)

%tanh (g) exp (— (¢*+p*) tanh (g))
W,

=(1-eP) Y Wilq.pe,
n=0
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o al despejar,

i) 1 tanh £
nz:(:)Wn(q,P)e_”ﬁ =\ T e(‘ﬁ) exp (— (q2 +p2) tanh (g)) ,

B B
1 1 (2 5 ez —e 2
B (1+e ﬁ)EXp (*+7) e (14 )

gl el 25)

_ %e—(q2+p2) (1 - ﬁ)) exp ( (q 1+_pz)e( ﬂe) -#) ) ’

para que al usar la funcién generadora de los polinomios de Laguerre
[22], lo anterior se vuelva

i Wa(g.p)e = %e_(qzﬂz) iLn (2¢° +2p%) (=)
n=0 n=0

> ]-)n 2 2
Z e (*+p )Ln (2q2 + 2p2) e P

A W(gp) = e )y, (242 +2p%).

La figura 2.9 nos muestra un ejemplo de la funcién de Wigner de los
estados de numero para diferentes valores de n.
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Figura 2.9: Ejemplos de la funciéon de Wigner para un estado de Fock con
n=1yconn=4



CAPITULO 3

Representacion del campo atémico
(grupo de rotaciones)

0s AToMOS PUEDEN radiar y absorber luz. La interaccion entre el cam-
L po electromagnético cuantizado y un dtomo representa un proble-
ma fundamental en fisica. Sin embargo, los atomos son objetos muy
complejos con niveles de energia dificiles de describir. Se vuelve enton-
ces necesario encontrar una simplificaciéon que permita realizar predic-
ciones precisas pero a la vez que sea manejable desde un punto de vista
tedrico. Para nuestros propositos, la aproximacion de un atomo como
un sistema cudntico de dos niveles resultard suficiente. Dicha simplifica-
cién reduce considerablemente las complicaciones del problema, y nos
permite predecir ya ciertos fenémenos de interés. Mas aun, deseamos
describir la interaccién de un nimero fijo de atomos de dos niveles con
un campo electromagnético transversal. Esto se debe a que deseamos
investigar propiedades mas colectivas que individuales de la interaccién
atomo-luz. La simplificacién realizada al pensar en el sistema de dos
niveles es que esto es matemdticamente equivalente a un sistema con
espl’n-% en un campo magnético. Esto ya es relevante pues nos permite
usar el formalismo de los operadores de momento angular (sus relacio-
nes de conmutacion) para resolver el problema.

Como se vera mds adelante, el proceso a seguir para el caso del
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campo atémico es analogo al del campo electromagnético. Primero, de-
finiremos el equivalente de los estados de Fock, los llamados estados
de Dicke. Luego definiremos el equivalente a los estados coherentes o
de Glauber, que en el caso atdmico son llamados coherentes atémicos
o de Bloch. Después definiremos los estados comprimidos de espin (en
analogia a los estados comprimidos del campo electromagnético) para
finalizar con la representacién en el espacio fase del sistema que esta-
mos estudiando.

3.1. Estados de Dicke

Para un sistema atémico de dos niveles, denotaremos a las funcio-
nes de onda del estado base y del estado excitado del n-ésimo atomo
por |1/)’2‘> y |1p’11> respectivamente. Cualquier operador que acttie en es-
te sistema puede ser expandido en términos de las matrices de Pauli
6%,67,67 y la matriz identidad 17 asociadas a cada 4tomo. Recorde-
mos que la forma de estas matrices es [8]

. 0o 1)\ . 0 —i

O, = (1 O) 0y = (i 0 ) s (3.1.1a)
. _[1 0 (10
(i 2)e=(20) | e

Si, por comodidad, denotamos por 6, = 61,6, = §,,5, = 3, enton-
ces vemos que las matrices de Pauli satisfacen las siguientes propiedades

8]

62=1Vi=1,2,3 (3.1.2a)
det (6;)=-1Vi=1,2,3 (3.1.2b)
tr(6;)=0Vi=1,2,3 (3.1.20)
3
[61,6;] =2i) &6, Vi (3.1.2d)
k=1
3
61&]:51]1+1281Jk6'k,Vl,] (3126)
k=1
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Ahora, definimos los operadores de ascenso y descenso del n-ésimo
atomo de la coleccién de N atomos mediante
1

o1 =5 (onxion). (3.1.3)

De las relaciones (3.1.2), las relaciones de conmutacién de estos opera-
dores son inmediatas

[62,6i:| == :i:ZOA-:t (3.1.43)
[64,6_]=0,. (3.1.4b)

n n 3 AN
Los estados |1p1> y |¢2>son eigenestados de 7.
La eleccién de la base para el sistema de dos niveles no es tnica. Es
decir, se puede escoger cualquier otra combinacién lineal de la forma

2
[¥i) =D Ui
=1

que mantenga las propiedades de ortogonalidad y normalizacién. Las
transformaciones mas generales U; ; con estas propiedades son la colec-
cién de matrices unitarias de 2 x 2 que forman el grupo U(2). El subgru-
po de transformaciones con determinante 1 forman el grupo SU(2) tan
familiar en el analisis de momento angular.

En lo que se refiere al arreglo de N atomos, el espacio de Hilbert
correspondiente es generado por el conjunto de 2V estados producto

N
|¢i1i2~-~in> = l_[

n=1

Yt (=1,2)

¢z> (in = 1’2) :

Los operadores colectivos de momento angular quedan definidos me-
diante las siguientes relaciones

1S
Ju= 521:0; (u=1x,y,2) (3.1.52)
n=
N
Je=)61 (3.1.5b)
n=1
=TT+ ? (3.1.50)
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A partir de las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.2), resulta inmediato obser-
var que se satisfacen las relaciones de conmutacion siguientes

[Ty ] =i, (3.1.6a)
[J.,J_]=2J, (3.1.6b)
[J,,Je] =+Js (3.1.6¢)

ademas de las ecuaciones tipicas de los operadores de momento angular

L =J £, (3.1.7a)

J,==(JJ_—J_J,). (3.1.7b)

N~ &

Todos los elementos anteriores, nos permiten utilizar el formalismo
de los operadores de momento angular para nuestra conveniencia en
los calculos posteriores. Asi, los estados de Dicke se definen como los
eigenestados de los operadores J2 y J, y son simplemente los estados
usuales |J, M) de momento angular (ver [8] para detalles de momen-
to angular). Se deduce, a partir de las relaciones de conmutacién de
momento angular, que estos estados cumplen las ecuaciones

J W, M)=M|J,M) (3.1.82)
J2,M)=JJ +1)|J,M). (3.1.8b)

Ademas de ser ortonormales y de formar una base.

De forma similar a como se hizo en el caso electromagnético se pue-
de probar que tanto J, |J, M) como J_ |J, M) son eigenestados del ope-
rador J,. A través de la identificacién del eigenvalor correspondiente,
vemos que estos operadores incrementan o disminuyen, respectivamen-
te, en una unidad la proyecciéon de momento angular. Por tanto, de las
condiciones de normalizacion se termina por deducir que su efecto so-
bre los |J, M) es

Jell,M)=+JU+1)-MM*+1)|J,M£1). (3.1.9)
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En analogia con el campo electromagnético, podemos definir un es-
tado de “minimo peso” o de “vacio” |J, —J) como aquél que cumple la
ecuacion

J_|J,=J)=0. (3.1.10)

Luego, al actuar n veces con el operador J, obtenemos de manera di-
recta que

- 2J) 2
J1|J,—J)=n!( ) |J,—J +n), (3.1.11)
n

de tal suerte que de manera inmediata podemos usar esto para escribir
a los estados de Dicke como

1
1 2J \ 2.
|J, M) = m(J+M) JIMT, =T, (3.1.12)

recordando que M € {—J,...,J}.

3.2. Estados coherentes atomicos o de Bloch

En la seccién anterior, hemos definido a los estados de Dicke. Tal y
como en el caso electromagnético los estados de Fock se corresponden
con un numero de fotones determinado, los estados de Dicke repre-
sentan una excitaciéon atémica precisa. Esta excitacion, sin embargo, se
distribuye entre los N dtomos que conforman el sistema de dtomos de
dos niveles. Asi como en el caso del campo electromagnético encontra-
mos después a los estados coherentes, ahora vamos a ver que para el
caso del campo atémico existen estados coherentes colectivos. Lo que
haremos es construir el operador desplazamiento del campo atémico y
luego aplicarlo al equivalente del estado de vacio atémico.

El operador desplazamiento del campo atémico se define [2, 34, 50]
como

D0, ) = e8¢, (3.2.1)

en donde 0
(= Eeiv’. (3.2.2)
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Los estados coherentes atomicos se obtienen como estados de vacio
|J,—J) desplazados, es decir [2, 34, 50]

0,9)=D(0,9)|J,—J) (3.2.3)

A partir de la expresién anterior, notemos que cuando T = 0 el estado
coherente coincide con el estado de minimo peso.

Para poder expresar a los estados coherentes en funcion de los esta-
dos de Dicke requerimos usar una versiéon mas general que el lema de
Campbell-Baker-Hausdorff. Llamaremos a este resultado el teorema del
desenredamiento de un operador (ver apéndice A, ecuacion (A.3.1)). Es
decir, es posible escribir al operador desplazamiento como [3, 50]

b(@, (,0) — erf+eln(1+|rlz)fze—7*j,’

en donde 7 = tan (g) el? (ver apéndice A).
Al aplicar esta nueva forma del operador desplazamiento es muy
f4cil ver que el resultado de aplicar e” /- sobre |J, —J) es |J, —J), mien-
ot
(147 1) eg simplemente m |J,—J) pues |J,—J) es un
T
eigenvector de J, con eigenvalor —J. Asi,al usar (3.1.11), resulta claro

que

tras que e

. 1 7
DO, ), —J) = ———=e"|J,=J)
(1+171%)
1 2
= —JZ( ) Tk|J,—J+Tl).
(1+?) 2o\ "
Al reemplazar M = —J + n, obtenemos finalmente el equivalente a la
férmula (1.4.6) para el caso del campo atomico
0,¢) _ i: ( 2 )2J+M|JM> (3.2.4)
, Lp = 7 T 5 . /N
(1+ |T|2) M=y I+ M

Podemos visualizar a los estados coherentes como un mapeo de la esfera
$2 sobre el plano complejo. Esto se puede apreciar en la figura 3.11

Esta figura proviene con algunas modificaciones de [50].
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Figura 3.1: Geometria de los estados coherentes del campo atémico.

3.2.1. Valores esperados de diferentes operadores

No obstante las similitudes que hemos trazado entre los estados
coherentes electromagnéticos y los atdmicos, hay un punto en el que
difieren notablemente. Los estados |9, ¢) no son eigenestados del ope-
rador J_. En cambio, a partir de la ecuacién (3.2.4) podemos observar

que

1 J (
J
(1+|T|2) i M
™M M - 1)

J_|6,¢) = )2(J+M)§(J—M+1)§

X
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de manera que al cambiar el indice de la suma

J—1

- (2)! 3 e
_(1+IT|Z)JMZ_J((HM)!(J-M)!) = M)w M1, M),

De esta forma el valor esperado de J_ se obtiene como

2J T =1 (2J -1

0,0|J_16, = —
(0,0]7-10,¢) (1+|T|2)2JM;J J+M

2J7T

m (1+171%)

asi, podemos concluir finalmente que

) |T|2(J+M)

2J-1

2J7

. (3.2.5)
1+ |7|

(6,0|J_160,9) =

Un procedimiento completamente andlogo nos otorga que el valor espe-

rado de J, es
2J7*

1+ |7*
lo cual, al usar (3.1.7) nos permite escribir de inmediato los valores
esperados de J, y J,

(0,9]J.10,0) = (3.2.6)

. 2J%(7)
0,0J,0,p)=—— (3.2.7a)
(0,0J,16,0) TP

. 2J5(7)

0,07, 0,p)y="—2 (3.2.7b)
< (’0‘ .V‘ Lp> 1+|T|2

donde $(7) e 3(7) denotan las partes real e imaginaria de T respectiva-
mente. La ecuacion (3.2.4) y el hecho de que los estados de Dicke son
eigenestados de J, nos permiten escribir su valor esperado de manera
inmediata

. 1 J 2J
(0,01J.10,¢) = ———— > ( )M|T|ZU+M)

(1 + ITIZ)ZJ vy \J+M
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Si escribimos R = J + M, entonces, lo anterior se vuelve

1 2] (ZJ)' |"L'|2R 2J (2J)| |T|2R
m (RZ; (R—1)!(2J —=R)! _sz

R=0

2715 (1+127) Y = (1+ 12

(1+12)" (

_ J (71> -1) (3.2.8)
1+|ef o

3.2.2. Representacion de Bloch

Recordemos que 7 = tan (%) el?. Si sustituimos esto en las expre-

siones del los valores esperados (3.2.7) y (3.2.8) que recién hemos cal-
culado vemos que

(0,0]J.|0,¢) =Jsen(0)cos (¢) (3.2.9a)
<9,<p ‘Jy ‘ 9,tp> =Jsen(0)sen (¢) (3.2.9b)
(6,0|J,10,9) =—Jcos(6). (3.2.9¢)

Es decir, podemos asociar a un estado coherente un punto sobre una es-
fera de radio J cuyas componentes cartesianas se encuentran dadas por
los valores esperados de sus componentes de momento angular (salvo
por el signo negativo de J,). A esta representacién se le conoce como la
representacion de Bloch y es debido a ella que los estados coherentes
atémicos son llamados a veces estados de Bloch.

3.2.3. No ortogonalidad y sobre-completez

Como se vio anteriormente, los estados coherentes del campo elec-
tromagnético no son ortogonales ni linealmente independientes. Encon-
traremos que los estados coherentes del campo atémico comparten pro-
piedades andlogas. Empezamos calculando el producto interior de dos
de ellos mediante la ecuacién (3.2.4). Asi, usando la ortogonalidad de
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los estados de Dicke,

1 J 2J
9, 9/, / — ( ) * _N\J+M
(6.016%¢) (1+|T|2)J(1+|T’|2)JM;J i )
(1—|—T*T’)2J
— S 5 (3.2.10)
(1+|T|2) (1—I—|T’|2)

Esto muestra que los estados coherentes atémicos se encuentran apro-

piadamente normalizados y que no son ortogonales en general. Sin em-

bargo, a diferencia del caso electromagnético, para un estado |6, )
1

dado, si existe un estado ortogonal: aquél que tenga v/ = -

Podemos reexpresar a la ecuacién (3.2.10) en una forma que hace
explicita la relacién entre los vectores de Bloch de los estados cohe-
rentes. Al usar la forma que tiene el parametro T en términos de las
coordenadas 8, ¢, vemos que después de un sencillo cdlculo

N 4J
2 ‘1 + tan (%) tan (%) el(¥'=¢)

sec (2)[* |sec (£)
cos (9) cos (9—/) + sen (9) sen (9—/) ei(¢'=¢)
2 2 2 2
= (cos2 (9) cos? (9—/) + sen? (9) sen? (9—/)
2 2 2 2
6 6’ 6 6’ ) o
+2cos (E) cos | — | sen (E) sen | — | cos (¢'—¢) | .

Ahora bien, podemos simplificar méas la expresién anterior si recorda-
mos que cos?(a) = %(1 + cos(2a)), que sen?(a) = %(1 —cos(2a)) y
adicionalmente que cos(a = ) = cos acos 3 Fsena sen 3. Con esto, al

KQ"'D‘QI’@/H Y

4J




3.2 Estados coherentes atomicos o de Bloch 65

continuar el desarrollo es fcil ver que

1 / / / / >
= §(1+c059c059 +senBsen6’ (cosgcosp’+senpseny’))

1 2J
= (5 (14 cos @))

Ie) 4]
_ (COS (E)) , (3.2.12)

en donde O es el dngulo entre los dos vectores sobre la esfera de Bloch
de los estados coherentes |0, ¢) ¥ |9’ , ). Asi, vemos que estados cohe-
rentes ortogonales corresponden a puntos diametralmente opuestos so-
bre la esfera de Bloch.

Para finalizar, vamos a probar que los estados coherentes del campo
atémico forman un conjunto completo en el subespacio de Hilbert que
corresponde a todos aquellos estados de Dicke que tienen una J fija.
Para esto realizamos la integral del proyector |0, ¢) (0, (p| sobre todo
el espacio fase. Tenemos pues que

T 2n
J sen 6 dO J de
0 0

n 27 J J 3 2
1 2J 2 2J 2
=J sen9d9f dp— % Z Z (J+M) (J+M’)
0 0 (1+tan§) J

J+M’
T* TJ+M

(3.2.11)

6,0) (6,¢|

X

J,M") {J, M|

s 27 47 J J 1 1
0 2J \z2( 2] \:
:L sen@d@fo de (COSE) Z Z (J—i—M) (J—i—M’)

M=—J M'=—J

0 2J+M+M’ ) ,
X (tanE) el(M-M")e |J,M/>(J,M|.

Cuando realizamos la integracién sobre ¢, vemos que al recordar que

2 sl
S(M' — M) = i fon M =M% o se elimina una suma y por tanto lo
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anterior se transforma en

J n 27 9\ 2U+M)
= Z 27 senf | sen —
. Jo J+M 2

9 20-M)
X (cosi) |J,M){(J,M| dé,

y al recordar que sen 6 = 2sen % cos % notamos que

J 7 o 9\ 2U+M)+1
= Z db4r sen —
o J+M 2

9\ 2U-M)+1
X (COSE) |J, M) {(J,M]|.

Al realizar la integracién sobre 0, y recordar las propiedades de la fun-
cién beta [1] vemos que

n g\ 2U+M)+1 9\ 2U-M)+1
J (seni) (COSE) d0=BJU-M+1,J+M+1)
0

(=M + M)
N J+1)

en donde B(x, y) denota a la funcién beta. Por lo tanto, de la completez
de los estados de Dicke, nuestro desarrollo se vuelve

J

4r
=D MMl
M=-J

4m
2J +1

B

es decir,

py 0,9)(0,0|=1 (3.2.13)

2+1 (7 2r
sen 6 d6 dy
0 0




3.3 Estados comprimidos 67

3.3. Estados comprimidos

Por nuestra experiencia con los estados comprimidos del campo elec-
tromagnético, sabemos que la compresion redistribuye las fluctuaciones
cudnticas de una cuadratura en otra. Esto también ocurre en el caso del
campo atémico, sin embargo se debe tener cierto cuidado. Uno se veria
tentado a definir a los estados comprimidos del campo atémico como
aquellos en los que alguna de las cuadraturas tiene una varianza menor
al limite cuantico estandar de % El problema con esta definicién es que
un estado coherente podria aparecer como comprimido si se le analiza
desde un marco de referencia apropiado (mediante alguna rotacion).
Tal y como se sugiere en [20], lo necesario en la definicién de compre-
sion es que se establezcan correlaciones entre los espines elementales
de la coleccién de N atomos. Esto implica que un estado se encuentre
comprimido si la varianza de una componente de espin normal al vector
de espin es menor al limite cuantico estandar de % La correlacién entre
espines requiere que haya interacciones no lineales en el Hamiltoniano
pues de otra manera sdlo se establecen rotaciones de los espines indivi-
duales. La interaccién no lineal més sencilla es la cuadrdtica en J, (ver
[20] y también [31] para una discusién mas profunda sobre este punto.
Hasta hace relativamente poco fue posible generar estados comprimi-
dos en el laboratorio y utilizarlos para la investigacion [41, 48]). Asi,
un ejemplo de estado comprimido [20] estd dado por

|2,0,0)=8,]0,0) =€ ), (3.3.1)

en donde {9, (p) es un estado coherente atémico.

Empecemos por calcular la forma que tienen estos estados al desa-
rrollarlos en funcién de los estados de Dicke. A partir de la ecuacién
(3.2.4) es inmediato que al desarrollar (3.3.1) en serie de Taylor

)

(_IX) Az . (J—zij\/[)% J+M
= n — |7, M),
Z :Z_J (1+|T|2)JT

2,0,¢) =
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al aplicar el operador J; 2 y usar que los estados de Dicke son eigenesta-
dos de este operador obtenemos que | x,6,¢) es

_Z ( IX) (J-Zi-i\/[)E TJ+M |J,M>

M=—J (1+|T|2)

5

y por ultimo, al reconocer la serie de la exponencial, concluimos que

1 S 2] \2
%,0,p)=—— e‘”fM( ) ™M\ 7, M) . | (3.3.2)
| (1+|T|2)JMZ J+M

O bien podemos escribir lo anterior de manera explicita en términos de
0 y ¢ al usar la definicién de T para obtener que

J 1 J+M
) 2J \:2 0
|2,6,¢) = Z e M (J+M) (Seni) (3.3.3)

M=—J

o] J—-M
X (COSE) |J,M).

Para darse una idea mas concreta de la forma de estos estados, vemos
que para J = % la expresion anterior se vuelve

11

2’2 ’

| 0 ) iy 01 1 4 0
= 4 —_ =, —— —
X,0,¢ e COS2 575 sen2

Mientras que paraJ =1 es

7,6, ¢) =

0 0 0
e X(cos §|1 —1)+\/_sen5cos 11,0) +sen? — |1,1)).



capituLo 4

Pseudodistribuciones de probabilidad para el
campo atémico

N UN CAPITULO anterior, hemos analizado diferentes distribuciones

de pseudoprobabilidad para diversidad de ejemplos de estados del

campo electromagnético. Hemos visto que tales representaciones resul-

tan ttiles para entender la relacion entre las diferentes variables conju-

gadas en un problema. En este capitulo haremos un analisis similar sélo
que ahora con estados del campo atémico.

4.1. Wigner

4.1.1. Definicion usando el desarrollo multipolar

Definir la funcién de Wigner para el caso del campo atémico es mas
complejo que en el campo electromagnético. La diferencia mas impor-
tante es que mientras que para el caso del campo electromagnético uno
puede tener un numero infinito de excitaciones (fotones) en el caso
atémico este numero es finito. Esto cambia drasticamente la estructura
algebraica del problema y se vuelve necesario recurrir a herramientas
mas sofisticadas. Siguiendo lo hecho en [2], definimos a la funcién de
Wigner en términos de operadores de estados multipolares.
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Un operador de estado multipolar estd dado por la expresion [2]

= Z(—1)J—M\/2k+1( _JM S Ai[’ )lJ,M) (J,M’

MM
J k J
-M q M’

representa al simbolo 3j de Wigner [21, 36]. Cabe notar que los coe-
ficientes 3j de Wigner se escriben en términos de los coeficientes de
Clebsch-Gordan como [21, 36]

_ / J J J
<J1,M1’J2,M2‘J,M>:(_1)Jl e 2J+1(1\411 1\/[22 -M )

Cualquier operador puede ser expandido en términos de operadores
de estados multipolares como [2]

G =Y Gy Ty, (4.1.2)

, (4.1.1)

en donde

con los coeficientes Gy, de la expansién dados por [2]
Grg =tr (1,G). (4.1.3)

En el caso particular de la distribucién de Wigner, lo que se hace es reali-
zar una expansién del operador densidad p en términos de los operado-
res multipolares para que al usar a los coeficientes Gy, de la expansion,
la distribucién de Wigner esté dada por [2]

2J +1
W(0,¢) = \/ Z Z Y (6, ¢)Grgs (4.1.4)

k=0q=—k

en donde Y, representa al arménico esférico usual. Con esta defini-
cién, la funciéon de Wigner para el caso atdmico comparte las mismas
propiedades que mostramos que tiene en el caso electromagnético. Lo
que haremos a continuacion sera utilizar esta definicién para estudiar
como se ven la pseudodistribuciones de algunos estados de interés del
campo atémico.



4.1 Wigner 71

4.1.2. Ejemplos de funciones de Wigner para diferentes es-
tados del campo atémico

Empecemos calculando los coeficientes del desarrollo para los esta-
dos mas simples del campo atomico: los estados de Dicke. Esto quiere
decir que en este caso usamos al operador densidad p = |J, M) (J, M|. A
partir de la ecuacién (4.1.1) y la ortogonalidad de los estados de Dicke,
resulta inmediato que los coeficientes de la expansiéon son

Gf;Cke(J,M):(—1)J_M\/2k+1( o Z ]JV[)

de donde, al recordar que los simbolos 3j de Wigner se anulan si —M +
q+ M’ #0 [21, 36], concluimos que

2J+1 .
WPk (0, 0) =1/ =, Z Z Yieg (0, 0)GPIk(J, M)

k=0q=—k
|27 +1 Y J k J
=/ - Zq_z_:kqu(e L) (=1 M2k +1 ( ‘M g M)
2] +1 J k J
e ZYko(e )1 M2k + 1 ( Mo M).
(4.1.5)

En la figura 4.1 mostramos ejemplos de cdmo se ven estas funciones
paraJ =5y M = —5,...,0. Cada subfigura muestra a la funcién de
Wigner graficada en el plano y luego la gréfica de 1 + W0

VIU+D)

esfera unitaria. La razon para escoger esta funcion en la esfera y no la
funciéon de Wigner directamente en la esfera unitaria responde a que
deseamos evitar valores negativos del radio en la esfera. Ademas, esta
funcién nos permite observar el efecto que tiene la funcién de Wigner
al deformar la esfera unitaria de Bloch.

El siguiente paso légico es obtener la funciéon de Wigner para un es-
tado coherente ) del campo atémico. Podemos adelantar que por
la forma en que se definen a los estados coherentes, la funcién de dis-
tribucién debe ser similar a la del estado de vacio |J,—J) con la cresta

en la
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" 0.0

¥ 0.5 N s
L0.0

(a) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, —5).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J=5.
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0.0

(b) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, —4).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J =5 (cont.).
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(¢) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, —3).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J=5 (cont.).
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(d) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, —2).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J=5 (cont.).
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(e) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, —1).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J=5 (cont.).
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(f) Ejemplo de la funcién de Wigner para |5, 0).

Figura 4.1: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de Dicke con
J=5 (cont.).
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de la distribucion desplazada del polo sur de la esfera de Bloch. Com-
probemos esto. Lo que haremos serd utilizar la definicién (4.1.3) para
calcular los coeficientes de la expansién (4.1.4). Sin embargo, para sim-
plificar los calculos, recurriremos a varias herramientas adicionales. En
primer lugar, usaremos el hecho de que aplicar el operador desplaza-
miento D(8, ¢) de los estados coherentes del campo atémico es equiva-
lente a realizar una rotacién R(—¢,—0,¢) en el espacio de momento
angular [3, 36]. Definimos a una rotacién en el espacio de momento
angular como sigue

R(a,B,y)= e iz g =iBTy g =irT; (4.1.6)

de tal suerte que
RT( a,B,r) = eiyfz ei[J’.fy eiajz_

De lo anterior es claro que RT(—p,—0,¢) =R(¢, 8, ¢).
Notemos adicionalmente que podemos escribir a los operadores de
estados multipolares como sigue

Trg= >, (-1 ™M (1, M,J,-M|k,q) U, M) (J,M'|,  (41.7)
M,M’

en donde hemos usado que los coeficientes 3j de Wigner se escriben en
términos de los coeficientes de Clebsch-Gordan como [21, 36]

_ | J J J
<J1’M1:J2:M2‘J’M>:(_1)Jl e 2J+1(1\411 ]\422 -M )

Siguiendo con (4.1.7), notamos que al recordar las propiedades de si-
metria de los coeficientes de Clebsch-Gordan, entonces

T};q — Z(—1)J—M’ (J,M,J,—M’|k,q) |J,M") (J, M|
M,M’
= > (1M, M T, M |k, —q) |7, M) (J, M|
M,M’

= (_1)qu—q
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Ahora si, procedemos a calcular los coeficientes del desarrollo de la
funcion de Wigner para el estado coherente atémico

|9m (pc> = D(9C7 (pc) |J; _J> IR(—SOC, —95, SOC) |J, _J>,

obteniendo asi que
Gioh = (6., ¢c | Thq| O, oc)
= <J: —J RT(_()OCJ _Gc: (PC)T;ZqR(_(Po _QCJ (pc)

J,J>

k
= (-1 Y DY (90 0.9 (7,—T [Ty [1.-T),  418)

q'=-k

en donde hemos usado las propiedades de los operadores de estados
multipolares bajo rotaciones y que ]D)Z,_q denota a las componentes de

una matriz de Wigner [8, 36]. Observemos adicionalmente que

= > (0™ (MM |k, q') (5, T |, M) (J,M'|J,~T)
M,M’

= (=¥ (J,=J,J,J |k, q") 640
Al usar esto en el desarrollo de (4.1.8), obtenemos que

(~DTDE_ (~¢c, 0c 9 ) (T, =T, J, T |k, 0)

1
R (LI —Jk
- ( 1) 2k+1 Yk—q( c> L)0(:) (JJJJJ’ J‘ ’O>J

en donde hemos hecho uso de las propiedades de simetria de las ma-
trices de Wigner y de su forma explicita en términos de los armoénicos
esféricos [36]. Al sustituir esto en la definicion de la funcién de Wigner
(4.1.4) y usar la forma explicita de los coeficientes de Clebsch-Gordan
de este caso [36], concluimos que

- T +1 ) 2k +1
| CRY \/ Z( DENCHL (2J —k)I(2J +k+ 1)

4m
X H 2k+1qu(9 (P)Yk q( Qc’ (pc)
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es decir,
_(/+1) 1
WCOh 9, 1 q— k
O =" kZOqZ( @ oo e
X Yi—q (—0c, =) Yiq (6, 0) - (4.1.9)

En la figura 4.2 se puede apreciar un ejemplo.

Podemos analizar también la funcién de Wigner de los estados com-
primidos (3.3.3) del campo atémico. Calculemos los coeficientes de la
expansion del operador densidad en términos de los operadores de es-
tados multipolares. Tenemos pues que

G = (2,0 9c | Thy | 2,69 )

1 1 /

. . 2J \2( 2J \: 0.\ M-M
= Z (—1)/ Meix(M*-M") , cos —
J+M J+M 2

M,M’

9c 2J+M+M’ i(M M/) J kK J
—_ - P
x(senz) e V2k+1 M q M )’

de donde la funcién de Wigner para los estados comprimidos es

W o.0=313 31 3 a2, )

=0q=—k M=—J M'=

2 % 0, 2J-M—M’ 0, 2J+M+M’
X Ccos — sen —
J+M 2 2

i(M—M") .+ -M’ Sk
><e(M M) +ix(M? MZ)qu(G’(P)( -M q M’ )

J k J . / _
Como(_M q M,)—031—M+q+M # 0, entonces M = q +

M’, al realizar este cambio y luego renombrar al indice M’ como M,
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x 0.5\'\\,\
1.0

Figura 4.2: Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado coherente.

££>
222/



82 Pseudodistribuciones atomicas

obtenemos que

2] K J 27 %
com _ _1\V—q9—M
werso. =3 Y 3 coreae() Y )

k=0 q:—k M=—J

27 3 6, 2(J—M)—q 0, 2(J+M)+q
X cos — sen —
J+M 2 2

iqp.+ix ((q+M)*~M") J ko J
Xe qu(ea (P) _q_M q M .
Por tltimo, notemos que se debe de cumplir que —J < —q—M < J, lo
cual quiere decir que max(—J —q,—J) < M < min(J — q,J). Asi, si lla-
mamos %, = {M : mix(—J —q,—J) <M <min(J — q,J)}, escribimos
finalmente que

2] K 1
wem o) =3 32 3 1y are( )

k=0 q:—k Meyq

27 : 9.\ 2 -M)—q 0.\ 2U+M)+q
X cos — sen —
J+q+M 2 2

igpc+ix ((q+M)*—M" J ko J
x eldwetiz((g+M) )qu(g, @) ( a-M q M ) . (41.10)
En la figura 4.3 podemos apreciar cdmo cambia la funcién de Wigner
de un estado comprimido al cambiar el pardmetro de compresién. Si el
parametro es chico, la funcién se parece a la de un estado coherente,
pero conforme crece, aparecen fluctuaciones que la distinguen de ésta.

Asi como para el caso electromagnético estudiamos la superposi-
cién de dos estados coherentes, para el caso atomico podemos estudiar
primero la superposicién del estado de vacio |J,—J) con su “opuesto”
|J,J) y luego la de dos estados coherentes. A la primera superposicién le
llamaremos estado de gato polar, mientras que a la segunda le llamare-
mos estado de gato no polar [4]. Comencemos deduciendo la funcién
de Wigner para el estado de gato polar. En este caso, el operador densi-
dad estd dado por

1
p&r =S (WL, =), =T+ L), =T [+ 1, =00 L D).



4.1 Wigner 83

(a) Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado compri-

mido |o.1, Z,2).
Figura 4.3: Ejemplos de funciones de Wigner para diferentes estados com-
primidos.
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(b) Ejemplo de la funcién de Wigner para |0.25, %, §>

Figura 4.3: Ejemplos de funciones de Wigner para diferentes estados com-
primidos (cont.).
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(¢) Ejemplo de la funcién de Wigner para

0.5,3,%).

Figura 4.3: Ejemplos de funciones de Wigner para diferentes estados com-
primidos (cont.).
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De la definicién (4.1.3) es muy fécil ver que

V2k+1
Gi;p - _JJ k J + (=1 J k _J
q J J q J

J ok J J ok J
(0 8)er(30d))

y por lo tanto, al recordar que los coeficientes 3j de Wigner se anulan
si sus tres indices inferiores no suman cero, la funcién de Wigner queda
dada por

WP (0, (p)_ /2J+12«/2k+ (( _JJ IS J)Yko(e,go)

J ok J J ok oJ

+(-1)¥ ( 5 _];J j )Yk_zj(e,(p)). (4.1.11)

Sin embargo, podemos simplificar ain mds esta expresion si usamos la
forma explicita de los coeficiente 3j de Wigner [21] para los casos que
requerimos

_ (2> 5
V@ - +k+ 1) 0

J ok J O\ ok (2J)12
(J q —J)_( 2 \/(ZJ—k)'(2J+k+1)'5q’°
k
q

1
(2] +k+ 112 — k)!(k —2J)! X

_)2J

1
_1\k
Y \/(2J+k+1)!(2J—k)!(k_zJ)!Sq,—ZJ-
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Al sustituir lo anterior en (4.1.11) y usar las diversas propiedades de si-
metria de los armoénicos esféricos, concluimos finalmente que la funcién
de Wigner de un estado de gato polar estd dada por

. 1 (2041 (& 2k +1
WEHO,0) = 2\ ~ax (;fzj)!\/(zj—k)!(zj—kﬂ)!

X (YkO(G’ SO) +Yk0(ﬂ: - 9) (P))

(2J +1)! (sen 8)% cos(N )
29/ - et . (4.1.12)

La figura 4.4 muestra un ejemplo de la gréfica para el caso J = 5. Co-
mo se puede apreciar, los efectos de interferencia cudntica debido a la
superposicion de estados son claramente visibles.

Para finalizar esta seccion, calculemos ahora la funcién de Wigner de
un estado de gato no polar, es decir de la superposicion de dos estados
coherentes atémicos de la forma

gy = [Pen) #1600 02)
V20 +% (61,9165, 92)))

en donde $R(z) denota la parte real del nimero complejo z.

Para poder calcular explicitamente la funcién de Wigner de |\1112)
escogemos como pardametros de los estados coherentes a 6, arbitrario,
P =Y, =0y 0, = —0,. De esta forma el operador densidad esta dado
por

1
58P — ~
’ 2 (1 + (cos@l)ZJ) (~01,0> <61,O| i }91’0> < 91’O|

+|—64,0) (6,0 +|—6,,0) (—6:,0]),

en donde hemos hecho uso de la expresién que encontramos para el
producto interior de dos estados coherentes (3.2.12).

Calculemos los coeficientes del desarrollo multipolar término a tér-
mino y usemos esto para calcular la contribucién a la funcién de Wigner
total de cada uno de los sumandos.
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Figura 4.4: Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado de gato polar
con J =5.
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1. {91, 0) (6, O|: El coeficiente que buscamos implica evaluar la ex-

presion
1 1
2J 2 2] 2
6,,0) =
! > Z(J+M’) (J+M)

MM’
0, \ 2/ +M+M’ 9, \ 2/ -M-M’
x | sen — cos — <J,M’
2 2

Sin embargo, notemos que

(60,0[1,

~F
qu

J,M>.

(7, M| T, |7, M) = >(=1) S /2K +1
S,s’
Sm,s 5
k M’,S M,S
x(_JS ; g,) J MAF SV, SIS MY

J k J
(1M, [
=(-1) 2k+1(_M q M’)'
Por lo tanto, el coeficiente debido a este término es
1 1
GEsmpl _ 1 Z(_l)J_M( 2J )2( 2J )2
“ 2(1+ (cos0)) o J+M') \J+M

0. \ 2/ +M+M’ 9. \ 2 —M—M’
><\/2k+1( —L;V[ S AL/][, ) (sen—l) (cos—l) .

2 2

En consecuencia, la funciéon de Wigner debida a este término esta
dada por

V2T +1 ~
WE™(0,¢) = ~ D, (-1 My2k+1
2V4an (1 + (c0s601)™ ) r gatr

J ok J 27 : 27 : 0, 2J +M+M’
X sen —
-M q M’ J+M J+M 2

0 2J-M—-M’
X (cos ?1) Yiq (6, 9).
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Sin embargo, si recordamos que los coeficientes 3j de Wigner se
anulan cuando los tres indices inferiores no suman cero, entonces
podemos escribir a M = M’ + g, para ahorrarnos una suma, y
luego renombrar a M’ como M para obtener finalmente la funcién
de Wigner de este término.

v2J +1
WE(9,9) = (—1) M-94/2k +1
1 27
2v/4n (1 + (cos61)™ ) am

J k J 2J \: 2J 3
X
-M—-q q M J+M J+M+q

0, 2(J+M)+q 0, 2(J—-M)—q
X (sen;) (cos E) qu(G,ap). (4.1.13)

2. |91, 0) (-6, O|: Por un procedimiento completamente analogo al
anterior encontramos que

1 1
1 2J 2 2J 2
Glf;npz = 27 Z (_1)J_M( /) ( )

M,M’

J k J 6
><\/2k+1(_M q M,)(sen—

2

2J+M+M’
) (_ 1)J+M’

De esta forma la funcién de Wigner correspondiente es

v2J+1
WE (6, ) = o~ D (—D¥ 02k +1
2/4r (1 + (cos 6;) kg

J k J 27 \3 2J 3
X
-M—-q q M J+M) \U+M+q

0, 2(J+M)+q 0, 2(J-M)—q
X (sen?) (cos ?) Yiq (0, ). (4.1.149)
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3. {—91, 0) (6, O}: Mediante un proceso similar al ya realizado

1 1
S HEEYVIRY:
a 2(L+@meg” J+m') \U+m

MM’

7ok g 0, 20 +M+M’ o
X \/2k+1( M q M ) (sen;) (-1

91 2J-M-M’
X | cos — .
(=+3)

Y en consecuencia la funcién de Wigner correspondiente es

V2T +1
WE™ (0, ) = (-1D¥V2k+1
3 2J
2VAr (1+ (cos6,)™) o

J  k J 27 \2 2J 3
X
-M—-q q M J+M) \U+M+gq

91 2(J+M)+q 91 2(J—-M)—q
X (sen ?) (cos E) qu(G,go). (4.1.15)

4. |-6,,0) (—61,0

1 1
1 2J 2 2] \:2
sz;np4 - 27 Z S ( /) ( )
2(1+(c0501) ) J+M J+M

M, M’

g, \ 2/ +M+M’ /
y /—2k+1( _J k J )(sené) (—1) MM

M qg M

0 2J—-M—-M’
X cos—1 .
(=3)

: Finalmente,
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Con lo cual la funcién de Wigner correspondiente es

v2J +1
Wi (6 E ¥ M 2k +1
0.97= 2«/4_n(1+(c0391)2J) qu( ) i

J k J 20 \: 2J 3
X
-M—-q q¢q M J\U+M) \U+M+q

9, \ 2U+M)+q 0.\ 2U—M)—q
X (sen ?1) (cos ?1) Yiq (6, ). (4.1.16)

Ahora si, podemos escribir la funcién de Wigner de un gato de Sch-
rodinger no polar. A partir de lo que ya calculamos esto es simplemente

WE(0,0) =W (0, 0)+ WS (6, 0)+ W™ (0, 0)+ Wi (6, ¢),
o bien al sustituir las expresiones obtenidas en las ecuaciones (4.1.13),

(4.1.14), (4.1.15) y (4.1.16), expander los coeficientes binomiales y rea-
lizar algunas simplificaciones simples, concluir que

V2] +1
(g, ) = k
WE 0, 9) = 2\/_(1+(c0591 ZJ) kZ(:)q_X_:kM; 2R 1)

O G f Gt i q+(—1)2J+(—1)3J+M( JokJ )
JT M —MIJ +q+ M) —q-M) \ "M~—q ¢ M

6, 2(J+M)+q 0, 2(J-M)—q
X (sen;) (cos E) Y, (6, 9), 4.1.17)

en donde .%, = {M : max(—J — q,~J) <M <min(J —q,J)}.

En la figura 4.5 podemos apreciar algunos ejemplos del efecto de
cambiar el angulo 6; en la figura de Wigner de un estado de gato no
polar. Se pueden apreciar claramente los efectos de interferencia entre
los estados superpuestos. Dichos efectos se vuelven mas claros conforme
se aumenta el angulo 6. También vemos como aparecen ademas de los
efectos de interferencia, efectos de compresién notorios [4].
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(a) Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado de gato
no polarconJ =5,0, = g.

Figura 4.5: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de gatos no
polares con diferentes valores de 9,.
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B a0
03y
0.0

(b) Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado de gato

no polar conJ =5,6, = 7.

Figura 4.5: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de gatos no
polares con diferentes valores de 6; (cont.).
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N e :
0.0 \A\ 08
. =700
y
0.5 N 05

01,0
(¢) Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado de gato
no polarconJ =5,0, = 1—3161.
Figura 4.5: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de gatos no
polares con diferentes valores de 8, (cont.).
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-0.5

‘ M
10-1.0 x
(d) Ejemplo de la funcién de Wigner para un estado de gato
no polar conJ =5,6, = %.

Figura 4.5: Ejemplos de funciones de Wigner para estados de gatos no
polares con diferentes valores de 6, (cont.).



4.2 Husimi-Kano 97

4.2. Husimi-Kano

4.2.1. Definicion

Ya que hemos analizado las funcién de Wigner para una diversidad
de estados del campo atémico vamos a hacer los mismo con la fun-
ciéon de Husimi. La extension de la definicién (2.2.2b) de la funcién de
Husimi del caso electromagnético al caso atémico es inmediata: s6lo de-
bemos de reemplazar los estados coherentes electromagnéticos por los
estados coherentes atomicos, es decir, definimos a la funcién de Husimi
del caso atémico como [42, 43]

Q(8,0)=(0,0|p16,9¢), 4.2.1)

en donde |6, ¢) denota a un estado coherente atémico y § es el opera-
dor densidad del estado que deseamos analizar. En lo que sigue estudia-
remos algunos ejemplos sencillos.

4.2.2. Ejemplos de funciones de Husimi para diferentes es-
tados del campo atémico

Empezamos analizando la funcién de Husimi para un estado de
Dicke |J,M). En este caso, el operador densidad estd dado por p =
|J,M) {(J,M|, y en consecuencia la funcién de Husimi para un estado de
Dicke es, al recordar la expresion (3.2.4),

QDicke(Q’ (P) — |<J,M ‘ 9, (P>|2
1
_ 1 ( 2J )ZTJ+M
B JI\J+M
(1+171%)

oF & 9\ +M 9J—M2
= sen — cos —
(i) (enz)  (e3)

En la figura 4.6 es posible apreciar ejemplos de las funciones de
Husimi para estados de Dicke con J =5 y diferentes valores de M.

(4.2.2)
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(a) Ejemplo de la funcién de Husimi para |5, —5).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=b.
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(b) Ejemplo de la funcién de Husimi para |5, —4).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=5.(cont.)
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00 .
05
G,
1.0

(¢) Ejemplo de la funcién de Husimi para |5, —3).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=5.(cont.)
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1.0

(d) Ejemplo de la funcién de Husimi para |5, —2).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=5.(cont.)
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(e) Ejemplo de la funcion de Husimi para |5, —1).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=5.(cont.)
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(f) Ejemplo de la funcién de Husimi para |5, 0).

Figura 4.6: Ejemplos de funciones de Husimi para estados de Dicke con
J=5.(cont.)
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Ahora deducimos la forma que tiene la funcién de Husimi para un
estado coherente |95,apc> En este caso el operador densidad es p =
\9(:, ¢c) (6., <pc| De esta manera, la funcién de Husimi es simplemen-
te }(96, v.|6, <p>| . iPero ya calculamos el valor de esta expresién en
la ecuacion (3.2.11)!. Por lo tanto la funcién de Husimi de un estado
coherente atémico queda dada por

Q°MB, ) = (4.2.3)

1 2J
(5 (1+ cos 6 cos 6. +sen O sen 6, (cos p cos ¢, + sen ¢ sen ch)))

En la figura (4.7) se puede apreciar un ejemplo.

Finalmente, calculemos la funcién de Husimi para un estado ato-
mico comprimido |y, 6,,¢.). En este caso el operador densidad estd
dado por p = }x, 0., ¢.) {x,0.¢.|,y por tanto, al recordar la expresién
(3.3.2), encontramos que la funcién de Husimi queda dada por

2
Qcomp(e’ (P) = \(X: Qc’ 2 ‘ 0, ‘P>|

CE)' e (P
. 2 /
— Z eltM _ N+Mm LM ( ) J+M M (J,M’\J,M)

A R D N (RO
_ i: IXMZ( )ei(J+M)(<P_‘Pc) (cos %)J_M (Sen%)ﬁM
S J+M 2 2

9\ /M 9\ /M 2
(cos —) (sen —)
2 2

En la figura 4.8 es posible apreciar los cambios en la funcién de Husimi
de un estado comprimido al ir cambiando el parametro de compresion.

X

(4.2.4)
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10
0.5
“00)
|
-0.5
-10l
-0
~05 T
00 T
x 05 o,
1.0

Figura 4.7: Ejemplo de |a funcién de Husimi para el estado coherente | 7, %)
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1.0

(a) Ejemplo de la funcién de Husimi para (0.1, 7, 2 >

2

Figura 4.8: Ejemplos de funciones de Husimi para estados comprimidos con
J=5.
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1.0

(b) Ejemplo de la funcién de Husimi para |0.25, %, %)

Figura 4.8: Ejemplos de funciones de Husimi para estados comprimidos con
J =5 (cont.).
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05,2, g).

(c) Ejemplo de la funcién de Husimi para

Figura 4.8: Ejemplos de funciones de Husimi para estados comprimidos con
J =5 (cont.).
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L FORMALISMO DE las pseudodistribuciones de probabilidad no se en-
E sefia de manera usual en los cursos de Mecénica Cuantica de nivel
licenciatura. Asi, en el presente trabajo decidimos estudiar este esquema
para los casos de los campos atémico y electromagnético. Las pseudo-
distribuciones de probabilidad son una herramienta que nos permite
analizar y visualizar en el espacio fase [18] diversos estados del cam-
po electromagnético o atdmico y utilizar nuestra intuicién estadistica y
probabilistica en el estudio de la Mecanica Cuantica. Las pseudodistri-
buciones mas importantes que se pueden estudiar son la pseudodistri-
bucién de Wigner, la de Husimi-Kano y la de Glauber-Sudarshan. Para
el caso electromagnético estudiamos las pseudodistribuciones de Wig-
ner, Husimi-Kano y Glauber mientras que para el caso atémico sélo los
equivalentes de Wigner y Husimi-Kano. En el caso electromagnético vi-
mos las graficas de la funcién de Wigner para estados de Fock, estados
coherentes y comprimidos, estados térmicos y de gato de Schrodinger.
También vimos las graficas de la funcién de Husimi para estados de Fock
y para estados térmicos, y por ultimo analizamos la forma de la funcién
de Glauber-Sudarshan para estados de Fock y visualizamos la grafica
de los estados térmicos. En el caso atomico estudiamos la funcién de
Wigner de los estados de Dicke, coherentes atémicos y comprimidos.
También analizamos los estados de gato de Schrodinger polares y no
polares. Finalizamos con el estudio de la funcién de Husimi para los
estados de Dicke, coherentes atémicos y comprimidos. Aunque no dis-
cutimos de manera explicita muchas de las diferencias entre las pseudo-
distribuciones estudiadas una de las mas claras es como algunas reflejan
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de manera mas transparente que otras la naturaleza de los estados que
uno se encuentra estudiando. Por ejemplo, la funciéon de Wigner resulta
muy apropiada para observar los efectos de interferencia cudntica de los
estados de gato de Schrodinger mientras que la funcion de Husimi no
los ilustra de manera tan clara, o la de Glauber que resulta un objeto
tan singular que no es posible tener una grafica de él. Motivos como el
antes citado fueron ponderados al elegir los ejemplos a estudiar, y aun-
que no se haya mencionado en el texto, se traté de utilizar siempre la
pseudodistribucién que hiciera més facil la interpretaciéon. No obstan-
te, las distintas pseudodistribuciones no son objetos inconexos entre si,
en el caso electromagnético se encuentran relacionadas mediante tras-
formadas de Fourier [23] y en el caso atémico el formalismo de los
operadores de estados multipolares es subyacente a todas ellas [2], y
también es posible conectarlas a partir de transformadas integrales con
nucleos especificos [30].

Uno de los aspectos mas interesantes de la pseudodistribucién de
Wigner es que las marginales de esta pseudodistribucién son las distri-
buciones de probabilidad de cada una de las variables en el espacio fase.
En este sentido, la pseudodistribucién de Wigner podria ser considera-
da como lo mas cerca que podemos acercarnos a una distribuciéon de
probabilidad conjunta respetando los principios de la Mecédnica Cuan-
tica (en particular, el de incertidumbre de Heisenberg). Llamamos a la
pseudodistribucién de Wigner pseudodistribucién y no distribucién de
probabilidad porque aparecen “probabilidades” negativas. Uno podria
interpretar a las regiones del espacio fase en el que aparecen las “pro-
babilidades” negativas como aquellas en donde se manifiesta de manera
mas patente el comportamiento cudntico del fendmeno bajo estudio. Es
decir, como regiones en donde el fendmeno no tiene un equivalente cla-
sico. El problema de las probabilidades negativas no es de facil interpre-
tacién [11] y aun hay autores que trabajan en refinar la interpretacién
que puede tener esto [38].

El caso de la pseudodistribucion de Wigner para el campo atémico
es interesante pues uno puede extender el formalismo utilizado en el
caso continuo para generar una pseudodistribuciéon de Wigner discre-
ta [13, 24, 49] y aplicar esto al estudio del espacio fase de qubits. La
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distribucién discreta de Wigner es una herramienta muy rica pues per-
mite estudiar la tomografia del estado cudntico bajo consideracién [24]
o bien la evolucién estocdstica del mismo [9, 10].

Si uno se siente incémodo con la idea de que aparezcan “probabilida-
des” negativas, entonces es posible usar la distribuciéon de Husimi-Kano
para que garantizar que las probabilidades siempre sean positivas. Esta
funcién ya ha sido utilizada [42, 43] para estudiar la complejidad [47]
de sistemas cuanticos de uno y muchos cuerpos asi como su comporta-
miento caodtico. Inclusive la delocalizacion de la funcién de Husimi, la
cual puede ser medida mediante sus momentos, es una sefial de enre-
damiento [5, 17, 29, 35] en un sistema de muchos cuerpos [42].

La distribucidn de Glauber-Sudarshan puede tomar formas muy sin-
gulares, y en consecuencia, esto dificulta su estudio y uso. Sin embargo,
probamos para el caso electromagnético el teorema de la equivalencia
optica. Con él es posible expresar al operador densidad en términos de
los estados coherentes. Aunque no lo mencionamos, también es posible
realizar esto para el caso del campo atémico y se obtiene una férmula si-
milar [3]. Resultados como este invitan a utilizar los estados coherentes
para otros propésitos mas generales. Por ejemplo, en [33] se los utiliza
para obtener el valor esperado del Hamiltoniano de Cirac [7, 27] y lue-
go usar la teoria de catastrofes para obtener una separatriz y observar
regiones de comportamiento critico en los pardmetros que describen a
un condensado de Bose-Einstein [15, 28, 40] de dos modos con aco-
plamiento Josephson [44]. Mdas atn, se ve cdmo existen transiciones
de fase bien marcadas al atravesar las diferentes regiones del espacio
de pardmetros divididas por la separatriz y comportamiento singular de
diferentes observables sobre la separatriz.

En este mismo trabajo [33] se estudia también cémo cambian las
funciones de Wigner y Husimi en cada una de las regiones del espacio
de pardmetros y asimismo se determina el comportamiento critico del
segundo momento de la funcién de Husimi. Se observa cémo las fun-
ciones de pseudoprobabilidad cambian al cruzar la separatriz. Ademas,
el comportamiento de los segundos momentos en algunas regiones es
constante, y tiene cambios abruptos al cambiar entre las regiones indi-
cadas por la separatriz. Inclusive a partir de los momentos de las pseu-
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dodistribuciones se pueden encontrar las regiones en los que el sistema
presenta delocalizacidn y cuantificar esto de manera precisa.

Como podemos apreciar, las funciones de pseudoprobabilidad cons-
tituyen un esquema tedrico rico y con muchas y variadas aplicaciones
que facilitan algunos estudios. Por tanto, esto justifica el que hayamos
decidido estudiarlas con detalle y aprender sus propiedades, la deduc-
cion de casos particulares, y cdmo es que se ven para diferentes ejem-
plos.



APENDICE A

Algunos resultados importantes en el calculo de
operadores

N ESTE APENDICE incluimos los enunciados y las demostraciones de
diferentes resultados de gran utilidad en el calculo de operadores.

A.1. El teorema de la expansion de un operador

Sean Ay B dos operadores lineales arbitrarios y llamemos
flx)= e*ABe A,

Expandamos a la funcién f como una serie de Taylor alrededor del cero.
Esto es, obtengamos el valor de cada una de las derivadas de la funcién
f en el origen. Para el caso de la primera derivada tenemos que de la
definicién, ) )

f'(x)=e"*[AB]e ™™,
y por tanto,

f(o=[AB].

Al derivar nuevamente notamos que

F(x)=e" (A[A,B] — [A B] A) e ™4,



114  Algunos resultados importantes en el cdlculo de operadores

de tal suerte que,
") =[A[AB]].

y asi sucesivamente con derivadas de orden superior. Por tanto, la serie
de f es

2
FOx) = FO)+xf'(0)+ %f”(0)+-~- (A1.1a)
2
=B +x [AB] +% [A[AB]]+ . (A.1.1b)

Este teorema es de particular importancia cuando el conmutador [4, B]
es igual a una constante c, pues asi la serie se acaba en el segundo
término y tenemos que f (x) = B +cx.

A.2. La férmula de Campbell-Baker-Hausdorff

Sean A y B dos operadores que no necesariamente conmutan pero
tales que su conmutador [A, B] conmuta con ambos, es decir

[A [AB]]=0=[B,[AB]]. (A.2.1)
Entonces,
o (A+B) _ gxAgxB - S g ea SIREL (A2.2)

Probaremos [8, 26] esta afirmacién como sigue. Sea
C(x) = ee*B.
Derivemos ambos lados con respecto a x. Asi,

dC(x)
dx

— AeerxB+exABexB

= (A + eXABe_XA) C(x),
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que al usar el teorema de la expansién de un operador se convierte en

dC(x)
dx
pues los conmutadores de orden superior desaparecen. Notemos ade-
mds que de la definicién de C(x), y dado que A conmuta con e y B
conmuta con e*?| es posible escribir también
dC(x)
dx

= ((A+B) +x [AB]) C(x)

— EXAA-l— exB + eerxBB
eerXB (e_XBAGXB+B)
= C(x)(A+B+x[AB]).

Esto demuestra que C(x) conmuta con A+ B + x [A, B]. Por tanto, po-
demos integrar la ecuacién diferencial con respecto a x como si fuera
una ecuacion diferencial ordinaria y comun. Este proceso nos otorga lo
siguiente.

¥2[A8] ¥2[A8]
2

= ex(A+B)e 2

C(X) — ex(A+B)+

3

de donde el resultado deseado es ahora inmediato.

A.3. El teorema del desenredamiento de un ope-
rador

Para el caso de SU(2) tenemos una férmula anéloga al la de Baker-
Campbel-Hausdorff. Tendremos a bien llamar a esta férmula el teorema
del desenredamiento para distinguirla de la férmula de BCH. Este impor-
tante resultado nos dice que podemos escribir

e8I =CT- = oTseIn(1HT ) o7 (A.3.1)

en donde se define a { = %ei‘/’ y se obtiene 7 = tan (%) el?,
Para probar esto [14, 50], vamos a utilizar la representacién matri-
cial de los operadores J,,J_ y J,. Esto es,

- 0 1) . 0 0) - 0
() (2 )b 8 s
2

o N=
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De esta forma,

Y
¢
— ( cos|c| msenm), (A.3.3)

%senl(l cos ||

o al recordar la definicién de ,

o cos (Q) el” sen (Q)
RO QVENEN (_e—iw se121 (%) cos (%)2 . (A.3.4)

De forma andloga, usamos la representaciéon matricial para calcular el

producto de exponenciales

eg —|7? -5 Te_g
( ) ) . (A.3.5)

Al comparar (A.3.4) con (A.3.5), resulta inmediato que
i In | 1— tan? 0
= In|1-tan”—
2

0\ .
T = tan(—)e“".
2

probando el teorema.



APENDICE B

Codigo del programa en Mathematica®

EN ESTE APENDICE incluimos el cddigo del programa en Mathematica®
utilizado para generar las graficas de este trabajo.

(#*Fijar el directorio de operacion para los -
~archivos de la

tesis y la paleta de color y el numero de puntos a-
—~ usar en las

grdficas 3Dx)

(xSetDirectory ["C:\\Users \\RamonLopez \\Desktop \ \\
~Tesis

Raul\\Archivos Mathematica"]; *) SetDirectory["C:\\\
~Documents_and

Settings\\Raul\\Mis_documentos"]; (xSetDirectory ["\
~C:\\Documents

and Settings \\José Raul\\Mis documentos \\Unam\ \\
~tesis"]; %)

(¥*<<Version5 ‘Graphics ; *)

puntos=50;Needs[ "BarCharts ‘" ];Needs[ "PlotLegends ‘ "\
~];micolor="DarkRainbow" ; Inicio=SessionTime [ ];\
~recursion=2;
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118 Cédigo del programa en Mathematica®

(xCAPITULO I%) (*Funcion de onda de un oscilador
electromagnético x)

\[Phi][n_,q ]:=HermiteH[n,q]/Sqrt[2" n*n!*xSqrt[\[Pi\
~-111*Exp[-q "~ 2/2];

(x*Exportar grdficas de varias funciones de onda de-\
—~ osciladores electromagneticos *)
Export["funondcuad.pdf" ,Plot[ Evaluate [ Table [N[\[\
-~Phi][n,q],20],{n,0,3,1}]],{q,—4,4},AxesLabel—>{q.
-,\[Psi]} ,PlotLegend—>{"n=0","n=1","n=2","n=3"1},\
~LegendPosition —>{1,—0.5}]]

(*Funcion de onda irregular —1%)

\[Phi]irrln[q ]:=Exp[q™2/2];

(*Funcién de onda irregular del vaciox)
\[Phi]irrOn[q ]:=Sqrt[\[Pi]/2]*Exp[—q "~ 2/2]xErfi[q-
-15

(* Exportar grdficas de lo anteriorx*)
Export["funondcuadirr. pdf" ,Plot [{N[\[Phi]irrln[q\
-~1,20],N[\[Phi]irrOn[q],20]},{q,—2.5,2.5},AxesLabel-\
-—>{q,\[Psi]},PlotLegend—>{"Subscript [\[Psi],_—1](q-
-)","Subscript[\[Psi],_,0](q)"},LegendPosition~
~—>{1,-0.5}]]

(*Ejemplo de una funciéon de onda de un estado -
~coherente*)

Export["fundondcoh. pdf" ,Plot[N[\[Pi] "~ (—1/4)*Exp[—(~
-q—1)"2/2]1,20],{q,—3,3},AxesLabel—>{q,\ [ Psi]}]]
(x*Exportar ejemplo de una distribucion Poisson*)
Export["poisson.pdf",GeneralizedBarChart[Table[{n,\
-N[PDF[PoissonDistribution[5],n],20],0.5},{n\
-,0,15}],AxesLabel—>{n,p}]]

(¥*Definir funcion de onda de estados comprimidos*)
\[Psi]comp[\[Zeta] ,p0_,q0_,p_,q_]:=\[Pi] " (-1/HD\
~*\[ExponentialE] "~ (\[Zeta]/2)*Exp[—\[ExponentialEx\
~-17 (2x\[Zeta]) *(q—q0) ~2/(2)+\[Imaginaryl ]*pxq—(\[\
~Imaginaryl]*p0xq0) /(2) ];
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(xExportar grdfica con ejemplosx*)Export["\
~funondcuadcomp. pdf" ,Plot[ Evaluate [ Table [N[\[ Psi]\
~comp[\[Zeta],0,0,0,q],20],{\[Zeta],—1,1,0.5}]],{q~
-,—3,3},AxesLabel—>{q,\[ Psi]},PlotRange—>Full ,\
~PlotLegend —>{"\[Zeta]=—1","\[Zeta]=—0.5","\[Zetax
-]=0","\[Zeta]=0.5","\[Zeta]=1"},LegendPosition
~—>{1,-0.5}]]

(x*Definir funcién de distribucién de probabilidad -~
-para estados comprimidos y exportar su grdfica*)
Pcomp[\[Zeta] ,n_]:=Piecewise[{{0,Mod[n,2]==1},{\
~Binomial[n,n/2]*1/Cosh[\[Zeta]]*(1/2xTanh[\[Zeta-
~-11)"n,Mod[n,2]==0}}];
Export["distrprobcomp.pdf",GeneralizedBarChart[-\
~Table[{n,N[Pcomp[3,n],20],0.5},{n,0,20,1}],\
-~AxesLabel—>{n, Subscript[p, n]}]]

(xCAPITULO II%)

(¥*Exportar una grdfica de la funcién de Wigner -
~para el estado de vacio*)

s We[q_,p_,q0_,p0_J:=1/\[Pi]*Exp[—(q—q0) ~2—(p—pO0)~

34

35

36

37

38

" 2]

Export["funcwignervacio.pdf" ,Plot3D[N[Wc[q,p~
-,0,07,20],{q,-3,3},{p,—3,3},PlotRange—Full ,\
-~PlotPoints —puntos, MaxRecursion—>recursion ,-\
-~ColorFunction—micolor , AxesLabel—>{q,p}]]

(¥idem para un estado coherente con qO0=1 y pO=I%)
Export["funcwignercoh.pdf",Plot3D[N[Wc[q,p~
-,1,11,20],{q,—-3,3},{p,—3,3},PlotRange—Full ,\
~PlotPoints —puntos, MaxRecursion—>recursion ,-\
—~ColorFunction—>micolor , AxesLabel—>{q,p}]]

(xidem para el estado de vacio comprimido*)
\[Zeta]=0.5; (xpardmetro de compresionx*)Export["\
~funcwignercomp . pdf" ,Plot3D [N[Wc[Exp[\[Zeta]]*q, Exp-\
~[—\[Zeta]]*p,0,0],20],{q,—4,4},{p,—4,4},PlotRange-
-~—>Full ,PlotPoints —puntos, MaxRecursion—>recursion-
-, ColorFunction—>micolor , AxesLabel—>{q,p}]]
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(x*Definir la funcién de Wigner de un estado de -
—nimerox*)

w0 Wn[q ,p ,n ]:=(—1)"n/\[Pi]*Exp[—q"2-p " 2]xLaguerreL\

41

42

43

~[n,2%xq"2+2xp ™ 2];

(x*Exportar una grdfica con ejemplos para n=1 y n=4\
%)

Export["funcwignernum. pdf" ,Column[ Table[Plot3D[N[\
-Wn[q,p,n],20],{q,—5,5},{p,—5,5},PlotRange—>Full ,\
~PlotPoints —puntos, MaxRecursion—>recursion, -\
~ColorFunction—micolor , AxesLabel—>{q,p}],{n\
-,1,4,3}11]

(*Funcién de Wigner para un estado de Gatox*)

4 WG[q_,p_,q0 _]:=1/(2 \[Pi]*(1+ \[ExponentialE]"—qO\

45

46

-"2)) % (Exp[—(q—q0) " 2-p " 2]+Exp[ —(q+q0) ~2—p ™ 2]+2+Exp~.
-[—q"2p " 2]xCos[2xp*xq0]) ;
Export["funcwignergato.pdf" ,Column[ Table[Plot3D[N[\
-WG[q,p,q0],20],{q,—5,5},{p,—5,5},PlotRange—Full ,\
~PlotPoints —puntos , MaxRecursion—>recursion , -
~ColorFunction—micolor , AxesLabel—>{q,p}],{qO0-\
-,1,3,2}11]

(*Funcién de Wigner para un estado térmicox*)

o WI[q_,p_,\[Beta] ]:=1/\[Pi]+«Tanh[\[Beta]/2]*Exp[—(\

48

49

50

51

52

~-q"2+p "~ 2)xTanh[\[Beta]/2]];
Export["funcwignerterm.pdf" ,Plot3D[N[WT[q,p-
-,.11,20],{q,—-5,5},{p,—5,5},PlotRange—Full ,\
~PlotPoints —puntos, MaxRecursion—>recursion ,\
-~ColorFunction—>micolor , AxesLabel—>{q,p}]]
(xFuncion Q de un estado de Fockx)

On[p ,q ,n_]:=1/(2*\[Pi]*n!)*xExp[—1/2%(q"24p "2\
S1%(1/2%(q724p " 2)) "n;

(*Exportar una grdfica con ejemplos para n=1 y n=4\
%)

Export["funchusiminum. pdf" ,Column[ Table[Plot3D [N[\
-Qn[q,p,n],20],{q,—5,5},{p,—5,5},PlotRange—>Full ,\
-~PlotPoints—puntos , MaxRecursion—>recursion ,\
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—~ColorFunction—micolor , AxesLabel—>{q,p}],{n\
) ]- 54 53 }] :| ]

(¥*Definir la funcion Q de un estado térmicox)
QT[q_,p_,\[Beta]_]:=1/(2\[Pi])*(1—Exp[—\[Beta]]) *.
~Exp[—1/2%(q"2+p " 2)*(1-Exp[—\[Beta]]) ];

(xExportar la grdfica*)

Export["funchusimiterm.pdf" ,Plot3D[N[QT[q,p~
-,.11,20],{q,-5,5},{p,—5,5},PlotRange—>Full ,\
~PlotPoints —puntos,

MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
—~AxesLabel—>{q,p}]]

(¥*Definir la funcion P de un estado térmicox)
PT[q_,p_,\[Beta] ]:=1/(\[Pi])*(Exp[\[Beta]]—1)=+Exp-\
~[—1/2x(q"2+p~2)*(Exp[\[Beta]]-1) ];
Export["funcglauberterm. pdf" ,Plot3D[N[PT[q,p.
-,0.11,20],{q,-5,5},{p,—5,5},PlotRange—Full ,\
~PlotPoints —puntos,

MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{q,p}]]

(*CAPITULO IV*) (*Funcién de Wigner para un estado-
- de Dickex)

WDicke [\ [ Theta] ,\[Phi] ,J ,M ]:=Sqrt[(2xJ+1)\
~/(4%\[Pi]) ]*Sum[ SphericalHarmonicY [k,0,\[ Theta],\ [\
~Phi]]*(—1)"~(J-M)*Sqrt[2+xk+1]+«ThreeJSymbol[{J,—-M} , {\
-k,0},{J,M}],{k,0,2xJ}];

ComplexExpand [ WDicke [\[ Theta],\[Phi],5,—5]];
WDickebis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
(*Exportar grdficas para diferentes valores de M y-~
- con J=5%)

Export["WignerDicke5.pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
~WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full ,PlotPoints —\
~puntos
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,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis[\[ Theta],\[Phi]]/(\
-8Sqrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,—2.142,—-2.251}]}}1]

ComplexExpand [ WDicke [\ [ Theta],\[Phi],5,—4]];
WDickebis[\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignerDicke4.pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[ Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full ,PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
-~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis[\[Theta],\[Phi]]/(~\
-Sqrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,-2.142,-2.251}]}}]]

ComplexExpand [ WDicke [\ [ Theta],\[Phi],5,—3]];
WDickebis[\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignerDicke3.pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
-WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
-~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis[\[Theta],\[Phi]]/(~
-8qrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint-



81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

123

~—>{1.340,—-2.142,—2.251}]}}]1]

ComplexExpand [ WDicke [\[ Theta],\[Phi],5,—2]];
WDickebis [\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignerDicke2.pdf",GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-~WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —\
~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis [\ [ Theta],\[Phi]]/(~
-8Sqrt[5%x(5+1)])],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2x%\ [\
-~Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
—~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint-
L—>{1.340,-2.142,-2.251}]}}]]

ComplexExpand [ WDicke [\[ Theta],\[Phi],5,—1]];
WDickebis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignerDickel.pdf",GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
~WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1},{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full ,PlotPoints —\
~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis[\[Theta],\[Phi]]/(~
-8Sqrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint-
—>{1.340,-2.142,-2.251}]}}1]

ComplexExpand [ WDicke [\[ Theta],\[Phi],5,0]];
WDickebis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignerDickeO.pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
~WDickebis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2+%\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
~puntos
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,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[1+WDickebis[\[ Theta],\[Phi]]/(\
-8Sqrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,—2.142,—-2.251}]}}1]

(*Funcion de Wigner para un estado coherente -
~atémico *)
Wceoh[\[Theta] ,\[Phi] ,J ,\[Thetalc ,\[Phi]c_]:=\
SSum[(—1) N (q—K) * (2% J) ! Sqre [ (2xJ+1) / ((2xJ—K) 1% (2% J+.
-k+1)!) ]*SphericalHarmonicY[k,q,\ [ Theta],\[ Phi]]*\
-~SphericalHarmonicY[k,—q,—\[Theta]c,—\[Phi]c], {k-
-,0,2%J} {q,—-k,k}];

ComplexExpand [Wcoh[\[ Theta],\[Phi],5,\[Pi]/2,\[Pi\
~1/211;

Wcohbis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];

(x*Exportar un ejemplo de la funcion de Wigner de -
~un estado

coherente atdémico *)

Export["Wignercohat.pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
~Wcohbis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[Pi\

-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full ,PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~\
-~SphericalPlot3D [N[1+Wcohbis[\[ Theta],\[Phi]]/(Sqrt-
~[5%(5+1)]),20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi\
-]} ,PlotRange—>Full ,PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{x,y,z}]1}}]]

(*Funcion de Wigner de un estado comprimido*)

106 Weomp[\[ Theta] ,\[Phi] ,\[Chi] ,J ,\[Theta]c_,\[\

~Phi]c_]:=8qrt[(2%J+1)/(4*\[Pi]) ]*Sum[
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SphericalHarmonicY [k, q,\[ Theta],\[Phi]]*Exp[\ [~
~Imaginaryl ]\ [ Chi]*((gHM) ~2-M"2)]*Binomial [2xJ , JHVK
-]~ (1/2)xBinomial [2xJ , J+q+M] ™ (1/2) % Sqrt [ 2xk—+1]*\
~ThreeJSymbol [{J,—q-M} ,{k,q},{J M}]*«(—1) " (T—q-M) *(~
-Sin[\[Theta]c/2]) ™ 2x(JHM)+q) *(Cos[\[Theta]c/2])\
- (2x(JM)—q) *Exp[\[Imaginaryl ]*\[ Phi] cx*q]
,{k,0,2%J},{q,—k,k} ,{M,Max[—J,—J—q] ,Min[J,J—q]}]; ~
~(xExportar

dos ejemplos de funciones de Wigner al cambiar el -\
~pardmetro de

compresion *)

ComplexExpand [Wcomp[\[ Theta],\[Phi],0.5,5,\[Pi\
~-1/2\[Pi]/2]];
Wcompbis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignercompO5at. pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D [\
—~Chop [N[Wcompbis[\[ Theta],\[Phi]],20]],{\[ Theta
-1,0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full -\
~PlotPoints —puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [Chop[N[1+Wcompbis[\ [ Theta],\ [ Phi\
~11/(8qrt[5«(5+1)]) ,20]],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]1]

ComplexExpand [Wcomp[\[ Theta],\[Phi],0.25,5,\[Pi\
-1/2,\[Pi]/2]];
Wcompbis[\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignercompO25at. pdf", GraphicsGrid [ {{Plot3D-
~[Chop[N[Wcompbis[\[Theta],\[Phi]],20]],{\[ Thetax
-1,0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full -\
-~PlotPoints —puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
~AxesLabel —>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [Chop[N[1+Wcompbis[\ [ Theta],\ [ Phi\
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~11/(8qrt[5%x(5+1)]) ,20]],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phix
-1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{x,y,z}]1}}]]

ComplexExpand [Wcomp[\[ Theta],\[Phi],0.1,5,\[Pi\
~1/2 \[Pi]/2]];

Wcompbis[\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["WignercompOlat.pdf",GraphicsGrid [{{Plot3D [\
-Chop [N[Wcompbis[\[ Theta],\[Phi]],20]],{\[ Thetax
-1,0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full
~PlotPoints—puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [Chop[N[1+Wcompbis [\ [ Theta],\ [ Phi\
~11/(8qrt[5«(5+1)]) ,20]],{\[Theta] ,0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]]

(*Funcién de Wigner de un estado de Gato atéomico -
~polarx)

Wgatopol [\[ Theta] ,\[Phi] ,J ]:=(1/2)*Sqrt[(2xJ+1)\
~/(4*\[Pi]) ]*(Sum[

(Sqrt[2xk+1]%(2%J) 1) /(Sqrt[(2xJ—Kk) I« (2% J+k+1)!]) *(\
-SphericalHarmonicY[k,0,\[ Theta],\[Phi]]+\
-~SphericalHarmonicY[k,0,\[Pi]—\[Theta],\[Phi]])
,{k,0,2%J}]+

2+x8qrt[(2+x(2xJ)+1)!/(4%\[Pi]) ]*((Sin[\[Theta]])~

SN (@2xJ)*Cos[2xJx\[Phi]]) /(27" 2xJ) *x(2xJ) 1)) ;
ComplexExpand [ Wgatopol [\ [ Theta],\[Phi],5]];
Wgatopolbis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
(xEjemplo con J=5%)
Export["Wignergatopolat.pdf",GraphicsGrid [{{Plot3D-
~[N[Wgatopolbis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[Theta],0,\[~
~Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints-
-—>puntos
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,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+Wgatopolbis [\[ Theta],\[Phi]]/(~
-8Sqrt[5%x(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]]

(*Funcién de Wigner de un estado de Gato atdémico -
-NO polarx*)

Wgatonopol [\[ Theta] ,\[Phi] ,J ,\[Theta]c_]:=Sqrt.\
S[(2%J+1) /(4% \[Pi]) ]*Sum]|

(Sqrt[2xk+1]«(2xJ) 1) /(2% (14+(Cos[\[Theta]c]) ~(2xJ) )\
S)R((=1D) 7N J—g M) +H(—1) 7~ @BxJHIVD +(—1) T CxJ) +(—1) ~ (2xJ—
-~q)) /(Sqrt [ (JHVD) ! (J-M) !« (J+gHM) !x (J—q-M) !']) *
ThreeJSymbol[{J,—-M-q},{k,q},{J,M}]«(Sin[\[Theta]c\
-/2]) " 2%(JHD)+q) *(Cos [\ [ Theta]c/2]) ™ (2% (J-M)—q) *~
-~SphericalHarmonicY[k,q,\ [ Theta],\[ Phi]]
,1k,0,2%J},{q,—k,k},{M,Max[—J,—J—q] ,Min[J,J—q]}];
ComplexExpand [ Wgatonopol [\[ Theta],\[Phi],5,\[Pi\
~1/911;

Wgatonopolbis[\[ Theta] ,\[Phi] ]J:=Evaluate[%];
Export["Wignergatonopolat9.pdf",GraphicsGrid [{{\
~Plot3D [N[Wgatonopolbis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[~
~Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2«%\[Pi]},PlotRange—>Full-
-, PlotPoints —puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
—~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~\
-~SphericalPlot3D [N[1+Wgatonopolbis[\[ Theta],\ [ Phi\
-11/(Sqrt[5%(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint-
—>{1.340,-2.142,-2.251}]}}1]
ComplexExpand [ Wgatonopol [\[ Theta],\[Phi],5,\[Pi\

~1/411;
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Wgatonopolbis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["Wignergatonopolat4.pdf",GraphicsGrid [{{\
~Plot3D[N[ Wgatonopolbis[\[Theta],\[Phi]],20],{\[~
~Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full-\
-, PlotPoints—puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel —>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[1+Wgatonopolbis[\[ Theta],\[Phi\
-11/(Sqrt[5%(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~\
-~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,-2.142,-2.251}]}}]]
ComplexExpand [ Wgatonopol [\[ Theta],\[Phi],5,11*\[Pi\
~1/3611;

Wgatonopolbis[\[Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["Wignergatonopolat36.pdf",GraphicsGrid [{{\
-~Plot3D[N[ Wgatonopolbis[\[ Theta],\[Phi]],20],{\ [\
~Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full-\
-, PlotPoints—puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+Wgatonopolbis[\[ Theta],\[Phi\
-11/(Sqrt[5%(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~\
~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,-2.142,-2.251}]1}}]]
ComplexExpand [ Wgatonopol [\ [ Theta],\[Phi],5,77*\[Pi\
~1/180]1;

Wgatonopolbis[\[ Theta] ,\[Phi] ]:=Evaluate[%];
Export["Wignergatonopolatl180.pdf",GraphicsGrid [{{\
-Plot3D[N[Wgatonopolbis[\[ Theta],\[Phi]],20],{\ [~
~Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2«%\[Pi]},PlotRange—Full-\
-, PlotPoints—puntos
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,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[1+Wgatonopolbis[\[ Theta],\[Phi\
-11/(Sqrt[5%(5+1)]) ,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
~AxesLabel—>{x,y,z},ViewPoint\
~—>{1.340,—2.142,—-2.251}]1}}1]

(xExportar ejemplos de las funciones de Husimi -
~para diferentes

estados de Dickex)

QDicke[\[Theta] ,\[Phi] ,J ,M ]J:=Abs[Binomial[2x*J,\
~JHM] N (1/2)*(Sin[\[Theta]/2]) ~(J+M) *(Cos [\ [ Theta~
-1/2D 7@ ] 2;
Export["HusimiDicke5.pdf",GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,—-5],20],{\[ Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —\
—~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[14+QDicke [\[ Theta],\ [ Phi\
-1,5,-51,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]1]

Export["HusimiDicke4 . pdf",GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,—4],20],{\[ Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—>Full ,PlotPoints —\
—~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[14+QDicke [\[ Theta],\ [ Phix\
-1,5,—41,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
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,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z}]1}}]]

Export["HusimiDicke3.pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,—3],20],{\[Theta],0,\[ Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+QDicke[\[Theta],\[Phi\
-~1,5,-3]1,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-~PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z}]}}]]

Export["HusimiDicke2.pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,—2],20],{\[Theta],0,\[ Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+QDicke[\[Theta],\[Phi\
-~1,5,—-21,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-~PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z}]}}]1]

Export["HusimiDickel .pdf" ,GraphicsGrid [{{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,—1],20],{\[Theta],0,\[ Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
-~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+QDicke[\[Theta],\[Phi\
-~1,5,—-11,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-~PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—>micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z}]}}]1]
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Export["HusimiDickeO.pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-QDicke[\[Theta],\[Phi],5,0],20],{\[Theta],0,\[Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2«\[Pi]},PlotRange—Full , PlotPoints —\
~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[1+QDicke [\ [ Theta],\ [ Phi\
-~1,5,0],20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-\
~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]1]

(#*Funcién de Husimi para un estado coherentex)
Qcoh[\[Theta] ,\[Phi] ,J ,\[Thetalc ,\[Phi]c_]:=\
~Abs[(1/2%(1+Cos[\[Theta]]*Cos[\[Theta]c]+Sin[\[\
~Theta]]*Sin[\[Theta]c]*(Cos[\[Theta]]*Cos[\[Theta]-
~c]+Sin[\[Phi]]*Sin[\[Phi]c])))"™J]"™2;
Export["Husimicoh.pdf",GraphicsGrid [{{Plot3D [N[-\
-Qcoh[\[Theta],\[Phi],5,\[Pi]/2,\[Pi]/2],20],{\[~
~Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2«%\[Pi]},PlotRange—Full-
-, PlotPoints—puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-\
~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
—~SphericalPlot3D [N[14+Qcoh[\[ Theta],\[Phi],5,\[Pi\
~1/2,\[Pi]/2],20] ,{\[Theta] ,0,\[Pi]},{\[Phi],0,2x\[\
-Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,-
~AxesLabel—>{x,y,z}]}}]]

(*Funcién de Husimi de un estado comprimido )
Qcomp[\[Theta] ,\[Phi] ,\[Chi] ,J ,\[Thetalc ,\[\
~Phi]c_]:=Abs[Sum[Binomial [2xJ, J4M]*Exp [\ [\
~Imaginaryl ]\ [ Chi]«M"2]*Exp[\[Imaginaryl ]+ (JHV)
-*(\[Phi]—=\[Phi]c) ]*(Cos[\[Theta]c/2]) "~ (J-M) *(Sin
~[\[Theta]c/2]) ~(JHVD) *(Cos[\[Theta]/2]) > (J-M) *(Sin-,
~[\[Theta]/2]) ~ (M) ,{M,—J,J}]] " 2;
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Export[ "Husimicomp05. pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-Qcomp[\[Theta],\[Phi],0.5,5,\[Pi]/2,\[Pi\
~1/2]1,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},~\
-~PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[14+Qcomp[\[ Theta],\[Phi],0.5,5,\ [\
~Pi]/2,\[Pi]/2],20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-AxesLabel—>{x,y,z}]}}]]

Export[ "Husimicomp025. pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D [N\
~[Qcomp[\[Theta],\[Phi],0.25,5,\[Pi]/2,\[Pi\
~1/2]1,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%\[Pi]},~\
~PlotRange—>Full , PlotPoints —puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,\
-~AxesLabel—>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+Qcomp[\[ Theta],\ [ Phi\
-~1,0.25,5 \[Pi]/2,\[Pi]/2],20],{\[Theta],0,\[ Pi\
-1} ,{\[Phi],0,2%\[Pi]},PlotRange—Full ,PlotPoints —\
~puntos

,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~\
~AxesLabel—>{x,y,z}]1}}]1]

Export[ "HusimicompO1.pdf" ,GraphicsGrid [ {{Plot3D[N[\
-Qcomp[\[Theta],\[Phi],0.1,5,\[Pi]/2,\[Pi\
-1/21,20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi],0,2%x\[Pi]},~
-PlotRange—>Full , PlotPoints—>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~\
-~AxesLabel —>{\[Theta],\[ CurlyPhi]}]},{~
~SphericalPlot3D [N[1+Qcomp[\[Theta],\[Phi],0.1,5,\ [~
~Pi]/2,\[Pi]/2],20],{\[Theta],0,\[Pi]},{\[Phi\
-~1,0,2%x\[Pi]},PlotRange—>Full , PlotPoints —>puntos
,MaxRecursion—>recursion , ColorFunction—micolor ,~
-~AxesLabel—>{x,y,z}]1}}]]

Fin=SessionTime []; TiempoCorridamin=(Fin—Inicio)
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