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Resumen

Este trabajo es un estudio tedrico de la forma y altura de una columna de fluido ferromagnético
entre dos placas planas, paralelas y verticales en respuesta a un campo magnético vertical constan-
te. La formulacién se basa en una extensién de la ecuacion de Young-Laplace para un ferrofluido
incompresible, combinada con la ecuacién de la curvatura promedio de una superficie libre bidimen-
sional. Esto constituye un problema acoplado hidrodindmico-magnético, descrito por una ecuacién
diferencial no lineal de segundo grado que describe la forma del menisco formado entre el ferrofluido
y el aire. De acuerdo con esta formulacién hay dos parametros fisicos relevantes en la ecuacién go-
bernante: el nimero de Bond y el niimero de Bond magnético. Para resolver la ecuacién no lineal se
empled el método de Runge-Kutta de cuarto orden acoplado con el método de Brent; tal algoritmo
encuentra la convergencia de la solucion verificando que se satisfaga la condiciéon de frontera aso-
ciada al dngulo de contacto con la pared. Se evalud la influencia de los parametros relevantes en la
altura y forma del menisco y se compardé la soluciéon numérica con el andlisis asintdtico para ntme-
ros de Bond pequenos. El andlisis realizado mostré muy buena concordancia entre los resultados

obtenidos por los dos métodos.
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Motivacion

En los dltimos cuarenta anos, el estudio de fluidos con propiedades magnéticas ha cobrado
mucha importancia debido al creciente niimero de aplicaciones tecnolégicas que se han desarrolado
para ellos. Suspensiones de particulas ferromagnéticas sélidas en un medio liquido pueden constituir
fluidos estables y magnetizables conocidos como fluidos magnéticos o ferromagnéticos [1]. Si bien
durante este tiempo se ha generado una cantidad considerable de literatura especializada y se ha
avanzado mucho en el entendimiento de sus propiedades y comportamiento (al grado de que el
estudio de estos fluidos sea considerado como una rama de la mecénica de fluidos), el conocimiento
sobre los fluidos ferromagnéticos se encuentra lejos de ser total.

Algunas de las aplicaciones tecnolégicas actuales de los ferrofluidos son: tapones herméticos entre
regiones que contienen fluidos a diferentes presiones, empaques liquidos en ejes que rotan a altas
velocidades, rodamientos que funcionan por medio de levitacién pasiva de cuerpos no magnéticos,
sistemas de absorcién de vibraciones, transductores y procesos de separacién de materiales. De
manera mas reciente, se han realizado investigaciones del flujo de liquidos magnéticos dentro de
medios porosos, enfocados al control de dicho flujo por medio de campos magnéticos [2].

En este trabajo, se investiga de manera tedrica la altura que una columna de fluido ferromagnéti-
co puede alcanzar dentro de un espacio angosto cuando las fuerzas de capilaridad no son suficientes
para elevarla considerablemente, por medio de la aplicacién de un campo magnético vertical. A
diferencia de otros trabajos de ascensién capilar de fluidos magnéticos [2], no se investiga el po-
sicionamiento de una sola gota de fluido dentro de un capilar, sino la elevacion de una columna
cuando existe una reserva de fluido magnético a la entrada, a través del modelado matematico del

fenémeno y la resolucion numérica de las ecuaciones obtenidas.
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Simbolos y unidades

p intensidad de polo magnético [A%-m - T~

ps densidad superficial de polos magnéticos [A% - m~! - T~!]
po permeabilidad magnética del vacio [47 x 1077 H - m™!]
p permeabilidad magnética de un material [H - m™!]

r vector de posicién [m)]

H vector campo magnético [H - m™!]

B vector campo de induccién magnética [T

M vector magnetizacién [H - m™!]

m momento dipolar [A? - m? - T~1]

r, H, B, M magnitudes de los vectores r, H, By M

X susceptibilidad magnética (adimensional)

o tensor de esfuerzos [Pal]

7 tensién superficial (N - m™1)

a dngulo de contacto [grados]

p densidad [kg - m ™3]

n viscosidad cinemética [m? - s7!]

P presién [Pa]

E curvatura media de una superficie (adimensional)

Bo ntumero de Bond (adimensional)

Boys nimero de Bond magnético (adimensional)

k constante de Boltzmann (1.3806 x 10~23[J - K1)



Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis trata del modelado matemaético de la altura de equilibrio y forma de un menisco
de fluido ferromagnético entre dos placas planas y paralelas en respuesta a la influencia de un
campo magnético vertical. Para poder llevar a cabo tal modelado es necesario combinar conceptos

de mecanica de fluidos y electromagnetismo, los cuales son presentados en este capitulo.

1.1. Fluidos y electromagnetismo

La combinacion de electromagnetismo con la mecanica de fluidos clasica es relativamente nueva
dentro de la investigacién en fisica. Sin embargo, ha adquirido mucha importancia desde su surgi-
miento debido a la gran variedad de posibles aplicaciones en dreas tan diversas como fusién nuclear
controlada, ingenieria de reactores quimicos, medicina, impresion de alta velocidad, aerodindmica,
astrofisica, entre otras. Existen tres grandes divisiones en el estudio de las interacciones entre fluidos

y campos eléctricos o magnéticos:
1. electrohidrodindmica (EHD)
2. magnetohidrodindmica (MHD)

3. ferrohidrodindamica (FHD)

1.1.1. Electrohidrodinamica

La electrohidrodinamica puede ser considerada como un area de la mecanica de fluidos que se
ocupa de los efectos de fuerzas eléctricas, o bien como una parte de la electrodindmica que estudia
la influencia de medios en movimiento dentro de campos eléctricos [3, 4]. Aunque el término es
relativamente nuevo, el drea de estudio no lo es, pues se considera que es tan antigua como el
estudio mismo de la electricidad. Sin embargo, fue en el siglo XX cuando se acuné el término y se
comenzaron a publicar trabajos presentando modelos analiticos basados en experimentos planeados
cuidadosamente. Lo que diferencia a esta rama de las otras dos, es que la induccién magnética no
es importante en los casos estudiados y por lo tanto las leyes empleadas son esencialmente las de

la electrostatica.



4 1. INTRODUCCION

1.1.2. Magnetohidrodinamica

El campo de aplicaciéon de la magnetohidrodindamica es la interaccién entre campos electro-
magnéticos y fluidos conductores de electricidad no magnetizables. Histéricamente, se dice que
Faraday fue el primero en incursionar en el drea al intentar medir la diferencia de potencial eléctri-
co existente entre las orillas del rio Tamesis en 1832. Sin embargo, dicha corriente eléctrica era
demasiado pequena para ser medida con los instrumentos disponibles en el momento. Fue hasta
1851 que William Hyde Wollaston consiguié medir el voltaje inducido por la interaccion de las aguas
del Tamesis con el campo magnético terrestre. En 1937, Hartmann llevé a cabo experimentos con

mercurio en presencia de campos magnéticos intensos.

El término MHD data de 1942 y fue acunado por el fisico sueco Hannes Alfvén, quien en 1970
gano el premio Nobel de fisica por su “trabajo fundamental y descubrimientos con aplicaciones
fructiferas en diferentes partes de la fisica de plasmas”. Una de las principales areas de interés de
esta disciplina es el flujo de gases ionizados a altas temperaturas en presencia de campos electro-

magnéticos, lo cual tiene aplicaciones en astrofisica, aerodindmica supersénica y fisica nuclear.

1.1.3. Ferrohidrodinamica

El término ferrohidrodinamica fue introducido en un articulo con ese nombre publicado en 1964
por J.L. Neuringer y R.E. Rosensweig en la revista Physics of Fluids. El area fue definida como
el “tratamiento fenomenoldgico de la dindmica y termodinamica de fluidos magnéticos altamente
polarizables en presencia de campos magnéticos no uniformes”. Los fluidos empleados en el tra-
bajo habian sido sintetizados en laboratorios. La motivacién inicial era la conversion de calor en
trabajo prescindiendo de partes mecanicas. Conforme la capacidad de producir fluidos de este tipo
aumento, se descubrieron muchas otras aplicaciones para ellos, la mayoria de las cuales se basa en

el posicionamiento y control remoto del fluido por medio de campos magnéticos.

La principal diferencia de la ferrohidrodinamica y la magnetohidrodindmica reside en que en
MHD la fuerza de cuerpo que actia sobre el fluido es la fuerza de Lorentz, la cual surge de la inter-
accion de una corriente eléctrica con un campo magnético. En contraste, en FHD no es necesario
que exista corriente eléctrica en el fluido; la fuerza de cuerpo incidente es debida a la polarizacién,
la cual requiere que el material sea magnetizado en presencia de gradientes de campo magnético
o discontinuidades. En el caso de la electrohidrodinamica, la fuerza se origina por la accién de un
campo eléctrico sobre cargas libres. En FHD no suele haber cargas eléctricas libres. Sin embargo,
existe una analogia entre EHD y FHD: el caso de fluidos eléctricamente polarizables bajo la in-
fluencia de campos eléctricos. La diferencia en este caso es la magnitud de la respuesta, que suele

ser mucho mayor en FHD.
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El mayor interés en la ferrohidrodinamica se debe a la enorme respuesta magnética del fluido.
Como consecuencia de esto, es posible observar una serie de fenémenos impresionantes como la
aparicién de picos en la superficie libre una vez que se rebasa cierto nivel critico de magnetizacion,
la formacién espontdnea de patrones (que parecen laberintos) cuando el fluido es confinado en un
espacio angosto, la generacion de esfuerzos antisimétricos en campos rotatorios, relaciones extranas
de flotacién tales como la autolevitacién de un imén inmerso y la refrigeracién por conveccion

mejorada con ferrofluidos que poseen un momento magnético dependiente de la temperatura.

Fluidos Ferromagnéticos

Existen varios tipos de fluidos que son de interés para la ferrohidrodinamica. El principal es el
ferrofluido coloidal. Un coloide consiste de dos fases, una dispersa y una continua. La fase dispersa
estd compuesta de particulas o gotas pequenas y se encuentra distribuida uniformemente en la
fase continua. Dentro de los coloides es posible incluir a suspensiones que precipitan de manera
muy lenta. Un verdadero ferrofluido, sin embargo, nunca se precipita, aunque es posible encontrar
ligeros gradientes de concentracién después de una exposicién prolongada a un campo de fuerza
(gravitacional o magnética). Las razones que hacen posible la estabilidad de una suspensién de este
tipo se discuten mas adelante.

Otros fluidos empleados con éxito son soluciones de sales paramagnéticas de tierras raras. Estas
tienen la desventaja de requerir el uso de campos relativamente intensos para generar reacciones
apreciables. Ciertas sustancias puras como el oxigeno liquido se comportan como fluidos magnéticos;
sin embargo, como éstas existen sélo a temperaturas criogénicas, atin no han visto aplicaciones
factibles. Finalmente se tiene el caso de los materiales granulares, que han sido incorporados a la
FHD. En este caso el sistema es seco pero presenta comportamiento de fluido.

Ya que el fluido tratado en esta tesis es del tipo coloidal, en adelante el término ferrofluido
sera utilizado para denotar exclusivamente un ferrofluido coloidal.

El interés de este trabajo es en un problema especifico en el area de la FHD. Antes de describir el
comportamiento y propiedades de los ferrofluidos es necesario hacer un breve repaso de los distintos

tipos de comportamiento magnético y conceptos de magnetismo.

1.2. Tipos comunes de respuestas magnéticas

Cuando un material es expuesto a un campo magnético, las fuerzas magnéticas creadas por el
movimiento de sus electrones se veran afectadas. Las respuestas de los materiales pueden ser muy
diferentes, dependiendo de factores como la estructura atémica y molecular y el campo magnético
asociado a los atomos. Dicho campo tiene tres origenes: el movimiento orbital de los electrones,
el cambio en este movimiento debido a un campo magnético externo y el giro del electron. En la
mayoria de los atomos, los electrones se encuentran apareados. Los electrones en cada par giran
en direcciones opuestas, cancelando sus campos magnéticos mutuamente y por lo tanto el atomo

no presenta un momento magnético neto. Hay, sin embargo, materiales que tienen algunos elec-
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trones desapareados, lo cual origina un pequeno campo magnético neto y les confiere una mayor
susceptibilidad a reaccionar ante la presencia de un campo externo. La respuesta de la mayoria
de los materiales se puede clasificar como diamagnética, paramagnética o ferromagnética. Adicio-
nalmente, se puede hablar de otros tres tipos de comportamientos que son el ferrimagnetismo,

antiferromagnetismo y superparamagnetismo.

1.2.1. Diamagnetismo

Los materiales diamagnéticos tienen una susceptibilidad muy pequena y negativa hacia los cam-
pos magnéticos. Un material de este tipo es ligeramente repelido por un campo magnético, y el
material no mantiene propiedad magnética alguna cuando el campo es removido. Este comporta-
miento se explica por el apareamiento de todos los electrones en el material, que resulta en ausencia
de un campo magnético neto en cada atomo. La mayoria de los elementos de la tabla periédica son

diamagnéticos, incluyendo al oro, plata y cobre.

1.2.2. Paramagnetismo

Los materiales paramagnéticos tienen susceptibilidad magnética pequena y positiva. Son atraidos
por un campo magnético pero no retienen las propiedades magnéticas cuando son retirados de la
influencia de éste. La respuesta paramagnética se debe a la presencia de algunos electrones desapa-
reados y a que la energia asociada al momento magnético es menor que la energia térmica, lo cual
ocasiona que al quitar el campo magnético los momentos magnéticos de los dtomos se desordenen

de manera aleatoria. Algunos ejemplos de materiales son el magnesio, molibdeno, litio y tantalio.

1.2.3. Ferromagnetismo

Los sdlidos ferromagnéticos tienen susceptibilidad magnética grande y positiva y pueden retener
sus propiedades magnéticas cuando ya no estadn sometidos a un campo magnético. Los materiales
ferromagnéticos estan compuestos de dominios, en los cuales los momentos magnéticos de cada uno
de sus atomos estdan orientados en la misma direccién, lo cual se debe a cierta cantidad de electrones
desapareados. La division en dominios es necesaria para minimizar la energia, que seria muy grande
si todo el material estuviese magnetizado en la misma direccién. Sin embargo los dominios nunca
seran demasiado pequenos ya que también se requiere energia para crear las divisiones entre éstos.
La estructura de paredes entre los dominios mostrada en la figura (1.1) es una simplificacién; en
realidad la transicién en la direcciéon del momento atémico se da a través de aproximadamente 100
atomos.

La teoria ferromagnética fue comprendida s6lo después de la fundamentacion de la teoria cuanti-
ca, con la explicacién de Werner Heissenberg en 1928. De acuerdo con esta mecanica el momento
magnético atémico o spin es el principal contribuyente para el campo magnético molecular. Heis-
senberg demostré que cuando los momentos en atomos vecinos cambian de alineacién paralela a

alineacion antiparalela existe también un cambio en la distribucion de carga en dichos atomos, lo
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cual altera la energia electrostatica del sistema. En algunos casos, la alineacién paralela es favorable
energéticamente; y esto es conocido como ferromagnetismo.

El ferromagnetismo se presenta en el hierro, niquel, cobalto y muchas de sus aleaciones; también
en algunas tierras raras como el gadolinio y en algunos intermetdlicos como el oro-vanadio. Existe
una temperatura para cada material, llamada temperatura de Curie, por encima de la cual se pierde

la propiedad de ferromagnetismo y su comportamiento se torna paramagnético.

(©

Figura 1.1: Estructuras de dominios ferromagnéticos para un monocristal (a), un policristal (b) y

un subdominio (c).

1.3. Otros tipos de respuestas magnéticas

1.3.1. Antiferromagnetismo

En el antiferromagnetismo, los momentos magnéticos de los electrones se alinean en un patrén
regular con giros en direccion opuesta a los vecinos. Generalmente los materiales antiferromagnéticos
presentan esta propiedad a bajas temperaturas y para cada uno de ellos existe una temperatura
de transicion por encima de la cual se desordenan y se vuelven tipicamente paramagnéticos. Esa
temperatura es conocida como temperatura de Néel. El comportamiento antiferromagnético a bajas
temperaturas normalmente se manifiesta con propiedades como las del diamagnetismo pero en
ocasiones se puede presentar un comportamiento ferrimagnético. Los materiales antiferromagnéticos
son relativamente poco comunes, estando entre ellos algunos superconductores y algunas moléculas
organicas en circunstancias especiales. Ejemplos mas cotidianos de estos materiales son el cromo,

la aleacién de hierro con manganeso y el 6xido de niquel.

1.3.2. Ferrimagnetismo

En los materiales ferrimagnéticos, como en los antiferromagnéticos, los momentos magnéticos
adyacentes se encuentran alineados y son opuestos; sin embargo, en este caso dichos momentos son
de tamanos desiguales y por lo tanto ain existe magnetizaciéon espontanea. Estos materiales son
similares a los ferromagnéticos pues pueden mantener sus propiedades magnéticas por debajo de
la temperatura de Curie y se vuelven paramagnéticos por encima de ella, aunque también existe

una temperatura, inferior a la de Curie, a la cual los momentos opuestos adyacentes son iguales,
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resultando en un momento magnético neto de cero. A esto se le llama punto de compensacién
magnética. El ferrimagnetismo se observa en algunas ferritas compuestas de éxidos de hierro y
otros elementos como aluminio, cobalto, niquel, manganeso y cinc; también en algunos granates

minerales como el ytrio con hierro.

1.3.3. Superparamagnetismo

El superparamagnetismo es un fenémeno en el cual los materiales magnéticos exhiben un com-
portamiento similar al paramagnético ain a temperaturas por debajo de la de Curie o la de Néel.
En este caso la energia necesaria para cambiar la direccién del momento magnético de una particula
es similar a la energia térmica presente.

Normalmente las fuerzas de acoplamiento en los materiales ferromagnéticos provocan que los
momentos magnéticos de dtomos adyacentes se alineen, resultando en campos magnéticos internos
grandes, lo cual es la diferencia entre el comportamiento ferromagnético y paramagnético. A tempe-
raturas mayores que la de Curie (o de Néel en el caso de los antiferromagnéticos) la energia térmica
es mayor que la de magnetizacion, provocando la fluctuacién aleatoria de los momentos magnéti-
cos. Como ya no existe un orden magnético el campo interno neto es cero y el material presenta
comportamiento paramagnético. Si el material no es homogéneo se puede observar una mezcla de
grupos paramagnéticos y ferromagnéticos, lo cual representa un estado superparamagnético. Esto
ocurre cuando el material estd compuesto de dominios muy pequenos. Para estos materiales, atin
cuando la temperatura sea menor a la de Curie o la de Néel (en cuyo caso la energia térmica no es
suficiente para vencer las fuerzas de acoplamiento magnético entre los 4tomos) la energia térmica
es suficiente para cambiar la direccién del vector magnetizacién del dominio entero. Por lo tanto el
material se comporta macroscépicamente de forma paramagnética, pero en vez de que cada atomo
sea independientemente influenciado por un campo magnético externo, el momento del dominio
entero tiende a alinearse con dicho campo. La energia necesaria para cambiar la direcciéon de la
magnetizacién, y por lo tanto la temperatura a la que el material se vuelve superparamagnético,
dependen de las propiedades del material y son proporcionales al tamano de los dominios magnéti-
cos. En la figura (1.2) se presenta un esquema simple de los diferentes tipos de comportamiento

magnético.

1.4. Conceptos y unidades de magnetismo

1.4.1. Definicion de campo magnético

El concepto de polos magnéticos es util para entender el comportamiento magnético, aunque
no exista tal cosa como un polo magnético aislado en la naturaleza. En 1785, Charles Coulomb
determiné experimentalmente que los polos iguales se repelen mientras que los opuestos se atraen
con una fuerza proporcional al producto de la magnitud de los polos e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia entre ellos. Dos polos magnéticos puntuales de intensidad p y p’, separados

en el vacio por una distancia r estardn sometidos a una fuerza de magnitud pp’/4muor?, medida en
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Momentos paralelos

ntierromagnetismo s s dﬁ 4} (t)

Momentos antiparalelos

S s ¢ o ¢ 43 b

Momentos desiguales alternados

Formacion de dominios magnéticos

Paramagnetismo Sin orden. Alineacién en con el campo

Sin dominios

Diamagnetismo Sin orden. Alineacion en contra del campo

Figura 1.2: Diferentes tipos de comportamiento magnético.

newtons (N). La direccién de la fuerza es la linea recta que conecta los polos y el sentido depende del
signo de cada polo. La fuerza que cualquier arreglo de polos ejerce sobre un polo puntual unitario
en cualquier posicién es igual en magnitud y direccién al campo magnético H en ese punto. Por lo

tanto, alrededor de un polo puntual p el campo magnético es, segtin la ley de Coulomb,

pr pr
H= = 1.1
Adrpor?  Amwpors (1.1)

donde r es el vector de posicién de p a p’ y & = r/r es un vector unitario en la direccién de r.

La constante de proporcionalidad 1/47uy depende del sistema de unidades empleado, el cual,
en este trabajo serd en todo momento el Sistema Internacional (SI), a menos que se especifique
lo contrario. La cantidad 4w es arbitrariamente introducida al factor de proporcionalidad de la
ley de Coulomb con el objetivo de cancelar un 47 que aparece en las ecuaciones de Maxwell, que
seran presentadas mas adelante. El campo magnético H tiene unidades de amperios por metro. El
pardmetro /i es la permeabilidad magnética del vacio, que tiene el valor pg = 47 x 1077 H - m™1,
donde H representa el henrio, que es la unidad del SI para la inductancia.

El concepto de campo magnético H simplifica la descripcién detallada de condiciones externas.
Por ejemplo, en vez de decir que cierto experimento fue llevado a cabo a una distancia y orientacion
respecto a un iman construido bajo ciertas especificaciones, es posible decir que el dispositivo
experimental fue ubicado en cierta posicién dentro de un campo H.

Un campo de induccion B (en teslas) es definido de tal forma que en el vacio B = poH. De
la ecuacién (1.1) y la definicién de B, el campo de induccién que rodea a un polo de intensidad
p estd dado por B = p#/47nr?. El campo B puede ser representado como lineas de induccién.
En un campo uniforme B de intensidad unitaria, se dice que una linea, o Weber (Wb), cruza

cada metro cuadrado de superficie perpendicular. Por lo tanto, B tiene unidades de Webers por
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metro cuadrado, conocidas como teslas. Otras unidades para g son tesla-metro por amperio, y
las unidades de intensidad polar en este caso teslas por metro cuadrado. El nimero de lineas que
cruzan una esfera que rodea un polo puntual p es dado por ¢ = 47r2B = p, de forma que de un

polo unitario en SI emana solamente una linea de induccién magnética.

El vector magnetizacion M denota el estado de polarizacién de la materia magnetizada. Si un
polo magnético de intensidad uniforme p tiene un drea a (m?) la intensidad de magnetizacion es
M = p/apy = ps/ 1o, donde ps es la densidad superficial de polos magnéticos. Considere una barra
de material ferromagnético cortada en dos (figura 1.3), con sus mitades separadas una distancia
muy pequena en direccién transversal a la de magnetizacién. En las caras que fueron separadas
aparecen polos magnéticos. El campo en la ranura es la superposiciéon del campo que emana por los
polos norte a la izquierda y el campo debido a los polos sur de la derecha. Ya que cada polo norte
emite una linea de induccién, por simetria p/2a lineas cruzan cada unidad de drea de la ranura
perpendicularmente debido a la presencia de polos en la cara norte, y p/2a lineas adicionales se
encuentran presentes por la influencia de la cara sur, sumando un total de p/a = poM lineas. El
campo magnético H contribuye otro poM al campo de inducciéon en la ranura, de forma que la

induccién total en el espacio que separa las barras es

B = po(H +M) (1.2)

Si se vuelven a juntar las mitades B permanece igual ya que las lineas del campo B son curvas
continuas que salen del extremo norte del material y entran por el extremo sur, y dentro de la
barra el campo B esta dirigido de norte a sur. Como ya se menciond, no existe tal cosa como un
polo magnético aislado en la naturaleza. La barra del ejemplo y todos los materiales magnéticos
se presentan en forma dipolar. En cualquier medio dipolar magnetizado el nimero de polos norte

siempre sera igual al nimero de polos sur.

Figura 1.3: Barra ferromagnética cortada en dos
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1.4.2. Campo externo de una fuente bipolar

Dos polos puntuales iguales en magnitud y opuestos en signo forman un dipolo magnético.
Asimismo un pequeno volumen de material que tenga una magnetizacién uniforme y significativa
formard un dipolo por medio de la apariciéon de polos superficiales de intensidad +p; en los extremos
del mismo. Considere el volumen de la figura (1.4), cuya longitud y orientacién estén especificadas
por el vector d. El campo magnético en un punto P puede ser encontrado por medio de la aplicacién

de la ley de Coulomb y suponiendo la superposicién de los campos. El resultado es:

PsQd ry ro
H(r)=224 (- 2Ly 2 1.3
0=t (-5 %) (1.3
donde r; = %d +ryry= —%d +r. Aunque esta relacién es valida para cualquier separacién d, lo

que se quiere es una buena aproximacién del campo cuando la separacién d es pequena comparada

con r.

Figura 1.4: Campo magnético en el punto P debido a un dipolo
Cuando d < r podemos escribir
d d
riTr+ 50089, Ty R T — 5(3089

Por el teorema del binomio,

d - d - d
o, R (r + 5(3089) = 7“_3<1 + o cos@) ~ 7“_3<1 F z_r cos@)
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Cancelando términos comunes tenemos,

H(r) ~ 4‘:;353 < —d + 3 cos 9) (1.5)
donde d es el vector unitario d/d. Sin embargo, d-# = cosb, ps = poM vy V = aqd, asi que el
resultado anterior se puede escribir como
H(r) 174
M " A
Por lo tanto el campo magnético de un dipolo puntual decae como r~

[—d+3(d-#)i] (1.6)

3

, siendo de un rango menor

al 72 de la ley de Coulomb.

1.4.3. Fuerza magnética y torque

La descripcién de la fuerza magnética que experimenta un cuerpo magnetizado serd necesa-
ria para desarrollar posteriormente el tensor que caracteriza el estado de esfuerzos de un fluido
magnético. Consideremos un pequeno volumen cilindrico de materia polarizada magnéticamente
(figura 1.5) cuyo eje geométrico d se encuentra alineado con el vector de magnetizacion M. Se
aplica un campo Hg y polos con densidad ps = oM aparecen en igual nimero e intensidad en los
extremos, de area ag. Un volumen §V del elemento es aqd. El campo Hy puede ser considerado como
la fuerza en un punto unitario; por lo tanto la fuerza a la que esta sujeto el elemento volumétrico
es

—Hopsaqg + (Hy + 0Hy)psaqg = 0Hppsaqy (1.7)
donde 0Hj es el cambio de Hy en la direccién d. Por lo tanto dHy = (d-V)Hy = (d/M)(M-V)Hy,

y la densidad de fuerza de Kelvin estda dada por
densidad de fuerza = po(M - V)Hj (1.8)
De la definiciéon de momento dipolar m
m = psaqd = poMagd (1.9)

podemos ver que puoM representa el vector momento por unidad de volumen, donde aqd es el
volumen del elemento.

El torque 6T que actia sobre un volumen pequenio de material polarizado magnéticamente puede
ser obtenido para un campo magnético espacialmente uniforme, es decir, para el cual YHy = 0. Basta
sumar los momentos con respecto a un origen O, el cual tiene un vector de posicién ry respecto a

la cara sur del volumen y ry = ry + d respecto a la cara norte. De esta forma
0T = psaqg(—r1 x Ho + 1o x Hy) = psaqd x Hy
y como psagd = oMV, el torque por unidad de volumen es
densidad de torque = poM x Hy (1.10)

Esta expresién es independiente de la eleccion del origen.
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Figura 1.5: Fuerza y torque magnéticos en un elemento de materia polarizada.

Para materiales magnéticos “suaves” M es paralelo a Hy. La magnetizacion de saturacion de
un material puramente ferromagnético es la magnetizacion de los dominios del material, M. Las
curvas de magnetizacion de materiales “suaves” y “duros” son muy diferentes, como se muestra en
la figura (1.6). El comportamiento mostrado en la figura (1.6b) se conoce como histéresis. M, es
la retentividad o remanencia y H. es la coercitividad del material. Los imanes permanentes estan
hechos de materiales duros y por lo tanto retienen cierto momento magnético cuando ya no se les

esta aplicando un campo.

M

(a) (b)

Figura 1.6: Curvas de magnetizacién para materiales suaves (a) y duros (b).
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1.4.4. Energia de interaccion entre dos dipolos

De la ecuacién (1.8) se tiene que la fuerza por unidad de volumen que actia en un volumen de
material dipolar en un campo magnético externo Hy es po(M - V)Hy, o de la definicién de m, la

fuerza total es

F = (m- V)Hj (1.11)

Por medio de una identidad vectorial (m - V)H( puede ser reescrita como
(m-V)Hy=V(m- -Hy) —Hy-Vm —m x (V x Hy) — Hp x (V x m) (1.12)
Si m es constante esto se simplifica a
(m-V)Hy=V(m-Hy) —m x (V x Hy) (1.13)

Cuando no hay flujo de corriente eléctrica V x Hy es cero. En ese caso, para un dipolo con momento

m, la fuerza F puede ser derivada de una energia Fj; por medio de
F=-VE, (1.14)

donde
Eh = —(m . HO) (1.15)

La ecuacién anterior describe la energia de un dipolo puntual de momento m como funcién de
su orientacion y posicién en el campo Hy. Ahora se puede considerar la energia de interaccién de
dos dipolos como se muestra en la figura (1.7). Si el polo (1) es considerado como la fuente del

campo magnético sentido por (2), entonces

MiVq
Amp3

Hy(r) = [—d; +3(d; - #)F] (1.16)
Sustituyendo esta ecuacién y la relaciéon msy = MOMQVQ&Q en (1.15) se obtiene la expresion para la

energia de interaccion entre dos dipolos puntuales

pro (M1 V1) (M2 Vz)

o [di-dy —3(dy - £)(ds - #)] (1.17)

Eqq =

donde Ey4, es una forma particular de Fj,, la cual puede ser escrita como

1 mi - 1My 3
= 471_#0 T — r—5(m1 . I')(mQ . I') (118)

Eqq

Esta expresion sera tutil para evaluar la estabilidad coloidal de una suspensién de particulas

magnéticas en un fluido.
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Figura 1.7: Interaccién de dos dipolos puntuales con vectores M orientados arbitrariamente.

1.4.5. Susceptibilidad magnética de un material

Los vectores magnetizacién M y campo magnético H se relacionan por medio de la expresién
M = yH (1.19)

donde x es un nimero adimensional conocido como la susceptibilidad magnética de un material, el
cual indica qué tanto se polarizard un material en presencia de un campo magnético externo.

La susceptibilidad magnética se relaciona con la permeabilidad magnética de la siguiente forma

i= po(1+x) (1.20)

La relacién entre B, M y H en la ecuacién (1.2) se puede entonces reescribir como
B = po(H+M) = po(1 + x)H = puH (1.21)

La susceptibilidad magnética no es necesariamente escalar ni lineal. En el caso de materiales
magnéticamente anisotropicos dicha propiedad debe ser expresada por medio de una cantidad
tensorial, cuyas componentes pueden ser variables y no lineales. Sin embargo, en este trabajo, se

utilizara el modelo lineal y escalar.

1.4.6. Ecuaciones electrostaticas de Maxwell

Como fue mencionado anteriormente, una de las caracteristicas importantes de la ferrohidro-
dindmica es que no suele existir corriente eléctrica en los fluidos. De esta forma el tratamiento
electromagnético es un poco mas simple al no tener que tomar en cuenta las interacciones entre
corrientes eléctricas y campos magnéticos. Asi entonces, las ecuaciones a ser empleadas seran las

ecuaciones de Maxwell en el limite magnetostatico.
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La expresion de la ley de Coulomb para el magnetismo fue presentada en la ecuacién (1.1).
Aplicando esta ecuacién al caso mostrado en la figura (1.8), sabiendo que H puede ser considerado
como la densidad de lineas de campo, el flujo de lineas a través de un elemento diferencial de
superficie dS es

1 p p
H. = “r. = Q 1.22
ds Tnpo 13 r-dS o d ( )

donde dQ2 = r - dS/r? es el 4ngulo sélido en estereorradianes abarcado por dS. El flujo de campo a

través de una superficie cerrada es entonces

A
}I{H-dS:/ P go=2 (1.23)
s o A4mpo 1o

va que el dngulo sélido de una esfera completa es 47 estereorradianes.

ds

Figura 1.8: Superficie cerrada imaginaria S con un polo puntual en el origen.

Para un numero N de polos dentro de S, donde el i—ésimo polo contribuye en H; al campo

total, se tiene que
N 7{ N D
d pHAS =) (1.24)
=175 i=1 Ho

e introduciendo la sumatoria en la integral

N

Pi
H.-dS = E — 1.25
}i iz Mo ( )

de donde se puede ver que el campo magnético H es la suma de las contribuciones de cada polo
pi, cada uno de los cuales puede tomar valores positivos o negativos. Este resultado puede ser
generalizado para una distribucién continua de polos caracterizada por una densidad volumétrica

de polos, definida como py = —pgV - M. El nimero de polos en un elemento dV es pydV, asi que

}éH -dS = /Vp/,uodV (1.26)

donde V es el volumen contenido por la superficie S.
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Aplicando el teorema de la divergencia, fV(V -A)dV = fsA - ndS, al lado izquierdo de la

ecuacién (1.26)

V-H=pv/uo (1.27)

Sustituyendo la definicion de py en esta ecuacién se obtiene que V-H = —V - M| e introduciendo

esto en la definiciéon B = po(H + M) se ve que el campo de induccién cumple con la propiedad
V-B=0 (1.28)

Este resultado es una de la ecuaciones de Maxwell, llamada ley de Gauss para el régimen mag-
netostatico. De la forma de esta ecuacion es posible inferir que el vector B es analogo al vector
velocidad de un fluido incompresible. Por consiguiente el campo de induccién puede ser visualizado
como un flujo incompresible: la cantidad que fluye hacia dentro de un volumen arbitrario es exac-
tamente igual a la cantidad que fluye hacia el exterior de éste; nada se acumula dentro. Ademads,
las lineas del campo B no terminan, éstas deben formar curvas cerradas o extenderse infinitamente
lejos.

Para encontrar el otro resultado que sera til en el tratamiento matematico posterior, es nece-
sario expresar la ley de Coulomb, ahora para el campo en una posicién r debido a un conjunto de

polos p; localizados en posiciones r;

r—r;

Pk

1.29
Trpio [t — i (1:29)

Ahora se quiere encontrar el rotacional de H, para lo cual habra de evaluarse una suma de términos
del siguiente tipo. Usando la identidad vectorial V x (cA) = ¢V x A + Ve x A

v TTT_ 1 Vx[r—ri+v<ﬁ>x(r—ri)} (1.30)

r —r;]3  Jr—ry3
Por calculo directo
1 —r
Vx(r—1)=0 y v<7> S .

v — ;|3 v —r;[°

y como el producto entre vectores paralelos es cero, se obtiene que

VxH=0 (1.31)

Esta es la segunda ecuacién de Maxwell que serd utilizada, la ley de Ampére, para el caso

magnetostatico.
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1.5. Conceptos de mecanica de fluidos

1.5.1. Ecuaciones de conservacion

Las ecuaciones que serdan utilizadas para el modelado del comportamiento del fluido son las
ecuaciones de conservacién de momento lineal en forma diferencial, las cuales, en su forma maés

general son

Du
"Dt
donde D/ Dt representa una derivada material, u es el campo de velocidad y o el tensor de esfuerzos.

=V-o+pg (1.32)

Dicho tensor requiere de consideraciones especiales en el caso de un fluido ferromagnético, ya que
en este caso las fuerzas de campo presentes no seran unicamente las debidas a la gravedad. El

desarrollo de tal tensor estd descrito posteriormente.

1.5.2. Ecuacién de Young-Laplace
Tensiéon superficial

Las moléculas de un liquido se encuentran sujetas a fuerzas de atraccién que aparecen por la
presencia de moléculas vecinas del mismo tipo. El balance de dichas fuerzas para una molécula en el
interior es estadisticamente nulo. Sin embargo, las moléculas de la superficie libre tienen un niimero
menor de vecinos, lo que ocasiona que éstas sientan una fuerza neta que las ‘jala’ hacia el interior
del fluido. De acuerdo con el principio de menor energia, la superficie libre de un liquido siempre
tendera a adoptar la forma que le permita tener la menor superficie. En el caso de una gota libre,
esta forma serd esférica. La magnitud de la fuerza que controla la forma de la superficie libre es
conocida como tensién superficial, la cual tiene unidades de energia por unidad de area o fuerza por
unidad de longitud (J/m? o N/m). Mientras mas fuertes sean los enlaces entre las moléculas del
liquido, mayor serd dicha fuerza. La tensién superficial es una propiedad medible que tiene valores

diferentes para cada interfase de fluidos (liquido-liquido o liquido-gas)

Presion en la curvatura de una superficie

La ecuacién de Young-Laplace relaciona la forma de la interfase entre dos fluidos con la diferencia

de presion a lo largo de dicha superficie. La ecuacion es
AP = 2ry (1.33)

donde 7 es el valor de la tension superficial y & es la curvatura media de la superficie, cuya definicién
recordamos del célculo con coordenadas rectangulares como

y//

Aqui i v 9" representan la primera y segunda derivadas de y con respecto a x respectivamente.
Al igual que en las ecuaciones de conservacién, en este caso serd necesario adaptar la ecuacién

para tomar en cuenta la accién de la magnetizacién del ferrofluido.
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1.5.3. Angulo de contacto y capilaridad

Es comin que exista un tercer componente en la interfase entre dos fluidos. Sea que estos se
encuentren en un contenedor, o sobre una superficie, habra un soélido presente e interactuando con
ellos. El concepto empirico e intuitivo de liquidos que mojan o mo mojan esta relacionado con el
angulo que se forma en una interfase sélido-liquido-gas. Una vez mas, este valor es dependiente
de los fluidos y el sélido involucrados. Este parametro sirve como condiciéon de frontera para la
integracién de la ecuacién de Young-Laplace y serd utilizado posteriormente en el desarrollo del
modelo tedrico. La figura (1.9) muestra el punto donde se mide el déngulo de contacto «. Para una
configuracién cuando el liquido moja, el angulo de contacto es menor o igual que 90°; para el caso
en que el fluido no moja, el angulo es mayor que 90°.

Una buena descripcién de los factores termodindmicos que determinan el dngulo de contacto
puede ser encontrada en [5].

Cuando un liquido entra en contacto con una pared sélida vertical o inclinada respecto a la
horizontal, la superficie del liquido puede presentar una elevacién o depresiéon de forma que se
establezca el contacto con el angulo caracteristico para el fluido y el material involucrados. La
manifestacién de tal comportamiento es apreciable cuando el fluido se encuentra confinado en

tubos delgados o en espacios angostos. A este fendmeno se le conoce como capilaridad.

AY

\ 4

\
a N

7 D

Figura 1.9: Menisco formado entre un liquido y un gas en un capilar.

Considere el arreglo mostrado en la figura (1.9), donde un capilar de radio b es inmerso en
un liquido con una superficie libre. La interfase liquido-gas formard un menisco de seccion axial
aproximadamente uniforme. Es conveniente, en este momento, definir un parametro adimensional

que relaciona la presién hidrostatica con la presién capilar: el nimero de Bond (Bo)

Apgb  b?

donde Ap = prig — Pgas ¥ 12 = ~/Apg; por lo que este niimero también puede ser considerado como
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la razén entre las dos escalas caracteristicas de longitud. De la figura, se hace evidente que cuando
b < . el radio de curvatura de la superficie es aproximadamente uniforme e igual a b/ cosf. La
tension en esta superficie de curvatura pronunciada produce un salto de presién considerable en
la interfase, lo cual también es evidente, pues si b < [., Bo < 1, lo cual implica que la presién
capilar es mayor que la hidrostatica. Esto ocasionard un levantamiento de la columna de liquido,

cuya altura de equilibrio d esta sujeta a la condicion

2v cos f
ie. )
2
_ 2ecosh ‘;OSH (1.36)

donde se puede ver que la altura de la columna es inversamente proporcional al radio del capilar

[6].

1.6. Los ferrofluidos

Como ya se menciond, un ferrofluido es una suspension coloidal estable. En este caso la fase
dispersa estda compuesta por particulas magnéticas y la fase continua es un liquido no magnético.
Las propiedades de un ferrofluido son profundamente influenciadas por el movimiento browniano
de las particulas y el hecho de que cada particula se encuentra permanentemente magnetizada.
Ademas de las particulas y el liquido, el tercer ingrediente, esencial para el ferrofluido, es un agente
polimérico de cadena larga que recubre por adsorcién cada particula magnética individualmente,
de forma que impida la aglomeracion de la fase dispersa. La estabilidad de la suspension es crucial
para que el fluido sea apto para las aplicaciones comerciales asi como para estudios cientificos. Estos
fluidos no existen en la naturaleza y su sintesis en laboratorios fue posible poco tiempo antes de la

publicacién por Neuringer y Rosensweig de 1964 [4].

1.6.1. Requisitos para la estabilidad

Es necesario considerar ciertos mecanismos fisicos sencillos involucrados con la estabilidad de
un ferrofluido. Es posible deducir criterios de estabilidad basados en el andlisis dimensional de las

energias involucradas
= Energia térmica = kT’
= Energia magnética = ugMHV
= Energia gravitacional = ApV gL

donde k = 1.38 x 10723N - m - K~! es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta
en kélvines, pg es la permeabilidad magnética del vacio, V el volumen para una particula esféri-
ca de didmetro d y L es la altura en el campo gravitacional. Las razones entre estos términos
son cantidades adimensionales que proveen informacion sobre la posibilidad de estabilidad de los

ferrofluidos.
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Estabilidad en un gradiente de campo magnético

Considere la estabilidad contra la segregacién de las particulas debida a la presencia de un
campo magnético externo. Las particulas serdn atraidas hacia las regiones de mayor intensidad del
campo magnético, mientras que la agitacion térmica contrarresta la fuerza ejercida por el campo y
provee un movimiento que estadisticamente permite a la particula “conocer”todas las regiones del
fluido. La energia magnética ugM HV representa la cantidad de trabajo reversible necesario para
mover una particula magnetizada de un punto en el fluido donde esta presente el campo Hy a otro

punto en el fluido donde no existe campo magnético:

Ho dH
W= — / (;LOMEV> ds ~ poMHV (1.37)
0

Siempre que una parte del fluido se encuentre fuera de la influencia del campo magnético, la

estabilidad en este caso se vera favorecida si la siguiente relacion se cumple:

energia térmica kT

= >1 1.38
energia magnética  pugMHV — ( )
Reacomodando y sustituyendo para el volumen de una esfera, se obtiene una expresion para el

tamano maximo de las particulas:
d < (6kT/mwpoMH)'/3 (1.39)

Como ejemplo, se puede considerar un contenedor con fluido magnético con particulas de magnetita

(Fe30y) sujeto al gradiente magnético de un imén permanente comun:
H=8x10" A-m™!

M =446 x 10° A-m™!

T=298 K

El tamano de las particulas, de acuerdo con la relacion anterior debe ser d < 8.1 nm. El tamanio de
las particulas en coloides estables utilizados actualmente llega hasta los 10 nm. De los calculos se
puede inferir que este tamano se encuentra en el limite superior para no comprometer la estabilidad
del coloide.

Otro fenémeno fisico limita la concentracion de particulas en las regiones de mayor intensidad
de campo magnético: los efectos estéricos (repulsion entre las particulas) constituyen un limite
superior en el nimero de particulas concentradas [1]. Aunque se llegan a establecer gradientes de
concentracién en circunstancias como éstas, cuando el campo es retirado, las particulas de un fluido
propiamente estabilizado se redistribuyen espontaneamente en todo el fluido en cierto periodo de

tiempo.
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Estabilidad contra la precipitacién debida a la gravedad

La fuerza de gravedad empuja a cada una de las particulas hacia abajo constantemente, mien-
tras que la agitacién térmica, una vez mds, intenta mitigar este efecto y mantener a las particulas
dispersas en la matriz de fluido. Esto es similar al caso anterior donde la fuerza magnética propor-
cionaba una fuerza unidireccional en cualquier punto dado. La influencia de la gravedad respecto a

la del magnetismo es descrita por la razoén:

energia gravitacional — ApgL

= 1.40
energia magnética woMHV ( )

Para el mismo ejemplo anterior, valores tipicos de los pardametros son L = 0.05 m y Ap = psslido —
Pliguido = 4300kg - m™3 con g = 9.78 m - s~2. La razén de la ecuacién (1.40) es 0.047; por lo tanto
la gravedad es un factor menos importante que el magnetismo para la estabilidad del ferrofluido.
En los dos puntos anteriores se considerd la estabilidad contra la segregacién o formacion de
gradientes amplios en la concentracion de las particulas. Esto se hizo suponiendo que las particulas
se encuentran dispersas, es decir, separadas de cualquier otra particula. El siguiente analisis es sobre

la complicada tarea de lograr el estado de dispersién de las particulas.

Estabilidad contra la aglomeracién magnética

0%3 particulas por metro cibico, por lo que la

Un ferrofluido suele contener alrededor de 1
distancia media entre las particulas no es muy grande. Si las particulas se tocaran y se adhiriesen,
la aglomeracion sucederia muy réapido. Cada particula se encuentra magnetizada permanentemente,
por lo que la energia para separar dos particulas es maxima cuando se encuentran alineadas. Dicha
energfa, dada por la ecuacién (1.18), con m; -my = m?, (my -r)(my-r) = m?r? y m = pgMnd®/6
es la energia del par dipolo-dipolo.

Fyy = 7 oM d> (1.41)
9 (1+2)3
donde [ = 2s/d, siendo s la distancia entre las superficies. Por lo tanto, cuando las particulas estén
en contacto, la energia dipolo-dipolo es

1
Egq = E,uOsz (1.42)

Una vez més, la agitacién térmica seré capaz de evitar la aglomeracién de manera eficaz mientras

mayor sea la relacién

energia térmica  12kT (1.43)
energia dipolo-dipolo  pgM?2V )
El tamano maximo de las particulas en este caso es
d < (T2kT Jmpo M?)'/3 (1.44)

Para el caso analizado de las particulas de magnetita a temperatura ambiente se requiere d <
7.8 nm. Esto muestra que las particulas de tamano hasta 10 nm también se encuentran en el limite

superior de tamano para no aglomerarse por la influencia de la atraccién magnética.
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Los resultados de los calculos del tamano de particula necesario para evitar la aglomeracion
debida al campo magnético y a la energia de magnetizacién establecen que se requiere un tamano
de particula ligeramente menor al que se obtiene en la fabricacién de ferrofluidos (10 nm). Existe
un factor méas que compromete la estabilidad de los ferrofluidos: la atraccién de van der Waals. La
solucién para que las particulas no se precipiten debido a este 1iltimo factor es también la responsable
de que el fluido se mantenga estable a pesar de que las particulas sean un poco mayores de lo que

deberian ser.

Proteccién contra las fuerzas de atraccion de van der Waals

Las fuerzas de van der Waals surgen espontaneamente entre particulas sin carga eléctrica debido
a las fluctuaciones en las fuerzas dipolo-dipolo eléctrico que estan siempre presentes. Dicha fuerza
representa la interaccion cuantico-mecanica debida a las fluctuaciones en los orbitales electrénicos
de una particula que inducen oscilaciones dipolares en una vecina. No se entrard a los detalles
de la teoria cudntica necesarios para calcular la energia de fluctuacién, simplemente se dird que
tal energfa, de acuerdo a los célculos de Hamaker para esferas iguales, es proporcional a [~ para
esferas préximas y a [7% en el caso de esferas distantes. De esto se debe notar que la dependencia
de 7! implica que es necesaria una energfa infinita para separar un par de particulas que han
entrado en contacto. Asi pues, la evitacion del contacto es indispensable si se quiere tener un
coloide estable. Afortunadamente, existe un mecanismo por medio del cual es posible evitar que
el acercamiento entre las particulas llegue hasta el punto en que la atracciéon de van der Waals
domine. Tal mecanismo es la repulsién estérica, debida a la presencia de moléculas poliméricas de
cadena larga adsorbidas a la superficie de cada particula. Los grupos polares de este recubrimiento
se asocian con la superficie de las particulas quimica o fisicamente y “disfrazan” a la superficie
para que se parezca al fluido. Por lo tanto, la “cola” (parte externa del recubrimiento) se escoge
con propiedades similares a las del de liquido que funcionara como fase continua o matriz de
la suspensién. De forma intuitiva se puede apreciar que dos particulas que se aproximan mucho
tenderan a comprimir la capa de recubrimiento alrededor de cada una, de esta manera, dicho
recubrimiento actia como parachoques eldstico. En la figura (1.10) se muestra una representacion

de una particula que se suspende de manera estable en un ferrofluido.

Figura 1.10: Representaciéon de una particula recubierta.
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1.6.2. Preparacion

Existen dos tipos de métodos para producir un coloide magnético: reduccién de tamano y
precipitacién, es decir, moler particulas grandes hasta volverlas muy pequenas o producir particulas
pequenas desde el principio por medio de reacciones quimicas. Es impresionante que por medio de
simple molienda sea posible obtener particulas de 10 nm de diametro. El método para lograrlo
fue desarrollado en 1965 por S. Papell; sin embargo, los materiales basicos han estado disponibles
desde la antigiiedad. El “secreto” es moler mojando las particulas con un surfactante por tiempos
largos (1000 k). En la figura se muestran esquemas bésicos de los procesos de preparacion fisicos y

quimicos. Descripciones méas detalladas dichos métodos pueden ser encontradas en [4, 7, 8.

Magnetita
Solvente —P> Mezclado —————— en polvo
(Hm)
v
Triturado con
Bolas —Pb| bolas ——————— Energia
500-1000h
y
Centrifugado Solidos
>
2x10% g grandes
Y
Solvente —_—— — b Concentracion o —— —» Solvente

disolucién

v
C Ferrofluido terminado )

Figura 1.11: Preparacién de ferrofluido por molienda de particulas.

1.6.3. Propiedades fisicas

Las propiedades de los ferrofluidos son, como es de esperarse, una combinacion de las propiedades
de las particulas y el fluido. Ademas de las propiedades que son de interés cominmente en mecanica
de fluidos como la densidad p, viscosidad 71 y las ya mencionadas tensiéon superficial y dngulo de
contacto, surgen dos propiedades importantes que son de interés en este trabajo: la susceptibilidad

magnética y la magnetizacién de saturacién del fluido.
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FeCl, + 6H,0

—> ‘—
H,0 Mezclado FeCl. + 4H.0
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Figura 1.12: Preparacién de ferrofluido por método quimico.

Susceptibilidad magnética

Contrariamente a lo sugerido por el nombre, la respuesta magnética de un ferrofluido no es
ferromagnética. No obstante la respuesta de cada particula si lo sea, el fluido en conjunto no
mantiene una magnetizacién cuando no se encuentra influenciado por un campo magnético. Esto
es debido al movimiento browniano, que reubica aleatoriamente la posicién de las particulas. De
esta forma, aunque el momento magnético mantenga su orientacion con respecto a la particula, el
momento magnético del fluido se anula. La respuesta magnética macroscopica de los ferrofluidos
es, por lo tanto, superparamagnética, caracterizada por una susceptibilidad magnética x positiva
y alta. y es funcion de la temperatura y puede también ser funcién no lineal de la magnetizacién.
El caso considerado en este trabajo es isotérmico y con una magnetizacién por debajo del limite
de la saturacién, para lo cual es vélido considerar una relacién lineal x = M/H como fue definida

anteriormente.
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Magnetizaciéon de saturaciéon

En presencia de campos magnéticos de intensidad moderada, las particulas ferromagnéticas de
la suspensién tenderdn a alinear sus momentos magnéticos. Sin embargo, en este punto la energia
asociada con la agitacion térmica es atin equiparable a la de magnetizacion, por lo que el movimiento
browniano consigue reorientar algunas de las particulas. Al aumentar la intensidad del campo se
alcanza un punto donde los momentos magnéticos de todas las particulas se encuentran alineados
y la agitacién térmica tiene un efecto menor. La magnetizacién del fluido en este punto es lo que
se conoce como magnetizacion de saturacion. La fundamentacién desde la mecanica estadistica de
esta propiedad es descrita por Rosensweig en [4].

Un fenémeno muy interesante se presenta cuando la magnetizacién alcanza el valor de saturacién
en un campo magnético aplicado de manera perpendicular a la superficie del fluido: la aparicion de la
inestabilidad de campo normal. Dicha inestabilidad consiste en la aparicién de picos en la superficie
del fluido. Existen varios trabajos al respecto de la aparicién de las inestabilidades superficiales en

los ferrofluidos y los patrones que éstas pueden formar [9, 10, 11, 12].

1.6.4. Tensor de esfuerzos magnéticos

La formulaciéon de un tensor que describa apropiadamente la influencia de la magnetizacién en
el estado de esfuerzos de un ferrofluido ha sido objeto de varios trabajos cientificos, los cuales se
encuentran enumerados en las referencias. La formulacién més completa, que toma en cuenta la
posible compresibilidad no lineal del ferrofluido causada por la magnetizacion es la de Rosensweig

[4], que tiene la siguiente forma

H roM
o = — MO/ OMuN g 4 M2y 4 uB (1.45)
0 8’[) HT 2

El primer término, que consta de dos partes, representa la presién magnética. La primera parte
describe la compresién no lineal, para el caso de un posible gas ferromagnético, mientras que
la segunda proviene del tensor de Maxwell que describe la propagacion de esfuerzos debida a la

presencia de un campo magnético, independientemente de que el material sea magnetizable o no.

El término de la extrema derecha representa el esfuerzo que aparece debido a la magnetizacion

del material.

El desarrollo termodindmico completo del tensor de esfuerzos magnéticos puede ser consultado
en [4].
Ya que el ferrofluido coloidal es incompresible, el tensor de esfuerzos empleado aqui sera

om = —P,I+ HB (1.46)

donde P, = 1/2uoH?.
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1.7. Aplicaciones teconoloégicas de los ferrofluidos

Desde que la fabricacion de ferrofluidos fue tecnoldgicamente viable, se comenzaron a desarrollar
aplicaciones para estos nuevos fluidos de propiedades uinicas. Se presentan aqui descripciones breves
de algunas aplicaciones, probadas y en desarrollo. Los principios de funcionamiento completos de

cada aplicacién son descritos en [1, 7).

1.7.1. Tapones y empaques

El sellado de regiones que se encuentran a diferentes presiones es la més desarrollada de las
aplicaciones de los ferrofluidos, disponible comercialmente desde la década de los setenta. Por medio
de un soporte estacionario magnetizado, es posible sostener un anillo de ferrofluido de manera que
selle el espacio entre un eje rotatorio y dicho soporte. Esto puede ser aplicado tanto a ejes hechos
de material magnetizable como a ejes de materiales que no lo son. En la figura (1.13a), se muestra
la configuracién para un eje no magnético. Se establece un campo magnético, generado por un
iman permanente, entre las puntas de la pieza polar, orientado en direccién tangencial al eje. El
campo mantiene al fluido posicionado entre las puntas de la pieza polar. La figura (1.13b) muestra
el arreglo para un eje magnéticamente permeable. El eje y el soporte son usados como parte de un
circuito magnético de baja reluctancia. Al igual que en el caso anterior, se emplea un imén anular
montado en una pieza polar estacionaria, estructurada de tal manera que el campo magnético se
concentre en un pequeno volumen, donde es introducido el ferrofluido. Esta configuraciéon puede
soportar diferencias de presiéon de hasta 10° Pa, lo cual puede ser aumentado por medio de la

adicién de pasos (Figura 1.14)

Imén permanente
(// N S //,Pieza polar Pieza
% polar %
@ _ ) ® A \
0 ) ) )
TP i
Eje no é N/ . / magnético PZIN S

magnético

N SV Ferrofluido

[y
Ferrofluido Iman permanente

Figura 1.13: Sellos de ferrofluido para ejes rotariorios con eje no magnético (a) y eje magnético (b)

).
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Figura 1.14: Dos tipos de sellos de pasos multiples [7].

1.7.2. Rodamientos y soportes

Una propiedad interesante de los ferrofluidos es su capacidad de “levitar” objetos en su interior
por medio de la flotacién controlada con campos magnéticos. En un contenedor lleno de fluido
magnético como el de la figura (1.15a), la presién es uniforme y constante en ausencia de cam-
pos gravitacionales y magnéticos. Al aproximar dos fuentes de campo magnético opuestas (Figura
1.15b), el campo es nulo en el centro e incrementard su intensidad hacia afuera de este punto.
El fluido es atraido hacia las orillas del contenedor, pero por la propiedad de incompresibilidad
del fluido y el hecho de que éste llena el contenedor por completo, tal atraccién se traduce a un
aumento de presion en las regiones alejadas del centro. Al introducir un cuerpo no magnético en el
centro de contenedor, las fuerzas de presién sobre su superficie se encuentran distribuidas simétri-
camente y el objeto alcanza un estado de equilirio estable (Figura 1.15c). Al ser desplazado de la
posicion de equilibrio, las fuerzas de presién quedan desbalanceadas y el cuerpo experimenta una
fuerza restauradora que lo devuelve a su posicién de equilibrio (Figura 1.15d). Este fenémeno se
denomina levitacion pasiva de un cuerpo no magnético. De manera similar, un iman permanente
encuentra un punto de equilibrio dentro de un contenedor lleno de ferrofluido, en lo que se conoce
como autolevitacién de un iman en un fluido magnético.

Estos principios se han utilizado para desarrollar rodamientos compuestos de una camisa no
magnética, imanes anulares con magnetizacién alternada y ferrofluido en el espacio donde normal-
mente estarian los balines. El soporte entre los componentes es completamente pasivo;, no requiere
insumo de energia, mientras que la friccién es mucho menor que en un rodamiento normal, dismi-
nuyendo de manera importante el desgaste y eliminando el ruido.

Otra aplicacién con las mismas bases es la de soporte para las bobinas de sonido en bocinas
de alta fidelidad, reemplazando a las partes mecédnicas empleadas usualmente (Figura 1.16). Tal
soporte tiene la ventaja adicional de transferir el calor de las bobinas a la estructura circundante,
aumentando la capacidad disipativa de la bocina y por lo tanto la calidad del sonido. Esta aplicacién

fue implementada comercialmente a final de los setenta.
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Figura 1.15: Levitacién pasiva de un objeto no magnético en un ferrofluido [1].
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Figura 1.16: Ferrofluido como soporte de bobinas en bocinas de alta fidelidad [1].

1.7.3. Amortiguadores

Es posible emplear las propiedades viscosas de los fluidos magnéticos con el fin de disipar la
energia cinética de movimientos indeseables a energia térmica, tanto en instrumentos delicados
como en maquinaria pesada. Por ejemplo, una capa de ferrofluido entre el estator y el rotor de
un motor a pasos amortigua el movimiento de éste en el arranque y frenada, reduciendo el tiempo
de asentamiento del aparato. La NASA también ha desarrollado amortiguadores de este tipo para
instrumentos satelitales. El mismo principio de amortiguacién se emplea en trenes de levitacién

magnética.
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1.7.4. Transductores

La propiedad de magnetizacién lineal de los ferrofluidos bajo la influencia de campos magnéti-
cos moderados ha sido usada como modo de transduccién. Un transductor es un dispositivo que
convierte una entrada de cierta naturaleza fisica en una salida de otro tipo. El movimiento de pistén
de un ferrofluido inducido por un gradiente de campo magnético se puede aprovechar en transduc-
tores acusticos, generadores de presion y amperimetros. Aprovechando también las propiedades de

levitaciéon, se han fabricado acelerometros y detectores de nivel.

1.7.5. Procesos de separacion

Otra utilidad de las propiedades de levitacion, es su capacidad para separar solidos. En un campo
gravitacional, los sélidos pesados se hunden en liquidos menos densos que ellos; sin embargo, dentro
de un ferrofluido y con un campo magnético aplicado se puede lograr que los cuerpos con diferentes
densidades floten a alturas distintas, haciendo posible su separaciéon. Un dispositivo diseniado con

este objetivo se muestra en la figura (Figura 1.17).

Ferrofluido

Alimentacion ,
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precipitadas

e

Espacio magnético

/
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Figura 1.17: Sistema de separacién por precipitacién-flotacién con fluidos magnéticos [1].

1.7.6. Conversion de energia

La conversién de energia térmica a energia cinética es posible aprovechando la dependencia de
la susceptibilidad magnética con la temperatura, aprovechando esto en sistemas de enfriamiento
convectivo sin la necesidad de una bomba que mueva al fluido. Un ferrofluido a baja temperatura
(alta susceptibilidad magnética) se adhiere a una fuente de campo magnético a alta temperatura. Al
transferirse calor al fluido, su susceptibilidad magnética disminuye y éste se retira de la fuente, dando

lugar a que fluido frio ocupe su lugar, estableciéndose asi un proceso de conveccion termomagnética.



Capitulo 2

Modelo Teorico

2.1. Descripcion del problema

El sistema considerado consiste de un recipiente lleno de ferrofluido, el cual es suficientemente
grande para que la influencia de las paredes en la zona de estudio sea nula. Se insertan dos placas
planas paralelas verticales, compuestas de material no magnetizable e infinitas en la direccién z,
como se muestra en la figura (2.1). Por accién de la capilaridad se formard un menisco entre la
superficie del ferrofluido y el aire. El menisco tiene una altura de equilibrio d y su forma estd dada
por y = f(x), la cual presenta una curvatura media % y tiene un dngulo de contacto con la pared
«. Al hacer incidir un campo magnético vertical en este sistema, se espera que la altura y forma de

la superficie entre el ferrofluido y el aire se vean afectadas, lo cual se modelard matematicamente.
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Figura 2.1: Fluido ferromagnético entre dos placas paralelas.
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2.2. Formulaciéon matematica

Como se mencion6 anteriormente, las ecuaciones electromagnéticas a ser empleadas son las leyes

de Maxwell para el regimen magnetostatico.
V-B=0 (2.1)

VxH=0 (2.2)

y la relacion entre el campo magnético y el de induccion
B = (M + H) (2.3)

Por la parte de la hidrodindmica tenemos a la ecuacién de conservaciéon de momento lineal.

Du

Pop =V ot rg (2.4)

El tensor de esfuerzos para un ferrofluido, que se obtiene juntando el tensor de esfuerzos magnéti-

cos (Ecuacién 1.46) con el tensor para un fluido no magnético newtoniano, estd dado por
o =—(P,+ P,)I+27D + HB (2.5)

donde Py es la presion hidrodinamica, P, la presién magnética, I el tensor identidad, 7 la viscosidad,
D el tensor de rapidez de deformacién y HB el esfuerzo debido a la magnetizacién.

Ya que se esta evaluando el estado de equilibrio del fluido y no el proceso dindmico de elevacién
de la columna, el campo de velocidad u es cero, lo cual nos permite cancelar el término de la
izquierda en la ecuacién de conservaciéon de momento y el esfuerzo viscoso en el tensor o. Asi,

combinando las ecuaciones (2.4) y (2.5) tenemos
VP,=-VP,+ V. -(HB)+pg (2.6)

Con las expresiones (2.1), (2.2) y (2.3) y un poco de dlgebra vectorial podemos manipular la

divergencia del esfuerzo debido a la magnetizacién

V. (HB)=B-VH+H(VB)
— oM - VH + p0H - VH

1
ZM@LVH+M§VH%&quXm
= puoM -VH + VP,
lo cual, al ser sustituido en la ecuacién (2.6) resulta en

VP, = pM-VH + pg (2.7)
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Ahora se introduce la hipdtesis de superparamagnetismo lineal del ferrofluido, es decir M = yH,

de esta forma

M- VH = y(H - VH)

:X[V<%H-H>+HX(VXH)

H2
=vV/| —
()
y entonces la expresion (2.7) se reduce a
VP, = “g—XVH2 + pg (2.8)

donde se reconoce que el primer término del lado derecho corresponde al gradiente de presién
magnética multiplicada por la susceptibilidad magnética del material, juntandose asi la influencia
del campo magnético con la magnetizacién del material en un solo término.

El paso siguiente es llevar a cabo el producto escalar de la ecuacién anterior por dx, con el fin

de eliminar los gradientes y poder integrar la ecuacién

VPh.dx:%VH?dijpg-dx

AP, = %dm + pg - dx (2.9)

Sabiendo que dH? = 2HdH, se integra la ecuacién (2.9)

/dPh:/pg-dx—l—/,ungdH

P, =pg-x+ %Iﬂ + A (2.10)

Esta es la ecuacion fundamental de la hidrostatica para un fluido magnético con susceptibilidad

magnética constante, donde A es una constante de integracion.

En la figura (2.1) las regiones marcadas con (1) representan el fluido ferromagnético y (2) es el
aire. Aplicando esta ecuacion al caso de estos fluidos inmiscibles se obtiene:

Fluido 1

X1H0

9 H12+A1

P =pig-x+

Fluido 2
P, = pag-x+ Ay

De esta forma, el salto de presion entre los dos fluidos esta dado por

Py—Pi=(ps—p1)g-x— H0p2 4, 4 (2.11)

2
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Para poder determinar el valor de la constante (As — Aj) es necesario establecer condiciones
de contorno. De la figura, por hidrostatica, se sabe que en el punto y = —d la presién es igual en
los dos fluidos. Para la condicién de contorno del campo magnético, se supondra que en ese mismo

punto el campo magnético es constante. Adicionalmente, ya que el sistema es vertical, la gravedad

actia unicamente en la direccién y. Entonces, las condiciones de contorno en el punto y = —d son:
P=P=F (2.12)

Hy(z,—d) = Hy = cte (2.13)

g(z,y) = (0,9) (2.14)

Aplicando dichas condiciones a la ecuacién (2.11) se obtiene
0
Ay — Ay = (p1 — p2)gd + %H@

y finalmente se tiene que

Py= Py = (p1 = p2)gly + d) + 22 [H — Hi(,y)] (2.15)

La ecuacién de Young-Laplace (Ecuacién 1.33) describe el salto de presién en una interfase
entre dos fluidos no magnéticos inmiscibles, debido a la tensién interfacial que se presenta entre
ellos. Cuando uno de los fluidos es magnetizable, se presenta una fuerza adicional en la superficie
debida a la componente normal del vector magnetizacién. Entonces, la ecuacién de Young-Laplace

cuando uno de los fluidos es magnético es [4]
Py — Pl = 2Ry + %Mﬁ (2.16)

donde M, es la componente normal a la superficie del vector M.
Recordando que por la hipdtesis de superparamagnetismo lineal M,, = x1H1, donde Hy, =

H; - n. Igualando las ecuaciones (2.15) y (2.16)

2
_ X X
Wy + 12“0 H? = (p1 — pa)g(y + d) + 12“0 [H2 - H(2,y)]

reordenando los términos y sustituyendo p; — p2 por Ap se obtiene
— Ho
2my = Dpg(y +d) + 5 O [H — Hi(@,)] - xTHT,] } (2.17)

Finalmente se sustituye la definicién de la curvatura media de una funcién (Ecuacién 1.34)

/! A —|—d
a +Z,2)3/2 = pg(z ) g—g{m [H — HY(2,y)] — xiHE,)} (2.18)

y se encuentra la ecuacién y = f(z) que describe la forma de la superficie del ferrofluido.
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Es conveniente presentar la ecuacion en forma adimensional. Para tal propésito, las variables de
longitud se dividen entre la mitad de la distancia de separacién entre las placas (b) y los términos
de campo magnético entre la magnitud Hy. Asi, Y = y/b, X = x/b, D = d/b, Hy = Hy/Hy y

Hy, = Hip, /Hy. Entonces, la ecuacién (2.18) adimensionalizada es

Y” B Apgb( ) — l,ung
(1+y/2)3/2 v/b 2 /b

(1 - HE(X,Y)) = xTH7, (X,Y)] (2.19)

Los términos han sido acomodados de manera que queden explicitos los dos pardmetros adimen-
sionales de importancia en la ecuacién: el nimero de Bond (Bo) y el nimero de Bond magnético

(BoM), los cuales son:

A
Bo = % (2.20)
2
BoM = %“f;;{bo (2.21)

El pardmetro Bo es la relacién entre la presién hidrostética y la presién capilar mientras que Bo™
representa la razén de presién magnética sobre el capilar.

La ecuacion en su forma adimensional final es

V"= (1+ Y’2)3/2{B0(Y + D) + BoM[x1(1 — HY) — xIH},] } (2.22)

Uno de los casos interesantes a ser estudiados en la solucién de la ecuacion es el de nimeros de
Bond altos (Bo > 1), cuando la influencia de la capilaridad no es suficiente para elevar la columna

de fluido, con el fin de determinar la elevacién debida a la presién magnética (Bo™ > 1).

Condiciones de contorno

La primera condicion de contorno esta dada por el punto donde se ubicé el sistema de referencia,

en la base del menisco:
Y(0)=0

posteriormente, se hace la suposicion de que la forma de la superficie es simétrica respecto al eje y,
de esta forma, la integracién de la ecuacién se hace en el intervalo (0, ). La simetria implica que el

punto (0,0) serd un minimo o un méximo de la curva y por lo tanto
Y'(0) =0

y para la tercera condicién se considera que el dngulo de contacto («) es un pardmetro medible,

dado como una propiedad del sistema. Asi, en el punto de contacto con la pared (Y = 1)

Y'(1) = cot a (2.23)



Capitulo 3

Resolucion de la ecuacion

La ecuacién (2.22) es una ecuacién diferencial ordinaria, de segundo orden y altamente no lineal,
con condiciones en el origen y en la frontera. Una ecuacion de tales caracteristicas no puede ser
resuelta analiticamente. Si bien se hara un andlisis de casos especiales para los cuales si es posible
hallar una solucién asintdtica, la ecuacién en su forma general requiere del uso de métodos numéri-
cos para su resolucién. En este caso, dada la presencia de condiciones de frontera en dos puntos
distintos, se optd por un método de estimacién-correcciéon, que emplea dos métodos numéricos sen-
cillos acoplados para resolver el problema. Los métodos utilizados fueron el Runge-Kutta de cuarto

orden ligado con una variacién del método de Brent.

3.1. Suposiciones iniciales

Puesto que no se encontraron intentos previos para resolver esta ecuacion en la literatura espe-
cializada, se hicieron varias suposiciones con el fin de simplificar matematicamente la resolucion. Si
bien estas premisas pueden ser en algunos casos un tanto arriesgadas, fue posible, a través de ellas,

lograr un entendimiento del comportamiento del modelo matematico.

Suposiciones magnéticas

» La susceptibilidad magnética (x) es constante.

Este parametro indica qué tanto se magnetizara un material cuando sea sometido a un cam-
po magnético H (Ecuacién 4.2). Tal propiedad de la materia es inversamente proporcional a la
temperatura y puede también ser una funcién no lineal del campo magnético. Se supone entonces
que el caso estudiado es isotérmico, eliminando la variaciéon de la susceptibilidad con la tempe-
ratura. Ademds, en la figura (1.6a) se puede apreciar que antes de tender al limite asintético de
magnetizacion, la curva para materiales “suaves” puede ser aproximada por una recta tangente de
pendiente () constante. Recordemos que los materiales superparamagnéticos no retienen momento
magnético al ser retirados de la influencia del campo y que la respuesta de los ferrofluidos es de

este tipo, por lo que es apropiado considerarlos como materiales magnéticamente suaves.

37
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= El campo magnético en el punto Y = —D es constante.

Se partio del supuesto de que a la altura de la superficie libre del fluido que se encuentra por fuera
de las placas el campo magnético es constante y a partir de aqui se pueden introducir funciones
con variaciones lineales u oscilatorias. La justificacién de tal suposicién (Ecuaciones 2.14 y 2.15) es
puramente matemaética. Para poder determinar el salto de presién y desarrollar la ecuacién hasta su
forma final era necesario imponer una condicién de frontera para el campo magnético. Las opciones

mas simples eran cero o una constante. Se opté por la segunda ya que tiene mas sentido fisico.

Suposiciones geométricas

= Kl origen del sistema de coordenadas se localiza en la base del menisco.

= El menisco y el campo magnético son simétricos respecto al eje Y.

Con estas dos suposiciones se fuerza a que las condiciones iniciales Y/ (0) y Y”(0) sean cero; la primera
por simple localizacién del origen y la segunda por el hecho de que si el menisco es simétrico (lo
cual implica también una condicién de suavidad en la curva), la funcién debe presentar un méximo
o un minimo en el origen. De esta forma también se logra reducir el trabajo de integracién numérica
a la mitad del dominio. El rango de z para el que se integra es [0, b, y por la forma en que se hizo

adimensional (X = z/b) el rango se vuelve [0, 1].

3.2. Descripciéon del algoritmo numérico

La ecuacién de segundo orden (2.22) puede ser transformada en un sistema de dos ecuaciones

de primer orden, de la siguiente manera

V= (14 v2)3/2{30(y D)+ BoM [ (1 - B2) — B2 } (3.1)
Y =V (3.2)

Un sistema de este tipo puede ser resuelto por medio del método de Runge-Kutta [13]. Sin embargo,
dicho método sirve para resolver inicamente problemas donde las condiciones de contorno estan
dadas en un solo punto. En el caso que se pretende resolver, existen dos condiciones en el origen y una
en la frontera. Por lo tanto, para poder aplicar este método es necesario modificar las condiciones.
Tal modificacién se lleva a cabo introduciendo una estimacién para la altura de equilibrio D y
definiendo una funcién que corresponda a la condicion en la frontera, la cual serd evaluada utilizando

el método de Brent [13]. Dicha funcién es
f(D)=Y'(1) — cot (3.3)

Es claro que cuando f(D) = 0 la condicién del dngulo de contacto con la pared estard satisfecha.



3.2. DESCRIPCION DEL ALGORITMO NUMERICO 39

El algoritmo numérico es el siguiente

1. Definir los pardmetros de entrada Bo, BoM, x, a y el error méximo que serd tolerado
2. Definir la funcién que describe el campo magnético H

3. Acotar el intervalo para la solucién del valor de D

4. Definir el paso de integracion para el método de Runge-Kutta

5. Ejecutar el método de RK con una estimacién para D dentro del intervalo acotado

6. Evaluar la funcién de la condicién de frontera (Ecuacién 3.3)

7. Obtener una correcciéon para D con el método de Brent

8. Volver al paso 5 e iterar hasta que la evaluacién en 6 tenga un error menor a la tolerancia

establecida.

3.2.1. Meétodo de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta propaga una solucién a lo largo de un intervalo por medio de
evaluaciones intermedias dentro de un paso de integracion h, posteriormente utiliza esa informacion
para ajustar una expansién en serie de Taylor del orden deseado.

La base de este algoritmo proviene del método de Euler, el cual consiste en reescribir los dx
y dy como Az y Ay, convirtiendo la ecuacién diferencial en férmulas algebraicas que describen
cémo cambia la variable dependiente y cuando x da un paso de tamatio h [13]. Partiendo desde un
punto z, para el cual se conoce ys (condiciones iniciales), el siguiente valor de y se aproxima como
Yn+1 = Yn+hf(xn,yn), donde h es el tamano del paso mencionado. Este método es mas importante
por lo que representa tedricamente que por su eficiencia en la implementacion numérica.

El método mas empleado para la integraciéon de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales
conocidas es el Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) [13], que requiere de cuatro evaluaciones en
cada paso h. Si bien éste, como cualquier otro método, no es apto para todos los problemas, es
un buen punto de partida. Suele funcionar casi siempre, especialmente cuando la velocidad de
cémputo no es una prioridad. Si se combina con una buena rutina de ajuste del tamafnio del paso
de integraciéon se puede conseguir un método robusto.

Las férmulas para el RK4 son:

ki = hf(@n, yn)
=hf(xn+h/2,y, + k1/2)
(
(

= hf(zn + h/2,yn + k2/2)

=hf Tn + h,yn + k3)

ki ke ks ka
Ut =t 5 T g Ty T TOM)
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Un paso del RK4 se lleva a cabo introduciendo los valores de las variables independientes y
los de las variables dependientes y sus derivadas en un punto para el cual se conocen (condiciones
iniciales). Después de una evaluacién se obtienen nuevos valores en el otro extremo del paso de

tamano h. Esto se repite hasta cubrir todo el intervalo en el cual se requiere integrar la ecuacién.

3.2.2. Método de Brent

Existen varios métodos para encontrar numéricamente las raices de una ecuacién. El éxito de
los mismos depende del conocimiento que se tenga de la funcién a resolver, lo cual conduce hacia
la eleccién del método méas apropiado. Es conveniente tener una estimacién de donde se puede
encontrar la raiz, para poder proveer al método numérico de una buena aproximacién inicial o bien

para “atrapar” la raiz dentro de un intervalo pequeno en el cual se buscara la solucion.

En este trabajo se probaron dos métodos distintos, el de Newton-Raphson y el de Brent. El
primero no funciond, si bien era posible dar una aproximacion inicial razonablemente buena. La
razén de su falla fue la gran sensibilidad de la ecuacién a los cambios en el pardmetro D (altura
de equilibrio). En ocasiones, un pequeno cambio en el valor de dicho pardmetro provocaba que la
evaluacion en el método de Runge-Kutta tendiese a infinito haciendo imposible la convergencia del
método acoplado de Newton-Raphson. Por esta razon se opté por acotar la solucién dentro de un
intervalo y encontrarla por medio del método de Brent, el cual combina biseccién e interpolacién
cuadratica inversa para encontrar una raiz previamente acotada. Se dice que una raiz de una funcién

f(z) estd acotada en un intervalo (a,b) si f(a)y f(b) tienen signo contrario.

El método de Brent fue desarrollado por Wijngaarden, Dekker y otros en el Centro Matematico
de Amsterdam en los anos 60 y posteriormente perfeccionado por Brent [13]; de ahi que por razones
practicas se conozca al método por este nombre. Mientras que el método de biseccién reduce
el intervalo de acotacion a la mitad en cada paso y los métodos de la secante y falsa posicién
pueden pasar varios ciclos acercando los limites del intervalo lentamente para aproximarse a la raiz
(suponiendo un comportamiento aproximadamente lineal de la funcién), la interpolacién cuadrética
inversa utiliza los tres pares de puntos del paso anterior para ajustar una funcién inversa de segundo
orden. Esto es, se toma x como una funcién de y cuyo valor en y = 0 es considerado como la siguiente
estimacién de la raiz x. Ademas, el método contempla un plan de “emergencia” en caso de que la
siguiente estimacion se salga del intervalo (a,b) de acotacidn, el cual es realizar un paso de biseccién.
Si los tres pares de puntos considerados son [a, f(a)], [b, f(b)] v [¢, f(¢)] (con ¢ contenido en (a,b)),

la férmula de interpolacién es:

[0~ F@IF@ — 70)] (@)~ FO)[F(@) — f@)] | [F0)— F@)[FG) — f(a)

€Tr =

= f@lly = f®)le _ly= fOlly— flc)a ly — f(O)lly — f(a)lb
)
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Igualando y a cero se obtiene el resultado para la siguiente estimacién de la raiz como

r=b+P/Q

donde, en términos de

se tiene que
P=S[T(R—T)(c—b)— (1 —R)(b—a)]
Q=T-DER-1)(S -1

En la practica b es la mejor aproximacion a la raiz y P/Q debe ser una correccién pequena. Los
métodos cuadraticos funcionan bien sélo cuando las funciones se comportan suavemente; se corre el
riesgo de obtener un estimado muy equivocado si () es demasiado pequeno. El método de Brent se
protege contra este problema manteniendo los limites del intervalo y verificando que la correccién
P/Q efectivamente esté contenida en (a,b), de lo contrario, los limites se redefinen empleando un

paso de biseccién.

3.2.3. Parametros de entrada

Como fue mencionado anteriormente, los parametros de entrada para la resolucién de la ecuacién
(2.22) son el niimero de Bond (Bo), niimero de Bond Magnético (Bo™), susceptibilidad magnética
(x), dngulo de contacto («) y el error méximo que serd tolerado (e). Conviene recordar que Bo =
Apgh? |y representa la relacién entre presién hidrostatica y presién capilar y Bo™ = ,uOHgb/ 27 la
presion magnética sobre presién capilar.

Para evaluar tnicamente la influencia del Bo y Bo™, se decidi6 fijar los pardmetros x y a y
resolver la ecuacion para diferentes valores de los primeros dos. El error absoluto permitido fue
10~°. Tanto la susceptibilidad magnética como el dngulo de contacto, son propiedades del fluido;

la segunda depende también del material involucrado.

3.2.4. Funciéon de campo magnético

Se simulé la aplicacién de un campo magnético constante y vertical (H = [0 , Hy]), que puede
ser proporcionado por un arreglo de bobinas de Helmholtz en un posible trabajo experimental a
futuro. Se intenté resolver también para campos no lineales, pero se encontré que el método de
estimacién-correccion no consigue converger ante la introduccién de més funciones no lineales en

la ecuacion.
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3.2.5. Intervalo de solucion para D

A fin de acotar la raiz de la funcién (2.23) se llevé a cabo un “barrido” para encontrar un
cambio de signo en el resultado de dicha funcién. Se comenzé introduciendo un valor pequeno
para la altura de equilibrio D al método de Runge-Kutta para la integracién de la ecuacién y
posteriormente evaluando la funcién f(D). Para la siguiente evaluacién se aumentaba el valor de
D sumando un factor pequeno. Al encontrar un cambio de signo en f(D), la rutina se detiene
y almacena los dos ultimos valores de D. Tal barrido se realizé dejando fijo el nimero de Bond
y aumentando el bond Magnético. El resultado de la inspeccién previa se utilizé como punto de

partida para la siguiente iteracion, ya que se tenia identificado que la altura D aumenta con el
BoM.

En los casos en que se utilizé un campo constante la obtencién del intervalo de solucién fue
muy rapida. Sin embargo, en los casos donde el campo magnético empleado era decreciente, esto se
convirtié en la parte mas complicada de la resolucién, ya que la introducciéon de una no linealidad
mas en la ecuacién diferencial la volvié extremadamente sensible a los cambios de D, provocando
que en ocasiones el valor de Y’ en la integracién de la ecuacién tendiese a infinito. Para este caso se
adapté la rutina de busqueda. El barrido comenzaba con un aumento en D del tamafio que hubiese
dado resultado en el caso de campo magnético constante para parametros similares. Si el valor
obtenido en la evaluacién de f(D) era infinito, se regresaba al dltimo resultado finito y a partir de
ahi se disminufa el factor sumado a D, iterando hasta lograr obtener un intervalo con cambio de

signo y valores finitos.

3.2.6. Paso de integracion

Un elemento importante de un buen método integrador de ecuaciones diferenciales es un control
adecuado del tamano del paso de integraciéon. Un paso demasiado grande puede propiciar la pérdida
de detalles relevantes en la forma de la curva solucién, mientras que uno demasiado pequeno usa

recursos computacionales innecesarios.

El paso de integracién 6ptimo se eligié por medio de la identificacién de las escalas de longitud
relevantes para el problema. A través de la comparacién entre dichas escalas se determiné cual de
ellas era la menor en cada caso, y simplemente se definié el tamano de h como cien veces menor
que la escala minima. Los resultados obtenidos con esta escala se compararon con los de utilizar
un paso diez veces menor que éste para comprobar que realmente no hubiese pérdida de detalles.
Se prefirié este método sobre el paso de integraciéon adaptativo recomendado en la literatura ya
que tal procedimiento aumentaba considerablemente el tiempo de cémputo sin ofrecer resultados

mejores que la rutina elegida.
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3.2.7. Escalas adimensionales de longitud

Las escalas de longitud empleadas fueron: longitud capilar y longitud magnética. Recordando
la primera definicién que se dio del nimero de Bond (Ecuacién 1.35), este pardmetro adimensional
puede ser evaluado como b?/I2, donde [. = \/’m es la escala de longitud capilar. De aqui se
deriva que la primera escala adimensional de longitud considerada en la definicién del tamano del

paso de integracion sea

El nimero de Bond magnético (Ecuacién 2.21) puede ser interpretado de manera andloga como
la razén entre b (la separacion de las placas)y una escala de longitud magnética I, = v/uoHg, de

lo cual se obtiene la segunda distancia adimensional caracteristica

~ 1 Im

Iy = ——— = —
" 2BoM b
Finalmente, el paso de integracién se determina como

h =0.01 x min[le, L)



Capitulo 4

Resultados

El modelo matematico y el algoritmo para resolverlo descritos anteriormente se emplearon para
describir la forma y la altura de una columna de fluido ferromagnético en equilibrio confinada entre
dos placas planas y paralelas (Figura 2.1). En este capitulo se muestra cémo la ecuacién (2.22) se
reduce a la solucién conocida para la altura de un fluido en un capilar cuando no se aplica campo
magnético [6]. Posteriormente se presentan los resultados de aplicar un campo magnético constante,
evaluando la influencia de los pardmetros Bo y Bo™ . Como forma de validar la resolucién numérica,
se obtuvo una solucién asintdtica para fluido magnético bajo un campo constante cuando el nimero

de Bond es pequeno.

4.1. Fluido no magnético

El caso mas simple que se puede analizar es el de un fluido no magnético, el cual se puede
resolver analiticamente y su solucion es bien conocida. Partiendo de nuestro modelo para la forma

y la altura del menisco (Equacién 2.22), eliminando los términos magnéticos se tiene

V" = (1+Y?2)*’Bo(Y + D) (4.1)

volviendo a la definicién de curvatura (Ecuacién 1.34) esto se puede reescribir como

2k = Bo(Y + D) (4.2)

Se sabe que la condicién para tener una elevacién capilar importante es que la escala de longitud
capilar sea mayor que la distancia entre las placas, es decir Bo < 1. En este caso la forma del menisco
se puede considerar esférica (circular en 2 dimensiones) y por lo tanto su curvatura es constante e
igual a 1/R. Aqui la curvatura adimensional es (k = b/R); ademds, se sabe que cos @ = b/ R, donde

a es el angulo de contacto. Por lo tanto K = cos «, lo cual, sustituido en la expresién anterior da

2cosa = BoY + BoD (4.3)
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Finalmente, como la altura de equilibro D se defini en el punto donde Y = 0, sustituyendo Bo
por su definicién y ordenando se llega a

_ 2ycosa

D="—"= 4.4
Apgh? (4.4)

que es la solucion para la altura capilar de un fluido no magnético cuando Bo < 1 encontrada en

la literatura [6].

4.2. Campo constante

4.2.1. Solucién asintética con Bo pequeno

En el desarrollo del modelo matematico se impuso la condiciéon de contorno de que el campo
magnético fuese constante en Y = —D. Para el caso de campo magnético constante en todo el
espacio y numero de Bond pequeno, es posible, por medio de simplificaciones, obtener una solucién
del modelo. La comparacién de esta solucion con la numérica permite tener una idea de la calidad

de nuestro algoritmo numérico. La ecuacién (2.22) es

V"= (1+ Y’2)3/2{B0(Y + D) + BoM[x1(1 — H}) - X%ﬁ%n]}

Recordando que por la forma en que se volvié adimensional el modelo I~{1 = H;/Hy; si se
aplica un campo vertical constante H; = (0, Hy) y ademds suponemos que Hy,, = Hj, entonces

H? = H? =1, por lo que la ecuacién anterior se simplifica a la forma.

Y = (1+4Y7?2)%? [BO(Y +D) - BoMﬁ]

Si ahora se considera que D > Y (lo cual es cierto cuando Bo es pequeno) y se sustituye el
primer término del lado derecho por los dos primeros términos de su expansién en serie binomial !
se llega a

" 3 2 M. 2
YY" = 1—|—§Y BoD — Bo™ x7
La expansion y simplificacién realizada es valida si |Y’| < 1 pues en ese caso los términos de orden
2 en adelante se vuelven muy pequenos.

Con el fin de reordenar la expresién anterior y hacerla visualmente méas simple se sustituye

B = BoD — BoM X% y entonces se tiene

Y — gBY’z =B

Esta ecuacién, aunque continia siendo no lineal, se puede integrar. Para la integracion se usé el
paquete Maple con las condiciones de contorno geométricas antes establecidas (Y (0) = Y'(0) = 0).

Si consideramos a D como un valor conocido, la solucién a esta ecuacién es:

1(LE +a)u _ ZZ.;O (:)xka“fk




4.2. CAMPO CONSTANTE 47

0.35

0.3

-
D

T
-
~
[ve)
o
Il
=

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

'
el I ORI DLERENZAEN LR BN

Figura 4.1: Formas del menisco obtenidas numérica (—) y analiticamente (——) (Bo™ = 10, x = 1,
a = 50).

En la figura (4.1) se puede apreciar que en el caso de Bo = 0.1 las soluciones numérica y
analitica son casi iguales. De manera coherente con las suposiciones hechas para simplificar la
ecuacién, cuando el nimero de Bond es mayor que uno, éstas se alejan, pues el término BoY ya no
es despreciable.

Al no haber maés soluciones analiticas este es el inico punto de referencia que se tiene para probar
la eficiencia del método numérico. Para poder asegurar o refutar su utilidad es necesario hacer tra-
bajo experimental y comparar los resultados obtenidos. Por ahora, los resultados aqui presentados

sugieren que el algoritmo empleado es adecuado.

4.2.2. Solucién numérica

Una vez comprobada la capacidad del método numérico para arrojar resultados creibles para
el caso de campo magnético constante, se hicieron pruebas para varios parametros; éstos fueron:
Bo = [0.1,1,10], BoM = [1,5,10, 20, 30, 40, 50, 100], x = [1,2], @ = 50° y e < 107°.

Bashtovoi, et. al [2] reportan una elongacién para una gota de fluido magnético que asciende
magnéticamente dentro de un capilar. En el caso aqui resuelto, como se considera que a la entrada

de las placas hay una fuente ilimitada de fluido, la columna consigue ascender sin que el menisco
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se elongue. Las formas mostradas anteriormente (Figura 4.1) se mantienen constantes para cada
valor de Bo cuando se hacen variar Bo™ y x. (Figura 4.3). La influencia del d&ngulo de contacto en
la forma del menisco no se muestra pues es evidente que al cambiar la condicién de contacto con
la pared, la forma de la superficie se verda modificada, lo cual es un resultado bien documentado
[5]. Debido a que el valor del dngulo de contacto varia para cada pareja sélido-liquido, no se
encontraron datos en la literatura para este valor en los fluidos ferromagnéticos; por lo tanto se
utilizé arbitrariamente el valor de 50°. Esta eleccion no afecta los resultados pues la influencia
de « en la altura del menisco es facilmente calculable, como se mostré en la expresién (4.4). Los
valores de susceptibilidad magnética empleados (1 y 2) fueron tomados del libro de Blums, Cebers

y Maiorov [8], donde se encuentra la grafica mostrada en la figura (4.2)
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Figura 4.2: Susceptibilidad magnética como funcién de la temperatura (K) de un coloide de dietil-

acetato y cobalto [5] (e resultados experimentales).

La altura total como funcién del nimero de Bond magnético se muestra en la figura (4.4), con
el eje de las ordenadas en escala logaritmica y las abscisas en escala normal. Para BoM™ = 0, la
altura estd dada por la expresion (4.4), la cual puede ser escrita como Do = 2 cos a/ Bo.

Con el fin de eliminar la influencia de la capilaridad en la altura del menisco, se sustrajo el valor
de D¢ en cada una de las curvas, obteniéndose asi una gréfica de altura magnética (Dy; = D — D¢)
como funcién del BoM | presentada en escala logarftmica (Figura 4.5(a)).

Se encontrd que la relacién entre la altura magnética y el Bond magnético es:
X M
Dy = =—Bo 4.6
M~ Bo (4.6)

De esta forma, la altura total se puede escribir como:

2cosa X2 u
D = =B 4.
Bo * Bo * (47)
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Figura 4.3: Formas del menisco variando Bo™ y x

Se observa que para nimeros de Bond grandes, cuando la elevacion capilar es despreciable, el
fluido alcanza alturas considerables gracias al campo magnético. El resultado (4.6) no se habia
reportado anteriormente en la literatura. Finalmente, para comprobar que la escala presentada en

este resultado es correcta, se normaliza la altura magnética de la siguiente manera:

y se muestra como en la grafica de Djy; contra Bojys todas las lineas de la altura magnética se

agrupan en una sola (Figura 4.5(b)).
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos a futuro

Este trabajo representa un primer intento de modelar y resolver numéricamente el fenémeno de
la ascensién magnética de un fluido ferromagnético entre dos placas planas y paralelas, sujeto a la
influencia de un campo magnético vertical. Se encontré que la forma del menisco depende exclusi-
vamente de los parametros capilares (Bo, «), que la altura de equilibrio D se puede separar en dos
componentes: capilar (D¢) y magnética (Dys) y que se puede identificar la funcién que determina
la altura magnética. El resultado es satisfactorio ya que se hallé una expresién que probablemente
describe acertadamente la altura de equilibrio de acuerdo con los pardmetros magnéticos, lo que
hasta ahora no se habia reportado en la literatura.

Se intentd resolver el modelo considerando campos magnéticos oscilatorios y de un imén per-
manente, pero se encontré que para estos casos el método numérico no era apropiado. Resultados
reportados en la literatura [14] sugieren la posibilidad de que la forma del menisco responde a las
oscilaciones espaciales del campo, lo cual es muy interesante y vale la pena considerar para una
investigacion tanto tedrica como experimental posterior.

La solucién se plante$ con métodos numéricos muy sencillos, que si bien no son usualmente utili-
zados para resolver problemas de valor de frontera, se logré acoplarlos para resolver el modelo. Otro
posible trabajo posterior es resolver el mismo modelo por un método disenado especificamente para
este tipo de problemas, como puede ser el de diferencias finitas, lo cual también permitira evaluar
campos magnéticos no lineales.

El problema dindmico de la ascensién hasta alcanzar la altura de equilibrio es también un pro-
blema interesante que puede ser atacado en trabajos subsecuentes. Para esto, es necesario considerar

la viscosidad del fluido asi como su campo de velocidades.

o1
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Apéndice A
Programas en Matlab

La programacién del algoritmo numérico disenado para resolver el problema planteado en este
trabajo se llevd a cabo en el programa Matlab. Primeramente se escribieron dos funciones que

representan a las ecuaciones (3.1) y (3.2).

function [f]=f(y,v,x,Bo,D,Ji,BoM)
f=(14+v"2)"(1.5)*(Bo*(y+D)-BoM*Ji~2);

function [g]=g(y,v,x,Bo,D,Ji,BoM)

g=V;

Se decidi6 escribir una rutina con el método de Runge-Kutta en lugar de utilizar la funcién ya
programada en Matlab para integrar ecuaciones diferenciales por este método. Al final de la misma

se evalia la condiciéon de contacto con la placa.

%Funcién que resuelve las ecuaciones del menisco por medio del método

%Runge-Kutta de cuarto orden y evalia la condicién de contorno en X = 1

%PARAMETROS DE ENTRADA:

%D = altura de equilibrio (adimensional)
%Bo = numero de Bond gravitacional
Y%theta = dngulo de contacto con la pared
%Ji = suceptibilidad magnética

%BoM = niimero de Bond magnético

%n = nimero de puntos para la intergaciéon numérica
%PARAMETROS DE SALIDA:

%a = y’(1) - cot(theta)

%x = distancia del centro a la placa (adimensional)
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56 A. PROGRAMAS EN MATLAB

%y = descripcion de la forma del menisco

%v = derivada de y respecto a x
function [a,x,y,y2,v]=F_menisco(D,Bo,theta,Ji,BoM,n)

x=linspace(0,1,n);
y=zeros(1,n);
v=zeros(1,n);
dx=x(2)-x(1);
B=Bo*D-Ji~2*BoM;

Y%método de Runge-Kutta
for i=1:n-1
kl=g(y(i),v(i),x(i),Bo,D,Ji,BoM);

11=f(y(i),v(i),x(i),Bo,D,Ji,BoM);

k2=g(y(i)+0.5*dx*k1,v(i)+0.5*dx*11,x(i)+0.5*dx,Bo,D,Ji,BoM);
12=f(y(i)+0.5*dx*k1,v(i)40.5*dx*11,x(i)+0.5*dx,Bo,D,Ji,BoM);

k3=g(y(i)+0.5*dx*k2,v(i)+0.5*dx*12,x(i)+0.5*dx,Bo,D,Ji,BoM);
13=£(y(1)+0.5*dx*k2,v(i)40.5*dx*12,x(i)+0.5*dx,Bo,D,Ji,BoM);

kd=g(y(i)+dx*k3,v(i)+dx*13,x(i)+dx,Bo,D,Ji,BoM);
14=f(y(i)+dx*k3,v(i)+dx*13,x(i)+dx,Bo,D,Ji,BoM);

y(i+1)=y()+ (k1+2"k2+2¥k3+ kd) *dx /6
v(i+1)=v(i)+(11+2*124+2*13414) *dx//6;

dy=y(i+1)-y(1);
y2(i+1)=-1/(3*B)*log(cos(sqrt(6) /2*B*x(i+1))"2);
end

%evaluar la condicién de contorno en X=1
a=v(n)-cot(theta*pi/180);

El programa escrito para encontrar el intervalo de acotacién para la solucién de f(d) llama a
las 3 rutinas anteriores, realiza una integraciéon con pocos pasos y determina el cambio de signo

que marca los limites del intervalo, guardando los resultados para ser usados por el programa que



resuelve la ecuacion.

%Este programa determina el intervalo de acotacién para la solucién de la
%tuncién de condicién de frontera f(D)=Y’(1)-cot(alfa). Comienza con una
Yoestimacién inicial de la altura D y realiza una integracién rapida (con
Y%pocos puntos) para obtener un resultado aproximado, detectar un cambio de

%signo en f(D) y encontrar limites de acotacion.

clear all;
close all;

cle;

Ji=2;

theta=50;

Bo=10;

BoM=[1 5 10 20 30 40 50 100];
D1=Ji"2/Bo*BoM;

for i=1:8
n=100;
Dint=round(D1);
D=linspace(D1,2*D1+10,100*(Dint+10));
for k=1:100*(Dint+10)
F=F _menisco(D(k),Bo,theta,Ji,BoM(i),n);
G(k)=F
if k>1
if G(k)*G(k-1)<0
break
end
end

end

a=int2str(BoM(i));

c=int2str(Bo);

d=int2str(theta);

f=int2str(Ji*10);

res=[D(k-1:k)” G(k-1:k)’];

pause
name=strcat('DF_Bo’,c,”_Bom’,a,’_a’,d,’_Ji’.f,’.dat’);
save (name,’res’,’-ascii’,-tabs’)
D1=Ji"2*BoM(i+1)/Bo
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end

Finalmente, el programa principal emplea los resultados del anterior y emplea las 3 primeras

rutinas para resolver la ecuacién de la altura y forma del menisco y presentar las gréaficas.

% Programa donde se ingresan los parametros de entrada para las ecuaciones
% del menisco. Llama a las funciones que describen la forma del menisco y
% a la funcién que las resuelve por el método de Runge-Kutta.

% Posteriormente aplica el método de Brent para encontrar la convergencia
% de la solucién

%0 % %0 %0 Yo %o %o o Yo Yo To Yo Yo Yo o %o Yo To Yo o Yo Yo To Yo o Yo Yo %o Yo Yo Yo o Yo Yo %o Yo o Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo

clear all;

close all;

clc;

Y%suceptibilidad magnética

Ji=2;

%angulo de contacto

theta=50;

Y%numero de Bond

Bo=10;

Y%numero de Bond Magnético
BoM=[1 5 10 20 30 40 50 100];
Y%mnumero de puntos para la integracién
n=0.01*min(1/sqrt(Bo),1/(2*BoM));

%cambia el BoM
for i=1:8
close all
Y%convertir los pardmetros actuales a cadenas de caracteres para abrir
%el archivo necesario
a=int2str(BoM(i));
c=int2str(Bo);
e=int2str(Ji*10);

named=strcat('E:\Oscar\ Tesis\ Resultados\ Uniforme\Bo’,c,”\ Chutes\DF_Bo’
,.¢,”_Bom’,a,’_a50_Ji’,e,’.dat’);

Y%abrir el archivo que contiene el intervalo de acotacién de la raiz y



99

%obtener los valores incial y final
data=load (named)

ultimo=size(data,1);
D1=min(data(ultimo-1,1),data(ultimo,1))
D2=max(data(ultimo-1,1),data(ultimo,1))

Y%evaluar la funcién de la condicién de controno en X=1 para el limite
Y%superior del intervalo de acotacién. Si el resultado es negativo se
Y%aumenta el intervalo hasta que el resultado sea positivo
F2=F_menisco(D2,Bo,theta,Ji,BoM(i),n)
if F2<0
while F2<0
D2=D2+5;
F2=F_menisco(D2,Bo,theta,Ji,BoM(i),n)
end

end

Y%punto medio del intervalo

D3=(D2+D1)/2;

%valor inicial de la funcién en el punto medio

F3=1;

%evalua la funcién f(D) en el limite inferior del intervalo
F1=F_menisco(D1,Bo,theta,Ji,BoM(i),n);

F1

%itera hasta encontrar el 0 de la funcién con un error absoluto de
%10e-5
while abs(F3)>1e-5
F3=F_menisco(D3,Bo,theta,Ji,BoM(i),n);
F3
%calcular los coeficientes del método de Brent
R=F3/F2;
S=F3/F1;
T=F1/F2;
P=S*(T*(R-T)*(D2-D3)-(1-R)*(D3-D1));
Q=(T-1)*(R-1)*(S-1);
%calcular la nueva D segin el método de Brent
D4=D3+0.5*P/Q;

%si (D) en el punto medio es positiva y si el resultado de la
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Y%misma se sale del intervalo, deja igual el limite superior del
%intervalo; si no se sale, cambia el limite superior al punto medio
if F3*F1<0
if F3>F2
D2=D2;
else
D2=D3
F2=F3
end
%si f(D) en el punto medio es negativa y si se sale del limite
%inferior de intervalo deja el limite inferior igual si estéd dentro
%del intervalo, cambia el limite inferior al punto medio
else
if F3<F1
D1=D1;
else
D1=D3
F1=F3
end
end
%si £(D) se sali6 del intervalo o si la nueva estimacién de D queda
%fuera del mismo, escoje una D aleatoria dentro del intervalo; si
Y%nmo, usa la nueva estimacién de D
if (F3>F2)——(F3<F1)——(D4>D2)
D3=D1+rand(1)*(D2-D1)

else
D3=D4;
end
%sale del ciclo cuando abs(f(D))<1e-5
end

%obtiene todos los datos del menisco con la altura correcta
[F,X,Y,Y2,V]=F _menisco(D3,Bo,theta,Ji,BoM(i),n);

%egréfica de la forma del menisco

close all
plot(X,Y,b—".X,Y2,’r-")

Y%pausa para ver las graficas

pause



end

%guardar los resultados

a=int2str(BoM(i));

c=int2str(theta);

d=int2str(Bo);

f=int2str(Ji*10);

res=[X"Y’' Y2 V’];

res2=[D3 F3 Bo BoM(i)];
name=strcat('res_Bo’,d,”_Bom’,a,’_a’,c,’_Ji’f,".dat’);
save (name,’res’,’-ascii’,-tabs’)
name=strcat('res2_Bo’,d,”_Bom’,a,’_a’,c,’_Ji’.f,’.dat’);

save (name,’res2’,’-ascii’,’-tabs’)
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Coute  Depuriomento de longerharie  Meciimes
faversidads  de Brasilie, R enin fwitlinie de

Ffevestivacioney en Materioles, UINAM, PR, Cunkha,
Bepariameanto de Eveenhore Mecdnice, Liniversicode
de Browifin, Inothis work the shape wnd height of =
terrafluid meniscus i a narrow channel composed of
tew verlical flar plates in response 1o vertical,
spatially oscillatory, mupnete field ave theoretically
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studied. The formulation is based onoan extension of
the Young-Luplace cguarion for an incomipressible
rerraflud combimed with the mean curvature equatian
for a two-dimensional free efice. The formulation
results inoa hydrodynamicamagnetic coupled prablers
soverned by g nonlinear second order  difTerentiul
eqiation to describe the meniseus shape, According to
Uns  fermulation, there are two relevant  physical
parameters in the governiog equatien: The gravitgtional
Bood nymber and 4 pew paranieter called magnetic
Bord rumber, To solve the nonlinedr cquation & fooerh
order Runge-Kutta method with an adaptive integration
step, coupled with @ Seeant method iz used. The
manerica] procedure has the advantaze of accelerating
the convergence of o selution by checking if the
bowdary condition associated with the contact angle 15
gatisfied. The influence of e mugnelic Bond nomber
on the height and shape of the terofluid column is
evaluated  for different Gscillulion regimes of the
magnelie ficld, Kesalts indicate that #t i possible 1o
make the fluid column dse even in the abzsence of
commuon surface rensen capillary effeets

Keywords. meniscus shape, magnetic Tad, mapnetic
bond number, free surface.

SESION Vi FENOMENQS INTERFACIALES
Y MICROILUJON,

Midreales 31, B:30-11:40

Moderadors: Guadulupe Hoelsz, CIE-1NARM

2.1 EFECTOS DE LA PHRESENCIA DI
FRONTERAS EN LA DINAMICA DE GOTAS EN
FLUJOS GENERADOS POR MOLINOGS DE DOS
ROUILLOS. Fsoglonte Feldzgwer Corfoy A, Repes
Hubsea Mareo y Gefiem dewilar Bovigie. Inseiteee de
verfimaciones en Materialfes UNAM Lo dindmics de
una gety dmnersa oo oun segundo fluide ha zide
cstudiada ampliamente por s relevancia en un o gran
namerno de aplicaciones con suspensiones: sin emharon,
poco trabaje se ha hecho considerandy el efico de
fronterns, Jos cunles consideran principalmente fujos
carantes simples generados por fronleras planas. En
este [rubajo so estudiy lu dindmica de una pata colocada
et gl punto de estancamienly del campo &

de (luju
estaciongrio. generade por melines de dos rodilles
corretacionales [TRMs), on donde se bGene mis
deformaciom  que  vorficidad, Los  pardmetros que
determinan el comngrurlamicnls de s gots en un campo
de thujoson el ndmere capilur Co, ol tpe de flujo, o,y
ol cocicme de viscosidades, 0 Los efectes de la
cercaniade lo fronleras s considery con ol cociente del
didmetrosinicial de la gotn entre la distancia que separa
las superfivies de los rodilles, L Las simulaciones
numeéricas de la dindmica de gotas bidimensienales en
IEMs se realizaron con of méede de elementn ds
feentera (BEMY Los valores de los pardmetros fueron

A=, y difeventes-valores de O oy L Lo esludios
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stmigtures, A pradual mansition 10 approximately linear sate- de-
pendence is observed upon increasing the wall-fuid inlersetion: A
promounced upward curvature i the shear rate dependence of the
stip length is reported for the shedr flow of the polymer melt. We
Founued thial the slip length vin be well described by a function of o
single variable, which is a combination of the in-plane strucmure
trcror, contaot density and temperature of the first fluid fayer near
e solid wall; Extensive simulutions show (bt (his sciding holds
i wide range of shear rates and wall-thuid interactions for both
simple flnids and shom polymer chains. A relation 1o recear slip
flow experiments is discussed. Reference: NV, Priczjey, ' Hate-
dependent glip boundary conditions for stmple fluids,” Phys, Rev.
E 75, 051605 (2007). :

17:02

BN 5 Stody of Hguid Hows over solid surfaces by particle
nanoyelocimetry™ CEDRIC BOUZIGUES, PATRICK TABEL-
ING, UNES LIME 7083 ESPCHCNRS UMR TO83 ESPCI TEAM,
In nanemerric: flows, interactions of the liquid with the surface
become impodtonl. However, only ludireel measurenients of e
ship denpih or the Debye length have béen yet performed. Here we
useel near-Held imaging of nanopanicles 1o oheerve woter flows
over solid surfices, Woler coitaining fuorescent nanoparticles
wik driven in o microchannels and dlluminated- by dn’ evanescent
wive, Three-dimensional positioning of wacers allows the recon-
stouction of purticle convedtution und diffusion coelficient tnd of
flow: speed with 30 nm’ accuracy from 2001w 3 nm over the
sinfnee We probed energy landscape over the surface which al-
lowes (he first Tocal dn sify délermination of surface potential and
Dehye length. We moreovér directly measured slip leagih L, On
Iyydiophilic suifaces, slippage i3 tegligible but on smooth hydios-
phubic surfuce' L, =294/-10 nm. This constiutes the first direct
ohservation of slippape inoa water flow Altogether our resilts
provide a novel insight inw the behavior of Muids close of solid
surfaces, ‘The application of the tonls we develnped conld be gx-
tended 1o study of composite surfaces and electro-csmotic flows.

FThiy work wus supporied by Agence Natonale pour la Recher-
che

17:15 :
EN 6 A Theoretical Study of Magnetic Pressure Driven Flow
na Marrow Channel O.RE. PAZ Y PUENTE. dustituro e ln-

vestigeciones en Maieriales, Universidad Nactonal Awénoma de

Mexicn HLGLOQOUTO, Repartament de Engenharia Mecdnica,
[niversidade de Brosilic R, ZENIT. Institwe de. Invéstigaciones
en Muterigles, UNAM FE. CUNHA, Departamente de Engen-
haria Mecanice, Unf Shape and height of a ferrefluid meniscus in
anarrow channel .compesed of two vertical flat plaies in response
(8 verlical, spatially oscillatory, magnetic ficld are theoretically
studied, The formulation iz based on an extension of the Young-

. Laplace equation ¢ombined with the mean curvaturs equation for

o lwo-dimensiondl free surface. The formulation resulis in a
Iydrodynamic-magneric problem governad by a nonlinear second
arder differential equntion, According to this formulution, there
are twir relavant phyzical parameters in the eguation: the gravita-
tianal Bend number and & néw parameter: the magnetic Bond
uinber, To solve the equation, an adaptive imiggration step, fourth

- onder RunpesKutta coupled with a Secam methnd i used. Thiz

pracedure accelerates the convergence of a solution by checking if
the: Bowndory-condition pssociated with the vontsct angle 15 safis-

fied. [nfluence of the magnetic Bond number on the height and
shape of the fefrofiuid columi isevaluated for different oscillation
regimes of the magnetic field. Results indicate that it is possible o
make the fiuid column tiss even in the absence of common surface
tension capillary effects.

17:28

EN 7 The fuid-coupled motion of micro and nanvscale elastic
objects C. CARVAJAL, M.R. PAUL, Dept, of Mechanical Engl-
reeang, Virginig Tech We consider two elosely spuved elustic
objects immersed in o viscous Muid subject w thermol (Brownion)
driving nod externnl drving. For Browmun driving the objects
eahibit eross-comelations in eguilibrivm Nuetuations in displive:
ment theough the long-range effects of fluid motion, For external
driving. one object is driven 1o oscillate while the adjocent object
is passive. We model the system asitwo simple harmonle oscills.
tors whose mation is coupled through the fluid. For external driv.
ing we demonsirate the feasibility of shaker-based actuation for
nanoscale systems: For Browman doving: the cross-correlations
are determined using a thermodynamic approach based upon the
fluciuttion-dissipation theorem. We perform full nomerical simu-
lutioms of e Mukd-solid neractions hat inelude the procise g
vmetries of interest, We then develop analylical expressiony using
sunplificd geometrics and the unsteady Siokes equations, The ana-
Iytics are compared with the numerics o develop isight inte the
fluid-coupled dynamics over a range of experimentally relevant
parameters including ohject separitions and fraquency based Rey-
nolds numbers,

17:41

EN 8 Experimental ¥erification of Diffusion-Induced Bias in
Mean Velocity Using Near-Wall Velocimetry with Quantum
Dots* 3. POUYA, M KOOCHESFAHANI, Michigan State Uni:
versicy' A, GREYTAK. M. BAWENDI, D. NOCERA, Mgssachiy-
setrs Tnsritute of Techmilogy Resnlis from recent simulations 6f the
Brownizn motion of nanoparticles next to a wall have shown that
the mean velocity melsured from their displacement would tend to
overcstimate the actusl mean fAluid velocity depending on the sepa-
miion lime between (he two successive Tealizations of purticles.
Ths effect is mwsl serious For highly diffusive nanoparticles, We
report experimentul verification of this phenomenon by meudsuring
the motion of quanium dots (QDs) within a 100 wn evanescenl
layer above the surface of a 200 micron micrechannel carrying an
aquesus solution of QDs in pressure-driven Aow. Experimental
resufts are comparad with Brownian simulations hased on Lange-
vin equations and conditions adapted. from the experiment. Tt is
shown that the: simulation results agres with the experimeantal daca
once the ditfusion coefficient in the simulation s matched 1o the
onec obscrved 1n the experiment.

"Tmis work was supported by the CRE Program of the Natinnﬁl
Setence Foundation. Grant Number CHE-(FL09898.
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