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INTRODUCCIÓN

El propósito de este trabajo de investigación fue la clasi�cación de los

continuos 2-equivalentes y la construcción de ejemplos con propiedades es-

pecí�cas.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. El arco,

que es un continuo homeomorfo al intervalo [0; 1], tiene la propiedad de que

todos sus subcontinuos no degenerados son arcos. A este tipo de continuos se

les llama 1�equivalentes. Una pregunta clásica de la Teoría de los Continuos

es la siguiente: ¿Cuáles continuos comparten con el arco, la propiedad de ser

1-equivalentes? Bing, Moise, Henderson y Cook dieron respuestas parciales a

esta pregunta. Pero continúa abierto el problema de clasi�car a esta clase de

continuos.

Todos los subcontinuos no degenerados de una curva cerrada simple (con-

tinuo homeomorfo a la circunferencia unitaria) y de un triodo simple (con-

xi



xii INTRODUCCIÓN

tinuo homeomorfo a la letra T ), son homeomorfos o bien a un arco o bien

al continuo original. En otras palabras, una curva cerrada simple, así co-

mo un triodo simple contienen 2 tipos de subcontinuos no degenerados y no

homemorfos entre sí. A los continuos que tienen esta propiedad se les llama

continuos 2� equivalentes.

Este trabajo está organizado en 5 capítulos:

I. Preliminares. Presentamos resultados conocidos, de�niciones y teore-

mas que ocuparemos en el resto del trabajo. Enunciamos con su referencia

los resultados que ya son conocidos o que ya se han demostrado.

II. Irreducibilidad, donde presentamos respuestas parciales a la conjetura:

Un continuo 2-equivalente es la curva cerrada simple, un triodo simple o un

continuo irreducible.

III. Límites inversos y la Propiedad de Kelley. En este capítulo, presen-

tamos condiciones necesarias para que un límite inverso de arcos tenga la

Propiedad de Kelley. Nos interesan estos límites inversos por la conexión que

tienen con ejemplo que mostramos en este capítulo, el cual es un continuo

2-equivalente con la propiedad de Kelley, que es la cerradura de un rayo

topológico, con residuo homeomorfo al total.

IV. Ejemplo sin propiedad de Kelley. Se prueba que el ejemplo de Ma-
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havier presentado en [20] no tiene la propiedad de Kelley.

V. Familias de ejemplos. Presentamos dos familias de ejemplos, la primera,

de continuos 2-equivalentes con la propiedad de que cada elemento de la

familia, es la cerradura de un rayo topológico con residuo homeomorfo al

continuo total. La segunda, aunque no se trata de continuos 2-equivalentes,

fue consecuencia del trabajo de investigación y se desarrolló después de que

A. Lelek preguntó si existía esta familia. Cabe mencionar que esta última

ya fué publicada en el número de Diciembre de 2007 de la revista Topology

Proceedings.



Capítulo 1

PRELIMINARES

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS

Comenzaremos con algunas de�niciones.

De�nición 1.1 Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no

vacío.

N denotará el conjunto de números naturales. Sea X un continuo, si A es

un subconjunto de X, A denotará la cerradura de A y Ac su complemento.

De�nición 1.2 Sea n 2 N. Un continuo X es llamado n-equivalente, si

contiene n subcontinuos X1; X2; : : : ; Xn, no degenerados y no homeomorfos

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

entre sí, de tal manera que si Y es un subcontinuo no degenerado de X,

entonces Y es homeomorfo a Xi para alguna i 2 f1; 2; : : : ; ng.

De�nición 1.3 Un continuo X es llamado hereditariamente n-equivalente,

si cada subcontinuo no degenerado de X es n-equivalente.

De�nición 1.4 Un continuo X es descomponible si existen dos subcon-

tinuos propios H y K de X tales que H [ K = X. Diremos que M es

indescomponible si no existen tales subcontinuos.

De�nición 1.5 Un continuo X es 2-indescomponible si existen A y B sub-

continuos indescomponibles propios y no degenerados de X, tales que X =

A [B.

De�nición 1.6 Sean S un espacio topológico y H � S. Entonces, la frontera

de H (en S), denotada por FrS (H) o, simplemente, por Fr (H), está de�nida

por Fr (H) = H \ (S �H).

El siguiente Teorema, llamado Teorema de Golpes en la Frontera, dice

que, bajo algunas condiciones, una componente de un conjunto debe golpear

(= intersectar) a la frontera [27, págs. 73-75].
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Teorema 1.7 Sean X un continuo, y E un subconjunto propio y no vacío

de X. Si K es una componente de E, entonces K \ Fr (E) 6= ; (equivalen-

temente, como K � E, K \ (X � E) 6= ;).

Como consecuencia del Teorema anterior, tenemos el siguiente corolario

(una prueba de este, se encuentra en [27, Corolario 5.5, pág. 74]).

Corolario 1.8 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X contiene un

subcontinuo propio no degenerado. Más aún: Si A es un subcontinuo propio

de X y U es un subconjunto abierto de X tal que A � U , entonces existe un

subcontinuo B de X tal que A ( B ( U .

Recordemos algunas de�niciones de funciones.

De�nición 1.9 Sean X y Y continuos. Diremos que una función continua

y suprayectiva f : X ! Y , es:

a) Con�uente si para cualquier subcontinuo B de Y y cualquier compo-

nente C de f�1 (B), f (C) = B.

b) Monótona si f�1 (y) es conexo para cada y 2 Y .

c) Abierta si f (V ) es abierto, para cada V abierto de X.

d) Débilmente con�uente si para cualquier subcontinuo B de Y , hay una

componente C de f�1 (B), tal que f (C) = B.
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Teorema 1.10 [18, Lema 2.1.12, pág. 74] Una función continua f : X ! Y ,

es monótona si y solo si f�1 (C) es conexo para cada conexo C � Y .

De éste resultado obtenemos fácilmente el siguiente Corolario.

Corolario 1.11 Si f : X ! Y , es monótona, entonces f es con�uente.

Teorema 1.12 [27, 13.71, pág 310] Cualquier función continua f : [0; 1]!

[0; 1] es débilmente con�uente.

Consideraremos los hiperespacios de un continuo (X; d), con métrica d

dados por

2X = fA � X : A es cerrado y no vacíog

y

C (X) =
�
A 2 2X : A es conexo

	
,

ambos con la topología inducida por la siguiente métrica (véase [27, Teorema

4.2, pág. 53]) conocida como la métrica de Hausdor¤.

H : 2X � 2X ! [0;1) de�nida como:

H (A;B) = ��nf f" > 0 : A � Nd ("; B) y B � Nd ("; A)g
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donde Nd ("; A) = fx 2 X : d (x; a) < " para alguna a 2 Ag.

1.2. CONTINUOS N-EQUIVALENTES

En esta sección daremos una breve historia de los continuos 1-equivalentes

y presentaremos algunos resultados conocidos de los continuos n-equivalentes.

El arco, que es un continuo homeomorfo al intervalo [0; 1], es 1-equivalente,

pues todos sus subcontinuos son arcos.

Dado que en 1921 no se conocía otro continuo 1-equivalente, Mazurkiewicz

planteó la pregunta: (Véase [21])

Pregunta 1.13 ¿Es el arco el único continuo 1-equivalente?

Durante mucho tiempo se pensó que la respuesta a esta pregunta era

a�rmativa.

Knaster en [14], muestra la existencia de un continuo hereditariamente

indescomponible. Moise en [24] construyó al pseudoarco y probó que es 1-

equivalente y Bing en [3], probó que ambos ejemplos eran homeomorfos.

Debido a que hasta ahora no se conoce ningún otro continuo 1-equivalente,

distinto al arco y al pseudoarco, tenemos la siguiente conjetura:
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Conjetura 1.14 El arco y el pseudoarco son los únicos continuos 1-equiva-

lentes.

Hay resultados parciales para los continuos 1-equivalentes. Henderson [9]

en 1960 probó lo siguiente:

Teorema 1.15 Si X es un continuo 1-equivalente y descomponible, entonces

X es un arco.

De�nición 1.16 Un continuo X es un árbol si es una grá�ca �nita sin cur-

vas cerradas simples.

En 1970, Cook probó lo siguiente:

Teorema 1.17 [8, Theorem, pág. 204] Si X es un continuo 1-equivalente,

entonces X es límite inverso de árboles.

Más adelante, en este capítulo, de�niremos con detalle "límite inverso".

En la siguiente sección presentaremos los resultados que se tienen para

los continuos 2-equivalentes. Terminaremos esta sección presentando dos re-

sultados conocidos para continuos n-equivalentes.
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De�nición 1.18 Un continuo es localmente conexo en un punto p si para

cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto conexo V tal que

p 2 V � U . Diremos que X es localmente conexo si X es localmente conexo

en todos sus puntos.

De�nición 1.19 Sea X un continuo y p 2 X, entonces X es semilocal-

mente conexo en p si cada vecindad de p, contiene un abierto V de p tal

que X n V tiene sólo una cantindad �nita de componentes. Diremos que X

es semilocalmente conexo, si es semilocalmente conexo en cada uno de sus

puntos.

S. B. Nadler Jr. probó la siguiente caracterización para los continuos

semilocalmente conexos:

Teorema 1.20 [28, Teorema 3.1, pág. 208] SiX es un continuo n-equivalente

y semilocalmente conexo en cada uno de sus puntos que no son de corte, éste

debe ser una grá�ca �nita.

1.3. IRREDUCIBILIDAD

De�nición 1.21 Sean X un continuo y A un subconjunto de X, diremos que

X es irreducible con respecto a A, si no hay subcontinuos propios de X que
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contengan a A. Diremos que un continuo X es irreducible si es irreducible con

respecto a un subconjunto que contiene exactamente dos puntos. En este caso

diremos que X es irreducible entre esos dos puntos. Sean R y S subconjuntos

de X. Diremos que un subcontinuo Y de X es irreducible de R a S si existen

r 2 R y s 2 S tales que Y es irreducible entre r y s. Dado un continuo X,

diremos que p es un punto de irreducibilidad de X, si X es irreducible entre

p y algún otro punto de X.

A continuación, mencionaremos algunos teoremas conocidos.

Teorema 1.22 [27, 4.35, pág. 68] Sean X un continuo y A un subconjunto

cerrado de X. Entonces existe un subcontinuo de X, que es irreducible con

respecto a A.

De lo anterior se sigue fácilmente el siguiente corolario.

Corolario 1.23 Sean X un continuo y p; q 2 X con p 6= q, entonces existe

un subcontinuo Y irreducible entre p y q.

Teorema 1.24 [27, Corolario 11.15.1, pág. 203] Si X es un continuo in-

descomponible, entonces X es irreducible.
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De�nición 1.25 Sean X un continuo no degenerado y p un punto de X. La

composante de X que contiene a p, está de�nida por:

K (p) = fx 2 X : hay un subcontinuo propio A de X tal que p; x 2 Ag

Los siguientes dos Teoremas, nos dicen la cantidad de composantes que

puede tener un continuo. Para ver su demostración nos referimos a [27, págs.

201-203].

Teorema 1.26 Sea X un continuo descomponible. Entonces, X tiene exac-

tamente una o exactamente tres composantes. Más precisamente: Si X no

es irreducible, X tiene exactamente una composante (X mismo), y, si X es

irreducible entre dos puntos x; y 2 X tiene exactamente tres composantes

(K (x), K (y) y X).

Teorema 1.27 Si X es un continuo no degenerado indescomponible, en-

tonces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

1.4. UNICOHERENCIA

Empezaremos con las de�niciones básicas.
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De�nición 1.28 Un continuo X es unicoherente si H \K es conexo, para

cualesquiera subcontinuos H y K de X, tales que H [K = X. Diremos que

un continuo X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos

son unicoherentes. Equivalentemente, si H \K es conexo, para cualesquiera

dos subcontinuos H y K de X.

Es claro de las de�niciones de continuo unicoherente y de continuo in-

descomponible que:

Teorema 1.29 Cualquier continuo indescomponible es unicoherente.

De�nición 1.30 Diremos que un continuo X es �nitamente no unicoherente

si siempre que X = A [ B con A y B subcontinuos de X, se tiene que el

número de componentes de A \B es �nito y mayor que uno.

De�nición 1.31 Un triodo es un continuo X que contiene un subcontinuo

H tal que X n H es la unión de tres conjuntos no vacíos y mutuamente

separados en X. Un continuo es atriódico, si no contiene triodos.

De�nición 1.32 Un continuo X es encadenable si para cada número po-

sitivo ", existe una cantidad �nita de abiertos conexos fUigni=1 de diámetro

menor que ", tales que
n[
i=1

Ui = X y Ui \ Uj 6= ; si y sólo si ji� jj � 1.
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Teorema 1.33 [4, Teorema 11, pág. 660]. Sea X un continuo irreducible,

hereditariamente descomponible y hereditariamente unicoherente. Entonces

X es encadenable.

Corolario 1.34 [22, Corolario, pág. 180] Sea X un continuo hereditaria-

mente descomponible, X es hereditariamente irreducible si y sólo si es atriódi-

co y hereditariamente unicoherente.

1.5. ARCOCOMPONENTES

De�nición 1.35 Una arcocomponente de un continuo X es un subconjunto

arcoconexo maximal.

De�nición 1.36 Un rayo topológico es un espacio homeomorfo al intervalo

[0;1).

Utilizaremos el siguiente resultado en el capítulo de irreducibilidad.

Teorema 1.37 [26, Teorema 1, pág. 188] Si X es un continuo encadenable

con exactamente dos arcocomponentes, entonces una de ellas es un arco y la

otra es un rayo topológico.
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1.6. LÍMITES INVERSOS Y PROPIEDAD

DE KELLEY

Sean fX1; X2; X3; :::g una sucesión de continuos y ff 21 ; f32 ; f43 ; :::g una

sucesión de funciones continuas y suprayectivas, tales que f i+1i : Xi+1 ! Xi

para cada i 2 f1; 2; :::g. Llamaremos a la sucesión
�
Xi; f

i+1
i

	1
i=1
, una sucesión

inversa y llamaremos límite inverso al espacio

X1 = l��m �
�
Xn; f

n+1
n

	
=
�
(x1; x2; :::) : para cada n 2 N, fn+1n (xn+1) = xn

	
,

considerado como subespacio del espacio producto
Q1
n=1Xn.

Cada Xn es llamado, espacio factor del límite inverso y fn+1n son las

funciones de ligadura.

�i : l��m �fXn; f
n+1
n g ! Xi denota la proyección i�ésima restringida al

límite inverso.

Si, n > m, con n;m 2 N, fnm denotará la composición fm+1m � � � � � fnn�1.

A continuación enunciamos algunos resultados sobre límites inversos.

Teorema 1.38 [27, Teorema 2.6, pág. 20] Sea X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g. Si A es

un subconjunto cerrado de X1, entonces A = l��m �
�
�n (A) ; f

n+1
n j�n+1(A)

	
=
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Q1
n=1 �n (A) \X1.

Teorema 1.39 [27, Lema 2.4, pág. 19] Si X1 es un límite inverso de conti-

nuos, entonces X1 es un continuo.

Teorema 1.40 [11, Teorema 2.9, pág. 18] Si X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g es un

límite inverso donde cada Xn es unicoherente, entonces X1 es unicoherente.

Teorema 1.41 Si X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g es un límite inverso donde cada

función de ligadura es monótona y cada espacio factor Xn es descomponible,

entonces X1 es descomponible.

Demostración. Como X1 es un continuo descomponible, A1 y B1, sub-

continuos propios de X1, tales que X1 = A1[B1, de�nimos para cada n 2 N,

An+1 = f
�1 (An) y Bn+1 = f�1 (Bn), por el Teorema 1.10, para cada i 2 N,

Ai y Bi son subcontinuos de Xi. Es fácil veri�car que Xi = Ai [ Bi y que

X1 = A [ B, donde A = l��m �
�
An; f

n+1
n jAn+1

	
y B = l��m �

�
Bn; f

n+1
n jBn+1

	
.

A y B son subcontinuos propios de X1, pues su primera proyección no es

todo X1.

Como una consecuencia de [27, Teorema 12.19, pág. 246], obtenemos el

siguiente Teorema.
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Teorema 1.42 Si X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g es un límite inverso donde cada

espacio factor Xn es encadenable, entonces X1 es encadenable.

La siguiente es la de�nición de un continuo que tiene la propiedad de

Kelley.

De�nición 1.43 Diremos que un continuo X tiene la propiedad de Kelley

si dada " > 0 existe � > 0 tal que si A es un subcontinuo de X, p 2 A,

q 2 X, y d (p; q) < �, entonces existe un subcontinuo B de X tal que, q 2 B

y H (A;B) < ".

Es bién conocido que X tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus

puntos p 2 X si y sólo si para cada subcontinuo A de X que contiene a p

y para toda sucesión fpng1n=1 de puntos en X, tal que l��m pn = p, entonces

existe una sucesión fAng de subcontinuos deX, tal que pn 2 An y l��mAn = A

(ver [6, pág. 74]).

Teorema 1.44 [29, 16.11, pág. 413] Si X es localmente conexo en p, en-

tonces X tiene la propiedad de Kelley en p.

Teorema 1.45 [7, Teorema 2, pág. 190] Si X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g y cada

espacio factor Xn tiene la propiedad de Kelley y cada función de ligadura

fn+1n es con�uente, X1 tiene la propiedad de Kelley.
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1.7. CONTINUOS 2-EQUIVALENTES

A continuación enunciaremos los resultados que presenta W. S. Mahavier

en [20].

Con respecto a los continuos localmente conexos, demuestra el siguiente

Teorema.

Teorema 1.46 [20, Teorema 3, pág. 244] Si X es un continuo 2-equivalente

y localmente conexo, entonces X es una curva cerrada simple o un triodo

simple.

De hecho prueba el siguiente Teorema:

Teorema 1.47 [20, Teorema 1, pág. 244] Sea X un continuo 2-equivalente

que contiene un arco. Entonces X es una curva cerrada simple, un triodo

simple o un continuo irreducible.

Respecto a los continuos no localmente conexos, obtiene lo siguiente:

Teorema 1.48 [20, Teorema 4, pág. 245] Si X es un continuo 2-equivalente

que contiene arcos, es descomponible y no es localmente conexo, entonces X

es la cerradura de un rayo topológico.
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La cerradura de la grá�ca de la función sen 1
x
en el intervalo

�
0; 1

�

�
, es un

ejemplo con las propiedades que establece el Teorema 1.48. R. Bennett en [2]

muestra otro ejemplo con estas propiedades, cuyo residuo, a diferencia de la

curva sen 1
x
, es un continuo homeomorfo al continuo total.

Mahavier en [20] presenta también un ejemplo de un continuo encadenable

que no contiene arcos y cuyos dos tipos de subcontinuos son descomponibles,

es decir que se trata también de un continuo hereditariamente descomponible.

Este ejemplo es un continuo hereditariamente 2-equivalente (ver [5, Teorema

4]).



Capítulo 2

IRREDUCIBILIDAD

2.1. IRREDUCIBILIDAD

Todos los ejemplos de Mahavier en [20] y los ejemplos nuevos que hemos

encontrado de continuos 2-equivalentes, (excepto una curva cerrada simple y

un triodo simple) resultaron irreducibles. Esto me llevó a plantear la siguiente

conjetura:

Conjetura 2.1 Sea X un continuo 2-equivalente. Entonces X es una curva

cerrada simple, un triodo simple o un continuo irreducible.

De ser cierta esta conjetura, clasi�caríamos a los continuos 2-equivalentes

mediante dos familias ajenas: la de los continuos irreducibles y otra familia

17
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que contiene solamente dos elementos: la curva cerrada simple y el triodo

simple.

La �nalidad de esta sección es presentar condiciones que implican que un

continuo 2-equivalente es irreducible.

Veamos primero cómo serían algunos continuos 2-equivalentes, no irre-

ducibles. Los siguientes Lemas -que aplicaremos en los dos Teoremas siguentes-

nos dicen que un continuo 2-equivalente que no es irreducible y que contiene

un indescomponible, debe ser homeomorfo o bien a un indescomponible o a

un 2-indescomponible.

Notaremos que las pruebas son similares, es decir, no importa si son uni-

coherentes o no, pero las enunciamos en diferentes lemas, pues nos interesa

la descomposición explícita que se da en cada uno.

Lema 2.2 Sea X un continuo 2-equivalente. Si X no es ni irreducible ni

hereditariamente descomponible, entonces X es homeomorfo a A[B, con A

y B subcontinuos indescomponibles de X (y por lo tanto, irreducibles). Más

aún, A es irreducible de c a x, con c 2 AnB y x 2 A \ B y B es irreducible

de d a x, con d 2 BnA.
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Demostración. Ya que X no es irreducible, X es descomponible. Sea

X = A0 [ B0 donde A0; B0 son subcontinuos propios de X y sean c 2 A0nB0,

d 2 B0nA0 y x 2 A0 \ B0. Por ser X un continuo 2-equivalente, tiene dos

tipos de subcontinuos, los homeomorfos a X y los que no, es decir los indes-

componibles. Por el Teorema 1.22, existe A subcontinuo de A0, irreducible

de c a x. Análogamente, existe B subcontinuo de B0 irreducible de d a x.

Recordemos que X no es irreducible, con lo que tenemos que A y B son

indescomponibles. Es claro que A [ B es un subcontinuo descomponible de

X, por ello A [ B es homeomorfo a X. Por otra parte c 2 AnB, x 2 A \ B

y d 2 BnA. Así tenemos la conclusión deseada.

Del Teorema 1.22, obtenemos el siguiente Lema, para el caso especí�co

de los continuos no unicoherentes.

Lema 2.3 Sea X un continuo 2-equivalente y no unicoherente. Si X no

es ni irreducible, ni hereditariamente descomponible, entonces existen A;B

subcontinuos de X, indescomponibles tales que X es homeomorfo a A [B y

A \ B no es conexo. Además, A y B son irreducibles de p a q, con p 2 P y

q 2 Q, donde P y Q son dos componentes distintas de A \B.
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Demostración. Como X no es unicoherente X = E [ F con E;F 2

C (X) y E \ F no conexo. Sean P y Q dos componentes de E \ F . Elijamos

p 2 P , q 2 Q. Por el Teorema 1.22, existe un subcontinuo A contenido en E

que es irreducible de p a q. Análogamente, existeB 2 C (F ), irreducible de p a

q. Como X es 2-equivalente y no es irreducible, A y B son indescomponibles.

Pero A[B es un subcontinuo descomponible, así que A[B es homeomorfo

a X.

El siguiente Teorema muestra que los continuos 2-equivalentes que son

unicoherentes pueden clasi�carse mediante las siguientes dos familias: la de

los continuos irreducibles y la de los continuos hereditariamente descom-

ponibles.

Teorema 2.4 Sea X un continuo 2-equivalente y unicoherente. Entonces X

es hereditariamente descomponible o irreducible.

Demostración. Sea X un continuo 2-equivalente y unicoherente. Supon-

gamos que X no es hereditariamente descomponible. Si X es indescom-

ponible, entonces, por el Teorema 1.24 X es irreducible y habríamos ter-

minado. Así que, supondremos que X es un continuo descomponible que

contiene un subcontinuo indescomponible.
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Con el objetivo de llegar a una contradicción, supongamos que X no

es irreducible. Como se cumplen todas las hipótesis del Lema 2.2, existen

A;B 2 C (X) tales que X = A [ B, con A y B irreducibles de c a x y de d

a x, respectivamente, con c 2 AnB, d 2 BnA y x 2 A \B.

Sea N un subcontinuo de X, irreducible de c a d. Mostraremos que N

contiene a A y B. Para ello probaremos que A es irreducible de c a cualquier

elemento e 2 A \ B y, análogamente, que B es irreducible de d a cualquier

e 2 A \B.

Sean e 2 A \B y R un subcontinuo de A irreducible de c a e.

Como X no es irreducible, A y B son indescomponibles (de lo contrario

X no sería 2-equivalente). Supóngase que R 6= A. Recordemos que por la

unicoherencia de X, A \ B es conexo, luego R [ (A \B) es un subcontinuo

de A que contiene a c y a x, así R [ (A \B) = A. Pero R y (A \B) son

subcontinuos propios de A, lo cual es una contradicción, ya que A no es

descomponible. Por lo tanto R = A, es decir, A es irreducible de c a e.

Análogamente B es irreducible de d a e, con e 2 A \B.

Ahora como N \ (A \B) 6= ;, existe n 2 N \ (A \B). Entonces N es un

subcontinuo de X tal que c; d; n 2 N , por lo que N debe contener a A y a

B. Así N = X, lo cual es una contradicción pues N es irreducible y X no lo
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es.

Consideraremos ahora, el caso en el que X es un continuo �nitamente no

unicoherente.

Teorema 2.5 Sea X un continuo 2-equivalente y �nitamente no unicohe-

rente. Entonces X es hereditariamente descomponible o irreducible.

Demostración. La idea de la prueba es sencilla. Supondremos que X no

es ni irreducible ni hereditariamente descomponible, con ello construiremos

un subcontinuo irreducible homeomorfo aX. Con esta contradicción llegamos

al resultado.

Supongamos que X no es irreducible. Entonces, se cumplen las hipótesis

del Lema 2.3, así que existen dos subcontinuos indescomponibles E y F de X

tales que X = E [F y E \F no es conexo. Además, E y F son irreducibles

de p a q con p 2 P y q 2 Q, donde P y Q son dos componentes distintas

de E \ F . Probaremos ahora que E es irreducible de r a s para cualesquiera

r 2 P y s 2 Q.

Sean r 2 P , s 2 Q y G un subcontinuo de E, irreducible de r a s.

Supongamos que G no es E. Entonces P , Q y G son subcontinuos propios
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de E y P [ Q [ G contiene a p y a q, así que P [ Q [ G = E, lo cual es

una contradicción a menos que, P [G = E o Q [G = E. Supongamos que

P [ G = E (el otro caso es semejante). En este caso, se tiene que q 2 G

(y por lo tanto p =2 G, pues q; p 2 G implica que G = E), q =2 P , p 2 P y

p =2 G , con lo cual, P y Q son subcontinuos propios de E y obtenemos una

contradicción, pues E es indescomponible. Por lo tanto E es irreducible de r

a s, 8r 2 P y 8s 2 Q. De forma similar, se puede probar que F es irreducible

de r a s, 8r 2 P y 8s 2 Q.

Sea T el conjunto de componentes de E \ F . Como X es �nitamente

no unicoherente, T es �nito y por lo tanto F n
[

T2T �fPg

T es un abierto que

contiene a P . Por el Corolario 1.8, existe un subcontinuo K de F tal que

P ( K y K \ T = ;, para toda T 2 T � fPg.

Sean k 2 K n P , H � K un subcontinuo irreducible de k a P y L un

subcontinuo de E [H irreducible de q a k.

Probaremos que L es homeomorfo a X.

Empezaremos probando que E � L.

Sea C la componente de L\E que contiene a q, entonces por el Teorema

1.7, C \ Ln (L \ E) 6= ;.
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Con esto, obtenemos que ; 6= C \ L \ (L \ E)c = C \ L \ (Lc [ Ec) =

C\(L \ Lc) [ (L \ Ec) = C\L \ Ec = C\LnE. Por otra parte LnE � HnE

y por lo tanto LnE � HnE � H = H. Así, C \ H 6= ;. Pero C � E, de

donde C \ (H \ E) 6= ;.

Por otro lado H \ E � P , así que C \ P 6= ; y como E es irreducible de

q a r para cualquier r 2 P , entonces C = E y E � L.

Ahora probaremos que H � L.

Recordemos que H es un subcontinuo de F , irreducible de k a P , en

consecuencia H es un subcontinuo irreducible de k a p, para todo p 2 P \H.

Sea D la componente de L \ H que contiene a k. Por el Teorema 1.7,

D \ L n (L \H) 6= ;.

Así, D\L \ (L \H)c = D\L \ (Lc [Hc) = D\(L \ Lc) [ (Lc \Hc) =

D \ L \Hc 6= ;:

Entonces D \ L nH 6= ;.

Como L � H [ E entonces LnH � EnH, y por lo tanto D \ E nH 6= ;.

Como E es cerrado, E nH � E = E.

Así, D \ E 6= ; y D \ H 6= ; (ya que k 2 D \ H). Como D es conexo

D \ (H \ E) 6= ;. Por otra parte, H \ E � P , entonces D \ P 6= ; ya que

H es un subcontinuo irreducible de k a r, para todo r 2 P \ H y D es un
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subcontinuo de H que contiene a k y a p, entonces D = H y H � L.

De lo anterior se sigue que E [H � L y como q 2 E y k 2 H, entonces

L = E[H, además, como k 2 H nE, L es descomponible y por lo tanto L es

homeomorfo a X. Esto contradice que L es irreducible y queda desmostrado

lo que se quería.

2.2. UNICOHERENCIA

Otra conjetura que tenemos es la siguiente:

Conjetura 2.6 El único continuo 2-equivalente que no es unicoherente, es

la curva cerrada simple.

Lo que probaremos en esta sección es que el único continuo 2-equivalente

y no unicoherente que contiene arcos es la curva cerrada simple.

Sea E un arco con puntos extremos e y f . Denotaremos por ef al arco

E. Más aún, si x; y son dos puntos del arco, denotamos como xy al subarco

de E que tiene como extremos a x y y.

Lema 2.7 Sea X un continuo 2-equivalente y no unicoherente, supongamos

que X = Y [Z, donde Y; Z son subcontinuos propios de X, Y \Z es disconexo

y Y es un arco. Entonces X no es irreducible.
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Demostración. Sean p; q 2 X, mostraremos que existe un subcontinuo

propio de X que los contiene. Si ambos puntos están en Y o en Z, ése será el

subcontinuo propio que contiene a fp; qg. Supongamos que p 2 Y nZ y q 2 Z.

Sean S; T dos componentes distintas de Y \ Z, s 2 S y t 2 T . Tenemos 2

casos:

Caso 1. p 2 st. En este caso, A = sp es un subarco propio de Y y A [ Z

es un subcontinuo propio de X que contiene a p y q.

Caso 2. p =2 st. En este caso hay dos opciones: t 2 ps o s 2 pt. Supongamos

que t 2 ps, pues la otra opción es semejante. Si A = pt, entonces A [ Z es

un subcontinuo propio de X que contiene a p y q.

Teorema 2.8 Sea X un continuo 2-equivalente, no unicoherente que con-

tiene arcos. Entonces X no es irreducible.

Demostración. Sean A y B subcontinuos propios de X y supongamos

que X = A[B y que A\B no es conexo. Sean x y y puntos en componentes

diferentes de A\B y sean G yH continuos irreducibles entre x y y contenidos

en A y B respectivamente. Si alguno de los dos G o H fuera un arco, por

el Lema 2.7, tenemos que G [ H es un continuo no irreducible contenido

en X, de tal manera que X sería homeomorfo a G [ H y por lo tanto, no

sería irreducible. En este caso habríamos terminado. Supongamos entonces
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que ni G ni H son arcos, así que G y H son homeomorfos a X y por lo tanto

G[H es homeomorfo aX. Ahora demostraremos que G[H no es irreducible.

Veremos que si a; b 2 G[H, entonces existe un subcontinuo propio de G[H

que contiene a fa; bg. Basta considerar el caso en el que a 2 G y b 2 H.

Ya que G es ireducible entre x y y, (recordemos que X es descomponible),

si a no es un elemento de la composante K (x) de x, entonces se tendría

que G es irreducible de a a x, y entonces K (x) 6= K (a) 6= G. Si además

a no es un elemento de la composante de y, entonces G sería irreducible

de a a y y K (y) 6= K (a) 6= G, (por ser G descomponible e irreducible, el

Teorema 1.26 nos garantiza estas tres diferentes composantes) pero en este

caso tendríamos que hay cuatro diferentes composantes K (x) ;K (a) ;K (y)

y G, contradiciendo el Teorema 1.26. Con lo que a es un elemento de la

composante de x ó a es un elemento de la composante de y. Entonces se

puede construir un subcontinuo propio de G que contiene a a y a x ó a a y

a y. De aquí se sigue fácilmente que existe un subcontinuo propio de G [H

que contiene a fa; bg y que G [H no es irreducible.

Corolario 2.9 X es homeomorfo a S1 si y sólo si X es 2-equivalente, con-

tiene arcos y es no unicoherente.

Demostración. Si X es homeomorfo a S1 es clara la conclusión.
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Supongamos que X es 2-equivalente, contiene arcos y es no unicoherente,

entonces por el Teorema 2.8, X no es irreducible y por el Teorema 1.47, X

es homeomorfo a S1.

2.3. ARCOCOMPONENTES

Teorema 2.10 Si X es un continuo 2-equivalente, entonces X tiene una,

dos o una in�nidad de arcocomponentes.

Demostración. Si X es arco conexo, X sólo tiene una arcocomponente.

Supongamos que X no es arco conexo. Sea n 2 N, el número de arcocom-

ponentes de X.

Demostraremos que n = 2.

Como X contiene arcos y no es localmente conexo, se sigue del Teorema

1.47 que X es irreducible. Si X es descomponible, entonces por el Teorema

1.48 X es la compactación de un rayo R con residuo un continuo K.

Supongamos que K no es un arco. Entonces K es homeomorfo a X y por

lo tanto K es la cerradura de un rayo topológico R2 con residuo un continuo

K2, con K2 homeomorfo a X y para cada entero positivo m obtendríamos

que Km es la cerradura de un rayo topológico Rm con residuo un subcon-
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tinuo homeomorfo a X; tomando m > n se contradice que X tenga n arco

componentes. Se sigue de aquí que K es un arco y n = 2.

Si X es indescomponible, entonces se sigue del Teorema 1.27 que X tiene

una in�nidad no numerable de composantes y como por de�nición cada ar-

cocomponente esta contenida en una composante, X no puede tener n arco

componentes.

Corolario 2.11 Si X es un continuo 2-equivalente y tiene dos arcocompo-

nentes, entonces X es homeomorfo a una compactación del rayo con residuo

un arco.
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Capítulo 3

LÍMITES INVERSOS Y

PROPIEDAD DE KELLEY

Este capítulo tiene dos �nalidades:

1. Probar el Teorema 3.3 que nos da condiciones para que un límite inverso

con la propiedad de Kelley, sea la compactación de un rayo topológico.

La importancia de este Teorema reside en que da condiciones para que a

partir de un continuo encadenable D con la propiedad de Kelley, se construya

otro continuo E, también encadenable y con la propiedad de Kelley que será

la cerradura de un rayo topológico con residuo D.

2. Dada esta herramienta, mostrar que existe un continuo 2-equivalente

31
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X que es la compactación de un rayo topológico, con residuo homeomorfo

X.

Recordemos un poco de límites inversos. Sean fX1; X2; X3;. . . g una suce-

sión de espacios métricos y ff 21 ; f32 ; f43 ; : : :g una sucesión de funciones con-

tinuas con f i+1i (Xi+1) = Xi. Llamamos espacio factor a cada Xi y a f i+1i

función de ligadura, i 2 N. El límite inverso, de la sucesión fXn; f
n+1
n g ;

X1 = l��m �fXn; f
n+1
n g se de�ne como;

X1 = f(x1; x2; x3; : : :) : xn 2 Xn y para cada n; fn+1n (xn+1) = xng con-

siderado como subespacio del espacio producto
Q1
i=1Xi.

Denotemos por �i : X1 ! Xi la proyección natural i-ésima restringida a

X1.

Si K es un subcontinuo de X1, denotaremos Ki = �i (K).

Si cada Xi = X, denotaremos a X1 = l��m �fX; f
n+1
n g o l��m �fX; fg si

además, cada fn+1n = f .

En esta sección usaremos sucesiones fI1; I2; I3; : : :g de subintervalos de

I = [0; 1], y sucesiones de funciones ff 21 ; f32 ; f43 ; : : :g, con f i+1i (Ii+1) = Ii.

La distancia entre dos puntos (x1; x2; x3; : : :) y (y1; y2; y3; : : :) está de�nida

por d ((x1; x2; x3; : : :) ; (y1; y2; y3; : : :)) =
X1

i=1

jxi�yij
2i

.
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3.1. TEOREMA DE LÍMITES INVERSOS

3.1.1. Primer Teorema de límites inversos

El Teorema que probaremos a continuación, nos da condiciones para que

un límite inverso de intervalos sea la cerradura de un rayo topológico.

Teorema 3.1 Sea f : I �! I, una función continua, donde I = [0; 1] y f

cumple:

f (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
4x si x 2

�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

�
f
��
1
2
; 1
��

=
�
1
2
; 1
�

Sea X = l��m �fI; fg. Entonces X es la cerradura de un rayo topológico R

y K = l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f j[ 12 ;1]

o
es el residuo.

Demostración. Sea X como en la hipótesis del Teorema. Para cada

entero positivo n, sea

�n =

�
(x1; x2; : : :) 2 X : xn <

1

2

�

Notemos que:

1. �n � �n+1, pues si x 2 �n entonces, xn 2
�
0; 1

2

�
y por la de�nición de



34 CAPÍTULO 3. LÍMITES INVERSOS Y PROPIEDAD DE KELLEY

f y de límite inverso xn+1 = f (xn) 2
�
0; 1

8

�
, así x 2 �n+1.

2. �n j�n es un homeomor�smo de �n en
�
0; 1

2

�
, pues cada coordenada de

un elemento de �n está determinada por la coordenada n-ésima.

3. x 2 �n r �n�1 si y sólo si xn 2
�
1
8
; 1
2

�
, pues si xn 2

�
0; 1

8

�
entonces

xn�1 = f (xn) = 4xn 2
�
0; 1

2

�
, con lo que x 2 �n�1.

Mostraremos a continuación queR =
1[
n=1

�n es un rayo topológico. Primero

observése que R = �1 [
1[
n=2

(�n r �n�1).

De�nimos � : R �! [0;1) como:

� (x) =

8>><>>:
x1 si x 2 �1

xn +
3(n�1)
8

si x 2 �n r �n�1 = ��1n
�
1
8
; 1
2

�
Probaremos ahora que � es un homeomor�smo.

� es suprayectiva, pues si r 2 [0;1) entonces r 2
�
0; 1

2

�
= � (�1) o existe

n > 1 tal que r 2
h
3n�2
8
; 3(n+1)�2

8

�
= � (�n r �n�1).

Denotemos por Bn a � (�n r �n�1), si n > 1 y B1 =
�
0; 1

2

�
= � (�1).

Veremos que � es inyectiva. Debido a que Bn\Bm = ; si n 6= m, la igualdad

� (x) = � (y) implica x; y 2 �1 ó x; y 2 �n n �n�1, n > 1, y por lo tanto

� (x) = x1 = y1 = � (y) en el primer caso, ó � (x) = xn+
3(n�1)
8

= yn+
3(n�1)
8

=
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� (y) en el segundo caso. Así en ambos casos xn = yn y como �n j�n es un

homeomor�smo, x = y.

Continunidad de �

Veremos ahora que � es una función continua.

Las funciones �j�1 y �j�n��n�1 son continuas. Se sigue de aquí que si x

2 ��1
1

�
0; 1

2

�
= �1 ó x 2 ��1n

�
1
8
; 1
2

�
, entonces � es continua en x, ya que

tanto �1 como ��1n
�
1
8
; 1
2

�
son subconjuntos abiertos de R. Sólo falta probar

que � es continua en cada elemento de ��1n
�
1
8

�
. Sea x 2 ��1n

�
1
8

�
, es decir

�n (x) = xn =
1
8
. En este caso

�(x) = xn +
3 (n� 1)

8
=
1

8
+
3 (n� 1)

8
=
3n

8
� 1
4
. (1)

Sea " > 0. Entonces existen números reales positivos �0, �1 y �2 con las

siguientes propiedades:

a) Si y 2 �n � �n�1 y d (x; y) < �0, entonces j� (x)� � (y)j < "

b) Si s; t 2 [0; 1] y js� tj < �1, entonces jf (s)� f (t)j < "

c) Si y 2 R y d (x; y) < �2, entonces j�n (x)� �n (y)j < m��n
�
�1;

3
32

	
Sean � = m��n f�0; �2g y y 2 R.
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Consideraremos dos casos:

Caso 1 �n (y) = yn � 1
8
.

En este caso y 2 �n r �n�1 y como � � �0, se sigue del inciso (a) que

j� (x)� � (y)j < ".

Caso 2 yn < 1
8
.

Como d (x; y) < �2, del inciso (c), se tiene que xn � yn < 3
32
) 1

8
> yn >

1
32
) yn�1 >

1
8
)

� (y) = yn�1 +
3 (n� 2)

8
. (2)

Ahora, como xn � yn < �1, se sigue de (b) que jf (xn)� f (yn)j < ". Será

su�ciente demostrar ahora, que j� (x)� � (y)j = jf (xn)� f (yn)j. Ya que

f (xn) =
1
2
y f (yn) = yn�1 < 1

8
< 1

2
, entonces jf (xn)� f (yn)j = 1

2
� yn�1.

Además, se sigue de (1) y (2) que �(x)� �(y) = 1
2
� yn�1.

Con el �n de demostrar que la función ��1 : [0;1) ! R es continua,

de�nimos � : [0;1)!
�
0; 1

2

�
como

� (t) =

�
t si t 2 B1

t� 3(n�1)
8

si t 2 Bn n > 1
Recordemos que B1 = [0; 1

2
) = � (�1) y que Bn = [3n�2

8
; 3(n+1)�2

8
) =

� (�n n �n�1).
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Es fácil veri�car lo siguiente:

1) � jBn : Bn ! [0; 1
2
) es continua, para toda n.

2) Si n > 1 y t 2 Bn, 18 � � (t) <
1
2
.

3) Si t 2 Bn, ��1n (� (t)) consta de exactamente un punto en
1S
m=1

�m y

��1 (t) = ��1n (� (t)) 2 �n n �n�1 � R.

Se sigue de 3) que ��1 jBn es continua para cada n. Puesto que [0;1) =
1S
n=1

Bn, bastará probar que ��1 es continua en puntos de la forma 3n�2
8
. Dado

x 2 [0;1) denotaremos xn = �n (��1 (x)). Sea t = 3n�2
8
. Entonces 1

8
= � (t),

sean tn = � (t), t1 = t2 = t3 = : : : = tn�1 =
1
2
y tn+j = f�j

�
1
8

�
=

1
4j

�
1
8

�
si j � 1. Sean " > 0 y �0 > 0 tales que si

��u� 1
2

�� < �0 entonces��fk (u)� fk �1
2

��� < " para cada k 2 f1; 2; : : : ; n� 2g. Sea � = m��n�1
8
; "; �0

	
.

Si s 2 [0;1) y js� tj < �, entonces como � � 1
8
, s 2 Bn�1 [ Bn. Ya

que ��1 jBn es continua, bastará considerar el caso en que s 2 Bn�1. Pro-

baremos que jsj � tjj < " para j 2 N y con esto quedará probado que

d (��1 (s) ; ��1 (t)) < ". Nótese que sn�1 = � (s) = s � 3(n�1)�2
8

, por lo tan-

to jsn�1 � tn�1j =
����s� 3(n�1)�2

8

�
� 1

2

��� = ���s� (3n�2)
8

��� = js� tj < � � ".

Además, como tn�1 = 1
2
, la elección de �0 implica que

��fk (sn�1)� fk �12��� =
jsn�1�k � tn�1�kj < ", para cada k 2 f1; 2; : : : ; n� 2g, es decir jsj � tjj < "

para j 2 f1; 2; : : : ; n� 2g. Como sn�1; tn�1 2 [0; 1
2
) y f�1 (u) = u

4
para
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u 2 [0; 1
2
), se tiene que

��f�k (sn�1)� f�k (tn�1)�� = �� sn�1�tn�14k

�� < "
4k
< " para

cada k 2 f1; 2; : : : ; n� 2g. Por lo tanto jsj � tjj < " para j � n. Con esto se

concluye que ��1 es continua.

Nótese que f([1
2
; 1]) � [1

2
; 1], así que podemos de�nir:

K = l��m �

��
1

2
; 1

�
; f j[ 12 ;1]

�

Entonces X = R [K, pues si x = (x1; x2; : : :) 2 X y xn < 1
2
para alguna

n, entonces x 2 �n � R. Si xn � 1
2
, para toda n, entonces x 2 K. Claramente

R \K = ;.

Demostraremos ahora que R nR = K. Basta demostrar que K � R, para

esto observamos que, por la de�nición de la distancia, si x; y 2 X = l��m �fI; fg

y, para algún k 2 N, xk = yk, entonces d (x; y) < 1
2k
.

Sea x 2 K. Entonces xn 2
�
1
2
; 1
�
para cada n 2 N. Sean " > 0 y n 2 N

tales que 1
2n
< ".

Por de�nición de f , f
�
[0; 1

2
)
�
= [0; 1]. Entonces existe y 2 [0; 1

2
) tal que

f(y) = xn. Así, hay un punto pn en �n+1 cuya (n+ 1)-ésima coordenada es y,

lo cual implica que d (x; pn) < 1
2n
< ". Por lo tanto K es un subconjunto de

R. Entonces M es la cerradura de un rayo topológico R tal que R n R = K,

que es un continuo.
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3.1.2. Teorema principal de límites inversos

Para dar la demostración del Teorema principal de esta sección, nece-

sitaremos el siguiente Lema.

Lema 3.2 [10, Lema 2.2 p.193] Supóngase queM = l��m �fXi; fig donde, para

cada i, Xi es un continuo. Sea " > 0, entonces existe un entero positivo N

y un número positivo � tales que si H y K son subcontinuos de M tales que

HN (HN ; KN) < �, entonces H (H;K) < ".

Teorema 3.3 Sea X = l��m �fI; fg, donde I = [0; 1] y f : I ! I es una

función continua tal que:

1. f (x) =

8>><>>:
4x si x 2

�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

� ,
2. f j[ 12 ;1] =

�
1
2
; 1
�
,

3. C = l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f j[ 12 ;1]

o
tiene la propiedad de Kelley.

Entonces X es un rayo topológico con residuo C y X tiene la propiedad

de Kelley.
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Demostración. Por el Teorema 3.1, X es un rayo topológico y tiene a

C como su residuo.

i) Notemos que si p es un punto del rayo entonces por el Teorema 1.44,

X tiene la propiedad de Kelley en p.

Sea " > 0.

ii) Como C tiene la propiedad de Kelley, existe un número positivo �1 tal

que si A es un subcontinuo de C, r es un punto de A y s es un punto de C

tales que d (r; s) < �1, entonces hay un subcontinuo B de C con s en B y

H (A;B) < "
3
.

Sea "1 un número positivo menor que "
3
y �1.

iii) Usando "1 en el Lema 3.2, hay un número positivo �2 < �1 y un entero

positivo N tales que siH yK son subcontinuos deX conHN (HN ; KN) < �2,

entonces H (H;K) < "1.

iv) Como f es uniformemente continua, existe un número positivo �3, tal

que si x y y son puntos de XN+1 con jx� yj < �3, entonces jf (x)� f (y)j <

�2
2
.

Sea � = �3
2N+1

, y supóngase que H es un subcontinuo de X, p es un punto

de H y q es un punto de X tales que d (p; q) < �, entonces d (p; q) < �3
2N+1

,

luego jpN+1 � qN+1j < �3.
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Sea J el arco irreducible respecto a HN+1 [fqN+1g. Es decir, J es el arco

tal que HN+1[fqN+1g � J y si A es un subarco tal que HN+1[fqN+1g � A,

entonces J � A.

Veremos que HN (HN ; f (J)) � �2
2
< �2. Sea x 2 f (J), entonces existe y

en J tal que x = f (y), luego como y 2 J , existe un elemento z en HN+1 tal

que jy � zj < jpN+1 � qN+1j por la irreducibilidad de J . Luego jy � zj < �3

y jf (y)� f (z)j < �2
2
< �2. En consecuencia, para cualquier elemento x, en

f (J), existe f (z) en HN tal que jx� f (z)j < �2
2
, y ya que HN � f (J),

entonces HN (HN ; f (J)) < �2.

Consideremos dos casos:

Caso 1 qN+2 < 1
2
.

En este caso tenemos 2 posibilidades

Caso 1.1 HN+1 contiene a 1.

Por la de�nición de f , existe un subintervalo de I, [x; y] �
�
0; 1

2

�
tal que

f ([x; y]) = J , además lo podemos elegir, de tal forma que qN+2 2 [x; y] ya

que qN+1 2 J y qN+2 < 1
2
. De�namos a K como el subcontinuo de X tal que
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KN+2 = [x; y] y

Ki =

8>><>>:
fN+2�i ([x; y]) si i < N + 2

f�(i�(N+2)) ([x; y]) si i > N + 2

Con lo que se cumple que f (Ki+1) = Ki y por lo tanto K está bién de�nido,

además q 2 K y KN = f (J) y dado que H (HN ; f (J)) < �2, se tiene que

H (H;K) < "
3
.

Caso 1.2 1 =2 HN+1. Consideremos dos posibilidades.

a) Si HN+1 �
�
1
2
; 1
�
en este caso elegimos:

[x; y] �
�
0; 1

4

�
tal que f ([x; y]) = J si qN+2 � 1

4
o

[x; y] �
�
1
4
; 1
2

�
tal que f ([x; y]) = J si 1

4
< qN+2 <

1
2
.

Si ahora de�nimos a K como en el caso 1.1, obtenemos queH (H;K) < ".

b) SiHN+1\
�
0; 1

2

�
6= ;, comoHN+2 es un subcontinuo yHN+2\

�
0; 1

4

�
6= ;,

HN+2 �
�
0; 1

4

�
, así que H � �N+2, donde �N+2 =

�
(x1; : : :) 2 X j xN+2 < 1

2

	
(�N+2 es el subconjunto del rayo de�nido en el Teorema 3.1). En este caso

obtenemos que p 2 H � �N+2, así que p es elemento del rayo y por i), X

tiene la propiedad de Kelley en p.

Caso 2 qN+2 � 1
2
.

Para este caso consideraremos dos opciones:
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2.1 J �
�
1
2
; 1
�

2.2 J \
�
0; 1

2

�
6= ;

Caso 2.1

Como qN+2 � 1
2
y J �

�
1
2
; 1
�
, HN+1 �

�
1
2
; 1
�
. De�namos A como sigue.

Si Hi �
�
1
2
; 1
�
para toda i 2 N, de�nimos A = H. Si Hi \

�
0; 1

2

�
6= ; para

alguna i, de�nimos a A de la siguiente forma:

Sea j + 1 = m��n
�
i 2 N : Hi \

�
0; 1

2

�
6= ;
	
(es claro que j > N + 1),

usando el Teorema 1.12, f j[ 12 ;1] es débilmente con�uente, con lo que elegi-

mos una componente Aj+1 de f�1 j[ 12 ;1] (Hj) tal que f (Aj+1) = Hj. Con-

tinuamos de�niendo A inductivamente, en general, para i > j, elegimos

Ai+1 la componente de f�1 j[ 12 ;1] (Ai), tal que f (Ai+1) = Ai. Con lo que

A = l��m �
�
Ai; f jAi+1

	
es un subcontinuo de C que coincide con H al menos

en las primeras N +1 coordenadas. Por la elección de �, de iii) y ii) se tiene

que H (A;H) < "
3
.

De�namos r y s de manera similar: Sea ri = pi, si pi � 1
2
, (p = r si

pi � 1
2
para toda i), si j + 1 = m��n

�
i 2 N : pi < 1

2

	
, como f

��
1
2
; 1
��
=�

1
2
; 1
�
, elegimos rj+1 2

�
1
2
; 1
�
tal que f (rj+1) = rj. Continuamos de�niendo

r inductivamente, en general, para i > j, elegimos ri+1 2
�
1
2
; 1
�
, de tal forma

que f (ri+1) = ri. Así, r es un elemento de C que coincide con p al menos en
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las primeras N +1 coordenadas. De�nimos s en C de manera semejante a r,

ahora, tal que si = qi para aquellas i donde qi 2
�
1
2
; 1
�
, así, s será un elemento

de C que coincide con q al menos en las primeras N + 2 coordenadas.

Dado que jrN+1 � sN+1j < �3 se tiene jrN � sN j < �2. Por la elección

de �2, d (r; s) < �1 y como C tiene la propiedad de Kelley, existe B un

subcontinuo de C tal que s es un elemento de B y H (A;B) < "
3
. Por lo tanto

H (H;B) < 2"
3
.

Si q 2 B, tomemos K = B, con lo que habríamos terminado.

Si q =2 B, existe i mayor que N + 2 tal que qi < 1
2
.

Sea j + 1 = m��n
�
i 2 N : qi < 1

2

	
.

Construiremos K como en el caso 1.1.

Como f
��
0; 1

2

��
= [0; 1], hay un intervalo [x; y] contenido en

�
1
8
; 1
4

�
o en�

1
4
; 1
2

�
tal que qj+1 2 [x; y] y tal que f ([x; y]) = Bj.

Sea Kj+1 = [x; y], Kj+2 = f�1 (Kj+1), Kj+3 = f�1 (Kj+2), : : : y si

i < j + 1, sea Ki = f
j+1�i (Kj+1). Así K = l��m �

�
Ki; f jKi+1

	
es un continuo

que contiene a q y tal que KN = BN pues Kj = Bj y se tiene por iii) que

H (H;K) < ".

Caso 2.2

Tenemos qN+2 � 1
2
y J \

�
0; 1

2

�
6= ;.



3.1. TEOREMA DE LÍMITES INVERSOS 45

Si f(J) �
�
1
2
; 1
�
, entonces procedemos como en el caso anterior usando

f (J) en lugar de J , de la siguiente forma.

Como f(J) �
�
1
2
; 1
�
, HN �

�
1
2
; 1
�
. De�namos A como en el caso 2.1.

Ai = Hi, si Hi �
�
1
2
; 1
�
, es decir, Ai = Hi para i � N . Usando que

f es débilmente con�uente en
�
1
2
; 1
�
, elegimos una componente AN+1 de

f�1j[ 12 ;1] (HN) tal que f (AN+1) = HN . Continuamos de�niendo A inductiva-

mente, en general, para i > N , elegimos una componente Ai+1 de f�1 j[ 12 ;1]

(Ai), tal que f (Ai+1) = Ai. Así A = l��m �
�
Ai; f jAi+1

	
es un subcontinuo de C

que coincide con H en las primeras N coordenadas, con lo que H (A;H) < "
3
.

De�namos r y s de manera similar. Sea ri = pi, si pi � 1
2
. Sea j + 1 =

m��n
�
i 2 N : pi < 1

2

	
, como f

��
1
2
; 1
��
=
�
1
2
; 1
�
, elegimos rj+1 2

�
1
2
; 1
�
tal que

f (rj+1) = rj, (en el caso de que no exista tal entero, p = r). Continuamos

de�niendo r inductivamente, en general, para i > j, elegimos ri+1 2
�
1
2
; 1
�
,

de tal forma que f (ri+1) = ri. Con lo que r es un elemento de C que coincide

con p al menos en las primerasN coordenadas. Como en el caso 2.1, de�nimos

s en C de manera semejante a r, ahora, tal que si = qi para aquellas i donde

qi 2
�
1
2
; 1
�
, así, s será un elemento de C que coincide con q al menos en las

primeras N + 2 coordenadas.
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Dado que rN = pN y sN = qN se tiene que jrN � sN j < �2 y por la

elección de �2, d (r; s) < �1 y como C tiene la propiedad de Kelley, existe un

subcontinuos B de C tal que s es un elemento de B y H (A;B) < "
3
. Por lo

tanto H (H;B) < 2"
3
.

Nuevamente, si q 2 B, tomemos K = B. Si q =2 B, existe i mayor que

N + 2 tal que qi < 1
2
.

Sea j + 1 = m��n
�
i 2 N : qi < 1

2

	
, con j + 1 > N + 2.

Construiremos K como antes.

Como f
��
0; 1

2

��
= [0; 1], hay un intervalo [x; y] contenido en

�
1
8
; 1
4

�
o en�

1
4
; 1
2

�
con qj+1 en [x; y] tal que f ([x; y]) = Bj.

Sea Kj+1 = [x; y], Kj+2 = f
�1 (Kj+1), Kj+3 = f

�1 (Kj+2), y si i < j + 1,

seaKi = f
j+1�i (Kj+1). AsíK = l��m �

�
Ki; f jKi+1

	
es un continuo que contiene

a q y tal que KN = BN pues Kj = Bj y se tiene que H (H;K) < "
3
.

Si f(J)\
�
0; 1

2

�
6= ;, entonces existe un elemento y menor que 1

2
en f (J),

Por la de�nición de f , y = f (x), donde x elemento de J que es menor que 1
4

y como qN+2 � 1
2
, qN+1 � 1

2
, así f

��
1
4
; 1
2

��
� J y por ello

�
1
2
; 1
�
� f (J).

Sea y0 = m��n fy : y 2 f (J)g. Entonces f (J) = [y0; 1].

Sea KN = f (J), KN+1 = f�1 (KN) =
�
y0
4
; 1
�
, KN+2 = f�1 (KN+1) =�

y0
16
; 1
�
, : : :.
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Si i < N , Ki = f
N�i (KN).

K = l��m �
�
Ki; f jKi+1

	
Como q 2 K y H (HN ; f (J)) < �2 y KN = f (J),

se tiene que H (H;K) < ".

3.2. UNCONTINUO 2-EQUIVALENTECON

LA PROPIEDAD DE KELLEY.

En la sección 1, describiremos a los continuos que serán los espacios fac-

tores para construir un límite inverso, que será un continuo 2-equivalente

con las siguientes propiedades: Es la cerradura de un rayo topológico, cuyo

residuo es homeomorfo al continuo total y tiene la propiedad de Kelley.

En la sección 2, daremos algunas propiedades de los puntos en los espacios

factores, que nos servirá para demostrar la continuidad y la con�uencia de

las funciones de ligadura. Con el �n de hacer más clara la exposición, en ésta

y las siguientes secciones, haremos primero la demostración para el primer y
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segundo espacio factor y para la primera función de ligadura, luego hacemos

la prueba para el caso general.

En la sección 3, mostraremos la continuidad y la con�uencia de las fun-

ciones de ligadura.

En la sección 4, construiremos el ejemplo y probaremos las propiedades

deseadas.

3.2.1. Espacios factores

La función g que de�niremos enseguida, nos permitirá de�nir a los espa-

cios factores:

Sea g :
�
1
2
; 1
�
�! [0; 1] de�nida por g (x) = 2x� 1 y sea g�1 su inversa.

Sean X1 = l��m �fI; f1g, I = [0; 1] y f1 : I �! I, de�nida como sigue:

f1 (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

4x si x 2
�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

�
1
2 si x 2

�
1
2
; 1
�
.

Entonces X1 es homeomorfo al intervalo [0; 1], pues, por el Teorema 3.1,

X1 es la cerradura de un rayo topológico R1 con residuo un continuo K1 =

l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f1 j[ 12 ;1]

o
=
��

1
2
; 1
2
; : : :

�	
. Recordemos que
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X1 =
��

1
2
; 1
2
; : : :

�	
[
� 1
[
n=1
�1n

�
con �1n =

�
x 2 X1 : xn <

1
2

	
.

Claramente X1 tiene la propiedad de Kelley (def. 1.43).

Función f1

Sea X2 = l��m �fI; f2g, donde f2 : I �! I, está de�nida por

f2 (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

4x si x 2
�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

�
g�1 (f1 (g (x))) si x 2

�
1
2
; 1
�
.

Por el Teorema 3.1, X2 = K2 [ R2 donde K2 = l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f2 j[ 12 ;1]

o
y

R2 =
1
[
n=1
�2n con �

2
n =

�
x 2 X2 : xn <

1
2

	
es la cerradura de un rayo topológi-
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co con residuoK2. Por otra parte K2 es homeomorfo a X1, y por ello, cumple

con las hipótesis del Teorema 3.3, así X2 tiene la propiedad de Kelley.

Función f2
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Función f2

Sea X3 = l��m �fI; f3g, donde f3 : I �! I, está de�nida por

f3 (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

4x si x 2
�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

�
g�1 (f2 (g (x))) si x 2

�
1
2
; 1
�
.

Por el Teorema 3.1, X3 = K3 [ R3 donde K3 = l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f3 j[ 12 ;1]

o
y

R3 =
1
[
n=1
�3n con �

3
n =

�
x 2 X2 : xn <

1
2

	
es la cerradura de un rayo topológi-

co con residuo K3. Como K3 es homeomorfo a X2, cumple con las hipótesis

del Teorema 3.3, así X3 tiene la propiedad de Kelley.
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Función f3
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Función f3

En general, de�nimos, para toda r > 1.

Xr = l��m �fI; frg, con I = [0; 1] y fr : I �! I, de�nida por

fr (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
4x si x 2

�
0; 1

4

�
3
2
� 2x si x 2

�
1
4
; 1
2

�
g�1 (fr�1 (g (x))) si x 2

�
1
2
; 1
�
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Función fr

Nuevamente Xr es la cerradura de un rayo topológico Rr con residuo

Kr = l��m �
n�

1
2
; 1
�
; f2 j[ 12 ;1]

o
, que es homeomorfo a Xr�1, lo que implica que

Xr tiene la propiedad de Kelley.

3.2.2. Propiedades de los espacios factores

Analicemos el espacio Xi; haremos referencia a la demostración del Teo-

rema 3.1, por ello recordamos las propiedades importantes que ahí aparecen

respecto al rayo topológico.
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Para cada entero positivo n, sea

�in =

�
(x1; x2; : : :) 2 Xi : xn <

1

2

�
.

1. �in � �in+1, pues si x 2 �in entonces, xn 2
�
0; 1

2

�
y por la de�nición de

fi, xn+1 2
�
0; 1

8

�
, así x 2 �in+1.

2. �n j�in es un homeomor�smo de �
i
n en

�
0; 1

2

�
, pues cada coordenada de

un elemento de �in está determinada por la coordenada n-ésima.

3. x 2 �in r �in�1 si y sólo si xn 2
�
1
8
; 1
2

�
, pues si xn 2

�
0; 1

8

�
entonces

xn�1 = f (xn) = 4xn 2
�
0; 1

2

�
, con lo que x 2 �in�1.

Ri =
1[
n=1

�in es un rayo topológico, además, Ri = �
i
1 [

1[
n=2

�
�in r �in�1

�
,

De donde se tiene que Xi = Ri [Ki, con Ki = Ri�Ri y Ri = Xi y Ki =

l��m �
n�

1
2
; 1
�
; fi j[ 12 ;1]

o
.

Esto último implica, como ya lo habíamos mencionado, que Ki es homeo-

morfo a Xi�1 con el homeomor�smo gjKi
, donde g :

�
1
2
; 1
�1 �! I1 está

de�nida por g ((x1; x2; : : :)) = (g (x1) ; g (x2) ; : : :).

Obsérvese que �i1 = �
�1
1

��
0; 1

2

��
y �in r �in�1 = ��1n

��
1
8
; 1
2

��
:
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3.2.3. Las funciones de ligadura.

Función g1

De�niremos una función g1 : X2 ! X1, utilizando la función g descrita

en la sección anterior.

g1 : X2 ! X1 está de�nida como sigue: Sea x = (x1; x2; x3; : : :) 2 X2.

g1 (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
x si x 2 �22

(y1; y2; : : : ; yn�2; xn�1; xn; xn+1; : : :) si x 2 �2n � �2n�1; n > 2�
1
2
; 1
2
; : : :

�
si x 2 K2

donde yi = fn�1�i1 (xn�1).

Obsérvese que g1 está bien de�nida, pues f1j[0; 12 ] = f2j[0; 12 ].

Continuidad de g1 en el rayo.

Notemos primero que la función g :
�
1
2
; 1
�1 ! I1 es continua, dado que lo

es en cada coordenada. Recordemos que g ((x1; x2; : : :)) = (g (x1) ; g (x2) ; : : :) :

Veamos que g1 es continua.

Empezaremos probando la continuidad en el rayo topológico R2. Si x 2

�22, como g1j�22 es una función constante, g1 es continua en x, ya que x 2

��12
��
0; 1

2

��
, que es un abierto en X2. De manera semejante, como g1j��1n ( 18 ; 12)
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es continua, pues lo es en cada coordenada y ��1n
�
1
8
; 1
2

�
es un abierto enX2, si

x 2 ��1n
�
1
8
; 1
2

�
, g1 también es continua en x. Nos resta probar la continuidad

de g1 para x 2 ��1n
�
1
8

�
� R2.

Sea x = (x1; x2; : : :) 2 ��1n
�
1
8

�
, es decir �n (x) = xn = 1

8
. Por la de�nición

de X2, xn�1 = f2 (xn) = 4
�
1
8

�
= 1

2
. Entonces x 2 �2n r �2n�1 y por ello

g1 (x) =
�
1
2
; : : : ; 1

2
; 1
2
; 1
8
; : : :

�
. Es decir, g1 (x) = x

Probemos la continuidad de g1 en x.

Sea " > 0, entonces existen tres números positivos �0; �1 y �2 menores que

" tales que

a) Si y 2 �2n r �2n�1 y d (x; y) < �0; entonces d (g1 (x) ; g1 (y)) < ". Pues

g1j�2nr�2n�1 es continua.

b) Si s; t 2 [0; 1] y js� tj < �1, entonces
n�2P
i=1

jfn�i1 (s)�fn�i1 (t)j
2i�1 < "

4
. Por la

continuidad de f1.

c) Si y 2 R2 y d (x; y) < �2; entonces j�n (x)� �n (y)j < m��n
�
�1;

1
16

	
.

Sean � = m��n f�0; �2g y y 2 X2 tales que d (x; y) < �.

Se consideran 2 casos:

Caso 1
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�n (y) = yn � 1
8
. En este caso y 2 �2n r �2n�1 y como � � �0, se tiene

aplicando a), que d (g1 (x) ; g1 (y)) < ".

Caso 2

�n (y) = yn <
1
8
. Como d (x; y) < �2, el inciso c) implica que xn�yn < 1

16
;

es decir 1
8
> yn > xn � 1

16
o 1
8
> yn >

1
16
. Entonces 1

2
> yn�1 >

4
16
= 1

4
> 1

8
,

pues yn�1 = f2 (yn) y f2 (x) = 4x si x 2
�
0; 1

4

�
. En consecuencia tenemos que

y 2 �2n�1 r �2n�2, así, g1 (y) =
�
fn�31 (yn�2) ; : : : ; f1 (yn�2) ; yn�2; yn�1; : : :

�
=�

fn�11 (yn) ; : : : ; f1 (yn) ; yn; : : :
�
, debido a que f1 = f2 en

�
0; 1

2

�
:

Entonces d (g1 (x) ; g1 (y)) =

d
��
fn�11 (xn) ; : : : ; f1 (xn) ;

1
8
; : : :

�
;
�
fn�31 (yn�2) ; : : : ; f1 (yn�2) ; yn�2; yn�1; : : :

��
.

Como yn�2 = f 21 (yn) se tiene que d (g1 (x) ; g1 (y)) =
n�1P
i=1

jfn�i1 (xn)�fn�i1 (yn)j
2i

+

1P
i=n

jxi�yij
2i

=
n�1P
i=1

jfn�i2 (xn)�fn�i2 (yn)j
2i

+
1P
i=n

jxi�yij
2i

< "
4
+ jxn � ynj pues como para

cada i > n, xi+1 = xi
4
y yi+1 =

yi
4
, se tiene que jxi+1 � yi+1j < jxi � yij y por

c) obtenemos que d (g1 (x) ; g1 (y)) < ":

De lo anterior se sigue que g1 es continua en todo R2.

Continuidad de g1 en K2.

Mostremos ahora la continuidad de g1 en K2:
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Sean " > 0 y x = (x1; x2; : : :) 2 K2. Entonces existe N 2 N tal que

1
2N
< "

2
.

Dado que x 2 K2, entonces xn � 1
2
para toda n 2 N y existen �0; �1 y

�2 > 0 tales que:

a) Si y 2 K2 y d (x; y) < �0, entonces d (g1 (x) ; g1 (y)) < ", de hecho se tiene

que d (g1 (x) ; g1 (y)) = 0;

b) Si s; t 2 [0; 1] y js� tj < �1, entonces jf2 (s)� f2 (t)j < "
4
;

c) Si y 2 R2 y d (x; y) < �2 entonces j�N (x)� �N (y)j < m��n
�
�1;

1
16

	
:

Como xn � 1
2
para toda n 2 N:

�) Si z = (z1; z2; : : : ; zk�1; zk; : : :) 2 �2k r �2k�1, entonces zk < 1
2
, zi < 1

8

para i � k + 1 y zk�1 � 1
2
, así d (x; z) =

1P
i=1

jxi�zij
2i

=
kP
i=1

jxi�zij
2i

+
1P

i=k+2

jxi�zij
2i

+

xk+1�zk+1
2k+1

� xk+1�zk+1
2k+1

> 3=8
2k+1

.

Sea y 2 X2 tal que d (x; y) < � = m��n
n
�0; �2;

3
8

2N+2

o
. Por la elección de �

se sigue de �) que y =2
N+1
[
k=1
�2k r �2k�1.

Consideraremos dos casos:

Caso 1 Si y 2 K2

En este caso, como g1 es constante en K2 se concluye la continuidad.
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Caso 2 Si y =2 K2

Entonces y 2 �2j r �2j�1 para alguna j > N + 1 y por lo tanto yj < 1
2

y yj�1 � 1
2
. Por c) y b); jf2 (xN)� f2 (yN)j < "

2
. Ahora, como f1 (yj�1) = 1

2
,

entonces g1 (y) =
�
f j�21 (yj�1) ; : : : ; f1 (yj�1) ; yj�1; : : :

�
=
�
1
2
; : : : ; 1

2
; yj�1; : : :

�
,

lo que implica que d (g1 (x) ; g1 (y)) = d
��

1
2
; 1
2
; : : :

�
;
�
1
2
; : : : ; 1

2
; yj�1; : : :

��
=

j�2X
i=1

j 12� 1
2 j

2i
+

1X
i=j�1

j 12�yij
2i

< 1
2j
< 1

2N
< " por la elección que se hizo de N . Por

lo tanto d (g1 (x) ; g1 (y)) < " y tenemos la continuidad de g1 en todo X2.

La función gr

De�niremos la función de ligadura g2 : X3 ! X2. Utilizaremos las fun-

ciones g y g1 descritas en la sección anterior como sigue:

Sea x = (x1; x2; x3; : : :) 2 X3.

g2 (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
x si x 2 �32

(y1; y2; : : : ; yn�2; xn�1; xn; xn+1; : : :) si x 2 �3n � �3n�1; n > 2

g�1 (g1 (g (x))) si x 2 K3

Donde yi = fn�1�i1 (xn�1).

En general de�niremos gr : Xr+1 ! Xr, como sigue:

Sea x = (x1; x2; x3; : : :) 2 Xr+1
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gr (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
x si x 2 �r+12

(y1; y2; : : : ; yn�2; xn�1; xn; xn+1; : : :) si x 2 �r+1n � �r+1n�1; n > 2

g�1 (gr�1 (g (x))) si x 2 Kr+1

Donde yi = fn�1�i1 (xn�1).

La continuidad de la función g2.

Omitiremos la demostración de la continuidad en el rayo topológico R3

ya que es semejante a la que se hizo en la sección 3.2.3.

Probaremos la continuidad para g2 en K3.

Sean x = (x1; x2; : : :) 2 K3 y " > 0. Entonces xi � 1
2
para toda i 2 N.

Ahora como K3 es homeomorfo a X2; se tiene que K3 = R
3
1 [K3;2, es decir,

K3 es la cerradura de un rayo topológico R31 con residuo K3;2, además R31 =
1[
n=1

�3;2n , con �
3;2
n =

�
y 2 K3 : yn <

3
4

	
.

Así que tenemos dos casos: x 2 �3;2s r�3;2s�1 para alguna s 2 N o x 2 K3;2.

Caso 1

Supongamos que x 2 �3;2s r �3;2s�1, s 2 N; primero notemos que

g2 (x) = g2 (x1; x2; : : :) = g�1 [g1 (g (x1; x2; : : :))] =
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g�1 [g1 (g (x1) ; g (x2) ; : : : ; g (xs�2) ; g (xs�1) ; g (xs) ; : : :)] =

= g�1
�
f s�21 (g (xs�1)) ; : : : ; f1 (g (xs�1)) ; g (xs�1) ; g (xs) ; : : :

�
=�

g�1
�
f s�21 (g (xs�1))

�
; : : : ; g�1 (f1 (g (xs�1))) ; g

�1 (g (xs�1)) ; g
�1 (g (xs)) ; : : :

�
Notemos también que como x 2 �3;2s r �3;2s�1, entonces xi � 3

4
para toda

i � s � 1 y por ello g (xi) � 1
2
para toda i � s � 1, f1 (g (xi)) = 1

2
y

g�1 (f1 (g (xi))) =
3
4
.

g2 (x) =
�
3
4
; : : : ; 3

4
; xs�1; xs; : : :

�
=
�
f s�12 (xs) ; : : : ; f

2
2 (xs) ; f2 (xs) ; xs; : : :

�
.

Esto último se sigue de la de�nición de f2:

Para la " elegida, existen �0; �1 y �2 > 0 y menores que "
2
tales que:

a) Si y 2 K3 y d (x; y) < �0 entonces d (g2 (x) ; g2 (y)) < "

b) Si r; t 2 [0; 1] y jr � tj < �1; entonces
s�1X
i=1

jf i2(r)�f i2(t)j
2i

< "
2

c) Si y 2 R3 y d (x; y) < �2 entonces j�s (x)� �s (y)j < m��n
�
�1;

1
64

	
Notemos que como en �) de la sección 3.2.3, (��) si z 2 �3k, d (x; z) <

3
32

2k�1 .

Sea � = m��n
n
�0; �2;

3
32

2N+2

o
.

Sea y =2 K3 tal que d (x; y) < �. Entonces, por la elección de �; y 2 �3jn�3j�1

para alguna j > s.

Ahora como xs�1 � 3
4
y 9
16
< xs <

3
4
, obtenemos lo siguiente: f2j[ 12 ; 34 ] =

f3j[ 12 ; 34 ],
1
2
+ 1

64
< xs+1 <

9
16
y 1
2
+ 1

4i+2
< xi <

1
2
+ 1

4i+1
para xi con i > s.
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Del inciso c) j�s (x)� �s (y)j < �1, por lo que 1
2
+ 1

64
< ys <

3
4
y

por la de�nición de f3, 1
2
+ 1

4j+2
< yj�1 <

1
2
+ 1

4j
, así yi 2

�
1
2
; 5
8

�
con

i 2 fs; s+ 1; : : : ; j � 1g y f2 (yi) 2
�
1
2
; 3
4

�
con lo que yi+1 = f2 (yi), i 2

fs; s+ 1; : : : ; j � 1g. De lo anterior y calculando g2 (y) tenemos que g2 (y) =�
f j�22 (yj�1) ; : : : ; f

j�1�s
2 (yj�1) ; : : : ; f2 (yj�1) ; yj�1; : : :

�
, donde la coordenada

s corresponde a f j�1�s2 (yj�1).

Así, g2 (y) =
�
f j�22 (yj�1) ; : : : ; f

j�2�s
2 (yj�1) ; ys; ys+1; : : : ; yj�1; yj; : : :

�
=�

f s�12 (ys) ; : : : ; f2 (ys) ; ys; : : :
�
. Por lo tanto d (g2 (x) ; g2 (y)) =

d
��
f s�12 (xs) ; : : : ; f

2
2 (xs) ; f2 (xs) ; xs; : : :

�
;
�
f s�12 (ys) ; : : : ; f2 (ys) ; ys; : : :

��
=

s�1X
i=1

jf i2(xs)�f i2(ys)j
2i

+
1X
i=s

jxs�ysj
2i

< "
2
+ �1 < ".

Por b) la primer suma es menor que "
2
y para la segunda suma se puede

notar que f3j[ 12 ; 58 ] es la función monótona f3 (t) = 4t�
3
2
y por ello si i > s,

jxi+1 � yi+1j =
��xi
4
+ 3

8
� yi

4
� 3

8

�� = ��xi
4
� yi

4

�� < jxi � yij, luego jxs � ysj >
jxi � yij para toda i > s, con lo que esta segunda suma es menor que jxs � ysj

y por c) menor que �1.

Caso 2

Si x 2 K3.

En este caso g2 (x) = g2 (x1; x2; : : :) = g�1 [g1 (g (x1; x2; : : :))] =
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g�1 [g1 (g (x1) ; g (x2) ; : : : ; g (xs�2) ; g (xs�1) ; g (xs) ; : : :)] y como xi � 3
4

para toda i, se tiene que g (xi) � 1
2
, de esta forma se concluye que, g2 (x) =

g�1
�
1
2
; 1
2
; : : :

�
=
�
g�1

�
1
2

�
; g�1

�
1
2

�
; : : :

�
=
�
3
4
; 3
4
; : : :

�
.

Sea N 2 N tal que 1
2N
< "

2
. Recordemos de (��) que si z 2 �3k entonces

d (x; z) >
3
32

2k�1 . Así que elegimos � <
3
32

2N�1 , con lo que si y 2 R3 y d (x; y) < �,

entonces y 2 �3jn�3j�1 de tal forma que j > N + 1 y en consecuencia se tiene

que g2 (y) =
�
f j�22 (yj�1) ; : : : ; f2 (yj�1) ; yj�1; yj; : : :

�
. Nótese que yj�1 � 1

2
y

yi � 1
2
para toda i � j�1. Por el inciso c) jyN � xN j < �1 < 1

32
pero xN = 3

4
,

luego yN > 5
8
, así que yN�1 � 3

4
y yi � 3

4
para toda i < N .

Como yi � 1
2
para toda i � j � 1 tenemos dos casos;

caso 2.1

Si para alguna i 2 fN; : : : ; j � 1g, yi � 3
4
entonces

g2 (y) =
�
3
4
; 3
4
; : : : ; 3

4
; yi; yi+1; : : : ; yj�1; yj; : : :

�
caso 2.2

La primera coordenada i donde yi � 3
4
es i = N � 1.

En ambos casos la imagen de y tiene el valor de 3
4
en las primerasN�1 co-

ordenadas. Así que: d (g2 (x) ; g2 (y)) =
��

3
4
; 3
4
; : : :

� �
3
4
; : : : ; 3

4
; yi; yi+1; : : :

��
=
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N�1X
i=1

j 34� 3
4 j

2i
+

1X
i=N

j 34��i(g2(y))j
2i

< ": Pues la primer suma es cero y la siguiente

es menor que 1
2N
, por lo que d (g2 (x) ; g2 (y)) < " y tenemos la continuidad

de g2 en todo X3.

La función gr es monótona.

Empezaremos probando que grjRr+1 es un homeomor�smo. Después mos-

traremos que grjRr+1s
es un homeomor�smo, pues esto lo ocuparemos en la

última sección. Por último probaremos que gr es monótona.

gr (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
x si x 2 �r+12

(fn�2r (xn�1) ; : : : ; fr (xn�1) ; xn�1; xn; : : :) si x 2 �r+1n r �r+1n�1

g�1 (gr�1 (g (x))) si x 2 Kr+1

y

Proposición 3.4 La imagen de Rr+1 bajo la función gr es Rr.

Demostración. Sea x = (x1; x2; : : :) 2 Rr+1, entonces x 2 �r+11 o x 2

�r+1i r �r+1i�1 para alguna i > 1. Si x 2 �r+12 entonces gr (x) = x y como

x2 <
1
2
se cumple que g2 (x) 2 �r2 � Rr. Por otro lado, si x 2 �r+1n r �r+1n�1,

entonces gr (x) = (fn�2r (xn�1) ; f
n�1
r (xn�1) ; : : : ; fr (xn�1) ; xn�1; xn; : : :) que
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es un punto de Xr tal que su n-ésima coordenada xn es menor que 1
2
y

para cualquier coordenada i menor que n, se cumple que xi � 1
2
, con lo que

gr (x) 2 �rn r �rn�1, es decir la imagen de x bajo gr está en Rr.

Si y = (y1; y2; : : :) 2 Rr, entonces y 2 �r1 o y 2 �ri r �ri�1 para alguna

i > 1. Si y 2 �r2 entonces tomando a x = y, obtenemos que gr (x) = y.

Por otra parte, si y 2 �rn r �rn�1, entonces al tomar el punto x =�
fn�2r+1 (yn�1) ; f

n�1
r+1 (yn�1) ; : : : ; fr+1 (yn�1) ; yn�1; yn; : : :

�
, se tiene que x es un

punto en �r+1n r �r+1n�1.

Además, gr (x) = (fn�2r (yn�1) ; f
n�1
r (yn�1) ; : : : ; fr (yn�1) ; yn�1; yn; : : :) =

y. Esto demuestra que cada punto de Rr es imagen de algún punto en Rr+1.

Proposición 3.5 grjRr+1 es inyectiva.

Demostración. Sean x; y 2 Rr+1 y supongamos que gr (x) = gr (y).

Claramente x; y 2 �r+12 o x; y 2 �r+1n r �r+1n�1.

En el primer caso x = gr (x) = gr (y) = y.

En el segundo caso

gr (x) = (f
n�2
r (xn�1) ; f

n�1
r (xn�1) ; : : : ; fr (xn�1) ; xn�1; xn; : : :) y gr (y) =

(fn�2r (yn�1) ; f
n�1
r (yn�1) ; : : : ; fr (yn�1) ; yn�1; yn; : : :), lo cual sólo se cumple
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si x = y.

Teorema 3.6 grjRr+1 es un homeomor�smo.

Demostración. Por las dos proposiciones anteriores, se tiene que grjRr+1

es una función biyectiva. La prueba de que grjRr+1 es continua es semejante

a la prueba de que g1jR2 es continua (lo cual aparece en la sección 3.2.3).

Además, la inversa de grjRr+1, de�nida para x = (x1; x2; : : :) 2 Rr por

g�1r (x) =

8>><>>:
x si x 2 �r2�

fn�2r+1 (xn�1) ; : : : ; fr+1 (xn�1) ; xn�1; xn; : : :
�
si x 2 �rn r �rn�1

es también continua y por la semejanza con la función gr, la prueba de la

continuidad es similar.

Lo que mostraremos a continuación es que g2jR31 es un homeomor�smo de

R31 a R
2
1.

Primero notemos queXr = Rr = Rr[Kr yKr es homeomorfo aXr�1. Así,

como X1 = R1[K1, X2 = R2[R21[K2
1 , X3 = R3[R31[R32[K3

1 y en general

Xr = Rr [Rr1 [Rr2 [ � � � [Rrr�1 [Kr
1 . Notemos, para visualizar los ejemplos
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que Rrr�1 [Kr
1 es homeomorfo a X1 y en general que Rrr�s [ � � � [Rrr�1 [Kr

1

es homeomorfo a Xs.

Como K3 es homeomorfo a X2 entonces K3 = R
3
1 [K3;2 y K3;2 es home-

omorfo a X1.

Recordemos la de�nición de g2, si x = (x1; x2; : : :) 2 X3, entonces

g2 (x) =

8>>>>>><>>>>>>:
x si x 2 �3i donde i = 1; 2

(y1; y2; : : : ; yn�2; xn�1; xn; xn+1; : : :) si x 2 �3n � �3n�1

g�1 (g1 (g (x))) si x 2 K3

Donde yi = fn�1�i1 (xn�1).

Empezaremos por ver la imagen de un elemento en R31.

Si x 2 K3, entonces x 2 �3;2s � �
3;2
s�1 para alguna s 2 N o x 2 K3;2:

Si x 2 �3;2s � �
3;2
s�1 para alguna s 2 N, entonces g2 (x) = g�1 (g1 (g (x))) =�

g�1
�
f s�21 (g (xs�1))

�
; : : : ; g�1 (f1 (g (xs�1))) ; xs�1; xs; : : :

�
:

Pero 1
2
� xs � 3

4
y xs�1 � 3

4
, de hecho xi � 3

4
para i < s, 1

2
� xi � 3

4
para

i � s.

De donde,

g2 (x) = g�1 (g1 (g (x))) = g�1 (g1 (g (x1) ; g (x2) ; : : : ; g (xs�1) ; g (xs) ; : : :)).
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Ahora como

0 � g (xs) � 1
2
, g (xs�1) � 1

2
, de hecho 0 � g (xi) < 1

2
si i � s y g (xi) � 1

2

si i < s, entonces g (x) 2 �2s � �2s�1.

Así g2 (x) = g�1
�
f s�21 (g (xs�1)) ; : : : ; f1 (g (xs�1)) ; g (xs�1) ; g (xs) ; : : :

�
=�

g�1
�
f s�21 (g (xs�1))

�
; : : : ; g�1 (f1 (g (xs�1))) ; xs�1; xs; : : :

�
.

Como xs�1 � 1
2
y xi � 1

2
para toda i, y como xs�1 � 3

4
, entonces

f2 (xs�1) =
3
4
. Notemos que g�1 (f 21 (g (xs�1))) =

g�1 (f1 (g (g
�1 (f1 (g (xs�1)))))) = g

�1 (f1 (g (f2 (xs�1)))).

Más aún g�1 (fn1 (g (xs�1))) = f
n
2 (xs�1), entonces

g2 (x) =
�
f s�12 (xs�1) ; : : : ; f2 (xs�1) ; xs�1; xs; : : :

�
.

Como xs�1 � 3
4
se sigue de la de�nición de f2 que

g2 (x) =
�
3
4
; 3
4
; : : : ; 3

4
; xs�1; xs; : : :

�
con lo que g2 (x) 2 R21. (#)

Además, si y = (y1; y2; : : :) 2 R21, cumple que yi � 1
2
para cada i 2 N y

ys � 3
4
para alguna s 2 N, es decir, y =

�
f s�12 (ys�1) ; : : : ; f3 (ys�1) ; ys�1; : : :

�
,

así que si de�nimos x =
�
f s�33 (ys�1) ; : : : ; f3 (ys�1) ; ys�1; ys; : : :

�
cumple que

1
2
� ys < 3

4
y ys�1 � 3

4
, luego g2 (x) = y .

Enseguida probaremos que g2jR31 es inyectiva.

Sean x; y 2 R31 y g2 (x) = g2 (y) :
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De (#), se sigue que
�
3
4
; 3
4
; : : : ; 3

4
; xs�1; xs; : : :

�
=
�
3
4
; 3
4
; : : : ; 3

4
; ys�1; ys; : : :

�
,

de donde xi = yi para cada i � s � 1, pero xi = f s�1�i3 (xs�1) y yi =

f s�1�i3 (ys�1) para cada i < s� 1. Así que x = y.

Por otro lado, g2j�1R31 de�nida para x = (x1; x2; : : :) 2 R
2
1 por g2j�1R32 (x) =�

f s�13 (xs�1) ; : : : ; f3 (xs�1) ; xs�1; xs; : : :
�
es continua (por su semejanza a g2jR2

la prueba sería similar).

Los siguientes son corolarios al Teorema 3.6.

Corolario 3.7 g2jR31 es un homeomor�smo.

Corolario 3.8 grjRrs , s < r es un homeomor�smo.

Mostraremos ahora por inducción que gr es monótona.

Proposición 3.9 g1 es monótona.

Demostración. Sea x = (x1; x2; : : :) 2 X1. Si x 2 R1 por la proposición

3.4, g�11 (x) 2 R2 y por la proposición 3.5 g�11 (x) es un punto y por lo tanto

conexo. Ahora, si x 2 K1 es decir, x =
�
1
2
; 1
2
; : : :

�
. Por consecuencia de la

proposición 3.4, g�11 (x) = K2, que es conexo. Por ello g1 es monótona.
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Proposición 3.10 Si r > 1, gr es monótona.

Demostración. Sea x = (x1; x2; : : :) 2 Xr. Si x 2 Rr por la proposición

3.4, g�1r (x) 2 Rr+1 y por la proposición 3.5 g�1r (x) es un punto y por lo

tanto conexo. Si x 2 Kr, entonces por consecuencia de la proposición 3.4,

g�1r (x) � Kr+1, de donde se obtiene que g�1r (x) =
�
grjKr+1

��1
(x). Pero

grjKr+1 = g
�1 � gr�1 � g, que es composición de funciones monótonas, con lo

que g�1r (x) es conexo. Por ello gr es monótona.

3.2.4. El continuo

Sea X = l��m �fXn; gng. Donde Xn son los espacios factores que de�nimos

anteriormente y gn las funciones de ligadura para los espacios Xn.

Probaremos primero que X es la cerradura de un rayo topológico.

Sea R = l��m �
�
Rn; gnjRn+1

	
:

Notemos que R está bien de�nido, pues gnjRn+1 es un homeomor�smo de

Rn+1 en Rn.

Por otro lado, si x = (x1; x2; : : :) 2 R, entonces xi 2 Ri con xi =�
xi1; x

i
2; : : : ; x

i
s�1; x

i
s; : : :

�
. Recordemos que Ri = �i1[

1[
n=2

�
�in r �in�1

�
; lo cual

implica que xi 2 �is r �is�1 para alguna s 2 N .
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Por lo que xi =
�
f s�2i

�
xis�1

�
; : : : ; fi

�
xis�1

�
; xis�1; x

i
s; : : :

�
y�

f s�2i

�
xis�1

�
; : : : ; fi

�
xis�1

�
; xis�1; x

i
s; : : :

�
=�

f s�21

�
x1s�1

�
; : : : ; f1

�
x1s�1

�
; x1s�1; x

1
s; : : :

�
.

Esta última igualdad, la obtenemos del homeomor�smo gnjRn+1, para n 2

f1; 2; : : : ; i� 1g.

Con lo que hay un homeomor�smo de R a R1, de�nido por la primera

proyección �1 (x) = x1, pues �1 es biyectiva, continua y su inversa de�nida

por ��11 (x1) =
�
x1; g

�1
1 (x1) ; g

�1
2

�
g�11 (x1)

�
; : : :

�
es continua, ya que lo es en

cada coordenada.

De lo anterior obtenemos que R es un rayo topológico.

Ahora, si x = (x1; x2; : : :) =2 R, entonces xi =2 Ri para alguna i, pero de la

proposición 3.4, se obtiene que xj =2 Rj para cada j 2 N.

Mostraremos que dado un número positivo " existe un punto y 2 R tal

que d (x; y) < ".

Dada " > 0. Existe N 2 N tal que 1
2N
< "

2
y existe � > 0 tal que si

d (s; t) < � entonces
N�1P
i=1

d(gN�i(:::(gN�1(s)));gN�1(:::;(gN�1(t))))
2i

< "
2
.

Sea yN 2 RN tal que d (xN ; yN) < � (esto se puede pues RN = XN).

Como gnjRn+1 es un homeomor�smo, de�nimos y = (y1; y2; : : : ; yN ; : : :)

tal que yi = gN�i (: : : (gN�1 (yN))) si i < N y yi = g�1i
�
: : :
�
g�1N (yN)

��
si
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i > N .

Así obtenemos un punto y 2 R y d (x; y) = d ((x1; x2; : : :) ; (y1; y2; : : :)) =
N�1P
i=1

d(gN�i(:::(gN�1(yN )));gN�1(:::(gN�1(xN ))))
2i

+
1P
i=N

d(xi;yi)
2i

< ". Con lo que obtenemos

lo deseado.

Teorema 3.11 X es 2-equivalente.

Demostración. Sean pi = (0; 0; 0; : : :) 2 Xi y qi =
�
1� 1

2i
; 1� 1

2i
; : : :

�
2

Xi para cada i 2 f1; 2; : : :g, p = (p1; p2; : : :) y q = (q1; q2; : : :).

Dado A 2 C (X), probaremos que si q =2 A, entonces A debe ser un arco

y si q 2 A, entonces A debe ser homeomorfo a X.

Sea A un subcontinuo no degenerado de X.

Caso 1. q =2 A.

Entonces qi =2 Ai = �i (A) así que Ai es un subcontinuo de Xi que no

contiene a Ki y como Xi = Ri [Rii�1 [ : : :[Ri1 [ fqig se tiene que A � Ri o

Ai � Ris para alguna s 2 f1; 2; : : : ; i� 1g, de donde se obtiene que Ai es un

arco contenido en un rayo, luego entonces Ai+1 = �i+1 (A) está contenido en

Ri+1 o Ai+1 � Ri+1s para la s 2 f1; 2; : : : ; i� 1g tal que Ai � Ris.

Esto último pues la imagen de Ri+1 es Ri y la imagen de cada Ri+1s es

Rs.
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En general para j > i �j (A) = Aj � Rj o Aj � Rjs para la s 2

f1; 2; : : : ; i� 1g tal que Ai � Ris. Por lo que A debe ser un arco.

Caso 2. q 2 A.

Entonces qi 2 Ai = �i (A) para toda i 2 N.

Si A1 es no degenerado, A1 es un arco tal que uno de sus puntos extremos

es q1, luego A1 es homeomorfo a X1.

Sea a1 el otro punto extremo de A1. a1 2 R1 pues A1 6=
��

1
2
; 1
2
; : : :

�	
=

fq1g, a2 = g�11 (a1). Recordemos que grjRr+1 es un homeomor�smo, a2 2 A2

y como q2 2 A2, se tiene que A2 \R2 6= ; y A2 \K2 6= ;. Además, como K2

es terminal, entonces K2 � A; luego A2 tiene una parte del rayo y su residuo

es K2, así A2 es homeomorfo a X2.

En general ai = g�1i�1
�
: : :
�
g�11 (a1)

��
2 Ai y como qi 2 Ai, se tiene que Ai

es la cerradura de un subrayo de Ri es decir Ai es homeomorfo a Xi y por lo

tanto A es homeomorfo a X.

Ahora, supóngase que A1 es degenerado. Dado que A no es degenerado,

sea t > 1 el menor número tal que At no es degenerado. Entonces At debe

ser un arco contenido en Kt (recordemos que At�1 = �t�1 (A) = fqt�1g, con

at y qt sus puntos extremos, luego at 2 Rtt�1.

Por otro lado, en Xt+1, at 2 Rt+1t�1, y At+1 no toca a nigún rayo Rt+1 ni
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Rt+1j para j < t� 1.

Así, At+1 al intersectar a Kt+1 es la cerradura del rayo Rt+1t�1; por lo tanto

At+1 es homeomorfo a Xt. Continuando con este proceso se tiene que Aj es

homeomorfo a Xj�1 para j > t y por lo consiguiente A es homeomorfo a X.

Con esto hemos probado que X es un continuo 2� equivalente.

Teorema 3.12 X tiene la propiedad de Kelley.

Demostración. Como X = l��m �fXn; gng. Donde Xn son los espacios

factores que de�nimos anteriormente y gn las funciones de ligadura para los

espacios Xn, cumplen que cada espacio factor tiene la propiedad de Kelley y

cada una de las funciones de ligadura es con�uente. Por el Teorema 1.45, X

tiene la propiedad de Kelley.
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Capítulo 4

EJEMPLO SIN LA

PROPIEDAD DE KELLEY.

El ejemplo que sigue es el de un continuoM con las siguientes propiedades:

1) M es 2-equivalente,

2) M es hereditariamente descomponible,

3) M es encadenable

4) M no contiene arcos y

5) M no tiene la propiedad de Kelley.

77
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4.1. EL EJEMPLO

Este ejemplo fué presentado originalmente por W. Mahavier en [20], en

[13], se mostraron algunas propiedades de este continuo, aquí retomamos esas

propiedades y mostramos la de nuestro mayor interés, la 5).

Notación 4.1 Sean [a; b], [c; d] dos subarcos no degenerados de [0; 1] y h :

[0; 1]! [0; 1], una función continua, entonces hh : [a; b]! [c; d]i, denotará la

composición v � h � u, donde, u : [a; b] ! [0; 1] y v : [0; 1] ! [c; d] de�nidas

por u (t) = 1
b�a (t� a) y v (t) = (d� c) t+ c.

De�niremos M = l��m �fI; fng donde I = [0; 1] y las funciones de ligadura

fn : I ! I se de�nirán recursivamente por medio de los siguientes diagramas.

Sea f1 : I ! I de�nida por: f1(0) = 0; f1(12) = 1; f1(
3
4
) = 1

2
; f1(1) = 1:

y f1 es lineal en
�
0; 1

2

�
;
�
1
2
; 3
4

�
y
�
3
4
; 1
�
.

Sea g : I ! I de�nida por: g(0) = g(1) = 0; g(1
2
) = 1; y g lineal en

�
0; 1

2

�
y
�
1
2
; 1
�
.

Para de�nir cada fn usaremos la siguiente sucesión fyng1n=1 � [0; 1], tal

que
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0 3/4½ 1

1

Figura 4.1: Función f1

0 ½ 1

1

Figura 4.2: Función g
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0 3/4½ 1

1

1/4

1/4

½

3/4

Figura 4.3: Función f2

y0 = 0, y1 = 1
4
, y2 = 1

2
,

para n = 1; 2; 3; : : :, y2n+1 = 1� 1
2n+1

y para n = 2; 3; 4; : : :, y2n = 1� 3
2n+2

La grá�ca de la función f2 es entonces:

2[
i=0

hf1 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i[
hg : [y3; y5]! [y3; 1]i[
hf1 : [y5; 1]! [y3; 1]i
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0 3/4½ 1

1

1/4

1/4

½

3/4

f1

f1

f1

g f1

Figura 4.4: Función f2

La grá�ca de la función f3 es entonces:

2[
i=0

hf2 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

[
4[
i=3

hf1 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i[
hg : [y5; y7]! [y5; 1]i[
hf2 : [y7; 1]! [y5; 1]i
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0 3/4½ 1

1

1/4

1/4

½

3/4

f2

f2

f2

f1

f1

g f2

Figura 4.5: Función f3

La grá�ca de la función f4 es entonces:

2[
i=0

hf3 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

[
4[
i=3

hf2 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

[
6[
i=5

hf1 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i[
hg : [y7; y9]! [y7; 1]i[
hf4 : [y9; 1]! [y7; 1]i
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Para n > 1, la grá�ca de la función fn+1 es entonces:

2[
i=0

hfn : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

[
4[
i=3

hfn�1 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

[
6[
i=5

hfn�2 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i

...

[
2n�2[
i=2n�3

hf1 : [yi; yi+1]! [yi; yi+1]i[
hg : [y2n�1; y2n+1]! [y2n�1; 1]i[
hfn : [y2n+1; 1]! [y2n�1; 1]i
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0 3/4½ 1

1

1/4

1/4

½

3/4

fn

fn

fn

fn1

fn1

g fn

Figura 4.6: Función fn+1
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De�nimos M = l��m �fI; fng.

Lo siguiente tiene como �nalidad demostrar que M es 2-equivalente,

hereditariamente descomponible y que no contiene arcos.

Proposición 4.2 Hay una sucesión K0; K1; K2; � � � , de subcontinuos de M

tales que:

1) Para cada i � 0, Ki es homeomorfo a M , y Ki \Ki+1 es degenerado.

Además l��m
i!1

[diam (Ki)] = 0.

2) M =
1S
i=0

Kn

3) (1; 1; 1; : : :) 2 E =Mn
1[
i=0

Ki, cada punto de E es un punto límite de

M n E, y

4) M n
1[
i=0

Ki = E es homeomorfo a M .

Demostración.

Sea Kn = f(a1; a2; : : :) 2M : ai 2 [yn; yn+1] para casi toda i 2 Ng.

Notemos que f2 ([yi; yi+1]) = [yi; yi+1] para i 2 f0; 1; 2g, que f3 ([yi; yi+1]) =

[yi; yi+1] para i 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5g y en general que fn ([yi; yi+1]) = [yi; yi+1]

para i 2 f0; 1; : : : ; 2n� 1g.

Además,Kn es homeomorfo aM , ya que a partir de ciertam(n) = m 2 N

(de hecho m =
�
n
2

�
, el mayor entero menor o igual que n

2
), la función
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fmj[ yn;yn+1] = hf1 : [yn�1; yn+1]! [yn�1; yn+1]i,

fm+1j[yn;yn+1] = hf2 : [yn�1; yn+1]! [yn�1; yn+1]i,

fm+2j[yn;yn+1] = hf3 : [yn�1; yn+1]! [yn�1; yn+1]i,

etc.

Así que
n
Kn = l��m � [yn; yn+1] ; fij[yn;yn+1]; i � m

o
=

l��m �f[yn; yn+1] ; hfj : [yn; yn+1]! [yn; yn+1]i ; j = 1; 2 : : :g que es homeomor-

fo a M .

Si a = (a1; a2; : : :) 2 Ki \ Ki+1, entonces an � yi+1 y an � yi+1 para

casi toda n, entonces an = yi+1 para casi toda n. Así notamos que K0 \

K1 =
��

1
2
; 1
4
; 1
4
; : : :

�	
el cual denotaremos por y1 pues todas sus coorde-

nadas salvo la primera son y1, K1 \ K2 =
��
1; 1

2
; 1
2
; 1
2
; : : :

�	
= y2 y en ge-

neral K2n \K2n+1 =
��

1
2
; 3
4
; 7
8
; : : : ; y2n+1; y2n+1; : : :

�	
= fy2n+1g, donde y2n+1

aparece a partir de la coordenada (n+ 1)-ésima y para n > 1 K2n�1\K2n =

f(1; 1; : : : ; 1; y2n; y2n; : : :)g = fy2ng, con 1 en las primeras n coordenadas.

Veamos ahora que la sucesión de diámetros de las Kn converge a 0.

Dada " > 0 existe n 2 N tal que n+1
2n
< ",

Sean a; b 2 Kn entonces a = (a1; a2; : : :), b = (b1; b2; : : :), y existe j 2 N,

j > n tal que ai; bi 2 [yn; yn+1] para toda i � j. Como aj; bj 2 [yn; yn+1], en-
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tonces ak; bk 2 [yn; 1], para toda k < j y jyn � 1j � 1
2n+1

, entonces jak � bkj �

1
2n

y d (a; b) =
1X
k=1

jak�bkj
2k

=

nX
k=1

jak�bkj
2k

+

1X
k=n+1

jak�bkj
2k
�

nX
k=1

jak�bkj
2k

+ 1
2n

Para k < j, ak; bk 2 [yn; 1]

así d (a; b) � n
2n
+ 1

2n
= n+1

2n
< ".

y como a; b en Kn son arbitrarios,

el diámetro de Kn es menor que ". (�)

2) Demostraremos ahora queM =

1[
i=0

Ki y para esto, probaremos que si

E =M n
1[
i=0

Ki y F =M \
��
1
2
; 1
�
�
�
3
4
; 1
�
�
�
7
8
; 1
�
� � � � �

�
1� 1

2n
; 1
�
� � � �

�
,

entonces E = F y con eso probaremos 2) y 3).

F =M \ ([y2; 1]� [y3; 1]� [y5; 1]� [y7; 1]� � � � � [y2n�1; 1]� � � � ),

Sea a = (a1; a2; : : :) 2 F . Es claro que no existe n 2 N tal que ai 2

[yn; yn+1], para toda i, salvo un número �nito, así que a =2
1[
i=0

Ki, por lo

tanto, a 2 E.

Tomemos ahora un elemento a = (a1; a2 : : :) 2 E.

Si a1 2 [0; 12 ] , entonces ai 2 [0;
1
4
] para toda i � 2, por lo tanto a 2 K0.

Esto prueba que a1 =2 [0; 12 ], por lo tanto a1 2 [
1
2
; 1].

Si ocurriera que a2 2 [0; 34 ]. Entonces a2 2 [0;
1
4
] [ [1

4
; 1
2
] [ [1

2
; 3
4
].
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Si a2 2 [0; 14 ] entonces ai 2 [0;
1
4
] para toda i � 2.

Si a2 2 [14 ;
1
2
] entonces ai 2 [14 ;

1
2
] para toda i � 2.

Si a2 2 [12 ;
3
4
] entonces ai 2 [12 ;

3
4
] para toda i � 2.

(Véanse los diagramas de las funciones f1; f2; f3)

En cualquier caso a 2 Kn para alguna n 2 N. Esto demuestra que a2 2

[3
4
; 1].

Para demostrar que ai 2 [2
i�1
2i
; 1] para toda i � 3, el procedimiento es

análogo al anterior. Por tanto a 2 F . Hemos probado que E = F .

3) Es claro que (1; 1; : : :) 2 E. Ahora, para cada n sea xn = 1� 1
2n+1

=

y2n+1. Sean ahora e = (e1; e2; : : :) 2 E, " > 0 y n 2 N tal que 1
2n
< ". Entonces

existe an+1 2 [xn�1; xn] tal que fn(an+1) = en, más precisamente, fn(an+1) =

g�(an+1) = en (g
� = hg : [y2n�2; y2n]! [y2n; 1]i). Por la forma en que se eligió

an+1, existe j 2 N tal que an+1 2 [y2j�1; y2j]. Continuamos eligiendo, para

todo m > n + 1, am 2 [y2j�1; y2j] de tal manera que fm�1(am) = am�1, así

a = (e1; e2; : : : ; en; an+1; an+2; : : :) 2 K2j�1 y d(e; a) < 1
2n
< ", lo cual prueba

que e 2
1S
n=0

Kn.
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Así E �
1S
n=0

Kn y con ello quedan probados 2) y 3).

4) Mostraremos ahora que F es homeomorfo a M .

F = M \
��
1
2
; 1
�
� [x1; 1]� [x2; 1]� � � � � [xn; 1]� � � �

�
. Puede verse fá-

cilmente en los diagramas que

f2 ([x2; 1]) = [x1; 1]

f3 ([x3; 1]) = [x2; 1]

...

fn ([xn; 1]) = [xn�1; 1]

...

Así F = l��m �f[xn+1; 1] ; hfn : [xn+1; 1]! [xn; 1]ig que es homeomorfo aM ,

y como E = F , entonces E es homeomorfo a M .

Proposición 4.3 M es irreducible entre (0; 0; :::) y cada punto de E.

Demostración. Sea H un subcontinuo de M tal que (0; 0; :::) 2 H y

E \H 6= ;.

Sean �n la n-ésima proyección de M sobre I y xn = 1� 1
2n+1

.

Como E = M \
��
1
2
; 1
�
� [x1; 1]� [x2; 1]� � � � � [xn; 1]� � � �

�
, �n (E) =

[xn�1; 1] para toda n, �n (H) contiene al 0 y a xn�1, así �n (H) � [0; xn�1]

para toda n y como �n = fn � �n+1, tenemos que 1 2 �n (H) para toda
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n, así que �n (H) es un subcontinuo de I que contiene a 0 y a 1, entonces

�n (H) = I para toda n. Por el Teorema 1.38, tenemos que H = M . Así M

es irreducible entre (0; 0; :::) y cada punto de E:

En particular M es irreducible entre (0; 0; :::) y (1; 1; :::).

De lo anterior se sigue el siguiente corolario:

Corolario 4.4 Kn es irreducible entre yn y yn+1.

Demostración. Se sigue de que Kn es homeomorfo a M , con un homeo-

mor�smo tal que yn es la imagen de (0; 0; :::) y yn+1 es la imagen de (1; 1; : : :).

Proposición 4.5 Si H es un subcontinuo de M tal que (0; 0; :::) 2 H y

H \Kn 6= ;. Entonces Kn�1 � H.

Demostración. Sea H = l��m �
�
[0; ai]; fjj[0;ai]

�
, como H \Kn 6= ;, se tiene

que ai � yn para i � i0. Así tenemos que si (s1; s2; : : :) 2 Kn�1, entonces

si 2 [yn�1; yn], a partir de cierta i1, entonces para toda i � m�ax fi0; i1g

si 2 [0; ai]. Es decir Kn�1 � H.

Proposición 4.6 El continuo Km [Km+1 es homeomorfo a M .
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Demostración. Para cada i � 0 hay un homeomor�smo 'i : Ki ! Ki+1

tal que 'i (yi) = yi+1 y 'i (yi+1) = yi+2.

Sea ' :M n E ! [(M nK0) [ f(y1; y1; :::)g] n E

de�nida por ' (x) = 'i (x) si x 2 Ki. Claramente ' está bien de�nida, es

uno a uno, sobre y continua,

y la inversa:

'�1 : [(M nK0) [ f(y1; y1; : : :)g] n E !M n E

de�nida por '�1 (x) = '�1i (x) si x 2 Ki+1 está bien de�nida. Como 'i es

un homeomor�smo, entonces '�1 es continua.

Sea ' :M ! [(M nK0) [ f(y1; y1; :::)g]

de�nida por:

' (x) =

8>><>>:
' (x) si x 2M n E

x si x 2 E

Como M n E es abierto y ' es continua, ' es continua en cada punto de

M n E. Bastará demostrar que ' es continua en M n E. Sea x 2 E, y sea

frng1n=1 � M n E, una sucesión que converge a x, entonces rn 2 Kjn y no

hay una in�nidad de elementos de la sucesión que estén contenidos en un

solo Kj, pues como Kj es cerrado, el límite de frng1n=1 estaría en Kj lo que

contradice que Kj \ E = ;.
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Nótese que l��m
n!1

di�am (Kn [Kn+1) = 0, pues l��m
n!1

di�am (Kn) = 0 y Kn \

Kn+1 6= ; para cada n.

Análogamente para cada k 2 N, l��m
n!1

di�am

 
n+k[
i=n

Ki

!
= 0.

Así que, elijamos bn 2 Kjn+1 tal que bn ! x, con lo que d (bn; x) < "
2
.

Además, ' (rn) y bn están contenidos ambos en Kjn+1.

Así, d (' (rn) ; ' (x)) = d (' (rn) ; x) � d (' (rn) ; bn) + d (bn; x) < ".

Lo cual implica que ' (rn) converge a ' (x). Así ' es continua en x. Ahora,

como Km es homeomorfo a M y M es homeomorfo a K0 (por la Proposi-

ción 4.2). Además de que Km+1 es homeomorfo a M y M es homeomorfo a�
(M nK0) [

��
1
2
; y1; : : :

�	�
y M = K0 [

�
(M nK0) [

��
1
2
; y1; : : :

�	�
.

Entonces Km[Km+1 es homeomorfo aK0[
�
(M nK0) [

��
1
2
; y1; : : :

�	�
=

M . Bajo un homeomor�smo que manda ym en (0; 0; : : :), ym+1 en y1 y ym+2

en (1; 1; : : :).

Obtenemos ahora fácilmente los siguientes corolarios.

Corolario 4.7 Si m < n,
i=n[
i=m

Ki es homeomorfo a M .

Corolario 4.8 Si m 2 N,
1[
i=m

Ki [ E es homeomorfo a M .

Construiremos ahora un continuo N que no es un arco, y que satisface

que todo subcontinuo de M es homeomorfo, o bien a N o bien a M . Con
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eso se probará que M es 2-equivalente y no contiene arcos.

Llamaremos xn = 1� 1
2n+1

, n � 1 y x0 = 0.

Sea N = l��m �f I; hng, donde hn es como en los siguientes diagramas

3/4

3/4

1

17/8

7/8

15/16

15/16 31/32

31/32

0

f
1

f
1

f
1

f
1

:

:

:
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3/4

3/4

1

17/8

7/8

15/16

15/16

31/32

31/32

f
n

f
n

f
n

f
n

Donde fn denota la grá�ca de la función fn (las funciones con las cuales

se de�nió M , véase págs. 78-85).

Puede verse de los diagramas que el continuo S0 = l��m �
n�
0; 3

4

�
; hjj[0; 34 ]

o
=

l��m �
��
0; 3

4

�
;


fj :

�
0; 3

4

�
!
�
0; 3

4

��	
es homeomorfo a M .

Para toda n 2 N, el continuo Sn = l��m �
�
[xn; xn+1] ; hjj[xn;xn+1]

	
=

l��m �f[xn; xn+1] ; hfj : [xn; xn+1]! [xn; xn+1]ig es homeomorfo a M .

Además Sn � N , lo cual demuestra que N no es un arco.

Claramente Sn�1 \ Sn = f(xn; xn; : : :) = xng.

Además
�
1
	
= f(1; 1; : : :)g = N n

1[
n=0

Sn ya que

1 =2 Sn, para toda n. Así
�
1
	
� N n

1[
n=0

Sn.
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Y si r = (r1; r2; : : :) =2 Sn para toda n. Se tiene que rj > xn = 1 � 1
2n+1

para toda j, y para toda n.

Es decir rj � 1. Entonces rj = 1 para toda j.

Además, dada " > 0 existe N 2 N tal que " > 1
2n+1

, para n � N , así��(1)� �1� 1
2n+1

��� = j(1)� xnj < " para toda n � N .
Entonces si s = (s1; s2; : : : ; sn; : : :) 2 Sn con sj 2 [xn; xn+1] tenemos que

la distancia entre s y 1 es menor que ".

Así 1 2
1[
n=0

Sn.

Proposición 4.9 N es irreducible entre (0; 0; : : :) y (1; 1; : : :), pero no es

irreducible entre (0; 0; : : :) y otro punto distinto de (1; 1; : : :).

Demostración. Es claro que N es irreducible entre (0; 0; : : :) y (1; 1; : : :)

pues si un subcontinuo H de N contiene a (0; 0; : : :) y (1; 1; : : :) entonces

la proyección �n (H) = [0; 1]. Así por el Teorema 1.38, tenemos que H =

l��m �
�
�n (H) ; hij�n+1(H)

	
= l��m �

�
[0; 1] ; hij[0;1]

	
= N .

Ahora si N es irreducible entre (0; 0; : : :) y b, con b = (b1; b2; : : :), en-

tonces para toda i, bi > 1 � 1
2n+1

para toda n, pues de lo contrario, co-

mo hk
��
1� 1

2n
; 1� 1

2n+1

��
=
�
1� 1

2n
; 1� 1

2n+1

�
para toda k > 1, entonces

(1; 1; : : :) no estaría en N .
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Así, tenemos que N es irreducible entre (0; 0; : : :) y (1; 1; : : :), pero no es

irreducible entre (0; 0; : : :) y otro punto b 6= (1; 1; : : :). Ahora mostraremos

que si H es un subcontinuo de N irreducible entre a y b, con a = (a1; a2; : : :)

y b = (b1; b2; : : :), y a 6= (0; 0; : : :), entonces H es un subcontinuo propio.

Es claro que a partir de alguna i, ai < bi o ai > bi. Supongamos sin pér-

dida de generalidad que ai < bi. Entonces para toda i, bi > 1 � 1
2n+1

para

toda n, es decir b = (1; 1; : : :). Ahora las proyecciones �j (H) = [aj; 1].

Primero, recordemos que como se de�nieron las funciones fn �s, para toda k,

fk+1
��
0; 1

4k

��
=
�
0; 1

4k

�
pues

fk+1 j[0; 14 ]=


fk :

�
0; 1

4

�
!
�
0; 1

4

��
,

fk+1 j[0; 1
42
]=


fk :

�
0; 1

42

�
!
�
0; 1

42

��
,

...

fk+1 j[0; 1
4k
]=


fk :

�
0; 1

4k

�
!
�
0; 1

4k

��
.

además, fr
��
0; 1

4k

��
=
�
0; 1

4k

�
para toda r > k.

Como a 6= (0; 0; : : :), entonces existe alguna i tal que ai > 0, por ello

existe n 2 N tal que ai > 3
4n
, a partir de la de�nición de la función hn+1

tenemos que

hn+1 j[0; 14n ]=


fn :

�
0; 1

4n

�
!
�
0; 1

4n

��
, y con ello hr

��
0; 1

4n

��
=
�
0; 1

4n

�
para

toda r > n, es decir los puntos de (s1; s2; : : :) 2 N tales que ar < 3
4n
para r > i
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no están en H, por ejemplo el (0; 0; : : :) =2 H. Con lo cual queda demostrado

que N es irreducible sólo entre (0; 0; : : :) y (1; 1; : : :).

Corolario 4.10 M no es homeomorfo a N .

Así tenemos a N como un continuo irreducible sólo entre (0; 0; : : :) y

(1; 1; : : :) que es la unión de subcontinuos homeomorfos a M y cuyos diáme-

tros convergen a 0, con límite un punto f(1; 1; : : :)g.

Proposición 4.11 Todo subcontinuo no degenerado de M es, o bien ho-

meomorfo a N , o bien homeomorfo a M . En particular N es homeomorfo a

un subcontinuo de M .

Demostración. Sea H un subcontinuo propio, no degenerado de M .

Caso 1: H contiene a (0; 0; 0; : : :).

Como M es irreducible de (0; 0; : : :) a cada punto de E, entonces H no

contiene puntos de E. Entonces, como H �
1S
j=0

Kj, exite n 2 N, tal que

H \Kn 6= ; y H *
n�1S
j=0

Kj.

Si H \Kn = fyng, entonces por la Proposición 4.5 H = K0 [ � � � [Kn�1

y con ello tenemos que H es homeomorfo a M , por el Corolario 4.7.
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De lo contrario, sea H0 = K0[� � �[Kn�1, si n > 0 (así H0 es homeomorfo

a M) y H0 = ; si n = 0. Entonces H = H0 [ (H \Kn) y H \ Kn es un

subconjunto propio de Kn que contiene a yn.

Ahora como Kn es homeomorfo aM , por la Proposición 4.2, Kn = Kn0 [

Kn1 [Kn2 [ ::: [KnE

con Knj homeomorfo a M y KnE = Kn n
1S
j=0

Knj , también homeomorfo a

M .

Es claro que el diámetro de cada Knj es menor que
1
4
.

Recordemos que yn es la imagen de (0; 0; : : :) bajo el homeomor�smo de

M sobre Kn. Repitiendo el procedimiento anterior, con Kn en lugar de M y

H \Kn en lugar de H, obtenemos un entero n0;1 tal que: ó bien

i) H \Kn = H1, donde H1 = Kn0 [Kn1 [ ::: [Kn0;1 ó

ii) H \Kn = H1 [
�
H \Kn0;1

�
En i) H = H0[H1 y por ello H es homeomorfo aM por el Corolario 4.7.

En ii) continuamos el mismo procedimiento con Kn0;1 en lugar de Kn o

M .

Entonces, ó bien terminamos después de un número �nito de pasos y

obtenemos que,
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H = H0 [H1 [ ::: [Hr�1 [Knr , y así H es homeomorfo a M , pues cada

Hi y Knr son homeomorfos a M .

O bien obtenemos que H = H0 [H1 [H2 [ : : : con cada Hi homeomorfo

a M .

Nótese que para cada n > 0 diam (Hn+1) � diam(Hn)
2

, y con ello obtenemos

que H es la cerradura una unión numerable de subcontinuos homeomorfos

a M , cuya sucesión de diámetros converge a cero y la intersección de dos

consecutivos es un punto, pero Hi \Hj = ;, si ji� jj > 1.

Sean h0 = (0; 0; : : :), h1 = yn el único elemento de H0 \ H1, hi = yni el

único elemento de Hi�1 \ Hi, para toda i > 1, observamos que yni > ynj si

i > j. Entonces fynig
1
i=0 � [0; 1] es una sucesión creciente, lo que implica que

existe y límite de la sucesión. Sea h = (y; y; : : :), entonces h es el límite de

fhig1i=0.

Con lo anterior, tenemos que h 2 H =
1S
j=0

Hj, ahora, si r = (r1; r2; : : :) =2

Hi, para toda i, se tiene que rj > yni para toda i y para toda j. Es decir

rj � y, entonces rj = y para toda j. Por lo tanto fhg = H n
1S
j=0

Hj.

Recordemos que N =

1[
n=0

Sn =

1[
n=0

Sn [ f(1; 1; : : :)g, con cada Sn homeo-

morfo a M . Ahora, H =
1S
j=0

Hj =
1[
n=0

Hn [ f(y; y; : : :)g, con cada Hn homeo-

morfo a M . Entonces existen homeormo�smos �0 : S0 ! H0, �n : Sn ! Hn.



100 CAPÍTULO 4. EJEMPLO SIN LA PROPIEDAD DE KELLEY.

Por ello podemos extender la unión de las �i a un homeomor�smo � : N ! H,

de�nido por

� (x) =

8>><>>:
�n (x) si x 2 Sn

h si x = (1; 1; : : :)

Es claro que � es uno a uno y sobre, además de ser continua en
1[
n=0

Sn. Pero,

también es continua en (1; 1; : : :), pues si hay una sucesión ftig1i=1 �
1[
n=0

Sn

que converge a (1; 1; : : :), entonces f� (ti)g1i=1 es una sucesión contenida en

H =
1S
j=0

Hj que converge a h.

Así tenemos que H es homeomorfo a el continuo N .

Caso 2: H contiene a (1; 1; 1; : : :).

Supongamos primero que H contiene a E.

Entonces, existe n 2 N, tal que H no contiene a yn y H \Kn 6= ;.

SiH\Kn = yn+1, entoncesH es homeomorfo aM . PuesH =

 
1S

j=n+1

Kj

!
[

E,

de lo contrario, de�nimos H1 =

 
1S

j=n+1

Kj

!
[E, así H = H1[ (H \Kn),

y H \Kn es un subconjunto propio de Kn.

Como Kn es homeomorfo a M , por la Proposición 4.2,
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Kn = Kn0 [Kn1 [Kn2 [ ::: [KnE con Knj homeomorfo a M y KnE =

Kn n
1S
j=0

Knj también homeomorfo a M .

Continuando con este proceso, como en el Caso 1 obtenemos:

i) que nuestro proceso termina después de un número �nito de pasos y

H es homeomorfo a un conjunto �nito de copias de M unidas extremo a

extremo. Entonces por el Corolario 4.7, H es homeomorfo a M o

ii) este proceso continúa y obtenemos que H es la cerradura de la unión

de una sucesión in�nita de continuos homeomorfos a M unidos extremo a

extremo cuya sucesión de diámetros converge a 0, que contiene a E.

Es decir, H =

 
1S
j=1

Hj

!
, con E � H1 y cada Hi homeomorfo a M .

Lo cual es homeomorfo a M , pues podemos ver a M como:

M = K0 [
 

1S
j=1

Kj

!
. Sea A1 =

 
1S
j=1

Kj

!
, así M = K0 [ A1, con K0 y

A1 homeomorfos a M . Además K0 = K
2
0 [

 
1S
j=1

K2
j

!
. Sea A2 =

 
1S
j=1

K2
j

!
,

así M = K2
0 [ A2 [ A1, con K2

0 y A2 homeomorfos a M . Además K
2
0 =

K3
0 [
 

1S
j=1

K3
j

!
. Sea A3 =

 
1S
j=1

K3
j

!
, así M = K3

0 [ A3 [ A2 [ A1, con K3
0 y

A3 homeomorfos a M . Continuando con este proceso, obtenemos que M =

f(0; 0; : : :)g [
 

1S
j=1

Aj

!
=

 
1S
j=1

Aj

!
que es homeomorfo a

 
1S
j=1

Hj

!
= H.

En ambos casos H es homeomorfo a M .
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Con esto, si H es un subcontinuo propio de M que contiene a (1; 1; : : :),

H es homeomorfo a M .

Ahora, si H no contiene a E, como E es homeomorfo a M , denotaríamos

por E1 =M n
1[
i=0

Ki, E2 = E1 n
1[
i=0

K1;i, con K1;i homeomorfos a M , etc.

Entonces
\
n�1
En = (1; 1; : : :) y como H es no degenerado, existe k 2 N tal

que H � Ek y H \ Ek�1 = ;. Así, Ek+1 � H � Ek y Ek es homeomorfo a

M . Con lo cual tenemos que H es homeomorfo a M .

Caso 3: Por último, sea H un subcontinuo propio no degenerado de M ;

Por la Proposición 4.2. Podemos ver a M como

 
1S
j=0

Kj

!
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que H no es un subconjunto

deKi para toda i � 0, pues en ese caso, comoKi es homeomorfo aM , usamos

la Proposición 4.2 paraKi en lugar deM y comoH es no degenerado, después

de un número �nito de pasos obtendríamos que H no es un subconjunto de

un elemento de las Kin.

Sea x = yn un punto de H. Entonces

H =

"
H \

 
n�1S
j=0

Kj

!#
[

24H \ 1S
j=n

Kj

!35
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donde

24H \ 1S
j=n

Kj

!35 es un subcontinuo propio que contiene a x. Con
 

1S
j=n

Kj

!
homeomorfo aM , así estamos en el caso 1, por ello

24H \ 1S
j=n

Kj

!35
es homeomorfo a M o a N .

y

"
H \

 
n�1S
j=0

Kj

!#
es un subcontinuo propio que contiene a x, y como 

n�1S
j=0

Kj

!
es homeomorfo a M , tenemos que x está en el subconjunto de

irreducibilidad de

 
n�1S
j=0

Kj

!
, por ello

"
H \

 
n�1S
j=0

Kj

!#
es homeomorfo a M .

Con lo cual tenemos que H es la unión de dos subcontinuos unidos en un

punto, uno homeomorfo a M y el otro a N , y en este caso tenemos que

H es homeomorfo a N o tenemos que H es la unión de dos subcontinuos

homeomorfos a M , y por ello H es homeomorfo a M .

Entonces H es homeomorfo a M o a N .

Esto completa nuestro argumento de que M contiene únicamente 2 sub-

continuos topológicamente diferentes.

Proposición 4.12 M es hereditariamente descomponible.

Demostración. Como M = K0 [
� 1S
i=1

Ki

�
, entonces M es descom-

ponible. Y como N = S0 [
� 1S
i=1

Si

�
, se tiene que M es hereditariamente
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descomponible ya que, por la proposición 4.11 sus únicos subcontinuos son

homeomorfos a M o a N .

Proposición 4.13 M es encadenable.

Demostración. Como M es hereditariamente descomponible y también

es hereditariamente irreducible, entonces es hereditariamente unicoherente,

por el Corolario 1.34, y por el Teorema 1.33, M es encadenable.

También se puede ver que es encadenable, observando que es límite inverso de

arcos. ([27, Teorema 12.19, pág. 246] y [27, Teorema 12.11, pág. 235]. Límite

inverso de arcos es encadenable).

Ahora como M no es un arco y como N contiene continuos homeomorfos

a M , entonces N no es un arco.

Así M no contiene arcos.

4.2. NO PROPIEDAD DE KELLEY

Recordemos que por la Proposición 4.2, hay una sucesión K0; K1; K2;. . .

de subcontinuos de M tales que:
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1) M =
1S
i=0

Kn

2) (1; 1; : : :) 2 E =Mn
1[
i=0

Ki, cada punto de E es un punto límite de

M n E, y

3) M n
1[
i=0

Ki = E es homeomorfo a M .

4) Para cada i � 0, Ki es homeomorfo a M , y Ki \ Ki+1 = fyi+1g es

degenerado. Además l��m
i!1

[diam (Ki)] = 0.

con y2n+1 =
�
1
2
; 3
4
; 7
8
; : : : ; y2n+1; y2n+1; : : :

�
, donde y2n+1 aparece a partir

de la coordenada (n+ 1)-ésima

y para n > 1 y2n = (1; 1; : : : ; 1; y2n; y2n; : : :), con 1 en la primeras n

coordenadas.

Donde fy0; y1; : : :g =
�
0; 1

4
; 1
2
; 3
4
; 13
16
; 7
8
; 29
32
; 15
16
; : : :

	
es decir y0 = 0, y1 = 1

4
, y2 = 1

2

para n = 1; 2; 3; : : :, y2n+1 = 1� 1
2n+1

para n = 2; 3; 4; : : :, y2n = 1� 3
2n+2

.

Veamos queM no tiene la propiedad de Kelly en el punto y1 =
�
1
2
; 1
4
; 1
4
; : : :

�
,

es decir en la intersección K0 \K1.

Como los continuos K0 y K1 son homeromorfos aM , a éstos les podemos
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aplicar la Proposición 4.2, entonces, hay una sucesión Kr
0 ; K

r
1 ; K

r
2 ;. . . de sub-

continuos de Kr tales que:

1) Kr =
1S
i=0

Kr
i

2) r+1
4
(1; 1; : : :) 2 Er = Krn

1[
i=0

Kr
i , cada punto de E

r es un punto límite

de Kr n Er, y

3) Kr n
1[
i=0

Kr
i = E

r es homeomorfo a Kr.

4) Para cada i � 0, Kr
i es homeomorfo a Kr, y Kr

i \Kr
i+1 es degenerado.

Además l��m
i!1

[diam (Kr
i )] = 0.

con (yr0; y
r
1; : : :) =

�
r
4
+ y0

4
; r
4
+ y1

4
; : : :

�
.

Sean p = y1 y A el subcontinuo K1
0 que contiene a p.

Sea zn = 1
4

�
1� 3

2n+2

�
es decir zn = y02n =

1
4
y2n.

También ocuparemos que K0 = l��m �
n�
0; 1

4

�
; fi j[0; 14 ]; i > 2

o
.

Para cada n 2 N, sea qn =

0BBB@
1

2
;
1

4
; : : : ;

1

4| {z } ; zn; zn; : : :

n-1 términos

1CCCA observe que

qn si es un punto en M , re�riéndonos a la construcción de M cumple que

fn�1 (y2n) = 1 y por lo tanto fn (zn) = 1
4
(Ver la de�nición de fn).
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y A = l��m �
n�

1
4
; 5
16

�
; fi j[ 14 ; 516 ]; i > 2

o
Con lo que tenemos que fqng1n=1 converge a p.

Mostraremos que no hay una sucesión fAng1n=1, de subcontinuos de M

que converge a A y tal que para cada n 2 N, qn 2 An.

Supongamos que sí existe tal sucesión.

Sea An = l��m �
n
[ani ; b

n
i ] ; fi j[ani+1;bni+1]; i > 2

o
.

Primero probaremos que si An \ A 6= ;, entonces p 2 An.

Asumamos que An \ A 6= ;, y supongamos que p =2 An, entonces para

alguna i, la coordenada i-ésima de p, pi = 1
4
=2 [ani ; bni ]

y como qni 2 [ani ; bni ], y qni � 1
4
, se tiene que bni <

1
4
.

así bnj <
1
4
para toda j � i,

lo cual contradice que An \ A 6= ;.

Entonces p 2 An.

A continuación probaremos que si An contiene a qn y a p, debe contener

a E0.



108 CAPÍTULO 4. EJEMPLO SIN LA PROPIEDAD DE KELLEY.

1) Por el Corolario 4.8, observamos que para cualquier t 2 N,
�1S
i=t

K0
i

�
[

E0 es homeomorfo a M .

2) Observamos también que como K0 es homeomorfo a M , podemos

aplicar la proposición 4.2 a K0.

Así se tiene que:

K0
i =

�
(x1; x2; : : :) 2M j xr 2

�
y0i ; y

0
i+1

�
, 8 i salvo un número �nito

	
.

K0
i \K0

i+1 =
n
y0i+1

o
, donde y0i+1 es el punto en el límite inverso tal que

todas sus coordenadas son y0i+1 salvo un número �nito (que es
�
n+1
2

�
, es decir,

el mayor entero menor o igual que n+1
2
)

y obtenemos que y02i coincide con q
i,

3) Por 1) y la proposición 4.3, para cualquier t 2 N,
�1S
i=t

K0
i

�
[ E0 es

irreducible entre y0t y p.

4) Por la Proposición 4.5 y usando 1), 2) y 3) tendremos que:

Como qn 2 K0
2n y p 2 E0, se tiene que An\

� 1S
i=2n

K0
i

�
6= ; y An\E0 6= ;,

por lo que An debe contener a
1[

i=2n+1

K0
i y por lo tanto a E

0.
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Así, E0 � l��mAn = A, lo cual es una contradicción, pues por las de�ni-

ciones de E0 y A, éstos son dos conjuntos no degenerados que sólo se inter-

sectan en el punto p.

Probaremos que si An\A = ; para una in�nidad de n0s entonces An � K0

para una in�nidad de n0s.

Así que supongamos que An \ A = ; y que An " K0.

Como An = l��m �
n
[ani ; b

n
i ] ; fi j[ani+1;bni+1]; i > 2

o
.

Sea x = (x1; x2; : : :) tal que x 2 An n (K0 [ A) lo cual implica que existe

r0 tal que xr > 5
16
para toda r > r0.

Lo cual quiere decir que podemos ver a An como la unión de dos conjuntos

ajenos. (An \K0) [
�
An \

1S
i=2

Ki

�
, lo cual es una contradicción.

Así que si An \ A = ; entonces An � K0 y se obtiene lo deseado.

Ahora, si An � K0 para una in�nidad de n0s, l��mAn � K0 y por lo tanto

A � K0. Lo cual es una contradicción, pues por las de�niciones de K0 y A,

éstos son dos conjuntos no degenerados que sólo se intersectan en p.

Corolario 4.14 M no tiene la propiedad de Kelley.



110 CAPÍTULO 4. EJEMPLO SIN LA PROPIEDAD DE KELLEY.



Capítulo 5

FAMILIAS DE EJEMPLOS.

En este capítulo mostraremos dos familias, la primera, una familia no

numerable de continuos 2-equivalentes, que son la cerradura de una rayo

topológico con residuo homeomorfo al total e incomparables bajo funciones

continuas. La segunda, una cantidad no numerable de abanicos aplanables,

incomparables bajo funciones continuas. Aunque estos abanicos no tienen

relación con los continuos 2-equivalentes, incluimos aquí su construcción por

su similaridad con la construcción de los continuos de la primera familia.

111
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5.1. FAMILIA DE 2-EQUIVALENTES.

Awartani en [1], construye una familia no numerable de continuos enca-

denables, mutuamente incomparables bajo funciones continuas y suprayecti-

vas; que son la cerradura de un rayo topológico con residuo un arco. Estos

continuos se conocen como Continuos de Elsa. Con el �n de obtener los ejem-

plos deseados, generalizaremos los Continuos de Elsa con la ayuda de límites

inversos.

En la sección 1, recordaremos la construcción de los continuos de Elsa

dados por Awartani [1], de hecho los modi�camos para poder construir los

ejemplos deseados. En la segunda sección, describiremos los espacios factores

con los que construiremos los ejemplos; por último damos los ejemplos, junto

con sus propiedades. En particular mostraremos que hay una cantidad no

numerable de este tipo de continuos.

5.1.1. Ejemplos de Awartani

Para describir los ejemplos de Awartani, usaremos los siguientes resulta-

dos que aparecen en [1]
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De�nición 5.1 2N denotará el conjunto de todas las sucesiones de ceros y

unos, si faig ; fbig son dos elementos en 2N.

diremos que faig domina verticalmente a fbig si ai � bi eventualmente

(es decir, existe n 2 N, tal que ai � bi para toda i > n)

faig domina a fbig si existe un entero j0 tal que ai � bi+j0 eventualmente

faig y fbig son llamados incomparables si ninguno de ellos domina al

otro.

Lema 5.2 2N contiene una cantidad no numerable de elementos ninguno de

los cuales es eventualmente constante y ninguno de ellos domina a otro.

A cada � = f�ig 2 2N, le asociaremos un ejemplo de Awartani E� (como

en la �gura 1), que es una compactación del rayo R� con un arco K� como

residuo. Ahora describiremos R�, como la grá�ca de una función f� : (0; 1]!

(0; 1] lineal a pedazos, con
�
1; 1

4

�
= a1 su punto extremo. Nos referiremos a

cada punto en R� por su primera coordenada. Si a y b son dos puntos en R�,

entonces [a; b] denota el subarco en R� de a a b.

Sean m� y M� los conjuntos de mínimos y de máximos respecto a la

segunda coordenada de R� y sea V� = m� [M�.
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Figura 5.1: E�
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De�nición de R�

Sean fxig1i=1 y fyig
1
i=1 dos sucesiones en (0; 1] tales que l��mxi = 0 = l��m yi

y para cada i, yi+1 < xi+1 < yi < xi.

Así, obtenemos R� como la unión de los siguientes dos tipos de subarcos,

[xi; yi] y [yi; xi+1], de tal manera que;:

1. Si �i = 0 entonces:

a) j[xi; yi] \M�j = 2i y j[xi; yi] \m�j = 2i� 1.

b) Si fMi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\M� entonces �2 (Mi;2i) = 1

y �2 (Mi;j) = �2 (Mi;2i�j) =
j+2
j+3
, 1 � j � i.

c) �2 ([xi; yi] \m�) =
1
2
.

2. Si �i = 1 entonces:

a) j[xi; yi] \M�j = 2i+ 1 y j[xi; yi] \m�j = 2i.

b) Si fMi;j : 1 � j � 2i+ 1g es una enumeración de derecha a izquier-

da de los elementos del conjunto [xi; yi]\M� entonces �2 (Mi;2i+1) =

1 y �2 (Mi;j) = �2 (Mi;2i+1�j) =
j+2
j+3
, 1 � j � i.
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c) Si fmi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\m� entonces �2 (mi;j) =
2
3

parar i = j y �2 (mi;j) =
1
2
para i 6= j.

3. Para cada i 2 N:

a) j[xi; yi] \M�j = 2i� 1 y j[xi; yi] \m�j = 2i.

b) �2 ([xi; yi] \M�) =
1
2
.

c) Si fmi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\m� entonces �2 (mi;2i) =
1
2i

y �2 (mi;j) = �2 (mi;2i�j) = 1� j+2
j+3
, 1 � j � i.

Sean ai = mi;2i, y bi =

8>><>>:
Mi;2i si �i = 0

Mi;2i+1 si �i = 1

Es decir, bi y ai son puntos en R� tal que su segunda coordenada es uno

y 1
2i
respectivamente.

De esta manera, describimos al continuo E� como la unión de un rayo R�

con un arco K�: Donde cada elemento de R� es de la forma (x1; f� (x1)) y

K� = f(0; x2) : x2 2 [0; 1]g :
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5.1.2. Espacios Factores

Para cada n 2 N, sea In = [0; 1]n � f0g � f0g � � � � un subconjunto

del cubo de Hilbert. Para simpli�car la notación, nos referiremos a I1 como

[0; 1] y en general a In como el n-ésimo producto de intervalos. Obsérvese

que In � In+1.

Comenzaremos con el primer espacio factor, que será un arco, el segun-

do espacio factor lo de�niremos como un ejemplo de Awartani, es decir, la

cerradura de un rayo topológico con residuo un arco; el tercer espacio factor

será la cerradura de un rayo topológico con residuo el segundo espacio factor.

Inductivamente el espacio factor (n+ 1)-ésimo será la cerradura de un rayo

topológico con residuo un continuo homeomorfo al n-ésimo espacio factor.

Si � 2 2N, de�nimos X�
1 = I

1, X�
2 = E� el continuo de Awartani asociado

a �. Obsérvese que X�
2 es la unión de un rayo topológico R

�;2
1 con residuo un

arco K�
2 . Como R

�;2
1 es la imagen del intervalo (0; 1], cada punto en R�;21 es

de la forma (x1; f� (x1)), donde f� : (0; 1] ! (0; 1] es el homeomor�smo con

el que se de�ne el rayo del ejemplo de Awartani. Cada punto en K�
2 es de la

forma (0; x2) 2 I2, con x2 2 [0; 1]. De lo anterior tenemos que

X�
2 = f(x1; x2) 2 I2 : x2 = f� (x1) con x1 2 (0; 1]g [ f(0; x2) 2 I2 : x2 2 I1g.
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Continuando de esta manera, tenemos que X�
3 = R

�;3
1 [R

�;3
2 [K�

3 donde

R�;31 = f(x1; x2; x3) 2 I3 : x2 = f� (x1) ; x3 = f� (f� (x1)) y x1 2 (0; 1]g =

f(x1; f� (x1) ; f� (f� (x1))) : x1 2 (0; 1]g,

R�;32 = f(0; x2; x3) : x3 = f� (x2) ; x2 2 (0; 1]g,

K�
3 = f(0; 0; x3) 2 I3 : x3 2 [0; 1]g.

En general X�
n = R�;n1 [ R�;n2 [ � � � [ R�;nn�2 [ R

�;n
n�1 [ K�

n donde R
�;n
i =

f(x1; : : : ; xn) 2 In : xj 6= 0 si i < j; xi 2 (0; 1] y para j > i xj = f j�i� (xi)g

i < n y K�
n = f(0; 0; : : : ; 0; xn) 2 In : xn 2 [0; 1]g

Los siguientes resultados nos describirán mejor los espacios X�
n .

Lema 5.3 R�;ni � X�
n es un rayo topológico.

Demostración. Sea hi : R
�;n
i ! (0; 1] de�nida por h (x1; x2; : : : ; xn) =

xi. Es claro que la función hi es un homeomor�smo, pues cada punto x =

(x1; x2; : : : ; xn) 2 R�:ni , está determinado por la i-ésima coordenada.

El siguiente lema se sigue de la de�nición de E� (el continuo de Awartani

asociado a �) y de X�
n .

Lema 5.4 R�;nn�1 [K�
n es homeomorfo a E�.
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Obsevación 5.5 Sean r 2 [0; 1] y " > 0, se sigue de la de�nición de f� que

existe s 2
�
0; 3

4

�
tal que f� (s) = r. Más aún, si rk 2 [0; 1] y k > 1, existen

ri 2
�
0; "

2k+1

�
con i 2 f1; 2; : : : ; k � 1g tales que f� (ri) = ri+1.

Esto nos ayudará a probar el siguiente lema.

Lema 5.6 R�;n1 = X�
n .

Demostración. Es claro que R�;n1 � X�
n . Mostraremos la otra con-

tención. Sea x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 X�
n . Entonces, si x1 6= 0, (x1; x2; : : : ; xn) =

(x1; f� (x1) ; : : : ; f
n�1
� (x1)) 2 R�;n1 � R�;n1 .

Ahora, supóngase que x1 = 0 y supóngase también que existe k > 1 tal

que xk 6= 0 y xn�1 = 0, más aún xi = 0 para toda i < k.

Sea " > 0, usando la observación 5.5, existen yi 2
�
0; "

2k+1

�
con i 2

f1; 2; : : : ; k � 1g tales que f� (yi) = yi+1 para cada i 2 f1; 2; : : : ; k � 2g y

f� (yk�1) = xk, luego entonces, si y = (y1; : : : ; yk�1; xk; : : : ; xn), se tiene que

y 2 R�;n1 y d (x; y) =
k�1P
i=1

jxi�yij
2i

+
nP
i=k

jxi�xij
2i

=
k�1P
i=1

jyij
2i
�

k�1P
i=1

"

2k+1

2i
< ".

Si x = (0; 0; : : : ; 0), por la Observación 5.5, existe y = (y1; y2; : : : ; yn) tal

que cada yi 2
�
0; "

2k+1

�
por ello d (x; y) < ".

Así, si x 2 X�
n , existe y 2 R

�;n
1 tal que d (x; y) < " con lo que x 2 R�;n1 .
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Corolario 5.7 X�
n es la cerradura de un rayo topológico con residuo el sub-

continuo R�;n2 [ � � � [R
�;n
n�2 [R

�;n
n�1 [Kn, este último homeomorfo a X�

n�1:

5.1.3. El espacio X�

En seguida de�niremos las funciones de ligadura entre los espacios fac-

tores.

Sea g�;n+1n : X�
n+1 ! X�

n de�nida por

g�;n+1n (x1; x2; : : : ; xn; xn+1) = (x1; x2; : : : ; xn).

Notemos que cada función g�;n+1n es continua suprayectiva y abierta, de

hecho es una proyección.

Sea X� = l��m �fX
�
n ; g

�;n+1
n g :

A continuación mostraremos algunas propiedades entre los espacios fac-

tores que nos ayudaran a probar el teorema principal de esta sección.

Lema 5.8 g�;n+1n jR�;n+11
es un homeomor�smo de R�;n+11 a R�;n1 .

Demostración. Sea x = (x1; x2; : : : ; xn+1) 2 R�;n+11 , entonces x1 >

0; así, g�;n+1n (x1; x2; : : : ; xn+1) = (x1; x2; : : : ; xn) con x1 > 0; por lo que

g�;n+1n (x) 2 R�;n1 . Además g�;n+1n es suprayectiva, pues si y = (y1; y2; : : : ; yn) 2
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R�;n+11 , entonces eligiendo x = (y1; y2; : : : ; yn; f� (yn)), se tiene que g�;n+1n (x) =

y.

Probemos ahora que la función g�;n+1n es inyectiva.

Sean x = (x1; x2; : : : ; xn+1) ; y = (y1; y2; : : : ; yn+1) 2 R�;n+11 y g�;n+1n (x) =

g�;n+1n (y). Esto implica que (x1; x2; : : : ; xn) = (y1; y2; : : : ; yn) ; de donde xi =

yi para cada i 2 f1; 2; : : : ; ng pero xn+1 = f� (xn) = f� (yn) = yn+1 por lo

tanto x = y.

Además de que g�;n+1n es continua, la inversa de g�;n+1n , de�nida por

(g�;n+1n )
�1
(x1; x2; : : : ; xn+1) = (x1; x2; : : : ; xn; f� (xn)) es claramente una fun-

ción continua. Así, g�;n+1n jR�;n+11
es un homeomor�smo.

Lema 5.9 Tomemos dos espacios factores X�
n y X

�
m con n > m > 2. X�

n =

R�;n1 [ R�;n2 [ � � � [ R�;nn�2 [ R
�;n
n�1 [Kn y X�

m = R
�;m
1 [ R�;m2 [ � � � [ R�;mm�2 [

R�;mm�1 [Km, entonces R
�;n
1 [R

�;n
2 es homeomorfo a R�;m1 [R�;m2 .

Demostración. El lema es claro tomando el homeomor�smo

g�;nm jR�;n1 [R�;n2
: X�

n ! X�
m.

Corolario 5.10 R�;ni [ R�;ni+1 [ R
�;n
i+2 [ � � � [ R

�;n
i+j es homeomorfo a R

�;m
r [

R�;mr+1 [R
�;m
r+2 [ � � �[R

�;m
r+j con i+ j < n; r+ j < k. Es decir, la unión �nita de
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rayos topológicos consecutivos se puede mandar con un homeomor�smo entre

espacios factores.

Sean p1 = 0 2 X�
1 , p2 = (0; 0) 2 X�

2 y para cada n 2 N, pn =

(0; 0; : : : ; 0) 2 X�
n ; de manera similar, sean q1 = 1 2 X�

1 , q2 el punto ex-

tremo del rayo R�;21 en X�
2 , es decir, el punto

�
1; 1

4

�
2 I2 y para cada n 2 N,

qn el punto extremo del primer rayo en X�
n , es decir R

�;n
1 .

Sea ��n : X� ! X�
n la proyección n-ésima.

Lema 5.11 X� es 2-equivalente.

Demostración. Sean p = (p1; p2; : : :), q = (q1; q2; : : :) yA un subcontinuo

no degenerado de X�. Mostraremos que A es homeomorfo a un arco o a X�.

Si p =2 A existe i 2 N tal que pi =2 Ai = ��i (A) y por ello Ai 6= X�
i ,

notemos que, como Ai es un subcontinuo, éste debe de ser un arco pues Ai

debe estar contenido en un rayo y Ai+j es un arco para toda j, pues entre

los rayos hay homeomor�smos (Lema 5.9), por lo tanto A es un arco.

Si p 2 A existe i 2 N tal que Ai = ��i (A) es no degenerado y Ai�1 =

�i�1 (A) = fpi�1g.

Ai = f(0; : : : ; 0; xi�1; xi) 2 X�
i : xi�1 = 0, xi 2 [0; 1]g =

f(0; : : : ; 0; xi) 2 X�
i : xi 2 [0; 1]g que es homeomorfo a X�

1 . Con lo que
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Ai+1 =
�
(0; : : : ; 0; xi; xi+1) 2 X�

i+1 : xi 2 (0; 1] ; xi+1 = f� (xi)
	
[�

(0; : : : ; 0; xi; xi+1) 2 X�
i+1 : xi = 0; xi+1 2 [0; 1]

	
, con lo que obtenemos

que Ai+1 es homeomorfo a X�
2 . Continuando con esta descripción, se obtiene

que Ai+j es homeomorfo a X�
i+j�1 con lo que A es homeomorfo a X�.

Lema 5.12 X� es irreducible.

Demostración. Es fácil notar que cada espacio factor es encadenable.

Por el Teorema 1.42,X� es encadenable, con lo queX� no es un triodo simple

ni una curva cerrada simple. Ahora, comoX� contiene arcos, es 2 equivalente,

no es un triodo simple ni una curva cerrada simple. Por el Teorema 1.47,

tenemos que X� es irreducible.

Lema 5.13 X� es descomponible.

Demostración. Sean r = (r1; r2; : : :), r1 2 (0; 1), rn = g�;nn�1 (x1) y B =

l��m �
�
Bi; g

�;i+1
i

	
dondeBi es el arco irreducible de ri a qi. Si A = (X�nB)[frg,

entonces que A es un subcontinuo de X� tal que X� = A [B.

Como q =2 A y p =2 B entonces A 6= X� 6= B, por lo tanto X� es

descomponible.

Lema 5.14 X� no es un continuo de Elsa.
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Demostración. Como X� es 2 equivalente, contiene arcos y es irre-

ducible, entonces, por el Teorema 1.47, X� no es localmente conexo. Por ser

X� descomponible, 2 equivalente, contener arcos y no ser localmente conexo,

el Teorema 1.48 implica que X� es la cerradura de un rayo topológico con

residuo un continuo. Sea r como en el Lema 5.13, A1 su arco componente,

s = (s1; s2; : : :), donde s1 = p1, y s2 6= p2. Entonces no hay un arco de s2 a

r2. Luego A1 6= A2 donde A2 es la arco componente de s. Sean t = (t1; t2; : : :)

t1 = p1, t2 = p2 y t3 6= p3. Análogamente A1 6= A2, A1 6= A3, donde A3 es la

arco componente de t. Así, X� no es un continuo de Elsa.

Lema 5.15 X� es la cerradura de un rayo topológico R� con residuo un

continuo K�:

Demostración. Sea R� = l��m �
n
R�;n1 ; g�;n+1n jR�;n+11

o
. Entonces ��1 : R� !

R�;21 es un homeomor�smo, pues cada elemento de R� está determinado por

la segunda coordenada.

Mostremos ahora que X� = R�:

Sea " > 0 y supongamos que x = (x1; x2; : : :) no está en R�, entonces

xi =2 R�;i1 para alguna i, pero como R�;j1 = g�;j+1j

�
R�;j+11

�
para cada j,

entonces xi =2 R�;i1 para toda i 2 N.
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Entonces x1 = 0 y para cada i > 1, se tiene que xi tiene cero en su

primera coordenada.

Supongamos que a partir de la segunda coordenada se tiene un ele-

mento distinto de cero (el caso general es semejante salvo la complejidad

de los índices), es decir x2 = (0; x22) ; x3 = (0; x32; x
3
3) y en general xn =

(0; xn2 ; : : : ; x
n
n) con x

n
2 6= 0.

Notemos que en este caso, xn2 = x
2
2 y x

n
j = x

m
j para j � n � m.

Por la Observación 5.5, existe y21 2
�
0; 3

4

�
tal que f� (y21) = x

2
2.

De�nimos y2 = (y21; f� (y
2
1)) = (y

2
1; x

2
2) ; así, y2 2 R

�;2
1 .

En general de�niremos y 2 R� tal que ��2 (y) = (y2).

Sean y1 = y21; y3 = (y21; x
2
2; f� (x

2
2)) = (y21; x

3
2; x

3
3) y para cada n > 1,

yn = (y21; x
2
2; : : : ; f

n�2
� (x22)) = (y21; x

2
2; : : : ; x

n
n) ; con lo que d (x; y) < ": Así,

x 2 R�.

Como consecuencia de la prueba anterior, obtenemos el siguiente coro-

lario:

Corolario 5.16 K� es homeomorfo a X�:

Demostración. Para x = (x1; x2; : : :) 2 X�, de�nimos la siguiente fun-

ción h : X� ! K� de�nida por h (x1; x2; : : :) = (0; x1; x2; : : :) luego h es un
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homeomor�smo.

Corolario 5.17 X� es una unión ajena de una cantidad numerable de rayos

topológicos y un punto, es decir, X� = R� [R�;2 [ � � � [ fpg.

A continuación mostraremos que si hay una función suprayectiva y con-

tinua entre dos ejemplos X� y X�, entonces la imagen de los rayos está

contenida en los rayos.

Proposición 5.18 Sean �; � 2 2N y X�; X� los espacios asociados a �; �

respectivamente. Supóngase que f : X� ! X� es una función continua y

suprayectiva, entonces f (R�) = R�.

Demostración. Sea x 2 R� y supóngase que f (x) =2 R�. Luego, f (x) 2

R�;i para alguna i 2 N n f1g o f (x) = p.

Como f es continua y R� es localmente conexo, se tiene que f (R�) � R�;i

o f (R�) = fpg.

Si f (R�) = fpg, por continuidad y dado que R� = X�, se tiene una

contradicción a la suprayectividad de f .

Si f (R�) � R�;i se obtiene que f (X�) � R�;i contradiciendo nuevamente

que f es suprayectiva, con lo que f (R�) � R�.
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Ahora, como f es continua y suprayectiva, f (R�) = R� y por lo tanto

f (R�) = R�.

Proposición 5.19 Sean �; � 2 2N y X�; X� los espacios asociados a �; �

respectivamente. Supóngase que f : X� ! X� es una función continua y

suprayectiva, entonces existe t 2 N tal que f (R�;t) = R�;1 y f (R�;t+1) =

R�;2.

Demostración. Como f (R�) = R� y f es suprayectiva, deben existir

i 2 N y z 2 R�;i+1 tales que f (z) 2 R�;2. Con un argumento similar al

de la prueba de la proposición 5.18, se tiene que f (R�;i+1) = R�;2. Sea

t = m��n fi 2 N : f (R�;i) \R�;2g, entonces f (R�;t) = R�;1.

Teorema 5.20 Sean �; � 2 2N y X�; X� los espacios asociados a � y �

respectivamente. Supóngase que existe f : X� ! X� una función continua y

suprayectiva. Entonces existe f2 : X�
2 ! X�

2 continua y suprayectiva.

Demostración. Por la proposición anterior, existe t 2 N tal que f (R�;t) =

R�;1 y f (R�;t+1) = R�;2. Sea (x1; x2) 2 X�
2 . Vamos a de�nir la función f2.

Lo que haremos, será ver como es la imagen de cada uno de los puntos

en X�
2 .
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Si x1 6= 0, es decir, si (x1; x2) 2 R�;21 entonces x2 = f� (x1). De�niremos

x en R�, tomando

yn =

8>>>>>><>>>>>>:
0 si n < t

x1

fn�t� (x1)

si n = t

si n > t

con lo que si x = (y1; y2; : : :), entonces x 2 R�;t. Para entender más

claramente esto, lo que estamos haciendo al tomar el punto x 2 R�;t, dado

el punto (x1; x2) 2 R�;21 , es tomar el homeomor�smo
�
��1t

�
g�;t2
���1

que hay

entre estos dos rayos.

Ahora, de�nimos f2 (x1; x2) = ��2 (f (x)). Es claro que f2jR�;21

�
R�;21

�
=

R�;21 (lo anterior, es consecuencia del Lema 5.15 y la proposición 5.18).

Ahora, si (x1; x2) 2 K�
2 nfp2g, entonces x1 = 0 y x2 6= 0. Podemos mandar

(x1; x2) con el homeomor�smo hacia el rayo R
�;t+2
t+1 , mencionado en el Coro-

lario 5.10 y obtener como imagen al punto en X�
t+2, (0; 0; : : : ; 0; x2; f� (x2)), el

cual está en el rayo R�;t+2t+1 . Como hay un homeomor�smo con el rayo R�;t+1,

como el descrito anteriormente, nos ayuda a de�nir la función f2 enK�
2 nfp2g,

luego, de�nimos f2 (0; x2) = �
�
2 (f (x)) y se tiene que f2 es continua.

Esto último, pues tomamos un punto (x1; x2) 2 R�;21 [ K�
2 n fp2g, lo

mandamos con un homeomor�smo al espacio factor X�
t+2, después lo man-

damos con otro homeomor�smo a R�;t [R�;t+1, después bajo la función f lo
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mandamos a R�;1 [ R�;2, por último, lo proyectamos en el segundo espacio

factor, con lo que obtenemos una función f2 tal que manda R
�;2
1 [K�

2 n fp2g

a R�;21 [K
�
2 n fp2g de manera continua.

Por último f2 (p2) = (0; 0) (es decir, el punto p2 del espacio X
�
2 ).

Sólo falta probar la continuidad de f2 en el punto p2.

Sea fx2ng
1
n=1 � X�

2 n fp2g una sucesión que converge a p2 y sea fxng
1
n=1

la sucesión de�nida en R�;t [ R�;t+1, (que se obtiene gracias a que hay un

homeomor�smo con X�
2 n fp2g). Cada subsucesión fxnig

1
i=1 convergente de

fxng1n=1 converge al residuo de R�;t+1 y por la continuidad de f , ff (xni)g
1
i=1

converge a algún punto de X� n (R�;1 [R�;2) y, la imagen de dicho punto,

bajo ��2 , es (0; 0). Con lo cual se obtiene que ff (xn)g
1
n=1 converge a (0; 0).

Corolario 5.21 Hay una cantidad no numerable de continuos 2-equivalentes,

cada uno de los cuales es la cerradura de un rayo topológico, con residuo

homeomorfo al continuo total.
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5.2. UNA FAMILIA DE ABANICOS.

Recordemos que un continuo X es arco-conexo, si cualesquier par de

puntos de X están contenidos en un arco contenido en X. Un dendroide

es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicoherente. Un abanico es

un dendroide con un solo punto de rami�cación. Diremos que dos continu-

os son comparables bajo funciones continuas si existe una función continua

y suprayectiva entre ellos, en caso contrario diremos que los continuos son

incomparables. En 1961 B. Knaster [15] preguntó si existía una familia no

numerable de dendroides incomparables deseados. Recientemente, esta pre-

gunta se resolvió en forma positiva de manera independiente en [23] y en

[30]. Estos ejemplos son abanicos, pero no son aplanables. P. Minc prensen-

tó sus ejemplos en el Spring Topology Conference celebrado en Greensboro,

North Carolina en Marzo de 2006 y A. Lelek preguntó si existían ejemplos

con dendroides aplanables. En el seminario de Hiperespacios de Continuos,

en el IMATE de la UNAM fué recordada esa pregunta que contestamos de

manera a�rmativa.

Presentamos una familia aplanable de abanicos fF� : � 2 Cg, C � 2N, C

no numerable tal que si a; � 2 C y � 6= � entonces F� y F� no son compara-
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bles. La construcción de los abanicos es una modi�cación de la colección de

continuos de Elsa construidos por Awartani en [1].

En la primera sección recordamos los ejemplos de Awartani e introduci-

mos algunas notaciones que nos ayudarán a la construcción de la familia de

dendroides.

En la segunda sección construimos los ejemplos y obtendremos el resul-

tado principal, Teorema 5.32.

5.2.1. Ejemplos de Awartani

Recordemos de la sección 5.1.1, algunos resultados.

Primero recordemos de la De�nición 5.1 que si faig ; fbig 2 2N.

1. faig domina verticalmente a fbig si ai � bi eventualmente.

2. faig domina a fbig si existe un entero j0 tal que ai � bi+j0 eventual-

mente.

3. faig y fbig son incomparables si ninguno de ellos domina a otro.

Las pruebas de los siguientes tres Lemas aparecen en [1].
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Lema 5.22 Sean faig, fbig dos elementos en 2N. Si
�
aij
	1
j=1

es una sub-

sucesión que eventualmente es cero en faig, y si para cada entero j0, bij+j0

es eventualmente cero, entonces faig domina a fbig.

Lema 5.23 2N contiene una cantidad no numerable de elementos, ninguno

de los cuales domina verticalmente a otro.

Recordemos también el Lema 5.2, y lo reescribimos para hacer referencia

a él.

Lema 5.24 2N contiene una cantidad no numerable de elementos ninguno

de los cuales es eventualmente constante ni domina a otro.

Por el Lema 5.24, sea C � 2N, C no numerable, tal que si a; � 2 C y � 6= �,

ninguno de los dos domina al otro.

A cada � = f�ig 2 2N le asociaremos un ejemplo de Awartani E� (como

en la �g. 2). E� es compactación de el rayo J� con un arco como residuo.

Ahora, describiremos J�, como la grá�ca de una función lineal a pedazos de

(0; 1] a [0; 1], con (1; 0) = a1 como su punto extremo. Nos referiremos a cada

punto en J� por su primera coordenada. Más aún, si a y b son dos puntos en

J�, entonces [a; b] denotará el subarco de J� de a a b.



5.2. UNA FAMILIA DE ABANICOS. 133

Sean m� y M� los conjuntos de mínimos y de máximos respecto a la

segunda coordenada de J�.

Sean fxig1i=1 y fyig
1
i=1 dos sucesiones en (0; 1] tales que l��mxi = 0 = l��m yi

y para cada i, yi+1 < xi+1 < yi < xi.

Así, obtenemos R� como la unión de los siguientes dos tipos de subarcos,

[xi; yi] y [yi; xi+1], de tal manera que:

1. Si �i = 0 entonces

a) j[xi; yi] \M�j = 2i y j[xi; yi] \m�j = 2i� 1.

b) Si fMi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\M� entonces �2 (Mi;2i) = 1

y �2 (Mi;j) = �2 (Mi;2i�j) =
j+2
j+3
, 1 � j � i.

c) �2 ([xi; yi] \m�) =
1
2
.

2. Si �i = 1 entonces

a) j[xi; yi] \M�j = 2i+ 1 y j[xi; yi] \m�j = 2i.

b) Si fMi;j : 1 � j � 2i+ 1g es una enumeración de derecha a izquier-

da de los elementos del conjunto [xi; yi]\M� entonces �2 (Mi;2i+1) =

1 y �2 (Mi;j) = �2 (Mi;2i+1�j) =
j+2
j+3
, 1 � j � i.
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c) Si fmi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\m� entonces �2 (mi;j) =
2
3

parar i = j y �2 (mi;j) =
1
2
para i 6= j.

3. Para cada i 2 N

a) j[xi; yi] \M�j = 2i� 1 y j[xi; yi] \m�j = 2i.

b) �2 ([xi; yi] \M�) =
1
2
.

c) Si fmi;j : 1 � j � 2ig es una enumeración de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [xi; yi]\m� entonces �2 (mi;2i) = 0

y �2 (mi;j) = �2 (mi;2i�j) = 1� j+2
j+3
, 1 � j � i.

Sean bi =

8>><>>:
Mi;2i if �i = 0

Mi;2i+1 if �i = 1

y ai = mi;2i, es decir bi y ai son los puntos

en J� tales que su segunda coordenada es uno y cero, respectivamente.

fE� : � 2 Cg, es una familia no numerable y cada E� es un continuo de

Elsa tal que si � 6= � y a; � 2 C entonces E� y E� no son comparables.

5.2.2. Construcción

Sean � 2 2N y E� el ejemplo de Awartani asociado a �.
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Figura 5.2: E�
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El abanico en el que estamos interesados es F�, pero construiremos tam-

bién un abanico F 0� como un paso intermedio con el único propósito de que

sea más visualizable.

Construiremos un abanico F� como la unión de arcos J�i . Empezaremos

con la construcción del abanico F
0
�, como en la �g. 3, entonces identi�caremos

la parte remarcada con el punto a� para obtener el abanico deseado F�.

Denotemos los puntos en el plano: (0; 1) = c�,
�
0; 1

2

�
= b�, (0; 0) = a� y

(0;�1) = p�. De�nimos el arco Ei como el segmento entre p� y el punto en

el plano
�

1
2i�1 ; 0

�
.

Sea A
0
i = [ai; ai+1] el arco entre ai y ai+1 contenido en J�. Sea I

�
1 una copia

de A01 contenida en el cuadrado
�
3
4
; 1
�
� [0; 1], (lo cual es una contracción

respecto a la primera coordenada de la grá�ca de J� en [a2; a1] � [0; 1] en�
3
4
; 1
�
� [0; 1]). Ahora, sea I�2 la unión de dos copias de A02, contenida en el

cuadrado
�
3
23
; 1
2

�
� [0; 1], de tal forma que la primera copia es denotada por

A2 y la segunda copia es denotada por A1;2:. En general, de�nimos I�i como

la unión de i copias de A0i contenidas en el cuadrado
�

3
2i+1
; 1
2i�1

�
� [0; 1], de

tal forma que la primera copia es denotada por Ai y las otras copias son

denotadas por Ak;i con k 2 f1; 2; � � � ; i� 1g. El arco J�i es la unión de los

arcos Ei y I�i , como en la �g. 3. Así J
�
i es el arco con un punto extremo en
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Ai y su otro punto extremo es p�.

La sucesión de subarcos de�nida en
�

3
2i+1
; 1
2i�1

�
� [0; 1], converge a el arco

entre a� y c�, y los subarcos Ei convergen a el arco entre a� y p�. Sea I� el

arco entre a� y c�, e I 0� el arco entre p� y a�.

De�nimos el abanico F 0� = I�[I 0�[
1[
i=1

J�i . F
0
� contiene al abanico armónico

F 00� = I 0� [
1[
i=1

Ei. El abanico que necesitamos es el espacio cociente F� =

F 0�=F
00
� , el cual es �nalmente, una identi�cación de I

0
� [

1[
i=1

Ei con el punto

a� y obtenemos el abanico F� con a� como su vértice. Diremos que F� es la

unión I� [
1[
i=1

I�i y I� \ I�i = fa�g.

A continuación denotaremos algunos subarcos importantes en cada I�i .

Para i 2 N, K�
i y L

�
i denotarán los subarcos de Ai, [ai; bi] y [bi; ai+1]

respectivamente en I�i (estamos usando la notación de A
0
� como el arco de ai

a ai+1 para denotar estos subarcos de Ai). u�i denota el arco en I
�
i que une

ai con el primer elemento de K�
i \M�. Similarmente, w�i denota el arco en

I�i que une bi con el primer elemento de L
�
i \m�.

En este sentido, podemos de�nir los subarcos K�
j;i, L

�
j;i, u

�
j;i y w

�
j;i en Aj;i.

Diremos que una sucesión de longitudes de arcos es acotada si su límite

superior es �nito. También diremos que una sucesion de longitudes de arcos
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u 2

W 2

u 1

W 3

u 3

W 1

Figura 5.3: F 0�
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es no degenerada si su límite inferior es mayor que cero.

El siguiente lema es fácil de veri�car y dá importante información acerca

del abanico F�.

Lema 5.25 Para F� lo siguiente se cumple:

1. Si t 2 (a�; c�) y t0 2 I� entonces existen sucesiones ftig y ft0ig, ti; t0i 2

I�i , que convergen a t y t
0 respectivamente, tales que fd [ti; t0i]g es aco-

tado (donde d denota la longitud de el arco).

2. Sean ftig y ft0ig dos sucesiones con ti; t0i 2 I�i , convergiendo a a� y c�

respectivamente, entonces l��m fd [ti; t0i]g =1.

3. Para cada i 2 N, sea pi 2 L�i . Entonces l��m fd [pi; pi+1]g =1.

4. Si fpig y fqig son dos sucesiones, pi; qi 2 I�i , ambas convergiendo a a�

y si fd [pi; qi]g es no degenerada, entonces [a�; b�] � l��m [pi; qi].

5. Sea fAig una sucesión de arcos, Ai � I�i , tales que Ai \ w�i 6= ; even-

tualmente. Si l��mAi � [a�; b�] entonces l��m (d (Ai)) =1.

6. Sean p 2 u�ki y q 2 w
�
ki
. Entonces [p; q] \ m� \

�
y = 2

3

�
= ; (lo cual

signi�ca que el conjunto de mínimos en el arco [p; q] no incluye 2
3
) si y

sólo si �ki = 0.
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Ahora probaremos dos lemas. La prueba es similar a la prueba que aparace

en el artículo de Awartani.

Lema 5.26 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua y sea A

un arco en I�i . Si B es un arco en h (A) entonces existe un arco en A cuya

imagen es B.

Demostración. El resultado se sigue directamente, dado que la función

h jA: A! h (A) es una función entre intervalos.

Lema 5.27 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua y sea

fAig una sucesión de arcos en
1[
i=1

I�i tal que l��m supAi � I�. Lo siguiente se

cumple:

1. Si fd (h (Ai))g es no degenerada entonces fd (Ai)g es no degenerado.

2. Si fd (Ai)g es acotada, entonces fd (h (Ai))g es acotada.

Demostración.

1. Supongamos, sin pérdida de generalidad que fAig es una sucesión con-

vergente. Como fd (h (Ai))g es no degenerada, cada h (Ai) contiene un

par de puntos pi, qi tales que l��m pi 6= l��m qi. Así Ai contiene un par de

puntos p0i, q
0
i tales que l��m p

0
i 6= l��m q0i, lo cual implica que fd (Ai)g es no

degenerada.
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2. Supongamos que l��m fd (h (Ai))g = 1. Entonces, para cada i 2 N,

h (Ai) contiene una colección fBi;j : 1 � j � ig de subarcos cerrados

y disjuntos, tales que fd (Bi;j) : (i; j) 2 N�f1; 2; : : : ; igg es no dege-

nerada. Para cada i 2 N y cada j, 1 � j � i, sea Ai;j el subarco de

Ai tal que h (Ai;j) = Bi;j. Esto es posible por el Lema 5.26. Se sigue

de (1) que fd (Ai;j) : (i; j) 2 N�f1; 2; : : : ; igg es no degenerada, lo cual

implica que l��m d (Ai) =1.

Lema 5.28 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua. Entonces

las siguientes a�rmaciones se cumplen:

1. h�1 fa�; c�g = fa�; c�g.

2. Si h (a�) = a�, entonces h [a�; b�] = [a�; b�] y h [b�; c�] = [b�; c�].

3. Si h (a�) = c�, entonces h [a�; b�] = [c�; b�] y h [b�; c�] = [b�; a�].

4. h (b�) = b�

Demostración.

1. Es su�ciente probar que (a�; c�) \ h�1 (c�) = ; = (a�; c�) \ h�1 (a�).

Supóngase que (a�; c�) \ h�1 (a�) 6= ; y sean t0 2 [a�; c�], t 2 (a�; c�),
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tales que h (t0) = c� y h (t) = a�. Por el Lema 5.25, (1) hay sucesiones

ftig y ft0ig en
1[
i=1

I�i , que convergen a t y t
0 respectivamente tales que

fd [ti; t0i]g es acotado. Como l��mh (ti) = a� y l��mh (t0i) = c�, se sigue del

Lema 5.25, (2) que l��m d [h (ti) ; h (t0i)] = 1. Esto contradice el Lema

5.27, (1). Similarmente, se puede probar que (a�; c�) \ h�1 (c�) = ;.

2. Dado que la prueba de que h [a�; b�] = [a�; b�] es similar, sólo pro-

baremos que h [b�; c�] = [b�; c�]. Como h (a�) = a�, (1) implica que

h�1 (c�) = c�. Supongamos que existe t 2 (b�; c�) tal que h (t) < b�. T

denotará la sucesión
1[
i=1

I�i \ (y = t) (es decir, su segunda coordenada

es t). Existen dos subsucesiones fpig y fqig de T tales que para cada

i 2 N, pi y qi son adyacentes en T y [pi; qi]\M� = (y = 1) (es decir, su

segunda coordenada es 1), entonces, eventualmente h (pi) ; h (qi) tienen

segunda coordenada en (a�; b�). Si para una in�nidad de números i,

h [pi; qi] \ (y = k) = ;, k > 1
2
, obtenemos lo siguiente. Como c� 2

l��m [pi; qi], h (c�) 2 l��m [h (pi) ; h (qi)] con lo que h (c�) 2 [a�; b�], con-

tradiciendo que h�1 (c�) = c�. Si h [pi; qi] \ (y = k) 6= ;, k > 1
2
,

obtenemos lo siguiente: h (pi) 2 L�ki y h (qi) 2 L
�
ri
con ri 6= ki. Se

sigue del Lema 5.25, (3) que l��m d [h (pi) ; h (qi)] = 1 y consecuente-

mente, l��m (h [pi; qi]) =1. Esto contradice el Lema 5.27, (2) dado que
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fd [pi; qi]g es acotado.

3. La prueba es similar a (2) y por ello se omite.

4. Se sigue directamente de (2) y (3).

Lema 5.29 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua. Si ni �

ni � son eventualmente constantes, entonces se cumple lo siguiente.

1. h (a�) = a�; h (c�) = c�; h [a�; b�] = [a�; b�] y h [b�; c�] = [b�; c�].

2. Si fAig es una sucesión de arcos en
1[
i=1

I�i tales que l��mAi = [b�; c�] y

Ai \ m� \
�
y = 2

3

�
= ;, 8i 2 N, entonces h (Ai) \ m� \

�
y = 2

3

�
= ;

eventualmente.

Demostración.

1. Por el Lema anterior, es su�ciente probar que h (a�) = a�. Supóngase

que h (a�) = c�. Se sigue de la construcción que existen sucesiones fpig

y fqig en
1[
i=1

I�i tales que l��m pi = l��m qi = c�, l��m [pi; qi] =
�
2
3
; c�
�
,

y fd [pi; qi]g es no degenerado. Por el Lema 5.26 podemos encontrar

una sucesión fBig de arcos en
1[
i=1

I�i tal que h (Bi) = [pi; qi]. Como
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fd [pi; qi]g es no degenerado, se sigue del Lema 5.27, (1) que fd (Bi)g es

no degenerado, eligiendo p0i y q
0
i en Bi tales que h (p

0
i) = pi y h (q

0
i) = qi.

Como h�1 (c�) = a�, se sigue que l��m p0i = l��m q0i = a�. Supongamos,

sin pérdida de generalidad que fBig es una sucesión convergente. Por

el Lema 5.25, (4), [a�; b�] � l��mBi. Como l��mh (Bi) =
�
2
3
; c�
�
, se sigue

que h [a�; b�] �
�
2
3
; c�
�
, contradiciendo el Lema 5.28, (4). Por lo tanto

h (c�) = c� y h (a�) = a�.

2. La prueba es similar.

Lema 5.30 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua, y sean

fpig y fqig sucesiones de puntos en F� tales que para cada i 2 N, pi 2 u�i

y qi 2 w�i . Si l��m pi = l��m qi = b� y ni � ni � es eventualmente constante,

entonces existe un entero j0 tal que, eventualmente h (pi) 2 u�i+j0 y h (qi) 2

w�i+j0.

Demostración. Como h (b�) = b�, se sigue que l��mh (pi) = l��mh (qi) =

b�.

Primero, mostraremos que h (pi) 2
1[
j=1

u�j eventualmente. Supongamos

que no, entonces, tenemos los siguientes casos:
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1. fd [h (pi;Mji)]g converge a cero para alguna subsucesión fMjig
1
i=1 de

M�. Entonces, usando la continuidad uniforme de h existe � > 0, tal

que h [b�; b� + �] � [a�; b�] lo que contradice el Lemma 5.29, (1).

2. fd [h (pi;mji)]g converge a cero para alguna subsucesión fmjig
1
i=1 de

m�. Usando un razonamiento similar al anterior, se puede mostrar que

existe � > 0, tal que h [b�; b� � �] � [b�; c�] lo que contradice el Lema

5.29, (1).

3. h (pi) 2
1[
j=1

w�j (con w
�
j en Ai o Ar;i) eventualmente. Sea m

�
i = u

�
i \m�

(los mínimos de u�i ). Como l��m [m
�
i ; pi] = [a�; b�], el Lema 5.29, (1)

implica que l��mh [m�
i ; pi] = [a�; b�]. Como h [m�

i ; pi] \
 1[
j=1

w�j

!
6= ;

eventualmente, se sigue del Lema 5.25, (5) que l��m d (h [m�
i ; pi]) = 1.

Esto contradice el Lema 5.26, (2) dado que fd [m�
i ; pi]g es acotado. Por

lo tanto, la única posibilidad restante es que h (pi) esté eventualmente

en
1[
j=1

u�j .

La prueba de que h (qi) 2
1[
j=1

w�j es similar y por ello se omite.

Ahora, mostraremos que si h (pi) 2 u�ji eventualmente, entonces h (qi) 2

w�ji eventualmente. Supongamos lo contrario, entonces h (qi) 2 w
�
ki
donde

ki 6= ji para una cantidad in�nita de i�s. Entonces se puede deducir que
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h [a�; b�] \ (b�; c�) 6= ;, contradiciendo el Lema 5.29, (1).

Finalmente, probaremos que si h (pi) 2 u�ji eventualmente, entonces ji+1 =

ji+1. Supongamos que ji+1 6= ji+1 para una cantidad in�nita de i�s; entonces,

se puede deducir que h [b�; c�] \ (a�; b�) 6= ;, contradiciendo el Lema 5.29,

(1).

Entonces, existe un entero j0 tal que h (pi) 2 u�i+j0 y h (qi) 2 w
�
i+j0

even-

tualmente. Esto completa la prueba del Lema.

Teorema 5.31 Sea h : F� ! F� una función suprayectiva y continua. Si ni

� ni � son eventualmente constantes, entonces � domina �.

Demostración. Para cada i 2 N, elegimos pi 2 u�i y qi 2 w�i tales que

l��m pi = l��m qi = b�. Por el Lema 5.30, existe un entero j0 tal que, eventual-

mente h (pi) 2 u�i+j0 y h (qi) 2 w
�
i+j0
. Sea f�kig una subsucesión de ceros en

�. Por el Lema 5.22, es su�ciente probar que �ki+j0 = 0 eventualmente. Como

�ki = 0, se sigue del Lema 5.25, (6) que [pki ; qki ] \m� \
�
y = 2

3

�
= ;. Por el

Lema 5.29, (2), h [pki ; qki ] \m� \
�
y = 2

3

�
= ; eventualmente y por lo tanto

[h (pki) ; h (qki)] \m� \
�
y = 2

3

�
= ; eventualmente. Como h (pki) 2 u

�
ki+j0

y

h (qki) 2 w
�
ki+j0

, concluimos por el Lema 5.25, (6) que �ki+j0 = 0 eventual-

mente.
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Usando el Lema 5.24 y el Teorema 5.31, obtenemos el resultado principal.

Teorema 5.32 Existe una colección no numerable de dendroides planos,

ninguno de los cuales se puede mandar de manera continua y suprayectiva

sobre otro.

Corolario 5.33 Existe una colección no numerable de abanicos planos, in-

comparables.
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