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INTRODUCCION

El propésito de este trabajo de investigacién fue la clasificacion de los
continuos 2-equivalentes y la construccién de ejemplos con propiedades es-

pecificas.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. El arco,
que es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1], tiene la propiedad de que
todos sus subcontinuos no degenerados son arcos. A este tipo de continuos se
les llama 1—equivalentes. Una pregunta clésica de la Teoria de los Continuos
es la siguiente: ;Cudles continuos comparten con el arco, la propiedad de ser
1-equivalentes? Bing, Moise, Henderson y Cook dieron respuestas parciales a
esta pregunta. Pero continia abierto el problema de clasificar a esta clase de

continuos.
Todos los subcontinuos no degenerados de una curva cerrada simple (con-
tinuo homeomorfo a la circunferencia unitaria) y de un triodo simple (con-

XI



XII INTRODUCCION

tinuo homeomorfo a la letra 7), son homeomorfos o bien a un arco o bien
al continuo original. En otras palabras, una curva cerrada simple, asi co-
mo un triodo simple contienen 2 tipos de subcontinuos no degenerados y no
homemorfos entre si. A los continuos que tienen esta propiedad se les llama

continuos 2 — equivalentes.
Este trabajo estd organizado en 5 capitulos:

I. Preliminares. Presentamos resultados conocidos, definiciones y teore-
mas que ocuparemos en el resto del trabajo. Enunciamos con su referencia

los resultados que ya son conocidos o que ya se han demostrado.

II. Irreducibilidad, donde presentamos respuestas parciales a la conjetura:
Un continuo 2-equivalente es la curva cerrada simple, un triodo simple o un

continuo irreducible.

ITI. Limites inversos y la Propiedad de Kelley. En este capitulo, presen-
tamos condiciones necesarias para que un limite inverso de arcos tenga la
Propiedad de Kelley. Nos interesan estos limites inversos por la conexién que
tienen con ejemplo que mostramos en este capitulo, el cual es un continuo
2-equivalente con la propiedad de Kelley, que es la cerradura de un rayo

topoldgico, con residuo homeomorfo al total.

IV. Ejemplo sin propiedad de Kelley. Se prueba que el ejemplo de Ma-
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havier presentado en [20] no tiene la propiedad de Kelley.

V. Familias de ejemplos. Presentamos dos familias de ejemplos, la primera,
de continuos 2-equivalentes con la propiedad de que cada elemento de la
familia, es la cerradura de un rayo topolégico con residuo homeomorfo al
continuo total. La segunda, aunque no se trata de continuos 2-equivalentes,
fue consecuencia del trabajo de investigacién y se desarrollé después de que
A. Lelek pregunté si existia esta familia. Cabe mencionar que esta iltima
ya fué publicada en el nimero de Diciembre de 2007 de la revista Topology

Proceedings.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. CONCEPTOS BASICOS

Comenzaremos con algunas definiciones.

Definicién 1.1 Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no

vaclo.

N denotard el conjunto de nimeros naturales. Sea X un continuo, si A es

un subconjunto de X, A denotara la cerradura de A y A¢ su complemento.

Definicién 1.2 Sea n € N. Un continuo X es llamado n-equivalente, si
contiene n subcontinuos X1, Xo, ..., X,, no degenerados y no homeomorfos

1
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entre si, de tal manera que si 'Y es un subcontinuo no degenerado de X,

entonces Y es homeomorfo a X; para alguna i € {1,2,...,n}.

Definicién 1.3 Un continuo X es llamado hereditariamente n-equivalente,

st cada subcontinuo no degenerado de X es n-equivalente.

Definicién 1.4 Un continuo X es descomponible si existen dos subcon-
tinuos propios H y K de X tales que H U K = X. Diremos que M es

indescomponible si no existen tales subcontinuos.

Definicién 1.5 Un continuo X es 2-indescomponible si existen A y B sub-

continuos indescomponibles propios y no degenerados de X, tales que X =

AUB.

Definicién 1.6 Sean S un espacio topologico y H C S. Entonces, la frontera
de H (en S), denotada por Frg (H) o, simplemente, por Fr (H), estd definida

por Fr (H)=HN (S — H).

El siguiente Teorema, llamado Teorema de Golpes en la Frontera, dice
que, bajo algunas condiciones, una componente de un conjunto debe golpear

(= intersectar) a la frontera [27, pdgs. 73-75].
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Teorema 1.7 Sean X un continuo, y E un subconjunto propio y no vacio
de X. Si K es una componente de E, entonces K N Fr (E) # 0 (equivalen-

temente, como K C E, KN (X — E) #0).

Como consecuencia del Teorema anterior, tenemos el siguiente corolario

(una prueba de este, se encuentra en [27, Corolario 5.5, pag. 74]).

Corolario 1.8 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X contiene un
subcontinuo propio no degenerado. Mds ain: Si A es un subcontinuo propio
de X y U es un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe un

subcontinuo B de X tal que A C B C U.

Recordemos algunas definiciones de funciones.

Definicién 1.9 Sean X y Y continuos. Diremos que una funcion continua
y suprayectiva f : X — Y, es:

a) Confluente si para cualquier subcontinuo B de Y y cualquier compo-
nente C' de f~' (B), f(C) = B.

b) Mondtona si f~' (y) es conexo para caday €Y.

c) Abierta si f (V') es abierto, para cada V' abierto de X.

d) Débilmente confluente si para cualquier subcontinuo B de Y, hay una

componente C' de f~(B), tal que f (C) = B.
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Teorema 1.10 [18, Lema 2.1.12, pag. 74] Una funcion continua f : X — Y,
es mondtona si y solo si f~1(C) es conexo para cada conexo C C Y.
De éste resultado obtenemos facilmente el siguiente Corolario.

Corolario 1.11 §i f : X — Y, es mondtona, entonces [ es confluente.

Teorema 1.12 [27, 13.71, pdg 310] Cualquier funcion continua f : [0,1] —

[0,1] es débilmente confluente.

Consideraremos los hiperespacios de un continuo (X, d), con métrica d

dados por

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio}

C(X)={A€2": Aes conexo},

ambos con la topologia inducida por la siguiente métrica (véase [27, Teorema
4.2, pag. 53]) conocida como la métrica de Hausdorff.

H : 2% x 2% — [0, 00) definida como:

H(A,B)=inf{e>0: AC Ny(e,B) y BC Ny(c,A)}
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donde N, (e, A) = {x € X : d(x,a) < ¢ para alguna a € A}.

1.2. CONTINUOS N-EQUIVALENTES

En esta seccién daremos una breve historia de los continuos 1-equivalentes
y presentaremos algunos resultados conocidos de los continuos n-equivalentes.

El arco, que es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1], es 1-equivalente,
pues todos sus subcontinuos son arcos.

Dado que en 1921 no se conocia otro continuo 1-equivalente, Mazurkiewicz

planteé la pregunta: (Véase [21])
Pregunta 1.13 ;FEs el arco el inico continuo 1-equivalente?

Durante mucho tiempo se pensé que la respuesta a esta pregunta era
afirmativa.

Knaster en [14], muestra la existencia de un continuo hereditariamente
indescomponible. Moise en [24] construyé al pseudoarco y probé que es 1-

equivalente y Bing en [3], probé que ambos ejemplos eran homeomorfos.

Debido a que hasta ahora no se conoce ningiin otro continuo 1-equivalente,

distinto al arco y al pseudoarco, tenemos la siguiente conjetura:
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Conjetura 1.14 El arco y el pseudoarco son los inicos continuos 1-equiva-

lentes.

Hay resultados parciales para los continuos 1-equivalentes. Henderson [9]

en 1960 probé lo siguiente:

Teorema 1.15 5i X es un continuo 1-equivalente y descomponible, entonces

X es un arco.

Definicién 1.16 Un continuo X es un drbol si es una grdfica finita sin cur-

vas cerradas simples.

En 1970, Cook probé lo siguiente:

Teorema 1.17 [8, Theorem, pag. 204] Si X es un continuo 1-equivalente,

entonces X es limite inverso de drboles.

Msés adelante, en este capitulo, definiremos con detalle "limite inverso".

En la siguiente seccion presentaremos los resultados que se tienen para
los continuos 2-equivalentes. Terminaremos esta seccién presentando dos re-

sultados conocidos para continuos n-equivalentes.
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Definicién 1.18 Un continuo es localmente conexo en un punto p si para
cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto conexo V' tal que
p €V CU. Diremos que X es localmente conexo si X es localmente conexo

en todos sus puntos.

Definicién 1.19 Sea X un continuo y p € X, entonces X es semilocal-
mente conexo en p si cada vecindad de p, contiene un abierto V' de p tal
que X \ 'V tiene sdlo una cantindad finita de componentes. Diremos que X
es semilocalmente conexo, st es semilocalmente conexo en cada uno de sus

puntos.

S. B. Nadler Jr. probé la siguiente caracterizacién para los continuos

semilocalmente conexos:

Teorema 1.20 /28, Teorema 3.1, pdg. 208] Si X es un continuo n-equivalente
y semilocalmente conexo en cada uno de sus puntos que no son de corte, éste

debe ser una grifica finita.

1.3. IRREDUCIBILIDAD

Definicién 1.21 Sean X un continuo y A un subconjunto de X, diremos que

X es irreducible con respecto a A, si no hay subcontinuos propios de X que
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contengan a A. Diremos que un continuo X es irreducible si es irreducible con
respecto a un subconjunto que contiene exactamente dos puntos. En este caso
diremos que X es irreducible entre esos dos puntos. Sean R y S subconjuntos
de X . Diremos que un subcontinuo Y de X es irreducible de R a S si existen
re€ RyselS tales que Y es irreducible entre r y s. Dado un continuo X,
diremos que p es un punto de irreducibilidad de X, st X es irreducible entre

p y algin otro punto de X.

A continuacién, mencionaremos algunos teoremas conocidos.

Teorema 1.22 [27, /.35, pdg. 68] Sean X un continuo y A un subconjunto
cerrado de X. Entonces existe un subcontinuo de X, que es irreducible con

respecto a A.

De lo anterior se sigue facilmente el siguiente corolario.

Corolario 1.23 Sean X un continuo y p,q € X con p # q, entonces existe

un subcontinuo Y irreducible entre p y q.

Teorema 1.24 [27, Corolario 11.15.1, pdg. 203] Si X es un continuo in-

descomponible, entonces X es irreducible.
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Definicién 1.25 Sean X un continuo no degenerado y p un punto de X. La

composante de X que contiene a p, estd definida por:

K (p) ={x € X : hay un subcontinuo propio A de X tal que p,x € A}

Los siguientes dos Teoremas, nos dicen la cantidad de composantes que

puede tener un continuo. Para ver su demostracion nos referimos a [27, pags.

201-203).

Teorema 1.26 Sea X un continuo descomponible. Entonces, X tiene erac-
tamente una o eractamente tres composantes. Mas precisamente: Si X no
es irreducible, X tiene exactamente una composante (X mismo), y, si X es

irreducible entre dos puntos x,y € X tiene exactamente tres composantes

(K(z), K(y) y X).

Teorema 1.27 Si X es un continuo no degenerado indescomponible, en-

tonces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

1.4. UNICOHERENCIA

Empezaremos con las definiciones bdsicas.
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Definicién 1.28 Un continuo X es unicoherente si H N K es conexo, para
cualesquiera subcontinuos H y K de X, tales que H U K = X. Diremos que
un continuo X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos
son unicoherentes. Equivalentemente, si H N K es conexo, para cualesquiera

dos subcontinuos H y K de X.

Es claro de las definiciones de continuo unicoherente y de continuo in-

descomponible que:
Teorema 1.29 Cualquier continuo indescomponible es unicoherente.

Definicién 1.30 Diremos que un continuo X es finitamente no unicoherente
st siempre que X = AU B con A y B subcontinuos de X, se tiene que el

numero de componentes de AN B es finito y mayor que uno.

Definicién 1.31 Un triodo es un continuo X que contiene un subcontinuo
H tal que X \ H es la union de tres conjuntos no vacios y mutuamente

separados en X . Un continuo es atriddico, st no contiene triodos.

Definicién 1.32 Un continuo X es encadenable si para cada nimero po-
sitivo €, existe una cantidad finita de abiertos conexos {U;};_, de didmetro

menor que £, tales que UU" =X yUnU; #0 siysdlo sili—j| <1.
i=1
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Teorema 1.33 [4, Teorema 11, pdg. 660]. Sea X un continuo irreducible,
hereditariamente descomponible y hereditariamente unicoherente. Entonces

X es encadenable.

Corolario 1.34 [22, Corolario, pdg. 180] Sea X un continuo hereditaria-
mente descomponible, X es hereditariamente irreducible si y solo si es atriodi-

co y hereditariamente unicoherente.

1.5. ARCOCOMPONENTES

Definicién 1.35 Una arcocomponente de un continuo X es un subconjunto

arcoconexo maximal.

Definicién 1.36 Un rayo topoldgico es un espacio homeomorfo al intervalo

[0, 00).

Utilizaremos el siguiente resultado en el capitulo de irreducibilidad.

Teorema 1.37 [26, Teorema 1, pdg. 188] Si X es un continuo encadenable
con exactamente dos arcocomponentes, entonces una de ellas es un arco y la

otra es un rayo topoldgico.
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1.6. LIMITES INVERSOS Y PROPIEDAD

DE KELLEY

Sean {Xi, Xy, X3,...} una sucesién de continuos y {fZ, f3, f{,...} una

sucesion de funciones continuas y suprayectivas, tales que £/ : X1 — X;
. s i+17 0 ‘2

para cadai € {1,2,...}. Llamaremos a la sucesién {Xi, fi }ifl, una sucesion

inversa y llamaremos limite inverso al espacio

X = lfm { X0, f1} = {(21,22,...) s para cadan € N, fi (z,41) = 2},

considerado como subespacio del espacio producto [[°7; X,.

Cada X,, es llamado, espacio factor del limite inverso y f"! son las
funciones de ligadura.

mi » Um {X,, fi*'} — X denota la proyeccién i—ésima restringida al
limite inverso.

Si, n > m, con n,m € N, f" denotard la composicién fm*lo...o fm .

A continuacién enunciamos algunos resultados sobre limites inversos.

Teorema 1.38 [27, Teorema 2.6, pdg. 20] Sea Xo = lm {X,,, fi*'}. Si A es

un subconjunto cerrado de X, entonces A = lim {70 (A), o |y} =
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[0, 7 (A) N X

Teorema 1.39 [27, Lema 2.4, pdg. 19] Si X es un limite inverso de conti-

nuos, entonces X, es un continuo.

Teorema 1.40 [11, Teorema 2.9, pag. 18] Si Xoo = Um {X,, fi '} es un

limite inverso donde cada X, es unicoherente, entonces X, es unicoherente.

Teorema 1.41 Si Xo, = lm{X,, fi™'} es un limite inverso donde cada
funcion de ligadura es mondtona y cada espacio factor X,, es descomponible,

entonces X, es descomponible.

Demostraciéon. Como X; es un continuo descomponible, A; y By, sub-
continuos propios de X1, tales que X; = A; U By, definimos para cada n € N,
A1 = [H(A,) y Boy1 = f1(B,), por el Teorema 1.10, para cada i € N,
A; v B; son subcontinuos de X;. Es facil verificar que X; = A; U B; y que
Xoo = AU B, donde A = lim {A,, f7' |4, } vy B = lm{B,, fi" |5,,, }
A y B son subcontinuos propios de X, pues su primera proyecciéon no es
todo X;. m

Como una consecuencia de [27, Teorema 12.19, pdg. 246], obtenemos el

siguiente Teorema.
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Teorema 1.42 57 X, = @{X”’f’?ﬂ} es un limite inverso donde cada

espacio factor X,, es encadenable, entonces X, es encadenable.

La siguiente es la definicién de un continuo que tiene la propiedad de

Kelley.

Definicién 1.43 Diremos que un continuo X tiene la propiedad de Kelley
si dada € > 0 existe 6 > 0 tal que si A es un subcontinuo de X, p € A,
g€ X, yd(p,q) <9, entonces existe un subcontinuo B de X tal que, g € B

yH(A B) <e.

Es bién conocido que X tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus
puntos p € X si y sélo si para cada subcontinuo A de X que contiene a p
y para toda sucesién {p,} -, de puntos en X, tal que limp, = p, entonces
existe una sucesion { A, } de subcontinuos de X, tal quep, € A, ylim A,, = A
(ver [6, pag. T4]).

Teorema 1.44 [29, 16.11, pag. 413] Si X es localmente conexo en p, en-

tonces X tiene la propiedad de Kelley en p.

Teorema 1.45 [7, Teorema 2, pdg. 190] Si Xoo = @{Xnafgﬂ} y cada
espacio factor X, tiene la propiedad de Kelley y cada funcion de ligadura

[+t es confluente, X, tiene la propiedad de Kelley.



1.7. CONTINUOS 2-EQUIVALENTES 15

1.7. CONTINUOS 2-EQUIVALENTES

A continuacién enunciaremos los resultados que presenta W. S. Mahavier
en [20].
Con respecto a los continuos localmente conexos, demuestra el siguiente

Teorema.

Teorema 1.46 [20, Teorema 3, pdg. 244] Si X es un continuo 2-equivalente
y localmente conexo, entonces X es una curva cerrada simple o un triodo

simple.
De hecho prueba el siguiente Teorema:

Teorema 1.47 [20, Teorema 1, pdg. 244] Sea X un continuo 2-equivalente
que contiene un arco. Entonces X es una curva cerrada simple, un triodo

stmple o un continuo irreducible.
Respecto a los continuos no localmente conexos, obtiene lo siguiente:

Teorema 1.48 [20, Teorema 4, pdg. 245] Si X es un continuo 2-equivalente
que contiene arcos, es descomponible y no es localmente conexo, entonces X

es la cerradura de un rayo topoldgico.
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1

La cerradura de la gréifica de la funcién sen% en el intervalo (0, ;], es un
ejemplo con las propiedades que establece el Teorema 1.48. R. Bennett en [2]
muestra otro ejemplo con estas propiedades, cuyo residuo, a diferencia de la
curva sen %, es un continuo homeomorfo al continuo total.

Mahavier en [20] presenta también un ejemplo de un continuo encadenable
que no contiene arcos y cuyos dos tipos de subcontinuos son descomponibles,

es decir que se trata también de un continuo hereditariamente descomponible.

Este ejemplo es un continuo hereditariamente 2-equivalente (ver [5, Teorema

4]).



Capitulo 2

IRREDUCIBILIDAD

2.1. IRREDUCIBILIDAD

Todos los ejemplos de Mahavier en [20] y los ejemplos nuevos que hemos
encontrado de continuos 2-equivalentes, (excepto una curva cerrada simple y
un triodo simple) resultaron irreducibles. Esto me llevé a plantear la siguiente

conjetura:

Conjetura 2.1 Sea X un continuo 2-equivalente. Entonces X es una curva

cerrada simple, un triodo simple o un continuo irreducible.

De ser cierta esta conjetura, clasificarfamos a los continuos 2-equivalentes
mediante dos familias ajenas: la de los continuos irreducibles y otra familia

17
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que contiene solamente dos elementos: la curva cerrada simple y el triodo
simple.
La finalidad de esta seccién es presentar condiciones que implican que un

continuo 2-equivalente es irreducible.

Veamos primero cémo serfan algunos continuos 2-equivalentes, no irre-

ducibles. Los siguientes Lemas -que aplicaremos en los dos Teoremas siguentes
nos dicen que un continuo 2-equivalente que no es irreducible y que contiene
un indescomponible, debe ser homeomorfo o bien a un indescomponible o a

un 2-indescomponible.

Notaremos que las pruebas son similares, es decir, no importa si son uni-
coherentes o no, pero las enunciamos en diferentes lemas, pues nos interesa

la descomposicion explicita que se da en cada uno.

Lema 2.2 Sea X un continuo 2-equivalente. Si X no es ni irreducible ni
hereditariamente descomponible, entonces X es homeomorfo a AU B, con A
y B subcontinuos indescomponibles de X (y por lo tanto, irreducibles). Mas
atin, A es irreducible de ¢ a x, con c € A\B yx € AN B y B es irreducible

ded ax, cond e B\A.
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Demostraciéon. Ya que X no es irreducible, X es descomponible. Sea
X = AU B’ donde A’, B' son subcontinuos propios de X y sean ¢ € A"\ B,
de B\A"y x € AN B'. Por ser X un continuo 2-equivalente, tiene dos
tipos de subcontinuos, los homeomorfos a X y los que no, es decir los indes-
componibles. Por el Teorema 1.22, existe A subcontinuo de A’, irreducible
de ¢ a x. Andlogamente, existe B subcontinuo de B’ irreducible de d a z.
Recordemos que X no es irreducible, con lo que tenemos que A y B son
indescomponibles. Es claro que A U B es un subcontinuo descomponible de
X, por ello AU B es homeomorfo a X. Por otra parte c € A\B, z € ANB

y d € B\ A. Asi tenemos la conclusién deseada. m

Del Teorema 1.22, obtenemos el siguiente Lema, para el caso especifico

de los continuos no unicoherentes.

Lema 2.3 Sea X wun continuo 2-equivalente y mo unicoherente. Si X no
es ni irreducible, ni hereditariamente descomponible, entonces existen A, B
subcontinuos de X, indescomponibles tales que X es homeomorfo a AU B y
AN B no es conexo. Ademds, A y B son irreducibles de p a q, conp € P y

q € Q, donde P y Q) son dos componentes distintas de AN B.
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Demostracién. Como X no es unicoherente X = EF U F con E, F €
C'(X)y ENF no conexo. Sean Py ) dos componentes de F'N F. Elijamos
p € P, g € Q. Por el Teorema 1.22, existe un subcontinuo A contenido en E
que es irreducible de p a q. Andlogamente, existe B € C' (F'), irreducible de p a
q. Como X es 2-equivalente y no es irreducible, A y B son indescomponibles.

Pero AU B es un subcontinuo descomponible, asi que AU B es homeomorfo

aX. m

El siguiente Teorema muestra que los continuos 2-equivalentes que son
unicoherentes pueden clasificarse mediante las siguientes dos familias: la de
los continuos irreducibles y la de los continuos hereditariamente descom-

ponibles.

Teorema 2.4 Sea X un continuo 2-equivalente y unicoherente. Entonces X

es hereditariamente descomponible o irreducible.

Demostracién. Sea X un continuo 2-equivalente y unicoherente. Supon-
gamos que X no es hereditariamente descomponible. Si X es indescom-
ponible, entonces, por el Teorema 1.24 X es irreducible y habrfamos ter-
minado. Asi que, supondremos que X es un continuo descomponible que

contiene un subcontinuo indescomponible.
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Con el objetivo de llegar a una contradiccién, supongamos que X no
es irreducible. Como se cumplen todas las hipdtesis del Lema 2.2, existen
A, B € C(X) tales que X = AU B, con Ay B irreducibles de c a x y de d

a x, respectivamente, con ¢ € A\B,d € B\Ay z € AN B.

Sea N un subcontinuo de X, irreducible de ¢ a d. Mostraremos que N
contiene a A y B. Para ello probaremos que A es irreducible de ¢ a cualquier
elemento e € AN B y, andlogamente, que B es irreducible de d a cualquier

ec ANB.
Sean e € AN B y R un subcontinuo de A irreducible de ¢ a e.

Como X no es irreducible, A y B son indescomponibles (de lo contrario
X no serfa 2-equivalente). Supéngase que R # A. Recordemos que por la
unicoherencia de X, AN B es conexo, luego R U (AN B) es un subcontinuo
de A que contiene a cy a z, asi RU(ANB) = A. Pero Ry (AN B) son
subcontinuos propios de A, lo cual es una contradiccién, ya que A no es

descomponible. Por lo tanto R = A, es decir, A es irreducible de ¢ a e.
Anédlogamente B es irreducible de d a e, con e € AN B.

Ahora como NN (AN B) # 0, existe n € NN (AN B). Entonces N es un
subcontinuo de X tal que ¢,d,n € N, por lo que N debe contener a A y a

B. Asi N = X, lo cual es una contradiccién pues N es irreducible y X no lo
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es. m

Consideraremos ahora, el caso en el que X es un continuo finitamente no

unicoherente.

Teorema 2.5 Sea X un continuo 2-equivalente y finitamente no unicohe-

rente. Entonces X es hereditariamente descomponible o irreducible.

Demostracién. La idea de la prueba es sencilla. Supondremos que X no
es ni irreducible ni hereditariamente descomponible, con ello construiremos
un subcontinuo irreducible homeomorfo a X. Con esta contradiccién llegamos
al resultado.

Supongamos que X no es irreducible. Entonces, se cumplen las hipétesis
del Lema 2.3, asf que existen dos subcontinuos indescomponibles £ y F' de X
tales que X = FUF y ENF no es conexo. Ademés, E' y F son irreducibles
depagconp e Pyqe (@, donde Py (@ son dos componentes distintas
de E'N F'. Probaremos ahora que E es irreducible de r a s para cualesquiera
rePyseqQ.

Sean r € P, s € () y G un subcontinuo de F, irreducible de r a s.

Supongamos que G no es E. Entonces P, () y GG son subcontinuos propios
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de F'y PUQ UG contiene a py agq, asi que PUQ UG = E, lo cual es
una contradiccién a menos que, PUG = F o Q UG = E. Supongamos que
P UG = FE (el otro caso es semejante). En este caso, se tiene que ¢ € G
(y por lo tanto p ¢ G, pues ¢,p € G implica que G = E), ¢ ¢ P,p€ Py
p ¢ G, con lo cual, Py @ son subcontinuos propios de E y obtenemos una
contradiccién, pues E es indescomponible. Por lo tanto E es irreducible de r
as,Vr € PyVs e Q. De forma similar, se puede probar que I es irreducible

deras, Vre PyVseQ.

Sea 7 el conjunto de componentes de £ N F. Como X es finitamente
no unicoherente, 7 es finito y por lo tanto F'\ U T es un abierto que

TeT—{P}
contiene a P. Por el Corolario 1.8, existe un subcontinuo K de F' tal que

PCKyKNT=0,paratodaT € T — {P}.

Sean k € K \ P, H C K un subcontinuo irreducible de k¥ a P y L un

subcontinuo de £ U H irreducible de ¢q a k.
Probaremos que L es homeomorfo a X.
Empezaremos probando que £ C L.

Sea C' la componente de L N E que contiene a ¢, entonces por el Teorema

1.7, CNL\(LNE) # 0.
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Con esto, obtenemos que ) # CNLN(LNE) =CNLN(LCUE®) =

CN(LN L) U (LN E°) = CNLN E° = CNL\E. Por otra parte L\F C H\E
y por lo tanto L\E ¢ H\E C H = H. Asi, CN H # (. Pero C C E, de
donde C'N (H N E) # 0.

Por otro lado HNE C P, asi que C NP # () y como E es irreducible de

q a r para cualquier r € P, entonces C = FEy E C L.

Ahora probaremos que H C L.

Recordemos que H es un subcontinuo de F', irreducible de k¥ a P, en
consecuencia H es un subcontinuo irreducible de k a p, para todop € PN H.

Sea D la componente de L N H que contiene a k. Por el Teorema 1.7,

DNL\(LNH)#A0.

Asi, DNLN(LNH) =DNLN(L¢UH®) = DN(LNLe) U (LN He) =
DNLNHe#{.

Entonces DN L\ H # 0.

Como L C H U E entonces L\H C E\H, y por lo tanto D ﬂE\—H + .

Como FE es cerrado, E\ H C E = E.

Ast, DNE #QOyDNH#0 (yaque k € DN H). Como D es conexo
DN (HNE) # (. Por otra parte, HN E C P, entonces D N P # () ya que

H es un subcontinuo irreducible de k£ a r, para todor € PN H y D es un
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subcontinuo de H que contiene a k£ y a p, entonces D = Hy H C L.

De lo anterior se sigue que ¥ UH C L y como q € E'y k € H, entonces
L = FUH, ademds, como k € H\ E, L es descomponible y por lo tanto L es
homeomorfo a X. Esto contradice que L es irreducible y queda desmostrado

lo que se queria. m

2.2. UNICOHERENCIA

Otra conjetura que tenemos es la siguiente:

Conjetura 2.6 Fl inico continuo 2-equivalente que no es unicoherente, es

la curva cerrada simple.

Lo que probaremos en esta seccién es que el inico continuo 2-equivalente

y no unicoherente que contiene arcos es la curva cerrada simple.

Sea F un arco con puntos extremos e y f. Denotaremos por ef al arco
E. Mas atn, si x,y son dos puntos del arco, denotamos como 7y al subarco

de E que tiene como extremos a x y y.

Lema 2.7 Sea X un continuo 2-equivalente y no unicoherente, supongamos
que X =Y UZ, dondeY, Z son subcontinuos propios de X, Y NZ es disconezxo

y Y es un arco. Entonces X no es irreducible.
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Demostracién. Sean p,q € X, mostraremos que existe un subcontinuo
propio de X que los contiene. Si ambos puntos estdn en Y o en 7, ése serd el
subcontinuo propio que contiene a {p, ¢}. Supongamos quep € Y\Z yq € Z.
Sean S,T dos componentes distintas de Y N Z, s € Syt € T. Tenemos 2
casos:

Caso 1. p € st. En este caso, A = 5p es un subarco propiode Yy AU Z
es un subcontinuo propio de X que contiene a p y q.

Caso 2. p ¢ st. En este caso hay dos opciones: ¢ € Ps o s € pt. Supongamos
que t € ps, pues la otra opcién es semejante. Si A = pt, entonces AU Z es

un subcontinuo propio de X que contiene a py ¢q. m

Teorema 2.8 Sea X un continuo 2-equivalente, no unicoherente que con-

tiene arcos. Entonces X no es irreducible.

Demostraciéon. Sean A y B subcontinuos propios de X y supongamos
que X = AUB y que AN B no es conexo. Sean = y y puntos en componentes
diferentes de ANB y sean G'y H continuos irreducibles entre x y y contenidos
en A y B respectivamente. Si alguno de los dos G o H fuera un arco, por
el Lema 2.7, tenemos que G U H es un continuo no irreducible contenido
en X, de tal manera que X serfa homeomorfo a G U H y por lo tanto, no

serfa irreducible. En este caso habriamos terminado. Supongamos entonces
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que ni G ni H son arcos, asi que G y H son homeomorfos a X y por lo tanto
GUH es homeomorfo a X. Ahora demostraremos que GU H no es irreducible.
Veremos que si a,b € GU H, entonces existe un subcontinuo propio de GU H
que contiene a {a,b}. Basta considerar el caso en el que a € Gy b € H.
Ya que G es ireducible entre z y y, (recordemos que X es descomponible),
si @ no es un elemento de la composante K (x) de z, entonces se tendria
que G es irreducible de a a z, y entonces K (x) # K (a) # G. Si ademés
a no es un elemento de la composante de y, entonces G serfa irreducible
deaayyK(y) # K(a) # G, (por ser G descomponible e irreducible, el
Teorema 1.26 nos garantiza estas tres diferentes composantes) pero en este
caso tendriamos que hay cuatro diferentes composantes K (z), K (a), K (y)
y G, contradiciendo el Teorema 1.26. Con lo que a es un elemento de la
composante de z 6 a es un elemento de la composante de y. Entonces se
puede construir un subcontinuo propio de G' que contiene a ay ax 6 a a'y
a y. De aquif se sigue facilmente que existe un subcontinuo propio de G U H

que contiene a {a, b} y que G U H no es irreducible. m

Corolario 2.9 X es homeomorfo a S* si y sélo si X es 2-equivalente, con-

tiene arcos y es no unicoherente.

Demostraciéon. Si X es homeomorfo a S es clara la conclusién.
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Supongamos que X es 2-equivalente, contiene arcos y es no unicoherente,
entonces por el Teorema 2.8, X no es irreducible y por el Teorema 1.47, X

es homeomorfo a S'. m

2.3. ARCOCOMPONENTES

Teorema 2.10 57 X es un continuo 2-equivalente, entonces X tiene una,

dos o una infinidad de arcocomponentes.

Demostracién. Si X es arco conexo, X sélo tiene una arcocomponente.

Supongamos que X no es arco conexo. Sea n € N, el niimero de arcocom-
ponentes de X.

Demostraremos que n = 2.

Como X contiene arcos y no es localmente conexo, se sigue del Teorema
1.47 que X es irreducible. Si X es descomponible, entonces por el Teorema
1.48 X es la compactacién de un rayo R con residuo un continuo K.

Supongamos que K no es un arco. Entonces K es homeomorfo a X y por
lo tanto K es la cerradura de un rayo topolégico Ry con residuo un continuo
K5, con K5 homeomorfo a X y para cada entero positivo m obtendriamos

que K,, es la cerradura de un rayo topolégico R,, con residuo un subcon-
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tinuo homeomorfo a X, tomando m > n se contradice que X tenga n arco
componentes. Se sigue de aqui que K es un arcoy n = 2.

Si X es indescomponible, entonces se sigue del Teorema 1.27 que X tiene
una infinidad no numerable de composantes y como por definicién cada ar-
cocomponente esta contenida en una composante, X no puede tener n arco

componentes. B

Corolario 2.11 57 X es un continuo 2-equivalente y tiene dos arcocompo-
nentes, entonces X es homeomorfo a una compactacion del rayo con residuo

un arco.
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Capitulo 3

LIMITES INVERSOS Y

PROPIEDAD DE KELLEY

Este capitulo tiene dos finalidades:

1. Probar el Teorema 3.3 que nos da condiciones para que un limite inverso
con la propiedad de Kelley, sea la compactacién de un rayo topolégico.

La importancia de este Teorema reside en que da condiciones para que a
partir de un continuo encadenable D con la propiedad de Kelley, se construya
otro continuo £, también encadenable y con la propiedad de Kelley que sera
la cerradura de un rayo topolégico con residuo D.

2. Dada esta herramienta, mostrar que existe un continuo 2-equivalente

31
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X que es la compactacién de un rayo topoldgico, con residuo homeomorfo
X.

Recordemos un poco de limites inversos. Sean { X7, X, X3,...} una suce-
si6n de espacios métricos y {fZ, f3, f4,...} una sucesién de funciones con-

(Xi11) = X;. Llamamos espacio factor a cada X; y a firt

tinuas con fit! !

)

funcién de ligadura, i € N. El limite inverso, de la sucesiéon {X,, f"™}
Xoo = lim {X,,, f*'} se define como;
Xoo = {(z1,29,73,...) : 7, € X,, y para cada n, f""(x,.1)=z,} con-

siderado como subespacio del espacio producto [[;°; X;.

Denotemos por 7; : Xoo — X, la proyeccién natural i-ésima restringida a
Xoo-

Si K es un subcontinuo de X, denotaremos K; = m; (K).

Si cada X; = X, denotaremos a X, = lm{X, fi*'} o lim{X, f} si

ademds, cada ft! = f.

En esta seccién usaremos sucesiones {I, I, I3, ...} de subintervalos de
I =[0,1], y sucesiones de funciones {fZ, 5, f&,...}, con fit* (I;;1) = I,.
La distancia entre dos puntos (x1, 22, x3,...) v (Y1, Y2, Y3, - - .) estd definida

por d ((z1,22,23,...), (Y1, Y2, 3, ---)) = Zz‘:1 ‘JC’Q;M
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3.1. TEOREMA DE LIMITES INVERSOS

3.1.1. Primer Teorema de limites inversos

El Teorema que probaremos a continuacién, nos da condiciones para que

un limite inverso de intervalos sea la cerradura de un rayo topoldgico.

Teorema 3.1 Sea f : I — I, una funcion continua, donde I = [0,1] y f

cumple:
4x 51 T € [O, ﬂ
f(z)= %—21’ St 336[;11,%]
() =[]

Sea X = lim {I, f}. Entonces X es la cerradura de un rayo topoldgico R

y K = @1{[%,1} f |[%1]} es el residuo.

Demostraciéon. Sea X como en la hipétesis del Teorema. Para cada

entero positivo n, sea

a, = {($1,l‘2,...) ceX:x,< —}

Notemos que:

1. a,, C ayyy1, pues si x € oy, entonces, x,, € [O, %) y por la definicién de
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f y de limite inverso x,1 = f (x,) € [O, %), asi & € Qpy1.

2. Ty |a, €s un homeomorfismo de «;, en [0, %), pues cada coordenada de

un elemento de a,, estd determinada por la coordenada n-ésima.

. 2 . 1 1 . 1
3. x € ap N\, siysdlosix, € [g, 5), pues si x, € [0,§) entonces

Tpo1 = f(x,) =4x, € [0, %), con lo que = € ay,_1.

o0
Mostraremos a continuacién que R = U o, es un rayo topolégico. Primero
n=1
oo
observése que R = a; U U (ap N Qpq).
n=2
Definimos ¢ : R — [0, 00) como:
T si Tr e o
o (x) =
3(n=1) _ 11 1
xn+T S1 T EQy,\NQy_1 =T, [§’§)

Probaremos ahora que o es un homeomorfismo.

o es suprayectiva, pues si r € [0, 00) entonces r € [O, %) = 0 () o existe

n>1 tal que r € |32, W) =0 (o \ Q).
Denotemos por B, a o (a, ~a,_1),sin > 1y B = [0,%) = o (ay).

Veremos que o es inyectiva. Debido a que B,, N B,,, = () si n # m, la igualdad

o(x) = o(y) implica z,y € ay 6 =,y € a, \ a_1, n > 1, y por lo tanto

o(z) =x1 =y = o (y) enel primer caso, 6 o () = mn+@ = yn—i—@ =
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o (y) en el segundo caso. Asi en ambos casos x, = y, y como m, |, es un
homeomorfismo, = = .

Continunidad de o

Veremos ahora que o es una funcién continua.

Las funciones 0|, ¥ 0ja,—a,_, SO continuas. Se sigue de aqui que si
€ m1[0,3) = ar 6 x € m,' (3, 3), entonces o es continua en z, ya que

tanto a; como 7! (%, %) son subconjuntos abiertos de R. Sélo falta probar

que o es continua en cada elemento de 7! (%) Sea z € ! (%), es decir
T, (¥) = x, = 5. En este caso
3(n—1 1 3(n-1 an 1
J(x):xn+¥:—+¥:———. (1)

Sea ¢ > 0. Entonces existen mimeros reales positivos dg, §; y d2 con las

siguientes propiedades:

a) Siy € a, —a,_1yd(z,y) <dp, entonces |o (z) — o (y)| < e
b) Sis,t €[0,1] y |s —t] < b1, entonces |f (s) — f(t)] <e€
c) Siye Ryd(x,y) < 02, entonces |7, () — 7, (y)| < min {(51, 33—2}

Sean § = min {dg,d2} y y € R.
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Consideraremos dos casos:

Caso 1 m, (y) =y, >

ool

En este caso y € a, \ a1y como § < dg, se sigue del inciso (a) que
o (x) =0 (y)] <e.
Caso 2 y, < %.

Como d (z,y) < 02, del inciso (c), se tiene que x, — y, < 33—2 = % > Y, >

1 1
@jyn—1>§:>

3(n—2)

- )

g (y) = Yn—1 +

Ahora, como z,, — y, < J1, se sigue de (b) que |f (x,) — f (yn)| < £. Serd

suficiente demostrar ahora, que |o(z) — o (y)| = |f (x,) — f (yn)|- Ya que

fan) =5 ¥ f(Yn) =yn-1 < g <3, entonces |f (z,) — f ()| = 5 — Y-1-

Ademsds, se sigue de (1) y (2) que o(z) — 0(y) = 3 — Yn_1.

Con el fin de demostrar que la funcién o=! : [0,00) — R es continua,

definimos A : [0,00) — [0, 1) como

tsite Bl
A(t) =
() {t—%sweBnrwl
Recordemos que B; = [O,%) = o(a1) y que B, = [3n8—273(n+81)—2) _

o (an \ ap_1).
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Es facil verificar lo siguiente:

1) A |g,: B, — [0, 3) es continua, para toda n.

2)Sin>1yte B, : <A(t)<

N[ =

1
8

3) Sit € By, m;' (A(t)) consta de exactamente un punto en |J a,, y
m=1

o tt)=m (A(#) € a,\ a1 C R.
Se sigue de 3) que 07! |5, es continua para cada n. Puesto que [0, 00) =

! es continua en puntos de la forma 3=2. Dado

o0
J By, bastara probar que o~ S

n=1

z € [0,00) denotaremos x,, = 7, (0" (2)). Sea t = =2, Entonces = A (t),

sean t, = A(1), th = to =3 = ... = by = 5 ¥ by = [ (3) =
4%. () sij > 1.Seane > 0y & > 0 tales que si |u— 1| < ¢ entonces
| /5 (u) — f*(3)| < e paracada k € {1,2,...,n—2}. Sea § = min {},¢,6'}.
Si s € [0,00) y |s—t <, entonces como § < i, s € B,_1 UB,. Ya
que 0~! |p, es continua, bastard considerar el caso en que s € B,_;. Pro-
baremos que |s; —t;| < € para j € N y con esto quedard probado que
d(c7(s),07(t)) < e. Nétese que s,_1 = A(s) = s — 3(";#, por lo tan-
to |Sp_1 — tho1| = ‘(s—%) —%‘ = ‘3—%‘ =ls—tl <d <e
Ademds, como t,,_; = %, la eleccién de ¢ implica que ‘f’“ (8p-1) — f* (%)‘ =

|Sn—1-k — tn—1-k| < &, para cada k € {1,2,...,n — 2}, es decir |s; —t;| < ¢

para j € {1,2,...,n—2}. Como s,_1,t,_1 € [0,3) y f*(u) = % para
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Spn—1—ln—1
4k

u € [0,3), se tiene que ’f‘k ($p_1)— f7F (tn,l)’ = | < 4 < € para
cada k € {1,2,...,n — 2}. Por lo tanto |s; — t;| < ¢ para j > n. Con esto se

concluye que oc~! es continua.

Nétese que f([3,1]) C [3,1], asf que podemos definir:

K=t 3] g

Entonces X = RUK, pues si x = (21, 29,...) € Xy, < % para alguna
n, entonces r € o, C R. Six,, > %, para toda n, entonces z € K. Claramente
RNK = 0.

Demostraremos ahora que R\ R = K. Basta demostrar que K C R, para
esto observamos que, por la definicién de la distancia, siz,y € X = lim {I, f}
y, para algin k € N, x; = yy, entonces d (z,y) < 2%

Sea x € K. Entonces z,, € [%, 1} paracadan € N. Seane >0y n € N
tales que 2% <e.

Por definicién de f, f ([0,1)) = [0,1]. Entonces existe y € [0,1) tal que
f(y) = z,. Asi, hay un punto p, en «,,; cuya (n + 1)-ésima coordenada es ¥,
lo cual implica que d (z,p,) < 2% < €. Por lo tanto K es un subconjunto de

R. Entonces M es la cerradura de un rayo topolégico R tal que R\ R = K,

que es un continuo. =
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3.1.2. Teorema principal de limites inversos

Para dar la demostracién del Teorema principal de esta seccién, nece-

sitaremos el siguiente Lema.

Lema 3.2 [10, Lema 2.2 p.193] Supdngase que M = lim {X;, f;} donde, para
cada i, X; es un continuo. Sea € > 0, entonces existe un entero positivo N
y un numero positivo 0 tales que si H y K son subcontinuos de M tales que

Hy (Hy, Ky) < 0, entonces H(H, K) < e.

Teorema 3.3 Sea X = lim{/, f}, donde I = [0,1] y f : [ — I es una

funcion continua tal que:

1}} tiene la propiedad de Kelley.

Entonces X es un rayo topologico con residuo C' y X tiene la propiedad

de Kelley.
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Demostracion. Por el Teorema 3.1, X es un rayo topoldgico y tiene a
C' como su residuo.

i) Notemos que si p es un punto del rayo entonces por el Teorema 1.44,
X tiene la propiedad de Kelley en p.

Sea € > 0.

i1) Como C tiene la propiedad de Kelley, existe un nimero positivo §; tal
que si A es un subcontinuo de C', r es un punto de A y s es un punto de C'

tales que d (r,s) < 01, entonces hay un subcontinuo B de C con s en B y

H(A,B) <3.

Sea €1 un mimero positivo menor que £ y 0;.

i71) Usando €7 en el Lema 3.2, hay un nimero positivo d < §; y un entero
positivo N tales que si H y K son subcontinuos de X con Hy (Hy, Ky) < 02,
entonces H (H, K) < ;.

iv) Como f es uniformemente continua, existe un nimero positivo d3, tal

que si z y y son puntos de Xy con |z — y| < d3, entonces |f () — f (y)| <

=2}

?.
Sea § = 21‘3%, y supoéngase que H es un subcontinuo de X, p es un punto

de H y ¢ es un punto de X tales que d(p,q) < 6, entonces d (p,q) < 21@11,

luego [pn41 — qn41| < ds.
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Sea J el arco irreducible respecto a Hy1 U{qn41}. Es decir, J es el arco
tal que Hyy1U{gn+1} C J y si A es un subarco tal que Hy,1U{gns1} C A,

entonces J C A.

Veremos que Hy (Hy, f (J)) <% < 8,. Sea z € f (J), entonces existe y
en J tal que z = f (y), luego como y € J, existe un elemento z en Hy,; tal
que |y — z| < |pn+1 — gy por la irreducibilidad de J. Luego |y — z| < d3
v |f (y) = f(2)] < % < 65. En consecuencia, para cualquier elemento z, en

f(J), existe f(z) en Hy tal que |z — f(2)] < %2, y ya que Hy C f(J),

entonces Hy (Hy, f (J)) < 6a.

Consideremos dos casos:

1
Caso 1 gny2 < 5.

En este caso tenemos 2 posibilidades

Caso 1.1 Hy; contiene a 1.

Por la definicién de f, existe un subintervalo de I, [z,y]| C [O, %] tal que
f (Jx,y]) = J, ademds lo podemos elegir, de tal forma que qy.2 € [2,9] ya

que gni1 € J Y qnia < % Definamos a K como el subcontinuo de X tal que
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KN+2 = [may] y

N[, y]) st i< N +2

frOWNF2) ([2,9]) si i > N +2

Con lo que se cumple que f (K1) = K; y por lo tanto K estd bién definido,
ademds ¢ € Ky Ky = f(J) y dado que H (Hy, f (J)) < 2, se tiene que
H(H,K) < 3.

Caso 1.2 1 ¢ Hy, 4. Consideremos dos posibilidades.

a) Si Hyyq C [%, 1} en este caso elegimos:

[z, y] € [0, 3] tal que f([z,y]) = J signy2 < g O

[z,y] C [§.3] tal que f ([v,y]) = J si § < qni2 < 3.

Si ahora definimos a K como en el caso 1.1, obtenemos que H (H, K) < «.

b) Si Hy,1N [O, %) # (), como H o es un subcontinuo y Hy 2N [0, %) # ),
Hy.o C [0, i)’ asi que H C ay,2, donde ay o = {(xl, L) EX N < %}
(ay42 es el subconjunto del rayo definido en el Teorema 3.1). En este caso
obtenemos que p € H C a2, asi que p es elemento del rayo y por i), X
tiene la propiedad de Kelley en p.

1
Caso 2 qny2 > 3.

Para este caso consideraremos dos opciones:
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21JC [5.1]

22JN1[0,3) #0

Caso 2.1

Como gni2 > 3y J C [3,1], Hy41 C [3,1]. Definamos A como sigue.
Si H; C [1,1] para toda i € N, definimos A = H. Si H; N [0,1) # 0 para
alguna 7, definimos a A de la siguiente forma:

Sea j+1 = min{iEN:Hiﬂ [0,%) #@} (es claro que j > N + 1),
usando el Teorema 1.12, f |[%71] es débilmente confluente, con lo que elegi-
mos una componente A;; de f! ][%71] (H;) tal que f(A;4+1) = H;. Con-

tinuamos definiendo A inductivamente, en general, para i > j, elegimos

Aiy1 la componente de ! |[171] (A;), tal que f(A;+1) = A;. Con lo que

A; +1} es un subcontinuo de C' que coincide con H al menos

A=t {4, f
en las primeras N 4 1 coordenadas. Por la eleccién de 6, de 7ii) y ii) se tiene
que H (A, H) < 3.

Definamos r y s de manera similar: Sea r; = p;, si p; > %, (p = rsi
pi > % para toda i), si j+ 1 = min{i eN:p < %}, como f([%,l}) =
[1,1], elegimos 741 € [3,1] tal que f(rj41) = r;. Continuamos definiendo

r inductivamente, en general, para ¢ > j, elegimos ;11 € [%, 1}, de tal forma

que f(rip1) = r;. Asi, r es un elemento de C' que coincide con p al menos en
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las primeras N + 1 coordenadas. Definimos s en C' de manera semejante a r,
ahora, tal que s; = ¢; para aquellas ¢ donde ¢; € [%, 1} , asi, s serd un elemento
de C que coincide con ¢ al menos en las primeras N + 2 coordenadas.

Dado que |ryy1 — sni1| < d3 se tiene |ry — sy| < 2. Por la eleccién
de dq, d(r,s) < d; y como C tiene la propiedad de Kelley, existe B un
subcontinuo de C' tal que s es un elemento de By H (A, B) < 5. Por lo tanto
H(H,B) < %.

Si g € B, tomemos K = B, con lo que habriamos terminado.

Si ¢ ¢ B, existe i mayor que N + 2 tal que ¢; < %

Seaj+1:m1’n{z'€N:qi<%}.

Construiremos K como en el caso 1.1.

Como f ([0, %D = [0, 1], hay un intervalo [z, y| contenido en [%, }L] 0 en
[ 3] tal que gy € [w,y] v tal que f ([z,y]) = B;.

Sea Kji1 = [1,y], Kjyo = 1 (Kjn), Kjpz = [ (Kjp2), ... y s
i<j+1,sea K; = fIT (K1), Ast K = @{Ki,f]m“} es un continuo
que contiene a ¢ y tal que Ky = By pues K; = B; y se tiene por iii) que
H(H, K) <e.

Caso 2.2

Tenemos gy+2 > 3y J N [0,3) # 0.
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Si f(J) C [%, 1}, entonces procedemos como en el caso anterior usando

f(J) en lugar de J, de la siguiente forma.

Como f(J) C [%, 1], Hy C [%, 1}. Definamos A como en el caso 2.1.

A, = H;, si H; C [%,1], es decir, A; = H; para ¢ < N. Usando que

1
27

f es débilmente confluente en [ 1}, elegimos una componente Ay.; de
f _1|[ 11] (Hy) tal que f (Any1) = Hy. Continuamos definiendo A inductiva-
27
mente, en general, para ¢ > N, elegimos una componente A; ; de f~! |[ 1]
2?

(A;), tal que f (A1) = A;. Asi A = lim {Ai, f’Ai+1} es un subcontinuo de C

que coincide con H en las primeras N coordenadas, con lo que H (A4, H) < .

Definamos r y s de manera similar. Sea r; = p;, si p; > % Sea j+1=

ml’n{i eN:p; < %}, como f ([%, 1}) = [%, 1], elegimos 711 € [%, 1] tal que

f(rj41) = rj, (en el caso de que no exista tal entero, p = r). Continuamos

definiendo r inductivamente, en general, para ¢ > j, elegimos r;,; € [%, 1},

de tal forma que f (r;41) = r;. Con lo que 7 es un elemento de C' que coincide

con p al menos en las primeras N coordenadas. Como en el caso 2.1, definimos

s en C' de manera semejante a r, ahora, tal que s; = ¢; para aquellas ¢ donde
1

q; € [5, 1}, asi, s serd un elemento de C' que coincide con ¢ al menos en las

primeras N + 2 coordenadas.
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Dado que rv = py ¥y Sy = qn se tiene que |ry — sy| < dy y por la
eleccion de dq, d (1, s) < §; y como C' tiene la propiedad de Kelley, existe un
subcontinuos B de C tal que s es un elemento de B y H (A, B) < . Por lo
tanto H (H, B) < %.

Nuevamente, si ¢ € B, tomemos K = B. Si ¢ ¢ B, existe i mayor que
N + 2 tal que ¢; < %

Seaj+1:m1'n{z'€N:ql-<%},conj+1>N+2.

Construiremos K como antes.

Como f ([O, %D = [0, 1], hay un intervalo [z, y| contenido en [é, }L] 0 en
[4,1] con gj.1 en [z,y] tal que f ([z,y]) = B;.

Sea Kj1 = [2,y], Kjyo = 71 (K1), Kjps = [ (Kjpa), ysii <j+1,

sea K; = fiti— (K1) AsT K = lgn {Ki, flx

i } es un continuo que contiene

a qy tal que Ky = By pues K; = B, y se tiene que H (H, K) <

WM

Si f(J)N [O, %) # (), entonces existe un elemento y menor que % en f (.J),
Por la definicién de f, y = f (z), donde = elemento de J que es menor que i
Y COMO G2 > 3, qn+1 = 5. ast f ([3,3]) € J y porello [3,1] C f(J).

Sea yo = min{y : y € f(J)}. Entonces f (J) = [yo, 1].

Sea Ky = f(J), Kny1 = [T (Ky) = [9,1], Kno = [ (Kya) =

[%1], ...
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Sii< N, K; = fN"i(Ky).

K =1im {K, f

Ki+1}

Como g € K y H (Hy, f (1)) < 85 y Kn = f (J),

se tiene que H(H,K) <ec. m

3.2. UN CONTINUO 2-EQUIVALENTE CON

LA PROPIEDAD DE KELLEY.

En la seccién 1, describiremos a los continuos que serdn los espacios fac-
tores para construir un limite inverso, que serd un continuo 2-equivalente
con las siguientes propiedades: Es la cerradura de un rayo topolégico, cuyo
residuo es homeomorfo al continuo total y tiene la propiedad de Kelley.

En la seccion 2, daremos algunas propiedades de los puntos en los espacios
factores, que nos servird para demostrar la continuidad y la confluencia de
las funciones de ligadura. Con el fin de hacer mds clara la exposicién, en ésta

y las siguientes secciones, haremos primero la demostracién para el primer y
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segundo espacio factor y para la primera funcién de ligadura, luego hacemos
la prueba para el caso general.

En la seccién 3, mostraremos la continuidad y la confluencia de las fun-
ciones de ligadura.

En la seccién 4, construiremos el ejemplo y probaremos las propiedades

deseadas.

3.2.1. Espacios factores

La funcién g que definiremos enseguida, nos permitird definir a los espa-
cios factores:

Sea g : [1,1] — [0,1] definida por g (z) =2z — 1 y sea g~ su inversa.

Sean X; = lim {I, f1}, I =[0,1] y fi: I — I, definida como sigue:

(

4z si x € [0, }1]

[N
w0
—
&
m
L
N [=
[S—y
—

Entonces X; es homeomorfo al intervalo [0, 1], pues, por el Teorema 3.1,

X es la cerradura de un rayo topolégico R, con residuo un continuo K; =

@1{[%,1} 1 ][%1}} ={(%,1,...)}. Recordemos que
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Xi={(3.1..)}uU (nogla,ﬁ) conal ={r€X;:z, <1}

Claramente X tiene la propiedad de Kelley (def. 1.43).

0 1/4 1/2 1

Funcién f;

Sea Xy = lim {I, fo}, donde fy: I — I, estd definida por

.
4z si x € [O, }J

]

@) s we L]

Y

fa(z) = 32 size |

=
[

\

Por el Teorema 3.1, Xo = Ky U Ry donde Ky = lin{[%, 1} . fo |[; 1]} y
2?

(0.0
Ry = nglai con ai = {a: e Xy:iz, < %} es la cerradura de un rayo topolégi-
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co con residuo K. Por otra parte K5 es homeomorfo a X, y por ello, cumple

con las hipétesis del Teorema 3.3, asi X5 tiene la propiedad de Kelley.

0 1/4 1/2 3/4 1

Funcién f,
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fi

0 1/4 1/2 1

Funcién f,

Sea X3 = lim {I, f3}, donde f3: I — I, est4 definida por

.
dx si r € [0, }J

B@=0 3-% s osefhy

T (R9@) s ze L]

\

Por el Teorema 3.1, X3 = K3 U R3 donde K3 = h&n{[%, 1} . f3 |[

gty

(0.0
R; = ntilai con af’L = {:1: e Xo:iz, < %} es la cerradura de un rayo topolégi-

N

co con residuo K3. Como K3 es homeomorfo a X5, cumple con las hipétesis

del Teorema 3.3, asi X3 tiene la propiedad de Kelley.
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0 1/4 1/2 3/4 7/18 1

Funcién f3
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f;

0 1/4 1/2 1

Funcién f3

En general, definimos, para toda r > 1.

X, =lm {7, f.}, con I =[0,1] y f.: [ — I, definida por




54 CAPITULO 3. LIMITES INVERSOS Y PROPIEDAD DE KELLEY

0 1/4 1/2 1

Funcién f,

Nuevamente X, es la cerradura de un rayo topolégico R, con residuo
K, = lim { [%, 1] s fo |[%,1]}’ que es homeomorfo a X, 1, lo que implica que

X, tiene la propiedad de Kelley.

3.2.2. Propiedades de los espacios factores

Analicemos el espacio X;; haremos referencia a la demostracion del Teo-
rema 3.1, por ello recordamos las propiedades importantes que ahi aparecen

respecto al rayo topolégico.
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Para cada entero positivo n, sea

. 1
OéZn: {([L’l,wg,...) EXii.fEn< 5}

1. of, C o4, pues si z € o, entonces, z, € [0,3) y por la definicién de
1 » ;
fis Tpy1 € [O, g), asi € ay, ;.

1
)

2. Ty |as es un homeomorfismo de ol en [0 ), pues cada coordenada de

un elemento de o, estd determinada por la coordenada n-ésima.

3.z € i N al,_ysiysolosiz, €[4 3), pues si 7, € [0,3) entonces

i

Tpo1 = f(x,) =4z, € [0, %), con lo que x € o!,_;.

o o0
R, = U !, es un rayo topoldgico, ademds, R; = o U U (af N ad_y),
n=1 n=2

De donde se tiene que X; = R; U K;, con K; = R\ R; y R, =X; y K; =
ll/in { [%7 1} ) fl |[%71] }

Esto tltimo implica, como ya lo habfamos mencionado, que K; es homeo-
morfo a X;_; con el homeomorfismo glk,, donde g : [3 1]00 — [ estd

29

definida por g ((x1, 22, ...)) = (g (z1),9 (z2),...).

Obsérvese que aj =" ([0,3)) v &), N ajy =7, ([§,3)) -
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3.2.3. Las funciones de ligadura.

Funcién ¢,
Definiremos una funcién ¢g; : X5 — Xj, utilizando la funcién g descrita

en la seccién anterior.

g1 : Xo — X estd definida como sigue: Sea x = (r1, %2, 73,...) € Xo.

.

T siz € al
= 3 2 2
g1 () (Y1,Y2, - -+ Yn—2y Tn1, Tny Tpy1,---) SLT €l —as_1,n > 2
11 .
(575,) SII'GKQ
\

n—1—1

donde y; = f77 ().

Obsérvese que g; estd bien definida, pues f1][07 1= f2’[0, 1)

Continuidad de g; en el rayo.

Notemos primero que la funcién g : [%, 1] % — I es continua, dado que lo
es en cada coordenada. Recordemos que g ((x1, z2,...)) = (¢ (z1),9 (z2),...).

Veamos que g; es continua.

Empezaremos probando la continuidad en el rayo topolégico Rs. Si x €
a3, como 91|ag es una funcién constante, g; es continua en x, ya que = €

7151 ([0, %)), que es un abierto en X5. De manera semejante, como g1‘ﬂ;1<%7%)
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es continua, pues lo es en cada coordenada y ;! (%, %) es un abierto en X5, si

-1

. (é, %), g1 también es continua en x. Nos resta probar la continuidad

rem

de g para z € 7' (3) C R%.

Sea = (x1,Ts,...) € m," (§), es decir T, () = z, = 5. Por la definicién

de X5, x,1 = fo(z,) = 4(3) = 5. Entonces z € o2 \ a2_, y por ello

gl(x):(

N[ =

111 : _

,...,5,5,5,...). Es decir, ¢ (z) = x

Probemos la continuidad de g; en =x.

Sea ¢ > 0, entonces existen tres niimeros positivos dg, §; y d2 menores que

¢ tales que

a) Siy € a2~ a2 | yd(zy) < d, entonces d(g, (z),91(y)) < e. Pues

Gilaz a2 _ es continua.

n—

2| s - 1)

b) Si s,t € [0,1] y |s —t] < 1, entonces Y o < %. Por la
i=1

continuidad de f;.
c) Siy € Ry y d(z,y) < d, entonces |r, (x) — m, (y)| < min {d1, 5 }.

Sean § = min {dg, 02} y y € X5 tales que d (z,y) < .

Se consideran 2 casos:

Caso 1
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Tn () = yn > 5. En este caso y € a2 \ a2_; y como § < do, se tiene

aplicando a), que d (g, (), 01 (y)) < e.

Caso 2

1

Tn (Y) = Yn < 5. Como d (z,y) < ds, el inciso ¢) implica que z, — Y, < 1=,

1

o1 1 1 1 4 1 1
es decir g >y, > T, — 15 0 § > Yn > ;5. Emtonces 5 >y, 1 > ¢ =7 > 3,

pues Y1 = fo (yn) y fo (x) =4z si z € [0, 1]. En consecuencia tenemos que
yeai ~Nal g ast, g (y) = (17 Wn2) oo 1 (Un2) s Yn-2,Yn1,- ) =
( ) e (Wn) s Y - .), debido a que f; = f5 en [O, %) :

Entonces d (g, (z),¢1 (v)) =

d(( {1_1 (ZL’n),...,fl(ZL‘n)7%,...),( {l_3(yn_2),...,fl(yn_Q),yn_g,yn_l,...)).

n—1 n—i n—i
. (@)= 1" (yn)
Como y 5 = 2 () se tiene que d (g, (z) gy () = 5 L A0l
i=1
00 n—1 n—i(, y_ fn—i ©
Z—'mi;y” =5 |75 n)ZifQ ()] + Z—'m’;‘%' < £+ |zn — yn| pues como para
i=n =1 i=n

cada i > n, riy = % Y Yit1 = %; se tiene que |21 — Yiy1| < |2 — yi| y por
¢) obtenemos que d (g, (z),¢1 (v)) < e.

De lo anterior se sigue que g; es continua en todo Rj.

Continuidad de ¢; en K.

Mostremos ahora la continuidad de g; en Ko
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Sean ¢ > 0y x = (21,%9,...) € K,. Entonces existe N € N tal que

1
v <

N ™

Dado que = € K, entonces x,, > % para toda n € N y existen dg,d1 y

0o > 0 tales que:

a) Siy € Ky yd(z,y) < do, entonces d (g1 (x), 91 (y)) < €, de hecho se tiene

que d (g1 (), 91 (y)) =0,
b) Sis,t€[0,1] y |s —t| < 1, entonces |fz (s) — f2 (1)] < 5.
c) Siy € Ry d(x,y) < b, entonces |my (z) — my (y)| < min {0y, 1} .

Como z,, > % para toda n € N:

%) Siz = (21,22, 2k_1, 2k, ---) € Q4 \ a4_,, entonces zj, < %, z <

ool

00 k 00
. 1 . _ |zi—zi| |s— 2] | —2i|
parai >k + 1y z_1 > 5, asf d(z,2) zl - 21_2 i ';2_&. i
1= 1= 1=K+

Tht1—Zkt1 Thil—Zhtl 3/8
2k+1 - 2k+1 2k+1 -+

Sea y € X, tal que d (z,y) < 6 = min {50, 09, w%} Por la eleccion de ¢

) N+1
se sigue de x) que y ¢ U ai \ ai .
k=1
Consideraremos dos casos:

Caso 1 Siye K,

En este caso, como g; es constante en K se concluye la continuidad.
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Caso 2 Siy ¢ Ko

Entonces y € af \ o, para alguna j > N + 1y por lo tanto y; <
Y Yj-1 = 3. Por ¢) y 0). |f2 (wn) = f2 (yn)| < 5. Ahora, como fi (y;1) = 3,
entonces g1 (Z/) = (ffiz (yjfl) ) 7f1 (yjfl) 1 Yj—1y- - ) = (%7 R %7yj717 - -)7

10 que implica que d (g, (), g1 (y)) = d((%,%,...),(%,...,%,yj_l,...)) =

~ | | Z i
=1 i=j—1
lo tanto d (g, (m) ,g1(y)) < ey tenemos la continuidad de g; en todo Xs.

l\.’)\)—'

M

<5 < 2N < € por la elecciéon que se hizo de N. Por

La funcién g,

Definiremos la funcién de ligadura g, : X3 — X,. Utilizaremos las fun-
ciones g y g1 descritas en la seccién anterior como sigue:

Sea x = (1,9, 3,...) € X3.

.

x siz € al
92 () = (Y1, Y25 -+ s Un-2, Tr1, Try Ty 1,---) Siz€Qd —ad | n>2
\ 7 (01 (3 @) iz K
Donde y; = f7 ' (2,_1).

En general definiremos g, : X, 1 — X, como sigue:

Sea x = (1, T9,x3,...) € X;q1
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(

T siz e ap™
9r (7) = (Y1,Y2s -+ s YUn—2, Tr15 Ty T 1, - - -) Sl x € it —(Jz;tll,n > 2
GG o€ Ko
Donde y; = f1 ' (w,_1).

La continuidad de la funcién gs,.

Omitiremos la demostracién de la continuidad en el rayo topolégico Rs

ya que es semejante a la que se hizo en la seccién 3.2.3.

Probaremos la continuidad para g; en Kj.

Sean = = (z1,x9,...) € K3y € > 0. Entonces x; > 3 para toda i € N.

1
2
Ahora como K3 es homeomorfo a X5, se tiene que K3 = R3 U K34, es decir

3 ) 3 1 3,25 )
K3 es la cerradura de un rayo topolégico R? con residuo K3, ademds R3 =

o
U ad? con o’ ={y e Ky:y, <3}
n=1

) 3.2
Asf que tenemos dos casos: © € a>? \ a7, para alguna s € No z € K3,.
Caso 1

3,2 .
Supongamos que = € a>? \ .7, s € N; primero notemos que

g2 (37) =92 (*771?37% .- ) =g [91 (g (xla L2y - - ))] =
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gil [91 (g (x1> g (x2) yeon g (msfz) Y (x871> 9 (:US) ) )] =
= F [ 1572 (9(Ts-1)),-- s f1(g(T5-1)) 9 (T5-1) , g () 5 - - } =
(0 (2 (g (@) s g (i (g (25-1))) s 97 (9 (26-1)) 97" (9 (25)) 5 2)

Notemos también que como x € a®? \ o2, entonces z; > % para toda

s
i < s—1yporellog(z;) > 3 para toda i < s—1, fi(g(z;) =1y
“H(f(g (@) = §-
g (x) = (%,. % Te_ 1,333,---) = ( 5t (:cs),...,fg(xs),fQ(xs),xs,...).
Esto tltimo se sigue de la definicién de fs.

Para la ¢ elegida, existen dg,d; y 02 > 0 y menores que 5 tales que:

a) Siy e K3y d(x,y) < do entonces d (g, (z),92(y)) < e

b) Sirtel0,1]y|r—t| <o, ”—fM<§

=1

c) Siy€ Ry y d(z,y) < ds entonces |, (z) — 7, (y)| < min {01, &}

3
Notemos que como en x) de la seccién 3.2.3, (x*) si z € o, d (v, 2) < 5525.
, 3
Sea 0 = min {60, 2, 2]3%}

Seay ¢ Kstal que d (x,y) < d. Entonces, porlaeleccion de d, y € a3\a?_,

para alguna j > s.

Ahora como z,_1 > < zs < 4, obtenemos lo siguiente: f2|[ 5] =
4

4y16

M=

f3|[% %] 64 < Topp < == 6 Y 5 L4 4Z+2 <z < = + 4Z+1 para x; con i > S.
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Del inciso ¢) |m,(z) — 7 (y)| < 61, por lo que 1 + & < ys < 3y

1
477

por la definicién de f3, %—i— 4]-% < yj—1 < %—i— asf y; € (%,g} con
i€ {s,s+1,....75—1} v foly) € (%,%] con lo que yiv1 = fo(y), i €
{s,s+1,...,j —1}. De lo anterior y calculando g (y) tenemos que g (y) =
( 5_2 (Yj—1) 5.y g_l_s (Yj=1) sy fo (Yj=1) s Yj1, - - .), donde la coordenada
s corresponde a f3 " (y;_1).

Ast, g2 () = (372 Wim1) s s 3 27 (U5m1) s U Usts -1 Y1y U -+ -) =

(f57" (Ws) s f2(Ys) 1 Yss - ). Por lo tanto d (ga (), g2 () =

d((fs7 (), f3 () o (s) s ) s (57 (Ws) oo f2 (Us) 3 Yss )

—1
_Z!fz% —F3(s) Zm el o215 <.

1=s
15
Por b) la primer suma es menor que $ y para la segunda suma se puede

notar que f3][ 5] es la funcién mondtona f3 (t) = 4t — 2 y por ello si i > s,

N

€T,

|Tiv1 — Yiya]| = T

iz 3_&_5‘_ _ Y
4+8 4 8l 4

yi|, luego |xs — ys| >
|z; — y;| para toda ¢ > s, con lo que esta segunda suma es menor que |z — |

y por ¢) menor que ;.

Caso 2

g g (G (21, 22,...))] =

N

En este caso g2 (z) = go (21, 22, .
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gil [91 (g (x1> g (x2) IR’ ($572) Y (x871> g (:US) y - )] y como T; >

= o

para toda i, se tiene que g (z;) > %, de esta forma se concluye que, gs (z) =
9 (535 ) =09 @) ) =G5 )

Sea N € N tal que QLN < 5. Recordemos de (**) que si z € o} entonces

NI

3 3
d(z,z) > 5% . Asi que elegimos § < 5#27, conlo quesiy € Ry y d(z,y) <0,
entonces ¥y € a?\a?_l de tal forma que j > N + 1 y en consecuencia se tiene

Ly ;
que g2 (y) = (f3 " (j-1) - f2 (Yj-1) , Yj—1,Yj, - - -). Ntese que y;—1 > 1y
y; > % para toda ¢ < j—1. Por el inciso ¢) |yy — x| < §1 < 3% pero ry = %,
luego yn > %, ast que yny_1 > % Y Yi = % para toda i < N.

Como y; > % para toda ¢ < j — 1 tenemos dos casos;
caso 2.1

Si para alguna i € {N,...,j — 1}, y; > % entonces
92 (y) = (%7 4%? ) z%vyiayﬂrla e Yi—-15Yjs - )

caso 2.2
La primera coordenada i donde 3, > 3 esi = N — 1.

1

En ambos casos la imagen de y tiene el valor de % en las primeras N —1 co-

= Qo

ordenadas. Asi que: d (g2 (), g2 (y)) = ((%, ,e ) (%, ce %,yi,yiﬂ, . )) =
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2

-1

%\w

»Mw

+ Z |rm g2(y) < €. Pues la primer suma es cero y la siguiente

=1

es menor que %N, por lo que d (g2 (z),92 (y)) < € y tenemos la continuidad

de g5 en todo Xs.

La funcién g, es mondétona.

Empezaremos probando que g, |g,,, es un homeomorfismo. Después mos-
traremos que g,|zr+1 es un homeomorfismo, pues esto lo ocuparemos en la
S

iltima seccién. Por tltimo probaremos que g, es mondétona.

(

T siz € apt
gr (2) = 3 (fr2 (@p1) s s fr(Tn1), Tp1, T, .. .) six € it alth
g (g,-1 (7 (2))) siz e K,y

Proposicién 3.4 La imagen de R,.1 bajo la funcion g, es R,.

+1

Demostracién. Sea © = (1,%2,...) € R..1, entonces x € o] o x €

r+1 r+1 1

ot ol para alguna i > 1. Six € aff

: entonces g, () = x y como

Ty < % se cumple que go (7) € af C R,. Por otro lado, si z € o/t < arty

entonces ¢, (r) = (f" 2 (zp_1), [P (@p1) sy fr (Tn1) , Tnot, Ty - - -) que
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es un punto de X, tal que su n-ésima coordenada x, es menor que % y

para cualquier coordenada ¢ menor que n, se cumple que z; > %, con lo que

r

" _1, es decir la imagen de = bajo g, estd en R,.

gr(x) €0l N«
Siy = (y1,¥2,...) € R,, entonces y € o} oy € af \ af_, para alguna
i > 1. Si y € a} entonces tomando a = = y, obtenemos que g, () = y.

T

Por otra parte, si y € o) \ « entonces al tomar el punto x =

n—1»
( 7?—;12 (yn71> 7f77*l—&j11 (ynfl) LA 7f7"+1 (ynfl) yYn—15Yn, - - ')a se tiene que x es un
1
punto en ot alt].

Ademés, gr (I) = (f71*172 (yn—l) 7frn71 (yn—l) ) 7f7‘ (yn—l) y Yn—1,Yn, - - ) =
y. Esto demuestra que cada punto de R, es imagen de algiin punto en R, .

Proposicion 3.5 g,|g,., es inyectiva.

Demostracién. Sean z,y € R,,; y supongamos que g, (x) = g, (y).

Claramente z,y € ay™ o z,y € o' N«

r+1
n—1-
En el primer caso = = g, (z) = g, (y) = v.
En el segundo caso

gr (ZL’) = (frniZ (xn—l)afﬁil (xn—1)7' . 'af?“ (mn—l) y Ln—1,Lny - - ) Yy gr (y) =

(o2 Yet) 5 S (Wn1) 5o+ o fr (Une1) s Yno1, Yns - - -), lo cual sélo se cumple



3.2. UN CONTINUO 2-EQUIVALENTE CON LA PROPIEDAD DE KELLEY .67

siz=y. m

Teorema 3.6 ¢,|r,,, es un homeomorfismo.

Demostracién. Por las dos proposiciones anteriores, se tiene que g, |z, ,
es una funcién biyectiva. La prueba de que g,|r,,, es continua es semejante
a la prueba de que g1|g, es continua (lo cual aparece en la seccién 3.2.3).

Ademds, la inversa de g¢,|g,,,, definida para z = (21,2, ...) € R, por

x six € aj

(Sl (@n1) s ooy frt1 (Tam1) Tt Ty .. .) sz €l N ol

es también continua y por la semejanza con la funcién g,, la prueba de la

continuidad es similar. m

Lo que mostraremos a continuacién es que gs| RS €S un homeomorfismo de

R} a R2.

Primero notemos que X, = R, = R,UK, y K, es homeomorfo a X,_;. Asi,
como X; = RiUK;, X5 = RQUR%UK%, X3 = RgURi’UR%UKf’ y en general

X, =R, UR{UR;U---UR]_; UK]. Notemos, para visualizar los ejemplos
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que R;_; U K7 es homeomorfo a X; y en general que R,_ U---UR_, UK

es homeomorfo a X,.

Como K3 es homeomorfo a X, entonces K3 = R3 U K39y K39 es home-
omorfo a Xj.

Recordemos la definicién de go, si © = (1, 29, ...) € X3, entonces

)
T siz € a?dondei=1,2
g2 () = (Y1, Y2y -+ Yn-2> Tr1y Ty Ty 1y - - - ) sizead —ad |
\ F(gl (g (x))) six € Ks

n—1—1

Donde y; = fj (Tp—1)-

Empezaremos por ver la imagen de un elemento en R3.

. 3,2
Si 2 € K3, entonces = € a>? — o7} para alguna s € N o x € K3».

Siz € a®? — a? para alguna s € N, entonces ¢, () = g~ (g1 (7 (2))) =
(971 ( 18_2 (g (xs—l))) DI 7971 (fl (g (xs—l))) y Ls—1yLsy - ) .
Pero%ﬁxs S%yxs_l > %,dehechoxiziparai<s, % < x; S%para

17> S.

De donde,

0 @) =g (@G ®) =9 (01 (9(x1),9(®2) ..., 9 (wem1), 9 (x5),...)).
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Ahora como

Ast go (z) = F( f_2 (9(s-1)) s, [i(g(ws-1)) 9 (Ts-1) 9 (), - ) =
(0 (2 (g (@s1) s g7 (i (g (25m0))) s T, s, ).

Como x4, > % y x; > % para toda i, y como z, 1 > 2, entonces

Y

fa (ws-1) = §. Notemos que g~* (f7 (g (v5-1))) =

g7 (filg (g7 (fr g (@) = 97" (f1 (g (f2 (x5-1))))-

Més ain g1 (f1' (9 (zs-1))) = f5 (zs_1), entonces

ge () = ( ST (@e1) s o (me1)  Ts, X, - )

Como x4, > % se sigue de la definicién de f, que

g2 ()= (2,3,...,2 25_1,2,,...) conloque g (z) € R, (#)

Ademss, si y = (y1,%2,...) € R?, cumple que y; > % para cada ¢ € Ny
Ys < % para alguna s € N, es decir, y = ( ST Wer1) ooy f3 (Wse1) s Vst - - .),

asi que si definimos = = ( S We1) sy 3 (Ys1) s Yso1, Us, - - ) cumple que

N |

S ys <

(o]

Y Yso1 > 2, luego g2 (z) =y .

Enseguida probaremos que ¢s| 3 €s inyectiva.

Sean 7,y € R} y g2 () = g2 (v) .
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De (#), se sigue que (%,%, .. .,%,xs,l,xs, .. ) = (%, g,...,%,ys,l,ys,...),

»

de donde x; = y; para cada i > s — 1, pero o; = fi " (ze1) Y ¥ =

s—1—1

5 (ys—1) para cada i < s — 1. Asi que = = .

Por otro lado, go|; definida para @ = (21,2s,...) € R} por go| s (z) =
1 2

I
(fs" (zs=1) .-, f3(Ts1) s @s—1, T, . . .) €s continua (por su semejanza a gs| g,

la prueba serfa similar).

Los siguientes son corolarios al Teorema 3.6.

Corolario 3.7 g, RS €S un homeomorfismo.

Corolario 3.8 g,|gr, s <1 es un homeomorfismo.

Mostraremos ahora por induccién que g, es monétona.

Proposicién 3.9 g, es mondtona.

Demostracién. Sea © = (z1,2,...) € X;. Si x € Ry por la proposicién

3.4, g;'' (z) € Ry y por la proposicién 3.5 g;* (x) es un punto y por lo tanto

conexo. Ahora, si x € Kj es decir, x = (%, %, . ) Por consecuencia de la

proposicién 3.4, g; ! (z) = K, que es conexo. Por ello g; es monétona. m
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Proposicién 3.10 Sir > 1, g, es mondtona.

Demostracién. Sea © = (z1,x2,...) € X,. Si x € R, por la proposicién
3.4, g7' (z) € R,41 y por la proposicién 3.5 ¢! (x) es un punto y por lo

tanto conexo. Si z € K,, entonces por consecuencia de la proposicién 3.4,

—1 -

g, (z) C K,41, de donde se obtiene que g, ' () = (g|x,,,) (z). Pero

Kopr = 9710 gr_107, que es composicién de funciones mondétonas, con lo

Gr

que g, ! (z) es conexo. Por ello g, es mondtona. m

3.2.4. El continuo

Sea X = lim {X4, gn}. Donde X, son los espacios factores que definimos
anteriormente y g, las funciones de ligadura para los espacios X,.

Probaremos primero que X es la cerradura de un rayo topoldégico.

Sea R = l&l {ngn’Rn.H} .

Notemos que R estd bien definido, pues g,|g, ., €s un homeomorfismo de

n+1

R,.q1 en R,.
Por otro lado, si © = (x1,22,...) € R, entonces x; € R; con z; =
oo
(xll, Ty ooy Th 1, X5, .. ) Recordemos que R; = aj U U (oz; ~ 041—1) , lo cual

n=2

implica que z; € o, \ o’_; para alguna s € N.
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Por lo que z; = (ff 2 (28 ) ,.... fi (2% ) 2ty 2%, ) y

(fz‘872 (x ) fz( Ls— 1) T 17$ia---):

(F2 (1)) oo fr (1) 2l ).

Esta tltima igualdad, la obtenemos del homeomorfismo g, |z, ,,, para n €
{1,2,...,i—1}.

Con lo que hay un homeomorfismo de R a R;, definido por la primera
proyeccion 7y () = x1, pues m; es biyectiva, continua y su inversa definida
por m (z1) = (z1,9; " (21), 95" (97" (z1)),...) es continua, ya que lo es en
cada coordenada.

De lo anterior obtenemos que R es un rayo topolégico.

Ahora, si x = (21,22, ...) ¢ R, entonces x; ¢ R; para alguna i, pero de la
proposicién 3.4, se obtiene que z; ¢ R; para cada j € N.

Mostraremos que dado un nimero positivo € existe un punto y € R tal
que d(z,y) <e

Dada ¢ > 0. Existe N € N tal que QLN < 5 y existe 0 > 0 tal que si

d(s,1) < 6 entonces ]izlld(gN_x...(gN_l(s));,igN_lc..,(gN_l(t)))) -

N

Sea yy € Ry tal que d (zy,yn) < § (esto se puede pues Ry = Xy ).

Como g,|r,., es un homeomorfismo, definimos y = (y1,¥2,.--,Yn,---)

n—+1

tal que y; = gnv—i (... (gn-1(yn))) sii < Ny y; = gi’1 ( .. (gg,l (yN))) si
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1> N.

Asf obtenemos un punto y € Ry d(x,y) =d((x1,22,...), (Y1,y2,...)) =

121 d(ngi(-..(gN—l(yN));;ngl Colgna(zn))) | i d(xzféyi)

< &. Con lo que obtenemos

lo deseado.

Teorema 3.11 X es 2-equivalente.

Demostracién. Sean p; = (0,0,0,...) € X; y ;= (1— 5,1 —,...) €
X; paracada i € {1,2,...}, p=(p1,p2,---) y ¢ = (1,42, - - -)-

Dado A € C (X), probaremos que si ¢ ¢ A, entonces A debe ser un arco
y si ¢ € A, entonces A debe ser homeomorfo a X.

Sea A un subcontinuo no degenerado de X.

Caso 1. g ¢ A.

Entonces ¢; ¢ A; = m; (A) asi que A; es un subcontinuo de X; que no
contiene a K; y como X; = R;UR! ;U...UR,U{q} se tiene que A C R; o
A; C R! para alguna s € {1,2,...,i — 1}, de donde se obtiene que A; es un
arco contenido en un rayo, luego entonces A;, 1 = m;,1 (A) estd contenido en
Rii10 A1 CRM paralase{1,2,...,1— 1} tal que A; C R'.

Esto tltimo pues la imagen de R;,; es R; y la imagen de cada R es

R;.
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En general para j > i m;(A) = A; C Rj o A; C R para la s €
{1,2,...,i— 1} tal que A; C R.. Por lo que A debe ser un arco.

Caso 2. q € A.

Entonces ¢; € A; = 7; (A) para toda i € N.

Si A es no degenerado, A; es un arco tal que uno de sus puntos extremos
es qi1, luego A; es homeomorfo a X;.

Sea a; el otro punto extremo de A;. a; € Ry pues A; # {(%, %, .. )} =
{@1}, as = g;' (a;). Recordemos que g,|g, ., es un homeomorfismo, as € A
y como ¢y € A, se tiene que Ay N Ry # Oy Ay N Ky # (). Ademds, como K,
es terminal, entonces Ky C A, luego A, tiene una parte del rayo y su residuo
es Ky, asi Ay es homeomorfo a Xs.

En general a; = g;_ll ( .. (gfl (al))) € A; y como q; € A;, se tiene que A;
es la cerradura de un subrayo de R; es decir A; es homeomorfo a X; y por lo
tanto A es homeomorfo a X.

Ahora, supéngase que A; es degenerado. Dado que A no es degenerado,
sea t > 1 el menor nimero tal que A; no es degenerado. Entonces A; debe
ser un arco contenido en K; (recordemos que A; 1 = m;_1 (A) = {¢;_1}, con

a; y ¢ sus puntos extremos, luego a; € R:_;.

Por otro lado, en X1, a; € R}, y A;41 no toca a nigiin rayo Ry, ni
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R;H para j <t — 1.

Asi, A;yq al intersectar a K, es la cerradura del rayo Riﬂ, por lo tanto
Ay11 es homeomorfo a X;. Continuando con este proceso se tiene que A; es
homeomorfo a X;_; para j >ty por lo consiguiente A es homeomorfo a X.

Con esto hemos probado que X es un continuo 2 — equivalente. m

Teorema 3.12 X tiene la propiedad de Kelley.

Demostracién. Como X = liLn{Xn,gn}. Donde X, son los espacios
factores que definimos anteriormente y g, las funciones de ligadura para los
espacios X,,, cumplen que cada espacio factor tiene la propiedad de Kelley y
cada una de las funciones de ligadura es confluente. Por el Teorema 1.45, X

tiene la propiedad de Kelley. m
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Capitulo 4

EJEMPLO SIN LA

PROPIEDAD DE KELLEY.

El ejemplo que sigue es el de un continuo M con las siguientes propiedades:

1) M es 2-equivalente,

2) M es hereditariamente descomponible,
3) M es encadenable

4) M no contiene arcos y

5) M no tiene la propiedad de Kelley.

77
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4.1. EL EJEMPLO

Este ejemplo fué presentado originalmente por W. Mahavier en [20], en
[13], se mostraron algunas propiedades de este continuo, aqui retomamos esas

propiedades y mostramos la de nuestro mayor interés, la 5).

Notacién 4.1 Sean [a,b], [c,d] dos subarcos no degenerados de [0,1] y h :
[0,1] — [0, 1], una funcion continua, entonces (h : a,b] — [c,d]), denotard la
composicion v o h o u, donde, u : [a,b] — [0,1] y v : [0,1] — [c,d] definidas

poru(t) == (t—a) yv(t)=(d—c)t+c.

Definiremos M = lim {/, f,} donde I = [0,1] y las funciones de ligadura
fn : I — I se definirdn recursivamente por medio de los siguientes diagramas.
Sea fi : I — I definida por: f;(0) =0, fl(%) =1, fl(?z) = %7 A1) =1

y f1 es lineal en [O, l} ; [l 3} y [§ 1]'

Para definir cada f,, usaremos la siguiente sucesién {y,} -, C [0, 1], tal

que
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1

0 7 3/4
Figura 4.1: Funcién f;

1

0

Yo

Figura 4.2: Funcién g
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1

3/4 e oV

15 D EEEEE R i

A Lo o :

0 1/4 1 3/4 1

Figura 4.3: Funcién fo

yﬂzovylzflpy2:%7

1
paran:]—a2737"'7y2n+1:1_W

yparan:2,3,4,...,y2n:1—2n%

La gréfica de la funcién f, es entonces:

2

U (f1 2 [Wis visa] = i, Yia])

=0

U9+ s ys) — [ys.1])
U s 1] = [ys, 1))
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1 —
g/
314 P _____
S
B T
y
Ua b . |
L
0 1;4 ¥ 3/4 1

Figura 4.4: Funcién f,

La gréfica de la funcién f3 es entonces:

2

U (f2 1 Wi, Yira] — [Wi> i)

UU (f1 : Wi Yira] = [Wis Yisa))

U9+ lys,we] = [y5.1])
U v 1) = [y, 1))
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1 1 I I
I AT
BN
VAT
3/4 e PRA—
A
¥ R r
VI
1/4»---------} --------- |
L
0 1/4 1 34 1
Figura 4.5: Funcién f3
La gréfica de la funcién f; es entonces:
2
U (fs Wi, yira] = (Y3, yira])
=0
4

UU (fo : Wi Yir1] = [Wis Yira)])

=3
6

Ol (A s i win) = i i)
=5

U (g lyr o] — [wr.1])

U e o 1] — [yr, 1))
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Para n > 1, la gréafica de la funcién f, 1 es entonces:

2

U (fo [Wis Yira] = i, Yira])

1=0

4
UU (fa1 t [Yis Yira] = Vi, Yira])
1=3

6
UU (fo—2  [Yi, Yira] = [Yi, Yira])
=5

2n—2

U U (fr [yi Yia] = [yis yia])
1=2n—3

U (9 [Y2n—1, Y2nt1] — [Y2n-1,1])

U (fr: [y2ns1, 1] = [Y2n-1,1])

83
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84

||||||||||||||||||||

||||||||||

||||||||||

3/4

Y
14 p-mmmmmee

3/4

Yo

Figura 4.6: Funcién f, 1
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Definimos M = lim {J, f,}.

Lo siguiente tiene como finalidad demostrar que M es 2-equivalente,

hereditariamente descomponible y que no contiene arcos.

Proposicion 4.2 Hay una sucesion Ko, K1, Ko, -+, de subcontinuos de M

tales que:

1) Para cada i > 0, K; es homeomorfo a M, y K; N K;,1 es degenerado.

Ademdas lim [diam (K;)] = 0.

1— 00

2 M= K,

i=0
3)(1,1,1,...) € E= M\ GKi, cada punto de E es un punto limite de
M\ E,y -
4) M\ GK" = E es homeomorfo a M.
Demos:::roacién.
Sea K,, = {(a1,a9,...) € M : a; € [ypn,yns1] para casi toda i € N}.
Notemos que fa ([yi, Yi+1]) = [Yi, yir1] parai € {0, 1,2}, que f3 ([yi, yira]) =
[Yis Yir1] para i € {0,1,2,3,4,5} y en general que f, ([yi, yi+1]) = [vi, Yir1]
parai € {0,1,...,2n — 1}.

Ademss, K, es homeomorfo a M, ya que a partir de cierta m(n) = m € N

(de hecho m = [%], el mayor entero menor o igual que %), la funcién
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fm’[ Yn Yn+1] — <f1 : [ynflvynJrl] - [ynflﬂynJrle
fm+1|[yn,yn+1] = <f2 : [yn—hyn+1] - [yn—17yn+1]>a

fm+2’[yn,yn+1] = <f3 : [ynflaynJrl] - [ynflayn+1]>;

etc.

Asi que {Kn = @1 [yna yn-i—l} afil[yn,yn_,_l]»i > m} =

ll/iﬂ {[yna yn—l-l] ) <f] : [y’rw yn—‘rl] i [y’ru yn+1]> 7j - 17 2.. } que es homeomor—

foa M.

Sia = (ay,as,...) € K;N K;y1, entonces a,, > yir1 y ap, < Y11 para
casi toda n, entonces a, = y;;1 para casi toda n. Asi notamos que Ky N
K, = {(%, %, }L, . )} el cual denotaremos por y; pues todas sus coorde-
nadas salvo la primera son y;, K1 N Ky = {(1, %, %, %, . )} = 73 y en ge-
neral Ko, N Koni1 = {(3,2, L, ., Yans1: Y2nt1, - --) } = {zns1}, donde ya41
aparece a partir de la coordenada (n + 1)-ésima y paran > 1 Ky, 1N Ks, =

{(1,1,...,1,y2n, Y2n,---)} = {¥an}, con 1 en las primeras n coordenadas.

Veamos ahora que la sucesién de didmetros de las K, converge a 0.

Dada € > 0 existe n € N tal que ”;;1 < e,
Sean a,b € K, entonces a = (ay,as,...), b = (by,bs,...), y existe j € N,

J > n tal que a;, b; € [Yn, Yn+1] para toda i > j. Como a;,b; € [yn, Yn+1], €n-
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tonces ay, by € [yYn, 1], paratoda k < jy |y, — 1| < 577, entonces |ay — by| <

1

27’1,

o0 n o0 n
_ lax—bx| __ lax—bg| |ax—by| |ag—by| 1
yd(a,b) =) gl = N il 4 7 < 7+ 5w
k=1 k=1 k=n+1 k=1

Para k < j, ax, b, € [yn, 1]

) 1 _ ntl
ast d(a,b) < gr + 5 = 5= <e.

y como a,b en K, son arbitrarios,

el didmetro de K,, es menor que ¢. (%)
N
2) Demostraremos ahora que M = UK“' y para esto, probaremos que si
i=0
E=M\|JKiyF=Mn([3.1] x [3,1] x [L1] x - x [1=&1] x -,
=0

entonces F = F' y con eso probaremos 2) y 3).
F:Mm([y2>1] X [yg,l] X [31571] X [3/%1] X X [y2n7171] X )7

Sea a = (aj,as,...) € F. Es claro que no existe n € N tal que a; €
[o.¢]

[Yn, Yns1], para toda i, salvo un nimero finito, asi que a ¢ UK"’ por lo
i=0
tanto, a € F.

Tomemos ahora un elemento a = (ay,as...) € E.

Siay €[0,3] , entonces a; € [0, ;] para toda i > 2, por lo tanto a € K.

Esto prueba que a; ¢ |0, %], por lo tanto a; € [%, 1].

Si ocurriera que as € [0, 2]. Entonces as € [0, 3] U |

=
[y
Py
—
[y
NI
— =
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1

Siap € [0, entonces a; € [0, 5

i | para toda i > 2.

11

1, 3] entonces q; € [§,3] para toda i > 2.

Sl a9 c [Z’§

Sias € [3,3] entonces a; € [3,3] para todai > 2.

(Véanse los diagramas de las funciones fi, fs, f3)

En cualquier caso a € K, para alguna n € N. Esto demuestra que ay €

Para demostrar que a; € [%, 1] para toda i > 3, el procedimiento es

andlogo al anterior. Por tanto a € F'. Hemos probado que £ = F'.

3) Esclaro que (1,1,...) € E. Ahora, para cada n sea z,, = 1 — Qn% =

Yon+1- Sean ahora e = (eq,ez,...) € E;e > 0yn € Ntal que 2% < e. Entonces
existe a,11 € [Tn_1,%,] tal que f,(a,11) = e,, mds precisamente, f,(a,+1) =
g (ant1) = ey (9" = (9 : [Y2n—2, Y2n] — [Y2n, 1])). Por la forma en que se eligi6
ant1, existe j € N tal que a,41 € [y2j-1, y2j]. Continuamos eligiendo, para

todo m > n+1, a,, € [y2j-1,Y2;] de tal manera que f,_1(am) = ap—1, asi

1
a=(€1,6,...,€n,0n41,0ny2,...) € Koj_1 y d(e,a) < 57 < ¢, lo cual prueba

o0
que e € J K,.

n=0
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Asi E C |J K, y con ello quedan probados 2) y 3).
n=0

4) Mostraremos ahora que F' es homeomorfo a M.

F=Mn([3,1] X [#1,1] X [z2,1] X -+ X [7,,1] x -+ ). Puede verse f4-
cilmente en los diagramas que

fo ([22,1]) = [x1, 1]

3 (23, 1]) = [a2, 1]

o (lon, 1) = [ena,1]

Ast F =lim {[zn11,1], (fu : [Tnt1, 1] = [0, 1])} que es homeomorfo a M,

y como E = F| entonces E es homeomorfo a M. m
Proposicién 4.3 M es irreducible entre (0,0, ...) y cada punto de E.

Demostracién. Sea H un subcontinuo de M tal que (0,0,...) € H y
ENH#0.

Sean m, la n-ésima proyeccién de M sobre [ y x, =1 — 2,1%

Como E = M N ([3,1] x [z1,1] X [w2,1] X ++ X [2,,, 1] x -+ ), 7, (E) =

[zn_1,1] para toda n, 7, (H) contiene al 0 y a z,_1, asi m, (H) 2 [0, x,_1]

para toda n y como m, = f, o m,11, tenemos que 1 € m, (H) para toda
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n, asi que 7, (H) es un subcontinuo de I que contiene a 0 y a 1, entonces
7, (H) = I para toda n. Por el Teorema 1.38, tenemos que H = M. Asi M
es irreducible entre (0,0, ...) y cada punto de E.

En particular M es irreducible entre (0,0,...) y (1,1,...). =

De lo anterior se sigue el siguiente corolario:

Corolario 4.4 K, es irreducible entre ¥, y Ypni1-

Demostracion. Se sigue de que K, es homeomorfo a M, con un homeo-
morfismo tal que 7, es la imagen de (0,0, ...) y 7,71 es laimagen de (1,1,...).

Proposicién 4.5 Si H es un subcontinuo de M tal que (0,0,...) € H y

HNK, #0. Entonces K,,_1 C H.

Demostracién. Sea H = lim ([O, ag, fj|[o,a,-]), como HNK, # (, se tiene
que a; > y, para i > ig. Asi tenemos que si (s1, S2,...) € K,_1, entonces
Si € [Yn—1,Yn], a partir de cierta iy, entonces para toda ¢ > max {ig,}

s; €10,a;]. Es decir K,, 1 CH. m

Proposicion 4.6 FEl continuo K,, U K,, 11 es homeomorfo a M.
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Demostracién. Para cada i > 0 hay un homeomorfismo ¢, : K; — K,
tal que ; (i) = Tis1 ¥ @i (Jit1) = Vire-
Sea p: M\ E — [(M\ Ko) U{(y1,y1,-)}]\ E

definida por ¢ () = ¢, (T) si T € K;. Claramente ¢ esta bien definida, es

uno a uno, sobre y continua,

y la inversa:

et (M Ko) U{(y1, 91, JH\NE = M\ E
definida por ! (T) = ;' (T) si T € K, estd bien definida. Como ¢; es

un homeomorfismo, entonces =1 es continua.

Sea @ : M — [(M\ Ko) U{(y1,v1,---)}]
definida por:
o(x) size M\ E

rsixe l

Como M \ E es abierto y ¢ es continua, @ es continua en cada punto de
M \ E. Bastard demostrar que ¥ es continua en M—\E Sea x € E, y sea
{rn}.>, C M\ E, una sucesién que converge a x, entonces r, € K;, y no
hay una infinidad de elementos de la sucesién que estén contenidos en un
solo K, pues como K; es cerrado, el limite de {r,} - estarfa en K; lo que

contradice que K; N E = ().
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Noétese que lim didgm (K, U K,4+1) = 0, pues lim diam (K,)) =0y K, N

n—oo n—oo

K, 11 # 0 para cada n.

n—oo

n+k
Andlogamente para cada k € N, lim didm (U Ki> =0.

Asf que, elijamos b, € Kj, 41 tal que b, — x, con lo que d (b,,r) < 5.

Ademss, ¢ (r,,) y b, estdn contenidos ambos en K, 1.

Ast, d(@ (1), @ (2)) = d (@ (rn) ,2) < d (o (rn), bn) + d(bn, ) <e.

Lo cual implica que @ (r,) converge a @ (). Asi ¥ es continua en z. Ahora,
como K, es homeomorfo a M y M es homeomorfo a Ky (por la Proposi-
ci6n 4.2). Ademas de que K, es homeomorfo a M y M es homeomorfo a
(M Ko) U (g )Y ¥ M = Ko U [(M\ Ko) U { (2o ) }].

Entonces K, UK,,11 es homeomorfo a KoU[(M \ Ko) U{(5,v1,...)}] =
M. Bajo un homeomorfismo que manda 7y, en (0,0,...), Umi1 €0 U1 Y Umiz

en (1,1,...). m

Obtenemos ahora facilmente los siguientes corolarios.

Corolario 4.7 Sim < n, U K; es homeomorfo a M.

i=m

Corolario 4.8 Sim € N, UKZ U E es homeomorfo a M.

i=m
Construiremos ahora un continuo N que no es un arco, Yy que satisface

que todo subcontinuo de M es homeomorfo, o bien a N o bien a M. Con
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eso se probard que M es 2-equivalente y no contiene arcos.
_ 1 _
Llamaremos z,, = 1 — sarry N> 1y 2o = 0.

Sea N =lim { I, h,}, donde h,, es como en los siguientes diagramas

3132 _’]
T

15011

] T

B

34

—

0 34 78 1516 3182 1
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31/3:

15/14

78

3/4|

31/32)

34 778 1

15/16

Donde f,, denota la grafica de la funcién f,, (las funciones con las cuales
se definié M, véase pégs. 78-85).

Puede verse de los diagramas que el continuo Sy = lim { [0, ﬂ Ryl [0,2] } =
lim { [O, ?J , <fj : [0, %] — [0, ﬂ >} es homeomorfo a M.

Para toda n € N, el continuo S,, = lfim {[2n: Tas1] s jlon onsn) =

Um {[zn, Znia] s (f; * [Tn, Toga] = [T0, Tnga])} es homeomorfo a M.

Ademss S,, C N, lo cual demuestra que N no es un arco.

Claramente S,,_1 NS, = {(Tn, Tn,...) = Tp}-

Ademss {1} ={(1,1,...)} =N\ US” ya que

1¢ S, para toda n. Ast {1} C N\ US”'

n=0
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Y si7 = (ry,72,...) ¢ S, para toda n. Se tiene que r; > z,, = 1 — 2”%

para toda j, y para toda n.

Es decir r; > 1. Entonces r; = 1 para toda j.

Ademss, dada ¢ > 0 existe N € N tal que ¢ > 2,1%, para n > N, asi
(1) = (1= 555)| = |(1) — 24| < & para toda n > N.

Entonces si 5§ = (s1,S2,...,5n,...) € Sy con s; € [T, Tpi1] tenemos que

la distancia entre 5 y 1 es menor que ¢.

AsiTe | JS..
n=0
Proposicién 4.9 N es irreducible entre (0,0,...) y (1,1,...), pero no es

irreducible entre (0,0,...) y otro punto distinto de (1,1,...).

Demostracién. Es claro que N es irreducible entre (0,0,...)y (1,1,...)
pues si un subcontinuo H de N contiene a (0,0,...) y (1,1,...) entonces
la proyeccién 7, (H) = [0,1]. Asi por el Teorema 1.38, tenemos que H =
tim {m, (H) , hile, o on } = m {0, 1] hilpy} = N.

Ahora si N es irreducible entre (0,0,...) y b, con b = (by,bs,...), en-
tonces para toda 7, b; > 1 — 2,1% para toda n, pues de lo contrario, co-
mo hy, ([1 — %, 11— #]) = [1 — %, 1-— #} para toda k > 1, entonces

(1,1,...) no estaria en N.
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Asi, tenemos que N es irreducible entre (0,0,...) y (1,1,...), pero no es
irreducible entre (0,0,...) y otro punto b # (1,1,...). Ahora mostraremos
que si H es un subcontinuo de N irreducible entre a y b, con a = (ay, as, . ..)
y b= (b1,bs,...), y a # (0,0,...), entonces H es un subcontinuo propio.
Es claro que a partir de alguna i, a; < b; o a; > b;. Supongamos sin pér-
dida de generalidad que a; < b;. Entonces para toda 2, b; > 1 — # para
toda n, es decir b = (1,1,...). Ahora las proyecciones 7;(H) = l[a;,1].
Primero, recordemos que como se definieron las funciones f,, ’s, para toda k,
firr ([0, 5%]) = [0, 3] pues

fk+1 0.1 = (fi:[0,1] = [0,3]),

4

fra1 | 0,55 <fk [742] [07 412}>

Como a # (0,0,...), entonces existe alguna i tal que a; > 0, por ello

existe n € N tal que a; > -, a partir de la definicién de la funcién Ay,

an»

tenemos que

Piq |[074%]: <fn [O, ﬁ] — [ 74n]> y con ello A, ([0, 4n]) = [0, 4n} para

toda r > n, es decir los puntos de (s1, 52, ...) € N tales que a, < 4% parar > 1
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no estén en H, por ejemplo el (0,0,...) ¢ H. Con lo cual queda demostrado

que N es irreducible sélo entre (0,0,...)y (1,1,...). m

Corolario 4.10 M no es homeomorfo a N.

Asi tenemos a N como un continuo irreducible sélo entre (0,0,...) y
(1,1,...) que es la unién de subcontinuos homeomorfos a M y cuyos didme-

tros convergen a 0, con limite un punto {(1,1,...)}.

Proposicién 4.11 Todo subcontinuo no degenerado de M es, o bien ho-
meomorfo a N, o bien homeomorfo a M. En particular N es homeomorfo a

un subcontinuo de M.

Demostracién. Sea H un subcontinuo propio, no degenerado de M.

Caso 1: H contiene a (0,0,0,...).

Como M es irreducible de (0,0,...) a cada punto de E, entonces H no

o0
contiene puntos de E. Entonces, como H C |JKj, exite n € N, tal que
j=0

n—1
=0
Si HN K,, = {¥,}, entonces por la Proposicién 4.5 H = Ko U---UK,,_;

y con ello tenemos que H es homeomorfo a M, por el Corolario 4.7.
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De lo contrario, sea Hy = KoU---UK,,_1,sin > 0 (asi Hy es homeomorfo
a M)y Hy=0sin =0. Entonces H = HyU (HNK,) y HN K, es un

subconjunto propio de K, que contiene a 7,,.

Ahora como K, es homeomorfo a M, por la Proposicién 4.2, K,, = K,,, U

Kp, UK, U...UK,,

e}

con K,,, homeomorfo a M y K,,, = K,, \ |J Ky, también homeomorfo a
=0

M.
Es claro que el didmetro de cada K,,; es menor que i.

Recordemos que 7, es la imagen de (0,0, ...) bajo el homeomorfismo de
M sobre K,. Repitiendo el procedimiento anterior, con K, en lugar de M y

H N K,, en lugar de H, obtenemos un entero ng; tal que: 6 bien
i) HNK, = Hy,donde H, = K,,, UK,, U.. UK, , 6
i) HNK, = HiU (HNK,,,)
En i) H = HyUH; y por ello H es homeomorfo a M por el Corolario 4.7.

En i) continuamos el mismo procedimiento con K, , en lugar de K, o

M.

Entonces, 6 bien terminamos después de un nidmero finito de pasos y

obtenemos que,
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H=HyUH,U..UH, UK, ,yasi H es homeomorfo a M, pues cada

H; y K, son homeomorfos a M.

O bien obtenemos que H = HyU H; U Hy U ... con cada H; homeomorfo
a M.

Nétese que para cadan > 0 diam (H,41) < dia , y con ello obtenemos

m(Hn)

2
que H es la cerradura una unién numerable de subcontinuos homeomorfos
a M, cuya sucesién de didmetros converge a cero y la interseccion de dos
consecutivos es un punto, pero H; N H; =0, si |i — j| > 1.

Sean hg = (0,0,...), hy = 7, el tnico elemento de Hy N Hy, h; = Ty, el
tnico elemento de H; 1 N H;, para toda i > 1, observamos que y,, > Y, si
i > j. Entonces {yn, }.o, C [0, 1] es una sucesién creciente, lo que implica que
existe y limite de la sucesién. Sea h = (y,y,...), entonces h es el limite de
{hitiso-

0.)
Con lo anterior, tenemos que h € H = |J H;, ahora, si r = (r1,72,...) ¢

Jj=0

H;, para toda i, se tiene que 7; > y,, para toda ¢ y para toda j. Es decir

r; >y, entonces r; = y para toda j. Por lo tanto {h} = H \ UOHJ-.
]:

Recordemos que N = US” = US” u{(1,1,...)}, con cada S,, homeo-
n=0

n=0

morfo a M. Ahora, H = |JH; = UH” U{(y,v,...)}, con cada H, homeo-
J=0 n=0

morfo a M. Entonces existen homeormofismos ¢, : So — Hy, ¢,, : S, — H,.
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Por ello podemos extender la unién de las ¢, a un homeomorfismo ¢ : N — H,

definido por

¢, (x) sixesS,

¢ () =
hsizx=(1,1,...)
Es claro que ¢ es uno a uno y sobre, ademés de ser continua en U Sy Pero,
n=0

o0
también es continua en (1,1,...), pues si hay una sucesién {t;}~, C US"
n=0

que converge a (1,1,...), entonces {¢ (;)};~, es una sucesién contenida en

H = |J H; que converge a h.
=0

Jj=

Asi tenemos que H es homeomorfo a el continuo N.

Caso 2: H contiene a (1,1,1,...).
Supongamos primero que H contiene a F.

Entonces, existe n € N, tal que H no contiene a 7, y H N K, # (.

Si HNK,, = 9,1, entonces H es homeomorfo a M. Pues H = ( U Kj) U
j=n+1

E,
de lo contrario, definimos H; = ( U Kj> UE,asi H=H,U(HNK,),
j=n+1
y H N K,, es un subconjunto propio de K.

Como K,, es homeomorfo a M, por la Proposicién 4.2,



4.1. EL EJEMPLO 101
K, = K,, UK,, UK,,U..UK,, con K,, homeomorfo a M y K,,, =
K, \ U K, también homeomorfo a M.
§=0

Continuando con este proceso, como en el Caso 1 obtenemos:

i) que nuestro proceso termina después de un nimero finito de pasos y
H es homeomorfo a un conjunto finito de copias de M unidas extremo a

extremo. Entonces por el Corolario 4.7, H es homeomorfo a M o

i1) este proceso contintia y obtenemos que H es la cerradura de la unién
de una sucesién infinita de continuos homeomorfos a M unidos extremo a

extremo cuya sucesion de didmetros converge a 0, que contiene a F.
o0
Es decir, H = | |UH; |, con E C H; y cada H; homeomorfo a M.
j=1

Lo cual es homeomorfo a M, pues podemos ver a M como:
M = Ky U (UK]). Sea A; = <UKJ>7 asi M = KoU Ay, con Ky y
j=1 j=1

A; homeomorfos a M. Ademds Ky = K2 U (Ejf(f) Sea Ay = (Elef),
j= j=
ast M = K2 U Ay U Ay, con K2 y Ay homeomorfos a M. Ademds K2 =
K3 U (fjf(f) Sea Az = <fjl[(;’>, ast M = K3 U A3 U Ay U Aq, con K3 y
j= j=
Az homeomorfos a M. Continuando con este proceso, obtenemos que M =

{(0,0,..)}U (GAJ) = <GA]-) que es homeomorfo a (GHJ) =H.

En ambos casos H es homeomorfo a M.
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Con esto, si H es un subcontinuo propio de M que contiene a (1,1,...),

H es homeomorfo a M.

Ahora, si H no contiene a F, como E es homeomorfo a M, denotariamos
o0 o
por By = M\ UK“ Ey,=FE1\ UKL,-, con K ,; homeomorfos a M, etc.
i=0 i=0

Entonces ﬂEn = (1,1,...) y como H es no degenerado, existe k € N tal
n>1

que H C E, y HNE,_, = 0. Asi, E;,.1 € H C E} y E} es homeomorfo a

M. Con lo cual tenemos que H es homeomorfo a M.

Caso 3: Por 1ltimo, sea H un subcontinuo propio no degenerado de M;
Por la Proposicién 4.2. Podemos ver a M como (U K j)
j=0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que H no es un subconjunto
de K; para toda i > 0, pues en ese caso, como K; es homeomorfo a M, usamos
la Proposicién 4.2 para ; en lugar de M y como H es no degenerado, después
de un nimero finito de pasos obtendriamos que H no es un subconjunto de

un elemento de las K.

Sea x = ¥, un punto de H. Entonces

H= [Hﬂ (Tﬁg)] ulHN (fj Kj>
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donde | H N < UK j> es un subcontinuo propio que contiene a x. Con
j=n

( UK j> homeomorfo a M, asf estamos en el caso 1, por ello | H N < UK j)
Jj=n j=n

es homeomorfo a M o a N.

n—1
y [H N <U K J>] es un subcontinuo propio que contiene a x, y como
j=0
n—1
U K; | es homeomorfo a M, tenemos que x estd en el subconjunto de
§=0

irreducibilidad de (nL_JlK j>, por ello [H N (nolK j>] es homeomorfo a M.
j=0 Jj=0

Con lo cual tenemos que H es la unién de dos subcontinuos unidos en un

punto, uno homeomorfo a M y el otro a N, y en este caso tenemos que

H es homeomorfo a N o tenemos que H es la unién de dos subcontinuos

homeomorfos a M, y por ello H es homeomorfo a M.

Entonces H es homeomorfo a M o a N.

Esto completa nuestro argumento de que M contiene tinicamente 2 sub-
continuos topoldgicamente diferentes. m
Proposicion 4.12 M es hereditariamente descomponzible.

Demostracién. Como M = K, U (UKi), entonces M es descom-
i=1

ponible. Y como N = Sy U <USi>, se tiene que M es hereditariamente
i=1
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descomponible ya que, por la proposicién 4.11 sus tinicos subcontinuos son

homeomorfos a M oa N. m

Proposicién 4.13 M es encadenable.

Demostraciéon. Como M es hereditariamente descomponible y también
es hereditariamente irreducible, entonces es hereditariamente unicoherente,

por el Corolario 1.34, y por el Teorema 1.33, M es encadenable. m

También se puede ver que es encadenable, observando que es limite inverso de
arcos. ([27, Teorema 12.19, pag. 246] y [27, Teorema 12.11, pédg. 235]. Limite

inverso de arcos es encadenable).

Ahora como M no es un arco y como N contiene continuos homeomorfos
a M, entonces N no es un arco.

Asi M no contiene arcos.

4.2. NO PROPIEDAD DE KELLEY

Recordemos que por la Proposicién 4.2, hay una sucesién Ky, K, Ko,. ..

de subcontinuos de M tales que:
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2) (1,1,...) € E= M\ UKZ" cada punto de E es un punto limite de
=0
M\ E,y
3) M\ UKZ- = F es homeomorfo a M.
i=0

4) Para cada i > 0, K; es homeomorfo a M, y K; N K; 11 = {yit1} es

degenerado. Ademds lim [diam (K;)] = 0.

i—00

— 137 .
con Yo = (5, D8 Yoty Yantds - - .), donde y,.1 aparece a partir
de la coordenada (n + 1)-ésima
y para n > 1 7, = (1,1,...,1,y2,,Y2n,...), con 1 en la primeras n
coordenadas.
_ 1131372 15
Donde {90791; . } - {07 4792747167832 16’ " * }
deci =0, =1 =1
€s decir Yo = 7y1—47y2_2
1

paran:172737'--7y2n+1 :1_W

paran:2)3747"‘7y271:1_2”%'

Veamos que M no tiene la propiedad de Kelly en el punto 77 = (%, 4—11, }1, .. ) ,

es decir en la interseccién Ky N K.

Como los continuos K y K; son homeromorfos a M, a éstos les podemos
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aplicar la Proposicién 4.2, entonces, hay una sucesién K, K7, Kj,... de sub-

continuos de K, tales que:

1) K, = KT
1=0

(1,1,...) € E" = K,\ UK{, cada punto de E" es un punto limite
1=0

2) =

de K.\ E", y
3) K, \ UK{ = E" es homeomorfo a K,.
=0

4) Para cada i > 0, K] es homeomorfo a K,, y K] NK] , es degenerado.

Ademds lim [diam (K])] = 0.

1—00

+8.).

NS
1S

Y

con (yg,¥1,---) = (5 +

Sean p =77 y A el subcontinuo K} que contiene a p.

Seazn:i(l—%%)

es decir z, = y9, = 1yan.

También ocuparemos que Ky = lim { [0, ;11] i |[0 l],i > 2}.
1

1 1
§a a"'7Z y Ans By - e e
observe que

T ——

n-1 términos

N

Para cada n € N, sea ¢" =

si es un punto en M, refiriéndonos a la construccién de M cumple que

n

q
frn—1(y2n) = 1 y por lo tanto f, (z,) = % (Ver la definicion de f,,).
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Con lo que tenemos que {¢"} 7, converge a p.

oo

n—1, de subcontinuos de M

Mostraremos que no hay una sucesiéon {A,}

que converge a A y tal que para cada n € N, ¢" € A,.

Supongamos que si existe tal sucesion.

apaira] ¢ > 2}

1771

Sea A, = lim {[aﬂ bl fi

Primero probaremos que si A,, N A # (), entonces p € A,,.

Asumamos que A, N A # (), y supongamos que p ¢ A,, entonces para
alguna 7, la coordenada i-ésima de p, p; = }L ¢ [al, b]

1771

y como ¢ € [a?, b}, y ¢I' < %, se tiene que b < 1.

177

ast b < ;11 para toda j > 1,

lo cual contradice que A, N A # ().
Entonces p € A,.

A continuacién probaremos que si A, contiene a ¢" y a p, debe contener

a E°.
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1) Por el Corolario 4.8, observamos que para cualquier ¢ € N, (UK?) U
i=t

E° es homeomorfo a M.

2) Observamos también que como K, es homeomorfo a M, podemos
aplicar la proposicién 4.2 a K.
Asi se tiene que:
K? = {(z1,22,...) € M |z, € [9,99,1] , V i salvo un mimero finito}.
K)NK), = {y?+1}, donde y? , es el punto en el limite inverso tal que
ntl

todas sus coordenadas son ¢, ; salvo un niimero finito (que es [ 5 ] , es decir,

: n+1
el mayor entero menor o 1gual que T)

y obtenemos que 49, coincide con ¢,

3) Por 1) y la proposicién 4.3, para cualquier t € N, (UKS) U Fy es
i=t

irreducible entre y_? y p.

4) Por la Proposicién 4.5 y usando 1), 2) y 3) tendremos que:
Como ¢" € K yp € E°, se tiene que A, N ( U Kio) £ 0y A,NE® £,
1=2n

por lo que A,, debe contener a U K? y por lo tanto a E°.
i=2n+1
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Asi, E° Cc lim A,, = A, lo cual es una contradiccién, pues por las defini-
ciones de F° y A, éstos son dos conjuntos no degenerados que sélo se inter-

sectan en el punto p.

Probaremos que si A,NA = () para una infinidad de n’s entonces A,, C Ky

para una infinidad de n’s.
Asf que supongamos que A, N A =0y que A, € K.

Como A, = lim {[a?, b, fi ][a?+17b?+1],i > 2}.
Sea T = (x1,%2,...) tal que T € A,, \ (Ko U A) lo cual implica que existe

ro tal que x, > 1% para toda r > 7.

Lo cual quiere decir que podemos ver a A,, como la unién de dos conjuntos

1=

ajenos. (A, N Ky) U <An nyY Ki), lo cual es una contradiccién.
=2
Asf que si A, N A = () entonces A,, C Ky y se obtiene lo deseado.

Ahora, si A,, C Ky para una infinidad de n’s, lim A,, C Ky y por lo tanto
A C Ky. Lo cual es una contradiccién, pues por las definiciones de Ky y A,

éstos son dos conjuntos no degenerados que sélo se intersectan en p.

Corolario 4.14 M no tiene la propiedad de Kelley.
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Capitulo 5

FAMILIAS DE EJEMPLOS.

En este capitulo mostraremos dos familias, la primera, una familia no
numerable de continuos 2-equivalentes, que son la cerradura de una rayo
topolégico con residuo homeomorfo al total e incomparables bajo funciones
continuas. La segunda, una cantidad no numerable de abanicos aplanables,
incomparables bajo funciones continuas. Aunque estos abanicos no tienen
relacion con los continuos 2-equivalentes, incluimos aqui su construccién por

su similaridad con la construccién de los continuos de la primera familia.

111
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5.1. FAMILIA DE 2-EQUIVALENTES.

Awartani en [1], construye una familia no numerable de continuos enca-
denables, mutuamente incomparables bajo funciones continuas y suprayecti-
vas; que son la cerradura de un rayo topolégico con residuo un arco. Estos
continuos se conocen como Continuos de Elsa. Con el fin de obtener los ejem-
plos deseados, generalizaremos los Continuos de Elsa con la ayuda de limites
inversos.

En la seccién 1, recordaremos la construccién de los continuos de Elsa
dados por Awartani [1], de hecho los modificamos para poder construir los
ejemplos deseados. En la segunda seccién, describiremos los espacios factores
con los que construiremos los ejemplos; por tltimo damos los ejemplos, junto
con sus propiedades. En particular mostraremos que hay una cantidad no

numerable de este tipo de continuos.

5.1.1. Ejemplos de Awartani

Para describir los ejemplos de Awartani, usaremos los siguientes resulta-

dos que aparecen en [1]
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Definicién 5.1 2V denotard el conjunto de todas las sucesiones de ceros y

unos, si {a;},{b;} son dos elementos en 2V.

diremos que {a;} domina verticalmente a {b;} si a; > b; eventualmente

(es decir, existe n € N, tal que a; > b; para toda i > n)
{a;} domina a {b;} si existe un entero jo tal que a; > b1, eventualmente

{a;} y {b;} son llamados incomparables si ninguno de ellos domina al

otro.

Lema 5.2 2" contiene una cantidad no numerable de elementos ninguno de

los cuales es eventualmente constante y ninguno de ellos domina a otro.

A cada a = {a;} € 2V, le asociaremos un ejemplo de Awartani £, (como
en la figura 1), que es una compactacién del rayo R, con un arco K, como
residuo. Ahora describiremos R, como la grafica de una funcién f, : (0,1] —
(0, 1] lineal a pedazos, con (1, ;11) = a; su punto extremo. Nos referiremos a
cada punto en R, por su primera coordenada. Si a y b son dos puntos en R,,,
entonces |a, b] denota el subarco en R, de a a b.

Sean m, y M, los conjuntos de minimos y de méximos respecto a la

segunda coordenada de R, y sea V, = m, U M,,.
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Figura 5.1: F,,
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Definicién de R,

Sean {z;};~ | y {yi};=, dos sucesiones en (0, 1] tales que lim z; = 0 = lim y;
y para cada i, ;1 < Tip1 < Y < X
Asi, obtenemos R, como la unién de los siguientes dos tipos de subarcos,

(i, yi] v [Yi, xiz1], de tal manera que;:
1. Si a; = 0 entonces:

a) |[wi, ys) N Mo| =20y |z, 4] Nma| = 20 — 1.

b) Si {M;;: 1< j <2i} es una enumeracién de derecha a izquierda
de los elementos de el conjunto [z;, y;] N M, entonces my (M, 2;) = 1
y mo (M; ;) = mo (Mi9i—;) = 42 <j<u.

i
i+

c) m ([wi, yil Nma) = 3.
2. Si o; = 1 entonces:

a) |[zi, il " My| =20+ 1y |[zi, y:] N | = 2i.

b) Si{M;;:1 < j <2i+ 1} es una enumeracién de derecha a izquier-
da de los elementos del conjunto [z;, y;]NM,, entonces ma (M; 2i4+1) =

Ly mo (M;;) = w2 (Migit1-5) = ;%, 1<j<u
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c) Si{m;;:1<j<2i} es una enumeracién de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [z;, y;] N m, entonces w3 (m; ;) =

wln

parar i = j y mo (m;;) = % para i # j.

3. Para cada i € N:

a) |[zs, yi] " M| =20 — 1y |[x;, ys]) N ma| = 2i.
b) mo ([, ] N M) = 3.

c) Si{m;;:1<j<2i} es una enumeracién de derecha a izquierda
de los elementos de el conjunto [z;, y;]Nm, entonces 7o (M 2;) = 2l

y ma (mij) = w2 (Migij) =1 — ;%, 1<y <.

Mi,2i si Q; = 0
Sean a; = mi2i, ¥ b; =

Moy sia; =1

Es decir, b; y a; son puntos en R, tal que su segunda coordenada es uno

y 2i respectivamente.

De esta manera, describimos al continuo E, como la unién de un rayo R,
con un arco K,. Donde cada elemento de R, es de la forma (x1, f, (1)) y

K, ={(0,25) : 25 € [0,1]}.



5.1. FAMILIA DE 2-EQUIVALENTES. 117

5.1.2. Espacios Factores

Para cada n € N, sea I" = [0,1]" x {0} x {0} x - - - un subconjunto
del cubo de Hilbert. Para simplificar la notacién, nos referiremos a I' como
[0,1] y en general a I"™ como el n-ésimo producto de intervalos. Obsérvese
que I" C I™t

Comenzaremos con el primer espacio factor, que serd un arco, el segun-
do espacio factor lo definiremos como un ejemplo de Awartani, es decir, la
cerradura de un rayo topolégico con residuo un arco; el tercer espacio factor
serd la cerradura de un rayo topolégico con residuo el segundo espacio factor.
Inductivamente el espacio factor (n + 1)-ésimo serd la cerradura de un rayo

topoldgico con residuo un continuo homeomorfo al n-ésimo espacio factor.

Sia € 2V definimos X{* = ', X§ = E,, el continuo de Awartani asociado
a a. Obsérvese que X§' es la unién de un rayo topologico Rf’Q con residuo un
arco K§. Como R$” es la imagen del intervalo (0, 1], cada punto en RJ” es
de la forma (x1, fo (21)), donde f, : (0,1] — (0, 1] es el homeomorfismo con
el que se define el rayo del ejemplo de Awartani. Cada punto en K§ es de la

forma (0, x5) € I?, con x5 € [0, 1]. De lo anterior tenemos que

X2a = {(xlaxZ) € [2 Py = fa (xl) con xrq € (0, 1]} U {(O,xg) € [2 Xy € [1}
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Continuando de esta manera, tenemos que X§ = R‘f’?’ U Rg’?’ U K5 donde
Ry? = {(w1,22,25) € I : 2 = fa (1), 23 = fa (fa (1)) y 21 € (0,1]} =

{(z1, fo (21), fo (fa (21))) - 21 € (0, 1]},

Ry = {(0,m,23) : 23 = fa (22) 72 € (0,1]},

K¢ ={(0,0,23) € I* : 23 € [0,1]}.
En general X¢ = R URy" U ---U R, U R U K® donde R;"™"™ =
{(z1,...,zn) €Iy #0sii < j, z; € (0,1] yparaj >ix; = fI7" (x;)}

i<ny Ky ={(0,0,...,0,2,) € I" : z,, € [0,1]}

Los siguientes resultados nos describirdn mejor los espacios X .

Lema 5.3 R"" C X% es un rayo topoldgico.

Demostracién. Sea h; : R;"" — (0,1] definida por h (z1,z2,...,2,) =
x;. Es claro que la funcién h; es un homeomorfismo, pues cada punto r =
(x1,2T2,...,2,) € R&™, estd determinado por la i-ésima coordenada. m

El siguiente lema se sigue de la definicién de E,, (el continuo de Awartani

asociado a a) y de X2.

Lema 5.4 R.", UK? es homeomorfo a E,.
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Obsevacién 5.5 Sean r € [0,1] y e > 0, se sigue de la definicion de f, que
existe s € (O, %) tal que fo (s) = r. Mds ain, sir, € [0,1] y k > 1, existen

ri € (0, 557) coni € {1,2,...,k — 1} tales que fo(r;) = ris1.
Esto nos ayudard a probar el siguiente lema.
Lema 5.6 R"" = X2.

Demostracién. Es claro que W C X2. Mostraremos la otra con-
tencién. Sea x = (x1, X2, ..., z,) € X Entonces, si x; # 0, (21, x2,...,2T,) =
(@1, fo (1) -, [  (21)) € RY™ C Ry

Ahora, supéngase que x; = 0 y supéngase también que existe k > 1 tal
que ry # 0y x, 1 =0, mds atin z; = 0 para toda i < k.

Sea ¢ > 0, usando la observacién 5.5, existen y; € ((), Qk%) con i €

{1,2,...,k — 1} tales que f, (y;) = viz1 para cada ¢ € {1,2,...,k—2} y

foa (Yk—1) = z, luego entonces, si y = (y1,- .., Yr—1, Tk, - - -, Tp), S€ tiene que
Sy N Rl kel
QT _ Ti—Yi Ti—Ti| __ Yi +1
yeRl yd(x,y)—z 5 +Z 5 _227; < 22¢ <e.
i=1 i—k i=1 i=1

Siz = (0,0,...,0), por la Observacién 5.5, existe y = (y1, ¥z, - - -, Yn) tal

£

que cada y; € (07 2k“) por ello d (z,y) < e.

Asi, si z € X2, existe y € RY"™ tal que d (z,y) < ¢ con lo que = € R{"".
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Corolario 5.7 X es la cerradura de un rayo topoldgico con residuo el sub-

continuo Ry U---U Ry U R, UK, este dltimo homeomorfo a X2,

5.1.3. El espacio X,

En seguida definiremos las funciones de ligadura entre los espacios fac-

tores.

Sea g2t X2 | — X2 definida por

n

a,n+1

g° (X1, T2y oy Ty Tpr1) = (T1, Ty o, XTpy)-

a,n+1

o es continua suprayectiva y abierta, de

Notemos que cada funcién g
hecho es una proyeccién.

Sea X, = lim {X2, 9271}

A continuacién mostraremos algunas propiedades entre los espacios fac-

tores que nos ayudaran a probar el teorema principal de esta seccion.
1
Lema 5.8 2" ant1 es un homeomorfismo de R{™ a Ry™.
1

.. 1
Demostracién. Sea © = (21,22, ...,2,.1) € R® ' entonces z; >
) ) ) + 1 )
. antl _
0, ast, g™ (x1,29,...,2011) = (21,22,...,2,) con z; > 0, por lo que

g™t (z) € RY". Ademds g2 es suprayectiva, pues siy = (y1,%2, - -, Yn) €
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R entonces eligiendo = (y1, 2, - - -, Yns fa (yn)), se tiene que g+ (z) =

Y.

an+1

o es 1nyectiva.

Probemos ahora que la funcién g
Sean = = (1,2, ..., Tng1) ¥ = (Y1, Y2, - - - 1 Yng1) € RY" Ty gt () =
g™t (y). Esto implica que (z1, T2, ..., %) = (Y1, Y2, - - -, Yn) , de donde x; =
y; para cada i € {1,2,...,n} pero z,11 = fo(xn) = fa (Yn) = Yns1 por lo

tanto r = y.

a,n+1
n

a,n+1
n

Ademss de que g es continua, la inversa de g , definida por

a,n+1

(g2 ) (ay, 0, . Eng1) = (21,22, ., T, fa (2n)) es claramente una fun-

ci6n continua. Asf, 2" | pan+1 es un homeomorfismo. m
1

Lema 5.9 Tomemos dos espacios factores X y X conn >m > 2. X =
RIMURy"U---UR' S UR™ UK, y X2 =R"™URy"U---UR", U

a,m a,n a,n a,m a,m
R.," UK,,, entonces R{"" U Ry" es homeomorfo a R{"" U Ry™.

Demostracién. El lema es claro tomando el homeomorfismo

a,n B (0% [}

Corolario 5.10 R"™" U Ry} U Ri5 U --- U R\ es homeomorfo a R}™ U

REYVURYSU---URYY coni+j <n,r+j<k. Esdecir, la union finita de
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rayos topoldgicos consecutivos se puede mandar con un homeomorfismo entre

espacios factores.

Sean p; = 0 € X% p, = (0,0) € X¢ y para cada n € N, p, =

(0,0,...,0) € X% de manera similar, sean ¢ = 1 € X{, ¢ el punto ex-

tremo del rayo R(f’2 en X§', es decir, el punto (1, }l) € I? y para cada n € N,
¢n €l punto extremo del primer rayo en X2, es decir R;"".

Sea w0 : X, — X la proyeccién n-ésima.
Lema 5.11 X, es 2-equivalente.

Demostracién. Sean p = (p1,p2,.-.), ¢ = (q1, 42, - . .) y A un subcontinuo
no degenerado de X,. Mostraremos que A es homeomorfo a un arco o a X,,.

Sip ¢ Aexiste i € N tal que p; ¢ A; = 7% (A) y por ello A; # X2,
notemos que, como A; es un subcontinuo, éste debe de ser un arco pues A4;
debe estar contenido en un rayo y A;;; es un arco para toda j, pues entre
los rayos hay homeomorfismos (Lema 5.9), por lo tanto A es un arco.

Sip e Aexiste i € N tal que A; = 7% (A) es no degenerado y A, =
-1 (A) = {pi—l}-

A ={(0,...,0,2;_1,2;) € X 12,1 =0, 2, € [0,1]} =

0,...,0,x;) € X :x; € 0,1 ue es homeomorfo a X{. Con lo que
{( ) Y Y 7 ) q 1 q_
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Aipl = {(0, o0, ) € X2t € (0,1, 2540 = fa (a:z)} U

{(0, oo 0,25, ) € X2t = 0,254 € [0, 1]}, con lo que obtenemos
que A;+1 es homeomorfo a X§'. Continuando con esta descripcién, se obtiene

que A;,; es homeomorfo a X7, ; ; con lo que A es homeomorfo a X,. ®
Lema 5.12 X, es irreducible.

Demostracion. Es ficil notar que cada espacio factor es encadenable.
Por el Teorema 1.42, X, es encadenable, con lo que X, no es un triodo simple
ni una curva cerrada simple. Ahora, como X, contiene arcos, es 2 equivalente,
no es un triodo simple ni una curva cerrada simple. Por el Teorema 1.47,

tenemos que X, es irreducible. m
Lema 5.13 X, es descomponible.

Demostracién. Sean r = (ry,72,...), 11 € (0,1), 7, = g2 (x1) y B =
lim {BZ», gf’iﬂ} donde B; es el arco irreducible de r; a ¢;. Si A = (X, \ B)U{r},
entonces que A es un subcontinuo de X, tal que X, = AU B.

Como g ¢ Ay p ¢ B entonces A # X, # B, por lo tanto X, es

descomponible. m

Lema 5.14 X, no es un continuo de Elsa.



124 CAPITULO 5. FAMILIAS DE EJEMPLOS.

Demostracién. Como X, es 2 equivalente, contiene arcos y es irre-
ducible, entonces, por el Teorema 1.47, X, no es localmente conexo. Por ser
X, descomponible, 2 equivalente, contener arcos y no ser localmente conexo,
el Teorema 1.48 implica que X, es la cerradura de un rayo topoldgico con
residuo un continuo. Sea r como en el Lema 5.13, A; su arco componente,
s = (s1,82,...), donde s; = p1, y s2 # po. Entonces no hay un arco de s; a
9. Luego A; # A, donde Aj es la arco componente de s. Sean t = (t, o, . . .)
t1 = p1, ts = pa v t3 # p3. Andlogamente A; # Ay, Ay # Az, donde Aj es la

arco componente de t. Asi, X, no es un continuo de Elsa. m

Lema 5.15 X, es la cerradura de un rayo topoldgico R, con residuo un

continuo K,.

s 2 . P an  _a,n+1 a .

Demostracién. Sea R, = lim {Rl y On \R(lx,nﬂ}. Entonces 7¢ : R, —

2 . .
R{"* es un homeomorfismo, pues cada elemento de R, estd determinado por
la segunda coordenada.

Mostremos ahora que X, = R,.

Sea ¢ > 0 y supongamos que = = (x1,Z2,...) no estd en R,, entonces

. ¢ ROM' 1 : RCVJ _ o)+l Rﬂé’j-f'l da 7

x; 1 para alguna i, pero como R;¥ = g; 1 para cada j,

entonces z; ¢ R para toda i € N.
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Entonces ;1 = 0 y para cada ¢ > 1, se tiene que x; tiene cero en su
primera coordenada.

Supongamos que a partir de la segunda coordenada se tiene un ele-
mento distinto de cero (el caso general es semejante salvo la complejidad
de los indices), es decir xy = (0,23),23 = (0,23,23) y en general z, =
(0,25,...,27) con z§ # 0.

Notemos que en este caso, ¥ = 23 y r? =z para j <n < m.

Por la Observacién 5.5, existe yi € (0,2) tal que f, (y7) = 3.
Definimos y, = (43, fo (u})) = (41, 73) , ast, y» € Ry,

En general definiremos y € R,, tal que 7§ (y) = (y2).

Sean y1 = yi,ys = (41,73, fa (23)) = (yi,23,75) y para cada n > 1,

yTL - (y%7$%7 A '7fg_2 (x%)) - (y%7$%7 AR 71‘3)7 con ]'O que d(x7y> < €. ASl’?

re€R, n

Como consecuencia de la prueba anterior, obtenemos el siguiente coro-

lario:

Corolario 5.16 K, es homeomorfo a X,.

Demostracién. Para © = (x1,22,...) € X,, definimos la siguiente fun-

cién h : X, — K, definida por h(xy,z2,...) = (0,21, 22, ...) luego h es un
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homeomorfismo. =

Corolario 5.17 X, es una union ajena de una cantidad numerable de rayos

topoldgicos y un punto, es decir, X, = Ry U Rao U --- U {p}.

A continuacién mostraremos que si hay una funcién suprayectiva y con-
tinua entre dos ejemplos X, y Xg, entonces la imagen de los rayos estd

contenida en los rayos.

Proposicién 5.18 Sean o, 8 € 2V y X,,, X5 los espacios asociados a «, 3
respectivamente. Supdngase que f : X, — Xz es una funcion continua y

suprayectiva, entonces f (Ra) = Rg.

Demostracién. Sea x € R, y supdéngase que f (x) ¢ Rg. Luego, f (x) €
Rgs,; para alguna i € N\ {1} o f (z) = p.

Como f es continua y R, es localmente conexo, se tiene que f (R,) C Rga,;
o f(Ra) = {p}-

Si f(R,) = {p}, por continuidad y dado que R, = X,, se tiene una
contradiccién a la suprayectividad de f.

Si f (R.) C Rg; se obtiene que f (X,) C R_gz contradiciendo nuevamente

que f es suprayectiva, con lo que f (R,) C Rg.
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Ahora, como f es continua y suprayectiva, f (R,) = R_g y por lo tanto

f(Ra) = Rﬁ. ||

Proposicién 5.19 Sean o, 3 € 2% y X,, X3 los espacios asociados a «, 3
respectivamente. Supdongase que f : X, — Xz es una funcion continua y
suprayectiva, entonces existe t € N tal que f(Rat) = Rg1 Y f(Ratt1) =

Ras.

)

Demostracién. Como f (R,) = Rg y f es suprayectiva, deben existir
i € Ny z € R, tales que f(z) € Rgp. Con un argumento similar al
de la prueba de la proposicién 5.18, se tiene que f(R,i+1) = Rpa. Sea

t=min{i € N: f(R,;) N Rp2}, entonces f (Ryt) = Rp1. W

Teorema 5.20 Sean o, 3 € 2 y X,, Xp los espacios asociados a « y 3
respectivamente. Supongase que existe f : X, — Xz una funcion continua y

suprayectiva. Entonces existe fy 1 X5 — Xg continua y suprayectiva.

Demostracién. Por la proposicién anterior, existe t € N tal que f (Ra) =
Rs1y [(Rati1) = Raa. Sea (r1,22) € X§. Vamos a definir la funcién f,.
Lo que haremos, serd ver como es la imagen de cada uno de los puntos

en X5
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Si xy # 0, es decir, si (x1,22) € R’f’2 entonces ro = f, (x1). Definiremos

x en R,, tomando
4

0 sin<t

Yn = 1 sin=t

[t (z)  sin>t
\
con lo que si + = (y1,%s,...), entonces * € R, ;. Para entender més

claramente esto, lo que estamos haciendo al tomar el punto z € R, ;, dado
el punto (z1,7) € R, es tomar el homeomorfismo (7, (g5 ’t))fl que hay
entre estos dos rayos.

Ahora, definimos fs (21, 23) = 75 (f (z)). Es claro que f2’R111,2 (R‘f’2) =
R? ? (lo anterior, es consecuencia del Lema 5.15 y la proposicién 5.18).

Ahora, si (21, x2) € K¢\ {p2}, entonces 21 = 0y x5 # 0. Podemos mandar
(1, 22) con el homeomorfismo hacia el rayo R;7;"*, mencionado en el Coro-
lario 5.10 y obtener como imagen al punto en X2 ,, (0,0,...,0, 2, fo (2)), €l
cual estd en el rayo Rf‘ff 2. Como hay un homeomorfismo con el rayo R tt1,
como el descrito anteriormente, nos ayuda a definir la funcién fs en K§\{p2},
luego, definimos f; (0, x2) = 7r§ (f (z)) y se tiene que fo es continua.

Esto tltimo, pues tomamos un punto (z1,#3) € R U K§ \ {p:}, lo

mandamos con un homeomorfismo al espacio factor X7 ,, después lo man-

damos con otro homeomorfismo a R, ;U R, +41, después bajo la funcién f lo
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mandamos a 231 U Rg2, por tltimo, lo proyectamos en el segundo espacio
factor, con lo que obtenemos una funcién f, tal que manda R U K§ \ {p2}
a R U K2\ {p;} de manera continua.

Por tltimo f5 (p2) = (0,0) (es decir, el punto py del espacio X5).

Sélo falta probar la continuidad de f; en el punto ps.

Sea {z2}7° | C X§ \ {p2} una sucesién que converge a ps y sea {z,} o,
la sucesién definida en R,; U R, 1, (que se obtiene gracias a que hay un

homeomorfismo con X§ \ {p.}). Cada subsucesién {z,,};, convergente de

o0

{xn}.2, converge al residuo de R, ;1 y por la continuidad de f, {f (zn,)};

converge a algin punto de Xg \ (Rg1 U Rg2) v, la imagen de dicho punto,

bajo 75, es (0,0). Con lo cual se obtiene que { f (z,,)}2, converge a (0,0). m

Corolario 5.21 Hay una cantidad no numerable de continuos 2-equivalentes,
cada uno de los cuales es la cerradura de un rayo topoldgico, con residuo

homeomorfo al continuo total.
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5.2. UNA FAMILIA DE ABANICOS.

Recordemos que un continuo X es arco-conexo, si cualesquier par de
puntos de X estdn contenidos en un arco contenido en X. Un dendroide
es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicoherente. Un abanico es
un dendroide con un solo punto de ramificacién. Diremos que dos continu-
os son comparables bajo funciones continuas si existe una funcién continua
y suprayectiva entre ellos, en caso contrario diremos que los continuos son
incomparables. En 1961 B. Knaster [15] pregunté si existia una familia no
numerable de dendroides incomparables deseados. Recientemente, esta pre-
gunta se resolvié en forma positiva de manera independiente en [23] y en
[30]. Estos ejemplos son abanicos, pero no son aplanables. P. Minc prensen-
t6 sus ejemplos en el Spring Topology Conference celebrado en Greensboro,
North Carolina en Marzo de 2006 y A. Lelek pregunté si existian ejemplos
con dendroides aplanables. En el seminario de Hiperespacios de Continuos,
en el IMATE de la UNAM fué recordada esa pregunta que contestamos de
manera afirmativa.

Presentamos una familia aplanable de abanicos {F, : o € C}, C C 2N, C

no numerable tal que si a,5 € C y o # [3 entonces F,, y Fj no son compara-
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bles. La construccién de los abanicos es una modificacién de la coleccién de
continuos de Elsa construidos por Awartani en [1].

En la primera seccién recordamos los ejemplos de Awartani e introduci-
mos algunas notaciones que nos ayudaran a la construccién de la familia de
dendroides.

En la segunda seccién construimos los ejemplos y obtendremos el resul-

tado principal, Teorema 5.32.

5.2.1. Ejemplos de Awartani

Recordemos de la seccién 5.1.1, algunos resultados.

Primero recordemos de la Definicién 5.1 que si {a;}, {b;} € 2.

1. {a;} domina verticalmente a {b;} si a; > b; eventualmente.

2. {a;} domina a {b;} si existe un entero j, tal que a; > b;1j, eventual-

mente.

3. {a;} y {b:} son incomparables si ninguno de ellos domina a otro.

Las pruebas de los siguientes tres Lemas aparecen en [1].
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Lema 5.22 Sean {a;}, {b;} dos elementos en 2N. Si {aij}]o.il es una sub-
sucesion que eventualmente es cero en {a;}, y si para cada entero jo, b1,

es eventualmente cero, entonces {a;} domina a {b;}.

Lema 5.23 2V contiene una cantidad no numerable de elementos, ninguno

de los cuales domina verticalmente a otro.

Recordemos también el Lema 5.2, y lo reescribimos para hacer referencia

a él.

Lema 5.24 2V contiene una cantidad no numerable de elementos ninguno

de los cuales es eventualmente constante ni domina a otro.

Por el Lema 5.24, sea C C 2", C no numerable, tal que sia, 3 € Cy o # 3,
ninguno de los dos domina al otro.

A cada o = {a;} € 2 le asociaremos un ejemplo de Awartani F,, (como
en la fig. 2). E, es compactacién de el rayo J, con un arco como residuo.
Ahora, describiremos J,, como la gréfica de una funcién lineal a pedazos de
(0,1] a [0, 1], con (1,0) = a; como su punto extremo. Nos referiremos a cada
punto en J, por su primera coordenada. Mds an, si a y b son dos puntos en

Jo, entonces [a, b] denotard el subarco de J, de a a b.
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Sean m, y M, los conjuntos de minimos y de m&ximos respecto a la
segunda coordenada de J,.

Sean {z;}., vy {yi}io, dos sucesiones en (0, 1] tales que limz; = 0 = lim y;
y para cada i, Y11 < Ty < Y; < ;.

Asi, obtenemos R, como la unién de los siguientes dos tipos de subarcos,

(i, yi] ¥ [Yi, Tit1], de tal manera que:
1. Si o; = 0 entonces

a) [z, yi] N Ma| =20y |[xi,yi) Nma| = 20— 1.

b) Si {M;;:1<j <2i} es una enumeracién de derecha a izquierda
de los elementos de el conjunto [z;, y;] N M, entonces my (M; 2;) = 1
y mo (M ;) = mo (M, 9,—5) = %, 1<j<.

¢) m ([zi, 3] Nma) = 3.

2. Si o; = 1 entonces

a) |[zi, il " My| =20+ 1y |[zi,y:] N | = 2i.

b) Si{M;;:1<j <2i+ 1} es una enumeracién de derecha a izquier-
da de los elementos del conjunto [z;, y;]NM,, entonces mo (M; 2i4+1) =

Ly my (M;;) = 7o (Migi41-5) = ;%, I<j<u
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c) Si{m;;:1<j<2i} es una enumeracién de derecha a izquierda

wln

de los elementos de el conjunto [z;, y;] N m, entonces w3 (m; ;) =

parar i = j y ma (m;;) = 3 para i # j.
3. Para cada i € N

a) |[zi, yi] " My| =20 — 1y |[x;, ys]) N ma| = 2i.
b) my ([zi, y:) N M) = %

c) Si{m,;,;:1<j <2i} es una enumeracién de derecha a izquierda

de los elementos de el conjunto [z;, y;] Nm,, entonces my (M 2;) = 0

y T2 (mij) = w2 (Migij) =1 — ;%, 1<j<i.

Mi,2i if Q; = 0
Sean b; = y a; = M, 9, es decir b; y a; son los puntos

M;oipq ifa; =1

en J, tales que su segunda coordenada es uno y cero, respectivamente.

{E, : a € C}, es una familia no numerable y cada E, es un continuo de

Elsa tal que si o # 8 y a, 8 € C entonces E, y Ez no son comparables.

5.2.2. Construccion

Sean a € 2V y E, el ejemplo de Awartani asociado a a.
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Figura 5.2: F,
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El abanico en el que estamos interesados es F,, pero construiremos tam-
bién un abanico F!, como un paso intermedio con el unico propdsito de que

sea m4ds visualizable.

Construiremos un abanico F,, como la unién de arcos J{*. Empezaremos
., . / . .
con la construccién del abanico F, como en la fig. 3, entonces identificaremos

la parte remarcada con el punto a, para obtener el abanico deseado F,.

Denotemos los puntos en el plano: (0,1) = ¢4, (0,1) = ba, (0,0) =a, y

(0, —1) = pq. Definimos el arco E; como el segmento entre p, y el punto en

el plano (2}_1 , O).

/ . .
Sea A; = [a;, a;41] el arco entre a; y a;,1 contenido en J,. Sea I una copia

3

de A} contenida en el cuadrado [3,1] x [0,1], (lo cual es una contraccién

respecto a la primera coordenada de la grafica de J, en [ag,ai] X [0,1] en

[2,1] x [0,1]). Ahora, sea I§ la unién de dos copias de A}, contenida en el

3

3 %] x [0, 1], de tal forma que la primera copia es denotada por

cuadrado [
A, y la segunda copia es denotada por A; . En general, definimos I como

la unién de i copias de A} contenidas en el cuadrado [2;11, 211,1] x [0, 1], de

tal forma que la primera copia es denotada por A; y las otras copias son
denotadas por Aj; con k € {1,2,---,i—1}. El arco J® es la unién de los

arcos F; y I, como en la fig. 3. Asi J® es el arco con un punto extremo en
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A; y su otro punto extremo es p,.

La sucesién de subarcos definida en [21%, 2%1} x [0, 1], converge a el arco

entre a, v co, y los subarcos F; convergen a el arco entre a, y po. Sea I, el

arco entre a, y cq, € I! el arco entre p, y a,.
o0

Definimos el abanico F}, = I,UI, ;UU J{. F! contiene al abanico armonico

=1
00

F!' =1 U U E;. El abanico que necesitamos es el espacio cociente F,, =
i=1

[e.e]
F!JF!, el cual es finalmente, una identificacién de 1/, U U E; con el punto

(e
i=1
a, y obtenemos el abanico F,, con a, como su vértice. Diremos que F, es la
(e o]
unién 1, U U Ity I,NI¢ = {as}.
i=1
A continuacién denotaremos algunos subarcos importantes en cada I{*.
Para i € N, K y LY denotardn los subarcos de A;, [a;,b;] v [bi, ait1]
respectivamente en I (estamos usando la notacién de A/, como el arco de q;
a a;,1 para denotar estos subarcos de A;). uf denota el arco en I que une
a; con el primer elemento de K N M,. Similarmente, w{" denota el arco en

I que une b; con el primer elemento de L N m,,.

L

En este sentido, podemos definir los subarcos K7, Lf,;,

(07 «
Jsi2 uf; y wi; en Aj,.

Diremos que una sucesion de longitudes de arcos es acotada si su limite

superior es finito. También diremos que una sucesion de longitudes de arcos
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us

Figura 5.3: F}
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es no degenerada si su limite inferior es mayor que cero.
El siguiente lema es fécil de verificar y dd importante informacién acerca

del abanico F,.
Lema 5.25 Para F, lo siguiente se cumple:

1. Sit € (an,ca) y t' € 1, entonces existen sucesiones {t;} y {t.}, t;,t. €
I, que convergen at yt' respectivamente, tales que {d[t;,t}]} es aco-

1

tado (donde d denota la longitud de el arco).

2. Sean {t;} y {t.} dos sucesiones con t; t; € I

&, convergiendo a a, Y Cq

respectivamente, entonces lim {d [t;,t}]} = co.
3. Para cada i € N, sea p; € LY. Entonces lim {d [p;, pi+1]} = 0.

4. Si{pi} y{q} son dos sucesiones, p;,q; € I, ambas convergiendo a a,

1)

y si {d[pi,qi]} es no degenerada, entonces |ay,bs] C lim [p;, ¢;].

5. Sea {A;} una sucesion de arcos, A; C I, tales que A; Nw # 0 even-

tualmente. Si lim A; D [aq, bs] entonces lim (d (4A;)) = oo.

6. Sean p € ug y q € wy . Entonces [p,q] N mgy N (y = %) =0 (lo cual

significa que el conjunto de minimos en el arco [p, q] no incluye % ) siy

solo st oy, = 0.
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Ahora probaremos dos lemas. La prueba es similar a la prueba que aparace

en el articulo de Awartani.

Lema 5.26 Sea h : F,, — Fj una funcion suprayectiva y continua y sea A
un arco en I¥. Si B es un arco en h(A) entonces existe un arco en A cuya
1magen es B.

Demostracion. El resultado se sigue directamente, dado que la funcion

hla: A— h(A) es una funcion entre intervalos. m

Lema 5.27 Sea h : F, — Fj una funcion suprayectiva y continua y sea
o0
{A;} una sucesion de arcos en U I tal que limsup A; C 1,,. Lo siguiente se

i=1
cumple:

1. Si{d(h(A;))} es no degenerada entonces {d (A;)} es no degenerado.

2. Si{d(A;)} es acotada, entonces {d (h(A;))} es acotada.

Demostracion.

1. Supongamos, sin pérdida de generalidad que {A;} es una sucesién con-
vergente. Como {d (h (A;))} es no degenerada, cada h (A4;) contiene un
par de puntos p;, ¢; tales que lim p; # lim ¢;. Asi A; contiene un par de
puntos p}, ¢} tales que lim p} # lim ¢, lo cual implica que {d (A4;)} es no

degenerada.
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2. Supongamos que lim {d (h (A4;))} = oo. Entonces, para cada i € N,
h (A;) contiene una coleccién {B;;:1 < j <i} de subarcos cerrados
y disjuntos, tales que {d(B;;): (i,j) € Nx{1,2,...,i}} es no dege-
nerada. Para cada i € N y cada j, 1 < j <4, sea A;; el subarco de
A; tal que h(A;;) = B;;. Esto es posible por el Lema 5.26. Se sigue
de (1) que {d(A;;): (4,j) € Nx{1,2,...,i}} es no degenerada, lo cual

implica que lim d (4;) = oc.

Lema 5.28 Sea h : F,, — Fj3 una funcion suprayectiva y continua. Entonces

las siguientes afirmaciones se cumplen:
1. ht{ag, cs} = {aa, ca }-
2. Si h(a) = ag, entonces h[aq, by| = [ag, bg| y h[ba, ca] = [bs, cs).

3. Si h(a,) = cg, entonces h[aq,ba] = [cs,b5] y I [ba,cal = [bs, as).

Demostracion.

1. Es suficiente probar que (an,co) N7 (cg) = 0 = (aa,ca) N A1 (ag).

Supéngase que (g, co) Nh7t (ag) # 0 y sean t' € [aq, ¢l t € (aa, o),
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tales que h (') = cg y h(t) = ag. Por el Lema 5.25, (1) hay sucesiones
{t:;} y {t}} en [j I, que convergen a t y t' respectivamente tales que
{d[t;,t}]} es acz)jc;do. Como lim h (t;) = ag y lim h (t}) = cg, se sigue del
Lema 5.25, (2) que limd [h(t;),h(t;)] = oo. Esto contradice el Lema

5.27, (1). Similarmente, se puede probar que (a,cq) N h~! (cg) = 0.

. Dado que la prueba de que h[aq,bs] = [ag,bs] es similar, sélo pro-

baremos que h [by,ca] = [bs, cs]. Como h(a,) = ag, (1) implica que
h™! (¢g) = co. Supongamos que existe t € (b, ¢,) tal que h (t) < bg. T

o0

denotard la sucesién U I* N (y =t) (es decir, su segunda coordenada
es t). Existen dos sukz);llcesiones {p:} v {¢;} de T tales que para cada
i € N, p; y ¢; son adyacentes en Ty [p;, ¢;] " M, = (y = 1) (es decir, su
segunda coordenada es 1), entonces, eventualmente h (p;) , h (g;) tienen
segunda coordenada en (ag,bs). Si para una infinidad de nimeros i,
hipial N (y=k) = 0, k > %, obtenemos lo siguiente. Como ¢, €
lim [pi, ¢i], h(ca) € Hm[h (p;),h(g;)] con lo que h(c,) € [ag,bg], con-
tradiciendo que h™'(cs) = co. Si hips,@l N (y=k) # 0, k > 1,
obtenemos lo siguiente: h(p;) € Lii y h(g) € LE con r; # k;. Se

sigue del Lema 5.25, (3) que limd[h (p;),h(g)] = oo y consecuente-

mente, lim (h [p;, ¢;]) = co. Esto contradice el Lema 5.27, (2) dado que
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{d[pi, q:]} es acotado.
3. La prueba es similar a (2) y por ello se omite.

4. Se sigue directamente de (2) y (3).

Lema 5.29 Sea h : F, — Fj una funcidn suprayectiva y continua. Si ni o

ni B son eventualmente constantes, entonces se cumple lo siguiente.

1. h(aa) = ag; h(ca) = cg; hlan,ba] = [ag, bg] y h[ba,ca] = [bs, cs].

[e.e]

2. Si {A;} es una sucesion de arcos en U I? tales que lim A; = [ba, ca] ¥
i=1
A; Nmgy N (y: %) =0, Vi € N, entonces h(A;) N mg N (y: %) =0

eventualmente.

Demostracion.

1. Por el Lema anterior, es suficiente probar que h (a,) = ag. Supéngase

que h (a,) = cs. Se sigue de la construccién que existen sucesiones {p; }

y {¢} en U]f tales que limp; = lim¢q; = c¢5, lim [p;, ¢] = [%,05},
i=1
y {d[pi,q:]} es no degenerado. Por el Lema 5.26 podemos encontrar
una sucesién {B;} de arcos en UI{" tal que h(B;) = [pi,q]. Como
i=1
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{d[pi, qi]} es no degenerado, se sigue del Lema 5.27, (1) que {d(B;)} es
no degenerado, eligiendo p} y ¢} en B; tales que h (p)) = p; y h(q)) = ¢:-
Como h™! (cg) = aq, se sigue que limp; = lim ¢, = a,. Supongamos,
sin pérdida de generalidad que {B;} es una sucesién convergente. Por
el Lema 5.25, (4), [aq, bs] C lim B;. Como lim h (B;) = [2, ¢5], se sigue
que h [aq,ba] D [%, 05], contradiciendo el Lema 5.28, (4). Por lo tanto

h(ca) =cgy hlaa) = ap.

2. La prueba es similar.

Lema 5.30 Sea h : F, — Fj una funcidn suprayectiva y continua, y sean
{pi} y {q} sucesiones de puntos en F, tales que para cada i € N, p; € u?
yq € w. Silimp;, =limg = b, y ni o nit B es eventualmente constante,

entonces existe un entero jo tal que, eventualmente h (p;) € uf Yo Y h (q:) €

B

Wi o -

Demostracién. Como h (b,) = bg, se sigue que limh (p;) = limh (¢;) =
by
Primero, mostraremos que h (p;) € U uf eventualmente. Supongamos

Jj=1
que no, entonces, tenemos los siguientes casos:
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B

wy,

Ahora, mostraremos que si h (p;) € u

L. {d[h(pi, M},)]} converge a cero para alguna subsucesién {M;,}:°, de

Mpg. Entonces, usando la continuidad uniforme de h existe 6 > 0, tal

que h [by, by + 6] C [ag, bs] lo que contradice el Lemma 5.29, (1).

. {d[h (pi,m;,)]} converge a cero para alguna subsucesién {my,}.-, de

mg. Usando un razonamiento similar al anterior, se puede mostrar que
existe 0 > 0, tal que h[by, by — 0] C [bs, cg] lo que contradice el Lema

5.29, (1).

[e.9]

. h(p) € U wj@ (con wf en A; o A, ;) eventualmente. Sea m} = uf Nm,

j=1
(los minimos de u$). Como lim [m}, p;] = [@a,ba], €l Lema 5.29, (1)

implica que lim h [m},p;] = [ag,bs]. Como h[m},p;] N (U wf) # 0
j=1
eventualmente, se sigue del Lema 5.25, (5) que limd (h [m},p;]) = oc.

Esto contradice el Lema 5.26, (2) dado que {d [m}, p;]} es acotado. Por

lo tanto, la tinica posibilidad restante es que h (p;) esté eventualmente
o0
B
en U uj .
j=1

o0

La prueba de que h (¢;) € U wf es similar y por ello se omite.

j=1
B

;. eventualmente, entonces h (¢;) €

eventualmente. Supongamos lo contrario, entonces h (g;) € wfi donde

k; # j; para una cantidad infinita de i’s. Entonces se puede deducir que
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hlaa,ba] N (bg, cz) # 0, contradiciendo el Lema 5.29, (1).

B
Ji

Finalmente, probaremos que si h (p;) € u’;. eventualmente, entonces j; 11 =
Ji+1. Supongamos que j;+1 7 J;+1 para una cantidad infinita de ¢’s; entonces,
se puede deducir que h [ba,co] N (ag, bg) # 0, contradiciendo el Lema 5.29,
(1).

Entonces, existe un entero jo tal que h(p;) € ufﬂ-o y h(g) € wfﬂ-o even-

tualmente. Esto completa la prueba del Lema. m

Teorema 5.31 Sea h : F,, — Fjs una funcion suprayectiva y continua. Si ni

a ni B son eventualmente constantes, entonces o domina 3.

Demostracién. Para cada i € N, elegimos p; € uf y ¢; € w{ tales que
limp; = lim ¢; = b,. Por el Lema 5.30, existe un entero j, tal que, eventual-
mente h (p;) € u} o Y @) € w? " jo- Sea {ay, } una subsucesion de ceros en
. Por el Lema 5.22, es suficiente probar que 3y, ;, = 0 eventualmente. Como
ay, = 0, se sigue del Lema 5.25, (6) que [py,, qi,] Nma N (y = 2) = 0. Por el
Lema 5.29, (2), h [pg;, qr;] N mp N (y = %) = () eventualmente y por lo tanto
[h (pr:) , I (gr,)] Nmp N (y = 2) = 0 eventualmente. Como h (py,) € ufﬁjo y

h(qy,) € w,iﬂ.(), concluimos por el Lema 5.25, (6) que 3., = 0 eventual-

mente. ®
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Usando el Lema 5.24 y el Teorema 5.31, obtenemos el resultado principal.

Teorema 5.32 FExiste una coleccion no numerable de dendroides planos,
ninguno de los cuales se puede mandar de manera continua y suprayectiva

sobre otro.

Corolario 5.33 FEuzxiste una coleccion no numerable de abanicos planos, in-

comparables.
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