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Introduccion

En la historia de la Ciencia Actuarial se han dado diversos cambios que han
impactado el marco tedrico de la profesion. Las interrogantes que todo actuario
debe plantearse al ejercer su profesién son: ;jqué es la ciencia actuarial? ;cudl
es su objeto de estudio? ;cuales son las herramientas que utiliza para su desa-
rrollo?. Debido a que la naturaleza de los fenémenos que modela el actuario es
estocdstica, los instrumentos matema&ticos mas eficientes se basan en la teoria
de la probabilidad.

El gran desarrollo que han experimentado las teorias y técnicas enfocadas
al estudio de los fenémenos sociales ha replanteado més de una vez la praxis
del actuario. Mas aun: dichos cambios la han transformado, afortunadamente
para bien, haciendo de la Ciencia Actuarial algo més sélido que, debido a su ju-
ventud, a logrado salir fortalecida y enriquecida del agotamiento del paradigma
determinista que dominé las ideas intelectuales en la época en que nacié.

Como consecuencia de estos avances, los primeros desarrollos que atendian a
los célculos primordiales (llamados Valores Conmutados), fueron sustituidos al
no contar con la capacidad de sustentar un anélisis de riesgo y de desviaciones
respecto a las expectativas basadas en el principio de equivalencia. Lo anterior,
aunado al avance en la capacidad de cémputo condujeron a esta ciencia a desa-
rrollos tedricos mas completos, los cuales lucen en comunioén con el formalismo
matematico basado en definiciones, reglas, supuestos y consecuencias légicas.

La idea central de este trabajo es precisamente la de exponer este aparato
matematico. A lo largo del desarrollo se establecen los principios de modelacién
y fundamentos que dan soporte tedrico a los resultados utilizados en la practica
actuarial. Siguiendo un discurso de modelacién e interpretacién de las ecua-
ciones propuestas y estableciendo los resultados de forma deductiva para dar
lugar a interpretaciones de los distintos modelos de valuacién, asi como para
el andlisis de las obligaciones y los beneficios, tanto desde la perspectiva de la
estatica comparativa como de los sistemas dindamicos.
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v INTRODUCCION

En la primera parte se exponen las bases y los principios generales de la cien-
cia actuarial establecidos por la Society of Actuaries (SOA) , y se desarrollan
los modelos probabilisticos con los cuales se sustenta gran parte la matematica
actuarial.

En los capitulo segundo y tercero se modela el impacto financiero, dado el
riesgo contraido al otorgar una cobertura a una persona ya sea por permanencia
o por deceso de la misma.

Por ultimo, en el cuarto capitulo se dan a conocer los métodos para garan-
tizar la solvencia financiera de una aseguradora, teniendo siempre una reserva
suficiente para afrontar las obligaciones contraidas con los beneficiarios.

0.1. Objeto de estudio de la ciencia actuarial

En este apartado se da una introduccion a la ciencia actuarial y la impor-
tancia de su estudio, también se daran los principios que la SOA ha establecido
para la practica de la profesién.

La matematica actuarial se formula basandose en el principio de equivalencia
actuarial, consistente en igualar los flujos de efectivo a lo largo de la vigencia del
seguro, ponderados por la probabilidad de ocurrencia. Sin embargo, los flujos de
efectivo son contingentes y por tanto, el valor actual no es un niimero sino una
variable aleatoria. La equivalencia actuarial es, en consecuencia, una eleccién
estadistica del conjunto infinito de posibilidades. El enfoque basado en el calcu-
lo de expectativas para el seguro de vida no sélo proporciona la informacién
estadistica vital para estudiar la estabilidad o solvencia de la cartera, sino que
representa un método mas efectivo que los tradicionalmente empleados en la
técnica actuarial, fundamentalmente por su claridad y sencillez, lo que permite
valuar todo tipo de seguros.
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0.2. La ciencia actuarial

La actuaria ha evolucionado constante y rdpidamente. Tanto en lo técnico y
cientifico como en la aplicacion y desarrollo social. Aunque los actuarios, por su
formacion, muestran ser capaces de desempenar diversas tareas, es muy impor-
tante destacar que su génesis se fundamenta en el cdlculo de primas y reservas
suficientes para el pago de beneficios y coberturas.

Atn con la capacidad de la formacién profesional, estimamos insuficiente
la cantidad de bibliografia acerca de las materias de matemaéticas actuariales
y debido a ello surgié la inquietud de desarrollar este trabajo en apoyo a los
estudiantes y para contribuir a incrementar la escasa bibliografia en espanol que
existe acerca del tema.

Por otro lado, los sistemas de asistencia social de muchos paises estan sopor-
tando presiones muy fuertes que obligan a sus gobernantes a buscar y fomentar,
con la participacién de la industria aseguradora privada, sistemas alternativos
de cobertura que provean de fondos la asistencia de la vejez y de la invalidez.
Esto explica la creciente importancia que estd adquiriendo la comercializacion
de los seguros innovadores y la complejidad de su correcta valuacién con base
en métodos objetivos basados en definiciones y principios.

Antes de abordar a la Ciencia Actuarial es 1til definir al actuario y comentar
su origen.

El nombre de actuario se deriva de la palabra latina actuarius, nombre que
se les daba en la antigua Roma a los empleados encargados de escribir el acta
publica del Senado y a los oficiales que llevaban las cuentas y vigilaban el cum-
plimiento de los contratos para aprovisionamientos militares [37].

En cuanto a nuestro pais, se fundan a principios del siglo XX dos asegu-
radoras, la Nacional en 1901, y la Latinoamericana en 1906 [37]. El Instituto
Mexicano de Actuarios se funda en 1937 siendo reemplazado en 1962 por la Aso-
ciacion Mexicana de Actuarios del Seguro de Vida A.C. en 1962, la cual, desde
1980 es conocida como la Asociacién Mexicana de Actuarios. En 1967 se funda
el Colegio Nacional de Actuarios [37]. Es importante sefialar que, a diferencia
de varios paises, por ejemplo Inglaterra, en México el titulo de Actuario se ob-
tiene mediante el estudio de una carrera universitaria en vez de ser concedido
por el érgano que representa la profesién (por ejemplo el Institute of Actuaries)
mediante el éxito en cierto nimero de examenes.

La carrera de actuario se establece durante el ano de 1946 en la Universi-
dad Nacional Auténoma de México [37], gracias al entusiasmo del Ing. Emilio
Velarde y el Dr. Alfonso Nédpoles Gandara, siendo su primer estudiante en in-
gresar Miguel Chavez Gomez y sus dos primeros titulados Alejandro Hazas en
1959 y Jorge Renddén en 1961 quien desarrolla en 1968 la primera tabla de mor-
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talidad basada en experiencia mexicana conocida como Experiencia Mexicana
1962-1967 siendo la segunda en su tipo en Latinoamérica.

Asi, el Colegio Nacional de actuarios define al actuario como “Actuario es
un profesional que analiza riesgos y cuantifica sus consecuencias financieras,
econémicas y de negocios a través de la construccion y aplicaciéon de modelos,
utilizando sus conocimientos fundamentales de matematicas, probabilidad, es-
tadistica y finanzas” [38].

0.3. Principios de la ciencia actuarial
Principios actuariales del comite de la sociedad de actuarios

Como toda ciencia, la actuaria se basa en principios, el fundamento de la
profesion y la praxis actuarial, es una ciencia aplicada y, como tal, su teoria se
desarrolla sobre ciertas observaciones del mundo real.

La practica de la profesién actuarial se encuentra basada en:

= Principios es decir, declaraciones fundamentadas en la observacién y la
experiencia. Los principios estaran sujetos a cambio sélo si ocurren cam-
bios fundamentales en nuestro entendimiento respecto del mundo observable
y han sido agrupados segiin su materia basica.

= Metodologias,las cuales son descripciones de las aplicaciones de los Prin-
cipios en areas de préactica definidas. Dado que las Metodologias repre-
sentan el estado del arte, estas son susceptibles al cambio constante de
acuerdo a las nuevas técnicas desarrolladas en varias de dichas areas.

= Estandares de practica o reglas de conducta, incluyendo, en particular,
recomendaciones de como y cuando debe emplearse el juicio profesional.
Algunos estandares son prescripciones de conducta profesional y usual-
mente estas no se encuentran sujetas a cambio; algunos otros involucran
los juicios necesarios para aplicar los Principios o las Metodologias en
algin caso particular y van cambiando conforme lo hacen las circunstan-
cias précticas.
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Principios estadisticos

Definicién 0.3.1 Los fendmenos son sucesos que pueden ser observados.

Definicién 0.3.2 Un experimento es una observacion de un fendmeno dado,
realizado bajo condiciones especificas. Los datos que arroja un experimento son
llamados resultados.

Definicién 0.3.3 Un evento es un conjunto de uno o mds posibles resultados.

Principio 1 (Regularidad Estadistica). Los fenémenos existen como tales y,
si una secuencia de experimentos independientes es realizada bajo las mismas
condiciones particulares, la proporcién de ocurrencias de un evento dado se es-
tabiliza conforme el niimero de veces que se repite el experimento se va haciendo
mas grande.

Definicién 0.3.4 La Probabilidad es una medida que toma valores entre cero
y uno para expresar la posibilidad de ocurrencia de un evento.

Definicién 0.3.5 Una relacion definida sobre un conjunto de eventos que asigna
un nidmero real cada posible resultado es llamada variable aleatoria (v.a).

Definicién 0.3.6 Al promedio ponderado de los valores numéricos que puede
tomar una variable aleatoria se le llama valor esperado de la variable aleatoria.

Si un fenémeno muestra regularidad estadistica, una estimacién de la proba-
bilidad de un evento asociado con el fenémeno es la proporcién de ocurrencias
del evento en una larga secuencia de experimentos. Sin embargo, existe la posi-
bilidad de evaluar la probabilidad de un evento subjetivamente usando otros
criterios.

Definicién 0.3.7 Un modelo cientifico es una abstraccion y representacion sim-
plificada de un fenémeno dado.

Definicién 0.3.8 Un modelo matemdtico es un modelo cientifico cuya repre-
sentacion estd dada en términos matemdticos.

Principio 2 (Modelacién Estocéstica). Un fenémeno que muestra regularidad
estadistica puede ser descrito a través de un modelo matemético que puede
estimar, dentro de cualquier grado de exactitud, la probabilidad de un evento
dado en una secuencia de experimentos suficientemente grande.

Definicién 0.3.9 Un modelo determinista es un modelo estocdstico simplifica-
do en el cual la proporcion de ocurrencia de un evento dado, estimada por el
modelo estocastico, es supuesta con probabilidad uno.
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Los modelos estocéasticos pueden estar basados en resultados obtenidos de
experimentos previos o pueden utilizar suposiciones iniciales acerca de las pro-
babilidades de varios conjuntos de resultados los cuales pueden ser sistemética-
mente revisados conforme se va obteniendo mas informacién sobre dichos ex-
perimentos.

Definicién 0.3.10 Se dice que un modelo matemdtico es valido dentro de un
grado especifico de exactitud relativo a ciertos resultados observados, si se re-
produce estos resultados dentro de dicho nivel de confianza.

Definicién 0.3.11 Un modelo matemadtico es potencialmente valido si produce
resultados que son consistentes con las observaciones disponibles del fenomeno
modelado y de fenémenos similares y, ademds, tiene la capacidad de ser vali-
dado con respecto a los resultados observados cuando los datos disponibles son
suficientes.

Las definiciones estadisticas y principios de esta seccién son importantes
para los actuarios por dos razones:

= En los fenémenos estudiados por los actuarios es usual suponer que los mis-
mos muestran regularidad estadistica. En el mundo real los experimentos
no pueden ser reproducidos exactamente. Ain asi, el modelo idealizado
que sirve como una representaciéon aproximada de algin fendémeno del
mundo real posee la propiedad de regularidad estadistica.

= Los modelos estocdsticos (entre otros modelos mateméticos) se encuentran
entre las herramientas actuariales mas importantes, debido a que ellos
son usados para obtener conclusiones acerca de los fenémenos del mundo
real. Especificamente, un modelo estocéstico puede ser usado para hacer
declaraciones de naturaleza probabilista relacionadas con uno o muiltiples
experimentos.

PRINCIPIOS ECONOMICOS Y FINANCIEROS

Definicién 0.3.12 Un bien econdmico es algo que tiene valor para un agente
economico y puede ser intercambiado por algun otro bien o servicio.

Definicién 0.3.13 El dinero es una medida de intercambio que puede ser nego-
ctado por bienes econdmicos.

Definicion 0.3.14 La cantidad de dinero que una persona estd dispuesta a
comerciar por un bien en un punto especifico del tiempo es el valor monetario
que dicha persona le asigna y se dice que es su precio de reserva.
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Principio 3 (Diversidad de Preferencias). Diferentes agentes economicos pueden
asignar en un mismo momento distintos valores monetarios al mismo bien econémi-
co, es decir, el precio de reserva cambia entre distintos agentes que participan
en una economia.

(Preferencia Temporal). El dinero tiene un valor en el tiempo implica que las
personas tienden a preferir dinero en el presente que a recibir la misma cantidad
de dinero en el futuro.

Definicién 0.3.15 Un flujo de efectivo es la recepcion o desembolso de una
cantidad de dinero (o de un bien econdmico con un valor monetario) en cierto
punto en el tiempo. Se dice que un flujo de efectivo es contingente si el monto
o la ocurrencia del mismo depende de la realizacion de un evento sobre el que
no se tiene certidumbre.

Definicién 0.3.16 Un beneficio es dinero o bienes economicos o un derecho
para recibir en el futuro un flujo de efectivo; una obligacion es el deber de pro-
porcionar un flujo de efectivo.

Principio 4 (Modelacién del Valor Presente). Existe un modelo matemadtico
que puede ser utilizado para estimar el valor actual monetario que algun agente
asignaria a cualquier flujo futuro de efectivo.

Definicién 0.3.17 La estimacion del valor monetario actual de un flujo futuro
de efectivo, dado un modelo de valor presente bajo ciertas suposiciones respecto
a las condiciones economicas futuras, es llamado el valor presente del flujo de
efectivo relacionado con dichas hipdtesis. Tal suposicion, hecha con respecto a
las condiciones econdomicas futuras, es llamada escenario.



Capitulo 1

Distribuciones de
supervivencia

Este capitulo desarrolla un conjunto de ideas para describir y utilizar las
distribuciones de tiempo hasta la muerte del asegurado.

Se dard a conocer como la distribucién de la edad de muerte puede ser
descrita por una tabla de mortalidad. Las cuales son utilizadas en muchos cam-
pos de la ciencia, en esta tesina, la mortalidad es utilizada para construir modelos
para los sistemas de seguros, en particular donde se describe la incertidumbre
acerca de la muerte de los asegurados.

Una tabla de mortalidad es un componente indispensable en muchos de los
modelos de la ciencia actuarial, de hecho en 1693 Edmud Halley publicé una
tabla de mortalidad llamada Breslau contenida en uno de sus estudios, por lo
cual dicha fecha es reconocida como el inicio de la Ciencia Actuarial, debido a
sus ideas y su moderna notacion.

1.1. Fundamentos del modelo

Para comprender la ciencia actuarial, es necesario brindar definiciones for-
males de tal forma como se hace en la matemaética tradicional, con esto se
pretende dar una forma axiomatica, donde se desprendera los fundamentos de
teoria actuarial.
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Definicién 1.1.1 Sea X la variable aleatoria que denota la edad de fallecimien-
to de un recién nacido, entonces se cumplen las siguientes dos hipotesis:

1. X es una realizacion observable.

2. Puesto que X denota el tiempo a que (z) (edad de una persona) fallece
entonces X es continua.

Definicién 1.1.2 Sea © una poblacion hipotética cerrada.El radiz de © es el
nidmero inicial de vivos y se denota por ly. 3 un vector L = (lp,l1,...ly) tal que

l; €N

Definicion 1.1.3 El wvalor inicial de estudio de una poblacion se denomina
radiz, y se denota por ly entonces

lx € [lo,lw] = [lo,O}

Definicion 1.1.4 El numero w para el cual ya no existen vivos en el grupo se
denota por
w = {x|l, =0}

y los decrementos solo serdn sdlo por muerte.

Definicién 1.1.5 (Tabla de Mortalidad) FEzhibe una poblacion hipotética con
individuos de la misma edad (x), y su historia subsiguiente de muerte y vida, y
esta destinada a medir dichas probabilidades.

= [, Denota el nimero de personas con vida a la edad (z)

= dz Denota el nimero de personas que mueren con edad (z)

P, Denota la probabilidad que una persona de edad (z) sobreviva a edad
r+1

= ¢, Denota la probabilidad de que una persona con edad (z) muera antes
de cumplir la edad x + 1

_ # de casos favorables ;i1

dx
= — = 1 = =
e lx’ Qo+ Pa » Pa # de casos totales Iy

dx = l:t - l:L‘+17 dr = lz(Qm)7 lz+1 = lz - d$7 lm+1 = lz(p:c)

Se puede ver a [, como una funcién.
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Ejemplo

I, = 100(100 — ), 0 < 2 < 100

donde el radix inicial para () = 0 es 1000, y para el caso opuesto no hay vivos
cuando (x) = 100, por ejemplo si se desea saber el ndimero de personas vivas a
edad 20 se expresa por

l2o = 100(100 — 20) = 800, das = los — lag = 100(100 — 25) — 100(100 — 26) = 100

Con éste resultado se obtiene que p, = l”lfl = 1909019;
99 — =z 1
o Pa {10095] 100 — =

Se puede referir a probabilidades mas altas a las de un ano con la siguiente
notacioén.

nPz Probabilidad de que una persona de edad (z), sobreviva a x +n
Existe un término que se dice que son probabilidades diferidas

n|mqz Probabilidad de que una persona de edad (x), fallezca entre edades
[ +n,24+n+m).

Se expresan las probabilidades anteriores en términos de la primera termi-
nologia

n—1
k=0

lz n_l:n n
nlte = +l7++1 (1.2)

n+m—1

lz n - lz n+m
n|QO = + I ot = E dm—i—k/lr (13)
* k=0



4 CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DE SUPERVIVENCIA

1.2. La mortalidad

Considere un recién nacido. La edad de fallecimiento es una variable aleatoria
continua X, donde Fx(z) denota la distribucién de X,

Fx(z)=P(X<z) 22>0 (1.4)

s(x)=1—-Fx(x)=P(X>z)xz>0 (1.5)

Esto se interpreta como la probabilidad de que una persona de edad cero,
sobreviva a edad (z), o que muera después de edad (z).

Caracteristicas de s(x)

= Como Fx(x) es continua = s(x) es continua
= Como Fx(x) es no decreciente = s(x) es no creciente

s Fx(0)=0= s(0)=1

Empleando las leyes de probabilidad, se puede hacer inferencias acerca de la
edad de muerte en términos de la funcién de supervivencia.

Por ejemplo, la probabilidad que un recién nacido muera entre las edades
(x) vy (2) (z < z) esta dado por

P(1‘<X<Z) FX(Z)_FX(x):ZQO_a:QO
[1—s(2)][1 = s(x)] =2 po == Po

z|zfzrq0 (16)

De lo anterior la probabilidad diferida de muerte es
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Ejemplo
Sea

X
—1- 2 0<z<1
s(z) g 0 S @ <100

también se puede ver facilmente que

x 1
Conociendo que

Bx) =" 3 @ _ 50, Var(x) = 8= a)’

1.3. Modelo en términos de T'(X)

Considere a (z) como la edad del individuo y a X como la variable aleatoria
que denota su edad al morir medida desde el nacimiento.

Definicién 1.3.1 Definase una nueva variable aleatoria T(z), esta indica el
tiempo futuro de vida de una persona con edad ().

Se define Fr)(t) = P(T(x) <t) =¢ gz, t >0, en contraste con lo anterior

1_FT($)(t) = P(T(:Z}) > t) ={ Pz, 120

Y utilizando la nueva variable aleatoria se obtiene

gz = Pt <T(x)<t+1)
= Fru)(t+1) = Fra(t)
= t+19z —tqx
= tPz —t+1 Pz (1-8)

Expresando la probabilidad diferida de muerte se observa que

tlugz = Pl <T(z)<u+t)
= Fr@)(t+u) — Fre)(t)
= t+uldr ~tqx
= Pz —t+u D (1.9)

Por definicién T'(z) = X —x con lo que es posible determinar la distribucién
de T'(z) si se conoce la distribucién de (z).
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La probabilidad condicionada de que el recién nacido muera entre las edades
(x) y =+t dado que ha sobrevivido a edad (z), es

Frpy(t)=tq¢ = Pla<X<z+t/X>ux)

Prx<X<z+tNnX>uz)

P(X > )
Plzx< X <z+1)
P(X > x)
Fx(z+t)— Fx(x)
s(z)
s(z) —s(z+1t)
s(x)

De este hecho se desprende que

y también que

tPx = 1— Gz

tlqu = tPzx —t4+u Pz
s(x+t)—s(zx+u+t)
s(z)

En forma analoga se desprende

tlque

s(x+t)—s(zx+u+t)
s(z)
_ s(x +1t) (8(:c—|—t)—s(x—|—t—|—u)>

s(x) s(z+1t)
= (tpw)(uqx+t)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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1.4. Modelo en términos de K(X)

El tiempo futuro de vida truncado de (x) o tambien denominado en ingles
por “Cuartate Future Life Time”.

Definicién 1.4.1 Sea K(z) la variable aleatoria que denota el nimero de anos
completos, que trascurren hasta que fallezca la persona de edad (z), K(x) recibe
el nombre de tiempo futuro de vida truncado.

Esta funcién se puede determinar a partir de T'(z), debido a que

P(K(z) = 0) = P(0 < T(z) < 1) , P(K(z) = 1) = P(1 < T(z) < 2)

P(K(z)=k) =Pk <T(z) <k+1) = |ga (1.14)

Probabilidad de que (x) muera en el k 4+ 1 ésimo ano.

Como T'(z) es una variable aleatoria continua
PT(z)=k)=PT(z)=k+1)=0, =
por consistencia la funcién de k puede ser definida como
P(K(z)=k) = Plk<T(x)<k+1)
= kPz —k+1 Pz
= (kP2)(@or), E=0,1,2--

Con estos hechos y considerando que ¢4, = Pz < X < z+t/X > )
supéngase que t = Ax, ahora bien se tiene por consiguiente que

Aele = Plz < X <z + Azx/X > x)
o Fx(l’+A’JJ)7Fx(’JJ)
B 1—Fx(.’1?)

Por el teorema del valor intermedio

g 9w (o) + 9' W)y — o)

Haciendo

Yo €,
y = x4+ Az,
g = F
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Resulta
Flz+Az) = F(z)+ f(x)Ax
Fla+ Az) — F(z) = f(z)Ax
Azlz = % = ,LL(CC)AQC (115)

1.5. Fuerza de mortalidad

Definicién 1.5.1 A la funcidn p(x), se le define como Fuerza de Mortalidad,
es decir la distribucion condicional de X, dada la supervivencia a edad (x), y
expresa una tasa de decremento obtenida bajo el supuesto de que se comporta
igual en [z,x + 1), como se hizo a la edad exacta (x),resolviendo la ecuacion
diferencial.

—s'(y)

wly) = )
d
= —@[IHS(y)]
—u(y)dy = dlns(y)] (1.16)

r+n z+n
—/ ny)dy = / d[In s(y)]
= Ins(y)|Z*" = Infs(z +n)] - Infs(z)]

= 1n(npx)

= GXP{—/:+7Lu(y)dy} =n Dz (1.17)

Esto es la probabilidad de vida en términos de la fuerza de mortalidad.

De este hecho se desprende facilmente que

d

fr@)(t) = Fr,)(t) = dt( —¢ Da)

_ Z(l_S(x+t)>

x+t s(x+1t)
x+t

(x + t)
Cs(e t) 8(33)
= pa(t)eps (1.18)
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por lo tanto

t
0

(1.19)

En la siguiente tabla se muestra algunas de las relaciones existentes de la
teoria general de la probabilidad que especifican la edad de muerte.

Fx (x) s(z) fx (@) ()
Fx () Fx(z) 1 - Fx(x) Fi(x) Fx(z)/[1 — Fx ()]
s(x) 1— s(x) s(x) —s'(x) —s'(x)/s(x)
Fx () Jo Fx(uydu S5 px (u)du Fx () Fx(@)/ [T fx (w)du
p(@) | 1—expl— [§ pt)dt] | expl— [ u(t)dt] | p(x)exp[— [; n(t)dt] ()
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1.6. Tabla de mortalidad

Cabe destacar que existen muchos tipos de tablas que miden a cierto grupo
ya sea una especie de animales, personas o algin comportamiento donde incurra
decremento ya sean por hébitos, edades, comunidades entre otras muy diversas
lo que continuacién se presenta es el grupo de recien nacidos, lo cual se puede
extender a cualquier tipo de grupo sin distincion, si se quisiera hacer alguna re-
striccion para cualquier grupo antes mencionado solo basta con utilizar el grupo
y aplicar la misma metodologia.

Considere un grupo de [y recién nacidos, suponga que cada uno esta sujeto
a la funcién de supervivencia s(z).

Sea £(z) la variable aleatoria que denota el nimero de personas del grupo
inicial que estdn con vida en edad (x) entonces £(z) puede ser definida como

£(z) = Zojfj (1.20)

donde
1 siel j-ésimo individuo esta con vida en edad (x)
I; =
0 en otro caso
La funcién de densidad para I; viene dada por
s(x) para i=1
1—s(z) parai=0

Es un evento bernoulli, asi por lo tanto

E(1;) = 1(s(2)) + 0(1 — 5(x)) = 5(2)
Sea
lo
= ED_I
j=1
lo
s(z) = lps(x) (1.21)



1.6. TABLA DE MORTALIDAD 11

Bajo el supuesto de independencia, £(x) es una suma de [y variables aleato-
rias bernoulli,

£L(x) ~ Bin(lp, s(x)) (1.22)

Sea ,®, la variable aleatoria que denota el nimero de personas del grupo
inicial lp que fallecen en las edades [z, x + n).

29Dz puede ser definida como

donde

1 Si el j-ésimo individuo fallecié en edades [x,x+n)

0 Otro caso

y su funcién de densidad esta dada por

s(x) — s(z+n) Para h=1
P(H; = h) =
1—[s(xz) —s(x+n)] Parah=0
E(H;) =s(z) —s(zx+n) (1.23)

Definicién 1.6.1 La cantidad ,d, € N es el numero esperado de personas del
grupo inicial ly, que mueren entre las edades [x,z + n)

lo — losn (1.24)
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Asi

P(K(x) =k) = il
lirk - lm+k+1

I,
s(x+k)—s(z+k+1)

= d“;*’“ (1.25)

Por lo tanto una tabla de mortalidad define completamente la distribucién
de K(z)Vx € N.

1.7. Expectativas de vida

La expectativa sobre el tiempo futuro de vida para una persona puede obte-
nerse a travéz de la variable aleatoria de muerte, con la cual se estima una edad
para la cual cierto grupo potencialmente morira.

Para darle un tratamiento formal a continuacién se presentan dos resultados
cuya demostracion se completa en el Apéndice.

Teorema 1.7.1 Si T'(z) es una variable aleatoria continua con funcion de dis-
tribucion G(t) donde G(0) = 0 y funcion de densidad G'(t) = g(t) si Z(t) es
una funcion mondtona, no negativa, diferenciable

= E[Z(t)] = /0 " Z)g(tydt = 2(0) + /O T rmn—cwld (1.26)

Teorema 1.7.2 Si K(z) es una variable aleatoria discreta con probabilidad solo
en los enteros no negativos con funcidn de distribucion G(K) y funcién de den-
sidad g(k) = AG(K — 1) y si Z(k) es una funcion mondtona no negativa

= E[Z(k)] =Y Z(k)g(k) = Z(0) + Y _[1 — G(k)|AZ(k) (1.27)
k=0 k=0

La esperanza del tiempo futuro de (z) se define como:

Er@] = [t (1.25)
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Haciendo Z(t) =ty Fr()(t) =t ¢= y aplicando el teorema resulta

E[T(z)]

0+ / [1 —t qgc]dt
0

[

o
= eI

13

(1.29)

Esto es la esperanza completa de vida para (x) o bien, el tiempo esperado

que sobreviva (z).

Var[T'(z)] = E[T(2)*] - E*[T(x)]

Para el caso discreto resulta

Aplicando el teorema para el caso discreto y haciendo

Z(k) = k=AZEk)=1,
Gi(k) = P(K(x)<k)=it+1 ¢
Resulta que:
w—z—1 w—x—1

=0+ 3 (g = 3 ()

=1

~
I

=
£

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)
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Definicién 1.7.1 El ndmero total esperado de arios vividos entre las edades (x)
y x+1 por aquellos supervivientes de la cohorte inicial de ly vivos se denota por.

1
0

y es el ponderado el cual puede expresar la tasa central de muerte para un
intervalo de z y = + 1.

la: - Za:+1
g = 2=l 1.
m I (1.35)

1.8. Leyes analiticas de mortalidad

Las principales justificaciones para postular leyes analiticas son que muchos
fenémenos fisicos, pueden ser estudiados por simples formulas, es muy practico
y facil de comunicar una funcién con pocos parametros, la estimacién de los
parametros a partir de la tabla de mortalidad.

Leyes de funciones de supervivencia

Autor () s(x) Restricciones
De Moivre(1929) | (w —z)™* 1-2 0<z<w
Gompertz(1825) Bc”® exp(—m(c® — 1)) B>0,c>1,z>0

Makeham(1860) | A+ Bc® | exp(—A—m(c®—1)) | B>0,A>—-B,c>1,2>0

Weibul kx™ exp(—uz™ ™) k>0,n>0,z>0
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Ejemplo

Suponga que se estudia un grupo de personas en edad 30,los reportes sobre
cierta enfermedad estiman que el impacto de un avance médico incrementa en
cuatro anos la esperanza completa de vida, antes del descubrimiento medico
s(x) seguia la ley de Moivre con w = 100 suponiendo que se cumple esta ley.
Calcular la nueva edad limite.

Por tener que 1éy de Moivre se distribuye uniforme U ~ (30, 100) y la espe-
ranza completa de vida es la siguiente

o 100430

6302 T 65
Ahora para la nueva esperanza con cuatro anos mas de vida resulta que
€30 = 69
*6030 = s
2
*6030 _ 108 + 30
2
= w = 108 (1.36)

1.9. Edades fraccionarias

La mayorfa de las veces lo que se tiene a la mano es el vector L que da origen a
la v.a K (x), los cuales sirven para estimar la distribucién de T'(z).Para éste caso
es necesario hacer supuestos sobre la distribucién entre dos valores muéstrales
(enteros) es decir, interpolar bajo alguna hipdtesis entre los valores conocidos de
K (z). Como esto se escoge a priori por el modelador deben adoptarse supuestos
sobre la misma entre dos edades (z, x+1) consecutivas lo anterior se puede hacer
con diferentes métodos de interpolacién, donde se supone que () es entero y
0 <t <1 los mas utilizados son los siguientes:

1. Interpolacion lineal: s(x +t) = (1 —t)s(x) + ts(x + 1) bajo el supuesto
se asume ;p, una funcioén lineal.

2. Interpolacién Exponencial:log s(x +1t) = (1 —t)log s(z) +tlogs(x+1)
en este supuesto se supone p, como una funcién exponencial (Fuerza
constante de mortalidad).

.2 PP | _ (=1 t sz
3. Interpolacién Armonlca.s(ert) = 5w + SEED También se conoce
como hipétesis de Balcucci y se toma cuando ¢p, es una funcion hiperbdli-

ca.
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Con estos supuestos se tiene la siguiente tabla:

1 2 3
tqx th 1- e—ltt th/[l - (1 - t)qac]
D 1 —tq, Ca pa/[1 = (1= t)qs]

yQott | Yq/[1—tqz] | 1—e™™ | yq./[1 — (1 —y — t)q.]

Nm(t) qg:/[l - tQJc] M qI/[l - (1 - t)Qw]
tprc.um(t) qx eiﬂt,u %Pr/[l - (1 - t)q$]2
Ejemplo

Un actuario se encuentra modelando la mortalidad de un grupo de 1000
personas, cada una con edad 95. Para los siguientes 3 anos, comienza calculando
el nimero esperado de sobrevivientes en cada edad entera con

l95.+1, = 1000kpg5
para k = 1,2, 3. subsecuentemente, el actuario calcula el nimero esperado
de sobrevivientes a mitad de cada ano usando el supuesto de la interpolacion
lineal, se muestra el resultado.

(z) ly
95 | 1000
95.5 | 800
96 | 600
96.5 | 480
97 | 360
97.5 | 288
98 | 216

El actuario decide el supuesto para la mortalidad de edades fraccionarias
al de una fuerza constante de mortalidad, sin embargo mantiene su supuesto

original para cada gpgs. Calcular el niimero esperado de sobrevivientes a edad
97.5.

In(lg7.40.5) = (1-0.5) In(360) + 0.5 In(216)
In(lg7 5) = 5.63

ly7 5 = e>03 = 278.85
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1.10. Tablas selectas de mortalidad

Las tablas selectas de mortalidad miden el efecto que produce el proceso
de seleccién de riesgos utilizado en las companias, con el avance del tiempo el
efecto tiende a disminuir hasta hacerse nulo dando lugar a la tabla ultima de
mortalidad, las cuales presentan grupos de personas por edades, que provienen
de una tabla selecta. En las tablas selectas aparecen los grupos de sobrevivientes
clasificados por edad y por el tiempo que han estado asegurados teniendo tan-
tas columnas como sea la duracién de los efectos de selecciéon.El impacto en la
seleccién del tiempo hasta la muerte, T'(z), puede ser disminuido.

Ejemplo
Anos transcurridos desde la edad de entrada
Entrada (z) 0 1 2 3 4 5 0 mas | Final (x)
[2] oy | Ul | Uojen | basy) | lajea | Uajss
20 9906 | 9904 | 9901 | 9833 | 9716 95879 25
21 9924 | 9844 | 9827 | 9756 | 9677 9637 26
22 9853 | 9742 | 9703 | 9615 | 9603 95017 27
23 9875 | 9752 | 9693 | 9610 | 9583 9557 28
24 9886 | 9772 | 9663 | 9608 | 9594 9536 29

Para obtener las respectivas probabilidades es con lo siguiente.

Ua]4n Uz) = la)4n
nPlz] = l[z] y N[z] = T




Capitulo 2

Beneficios por decremento

En este capitulo se dardn conceptos actuariales, y se establece un sistema
para reducir la adversidad de impactos financieros de algunos eventos aleatorios.
Con el sistema de individuos y empresas se adoptan modelos que representan
preferencias, donde los modelos estocasticos representan la incertidumbre del
impacto financiero, ademds se trataran los principios econémicos que ayudan
a fijar el precio, donde los acuerdos son alcanzados después de analizar tales
modelos.

2.1. El valor presente del riesgo

Antes de definir las variables de valuacién es importante reconocer a las
categorias de riesgo a partir de definiciones formales.

Los siguientes principios han sido establecidos por la SOA para este fin.

Principios de modelacién actuarial

Definicién 2.1.1 Un riesgo actuarial es un fendmeno que tiene consecuencias
economicas y que estd sujeto a incertidumbre con respecto a una o mds variables
actuariales de riesgo: ocurrencia, frecuencia y severidad.

Principio 5 (Modelacién de los Riesgos Actuariales). Los riesgos actuariales
pueden ser modelados estocédstica mente bastandose en suposiciones con respec-
to a las probabilidades que afectarian a las variables actuariales de riesgo en el
futuro, incluyendo suposiciones con respecto a los escenarios.

Las suposiciones sobre las cuales esta basado un modelo actuarial se llaman
hipétesis actuariales.

Un modelo actuarial generalmente debe incluir un modelo de valor presente
si el mismo intenta determinar valores econémicos. Un modelo de valor presente

19
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incluido en un modelo actuarial esta basado en suposiciones concernientes a as-
pectos del entorno econémico futuro, tales como tasas de interés y de inflacion.

El modelo de valor presente puede reflejar las preferencias del actuario
que construye el modelo. Sin embargo, en ciertas situaciones, la opcién del
actuario queda restringida por regulaciones u otros estandares. Histéricamente,
los actuarios han usado modelos deterministas. Tales modelos deterministas
pueden, sin embargo, ser de naturaleza dindmica, reflejando las suposiciones del
entorno futuro.

Por ejemplo: las suposiciones para un seguro de vida y anualidades estan a
menudo en funcién de las tasas de interés del mercado. En afio recientes, se han
vuelto indispensables los modelos basados en distribuciones de probabilidad no
triviales para las variables actuariales de riesgo. Las metodologias actuariales no
pueden eludir tales modelos estocéasticos, al igual que los modelos determinis-
tas. La eleccién del modelo y el grado de sensibilidad requerida estan también
sujetos a ciertos estandares.

Es valioso recordar que la validez de un modelo mateméatico depende de su
capacidad para reproducir los datos observados. Al transcurrir el tiempo, el gra-
do de exactitud del modelo puede cambiar conforme se vayan realizando més
observaciones.

Principio 6 (Validacién de Modelos Actuariales). El cambio a través del tiempo
en el grado de exactitud de un modelo actuarial validado inicialmente depende
de los cambios en:

= La naturaleza del derecho para recibir o el deber para realizar un pago.

= Los diversos entornos (regularidad, social, financiero, econémico, etc.) den-
tro de los cuales ocurre el evento modelado.

= La suficiencia y calidad de los datos disponibles para validar el modelo.

Definicién 2.1.2 El valor actuarial de un flujo de efectivo futuro que es con-
tingente en las variables actuariales de riesgo es el valor presente desarrollado
por un modelo actuarial asociado con dichas variables.

Recuerde que el valor presente y el valor actuarial de un flujo futuro de efec-
tivo son, en general, variables aleatorias. El valor actuarial de cualquier beneficio
u obligacion es determinado por el valor actuarial de los flujos de efectivo aso-
ciados, incluyendo dinero actualmente entregado. En general, el componente de
los flujos de efectivo no sélo tiene valores inciertos sino que ademas no son in-
dependientes unos de otros.

Principio 7 (Combinaciones de Flujos de Efectivo). El grado de incertidumbre
del valor actuarial de una combinacién de flujos de efectivo refleja la incertidum-
bre que afecta a cada variable actuarial de riesgo y al proceso de combinacién.
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El pago del beneficio de un seguro de vida depende solo del intervalo donde
el asegurado fallezca, llamese a la funcién beneficio como b; y una funcién des-
cuento como, v, en nuestro modelo,v; es el valor de el dinero regresado en el
tiempo, donde t es intervalo de fallecimiento.

Se define la funcién valor presente Zp como

ZT = btUt

Entonces, Zr es el valor presente del beneficio de la pdliza de seguros, hasta
el tiempo futuro de vida del asegurado donde T' = T'(x), el pago del beneficio
es una variable aleatoria Zr.

Primero se define b; y vy, lo siguiente es determinar algunas caracteristicas
de la distribucién de Z7 = Z eso es consecuencia de la distribucién para T'.

Un seguro temporal brinda un pago si y solo si el asegurado muere en n-anos
a partir del momento en que se aseguro. Si una unidad es pagadera al momento
de la muerte de (z) entonces.

, _f 1 sit<n
710 sit>n

vup=Vt t>0,

7 VT siT<n
- 0 siT>n

En general existen tres restricciones:
= El tiempo futuro de vida es no negativa.

= Es posible definir b;, v; y Z de manera arbitraria siempre siendo funciones
positivas.

» Para el valor t donde b; es 0, el valor de v; es irrelevante, en otro caso v;
se asume constante.

La esperanza de la variable aleatoria,Z es llamada valor presente actuarial
del seguro, y se expresa por

E[Z) = ALz = /Ow_w Viz fr(t)dt = /On V' et (t)dt (2.1)

1
Donde el x representa la muerte de la persona a cierta edad.
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El j-esimo momento de esta distribucién esta dado por

E[Zj] = An(vt)gpzﬂz(t)
= /On(€5)it P (t) (2.2)

Esta es llamada la regla de los momentos donde esta denotada por:

E[Z7)Q6, = E[Z]Qjé, (2.3)

Siguiendo la regla de los momentos

Var(Z) =% AL — (Al (2.4)

T T )

Donde QAi: es el valor presente actuarial de un seguro temporal a n anos
a una fuerza de interés de 24.

Un seguro completo de vida provee de un pago después del fallecimiento
a cualquier tiempo en el futuro. Si el pago es de una unidad al momento del

fallecimiento de (), entonces

by=1 t>0, v, =V! t>0, Zp=VT T>0.
El valor presente actuarial se denota por

A, = E[Zs] = /0 TV e ()t (2.5)

Para una tabla selecta de (z) y con = + h, la expresién resultante es

A[w]—&-h = / ‘Qtp[w]+hux(h + t)dt. (26)
0
Nota

El seguro completo de vida es el limite de un seguro temporal cuando n — oc.

e
A, = lim Az:m

n—oo
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2.2. Relacién entre Zr(,) y T ()

Si se cuenta con la funcién de densidad de T' y no la de Z, se puede encontrar
el evento para T el cual corresponda a P(Z < ¢17P) = 1 — p, graficando T
contra Z, se observa que ¢17P = VEr. Esto es debido a que Z es una funcién
estrictamente decreciente de T, observemos que

Fz(z) = P(Z<z) =PVT<2)
= P(Tlogv > log z)

1—P(T§ bgz)
logv

1- Fp (logz) (2.7)

logv
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2.3. Beneficio al momento del fallecimiento

Un seguro vitalicio otorga un pago al final de los n afios si y solo si el
asegurado sobrevive a n anos a partir de la emisién de la poliza. Si el monto es
pagadero por una unidad, entonces

b, — 1 sit>n
t71 0 sit<n

’Ut:Vn tZO,

7 Vvt osiT >n
o 0 siT<n

Si un reclamo ocurre, esta predeterminado por Z = IV"™, donde I es la fun-
cién indicadora del evento de supervivencia a edad x + n. Esto es I = 1 si el
asegurado sobrevive a la edad x + n y 0 en otro caso. El seguro vitalicio a n
anos es el valor presente actuarial y tiene dos simbolos , F, en un contexto de
anualidad y el otro es AI% en contexto de seguros. Sin enbargo se utilizara la
notacién para los seguros.

A, = E[Z)=V"E[I] = V" ,p, (2.8)

Var(Z) =V>"Var(I) = V" py nta =" Ay — (A,)° (2.9)

El seguro Dotal Mixto es una combinacion de los dos seguros antes men-
cionados, que son beneficio por muerte y el beneficio por supervivencia, esto es
proporcionan un monto pagadero si la muerte ocurre o si sobrevive a los sigui-
entes n anos, cual sea que ocurra primero. Si el seguro es por un monto de una
unidad y el beneficio es pagadero al momento de la muerte, entonces

by=1 >0,
[Vt sit<n
YT VT osit>n

L _J VT siT<n
Tl Vh o siT>n
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El valor presente actuarial esta denotado por A,.z, v de la regla de los
momentos resulta

E[Z7]@s = E[Z)Qj5

Var(Z) = QAw;m — (ﬁm;m)Q

Un seguro diferido provee de un beneficio siguiendo a la muerte del asegu-
rado si y solo si muere por lo menos m anos siguientes a la contratacion de la
poliza, el beneficio pagadero puede ser en los seguros ya mencionados.

Aunque T es una variable aleatoria continua, Z es una funcién mixta en 0
esto es porque Z = 0 es equivalente a T' < m.

En general para una fuerza constante de interés y supuestos de mortalidad
resulta que para Z = 0,

para0 <z < V™

Fz(z) = P(Z<2)=P(Z=0)+P0<Z<2)
= PT<m)+PO<VT <2)

1
- P(Tgm)+P<T> ng)

logv

log 2
= F 1-F 2.1
r(m) +1- Fr (122 (2.10)

ypara z > V™ Fy(z) =1
Un seguro completo de vida creciente anualmente brinda 1 al momento de la

muerte en el primer ano, 2 en el segundo, y asi sucesivamente, es caracterizado
por la siguiente funcién en el caso discreto

brzyy1 = K(z)+1 K(xz)=0,1,2---
VK (z)+1 = v R+
ZK(a:)-H = (k} + 1)Vk+1

(2.11)

El valor presente actuarial De este seguro se denota por

(IA)z = E[Zk @)+1] = (k+ DV kg (2.12)
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Para un seguro a n anos esta expresado

(K(z) + D)V si K(2)=0,1,...n—1
ZK(2)+1 =
nVk+l si K(z)=n,n+1,...

El valor presente actuarial esta dado por

n—1 w—zx—1
ElZk@+1] = Y _(k+D)VF wlge + D VP g = (Igd),  (2.13)
k=0 k=n

Un Seguro decreciente a n anos es aquel en que la suma asegurada es n al
primer ano n — 1 al segundo, hasta que la suma asegurada es 1, y esta expresada
por

bK(-T)‘Fl = ’I’L—K({I?) K((E):O7172
Vk@yp1 = V@
Zr@w = [n— K@)V
n—1
EZk@n] = Y V¥ 4le = (DA) 4 (2.14)

k=0
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2.4. Beneficios continuos y discretos

Se ha visto que T'= K (x) + s(z) asi

A = E[Z]=E[VT]
— E[V +1 1+S(I)]
_ pyE@y i)
como K(z) L s(x)

= E[VE@OHE[Q +i)' @] si s(z) ~ U(0,1)

Ay (/01(1 + iflsfsds)
= A,(1+1) (/0 e5Sds)

A, = %Am (2.15)

Si se supone que b ;)41 = br entonces E[Z] = £ E[b (s)+1), es decir que
sin importar el beneficio siempre que bg ()41 = br, % es el ponderador y todos
los seguros pueden ser expresados por el ponderador.

nlde = gm|Am (2.16)
g = A (2.17)
(14), = %(IA):E (2.18)
(DA), = <(DA), (2.19)
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Teorema 2.4.1 (Desigualdad de Jensen) Sea X wuna variable aleatoria y
g(x) una transformacion sobre (x), siendo g(x) convexa, entonces

Elg(x)] > g(E[x])

Demostracién. Para establecer la desigualdad definase a [(z) una linea tan-
gente a g(x) en el punto E[z]=c, mientras que I(z) = a + bx para algunoa a y

b.

a+bx

Ela + bzx]

= [(E[z]) (Por definicién de I(z))
= g¢g(E[z]) (I(x) es tangente a E[x])

(AVARYS

Teorema 2.4.2 FEl cobro minimo que debe realizarse por una prima neta unica

para (x), esta acotada por Ve,

Demostracién. Sea Z la trasformacién, donde vy = V7T, luego

z = vi=eT
7 = —ge T
Z = (6% °T>0

Entonces Z es convexa y se cumple la desigualdad de Jensen

E[Z] = &, > g(E[T(z)]) = VET@) = yés (2.20)
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2.5. Ecuacion dinamica de beneficios

Si tratamos de precisar el concepto de sistemas dindmicos, podriamos decir
burdamente que se trata del estudio de sistemas deterministas, es decir, consid-
eramos situaciones que dependan de algin parametro dado, que frecuentemente
suponemos es el tiempo, y que varian de acuerdo a leyes establecidas. De manera
que el conocimiento de la situacién en un momento dado, nos permite recon-
struir el pasado y predecir el futuro.

Siendo un poco mas formales, se prodria decir que un sistema dinamico es
un modo de describir el recorrido a lo largo del tiempo de todos los puntos de
un espacio dado S. El espacio S puede imaginarse, por ejemplo, como el espacio
de estados de cierto sistema fisico.

Matematicamente, S puede ser un espacio euclideano o un subconjunto abier-
to de un espacio euclideano. Un sistema dindmico para S nos dice que V x € S
dénde = denota una unidad de tiempo mas tarde, dos en el siguiente instante, y
asi sucesivamente. Denotamos estas nuevas posiciones de x por x;, T2 respec-
tivamente. En el instante cero, x estd en x o xg. Una unidad antes del instante
cero, x estaba en x_1. Si se extrapola para cubrir todos los niimeros reales, se
obtiene una trayectoria z; Vt. La aplicaciéon R — S, que envia t a x; es una
curva en S que representa la historia de z cuando t se encuentra en el espacio
parametral valido para el fenémeno, en este caso [0, o0].

Definicién 2.5.1 Un Sistema Dindmico es una aplicacion ¢ : R x S — S,
de clase C*°, donde S es un conjunto abierto de un espacio euclideo, tal que,
escribiendo ¢(t,x) = ¢¢(x), la aplicacion ¢, : S — S satisface

= ¢g: S — S es la funcion identidad.
= La composicion ¢s o ¢y = ¢syt,V 5,1 € R.

Para comenzar con el andlisis, se mostrara que

. Tty d
i - Js yPorWy
Ve zPo

Por definicién se tiene que A, = fow_w V't ipepie(t)dt luego

_ Lyt /lo _ z+tPo
tPz = =
lx/lO xPo
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Por otro lado

b N
&

frir<n(tit <h) = { fT(t)/Po(T =h) 250%250

E[VT] Por el Teorema de probabilidad total

E[VHT <h]P(T <h)+E[V"|T > h]

P(T > h)

/hvth(t)p(T<h)+E[VT|T>h}P(T>h)
0

P(T < h)
h

Vo (t)dt + B [VIMT — b > 0] pp,

0

h
= / Vifr(t)dt +V'E [VT*|T* > O] wpz Donde T* =T —h
0

h
/ Vifr)dt + V" Ay npo
0

Por la definicién de derivada resulta

(1)

(2)

; Ax—i—h - AJL‘
}33%{ h

h

Apin [1= V" 1ps] foh VEfr(t)dt

h h

h
1

lim { _Aw-ﬁ-h (Vh hPx — VO 0pw)
d
it (Vt tpz) lt=0

d h
% / Vt tPx (t)dt|t:0
0

V" hpepta(h) =0
()

{Am+h - [foh VEfr(t)dt + Vi A, hpx} }

}

JoVEfr(tydt — [V fr(t)de
h

2
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Sustituyendo en la ecuacién

d - _
Ay = A, () + 6] - () (2.21)
v
Definiendo asi la ecuacién dindmica que relaciona las variaciones infinitesi-
males de un seguro vitalicio al variar la edad de referencia.

2.6. Niveles de seguridad sobre riesgos

Un sistema de seguros esta enfocado a reducir el impacto financiero de al-
gunos tipos de eventos aleatorios. A través de estos sistemas los individuos y
organizaciones adoptan modelos de utilidad para representar preferencias, los
modelos estocasticos representan la incertidumbre financiera, y los principios
econdmicos guian el precio. El equilibrio es alcanzado a través del andlisis de
estos modelos.

Para una compania de seguros, se define la variable aleatoria de pérdida
denotada por S, para la cual se busca una funcién de distribucién. El modelo
individual de riesgo se define por

S=X1+Xo+- -+ X,

donde las X; representan la pérdida del asegurado ¢ y n es el niimero con-
tratos. Normalmente las X/s se asumen variables aleatorias independientes y
un grupo cerrado, estas son las unidades aseguradas desde un principio n. Si los
asegurados pudieran migrar en el modelo seria abierto.

Primero se considera el caso para dos variables aleatorias esto es la linea
S =X +Y aqui la funcién de distribucién Fs(s) = P(S <s) = P(X +Y <s).

Para el caso de dos variables aleatorias discretas y no negativas, se utiliza la
léy de probabilidad total

Fs(s) = > P(X+Y <sly =y)P(Y =y)
Vy<s
= Y P(X<s—y|Y =y)PY =y)
Vy<s
= Y Fx(s—y9)fr(y) (2:22)
Vy<s

La funcién de densidad correspondiente se calcula por

fs(s)= > fx(s—m)fy () (2.23)

Vy<s
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Para el caso continuo es totalmente analogo.

En probabilidad la ecuacién Fg(s) es llamada convolucién de un par de dis-
tribuciones Fx(x) y Fy(y) y es denotado por Fx * Fy.

Para determinar la distribucién de la suma de mas de dos variables, se puede
utilizar el proceso repetidamente para S = X1 + X5 + --- + X, donde todas
las X/ son variables aleatorias independientes y las F; denotan la funcién de
distribucién de cada X,y F() eg1a funcién de distribucién de Xq+Xo+- - -+ Xg,
procediendo iterativamente.

F® = FsxFO
F® = FyxF®
FWO = FxF®
FM = F, s Fb (2.24)

El teorema de limite central brinda un método para obtener valores numéri-
cos para la distribucién de la suma de variables aleatorias independientes idénti-
camente distribuidas X1, Xa, ..., con E[X;] = py Var(X;) = 0%.Para cada n,
la distribucién de /n(X, — p)/o, donde X, = (X; + Xy + --- X,,)/n, tiene
media 0 y varianza 1.La secuencia de distribuciones (n=1,2,...) es conocida
para aproximar la distribucién normal estdandar. Cuando n es grande el teorema
es aplicado para aproximar la distribucién de X,, por una normal con media
y varianza o2/n. Equivalentemente, la distribucién de la suma de n variables
aleatorias se distribuye aproximadamente a una normal con media np y varianza
no? la efectividad de esta aproximacién no depende solo del niimero de variables
sino también de la desviacién de la distribucién de la suma. Muchos libros de
estadistica recomiendan al menos que n sea 30 para una aproximacién razonable.

La companias de seguros desean tener un factor de ajuste donde se le co-
brara a cada persona un monto extra tal que la empresa tenga una probabilidad
pequena de incumplir en sus obligaciones se toma como «, y esta dado por
(14 0)E[X;], donde 8 es el factor de seguridad.

El criterio para 6 es que P(S < (14 0)E[S]) =1 — a donde
S=X1+Xo+...+X,

Utilizando el teorema central del limite esta probabilidad se puede reescribir
como

P S — E[S] < OE[S] | _
VVar(S) = /Var(S)

1-a (2.25)
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Siguiendo lo anterior se obtiene el valor de 6 con la funcién inversa de una
normal.

o1 — a)y/Var(S)

' g

(2.26)

Para los modelos de riesgo individual se tiene

E[S] = E[Xk]

NE

~
Il
—

Var(S) = Var(Xy)

NE

™
Il
-

Una aplicacién importante, que incluye un portafolio de riesgo y se determi-
nara un factor de seguridad para garantizar los pagos.

Ejemplo

Supdngase que se tienen 100 vidas independientes, una fuerza constante de
mortalidad de, u= 0.04 y el monto del beneficio es de 10 unidades pagaderas al
momento de la muerte.

El pago del beneficio tiene una tasa de retorno de §=0.06. Calcular el factor
de seguridad a t=0 tal que la probabilidad de tener suficientes fondos para res-
ponder a nuestras obligaciones al momento de la muerte de cada individuo sea
0.95.

Para cada persona se tiene la funcion

by = 10 t>0
Vv = Vt tZO
Z = 10vt T>0

Como t = 0 entonces Z = 10V, y utilizando el modelo individual para el
monto total de reclamaciones se tiene por consiguiente que

100

S = Zzi
=1
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Para utilizar la distribucién normal se obtiene
E[Z] = 104,

w—xT
10 / e Otert udt
0

_*
w6

0.04
0.04+0.06

= 10

E[Z?%] = 1024,

n
= 100
w26
0.04
= 100————= =25
0.04 + 2(0.06)

y en consecuencia Var(Z) =9 utilizando esto se obtiene
E[S] = 100(4) =400
Var(S) = 100(9) =900

Analiticamente se requiere un ntimero tal que P(S < (1 + 6)E[S]) = 0.95,
esto es equivalente a

S E[s] _ 400
Var(S) — 3

y por consiguiente § = 3(‘14% = 0.123375.

] =0.95



Capitulo 3

Beneficios por permanencia

En este capitulo se dard a conocer los principios de la administracién del
riesgo, y los esquemas de modelaciéon que estan enfocados al pago de un ben-
eficio por la permanencia anualidades contingentes y su relacién con la variable
aleatoria T'(x). Conocido como:

3.1. El valor presente del riesgo
Principios de administracién del Riesgo

Definicién 3.1.1 Una persona u objeto involucrado en un evento asociado con
un riesgo actuarial es llamado objeto de riesgo o simplemente riesgo. La iden-
tificacion de riesgos es un proceso que determina si una persona o un objeto es
un Tiesgo sujeto a algina variable de riesgo actuarial dado.

Definicion 3.1.2 El control de riesgos es un proceso que reduce el impacto de
una o mds de las variables actuariales de riesgo asociadas con el riesgo actuarial.

Definicién 3.1.3 La transferencia o financiamiento de riesgos es un mecanis-
mo que provee flujos de efectivo que son contingentes respecto a la ocurrencia
de un evento asociado con el riesgo actuarial y pretende resarcir las indeseadas
COMSecuencias econémicas.

Definicién 3.1.4 Un sistema de administracion de riesgos es un acuerdo que
imvolucra una o mds identificaciones de riesgo, control y transferencia o finan-
ciamiento del mismo.

Definicién 3.1.5 Un sistema de sequridad financiero es un acuerdo para el fi-
nanciamiento del riesgo en el cual una persona asume la obligacion de hacer
un pago (o una serie de pagos) llamado beneficio (o beneficios) y cuya inten-
cion es compensar a una sequnda persona por las inconvenientes consecuencias
economicas que pueda experimentar, a cambio de uno o mds montos denomina-
dos contribuciones.

35
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El término persona puede indicar un ser humano, una sociedad u otra entidad.

El término sistema de seguridad financiero aplica a los seguros, anualidades,
jubilacién y sistemas financieros para el cuidado de la salud.

Definicién 3.1.6 Se dice que un evento es asegurable si:
= Se encuentra asociado con un fendmeno que exhibe regularidad estadistica.

= Fs contingente con respecto al numero de ocurrencias, frecuencia y seve-
ridad.

= FEl hecho de su ocurrencia es definitivamente determinable.

= Su ocurrencia produce consecuencias economicas indeseables para una o
mds personas.

= Su ocurrencia futura, periodicidad y severidad no son conocidas ni con-
trolables por las personas.

Se dice que una persona tiene un interés asegurable en un evento asequrable
si la magnitud de la ocurrencia del evento crea una necesidad econdmica que
tnvolucra a dicha persona.

Una poliza de seguros puede pagar beneficios relacionados con sucesos que
no encajan con la definicién de evento asegurable. Por ejemplo, un plan de salud
de grupo puede pagar por cirugia o examenes médicos anuales. En tales casos,
se puede aplicar porque estos eventos se desprenden de otros que si son eventos
asegurables, o puede ser que mientras el evento no es asegurable en un indi-
viduo, sea asegurable en un grupo, siempre que el niimero de participantes que
utilizarian el beneficio no sea conocido de manera precisa. Mientras una poéliza
de seguros o contrato pueda combinar los pagos que son resultado de eventos
asegurables y otros pagos, puede ser deseable distinguirlos entre ellos. El término
necesidad econémica cubre una amplia gama. Por ejemplo: el bienestar futuro
de la familia de una persona es una necesidad econémica que involucra a la mis-
ma, de igual manera el incremento en la longevidad de un grupo de jubilados
puede crear una necesidad econémica para el responsable de un plan de pen-
siones. Otro aspecto importante para los planes de seguros es la clasificacion de
los riesgos asociados con el riesgo actuarial. En este contexto, el término riesgo
es comunmente usado para referirse al asunto del riesgo.
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Principio 8 (Clasificacién del riesgo). Para un grupo de riesgos asociado con
un riesgo actuarial dado, es posible identificar las caracteristicas de los riesgos
y establecer un conjunto de clases basado en dichas caracteristicas para que:

a) Cada riesgo sea asignado en una y sélo una clase; y

b) Las probabilidades de ocurrencia, frecuencia y severidad puedan asociarse
con cada clase de manera que resulte en un modelo actuarial que, para
algin grado de exactitud, es:

1. valido con respecto a los resultados observados para cada clase o
grupo de clases que tengan suficientes datos disponibles; y

2. potencialmente valido para cada una de las clases.

Dichas clases son llamadas clases de riesgos y las reglas usadas para asignar
una clase a cada uno de los riesgos son llamadas reglas para suscripcién.

Un sistema de clasificacién que no puede ser asociado con un modelo actuarial
que puede ser validado con respecto a los resultados observados, cuando dichos
datos estdn disponibles, no es un sistema de clasificaciéon de riesgos.

Definicién 3.1.7 Un Sistema Asegurador es un sistema de sequridad financiero
en el cual:

a)  Los riesgos actuariales a ser financiados surgen de eventos asegqurables;

b)  Los objetos de riesgo se agrupan de acuerdo a un sistema de clasificacion
de riesgos;

c)  Los beneficios pagables estdn relacionados con el interés asegurable;

d)  Elwvalor actuarial de los beneficios pagables, desarrollados por un modelo
actuarial asociado con el sistema de clasificacion de riesgos es finito; y

e)  Las contribuciones son consistentes con el valor actuarial de los beneficios
asociados.

Definicién 3.1.8 Un sistema asequrador es obligatorio si todas las personas en
un grupo o sociedad son requeridas, de manera legal o por otra via, a participar;
de otra manera se dice que es voluntario.

Definicién 3.1.9 Un sistema de sequro es personal si la decision de participar
se lleva a cabo por cada asegurado de forma individual. Si la decision es hecha
en nombre de un grupo, entonces se trata de un sistema de sequro de grupo,
aunque la participacion puede ser obligatoria o voluntaria para los miembros del
mismo; y se trata de un sistema de sequridad social si todos los miembros de la
sociedad (o un subgrupo definido de la sociedad) son elegibles para participar.
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Definicién 3.1.10 Un refinamiento de un sistema de clases de riesgos es un
sistema de clasificacion de riesgos formado de otro al subdividirlo en una o mds
clases.

Si existen modelos actuariales asociados con el sistema de clasificacion de
riesgos original y con el de refinamiento, de tal forma que estos modelos asignan
las mismas probabilidades de ocurrencia, frecuencia y severidad a las clases que
no fueron subdivididas, sino que asignan diferentes probabilidades a una o més
de las subdivisiones de por lo menos una clase, se dice que el refinamiento es
mas homogéneo que el sistema original.

Para un conjunto dado de resultados observados, el modelo actuarial asocia-
do con el sistema de clasificacién de riesgos mas homogéneo puede tener un
grado reducido de exactitud debido a que estdn disponibles menos datos pun-
tuales para cada clase del refinamiento. Para algunos casos, es necesario asegurar
que se puede lograr un minimo grado de exactitud.

Principio 9 (Agrupacion). Si el riesgo actuarial asociado con un sistema de
clasificacién de riesgos muestra regularidad estadistica, es posible combinar
clases de riesgos asi como asegurar que existe un modelo actuarial asociado
con éste nuevo conjunto de clases de riesgos que es valido dentro de un grado
especifico de exactitud.

La magnitud de la compensacién elegida es un juicio basado en la situacion
especifica. Las pautas para el ejercicio de un juicio caen en la categoria de los
Estandares y se encuentran especificamente excluidas de estas contribuciones.
Las técnicas estadisticas y conceptos econémicos como la teoria de la utilidad
pueden ser usados para ayudar en este tipo de juicios.

La compensacién entre agrupar y homogeneizar es implementada por las re-
glas de suscripcién. Algunas de las distinciones hechas por estas reglas resultan
en clases para las cuales la diferencia en probabilidades permanece constante
todo el tiempo.

Definicién 3.1.11 La estructura de primas de un sistema asequrador es un
conjunto de contribuciones que reflejan la asignacion de riesgos o varias clases
de riesgos. Un refinamiento de una estructura de primas es una estructura de
primas basada en un refinamiento de un sistema de clasificacion de riesgos.

Un sistema de seguros puede proporcionar dividendos o reembolsos que
pueden ser pensados como compensaciones a las contribuciones. Las contribu-
ciones que definen una estructura de primas para estos sistemas son entonces el
precio neto de tales dividendos o reembolsos.
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Principio 10 (Antiseleccién). Si la estructura de la prima de un sistema de
seguro voluntario estd basado en un sistema de clasificacién de riesgos tal que
un refinamiento del sistema pudiera resultar en diferencias significativas en las
contribuciones consideradas para con los riesgos originalmente asignados a la
misma clase, habria una tendencia a aumentar la participacién en aquellas clases
cuyas contribuciones aumentarian si fuese hecho el refinamiento.

Definicion 3.1.12 La experiencia de un sistema de sequridad financiero es el
dato obtenido en la cooperacion del sistema.

Definicion 3.1.13 Las estimaciones basadas en tales datos de proporciones de
ocurrencia o cantidades de pagos relacionadas con un riesgo actuarial son lla-
madas tasas de experiencia.

Principio 11 (Experiencia Incluida). Las proporciones de experiencia para
eventos asociados con un sistema de seguridad financiera tenderd a diferir de
aquellos eventos carentes de tal sistema.

Principio 12 (Experiencia Asegurada). Las proporciones de experiencia para
los eventos asegurables de un sistema de seguros tenderd diferir de las tasas
globales de ocurrencia de los mismos eventos entre todos aquellos sujetos a un
riesgo actuarial dado.

Definicién 3.1.14 Un ajuste de experiencia es un cambio en las contribuciones
o beneficios aplicables a varias clases de riesgos para reflejar la experiencia de
un sistema de sequridad financiero.

Definicién 3.1.15 El valor actuarial de un sistema de sequridad financiero
relativo a un modelo actuarial dado es el valor actuarial desarrollado por el
modelo de la combinacion de flujos de efectivo asociados con los recursos, las
obligaciones y las contribuciones del sistema. El proceso de determinar tales
valores actuariales es llamado valuacion actuarial.

Si el valor actuarial puede ser expresado como una funcién de cualquier
variable asociada con el sistema de seguridad financiero y es independiente del
modelo actuarial, tal variable es llamada pardmetro financiero del sistema de
seguridad financiero.

Las cantidades por las que los valores de los pardmetros financieros pueden
ser cambiados sin reducir el valor esperado actuarial del sistema de seguridad
financiero se llaman margenes bajo cero.

Los actuarios son a menudo requeridos para asignar un valor a los flujos con-
tingentes de efectivo relacionados con las operaciones de un sistema de seguridad
financiero. Debido a que el valor actuarial es, en general, una variable aleatoria,
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puede ser preferible declarar las condiciones bajo las cuales dicho valor puede
estar dentro de un rango dado. Los actuarios realizan las valuaciones en por lo
menos tres contextos: tarificando, reservando y valorando. Tipicamente, cuando
el actuario realiza una valuacion, el propdsito es determinar uno o mas paramet-
ros financieros que producen valores actuariales en un rango especifico. En la
tarificacién, los parametros son el conjunto de contribuciones, mientras que en
la reservacién el parametro es llamado reserva. En la valoracion, el parametro
financiero es el precio a ser pagado o recibido por el derecho a flujos de efectivo
que estan siendo valuados.

Un conjunto de parametros financieros que son a menudo importantes es
aquel de los valores contables de los recursos del sistema de seguridad financiero.
El monto por el cual los valores contables de los recursos exceden la suma de
las reservas y el valor contable de otras obligaciones es llamado exceso.

Al fijar los pardmetros financieros, los actuarios toman informacién de otras
cuentas ademas del valor actuarial. Por ejemplo: el sistema de seguridad financiero
puede tener que enfrentar ciertos criterios (provenientes de mecanismos regu-
ladores, acreedores, accionistas, etc.) para poder continuar con sus operaciones.
Mas ain, los actuarios cuantifican la incertidumbre inherente a los valores ac-
tuariales.

Definicién 3.1.16 Se dice que la ruina ocurre cuando un sistema de sequridad
financiero falla primero en satisfacer todas las condiciones erigidas para per-
manecer en funcionamiento. La declaracion de las condiciones bajo las cuales
ocurre la ruina es llamado criterio de ruina.

La probabilidad de que la ruina ocurra dentro de un periodo determinado de
tiempo, calculada usando un modelo actuarial, se llama probabilidad de ruina
del sistema de seguridad financiero relativo al modelo dentro de dicho periodo
de tiempo.

Principio 13 (Prevencién de Ruina). Para la mayoria de los criterios de ruina,
existen combinaciones de los valores de los pardmetros financieros que reduciran,
por debajo de algin nivel positivo especificado, la probabilidad de ruina relativa
a un modelo actuarial.

Definicién 3.1.17 Una medida de la probabilidad de que un sistema de segquri-
dad financiero sea capaz de pagar todos los beneficios como prometio es llamado
el grado de solidez actuarial del sistema de sequridad financiero.

Principio 14 (Solidez Actuarial). Para varios sistemas de seguridad financiera,
existen combinaciones de mérgenes que produciran, relativo a algiin modelo
actuarial valido, un grado de solidez actuarial que excede cualquier nivel especi-
ficado menor a uno.
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Una manera de definir el grado de solidez actuarial es el complemento de la
probabilidad de ruina, donde ruina es definida como el incumplimiento al pago
de beneficios prometidos.

La solidez Actuarial exige que el modelo actuarial sea vélido, lo cual signifi-
ca también que el modelo reproduce los resultados observados dentro de algiin
grado especificé de exactitud. Este requisito se aplica tanto a la modelacién
de los activos como de las obligaciones. Ambos, recursos y obligaciones, deben
ser modelados de una manera valida antes de emitir una conclusién respecto
a la solidez actuarial de algin sistema de seguridad financiero. En situaciones
practicas, tanto el nivel de margenes como el de solidez actuarial asequible,
pueden ser restringidos por las condiciones del mercado.

Una anualidad de vida es una serie de pagos realizados continuamente a un
intervalo de tiempo igual ya sea (mensual, trimestral o anual) esto mientras
la persona permanezca con vida, este seguro puede ser temporal es decir limi-
tada a una cierta cantidad de anos, o también puede ser pagada por toda la vida.

3.2. Relacién entre la distribucién de Y7,y y T'(7)

El valor presente de los pagos esta representada por Yr(,) = G7(,) donde T
es el tiempo fututo de vida de (z), la distribucién de Y7(x) puede obtenerse a
partir de 7' como sigue:

FYT(m) (y) = P(YT(m) < y)
= Plar <y)=P(1-V" < éy)
= P(VT>1-6y)
~ p[r< et o)
0
—log(1 —dy
= Frg) {(5)} (3.1)
Asf la funcién de densidad
d d —log(1 — dy)
Fyrn(y) = %FT(I)(:U) = %FT(I) {5 (3.2)

Con lo anterior, es posible valuar los beneficios para cualquier ().
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Teorema 3.2.1 Una anualidad contingente es equivalente a la suma de todos
los dotales que (x) podria suscribir.

Demostracion.
B w—x 1 _ Vt
EYr()] = Elar] = / 5 Drhta(t)dt
0
u = aﬂ = 1757‘/{ dv = tpx,ux(t)
du =V* U= —1tPz
— ay w)l [V pade
0
0
= / At (3.3)
0
Y
1— T
Var(Yr) = Var [ 6V ]
Var[VT]
— 52
21, - A2
= T s (3.4)

Para una Anualidad Temporal a n afios considere la variable aleatoria Y7,
que denota el valor presente de una anualidad, que paga continuamente 1 unidad
por ano mientras () permanezca vivo.

Vi) — L_lﬂ sio<T <n
() am siT >n

Nétese que el méximo de este beneficio es am con
P<dT| > dm) = nDz

La expresién de pagos acumulados esta dada por

_ Y s (t) _

Integrando por partes

u = ay dv =¢ pyugtdt
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(3.5) se reduce a

Considere el siguiente planteamiento
Sea
v _ ) ag si0<T<n
T(z) G siT>n
luego
v ) == sio<T<n
(=) 1_(;/" siT>n
Asi
I=Zr G0<T<n
Yr@) = { 1_§ZT siT>n
Donde

{VT si0<T<n

Z7(@) = Vr o osiT >n

Por lo que Zp representa la variable aleatoria del valor presente de un dotal
mixto donde la esperanza esta dada por

1- 27
Blfrw] = B[
1— A,
_ wird
= . (3.7)
%
ZA ) _AQ
z:7 1)
Var(Yy() = —— 71 (3.8)

52

Para las anualidades diferidas, considere Y7 (,) como

Y. _ 0 sio<T <n
T(x) = Vndm :dﬂ _dﬁl siT>n
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Sea
Yr@), = a7y para T>0y

Yoo, = &ﬁ sio<T <n
()2 am siT >n

Por consiguiente Y7,y = Y7(z), — Y1(2),, €l valor mas grande que puede
tomar Yp(,) es

S A R B I 7
e i e Ea e A 39)
Luego
ElYr@)] = / V= P pia(t)dt (3.10)

Sea s =t — n y haciendo cambio de variable

/ V"ag synPofta(s +n)ds V™ P / g sPetnblz(s+mn)ds
0 0

w—x
= nEI/ 3 sPrynhte(s +n)ds
0
= nEa:am (311)

Dado que

S :/ (1+i)"’tdt:/ ViTrdt
0 0
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Entonces ar queda expresada c6mo dy.qm = 7 EpSym-

Asi

Spr = %
Jo tEadt
nEy
Jo V ipadt
V™ pa
Jo VE ipadt
V™ pa
fon VpaVpoir.. . Vpori
V™ npa

1
= —— 3.12
n—tEw-i-t ( )

Representa el valor actuarial acumulado al final de una anualidad temporal
con una unidad pagadera continuamente mientras (x) sobreviva.

,Cual serd la tasa de cambio de a, respecto a la edad de referencia?

Esto se puede resolver cémo sigue

d ~ w—x . b

_ / TV palule) — 1))

= px)a, — A,
= M(l‘)aw - (1 - 56%)
= = [u(z)+d]a, —1 (3.13)

Significa que el valor presente actuarial cambia a una tasa, que es la suma
de la tasa de ingreso da, y la tasa de supervivencia u(z)a,, menos la tasa del

pago.
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3.3. Anualidades Discretas

Considere una anualidad que paga una unidad al inicio de cada afio mientras
(x) sobreviva. El valor presente de la variable aleatoria, Y, para cada anualidad,
esta dada por Y = dm donde la variable aleatoria K es el tiempo futuro de
vida de (). El rango de esta funcién es de dy < d;—5;. La probabilidad asociada
con el valor de Ggg) €8 P(K = k) =k puQuik-

El valor presente actuarial de esta anualidad eta dada por

w—x—1

iy = E[Y] = Eligrg] = Y fggy sPalath (3.14)
k=0

Aplicando sumas por partes con

Af(k) =k Pz9z+k =k Pz —k+1 Pz

g(k) = dgy

y utilizando estas relaciones

aplicando esto a E[Y] resulta

w—zx—1 w—z—1

d:v =1+ Z Vk+1 k+1Pz = Z Vk kDz- (315)
k=0 k=0

Donde gp, es la probabilidad de un pago de tamano 1 comenzando al tiempo

Esta ecuacion también puede ser representada por

w—x—1
a; = 1+ Z VAL e
k=0
w—z—1
= 14+Vpe >, VFipen
k=0
= 14 vpylgsr- (3.16)
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Esto es un ejemplo de una formula recursiva, también esta anualidad puede
ser representada en forma de seguros ya que

. 1—VE+H 1- A,
i, = F [ 7 ] = (3.17)
Con esto se deduce que
1=di, + A,. (3.18)
La varianza se puede obtener
. 1—vE+H
Var(am) = Var (d )
Var(VE+D)
2A _ (A )2

El valor una anualidad temporal a n anos con beneficio de una unidad por
ano esta dada por

dﬂ K>n

Y su valor presente actuarial esta dado por

n—1

amm = Z am kPzqz+k + aﬁ| nPx (320)
k=0

Sumando por partes puede ser reducida a

n—1

g = » V¥ kpa (3.21)
k=0

El cual es la forma actual del pago.

Separando el primer termino y factorizando Vp,, se obtiene la formula re-
cursiva para la anualidad temporal pagadera a la edad y =z +n

lpig=a = 1+ VDol 1=, (3.22)

Formula recursiva para el valor presente actuarial, es analoga a 1 + vp,dz4+1
pero difiere en que se utiliza un valor inicial de ay.q5 = 0.
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3.4. Relacién entre beneficios por supervivencia
y muerte
Considerando que Y = % donde
Z:{ VE+L 0<K<n
Vr K>n

Esta variable aleatoria es de un seguro temporal a n anos pagaderos a la
muerte de (z).

. 1-— E Z 1- Ar:n
o = — 2] _ ; i (3.23)

Reordenando se obtiene

Y para la varianza

VCLT(Z) 2Aac:n - (Awn )2
VCLT(Y) = 2 = 7 7 7 (325)
Para una anualidad completa de vida diferida a n anos de una unidad pa-
gadera al inicio de cada afio mientras (x) sobreviva de edad x + n la variable

aleatoria esta dada por

Y—{ 0 0<K<n
nligrr= K>n

y el valor presente actuarial es

EY] =, |tz = nErlzin (3.26)
w—x—1

= Y Vi (3.28)
k=n

Y la varianza de Y es

Var(Y) = 2

dvzn npa:(da:-i-n —2 dac-i-n) +n ‘Q&I - (n|&w)2 (3-29)

Con esto se ha dado una vision general de las anualidades, para mas detalle
consultar la bibliografia donde se tratan a fondo todo tipo de estas.



Capitulo 4

Reserva matematica de
riesgos en curso

En los apartados anteriores se discutieron los valores presentes de varios tipos
de beneficios por supervivencia y decremento. Estas ideas combinadas conducen
a los resultados de este capitulo.

4.1. Principio de equivalencia

La variable aleatoria que da el valor presente a la pérdida L.

Esto se basa en que la pérdida sea nula, es decir que E[L] = 0 a la fecha
de emision, y se tiene que el valor presente de las primas igual valor presente
de los beneficios, y de igual manera el valor presente de los derechos igual valor
presente de las obligaciones.

Es decir la funcién de pérdida puede ser representada por

L =0b,11Vik41 — PY (4.1)
donde
= bp1= funcion beneficio
= Vi 1=funcién de descuento

= Y Variable aleatoria de la anualidad que corresponde al periodo de pago
de primas

= P, Prima anual pagada al principio de cada ano durante el periodo de
pago de primas de una persona a edad (z), mientras el asegurado esté con
vida

49
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Primas de beneficios discretas

Bajo algunas circunstancias, es necesario calcular la pérdida asociada a un
beneficio de manera puntual al inicio o final del ano de contratacién. Para un
beneficio de un seguro de vida entera con suma asegurada de una unidad, la
variable aleatoria L viene dada por

L=VE* — Piiigry, K=0,1,2...

Donde P, denota el pago periodico (anual) por el beneficio A,

E[L] = A, — P,i, (4.2)
y
_ ZAJC _ (Aac)Q
Var|L] = i) (4.3)

4.2. La funcién de pérdida [(t)

El concepto bésico en la determinacién del beneficio puede ser expresado en
forma continua con una unidad de beneficio para un seguro completo de vida
pagadero inmediatamente a la muerte de (x). Para cada prima considere

I(t) = V' - Pa (4.4)

Es el valor presente de la pérdida a el asegurado si la muerte ocurre en el
tiempo t.

Note que I(t) es una funcién decreciente con ((0) = 1y I(t) = =& cuan-
do t — 00.Si el tiempo cuando I(tg) = 0, entonces la muerte a ty resulta una
pérdida positiva, mientras que si la muerte después de ¢y produce una pérdida
negativa, que es una ganancia.

Considere la variable aleatoria continua de pérdida

L=UT)=V" - Pap (4.5)

Obteniendo la esperanza y aplicando el principio de equivalencia donde
E[L] = 0 nos resulta
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La varianza de L puede ser utilizada como una medida de variabilidad de la
pérdida un seguro completo hasta el tiempo de muerte donde E[L] = 0 solo se

calcula la F[L?] para la funcién de pérdida

r /T
Var(VT — Pdﬂ) = Var |[VT - Pa 3 4 )]

= Var _VT (1+ ?) - ﬂ
= Var|VT <1 + I;ﬂ

i =N\ 2
= Var(VT) [ 1+ ?)
7 21211 _ (Az)Z
- (0a)2

Generalizando maés la funcién de pérdida se escribe como

L=27-PY

y aplicando el principio de equivalencia ya mencionado se tiene
EbrVy — PY] =0
o de igual manera que

E[bT VT]
E[Y]

(4.10)

(4.11)
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Con esta idea se puede obtener las formulas para las primas de los diferentes

seguros segun sea el caso.

Dotal mixto

Seguro de vida entera
(h) pagos

Seguro temporal n anos
(h) pagos

Dotal Puro

Anualidad diferida
n anos

1vT ag, T <n
1w am, T >n

wr ag, T < h
1VT (_IH7T>h

T A
v iz, T <h

wr ag,h<T <n
n a5, T >n
0 C_LTI,TSTL
v Elﬁ],T>1’L
0 ELﬁ,TS’n

amV” C_Lm,T >n

Plan Componentes de pérdida | Prima P
5 _ E[brV.
brVr Yr pP= BE[TY]T]
Seguro de vida entera wr ar P(A;) = A, /a,
Seguro temporal n anos | 1V7 ag, T <n P(A;:ﬁl) = Ai:ﬂ [y
0 a7y T>n

P(Arﬁ]) = Amﬂ /dz:ﬁ
hp(lez) - Am/axﬂ

hp("zlwﬂ) = Ax:ﬁl/amzm
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Ejemplo

Una persona de edad (z) desea asegurarse por $50,000 durante los primeros
15 y por $75,000 de ahi en adelante. Determinar la prima anual que debe pagar
durante 5 anos.

En este problema se necesita mantener el principio de equivalencia y se puede
expresar por

Pigs 5 = (50, OOO)A§5:1—5‘ +(75,000) 15| Ass

y se despeja la P y se obtiene la prima solicitada.

Considérese un seguro de vida entera emitido a edad 35 con suma asegurada
de $10,000. Sea 7 la prima neta anual, L(7) la variable aleatoria que denota el
valor presente de la pérdida financiera a la fecha de emisién.

1. Determinar 7, tal que la distribucién de L(7,) tenga media igual a cero
y calcular la varianza de L(m,).

2. Aproximar la menor prima, 7, tal que L(m,) tenga una probabilidad
menor a 0.5, donde L(m,) sea positiva y encontrar la varianza de L(my).

3. Determinar la prima 7. tal que la probabilidad de tener una pérdida real
positiva al considerar 100 pélizas independientes sea del 0.05 con la aprox-
imacién normal.

1. Por el principio d equivalencia resulta que E[L] = E[Z — PY] = 0 y por
consiguiente
Ass

T, = 10,000P35 = 10,000—
ass

o o2 Ass — (Ass)?
Var[L(ms)] = (10,000) 7(%35)2

2. Para m;, tal que P[L(m) > 0] < 0.5 se sustituye por la siguiente expresion

P(10,000V 5! — myiig > 0) < 0.5

despejando K y simplificando se obtiene que

M

donde se obtiene el valor de k que donde este caso es k = 43, entonces se
obtiene m, con
10,000V43 — Tylgg, despejando

10,000V43
a3

P (L(m)) = P(K < 42) < 0.5

Y = por consiguiente
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y utilizando la formula (4.3) resulta

2
Var[L(m)] = (10,000)2[*Ags — (Ag5)?] (1 10 T)lbod>

. Para este caso se necesita obtener

100
P (Z Li(wc)> <0.05
=1

Recordando el modelo de riesgo individual donde S = Zjﬂ‘i L;(mc), y uti-

lizando los supuestos de independencia se tiene que

E[S] = 100E[L(.)]
Var[S] = 100E[L(w.)]

Para determinar 7. tal que P(S > 0) = 0.05 y se estandariza resultando

P(S<0) = 095
O;E[S] = 1.645
Var|[L(w.)]
—E[L(m)] | _
ol o) = 1o

(0.1645)/2 A5 — (As5)? + Ass
1-— (A35 + 0.1645+/ 2A35 — (A35)2)

7. = 10,000

Como ya se ha visto existe una relacién entre variables continuas y discretas,

para el célculo de la equivalencia de las primas continuas y discretas solo se uti-
liza las expresiones ya estudiadas, tal y como se utilizaron en la parte de seguros.
y , y

. iAy, i
P(4;) = = =3P (4.12)
_ i
P(Apm) = $Pla+ Pos (4.14)
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4.3. Momentos condicionales de L

Definicién 4.3.1 La reserva matemdtica asociada a un beneficio es el valor
presente actuarial de los beneficios adquiridos menos el valor presente actuarial
del conjunto de primas que han de recibir por la cobertura de las obligaciones
futuras y se denota por tV(bT(m)VT(z)) en el caso continuo, la cual resulta ser
la esperanza de +L dado que T(x) > t.

TV (bra) V) = ELL|T(z) > 1] Yt < 00 (4.15)

Siempre que la reserva exista al tiempo t y sea menor que infinito.

E[L|T(z) >t] = E[LT(x)—t>0]
= F VT(x)_t — p(bT(x)VT(m))aWJ
=: Obligaciones - Pago de primas

= Apt — P(br(a)Vr(z)) Gatt (4.16)

Para calcular la varianza se tiene

L= yT@=t _ PdiT(r)—ﬂ
T(x)—
_ Tt p (LI
6
p p
= yT@-t (1 + 5) -3 (4.17)
p p
Var(:L) = Var (VT(x)_t <1 + 5) - 6)
2

- <1 + P(bT(i;VT(“‘))> (CAppe — (Apre)?)  (418)
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4.4. Valuacion de la Reserva Matematica

Existen tres métodos de evaluar una reserva matematica.

El primero se basa en un enfoque prospectivo, el cual establece que bajo
la esperanza condicional de la variable aleatoria de pérdida prospectiva, que
la reserva de beneficios es la diferencia entre el valor presente actuarial de los
beneficios futuros y las primas por dichos beneficios.

El segundo es via formula para diferencia de primas, la cual exhibe la reserva
de beneficios como el valor presente actuarial de la diferencia de primas pagable
sobre el tiempo remanente de pago por primas.

Una tercera expresién depende del enfoque retrospectivo el cual observa a
la reserva de beneficios sobre el pasada.

Cada una de las diferentes ecuaciones que expresan una igualdad para la
reserva matematica, muestra diferentes aspectos cualitativos y cuantitativos de
la reserva.

Ejemplo

Suponga que para el cdlculo de beneficio se tiene una fuerza de mortalidad
constante. Calcule (V' (A;) (Reserva matematica continua sobre un seguro de
vida al tiempo t) y Var[L|T(z) > t].

Desde que A,,a, y P(A,) son independientes a edad (z) (4.2) se puede
escribir
V(A =A, — P(A)a, =0, t>0.
y utilizando la formula para la varianza se reduce a
P(Az)

Var[,L|T(z) > t] = {1 + 5} A; — (A2)7)

Donde simplificando cada uno de los términos anteriores se tiene que

Aw+t = ﬁ = Aaz
_ 1 _
Ayt = m = Qg
- A,
P(A;) = —=up
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Sustituyendo
o 1 1
V(Ay) = — =0
Para el caso de la varianza es analogo
O+u?( n s
L|T t] = — .
Var[,L|T(z) > t] 52 204+pu (04 p)?

La empresa de seguros ha pedido que se utilice la léy de Moivre con
I, =100 — z y una tasa de interés del 6 %. La compania desea obtener el valor
de las primas que han de pagar los asegurados por una cobertura vitalicia para
ejecutivos de 35 afios. Adicionalmente desea conocer el comportamiento de la
reserva a través del método prospectivo y la variabilidad de la misma para
t=0,10,20,...,60.

Donde frss)(t) =t paspas(t) = 1/65

65
Ass :/ V! fr(as)(t)dt
0

65 =

_ 1 a

Ay — / vt—dt = ~9000 _ g 958047,
0

65 65
_ 5A
P(Ags) = —32 = 0.020266.
1— Ass
Para la edad 35+ t, se tiene que Ass s = Zﬁ y la reserva queda expresada
por
=, = - 1— Assie
V(Ass) = A —0.020266 —————
tV (Ass) 354t Tog(1.06)
Yy
2
0.020266 - -
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;,Cual serd la distribucién de ;L7

Utilizando (4.1)

tL — VT(x)—t (
Es claro que 7713 < L <1
Fr(u) = P[LL<u]

CAPITULO 4. RESERVA MATEMATICA DE RIESGOS EN CURSO

142 -
1

ST

(4.19)

Plan

Formula prospectiva

Seguro de vida entera

Seguro temporal n anos

Vida entera h pagos

Dotal mixto n anos h pagos

Dotal puro

Anualidad vida entera

Anualidad temporal n anos

Anualidad diferida n anos

Aw-&-t - P(Ax)@x+t

V(P(AL L)) ijt:nftl —P(AL )y t<n
t=mn

"(A,) Avit—n Py, o t<h
Az+t t>h

?V<Am:ﬁ|) %m—t:m\ —h P(Ax:ﬁl)dx+t:m t<h
Apten=y h<t<n

Ay =1 t=n

tV(Ax%]) 7z—&]:t:nTt| —h P(Ax%])daf-‘rtm 13 S n
1 t=mn

tV(dm) C_lz+t - P(dm)dm+t t S n
dzft t>n

tV (@) Uy pn—g — P(ax:ﬁl)aI:t;Tﬂ t<n
tv(n|@w ) nft‘aaﬂrt - p(nlaw)dz—kt:m\ t S n
Ayt t>n

Se ha definido la reserva como la esperanza condicional de la variable aleato-

ria de pérdida prospectiva.
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El segundo método de Ecuaciones de diferencias de primas para tV(AI:ﬁ‘)
se obtiene por la factorizacion de a, ;= de la formula prospectiva.

V(Awﬂ) = Am+t:m (AI <|) T+t:n—1
A n—1 -
= M - P(Amﬁl) aert:H (420)
Ayt tn—

El cociente de las primas es la porcién de beneficios futuros referido a las
primas de los beneficios futuros, y exhibe el valor presente actuarial de los re-
manentes de los beneficios.

El metodo Retrospectivo de la ecuacién (3.11) y (3.12) para t <n — s,

_ A 1 1
A1+5¢"—3| - Az-&-s:fl + EI+5Aw+s+t:n—s—t1

az+s:nfs| = aers:ﬂ +¢ E$+Saz+s+t:nfsft|'

Nuevamente sustituyendo en la formula prospectiva para SV(Aw:ﬁI),se ob-
tiene

V(Aem) = Apionmy — P(Av)ao oy
= Am+s7 tt Bots Ayt rmms—g — P(Aum) [%ﬂ:ﬂ it Eoysloy sy
= A _: g Tt L s |A wtsttn—s—q P(Ayq)a z+sm] — P(Aym)ay . 1
= 4.4 P( )y sd T tBors V(A mmg)
= Al 3 — P(Aps))ayysq +t EBaots stV (Apmy)
Reordenando

SV(AIm) + P("Zla:im)ar+s:m = ‘leJrs:ﬂ +¢ Eai-i-s s-‘rtV(A wm)
Notese que haciendo s = 0 implica oV (A,) = 0 por el principio de equiv-

alencia

- 1
Ay =
K & tEm

(P(Aym)a — AL ).

(4.21)

Haciendo 5,.; = Ay /+E se puede reescribir

tV(‘leﬁ]) = 115(121 ) Spg Tt k (4'22)
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Donde ;k, es el valor acumulado del aseguramiento y esta dado por
trs
]% — fo Vb SpIMI(S)dS
e Vi tPx

t \Nt—s
/ (L44)" "loyspia(s)ds (4.23)
0 l;c+s
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4.5. Reserva de beneficios discretos

Considere un seguro de vida entera para los siguientes k anos, se define
la reserva como la esperanza condicional de la pérdida prospectivo L, méas
precisamente se tiene

K(z)—k+1 .
We = ERLIK(z)=kk+1,..] (4.25)
Ve = A.’L‘+k - de-i—k (426)

P
Var[yLIK(z) =k, k+1,..] Var [VK('”)"““ (1 + F””|K(a:) =kk+1,.. )}

P\°
- <1+d'> Var {VK<I>*’€+1|K(:L~) :k,k+1,...]

P2
— (1 + d“) PApir — (Asir)?] (4.27)
Plan IAN Formula prospectiva
Seguro de vida entera &V Aprk — Prlgyg
Seguro temporal n anos ’“Vaclrﬁl Ax;k:m — P;:ﬁ]da;-&-k:m k<n
0 k=mn
Vida entera h pagos ZV,; Avtk —n PId:L__"_k:hfkl k<h
Avtk kE>h
Dotal mixto n anos h pagos vaﬂ Aw+k:m —n Prmy dz+k:ﬁk\ k<h<n
4w+k:m h < k<n
Az+n:6\ =1 k=n
~ 1 1 _ 1. o
Dotal puro n anos KV AzM:M Pl k<n
1 k=n

Anualidad Vitalicia V(dg) | Gogr — PlGgtr)lotk




Conclusiones

Este trabajo presenta una parte de las técnicas actuariales de vida. En este
rubro, los métodos tradicionales han sido muy titiles a lo largo de la historia
del seguro ya que han facilitado précticamente todos los valores necesarios para
el calculo del valor presente de cualquier beneficio futuro. Pero las necesidades
actuales, tanto por el lado de la efectividad como por el de la variedad y flexi-
bilidad del mercado de seguros, obliga a seguir con el desarrollo de modelos més
elaborados y versatiles. Antes de la llegada de las computadoras, los logaritmos
se calculaban con tabla o a través de reglas muy complicadas. Sin embargo,
a nadie se le ocurre hoy en dia recurrir a estos métodos. La técnica actuarial
esta en la misma situacién, se puede evolucionar y recurrir a modelos probabilis-
tas y métodos estadisticos para obtener més informacion sobre la variabilidad
del fenémeno o seguir utilizando los clasicos, ya que ambos convergen a los mis-
mos valores esperados. Las ventajas de utilizar la probabilidad son claras: se
obtiene méas informacién sobre el comportamiento de las variables latentes de
riesgo o de las reservas mateméticas (habitualmente basta con la media y la
varianza gracias al teorema central del limite).

Al concebir la supervivencia de una persona como una variable aleatoria, el
planteamiento del seguro se vuelve tremendamente sencillo ya que los calculos
se simplifican a través de ecuaciones recursivas ademas de que se puede utilizar
cualquier supuesto financiero, incluyendo diversas estructuras de las tasas de
interés, siendo este formalismo apto para tasas estocdsticas, al mismo tiempo
que eficienta los calculos involucrando la minimizacién de las desviaciones.

El presente desarrollo puede ser utilizado como guia de un curso semestral
de Calculo Actuarial 1. Se ha puesto énfasis en que los desarrollos tedricos, la
modelacién y las demostraciones sean intuitivas, motivando al lector a intro-
ducirse en bibliografia mas avanzada. El resultado de este esfuerzo se sustenta
en las definiciones realizadas por la SOA, lo que le otorga un caracter distinto
al de las consecuencias légicas derivadas del formalismo matemédtico para darle
una contextualizacién y, sobre todo, una interpretacion a las distintas ecuaciones
obtenidas. Con esto esperamos contribuir a incrementar los documentos en es-
panol sobre la materia, ademés de poder difundir la ciencia actuarial por la red.
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Variables aleatorias

Definicién. Una funcién de densidad es una funcién f(z) si cumple con que
f(z) >0, esta definida en —o0 < & < 00 y esto es

/_ O; Fo)de =1

b
Pla <z <b) :/ flx)dx

Funcion de Distribucién

F(z) = [ F(t)dt

Propiedades:

Esto es para el caso continuo, pero si se tienen probabilidades numerables
se toma el caso discreto, P(z) > 0, y se toma (z) donde esté definida, es decir

> Plr)=1

Pz <X)= Y Pla;)
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66 VARIABLES ALEATORIAS

Sea X una variable aleatoria discreta o continua, se define la Esperanza y la
Varianza como:

EX) = Zmp(w) Discreta (28)
EX) = /_OO zf(z)dx Continua (29)
Var(X) = EBE(X?) - E*X) (30)
BX™) = ,/: o™ () da (31)

Sea X la variable aleatoria que denota la edad con la que fallece un recién
nacido, (z) es una variable aleatoria continua X > 0

Teorema Si T'(x) es una variable aleatoria continua con funcién de distribu-
cién G(t) donde G(0) = 0 y funcién de densidad Fp,)(t) = G'(t) = g(t) si Z(t)
es una funcién monétona, no negativa, diferenciable

= E[Z(t)] = /OOO Z(t)g(t)dt = Z(0) + /000 Z'(t)[1 - G(t)]dt (32)
Demostracion.
E[Z(t)] = Z(0) +/O Z'(t)[1 — G(t)]dt

ﬂ®+AmZ®ﬁ—/mZ@G@ﬁ

0
(33)
Por otra parte e integrando por partes resulta
u=Z(t), du=2t)
dv =g(t), v=G(t)
Blz0) = [zt
= Z@®)G)|e° - /Oo Gt)Z'(t)dt
0
Z(t)G)|e° — G)Z'(tydt = Z(0) +/ Z'(t)dt — / Z'(t)G(t)dt
0 0 0
Z(00) — Z(0)G(0) = Z(0)+ /C>o Z'(t)dt
0

Z(o0) — 2(0) = A Z/(#)dt (34)
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