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INTRODUCCION

El conjunto de eleccién del consumidor representativo’ es la coleccién de todas las
mercancias y servicios que el consumidor desea y sobre del cual define sus preferencias
para, finalmente, bajo su restriccién presupuestal y, un sistema de precios dados, elegir
entre una gama de combinaciones de cantidades de mercancias la que le aporte mayor

satisfaccion.

Analizar este tema de la Teoria Microeconémica resulta enriquecedor, ya que a
pesar de ser un topico apenas tratado en la mayor parte de los textos, el conjunto de
eleccion esta colmado de detalles que requieren, tanto de la intuicion econémica, como del

conocimiento tedrico y matematico.

De ahi mi interés en abordar un tema béasico de la ensefianza microeconémica, con
el fin de reunir en este trabajo los elementos intuitivos, matematicos y tedricos que

acerguen a su comprension.

1 El concepto “consumidor representativo” pertenece al Doctor Fernando Noriega.



i. A OBJETIVO GENERAL

Estudiar desde un enfoque matematico-teérico al conjunto de eleccién de k-

mercancias del consumidor representativo.

i. B OBJETIVOS PARTICULARES

e En paralelo al estudio del conjunto de eleccion incluir los teoremas y conceptos
matematicos ligados a este tema para comprenderlo formalmente.

e Enfatizar la estrecha relacion entre la matematica y la teoria econdmica.

i.C HIPOTESIS

El conjunto de eleccion del consumidor representativo esta ligado a conceptos
matematicos que sirven de base para demostrar estas diez proposiciones:

l. El conjunto de eleccién, % no es un subespacio vectorial de R,

Il. Existe un conjunto B en el conjunto de eleccion X, tal que B es cerrado.

1. El conjunto de eleccién ¥ tiene un nimero infinito de cestas.

V. Sea (X, >) entonces las siguientes definiciones son equivalentes: [x > X’ si y

solosixZ X’ AX 2 X]A[X > X siysolosix Z x> A X* + X].



V. Sea X bajo una relacion de preferencia completa y transitiva. Entonces la
relacion de preferencia es un preorden completo.

VI. Sea ¥ bajo los Axiomas I-111 sobre las preferencias, entonces ¥es conexo.

VII. Sea (¥ =Z) bajo el axioma de no saciedad local. Entonces el conjunto “mas
preferido que” es denso en X.

VIII.  Las relaciones de preferencia {<, ~, >} establecen una particion sobre ¥.

IX.  El conjunto de indiferencia es un conjunto perfecto bajo los Axiomas I-1V.

X. El conjunto de indiferencia de x no es un conjunto finito.

I. D SOBRE LA ESTRUCTURA DEL DOCUMENTO

Esta Tesis se centra en los supuestos tedricos sobre el conjunto de eleccidn que se manejan
en los textos usuales de microeconomia.? En cada uno de los supuestos se resaltaran los

conceptos matematicos utilizados, para luego exponer la definicion de éstos.

Con el objetivo de esclarecer los conceptos matematicos se expondran las nociones
necesarias para que en este documento exista el soporte formal de las definiciones usadas.

Después de esto en todos los casos se mostrara a través de teoremas y en su caso de otras

Vet en la bibliografia a: VILLAR, ANTONIO. [ ecciones de Microeconomia, capitulos 1, 11, 111 y Apéndice Matematico;
GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, Capitulo 1; y VARIAN, HALL R. Microeconomics
Analysis, capitulo VII.



definiciones las implicaciones que resultan del uso del concepto matematico en los

supuestos sobre el conjunto de eleccion.

Esta Tesis esta dividida en cuatro capitulos y un apartado de resultados. Los tres
primeros capitulos abordan al conjunto de eleccion desde distintas perspectivas de la
matematica. Esto es, analizamos al conjunto de todas las combinaciones de cantidades
positivas de mercancias como: conjunto, subconjunto de un espacio vectorial y espacio
métrico; ofreciendo las definiciones, teoremas y demostraciones pertinentes para formar un
marco instrumental coherente y compacto que permita una lectura continua. El cuarto
capitulo, el de conclusiones, fue pensado como una manera de hacer evidente la necesidad
del conocimiento de los conceptos y resultados revisados, y el como éstos, confluyen para
abordar el tema de las preferencias del consumidor sobre el conjunto de eleccion. En el
apartado de resultados, como el nombre lo indica, se exponen en breve los objetivos

alcanzados y las proposiciones originales de este documento.

El primer capitulo aborda con detenimiento dos temas: conjuntos y relaciones
binarias. Estableciendo un marco de referencia formal para abordar lo que intuitivamente
comprendemos como conjunto. Se considerd incluir en este capitulo las relaciones binarias

porque una vez revisado el concepto de conjunto las relaciones son el nexo natural.®

En el segundo capitulo construimos el conjunto de eleccién de formalmente a partir

del concepto de mercancia y de las cantidades asociadas a cada mercancia. Para ello es

¥ Nexo usado en los textos sobre teoria de conjuntos.



necesario hacer uso del campo de los numeros reales y de algunas consideraciones sobre

conjuntos como son equipotencia y finitud en conjuntos.

Es en el tercer capitulo que se estudia al conjunto de eleccion como subconjunto de
un espacio vectorial, ya que verlo desde la Optica del algebra lineal, es consecuencia natural
de la forma en la que es construido. El uso del analisis matematico sobre el conjunto de
eleccion, se justifica también por la construccion misma del conjunto, ya que posee
caracteristicas topoldgicas importantes, mismas, que resultan muy Utiles al aplicar en las

conclusiones los supuestos sobre las preferencias.

En el capitulo de conclusiones se utilizan implicita y explicitamente conceptos y
resultados revisados a lo largo de esta Tesis, con el objetivo de aplicar estas herramientas al
estudio de las preferencias sobre el conjunto de eleccion. Consideramos, que seria una gran
opcion para demostrar el vinculo existente entre los conceptos intuitivos y formales que
rodean al conjunto de eleccion, con un tema necesario para la estructura de la teoria

microeconémica, como lo son las preferencias.*

i. E  ALGUNAS CONSIDERACIONES INICIALES

Este texto, dados sus objetivos, se enfoca en el estudio de un modelo en especifico por lo

que es conveniente antes de seguir adelante acordar que entenderemos por modelo a la

* En 1959 Gerarl Debreu demostré que la existencia de la funcién de utilidad a partir de los axiomas sobre la
preferencias sobre el conjunto de eleccion.



construccion légico-matematica de relaciones entre elementos esenciales de un fenémeno a

estudiar; que varian de acuerdo con el objetivo de la investigacion.

Es de conocimiento general que existen diferentes formas de definir Economia, sin
embargo para los fines de este texto entenderemos intuitivamente por Economia a la
interaccion de los agentes, consumidores y productores, en los procesos de produccion,
distribucion y consumo de mercancias. Formalmente usaremos la definicion tomada del

texto de Villar:®

E: = [(Xi, Zi)izm; (Y))j<n; ©]

Zi represente las preferencias del i-ésimo consumidor, E espacio de economias, X;, Yj estan

contenidos en el espacio de mercancias, o representa las cantidades de recursos iniciales.

A lo largo de este texto convendremos en llamar® Teorfa Econémica a la coleccién
de abstracciones I6gico-matematicas cuyo objetivo es representar el funcionamiento de la
economia. En tanto que comprenderemos por Microeconomia, la rama de la Teoria
Econdmica cuyo objetivo es el estudio del comportamiento individual de los agentes
econdmicos examinando su interaccion en los mercados. Consideraremos solo dos clases de
agentes econdémicos consumidores que son individuos o unidades familiares que buscan la

eleccion optima de una combinacion de mercancias dada su restriccion presupuestal; y

> VILLAR, ANTONIO. Lecciones de Microeconomia, capitulo I.

® Como referencia para estas definiciones ver: VILLAR, ANTONIO. Lecciones de Microeconomia, capitulo I.



productores que son individuos o empresas que persiguen la maximizacion de sus
beneficios restringiéndose a las limitaciones tecnoldgicas, en ambos casos para un tiempo y

espacio dados.

Continuando con las convenciones, llamaremos Teoria del Consumidor a la rama de
la Microeconomia que analiza el comportamiento de dicho agente, quien al tomar los
precios como parametros y teniendo un monto determinado de ingresos, su problema se
concentra en la eleccion de acuerdo a sus gustos y preferencias de la combinacién de
mercancias que aporte al consumidor la mayor satisfaccion. Entonces el consumidor puede
distinguir de entre un conjunto’ de mercancias las combinaciones de distintas cantidades de

ellas y puede ordenar estas combinaciones segun su preferencia sobre ellas.

A ese conjunto de todas las posibles combinaciones de cantidades de mercancias de
un consumidor dado se le conoce como Conjunto de Eleccion. El objetivo de este texto es
analizar este conjunto de manera formal e intuitiva, utilizando algunos conceptos
matematicos basicos de tal suerte que el lector encuentre en este trabajo los elementos

suficientes que se necesitan para comprender este topico de la teoria del consumidor.

i. F  CONDICIONES INICIALES

" A reserva de dar mas adelante una definicién formal entenderemos conjunto a “una multiplicidad
considerada como una unidad”. Definicién tomada de Amor Montafio José Alfredo, Teoria de Conjuntos para
estudiantes de ciencias, p. 1.



Antes de comenzar con el analisis del conjunto de eleccion es necesario establecer reglas
sobre el comportamiento de los agentes econdmicos que nos serviran como marco de
referencia. Cabe observar que estas reglas no son una imposicion sino una simplificacion de
las condiciones que rodean a nuestro objeto de estudio.?

a) Los agentes eligen libremente y bajo condiciones de certidumbre.

b) Los procesos de produccion, distribucion y consumo se regulan en los

mercados a través de los precios.
C) Los agentes individuales son precio aceptantes.
d) Los agentes no se coordinan para tomar decisiones sobre sus elecciones de

consumo y produccién.
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PrRIMER CAPITULO

CONJUNTOS Y RELACIONES BINARIAS

Para dar comienzo con el estudio del conjunto de eleccion, es imperante saber a qué nos
referimos cuando usamos el concepto matematico de conjunto, para asi entender como el
uso de este concepto infiere una estructura matematica que se puede utilizar para ayudarnos

en la comprensién formal del conjunto de eleccion.

Entonces hagamos un paréntesis, ya que este punto requiere especial atencion, y

reflexionemos sobre algunos conceptos de vital importancia para la comprension formal e

intuitiva del conjunto de eleccién.

En la logica existen proposiciones atomicas y proposiciones moleculares, las

proposiciones atdmicas son las que no poseen términos de enlace. Las proposiciones
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moleculares, son las que estan formadas por una proposicion atomica y un término de

enlace, por lo menos. Existen cuatro términos de enlace: y, o, si... entonces, no.*

Conjuncion se le denomina a la proposicion molecular con el término de enlace vy,
su notacion matematica es: A. En contra parte disjuncién se le denomina a la proposicion

molecular con el término de enlace o, cuya notacion es: v.

Al téermino de enlace si...entonces se le denomina condicional; La proposicion que
se encuentra entre la palabra si y la palabra entonces, es el antecedente; la proposicion que
se encuentra después de la palabra entonces, es el consecuente. El simbolo para representar

a la proposicién condicional es: =.

El término no actla solo sobre una proposicién, no sirve de enlace entre dos

proposiciones como los otros tres. Este termino de enlace se representa por: —.

Definicion: Una propiedad P es una proposicién en el lenguaje de la Teorfa de Conjuntos.?

Un resultado importante de la Teoria de Conjuntos es que todo conjunto esta

determinado por una propiedad.® Esto es YC conjunto, existe una propiedad P tal que x

! Este apartado que trata sobre los términos de enlace lo obtuvimos de estos dos textos: SUPPES, PATRICK.
Introduccién a la légica simbdlica, pp. 25-33. SUPPES, PATRICK & HILL, SHIRLEY. Introduccién a la légica
matematica, pp. 1-37.

2 |dem (1).

* HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Teorfa de Conjuntos, Una Introduccién, pp. 10-20.

11



C si y solo si x cumple P. Si denotamos que x cumple P con P(x) entonces reescribimos

la anterior expresion como:

VC conjunto, 3 P propiedad \ x € C < P(X).

Por lo que el conjunto C se puede resumir en: C = {x \ x cumple P}.

I.A CONJUNTO, DEFINICION AXIOMATICA

Una forma de definir el concepto matematico de conjunto es a través del método
axiomatico.* El modelo axiomatico se construyo para definir si un objeto es 0 no un
conjunto, sin recurrir a significados intuitivos. En las definiciones axiomaticas se
establecen una serie de proposiciones que un objeto debe cumplir. Entonces con el método
axiomatico se define conjunto de manera indirecta usando una serie de axiomas que un

objeto debe poseer para ser considerado un conjunto.’

*Es para finales del siglo XIX que el método axiomatico fue adoptado, tratando de abarcar en la medida de lo
posible los resultados obtenidos por Cantor. El pionero en la axiomatizacion de la Teoria de Conjuntos fue
Zermelo en 1904 y después le sigui6 el trabajo de Von Newmann que continuando con una observacion de
Cantor establece la diferencia entre conjunto y clase” El sistema Axiomatico de la Teoria de Conjuntos fue
posteriormente modificado por Bernays en 1937 y por Gédel un afio mas tarde.

® El desarrollo de esta seccién es tomado de HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Teoria de Conjuntos, pp.
10-20. AMOR MONTARO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos, pp. 1-16.

12



Axioma de Existencia.

Hay un conjunto que no tiene elementos.

Podemos definir un conjunto sin elementos de multiples maneras, por ejemplo, los nimeros

reales que satisfacen la ecuacién x> + 1 = 0 y también como los niimeros racionales cuyo

cuadrado es 2, pero de ambas formas estamos definiendo el mismo conjunto, el vacio.

Estos dos enunciados describen al mismo conjunto, el conjunto sin elementos. Aunque para

probarlo requerimos del siguiente axioma.

Axioma de Extension.

Sean X, Y conjuntos. Si todo elemento de X es un elemento de Y y todo elemento de Y es un

elemento de X, entonces X =Y.
Este axioma pone en relieve que un conjunto esta determinado por sus elementos. Por el
Axioma de Extension queda de manifiesto que dos conjuntos cualesquiera que posean los

mismos elementos, son iguales. Lo anterior puede representarse de esta forma

X=Y si(VxeXixeY)A(VxeY:xeX).

13



Teorema |: Existe un unico conjunto que no tiene elementos.

Demostracion: Sea X un conjunto sin elementos. Supongamos que existe Y tal que Y no
tiene elementos. Entonces todo elemento de X es un elemento de Y, puesto que la
proposicion a € X = a € Y se satisface porque X no tiene elementos. Por otra parte, por el
mismos argumento todo elemento de Y es elemento de X. Por lo tanto, por el Axioma de

Extension, X = Y.

Definicion: El Gnico conjunto que no tiene elementos es Ilamado el conjunto vacio y es

denotado por ¢.

Esquema de Comprension.

Sea P(x) una propiedad de x. Para cualquier conjunto A existe un conjunto B tal que x e

B siysolosix e Ay P(x).

Este axioma es claramente distinto de los anteriores, ya que en él se condensa una regla
para construir conjuntos. El axioma de esquema de comprensién es una coleccion infinita
de axiomas porque se define un axioma por cada proposicion P. Con la introduccién de

este axioma es que podemos construir conjuntos que tengan elementos.

14



La propiedad PP puede depender de multiples variables P(X, v,..., r), por lo que VA
y para cualquier seleccion de variables X, y,..., r. Existe un conjunto B que depende de (X,

y,..., I, A) que consiste en los elementos de A para los cuales se verifica P(x, V..., ).°

A manera de nota, y por otra parte, deseamos anticipar que los tres axiomas

siguientes postulan que ciertos procesos usados en matematicas generan conjuntos.

Axioma del Par.

Para cualesquiera a y b existe un conjunto C, tal que x e Csiysélosi x=a v x=h.

Por el Axioma del Par queda garantizado que todo conjunto es elemento de otro conjunto y

que dos conjuntos arbitrarios son al tiempo elementos de algin mismo conjunto.

Siae Cyb e C, vy estos son los Unicos elementos de C, por el Axioma de
Extension el conjunto C es Unico. Sea el par no ordenado {a, b} el conjunto que tiene por
elementos a a y b. Ahora sea el par no ordenado {a, a} que podemos escribir como {a}, que
recibe el nombre de conjunto singular o unitario de a, y es el conjunto cuyo Unico elemento

€s a.

® Ibedem (5), p. 13.
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Axioma de Unién.

Para cualquier conjunto S, existe un conjunto U tal que x e U si y s6lo si x e X para algun

X elemento de S.

El Axioma de Union se refiere a la union de conjuntos tradicional. U es Unico y es Ilamado

la union de S. S es una familia de conjuntos si los elementos de S son conjuntos. La union
de S, US, es el conjunto de todas las x que pertenecen a un conjunto que forma parte de la

familia de S.

Entonces por el Axioma de Unidn, si C y D son conjuntos, el conjunto cuyos

elementos son los elementos de C y también los elementos de D, es la unién de C y D,

cuD.’

X € CUD siysoélosi xe A v X e B.

Definicidn: X es un subconjunto de Y si todo elemento de A es elemento de B. Esto es X ¢

Ysiysolosivxe X, xe Y.

7« . el Axioma del Par y el Axioma de Uni6n son necesarios para definir la unién de dos conjuntos, y el

Axioma de Extension es necesario para garantizar la unicidad.” Ibedem (5), p.15-16.
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Axioma del Conjunto Potencia.

Para cualquier conjunto X existe un conjunto P tal que A € P siy solosi A < X.

Este axioma habla de la construccion de un nuevo conjunto P a partir de un conjunto dado
cualquiera X. El enunciado es claro al exponer que existe un conjunto P tal que A pertenece
a P como elemento si y solo si A es subconjunto de X. En este caso P es el conjunto

potencia de X, el conjunto de todos los subconjuntos de X.

Un ejemplo. Sea X = {a, b, 3, 5} entonces el conjunto potencia de X esta formado
por todos los subconjuntos de X, denotando a P de forma explicita tenemos que los

elementos de P son los conjuntos siguientes:

P(X) = {{¢}. {a}, {b}, {3}, {5}, {a, b}, {a, 3}, {a, 5}, {b, 3}, {b,5}, {3, 5}, {a, b, 3}, {a,
b, 5}, {a, 3, 5}, {b, 3, 5}, {a, b, 3, 5}}.

Observemos que el conjunto potencia del vacio es el conjunto vacio, esto P(¢) = {4}
y el conjunto cuyo Unico elemento es el vacio {¢}, es distinto del vacio ¢, porque el vacio

no tiene elementos.

También notemos que para cualquier conjunto dado X, el vacio y X siempre

pertenecen al conjunto potencia de X. Lo anterior implica que P(X) nunca es igual al vacio,

17



pues como vimos en el parrafo anterior, el conjunto potencia del vacidé es un conjunto

unitario cuyo unico elemento es el vacio.

Axioma de Fundacién.

En cada conjunto no vacio A existe un u en A tal que uy A no tienen elementos en comdn;

es decir, para cualquier x, si X € A entonces X & u.

Este axioma también es conocido como Axioma de Regulacion, y garantiza que ciertos
tipos “conjuntos” no existan. El teorema siguiente servira para profundizar en la

comprensién de este axioma. ®

Teorema Il: Ningun conjunto no vacio puede ser elemento de si mismo, es decir, para

cualquier conjunto X # ¢, X ¢ X.

Demostracion:
Supongamos que existe un conjunto no vacio X tal que X € X. Por el Axioma del Par, {X}
también es un conjunto y puesto que X es el Unico miembro de {X}, el conjunto {X}

contradice el Axioma de Fundacion, ya que X'y {X} tienen a X como elemento comun.

8 El Teorema Il y su demostracion son tomadas textualmente de HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Op.
cit., pp. 18-19. .
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1.B RELACIONES BINARIAS

La importancia de este tema radica en que las relaciones binarias son un tema fundamental
en las matematicas actuales ya que con ellas se establecen conexiones entre elementos de
un par de conjuntos no necesariamente diferentes y, de acuerdo con la conexién se
obtendran diferentes tipos de relaciones. Las relaciones binarias y el conjunto de eleccion
tienen un estrecho vinculo que sera tratado en el Cuarto Capitulo al hacer evidente que las

preferencias sobre el conjunto de eleccién son un tipo de relaciones binarias.®

Otro tema que revisaremos en este apartado de relaciones binarias es el de las
propiedades que pueden poseer las relaciones sobre en conjunto tema que también sera
imprescindible cuando abordemos, en el Cuarto Capitulo, los Axiomas sobre las
preferencias, ya que el Axioma de completes y el Axioma de transitividad requieren del

conocimiento de este tema.

Ademas también en este apartado de relaciones binarias nos ocupamos de temas tan
sensibles para el estudio de las preferencias como son: las relaciones de orden, preorden,

orden total, orden parcial y orden estricto.

Las relaciones binarias son un subconjunto del producto cartesiano, lo que hace

necesario para comenzar esta seccion establecer algunos conceptos previos antes de definir

% Adelantamos aqui el uso del concepto de preferencia para exhibir el vinculo entre las relaciones binarias y la
Teoria del Consumidor, este nexo lo tratamos con detenimiento en el Cuarto Capitulo.
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con formalidad a las relaciones binarias. Para poder definir el producto cartesiano hace falta

establecer el concepto de par ordenado.

Definicidn: Sean a, b, s, t tales que (a, b) = (s, t) siy s6losi a=s A b =t. Entonces (a, b)

es el par ordenado de a 'y de b.

Observemos que el orden en el que se presentan los elementos del par ordenado es

importante ya que, si a = b entonces (a, b) # (b, a).

Existen otras definiciones de par ordenado que satisfacen la anterior una de las mas

usadas es la definicion de Kuratowski.°

Definicion: El par ordenado de a y b es el conjunto cuyos elementos son el conjunto {a} y

el conjunto {a, b}

(a,b) =1{a}, {a, b}
donde a y b son la primera y segunda coordenada del par ordenado.

Observemos que (a, a) = 1{a}, {a, a}r = {{a}r.

Definicion: Una n-ada se define para n = 1 como (X) = X, para n = 2 como (X1, X2) = ((X1),

X2) y paran > 2 de la siguiente forma, (X1, Xa,..., Xn) = (X1, X2,.++, Xn-1), Xn)-

19'\/er AMOR MONTARO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos, p.18.
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Ahora ya tenemos los elementos suficientes para definir el producto cartesiano.

Definicion: Dados dos conjuntos A y B el producto cartesiano de A con B es el conjunto
cuyos elementos son todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece al

conjunto Ay la segunda componente pertenece al conjunto B. Esto es,

AxB={(@b)/ae A A beB}

Notemos que el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo es: A x A = A?
={(a,b)/a € A A b e A}. El producto cartesiano de tres conjuntos se define como: A x B
x C = (A x B) x C y sus elementos son ternas ordenadas. En el caso de A*= A x Ax A=

{(x,y,2)Ixe A A yeA A zeA}.

Definicién: Sean A y B dos conjuntos y P(x, y) una propiedad relativa a los elementos
xeA A yeB, en ese orden. Entonces definimos relacion binaria al conjunto R de los pares

ordenados (a, b) € A x B para los cuales la proposicion P(a, b) es verdadera.

Notacién: Para indicar que los elementos a y b estan relacionados o en otros
términos que el par ordenado (a, b) pertenece a la relacion, se escribe: a R b, lo que es
equivalente a: (a, b) € R.™ Observemos que entonces R — A x B. La definicion anterior se

puede resumir de la siguiente manera:

1 Notemos que el conjunto vacio es una relacion asi como también lo es el conjunto A x B.
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Definicion: R es una relacion entre Ay B< R c A x B.

Con este marco podemos ver que la relacién de pertenencia, <, es una relacion binaria que

se aplica entre dos objetos de la Teoria de Conjuntos.*?

l.B-2 DoMiINIO Y CODOMINIO DE UNA RELACION

Ahora incluiremos los conceptos de: dominio, imagen e imagen inversa de una relacion.

3Sea R una relacion entre los conjuntos A y B, entonces:

Definicion: Si (X, y) € R decimos que y es una imagen de x a través de R, y que x es una

preimagen de y por R.

Definicion: El dominio de R es la totalidad de elementos de A que poseen imagen en B.

Dr={x e A/ (X,y) € R}.

Definicion: Imagen de R es el elemento de B que posee una preimagen en A.

Ir={y e B/ (X, y) € R}

2 AMOR MONTARO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos para estudiantes de ciencias, p. 1.
13 \Ver en RoJo, ARMANDO, Algebra I, capitulo 3;
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Definicion: El codominio de R es la totalidad de elementos de A que poseen una
preimagen en A.

Cor={y e B/ (X, ¥) € R}

Definicién: EI campo de una relacién es el conjunto Cg = Dg U Cor.

Los elementos de una relacion R son el referente y el relato, por referente

entendemos un elemento del dominio de Ry por relato un elemento del codominio.

Definicion: La relacion inversa de R es el conjunto de B x A definido por:

R*={(y,x)/(xy) € R}.

Definicion: Dadas dos relaciones Ry S talesque Rc A x By S < B x C es posible definir

una relacién entre Ay C, esta es la composicion entre Ry S.

S R={(x,z)/dyeBtal que (X,y) e R A (y,2) € S}.
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1. B-2 RELACIONES SOBRE UN CONJUNTO

Si R es una relacion entre los conjuntos A y B, donde A = B. Entonces decimos que R es
una relacién sobre A, y es un subconjunto de A> = A x A.** Lo que nos conduce al

concepto siguiente:

Definicion: R es una relacion sobre A < R c A2,

Como ¢ = A%y A*> = A? es claro que el vacio y A® son relaciones definidas para

cualquier conjunto A, debido a que ambas son subconjuntos de A x A.*®

Definicion: Sea A un conjunto, A" es el conjunto de todas las n-adas ordenadas de
elementos de A, esto es, A" = (...((A x A) x A) ... x A) x A, lo que equivale al producto

cartesiano de n-veces A.

¥ Ver: Rojo, ARMANDO. Algebra I, capitulo 3 y DONALD, J. LEwis, Introduccion al algebra, pp. 50-65
. . . . . . 2

15 Si A tiene n elementos entonces A? tiene n® elementos y el conjunto potencia de A? tiene 2™ elementos lo
. . . 2 .

que implica que existen 2™ relaciones sobre A.
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1.B-3 PROPIEDADES QUE PUEDEN POSEER LAS

RELACIONES SOBRE UN CONJUNTO

Sea R una relacion sobre el conjunto A, esto es (A, R) o de otro modo R = A% Entonces la

relacion R puede cumplir algunas de las siguientes propiedades.®

Reflexividad

Resreflexiva < Vxe A= (X,X) e R

Esto es, una relacion sobre A es reflexiva si para cualquier elemento x de A, X esta

relacionado con x.}” Un ejemplo de una relacién que cumpla con esta propiedad es la

relacion “mayor o igual que” sobre los reales, ya que al elegir un x cualquiera en R, x> X

por lo tanto (X, X) € R, como la eleccidn de x fue arbitraria (X, X) € R, para toda x en $R; por

lo tanto R es reflexiva.

No reflexividad

Resnoreflexiva < Ix/xe A A (X,X) ¢ R

18 para referencias de esta seccién ver: Rojo, Armando. Algebra I, capitulo 3; Donald, J. Lewis.
Introduccién al algebra, pp. 62-65 y HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Teoria de Conjuntos, capitulo 2.
17 Otra forma de explicarlo es que la diagonal de AxA pertenece a la relacién R, si R es reflexiva.
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La no reflexividad de R se verifica en el caso de existir al menos un elemento de A
que no esté relacionado consigo mismo; esta propiedad es la negacion de la reflexividad.
Un ejemplo de una relacion R sobre A no reflexiva es la relacion “mayor que” sobre R. Sea
x en R, luego x > X es una contradiccion, por lo tanto existe una x en R tal que x no esta
relacionada consigo misma, por lo que la relacion R es no reflexiva. Como la eleccién de x
fue arbitraria, la argumentacion anterior también demuestra que la relacion “mayor que” es

no reflexiva para todo punto en $R.

Arreflexividad

Resarreflexiva < Vxixe A = (X,X) ¢R

Entonces la relacion “mayor que” del ejemplo anterior es arreflexiva ya que ningln
elemento de R forma pareja consigo mismo bajo esta relacion. Para ejemplificar esta
relacion, proponemos al conjunto A como el conjunto de los reales, R, con la relacion T =
{(x, y)/ x # y} entonces estamos excluyendo del plano a la diagonal es decir estamos
dejando fuera justo a todas las parejas ordenadas de la forma (X, X); por lo tanto para toda x
en los reales la pareja (x, X) no pertenece a la relacion T. Con lo que construimos una

relacion arreflexiva.
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Simetria

Ressimétrica < VxVyeA:(X,y)eR = (y,X) €R

Esto es si una pareja ordenada pertenece a la relacion entonces la pareja ordenada
que resulta de permutar sus componentes también pertenece a la relacién. Lo que implica
que si una relacion R sobre A es simétrica, entonces el diagrama cartesiano de A? es

simétrico respecto a la diagonal de AZ.

No simetria

Resnosimétrica < 3x,ye A:(X,y) e R A (y,X)¢ R

Si una relacion R es no simétrica implica que existe un par ordenado que pertenece
a la relacion tal que al permutar sus componentes, el par ordenado resultante no pertenezca
a la relacion R. Cabe aclarar que aunque una relacién sea no simétrica pueden existir
parejas ordenadas en la relacion para las que las respectivas parejas ordenadas que resultan
de permutar los elementos pertenezcan a al relacion. Dicho de otra forma la no simetria es

una propiedad de existencia la cual se verifica si al menos una pareja ordenada la satisface.
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Asimetria

Resasimétrica < VX, ye A:(X,y)e R=(y,X) ¢ R

En contraste con la anterior propiedad, si una relacion es asimétrica implica que
para todo par ordenado que pertenezca a la relacion el par que resulta de permutar sus
componentes no pertenece a la relacién. Es decir si una relacion es asimétrica no existe un
par ordenado que pertenezca a la relacién tal que su simétrico —el par que resulta de

permutar sus componentes- pertenezca a la relacion.

Antisimetria

R es antisimétrica < Vx,ye A:(X,¥)eR A (y,X) eR = x=y

Un ejemplo clésico para representar una relacion antisimétrica es la relacion “mayor
o igual que” sobre el conjunto de los nimeros reales. Veamos por que, Sean X, y en los
reales y supongamos que (X, y) A (y, X) pertenecen a la relacion “mayor o igual que”, lo
que implica que x >y A Yy > X, entonces X =y, por lo tanto la relacion “mayor o igual
que” es antisimétrica. Como ejemplo de una relacion que no sea antisimétrica presentamos

la relacion sobre los reales definida por: (X, y) €e R < x —y e Z. Esto es, x esta
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relacionado con y si y solo si X menos y es un namero entero. La relacion R no es

antisimétrica, yaque (5,4) e R A (4,5) € R pero4 #5.

Transitividad

Restransitiva < VX, y,zeA:(X,¥Y)eR A (V,2) e R = (X,2) e R

Si una relacion cumple la transitividad implica que si un elemento esta relacionado

con otro —no necesariamente distinto- y este se relaciona con un tercero entonces el primer

elemento esta relacionado con el tercero. Por ejemplo en la relacion “mayor o igual que”

sobre #. Sean x, Yy, zen #y sea que (X, Y) € R A (Y, 2) € R entonces en términos de la

relacion “mayor o igual que” x>y A y>z = X >z, porlotanto (X, z) € R.

No transitividad

Resnotransitiva < 3Ix,y,ze A:(X,y)eR A (V,2)e R A (X,2)¢ R

Esta propiedad es la negacion de la anterior y nos dice que una relaciéon es no

transitiva si existen tres elementos tales que el primero esté relacionado con el segundo y

este Ultimo esté relacionado con un tercer elemento, entonces el primer elemento no esté
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relacionado con el tercero. Por ejemplo sea A = {a, b, c} y sea R = {(a, b), (b, ¢), (a, ¢), (c,

a)}; entonces R es no transitiva pues (a,c) e R A (c,a) € R pero(a, a)¢ R.

Intransitividad

R esintransitiva < VX, y,ze A:(X,¥Y)e R A (V,2) eER=(X,2) ¢ R

Una relacion R sobre A satisface la intransitividad, si no existen x, y, z en A tales

que satisfagan la transitividad. Usando el conjunto de la propiedad anterior A = {a, b, c} y

ahora con la relacion T = {(a, b), (b, c)}; entonces para todo a, b, ¢c en A, se cumple que (a,

D)eT A (b,c)eT = (ac)eT.

|.B-4 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

En el desarrollo del analisis de las preferencias sobre el conjunto de eleccion que
abordaremos en el Cuarto Capitulo las relaciones de equivalencia juegan un papel central

ya que las curvas de indiferencia definidas sobre el conjunto de eleccién corresponden a
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clases de equivalencia. Es necesario mencionarlas desde ahora puesto que se hara uso de

relaciones de equivalencia para algunos conceptos como particiones.®

Definicidon: Una relacion R sobre un conjunto A es una relacion de equivalencia < R es

reflexiva, simétrica y transitiva.

Los elementos de una relacion de equivalencia se dicen equivalentes. Se usa la

notacion x ~y que se lee “x es equivalente a y” lo que significa que la pareja ordenada (X,

y) pertenecen a la relacion de equivalencia.

Las relaciones de equivalencia sobre un conjunto A son:

i Reflexivas, VX: X e A = X~ X.

ii. Simétricas, VX, y: X~y = Yy ~X.

iii. Transitivas, VX, Y,Z: X~y A Yy~Z = X~Z

18 Seccion elaborada con base en las siguientes referencias: COHN, FRS. Algebra volume 1, p. 17; RoJo
ARMANDO, Algebra |, pp. 85-90; DONALD, J. LEWIS, Introduccidn al algebra, pp. 62-65 y HERNANDEZ
HERNANDEZ, FERNANDO, Teoria de Conjuntos, capitulo 2.
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l.B-5 CLASES DE EQUIVALENCIA

El siguiente paso luego de definir las relaciones de equivalencia es precisar en un conjunto
A -distinto del vacio-, todos los elementos de A que son equivalentes a un elemento dado.
Para resolver este planteamiento emplearemos un tipo especial de conjunto que esta

contenido en A 'y es llamado clase de equivalencia.

Definicion: La clase de equivalencia del elemento x € A, es el conjunto de todos los

elementos de A equivalentes a x. Estoes [X] ={ye R/y ~x}.

Para cada x € A, podemos formar: [X] = {ye R/ y ~ x} a [X], a la que se le llama
clase de equivalencia de x. A cada y e [x] se le llama representante de la clase. Es
necesario observar que cada elemento de la clase de equivalencia tiene las caracteristicas de

la clase de equivalencia.

Teorema Il1: Si dos clases de equivalencia contienen un mismo elemento entonces son la

misma clase.

Demostracion: Sean [x] A [z] dos clases de equivalencia. Sea a € [xX] N [z], entonces a e
[X] A a e [z]. Lo anterior implica que a ~ X A a ~ z, entonces como las relaciones de

equivalencia son simeétricas X ~ a, por loque X ~a A a~ z, luego por la transitividad de las
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relaciones de equivalencia x ~ z, por la simetria z ~ x, de donde x A z pertenecen a la

misma clase de equivalencia. Por lo tanto [X] = [Z].

Una vez que definimos las clases de equivalencia de un conjunto A, podemos
formar el conjunto de todas las clases de equivalencia de A. Este conjunto, recibe el

nombre de conjunto cociente de A dado por la relacion de equivalencia.

Definicion: Sea A un conjunto distinto del vacio y sea ~ una relacion de equivalencia sobre
Ay sea [X] la clase de equivalencia de x € A. Entonces el conjunto cociente de A mddulo

~ queda definido por A/.= { [x] / xeA}.

Y se lee A modulo la clase de equivalencia [X] y es el conjunto de todas las clases

de equivalencia de A.

El conjunto cociente es una particién de A pues sus elementos, que son las clases

de equivalencia de A bajo ~, son: no vacios, disjuntos dos a dos y su union es A.

Definicion: Una particion de A es una coleccion de subconjuntos € de P(A)\{¢}, con la

propiedad de que paracada x € A, 3!Cc Ctal que x € C.
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Esto es € consiste de subconjuntos disjuntos dos a dos de A cuya unién es A. La

unién cubre todo A, porque para cada x existe un conjunto C c €.

Teorema IV: Sea ~ una relacion de equivalencia sobre X. Entonces X/~ es una particién de

X.

Demostracion: Ya que x € [X] por la propiedad reflexiva, si y € [x] entonces y ~ X, VX €
A.

Tenemos que A = U, [X]. Supongamos que z € [x] N [y]. Entoncesz e [X] = z~X Az
e [y] = z~y. Como la relacion es de equivalencia z ~x = X ~ z, por transitividad x ~

y. Por lo tanto [x] = [y]. Por lo tanto A/~ es una particion de A.

Enseguida presentaremos el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia
sobre en un conjunto no vacio, esto implica demostrar que toda relacion de equivalencia
definida sobre un conjunto no vacio determina una particiébn de este en clases de

equivalencia.’

Teorema V: Si ~ es una relacion de equivalencia definida sobre A = ¢, entonces existe un

subconjunto | — A, tal que para cualquier a e I, existe [a] — A, tal que se cumple:

19 para desarrollar esta demostracion se us6 como base el texto de RoJo, ARMANDO. Algebra I, pp.85-86.
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ael=]a]=a

a~a’ < pertenecen a la misma [a].

[a] N [b] # ¢ = [a] = [b].

azb=1[a]n[b] =4

VX € A, Ja € | tal que x € [a].

Demostracion:

Observacion: | es un conjunto de indices que se construye tomando un solo elemento de

cada clase de equivalencia.

Por demostrar que V a en | existe una clase de equivalencia distinta del vacio.

Por construcciéon A # ¢ = 3x e A. Luego, como las clases de equivalencia son
reflexivas, x ~ x. Entonces por definicién de clase de equivalencia x € [X] = [X]

# ¢, para toda x en A.

Por demostrar que dos elementos de A son equivalentes si y s6lo si pertenecen a

la misma clase de equivalencia.
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=) X~X =X € [X] A X e [X].Sia e [x] entonces X A X” € [a].

<) XAX e[al >x~a A X’~a = X~a A a~X". Entonces x ~ x’.

Por demostrar que clases no disjuntas son idénticas, es decir: [a] N [b] # ¢

entonces [a] = [b].

Por hipotesis, [a] N [b]#¢ = Ix e[a] n[b] = Ix e Atalquex e [a] AX €
[b]. Lo que implica que x ~a A X ~ b. Por reflexividad a ~ x A x ~ b. Luego

por transitividad se verificaquea~b. ... (1)

Seaye[a > y~a ..(2

Con los resultados (1) y (2) setieneque:y e [a] = y~b = y € [b]. Porlo

tanto, [a] < [b]. Por analogia [b] < [a]. Entonces podemos concluir que [a] = [b].

Si en el conjunto de indices dos elementos son distintos, entonces éstos definen

clases de equivalencia disjuntas. Estoesa= b = [a] N [b] = ¢.

Tomemos [a] N [b] # ¢. Entonces 3 X € [a] A X € [b]. Lo que implica que X ~
a A X~b = a~x A x~Db. Entonces por transitividad, a ~ b, por lo que a

[b], y esto es un absurdo pues contradice la definicion de I. Por lo que es falso
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suponer que [a] N [b] # ¢. Por lo que concluimos que si a = b entonces [a] N [b]

es el conjunto vacio.

V. Todo elemento de A pertenece a una clase, esto implica que, las clases de

equivalencia cubren todo A.

Sea x € A entonces por la propiedad reflexiva x ~ x, lo que implica que x € [x].
Ahora. sea “a” en la clase de equivalencia de x, entonces [x] = [a] por lo tanto x
€ [a]. Como la eleccion de x fue arbitraria, se cumple que para toda x en A, X

pertenece a una clase de equivalencia.

I.C RELACIONES DE ORDEN

Ordenar los elementos de un conjunto corresponde a un tipo muy especial de relaciones
binarias, a saber las ordenaciones. Las relaciones de orden u ordenaciones son relaciones

binarias muy utiles en la matematica actual pues si se cumple que dos elementos de un
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conjunto satisfacen la relacion de orden, esto implica que esos dos elementos son

comparables entre sf.?

Se utiliza el simbolo < para referirse a relaciones de orden este simbolo se asemeja
al signo < usado en los campos numeéricos, ya que la relacion “menor o igual” <, es un

caso particular de las relaciones de orden, <.

Definicion: Dada una relacion binaria R sobre un conjunto A, se dice que R es una relacion
de orden o un ordenamiento sobre A, si R es: reflexiva, antisimétrica y transitiva. Esto es

para: x, X, X'’ en A:

a) VxeA (X,x) eR.

b) (X,X’) e R A (X’,X) € R entonces x = X’. VX, X" € A.

c) (X,x)eR A (X’,X’") € Rentonces (X, X’’) € R. VX, X', X" € A.

Y se denota a la relacién binaria R con el simbolo <.

20 para el desarrollo de este tema se usaron los textos de: COHN, FRS. Algebra volume 1, p. 19; RoJo,
ARMANDO. Algebra I, pp. 90-101; DONALD, J. LEwis. Introduccion al &lgebra, pp. 62-65; AMOR
MONTARNO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos, pp. 19-21; y HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO.
Teoria de Conjuntos, capitulo 2.

38



La expresion x < X’ se lee x es anterior a x’. También puede interpretarse como x’

es posterior a x.

Definicion: Sea A un conjunto, A es ordenado bajo <, esto es (A, <) si cumple las

siguientes tres condiciones:

I Reflexividad: Vx € A, X < X.
ii. Antisimetria: Six < X A X’ < X, entonces X = X’. VX, X’ € A.

iii. Transitividad: Si x < X> A X’ < X7, entonces X < X””. VX, X', X" € A

Observemos que como < es reflexiva, entonces Vx € A, X < x por lo tanto X < X A

X > X. Por lo que, todo elemento x de A, es anterior y posterior a si mismo.

Del ordenamiento <, se deducen los ordenamientos estrictamente anterior < y

estrictamente posterior >.

Definicion: Sea (A, <)y sean x, X” € A. Decimos que x es estrictamente posterior a x’, si y
solo si, x’ es posterior a x y x no es igual a x’. Esto es:

X>X & XX A X#EX.
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Definicidn: Sea (A, <)y sean x, X’ € A. Decimos que x es estrictamente anterior a x’, si y
solo si, x es anterior a X’ y x es diferente de x’. Es decir:

X<X & XX A XzEX.

1.C-1 PREORDEN

Este apartado, aunque corto, adquiere importancia en el cuarto capitulo, como consecuencia

de los axiomas sobre las preferencias en el conjunto de eleccion.”

Definicidn: Sea A un conjunto y sea la relacion binaria R sobre A, (A, R). Si R cumple con

ser transitiva y reflexiva entones R es un preorden sobre A.

Si un conjunto A es preordenado y simétrico entonces es una clase de equivalencia.

Si es preordenado y antisimétrico entonces es un conjunto ordenado.?

?! para referencia ver: RoJo, ARMANDO. Algebra I, pp. 97-101 y DONALD, J. LEWIS. Introduccién al
algebra, pp. 65.

22 Demostraremos en el cuarto capitulo que la relacion de preferencia % constituye un preorden.
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1.C-2 ORDEN TOTAL Y PARCIAL

Definicidn: Sea (A, R), R satisface la linealidad si y solo si V x, X € A, con X # X, X R X’

v X’ R X.

La linealidad, también llamada completes en los textos econdémicos, garantiza que los
elementos de un conjunto, que goce de esa propiedad, sean comparables. Esta propiedad es
relevante para el estudio formal de las preferencias sobre el conjunto de eleccion, que

examinaremos en el cuarto capitulo de esta Tesis.

Definicidn: Sea (A, <) entonces es un orden total si X # X’ entonces X < X” v X’ < X.

En los conjuntos preordenados, el orden total implica que todos los elementos de A
son comparables. El caso contrario, esto es, si existen elementos dentro de un conjunto que

no son comparables, es representado por los conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion: Sea (A, <) entonces es un orden parcial si 3x 3x” € A, tales que (X, X’) ¢ < A

(X', X) ¢ <.
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El teorema siguiente lo elaboramos con el fin de utilizarlo en el cuarto capitulo para

demaostrar que las preferencias sobre el conjunto de eleccion son un preorden lineal.

Teorema VI: Sea (A, R) si la relacion R es transitiva y lineal entonces R es reflexiva.

Demostracion: Sean x, X’ € A tales que x = x’. Por lo tanto:

[X#X]A [X#X]

Por hipotesis sabemos que R es lineal, entonces:

X£X] A [XEX] 2 [XX VX S X]AX K XVvXX]

Entonces tenemos estos casos:

I. X <X A X <X, por latransitividad de la relacion binaria R, tenemos que

X < X por lo tanto R es reflexiva.

ii. X’ < X A X< X, por la transitividad de la relacion binaria R, tenemos que

X’ < X’ por lo tanto R es reflexiva.
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Por lo que hemos demostrado que la relacion R sobre el conjunto A, tal que R es

transitiva y lineal cumple con ser reflexiva.

l.C-3 ORDEN ESTRICTO

Definicion: Sea R una relacion binaria sobre el conjunto A. Se dice que R es un orden

estricto si y solo si R es:

i Arreflexiva: V x € A, (X, X) ¢ R.

ii. Asimétrica: V x, X" € A, si (X, x") € R entonces (x’, X) ¢ R.

iii. Transitiva: V x, X, X" € A,si (X,X’) e R A (X, X”’) € R entonces (X,

x”") € R.
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1.C-4 ELEMENTOS EN UN CONJUNTO ORDENADO

En los conjuntos ordenados podemos encontrar elementos con caracteristicas que los

distinguen del resto de los elementos del conjunto ordenado.?® Sea A un conjunto distinto
del vacio y sea una ordenacion < sobre A, entonces (A, <) determinan la existencia de los

elementos:

i. Primer elemento: Seap € A, p < X, VX €A.

La expresion anterior indica que p es primer elemento de A si y sélo si p es

estrictamente anterior que todo elemento de A.

ii. Ultimo elemento: Sea u € A, x < U, VX €A.

Este concepto afirma que u es el Gltimo elemento de A, si y sélo si todos los

elementos de A son estrictamente anteriores a u.

iil. Minimo: Seam € A, ¥V X € A si X < m entonces X = m.

%% Para el desarrollo de esta seccion ver: RoJo, ARMANDO. Algebra I, pp. 95-101.
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El elemento m del conjunto A es el minimo de A si y sélo si no existe otro

elemento de A que sea anterior a m.

iv. Maximo: V x € A, si M < x entonces x = M.

El elemento M del conjunto A es el maximo de A, si y solo si no existe un

elemento en A diferente de M que sea posterior a M.?*

V. Cota inferior: vV x e A, ¢ < X.

Esta definicion dice que c es cota inferior de A si y solo si ¢ precede a todo

elemento de A.

Vi, Cota superior: V x € A, x < C.

Esto es C es cota superior del conjunto A si y solo si todo elemento de A

precede a C.

Vii. infimo: Sea i cota inferior de A, Vc cota inferior de A, ¢ < i.

24 . . ;. . r
En un conjunto pueden no existir el minimo ni el maximo.
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i infimo de A si y solo si i es cota inferior de A y toda cota inferior de A

precede a i.

viii.  Supremo: Sea s cota superior de A, V¢ cota superior de A, s < c.

s es el supremo del conjunto A si y sélo si s es cota superior y s precede a

todas las cotas superiores de A.

1.C-5 INTERVALOS EN UN CONJUNTO ORDENADO

Las relaciones de orden sobre un conjunto A infieren la posibilidad de que dentro de A se
puedan generar intervalos.? Esto es, sea (A, <) el conjunto A bajo la ordenacién <, y sean

X, X’ € A comparables entonces podemos definir los siguientes intervalos.

Definicion: El intervalo cerrado de x a x* es el subconjunto de A que consta de los

elementos que son posteriores a x y anteriores a x’.

[x,xX]:={ae Al x<a< X}

% lbedem. (24), pp.100-101.
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Definicion: El intervalo cerrado en x y abierto en x” es el subconjunto de A que consta de

los elementos que son posteriores a X y estrictamente anteriores a x’.

[x,x)={ae Al x<a<x}

Definicidn: El intervalo abierto en x y cerrado en x’ es el subconjunto de A que contiene a

los elementos que son estrictamente posteriores a X y anteriores a x’.

x,x]:={ae Al x<ax<x}

Definicién: El intervalo abierto de x a x’ es el subconjunto de A que consta de los

elementos que son estrictamente posteriores a x y estrictamente anteriores a x’.

x,x)={ae Al x<a<x}.

Sea un conjunto A bajo la relacion de orden <, (A, <), Yy sea x € A. Entonces

obtenemos los siguientes conjuntos:

Definicion: (—, x]:= {a € A/ a < x}. Al conjunto (—, x] se le llama intervalo ilimitado

cerrado en su extremo X.

47



Definicion: (—, x) :={a € A/ a < x}. El conjunto (—, x) es llamado intervalo ilimitado

abierto en su extremo X.

Definicion: (x, —) :={a € A/ x < a}. El conjunto (x, —) es llamado intervalo ilimitado

abierto en su origen x.

Definicion: [x, —) := {a € A/ x < a}. El conjunto [x, —) es Ilamado intervalo ilimitado

cerrado en su origen X.

Por ultimo definiremos las secciones iniciales de un conjunto, que entenderemos

como los subconjuntos de un conjunto ordenado que a partir de un cierto elemento

contiene a todos los elementos anteriores.

Definicion: Sea (A, <) y sea B — A. Entonces B es seccion inicial de A si se cumple que:

b e B A X< bentonces x € B.
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l.C-6 CONJUNTOS BIEN ORDENADOS

Se dice que un conjunto esta bien ordenado si el conjunto esta totalmente ordenado y

ademés todo subconjunto no vacio tiene primer elemento.?

Definicién: Sea a un conjunto totalmente ordenado entonces A es un conjunto bien

ordenado siysolosi VA’c A dpe Atalquep < x, Vx e A’

Un conjunto bien ordenado A cumple las siguientes propiedades:
I. Un subconjunto de un conjunto bien ordenado, es un conjunto bien
ordenado; ya que todo subconjunto es parte del conjunto y, por lo tanto,
tiene un primer elemento.

ii. Los conjuntos bien ordenados estan totalmente ordenados

ii. Un conjunto totalmente ordenado puede no estar bien ordenado.

%6 para referencia ver: RoJo, ARMANDO. Algebra I, pp. 97-101; DONALD, J. LEwiIs. Introduccion al algebra,
pp. 65. AMOR MONTARNO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos, pp. 21-24; y HERNANDEZ HERNANDEZ,
FERNANDO. Teoria de Conjuntos, capitulo 2.
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1.D

SINOPSIS

A lo largo de este capitulo, nos concentramos en desarrollar dos temas
centrales: conjuntos y relaciones binarias. Para abordar el argumento
principal de esta Tesis, el conjunto de eleccion, consideramos necesario
ofrecer el contexto matematico y, no solo conformarnos con definiciones
aisladas de estos conceptos que no ofrecen ninguna estructura que permita
comprender las implicaciones y los resultados del uso de herramientas tan

poderosas de la Teoria de Conjuntos.

Consideramos importante tener claro el lenguaje con que se esta tratando al
conjunto de eleccion, por lo que se ha hecho énfasis en ciertos tipos

especiales de relaciones y en las propiedades sobre ellas.

Le dedicamos un espacio importante a las relaciones de equivalencia y a las
relaciones de orden, ya que en la teoria del consumidor se hace uso de éstas
para estudiar los axiomas sobre las preferencias. La conexion entre estas
relaciones y las preferencias sobre el conjunto de eleccion las examinaremos

en las conclusiones, desarrolladas en el cuarto capitulo.

Demostramos que si una relacion binaria sobre un conjunto no vacio es

transitiva y lineal entonces es reflexiva. Este ejercicio lo hicimos con el fin
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de aplicarlo en las conclusiones destinadas al capitulo que trata sobre las

preferencias del consumidor representativo.
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SEGUNDO CAPITULO

EL CONJUNTO DE MERCANCIAS

Se ha mencionado, que segtn Villar' los consumidores son personas o unidades familiares
cuyo problema consiste en tomar la decisién de consumo Optima, de acuerdo a sus gustos y
preferencias sobre un conjunto de mercancias, sujetos a su restriccion presupuestal y a un
conjunto de precios dado. Este capitulo trata sobre el conjunto de mercancias y, por tanto

de los conceptos matematicos ligados a éste.

1A UNA DEFINICION

Reflexionemos un poco sobre las mercancias que conoce nuestro consumidor, que son,
todos aquellos objetos o servicios por los que tiene que pagar’ y que le sirven para
satisfacer algun tipo de necesidad; por ejemplo: de alimentacion, vivienda, educacion,
transporte, recreacion, estética. En fin, que nuestro consumidor no sélo tiene una gama muy

variada de necesidades, sino que tiene una diversidad aun mayor de mercancias para

! Ver referencia en: VILLAR, ANTONIO. [ecciones de Microeconomia, capitulo I1.
2 Un precio siempre estrictamente mayor a cero.
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satisfacer sus necesidades. Con la intencion de comenzar a construir el eje de esta Tesis,

procedemos por establecer la siguiente definicion de mercancia.

Definicion: Sea N el conjunto inicial de necesidades del consumidor. Un objeto i se

entendera como mercancia, si dado N, se cumple que:

a) V xi >0 entonces N(xj) <N; A

b) V xi, 3 p;i tal que pix; > 0 con p; # 0.

Donde x; representa la cantidad x del objeto i; N(x;) es el conjunto de necesidades asociado

a la cantidad i del objeto x y donde p; es el precio p asociado al objeto i.

Notemos que esta definicion exige en su inciso b que para ser considerado como una
mercancia, un objeto debe tener un precio y este precio debe ser estrictamente mayor a

cero.

Una observacion importante sobre esta definicién, es que x; siempre es mayor o
igual a cero. La justificacion intuitiva radica en el hecho de que los objetos existen o0 no, si
existen, implica que la cantidad del objeto x es positiva, si no existe dicho objeto entonces

la cantidad del objeto es nula.’

3 Pero en ningin caso la cantidad de una mercancia es negativa. Ver referencia en Geofrey GEOFFREY, A JEHLE Y
PHILIP, RENY. Advanced Microeconomic Theory, capitulo 1.
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Si un objeto i cumple con las dos condiciones anteriores, entonces el subindice i
tiene la finalidad de indicar la mercancia a la que nos referimos. Podemos concluir que los
objetos que cumplan con la definicion, es decir, los objetos i que satisfagan la propiedad P
forman un conjunto, el conjunto de mercancias M. Que el objeto i cumpla la propiedad P,

P(i), quiere decir que: ¥V x; >0 N(Xj) <N A V x; 3p; tal que pixj >0 con p; = 0.

Entonces el conjunto de mercancias M, es el conjunto de los objetos i, los cuales
cumplen que, para toda cantidad no negativa x de la mercancia i, el conjunto de necesidades
asociado al consumo de esa cantidad x de i, esto es N(x;), €s menor que el conjunto de

necesidades inicial N.

De acuerdo a lo revisado en el primer capitulo, ya que expusimos la existencia de

conjunto de mercancias que nuestro consumidor conoce, podemos entonces denotar a este

conjunto con My lo definiremos en términos de la propiedad PP de estas dos formas:

. M ={i/icumple P}.

o M ={i/icumple V x; >0 entonces N(xj) <N A V x;, Ip; tal que pix; > 0 con

Pi # O}.

De la segunda parte de la propiedad P, se deducen automaticamente dos

observaciones:
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. piX; es cero solo si x; es cero.

pi es siempre positivo, ya que como pix; solo puede ser mayor o igual a cero, obliga
la definicion de mercancia a que, en el primer caso, en el que pix;j = 0, x; sea cero; y en el
segundo caso, en el que pix; > 0, a que p; sea positivo pues x; > 0.* Es necesario notar, que
la definicion de mercancia implica que los precios no pueden ser negativos. Supongamos
que es cierto que piX; > 0 y que p; < 0. Entonces si pixi > 0 = x; < 0, contradiccion, pues X;

no es negativa. Por lo tanto, es falso suponer que p; es negativo.

Estas deducciones son resultado de estar trabajando con cantidades y precios que
tienen una conexion directa con un conjunto que nos permite operar de esta manera, el

conjunto de los nimeros reales.

11.B CANTIDADES Y LOS NUMEROS REALES

Hablemos un poco sobre las posibles cantidades de cada una de las mercancias que
conforman el conjunto M. Tratar el tema de las cantidades que se pueden desear 0 consumir
de una mercancia i arbitraria, inevitablemente nos enfrenta el tema de la divisibilidad de las

mercancias. La divisibilidad, es un concepto que tiene que ver no solo con la forma en que

* Esta deduccién implica que x;, pi Y, por tanto, pix; son nimeros reales, como veremos mas adelante en este
capitulo.
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se consume la mercancia i, sino que también depende de como definimos el tiempo de

estudio.

Ejemplifiquemos la idea anterior con una mercancia en especifico: un par de
zapatos. Todos sabemos que los zapatos se compran de dos en dos, asi sin tomar en cuenta
el tiempo, para representar las cantidades de zapatos que desea adquirir el consumidor

bastaria con los nimeros pares enteros no negativos esto es {0, 2, 4,...}.

Esto es, si s6lo pensamos en las mercancias como unitarias u objetos completos que
solo se pueden adquirir por unidad y que se consumen en el tiempo t = [to, ti]
completamente, entonces nuestro sistema de numeros asociado a las cantidades x del

mercancia i, estaria s6lo conformado por los enteros no negativos.

Ahora, consideremos un periodo de tiempo t, tal que del tiempo inicial t, al tiempo
final t;, pase por ejemplo, un afio. Supongamos que nuestro consumidor, en este periodo t =
[to, t1] desgastd lo suficiente sus zapatos, como para tener que consumir otro par; lo que
implica, que en un periodo de tiempo de un afio, nuestro consumidor consumié un par de

zapatos.

Si reducimos el periodo de estudio t, a un mes, nuestro consumidor habra gastado
alrededor de un doceavo de su par de zapatos, la palabra clave en este enunciado es
“alrededor”, pues con exactitud no sabremos si gasto un doceavo de su par de zapatos o0 un

nlmero muy cercano pero no exacto.
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Entonces para poder asociar un conjunto de numeros al conjunto de mercancias
tendremos que emplear el conjunto de los numeros racionales, que son los de la forma p/q
con p y q enteros. Pero también necesitamos usar el conjunto de los nimeros irracionales,
que son aquellos numeros, que no se pueden expresar de la forma p/q, con p y g enteros y,
que nos ofrecen una expansion decimal adecuada, para el caso, en que el consumo para el

periodo de tiempo de estudio T = [to, t1] no sea posible expresarlo en términos de fracciones.

Esta reflexion nos ha conducido a la necesidad de emplear al conjunto de los
nameros reales R, el cual es la union del conjunto los racionales @ y los irracionales ¥,
para poder ofrecer en marco numérico de referencia para las cantidades de cualquier

mercancia i, para un periodo de tiempo 1 dado.

Por otra parte sabemos, por las condiciones iniciales expuestas en la introduccion,
que los consumidores individuales no pueden modificar los precios, esto es, para nuestro
consumidor los precios son un dato. EI conjunto de nimeros asociado a los precios es por
convencion® el conjunto de los niimeros reales, porque al tomar el conjunto més general de
numeros se simplifica el manejo del modelo, sin que esto modifique los resultados del
modelo. Podriamos acotar al conjunto de precios en el conjunto de los nUmeros racionales,
lo que no modificaria la pertenencia de asociar pix; a los niUmeros reales. Pues si p; es

racional y x; es irracional, entonces pix; es irracional® y pertenece a los reales, por que I =

R; vy, por otro lado, si pi y X; son racionales entonces pix; es racional y, por lo tanto, piX;

® Para referencia ver: VILLAR, ANTONIO. Lecciones de Microeconomia, capitulo I1.
®Como mostraremos, para el caso general, en el Teorema Il de este capitulo.
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pertenece a los reales, ya que @ — R.” Estos argumentos resultaran obvios, antes de

terminar la seccion B de este capitulo.

1. B-1 GRuPO Y CAMPO

Para acercarnos desde este punto, al también llamado sistema de los numeros reales, son
necesarios primero, unos pocos conceptos del algebra superior que expondremos en esta

seccion.®

Definicion: Sea el conjunto G # ¢ entonces o es una funcion llamada operacion si 0: G x

G- G

Si a, b € G, entonces la anterior definicion significa que la funcion operacion o
relaciona a cada par de elementos a, b del conjunto G con un tercer elemento o(a, b) que
también pertenece al conjunto G.° La suma, que todos conocemos desde nuestros primeros
afios de ensefianza, es una operacién sobre un conjunto; como también la multiplicacion, es

ejemplo de una operacién sobre un conjunto.

"En el Teorema 11 de este mismo capitulo, proponemos y demostramos que, dada la definicién de mercancia
propuesta, si i es una mercancia y p; un racional entonces p;x; es un real no negativo.

8 Ver referencia de este apartado en: J. DE BURGOS, ROMAN. Curso de Adebm v Geometria, pp. 24-26; ROJO,
ARMANDO O. Afgebra I, capitulos 11 y I11; ROJO, ARMANDO O. Afgebra I1, capitulos 1.

% Notacion: o(a, b) también se puede expresar como a o b.
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Definicién: Sea G un conjunto bajo la operacién binaria o, entonces G recibe el nombre de

grupo bajo la operacion o, si cumple las propiedades:

I. Asociativa:ao (boc)=(aob)oc; Va,b,ce G

ii. Del Neutro: 3'g € Gtalqueaog=goa=a; Vae G.

iii. Del Inverso: Paracadaa € G 3'a’ e Gtalqueaoa’=a’oa=g.

Definicién: Sea G un grupo entonces:

I. G es un grupo conmutativosi:aob=boaVva b e G

ii. Sida, b e Gtalesque aob=boa, entonces G es un grupo no conmutativo.

Definicion: Sea C un conjunto bajo dos operaciones, adicion y multiplicacion, entonces C

es un campo si cumple:

I. El conjunto C es un grupo conmutativo respecto a la operacion adicion con

elemento neutro 0.
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i. Los elementos de C distintos de cero forman un grupo conmutativo respecto a la

operacion multiplicacion con elemento neutro 1 = 0.

iii. Es valida la ley distributiva: Va, b, c € C, a(b + ¢) = ab + ac.

Estas definiciones nos servirdn para demostrar que el sistema de los nimeros reales
€s un campo, pues R es un grupo conmutativo bajo la operacion adicion y bajo la operacion

multiplicacion.™

Antes de seguir adelante debemos hacer un alto para conocer algunas propiedades
de los numeros reales a traveés de su definicion axiomatica. Es decir, a través de
afirmaciones sobre los reales que aceptamos como ciertas. Estas propiedades son de uso

comun para nosotros desde la primaria, aunque la notacion no tiene porque ser tan habitual.

19 podemos denotar a los campos y en particular a los reales con esta notacion (R, +, +) veremos que los
reales cumplen las leyes de orden entonces el sistema de los nimeros reales es un capo ordenado.
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11.B-2 DEFINICION AXIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES

En este apartado elegimos presentar la definicion del sistema de los nimeros reales a través
de un conjunto de quince axiomas para, segln este método,’ incluir enseguida la
demostracion de que los niimeros racionales son subcampo®? de los niimeros reales.
Definicidn: Sea R el conjunto de los niUmeros reales, entonces cumple con los siguientes
axiomas:

(Al) Sean x,y € R, entoncesx +y € R (cerradura)

(A2) Sean x,y € R, entonces X +y =y + X (conmutatividad)

(asociatividad)

(neutro aditivo)

(inverso aditivo)

(M1) Sean x,y € R, entonces xy € R (cerradura)

1 Ver referencia en: HAASER, NORMAN; LA SALLE, JOSEPH; SULLIVAN, JOSEPH. Andlisis Matemético, pp.
21-30.
12'5 es subcampo del campo C, si S = C y si S cumple con las propiedades de campo.
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(M2) Sean x, y € R, entonces xy = yxX (conmutatividad)

(M3) Sean x,y, z € R, entonces (xy)z = x(yz) (asociatividad)

(M4)3'u e R, talque V X € R, ux =X (neutro multiplicativo)

(M5) Vxe R, x#0, 3 x* tal que xx* =1 (inverso multiplicativo)

(D1) Sean x,y,z € R, x(y +z) = xy + Xz (ley distributiva)

(O1) vx,y € R, solo una de estas tres leyes se verifica:

X >, X<Y, XSV (tricotomia)

(02) VX, y,Z € R,si x>y AY >z, entonces x>z (transitividad)

(O3) Si x >y entonces YW € R, x+w > y+w.

(O4) Six >y, con0<w entonces Xw < yw.

(S) Axioma del supremo. Sea A subconjunto no vacio de R tal que A esta acotado
superiormente entonces existe s en R tal que

i)s>a, Vae A
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ii) Sea x cota superior de A entonces s < X VX.

entonces s :=sup A.

La propiedad (Al) implica que la operacion de adicion asocia dos elementos
cualquiera de R, X, y, convirtiéndolos en un elemento Unico de R, el elemento x+y.
Analogamente, (M1) indica que la operacion multiplicacion asocia dos elementos

cualesquiera x, y € R, para convertiros en un anico elemento de R, a saber xy.

Las propiedades (A2) y (M2) implican la conmutatividad en las operaciones de
adicion y multiplicacion respectivamente. Entonces para cualquier par de numeros reales es

igual sumar x+y que sumar y+x; asi como también es igual multiplicar x por z que z por X.

Siguiendo adelante (A3) y (M3) implican la que las operaciones de adicion y
multiplicacion son asociativas, es decir, que si tenemos tres elementos cualesquiera de R,
como X, Yy, z sabemos que podemos sumar un par de elementos (x+y) ademas de que esta
suma es elemento de R por lo que al elemento (x+y) podemos sumarle z, o bien podemos
adicionar x a (y+z), pues (y+z) es elemento de R. Lo mismo se aplica para la operacion de

multiplicacion.

La propiedad (A4) implica que existe un Unico neutro aditivo en los reales, es decir
que existe en anico elemento en R, llamado cero, con la caracteristica que al sumarlo a un x

cualquiera elemento de R, la suma es suma es igual a x. A su vez (M4) implica que existe
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un unico elemento en R, llamado uno con la propiedad que al multiplicar uno por cualquier

x elemento de R, el producto es igual a x.

La propiedad (A5) indica que para cada real x existe un inverso aditivo —x, tal que
su suma es el neutro aditivo, es decir, tal que su suma es igual a cero. A su vez (M5) define
a x* como el inverso multiplicativo para cada x que pertenece a los reales, tal que al

multiplicar x por x™ el producto es igual a 1, en otras palabras igual al neutro del conjunto.

La propiedad (D) conocida como la ley distributiva, enlaza las operaciones de

adicion y multiplicacion.

Son conocidas como las propiedades de orden (O1)-(04), donde (O1) y (O2) seran
de particular importancia para el estudio del conjunto de eleccion. Por su parte (O3) y (O4)
conectan las operaciones adicion y multiplicacion. Asi (O3) establece dada una relacién de
desigualdad al sumarle cualquier real w la desigualdad permanece. Lo que implica (O4) es

que la multiplicacién por cualquier nimero real mayor a cero no altera la desigualdad.

El axioma del supremo implica que para todo subconjunto A no vacio de R existe
un real que es la minima de las cotas superiores de A y esa minima cota superior es llamada
el supremo del conjunto A. Discutiremos con mas detenimiento algunos resultados sobre el

axioma del supremo en unos parrafos mas adelante.
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Es claro que por la definicion axiomatica que los reales son un conjunto bajo dos
operaciones, suma y multiplicacion, las cuales cumplen con la definicion de grupo

conmutativo y de campo.

1. B-3 ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

1. El primer teorema que presentamos en esta seccién®® es con el que se demuestra
la existencia de los numeros irracionales, un problema que se remonta a la

Antigua Grecia, cuya demostracion la debemos a Euclides.

Teorema I: Ningun racional tiene un cuadrado igual a 2.

Demostracion: Supongamos que existe p/q tal que p/g es un ndmero racional cuyo

cuadrado es 2. Esta afirmacion nos conducird a una conclusion contradictoria que

demostrara que nuestra hipdtesis es falsa por lo que el teorema quedara probado.

Entonces (p/g)® = 2, supongamos que p y g no tienen ningun factor comin.™* De se deduce

que p® = 29% por lo tanto p? es par. Por tanto p es par.

3 Para referencias de esta seccion ver: HAASER, NORMAN; LA SALLE, JOSEPH; SULLIVAN, JOSEPH. _Anilisis
Matematico, pp. 21-30. RUDIN, WALTER. Principios de Andlisis Matemitico, México, Mc Graw Hill, tercera edicién, 1980,
capitulos Iy IT.
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Entonces existe un entero p’ tal que p = 2p’.
Sabemos que p? = 2q7 entonces: (2p’)? = 2¢° = 4p’> = 2q° = 2p’% = g°. Por tanto g° es
par de donde g es par. Pero esto es una contradiccién, pues entonces p y g tendrian como

factor coman al 2 y supusimos que p y g no tenian ningun factor comun.

Por tanto es falso suponer que existe un racional cuyo cuadrado sea 2.

Teorema Il: Seanr € @Q conr = 0y x irracional. Entonces r + X y rx son irracionales.

Demostracion:

a) Seap/gtalquep,qe Z conq=0yx e |. Supongamos quer+x e @ = r
+xXx=zconze@® = x=z-r e @ esto porque @ es campo = X € @,
contradiccion. La implicacion anterior es un absurdo ya que x € ¥. Entonces

es falso suponer que r + x es racional. Por lo tanto, r + x es irracional.

b) La demostracion de que rx es irracional se realiza de forma analoga

suponiendo que rx es racional entonces rx puede escribirse de la forma p/q

4 Esto no es una particularizacion pues todo nimero racional puede reducirse a una forma p/q tal que py g no
tengan factores comunes.
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luego existe g/p inverso multiplicativo por que & es campo. Lo que implica
que existe z en @ tal que z = rx, entonces z/r = x como z, r son racionales
entonces existe el reciproco de r en @ y como es campo, el producto es
cerrado, por lo tanto z/r € @&, entonces X € @. Contradiccion, pues X es

irracional. Por lo tanto es falso suponer que rx es racional. Por lo que

concluimos que rx es irracional.

El siguiente resultado lo anunciamos desde el final de la seccion 11.B vy, es hasta

este punto, que tenemos los elementos para demostrarlo facilmente.

Teorema I11: Sea i una mercancia y p; un racional entonces p;x; es un real no negativo.

Demostracion: Sabemos que xj e X < R" para toda i. Entonces tenemos dos casos:

I. Si x; es racional. Como p; € @, como @ es un campo conmutativo bajo la
operacion multiplicacién entonces pix; es cerrada es decir pix; € @ < R. Por lo

tanto pixi € R.

ii. Si x; es irracional, sabemos que p; € @, entonces por el teorema anterior pix; € |

< R. Por lo tanto pixi € R.
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Por lo tanto piX; es un real para toda mercancia i.

Definicidén: Sea Y es un conjunto ordenado y que E — Y con E acotado superiormente y

supongamos que existe o tal que:

o €s cota superior

Siy < a entonces y no es cota superior de E.

Entonces o es llamado minima cota superior de E o supremo de E y lo denotamos o =

SUpE.

Definicidn: Sea Y un conjunto ordenado E — Y y sea E acotado por abajo. Si existe un 3
tal que:

B es cota inferior de E

v > P entonces y no es cota inferior de {3

entonces 3 es la maxima cota inferior de E o infimo de E y se denota por 3 = inf E.
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Definicidon: Un conjunto acotado S se dice que tiene la propiedad de minima cota inferior si
cumple lo siguiente E — S, E # ¢, E es acotado por arriba. Entonces el supremo de E existe

enS.

Teorema IV: Supongamos que S es un conjunto ordenado con la propiedad de minima cota
superior supongamos que B — S, B # ¢, B es acotado inferiormente. Sea L el conjunto de

todas las cotas inferiores de B. Entonces a = inf B.

Demostracion: B esta acotado por abajo entonces L es no vacio y L consiste de todos los y
tales que: y < x, VX € B. Entonces toda x es cota superior de L. Por lo tanto L esta acotado
por arriba. Por las hipotesis sobre S, L tiene supremo sea oo = sup L y ae€S. Siy < a
entonces y no es cota superior de L entonces y no esta en B. Se sigue que oo < X VX € B asi

aelL. Si y> o entonces B € L ya que a es una cota superior de L, si y > o entonces § € L

ya que a s una cota superior de L.

Por lo tanto, hemos demostrado que aeL pero B> a entonces € B. Es decir a es cota

inferior de B 'y 3 no es cota inferior de B, si B>a entonces a es el infimo de B.
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Teorema V: Existe un campo ordenado R el cual tiene la propiedad de minima cota

superior ademas R contiene a los racionales @ como subcampo.

Demostracion: Se cumple como consecuencia del teorema anterior.

Con la definicion axiomatica de los reales el teorema sobre la existencia de los
nameros irracionales y con este Gltimo teorema, concluimos la definicion del sistema de los

nimeros reales segtin el método empleado por Haaser.*

Teorema VI:
I. Si X, y € R, x > 0 entonces existe un entero positivo n tal que: nx > y. Lo

anterior recibe el nombre de propiedad arquimediana.

ii. Si X,y € R con x <y entonces 3p € @ tal que: X < p <. Esta propiedad se

nombra densidad de & en R.

1> HAASER, NORMAN; LA SALLE, JOSEPH; SULLIVAN, JOSEPH. Andlisis Matemético, pp. 21-30.
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Demostracion:

Sea A = {nx / ne £} Si el inciso i del teorema fuera falso entonces y seria una

cota superior de A, pero en consecuencia A tendria una minima cota superior en
R.

Sea o = SUpA.

Yaquex>0,a-X<a A o—XNo es cota superior, entonces o — X < mx para

algun entero positivo m. Por lo tanto o < (m+1)x € A.

Lo cual contradice que o es cota superior, por lo tanto la hipétesis es falsa.

Por lo tanto la afirmacion del inciso i es verdadera.

Sea y — x > 0 por lo tanto podemos aplicar el inciso i de este teorema.
Supongamos la existencia de un entero positivo n tal que n(y — x) > 1, entonces:

ny-nx > 1 lo que implica ny > 1 + nx.

Volvemos a aplicar el inciso i. Entonces obtenemos m;, m; tales que: m; > nx

A My > -NX.

Porloque dm e Z', delaforma -m; <m < mgtalque m-1<nx<m v m<

nx +1<m+l.
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Entonces cambiemos las desigualdades y obtenemos: nx <m < 1 + nx < ny,

como n > 0 entonces: p=m/ntal que x<m/n<y.

I1.C CARDINALIDAD DEL CONJUNTO DE MERCANCIAS M

El nmero de mercancias que un consumidor conoce en un tiempo y espacio dados es finito
pues nuestro consumidor puede sentarse y enlistar una a una las mercancias que conoce y
pasado un rato llegard a la Gltima. Esto lo puede hacer porque las mercancias estan
perfectamente diferenciadas por sus caracteristicas fisicas y por su disponibilidad temporal

y espacial.’®

El que un conjunto sea finito implica, intuitivamente, que podemos asociar al
conjunto con un subconjunto de los nimeros enteros, por lo que existe un entero no
negativo Kk, tal que k corresponde al ultimo de los elementos del conjunto, en este caso la

ultima mercancia a la que nuestro consumidor haga referencia en su listado.

1 . . . . .
6 Ver referencia en: VILLAR, ANTONIO. [ ¢cciones de Microeconomia, capitulo I1.
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Esta seccidn trata sobre este tema, contar los elementos de un conjunto, que como
veremos es un tema ampliamente tratado en la matematica, pues trae consigo las nociones
de conjunto finito, infinito contable y no contable que nos brindan un marco de referencia
para conjuntos como los enteros, racionales e irracionales y por tanto también para el

sistema de los niimeros reales.

I1.C-1 EQUIPOTENCIA Y FINITUD EN CONJUNTOS

Ahora toca reflexionar sobre una caracteristica particular de este conjunto su equipotencia.
Pero para poder acceder a establecer la equipotencia del conjunto de mercancias es
necesario dejar clara la estructura matematica que rodea a la equipotencia. La intencion de
este apartado es establecer la propiedades que debe poseer un conjunto para definirlo finito

o infinito, o saber si un conjunto es numerable o si posee la potencia del continuo.*’

" Para referencias del apartado “Equipotencia y finitud en conjuntos” ver: AMOR MONTANO, JOSE ALFREDO.
Teoria de Conjuntos para Estudiantes de Ciencias, pp. 61-64. DONALD, J. LEWIS. Introduccion al Algebra, pp. 40-65.
HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Teria de Conjuntos, Una Introduccion, capitulo VII. J. DE BURGOS,
ROMAN. Curso de Algebra y Geometria, paginas 24-54. ROJO, ARMANDO O. Algebra 1, capitulo I11.ROJO, ARMANDO
0. Ade/ﬂm I, capitulo II y X. RUDIN, WALTER. Principios de Andlisis Matemitico, capitulos I-IV.
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I1.C-1.A FUNCIONES

Definicion: f es una funcion de A en B < fes una relacion tal que Vx € Df 3 y! € B tal

quela (x,y) e f.

Notacion: f: A —B se lee f es una funcién de A en B.

Esto indica que f es una funcion®® si y sélo si f es una relacién en la que para toda x
gue pertenezca al dominio de la relacion f existe una Unica y en B tal que (X, y) pertenezca a
la relacion f. Ay se le nombra el valor de f en x denotandolo por f(x). La imagen de f, Is=

{f(x) / x € Ds}.

Existe otra forma de expresar el concepto anterior. Asi en un lenguaje mas

comprometido con la Teorfa de Conjuntos una funcién se define como sigue:*®

Definicion: Una relacion f de A en B es llamada funcion si (a, b) e f A (a, ¢) e f entonces

b=c,Vae A AVb,ceB.

18 Este término fue propuesto por primera vez por Leibniz. Ver en ROJO, ARMANDO. A/{gebm I, capitulo II1.

19 Esta definicién fue dada por Peano. Ver referencia en: AMOR MONTANO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos para
Estudiantes de Ciencias, capitulo 111 . HERNANDEZ HERNANDEZ, FERNANDO. Teoria de Conjuntos, Una Introduccion,
capitulo IV.
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Definicion: EI codominio de f es cualquier conjunto C que contenga a la imagen de f.

La definicion anterior dice que fes una funcion inyectiva si y solo si para caday en
la imagen de f existe una Unica x tal que (X, y) pertenezca a la funcion f. En otros términos
sean X, X’ € Dy, si x # X” entonces f(x) = f(x’). También es posible expresar la inyectividad

de f en estos términos, sean x, x” en el dominio de f, f(x) = f(x’) entonces x = x’.

Como las funciones son relaciones podemos aplicar el concepto de composicion de

relaciones.

Definicién: Dadas dos funciones fy g tales que f c A x By g < B x C es posible definir

una relacion entre Ay C, esta es la composicion entre f y g.

fog={(x2)/3dyeBtalque(x,y) ef A (y,2) € g}.

Teorema VII: Sean f: A — B A g: B — C, funciones entonces:

i. g o fesuna funcion.

ii.  Dgot=Dfn ' (Dy).
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Demostracion:
I. Por demostrar que g o fesuna funcion. Si(a,c) ego f A (a,c’) e g o f. Esto

implica que existen b, b’ € B tales que (a, b) e f A (b, ¢) € g, como también (a,

b’) e f A (b’, ¢’) € g. Puesto que f es funcion b =b’. Por tanto (b,c) e g A (b,
c’) € g. Lo que implica que ¢ = ¢’ por que g es funcion. Por lo tanto g o f es

funcién.

ii. Por demostrar Dg.+=D f N ft (Dg). Lo que se quiere demostrar es que g o f
esta definido en a si y solo si f esta definido en a y g esta definido en f(a).
Sabemos quea € Dy Siysolosi 3c € Ctal que (a,c) € g o f siy sélosi

db eBtalque(a,b) e f A (b,c) eg siysolosi aeDs A b=1(a) € Dy.

Definicién: Sea f: A — B una funcion entonces la imagen inversa bajo f de B es:

fiB)={ac Al (a, b) ef, paraalgunab e B}={A e a/ f(x) € B}.

Definicidn: Sea f: A — B una funcion. f es inyectiva < para cada y = I 3!x tal que (x,Yy)

e f.
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Definicion: Sea f: A — B. fes sobreyectiva < ;= B.

Observemos que si en toda funcién f, B se reduce a Is entonces toda funcion f es

sobreyectiva.

Teorema VI11: Una funcion es invertible si solo si es inyectiva.

Demostracion:

=) Sea f una funcion invertible entonces f* es una funcion. Si a, a’eD; y f(a) =

f(a’) entonces (f(a), a) € 1 A (f(@’), a’) e ! por lo que a = a’. Por lo tanto f es

inyectiva.

<) Sea finyectiva, si (a, b) € f* A (a, b’) € ftimplicaque (b,a) e f A (b”,a) e f.

Entonces b = b’ por que f es funcién. Por lo tanto f* es funcién.

Por lo que queda demostrado que una funcion es invertibles si y sélo si es inyectiva.

Definicion: f: A — B es biyectiva si y s6lo si es inyectiva y sobreyectiva.
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I1.C-1.B  CONJUNTOS EQUIPOTENTES®

Definicidn: Sean dos conjuntos A y B. A es equipotente a B si y solo si existe una funcion

biyectiva f de A sobre B.

Notacion: A es equipotente a B se expresa con A =~ B.

Si es una biyeccion entonces A y B tienen el mismo nimero de elementos o

también se dice que A y B tienen la misma cardinalidad.

Definicion: Sea n un entero positivo cualquiera, entonces Jn = {1, 2, ... ,n} es el conjunto

de los n primeros enteros.

Definicion: Sea J el conjunto de todos los enteros positivos: J = Z'. Entonces para

cualquier conjunto A decimos que:

20 Ver como referencia para esta seccion: AMOR MONTANO, JOSE ALFREDO. Teoria de Conjuntos para Estudiantes de
Ciencias, capitulo I1I. DONALD, J. LEWIS. Introduccion al Adehm, pp. 40-65. HERNANDEZ HERNANDEZ,
FERNANDO. Teoria de Conjuntos, Una Introduccion, capitulo VIL. J. DE BURGOS, ROMAN. Curso de Algebra y Geometria,
paginas 24-54. ROJO, ARMANDO O. Algebra I, capitulo 11I. ROJO, ARMANDO O. Algebra 11, capitulo X. RUDIN,
WALTER. Principios de Andlisis Matemitico, capitulos I-11.
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Vi.

A es finito si A =~ Jn para algin n. Esto es si hay una biyeccién entre A 'y Jn

entonces A es finito.

Por convencidn el conjunto vacio es finito.

A es infinito si A no es finito.

A es contable si A =~ Jn. Con el término contable nos referimos a un conjunto

infinito contable.

A no es contable si A ni es finito ni es contable

A es a lo més contable si A es finito o contable.

De lo anterior se recogen dos reflexiones:

Si Ay B son finitos, entonces A =~ B si y s6lo si A y B contienen el mismo

namero de elementos. Entonces la cardinalidad de A es la misma que la de By

ésta, la cardinalidad, corresponde el nimero exacto de elementos.
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. Si A y B son infinitos entonces el concepto importante es el de biyeccién. Ya
que para afirmar que estos dos conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad

es necesario encontrar una funcion biyectiva entre ambos.

De acuerdo a esta definicion para k e Z* cualquiera, entonces Jx = {1, 2, ... k} esel
conjunto de los k primeros enteros. A es finito, si A = Jx para algun k. Por la manera en que

construimos el conjunto de mercancias, donde éstas son diferenciadas por tiempo, lugar y
disponibilidad, ademés de sus caracteristicas propias,?* entonces es posible para nuestro
consumidor realizar un listado de estas mercancias, que conoce para el tiempo ty. Por lo que
puede asociar las mercancias de su listado, con el conjunto Ji, lo que en términos comunes
conocemos como enumerar las mercancias de su lista, hasta llegar a la Gltima a la cual le
corresponde el término k del conjunto Jx. Por tanto, el conjunto de mercancias es un

conjunto finito de cardinalidad k.?

Teorema IX: Si M es el conjunto de mercancias y Z" el conjunto de los enteros no
negativos Jx = {1, 2,..., k} < Z'y es f una funcién tal que f: M — Ji entonces f es una

biyeccion.

Demostracion: Recordemos que una funcién f es biyectiva si es inyectiva y sobre. Sean m

y m’ un par de mercancias cualquiera de la lista de mercancias de nuestro consumidor lo

2! Caracteristicas que distinguen a las mercancias segin Villar, ver referencia en: VILLAR, ANTONIO.
Lecciones de Microeconomia, capitulos 11y 111 .

22 E| cardinal k es importante pues definira la potencia del conjunto de eleccién. Por ejemplo para dos
mercancias, k = 2 y el conjunto de eleccion se correspondera con R,
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que implica que suponemos que el conjunto de mercancias que conoce el consumidor es no

vacio.®

Por ver que f es inyectiva. Si parai=f(m) # f(m’) =jconi,j e {1,2,..., K} =>m =m’. Lo

gue garantiza que a dos mercancias distintas no les corresponda el mismo namero natural.

Por ver que f es sobre. La funcién f es sobre si ¥n € Rango de f, es decir para toda n en
{1,2,..., k}, 3m que pertenece al conjunto de mercancias, tal que f(m) = n. En otras
palabras si existe un nimero n <k con n, k € Jx entonces ese natural le corresponde una y

solo una mercancia.

Observemos este sencillo ejemplo intuitivo: Afirmamos que A es el conjunto de
todos los enteros entonces A es contable. A={0, 1,-1,2,-2,3,-3,...}yJ={1,2,3,4,5, 6,
7,...}. La biyeccion entre los conjuntos es evidente, si asignamos: al 0 de Ael 1 de J, al 1
de Ael2deJyal-1deAel3del;yseguimos con esta secuencia, obtenemos la
representacion de una funcion biyectiva entre A y B. Queda expuesto que el conjunto de los
enteros es un conjunto infinito contable. Entonces si el conjunto es infinito si puede ser
equivalente a un subconjunto propio de él. Un conjunto finito no puede ser equivalente a un

subconjunto propio de él.

2 por convencién como vimos en la definicion, si M fuese vacio entonces la cardinalidad de M es cero. Por lo
tanto M es finito.
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Definicion: Un secuencia es un funcion definida sobre J si f(n) = Sn para n € J. Entonces f

se denota por {Sn}. Los valores de f se llaman términos de la secuencia (sucesion).

Si A es un conjunto y S, € A para toda n € J. Entonces {Sn} es una sucesion o
secuencia en A (o secuencia de elementos de A). Observemos que los términos de una
secuencia: X, X, Xs,..., N0 necesariamente son distintos. Por lo tanto, siempre se puede

formar la secuencia constante.

Cada conjunto contable es el rango de una funcion uno a uno definida sobre J.
Entonces Podemos ver a cada conjunto contable como el rango de una secuencia de
términos distintos, entonces podemos “arreglar” los elementos. Una secuencia significa un

ordenamiento (muy particular).?*

Teorema X: Cada subconjunto infinito de un conjunto contable A es contable.

Demostracion: Supongamos que Ec Ay que E es infinito.

Arreglamos los elementos de A en una secuencia {Sn} de elementos distintos. Por que A es
contable entonces existe f: Z'— A, es decir, n — X, no importa como sean las X porque

como etiquetas son distintas.

* Ver como referencia: DONALD, J. LEWIS. Introduccion al Algebra, pp. 40-65. HERNANDEZ HERNANDEZ,
FERNANDO. Teoria de Conjuntos, Una Introduccion, ROJo, ARMANDO O. Ade/mz II, capitulo X. RUDIN, WALTER.
Principios de Andlisis Matemitico, capitulos I-11.
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Ahora ya tenemos las secuencia {xi, X2, Xs,...} formaremos una subsecuencia {n,} de la

forma siguiente®

Sea n; el entero positivo mas pequefio tal que: X, € E. Habiendo seleccionado de esta

manera ny, N,,..., Nes, conk € {2, 3, 4,...3.%

Sea ny el entero mas pequefio mayor que x,, , tal que X, € E. Observemos que el término

que sigue a xn, , pertenece también a E.

Designamos f(k) = x,,, con k € {1, 2, ...} con lo que obtenemos un biyeccion entre Ey J =

Z*. Por tanto E es contable.

Luego si utilizamos induccion sobre f(n) = x, implica f(k) = Xa,, por lo que E es infinito

contable.

Observemos que los conjuntos infinitos mas pequefios son los contables.

%> Porque E vive en un conjunto contable entonces debe existir el entero positivo mas pequefio.
% Hasta aqui el conteo es finito.

84



Definicion: Si E, es un conjunto para todo a.e A, con A un conjunto de indices, entonces:

. S = Ugena Eq, entonces X € S si x € E, para al menos una a.

. SiA={1,2,...,n}entonces S = ukn=1 E..

. SiA={1,2, ... }implicaque S=\U ~_ E.

o P=n__ Eq entonces x pertenece a P si y solo si x € E, para toda o.
o SiA={1,2,...,n}entonces P = mknzl E..

. SiA={1,2, ... }implicaqueP=N ~_, E

El teorema siguiente demuestra que la union arbitraria de numerables es numerable.
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Teorema XI: Sea {En}, n = {1, 2, ...}, una secuencia de conjuntos contables y sea S =

U “_, En. Entonces S es contable.

Demostracién: Sea
Eq X1, X2, X3,  Xia,
E> X1,  Xg2,  Xz3,  Xoa,

Es Xz1, X3z, X33,  Xaa,

En Xn1, Xn2, Xn3, Xn4,

Formemos los elementos de S

X11, X21, X12, X31, X22, X13, Xaz1, X32, X23, X14,

Sea T un subconjunto infinito de Z* entonces existe una biyeccion entre Ty S por lo que T
~ S, Por lo tanto S es contable.

De donde queda demostrado que la unién de contables es contable.
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Teorema XII: Supongamos que A es a lo méas contable y para cada a. € A, B, es a lo mas

contables. Si T = U _, Bo entonces Tesa lo mas contable.

Demostracion: Como B es un numero contable de infinitos contables, entonces por el

teorema anterior T =~ S.

Teorema XI11: Sea A un conjunto contable y sea B, el conjunto de todas las n-adas (o, ...
, ap) donde ax € A, con k € {1, 2, ..., n} y los elementos a4, ... , o, NO necesitan se

distintos. Entonces B, es contable.

Demostracion: B; es contable. Suponemos que By.; es contable paran € {1, 2, ... }. Los
elementos de B, son de la forma (b, o) con b € Bn1 y a € A. Entonces Bn es la unién de

un conjunto contable de conjuntos contables porque oo € Ay A es contable.

Por el teorema anterior Bn es contable pues n es arbitraria por lo tanto es validos para toda

n. El teorema se sigue por induccion.
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Teorema XIV: El conjunto de los niUmeros racionales es contable.

Demostracion: Aplicamos el teorema anterior. Con n = 2, todo nimero racional r es de la
forma b/a donde b, a € Z para a = 0y el conjunto de parejas ordenas (b, a) es el conjunto de

fracciones b/ay es contable.

0 (1,2 (1,3 (19
2,1) 2,2) (2,3) (2,4

3,1) (3,2 (3,3) (3,4

Esto sucede al asociar a cada pareja de enteros un racional.

Por lo tanto el conjunto de los racionales es contable.
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Teorema XV: Sea A el conjunto de todas las secuencias cuyos elementos son los digitos 0

y 1. El conjunto A es no contable.

Demostracion:

=] 1 ar a3 A
E> A axp A3 Ay
Es a3 axp A A

(= a1 as a3 44

Sea E un subconjunto contable de A y sea E el conjunto de secuencias s1, s2, s3, ... .
Construimos una secuencia S como sigue: si el n-ésimo digito de Sn es 1, designamos el n-
ésimo digito de S igual a 0 y viceversa entonces la secuencia S difiere de cada miembro de

E en al menos un lugar entonces S ¢ E. Pero S € Ay asi E es un subconjunto propio de A.

Hemos demostrado que cada subconjunto contable de A es un subconjunto propio de A. Se

sigue que A es no contable, de otra manera A debe ser subconjunto propio de A y eso seria

una contradiccion.
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Con la demostracion de anterior teorema podemos afirmar que el conjunto de los

numeros reales es un conjunto infinito no contable.

Teorema XVI: La equipotencia es una relacion de equivalencia.

Demostracion: Por demostrar que la equipotencia es reflexiva, simétrica y transitiva.

i. Por demostrar que todo conjunto es equipotente a si mismo, A =~ A..

Sea A un conjunto y sea la funcion identidad I: A — A, tal que si x € A, 1(x)

= X. Por ver que la funcion identidad sea biyectiva. Demostrando que | es
inyectiva, sean x, X’ en A tales que con x = x entonces I(X) = x A I(X’) =X’.
Entonces x = I(x) = I(x’) = x’. Por lo tanto I es inyectiva. Ahora por
demostrar que | es sobre. Sea x en la imagen de | por demostrar que X esta
en A. Como x esta en la imagen de | entonces x = I(x) para x en el dominio
de I pero el D, = A, entonces x pertenece al conjunto A. Por lo tanto | es

sobre. Por lo que hemos demostrado que la funcion identidad es biyectiva.

Hemos encontrado una biyeccion de A en A por lo tanto A = A.
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Por demostrar que si A es equipotente a B entonces B es equipotente a A, A

~B=B=A.

A es equipotente a B < 3f biyectiva f: A — B entonces f es inyectiva

entonces existe f* inversa de f. Entonces f*: B — A es biyectiva.

Por lo tanto existe una funcion biyectiva de B en A. De donde B =~ A.

Por demostrar que si A es equipotente a B y B es equipotente a C entonces A

es equipotenteaC, A=BAB=C=A=C.

Como A = B A B = C existen dos funciones biyectivasg: A - BAh: B —
C como la composicion de funciones biyectivas es biyectiva entonces hog:

A — C es biyectiva.

Por lo tanto existe una funcion biyectiva de A en C de lo que concluimos que

A es equipotente a C.

Por lo tanto la equipotencia es una relacion de indiferencia.
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Teorema XVII: Sea f: H — Y una funcién donde Y es numerable. Supongamos que f ™ es

numerable para caday € Y. Entonces H es numerable.

Demostracion:

Sabemos que F{y} = {x € H: f(x) =y}
Sea Y = {y1, y2,... , yn,...}. Sabemos que f'({yi}) es numerable por hipétesis. También

hemos demostrado que: si {E.} es numerable y si S =\ “_. E,, entonces S es numerable.

Esto implica que U.”_, f*({yi}) es numerable.

Por demostrar que x=U."_, 1({yi}).

o] Por construccion U”™_ | F1({yi}) = H.

] Sea x € H. Entonces f(x) € Y. Pues si f(x) € Y la funcién no estaria bien definida.
Entonces f(x) = y; para algiin y e Y. Lo que implica que x € f {y;}.

Entonces x € U”_, F({yi}).

Porlotanto H=U"_, f*({yi}).

Como la unién de numerables es numerable concluimos que H es numerable.
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Como hemos visto, el que un conjunto sea numerable implica que existe una
biyeccion entre los elementos del conjunto numerable y el conjunto de los numeros
naturales. Es decir, que para el caso de las mercancias que el consumidor j conoce en Ty eg
existe una funcion f con dominio en el conjunto de mercancias y con imagen en el conjunto

de los nimeros naturales,®” tal que f es biyectiva.

I1.D SINOPSIS

Para resumir lo desarrollado hasta aqui diremos que:

I. Nuestro objetivo es profundizar en el conjunto de eleccion de un consumidor

cualquiera.

ii. Primero tuvimos que definir mercancia y establecer cuantas existen para nuestro

consumidor en un periodo de tiempo t y espacio ey dados y concluimos que el
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conjunto de mercancias es numerable y finito. Refiriéndonos con k al nimero de

elementos del conjunto de mercancias.

Luego nos concentramos en las cantidades de cada mercancia y a través de un
proceso deductivo llegamos a la conclusion de que la cantidad que puede desear
consumir nuestro consumidor de una mercancia i, en un periodo de tiempo 1y

espacio eq dados, corresponde a un nimero real no negativo.

Después de haber establecido el concepto de mercancia en el que queda
explicito que existe un precio asociado a cada mercancia demostramos que este

precio para términos de nuestro modelo debe ser un real positivo.

Dada la metodologia de este documento nos concentramos en definir los

conceptos matematicos ligados a los nimeros reales gque nos son necesarios en

el andlisis de estos temas.
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TERCER CAPITULO

EL CONJUNTO DE ELECCION

Hemos ya establecido, que el nimero de mercancias que el consumidor conoce es finito y
esta denotado por k, ademas de que para cada mercancia i, con i = {1,2, ... ,k} asociamos el
conjunto de las cantidades no negativas de la mercancia i con el subconjunto de los
nameros reales [0,), el paso obvio de esta secuencia es definir el producto cartesiano de
las k-mercancias del sistema, que en términos intuitivos no es otra cosa que todas las
combinaciones posibles de las k-mercancias que conoce nuestro consumidor en un periodo

tiempo y espacio dados.

Entonces denotemos por X; al conjunto de cantidades no negativas de la mercancia
iconi=1,2,..., k. Esdecir en X; esta cualquier cantidad positiva o nula que exista de la
mercancia i. Lo que implica que en términos de nuestro modelo Xi:= R”, lo anterior para

cada una de las k-mercancias de nuestro modelo,! entonces:

1 Para simplificar la notacién con R* nos referimos a los nimeros teales no negativos, entonces convenimos en que
0 € R*. Como ya sabemos el cero cotresponde a una cantidad nula, es decit, cero unidades de una mercancia.
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X=Xy xXpxo xX=R xR x ... x R =R

k-veces

Por tanto X es el Conjunto de Eleccion de nuestro consumidor en el tiempo ty y
espacio e;. Cabe resaltar que los elementos del conjunto de eleccién se conocen como
canastas o cestas. Cada cesta es una opcion distinta de cantidades no negativas de cada una
de las k-mercancias que el consumidor conoce; es decir, las cestas son las combinaciones
posibles de las distintas cantidades de todas y cada una de las mercancias que el

consumidor representativo conoce en el periodo t y espacio e, dados.?

Una reflexion I6gica es preguntarnos si nuestro consumidor siempre debe de tener
en cuenta a todas las k-mercancias del conjunto para formar las cestas; y la respuesta es
muy simple, ya que nuestro consumidor puede armar cestas en las que no desee cantidad
alguna de las k-mercancias, xi = 0, Vi <k; y puede requerir cestas en las que solo quiera
cantidades positivas de un sola mercancia y cero de las demas k-1 mercancias (xi, X, ..., Xi,
~oX) conx =0yx; =0 Vj=iconije{l,2 ..., k}yasiir construyendo las cestas hasta
aquellas en las que requiera cantidades positivas de todas las k-mercancias y ain en éstas
las combinaciones son infinitas pues nuestro consumidor puede elegir cualquier nimero

real positivo para asociarlo a cada una de las k-mercancias.

2 . . . .
Para referencia del uso de 5 como equivalente del cnjunto de eleccién ver: GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP
RENY. Advanced Microeconomic Theory, capitulo 1. VILLAR, ANTONIO. Lecciones de Microeconomsia, capitulo I1.
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i A EL ESPACIO VECTORIAL iRk

Asi casi sin darse cuenta, nuestro consumidor esta operando en un sistema de k-mercancias
de las que puede elegir combinaciones de cantidades de una mercancia que estdn en un
conjunto infinito no numerable [0, o) por lo que nuestro consumidor se encuentra
asociando a cada mercancia i con i = {1, 2, ..., k}, a una cantidad x cualquiera de R, es
decir un x cualquiera en los reales no negativos. De pronto descubrimos que nuestro

consumidor elige sobre un subconjunto del espacio vectorial R?

Definicion: Un conjunto V sobre el campo K = R, para el cual estan definidas dos

operaciones: suma Yy producto por escalar; que ademas cumple con las siguientes

propiedades:

i Seanu,seV=u+seV.

ii. Seanu,seV=u+s=s+u.

iii. Seanu,s,reV=u+(s+r)=(u+s)+r.

3 El desarrollo de esta seccidn tiene como referencias bibliograficas a: COHN, FRS. Akebra volume 1, pp. 1-21.
DONALD, J. LEW1S. Introduccion al Algebra, pp. 40-65. ROJO, ARMANDO O. A/gebra 1, capitulos 11 y III.
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Vi.

Vii.

viii.

Se le conoce como espacio vectorial sobre el campo R y a sus elementos como

Jde,e Vtalqueu+e, =u.

Paracadau € V 3 -u tal que u + (-u) =e,.

Seaue VyoaeR=au eV.

Il eRtalque VueV, {u=u.

Seanue Vya,p eR= apu=Ppau.

Seanu,se VyoaeR = a(u+5s)=au + as.

Seanue Vya,p eR= (at+tp) u=au+ pu.

vectores.*

de k-mercancias, y estos elementos son todas las cestas como x que pertenecen a R

Ahora para comprender en poco mas las propiedades de este conjunto tendremos que

Entonces nuestro consumidor nos mostro los elementos de su conjunto de eleccion

4 . . . .
En este documento nos interesa trabajar con el campo de los nimeros reales, sin embargo hay que aclarar

gue en esta definicidn el campo K es arbitrario.

Las propiedades (1)-(4) son nombradas las de la suma y las (5)-(9) propiedades de producto por escalar. De
hecho la propiedades (8) y (9) reciben el nombre de Primera y Segunda ley distributiva de producto por

escalares, respectivamente.
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introducir el concepto de espacio vectorial y comprobaremos que R es un espacio vectorial

y por ello sus elementos reciben el nombre de vectores, ademas verificaremos que el

conjunto de eleccién de nuestro consumidor es un subconjunto de este espacio vectorial

pues los elementos de dicho conjunto son solo los vectores no negativos de RX.

Teorema I: R* es un espacio vectorial.

Demostracion:

Por demostrar que si a, b € R = a+b e R

Como a, b € R¥ entonces son de la formaa = (ay, @, ..., a) y b = (b, bs,..., by).
Entonces,a +b =(aj;, a, ..., a) + (b, by, ..., b), dondea ,bie R, Vi=1, 2 ...,
n. Sumando coordenada a coordenada tenemos a+b = (a; + by, a, + b, ..., ax +
by, donde a+b;e R Vi=1 2 ... k Comoa b e R entonces todas sus

coordenadas son mayores o iguales a cero, a>0y b>0, Vi=1,2, ..., n.

. atb = (a,+b,, a,+b,, acthy) € R,

Por demostrar quesia, b e R = a+b=b+a.

Como a, b € R¥ entonces son de la forma a = (a;, a,, ..., a) y b = (b, by, ...,
by, por (1) sabemos que a + b, b + a € R* resta probar que son iguales.

Entonces sea: a + b = (a;, az, ..., ak) + (by, by, ..., b) = (@, + by, a;+ by, ..., &k +
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by). Como las coordenadas son reales (a;, b, V i =1, 2, ..., k) es vélida la

propiedad conmutativa de realesa,+ bi=b+a € R, Vi=l1,2, ... k

Entonces se tiene que, a + b = (a;, a, ..., &) + (by, by, ..., b) = (a; + by, a, + b,

coaktb)=(b+a, bt a, ..., beta)= (b, by ..., D)+ (8, @ ..., aK) = b + a.

S.at+b=b+a

Seana = (a;, a, ..., &), b = (b, by, ..., b), ¢ = (Cy, Cyy ..., CJ), elementos de R*

por demostrar que a+ (b + ¢) = (a + b) +c.

Seaa+ (b+c)=(a, a, ..., a) + [(by, by, ..., D) + (Cy, Coy ...y C)] = (ag, B, -y
a) + (b, + ¢, b+ Cyy ..., b+ C); por la propiedad (1) b + c pertenece a R*

entonces podemos sumar a + (b + c).

Entonces, a + (b + ¢) = (a;, a..., &) + [(by, b,,..., b) + (Cy, Cyy..., C)] = (ay,

a,...,a) + (b, +C, byt Cy,..., bt C) = (s + b+ €y, @+ b+ Cyp..ly A+ DF C).

Como cada coordenada es una suma de reales, y la suma de reales es asociativa,
se tiene que,a+ (b +c¢)=(a, ay ..., a) + [(by, by, ..., by) + (Cy, Cyy ..., C)] = (s,
8, ...,a) + (b, +c, b+, ..., bt c) =(ai+ b+, a+bytcy, ..., at bt cy)

=[(a,+b) +cy, (@t+hy)+cCy ..., (ak+b)+c] =(a+b)+c.
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.. a+(b+c) = (atb)+c.

Por demostrar que existe el neutro aditivo en R¥; es decir, por demostrar que

existe e, en R tal que e,+a=a, Va e R

Sea 0 = (0, 0, ..., 0) € ®RX, un elemento de R* con cada una de sus k
coordenadas igual a cero, y sea a = (a,, a,, ..., a) un elemento cualquiera de
R¥, entonces 0 + a = (0, O, ..., 0) + (&, @, ..., &). Sumando coordenada a
coordenada, 0 +a=(0,0, ..., 0) + (a,, &, ..., a) = (0 + a;, 0 + &,, ..., 0 + &y).

Como cada coordenada O+a; es un real, y en reales 0+a; = a;, V a; € R.

Entonces, 0 +a= (0,0, ..., 0) + (a,, a3 ..., a) = (0+a,, 0+a,, ..., 0+ay) = (a,, a,,

.,a)=aPorloque0+a=a, Vae®R

. 3 e, =0, es decir existe el neutro de RK.

Por demostrar para cada a que pertenece a R* existe —a también en R* tal que su

suma es el neutro de RX.

Seana = (a, &, ..., &) , -a = (-ay, -, ..., -a) < R Entonces a + (-a) = (a,,

..., ak) + (-a5, -a,..., -a) = (&, + (-ay), a, + (-a,),..., ak + (-ax)). Y por
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Vi.

Vii.

propiedades de los reales lo anterior es igual (a;- aj, a;- a,,..., ak- ax) = (0, 0,...,

0)=0=¢e..

. Paracadaa € R 3-a e R¥talquea+(-a)=0=e,.

Por demostrar que si a € Ry o € R = ca e R*.

Sea a=(a;, a..., &) elemento de R* y sea o € R, entonces aa = a (s, a...,
ax) = (0lay, ad,,..., adk). Ahora, como cada aa;es un producto de reales, entonces

cada «a; es un real.

L oa=a(ay a..., &) = (0ay, ads..., 0a) € R .

Por demostrar que existe un escalar € R tal que Va e R*, {a=a.

Seaa = (a, @,..., &) un elemento cualquiera de R y sea { e®R. Entonces { a =
C(ay, @,,..., &) = (Cay, Cay,..., Cax). Luego como cada (a; es un producto de reales
y por la propiedad del neutro multiplicativo de 8 (a; = & si y s6lo si (=1, donde
le R. Setieneque {a="{(ay, a,..., a) = (Cay, Cay..., Cak) = (lay, la,,..., lay) =

(al, az,..., ak) =a.

S.3CFleRtalquela=a.
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viii.

Por demostrar que si a es un elemento arbitrario de R*, ye, A son dos escalares

que pertenecen a R entonces af a = Po a.

Seaa = (a, ..., &) € Ry «, B € R. Entonces: aPf a= of (a, ..., a) =
(Baay, Baa,,..., Paak), y como cada faa; es un producto reales, entonces por la

conmutatividad en R, Baa;= apa, Vi=1,...,n.

Por lo que se tiene: afp a = af (ay, ay ..., &) = (apay, afay, ..., afax) = (Paay,

Baa,, ..., faak) = Pa a.

. apa=Ppoa, Vae R

Por demostrar que si a, b son dos elementos cualesquiera de R* y o pertenece

a R, entonces a(at+b) = aa + ab.

Seaa=(a, ay ..., a), b = (by, by, ..., b)), elementos de R". Entonces, a(a + b)=
a [(ala aZ!"-) ak) + (bl! b21"'$ bk)] = (al+ bl) a-2+ b2)-"! ak+ bk) = (a(al+ bl)l
o(a; + by),...,a(ax + by)). Aplicando la propiedad distributiva de reales a cada

o(a; + b,), se tiene que, a (a;+ b) = aa; + ab.
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Entonces a(a + b) = (a(a; + b,), a(a, + by),...,a(ak + b)) = (ca; + ab,, aa, +

ab,,..., aax+ aby) = (aay, aa,,..., aak) + (aby, ab,,...,ab) = o (a;, a,..., &) + o

. a (a+b) = ca+ ab, Va, b e R

Por demostrar que sia eR*y o, p € R entonces (a+f) a = ca + fa.

Seana = (ay, &,..., a) € Ry a, p € R. Entonces, (a+p) a = (a+p) (ay, ...,
a) = ((at+P)ay, (at+P)a,,..., (a+p)ax), como cada (a+p) a es un producto de
reales, aplicando la propiedad distributiva de reales a cada (a+f) a;, se tiene que

(a+p) a;=aa; + Pa.

Por lo que, (at+p)a = (aa; +Pay, aa, + Pa,,..., adx +Pak) = (aa;, oy, ..., cdk) +

(Bay, Pay, ..., Ppax) = o(ay, a,, ..., &) + P (as, az ..., &) = oaa + pa.

. (at+Ba=aa+pa, va b e R

Por lo tanto R* es un espacio vectorial.
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El conjunto de eleccion ¥ que consta de todas las combinaciones de cantidades no
negativas de las k-mercancias, podemos visualizarlo como un subconjunto del espacio
vectorial ®¥. Sin embargo, es importante destacar que aunque ¥ es un subconjunto del
espacio vectorial ¥, el conjunto de eleccion ¥ no es un espacio vectorial. Para

demostrarlo necesitamos de una definicion.

Definicion: Sea W espacio vectorial entonces B es un subespacio vectorial, si B c W y si

parax,y € B con ae R se cumple:

i) Ow € B,

i) x+ty e W

i) ax eB VaeR.

Con esto ya podemos formular y demostrar este teorema que forma parte de los
resultados de esta Tesis.

Teorema I1: El conjunto de eleccién ¥ no es un subespacio vectorial de R*

Demostracion: Es facil ver que la tercera propiedad no se satisface. Sea x € Xentonces x

>0 si o< 0. Entonces ox < 0, ax ¢ ¥=R**. Por lo tanto ¥no es subespacio vectorial.
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Por tanto, como X no contiene a sus inversos aditivos X no es espacio vectorial.

Entonces cada cesta x puede ser vista como un elemento de R**, como un vector de

cantidades de cada una de las k-mercancias del conjunto de eleccion, siendo de la forma x =
(X1, X2, ..., X4), con x; = 0 Vi € {1, 2, ..., k}. Debe quedar claro que este vector tiene k

coordenadas que corresponden a cada una de las k-mercancias del conjunto de eleccidn;
donde x; es su primer coordenada, X, es su segunda coordenada y asi sucesivamente hasta

Xk que es le k-ésima coordenada del vector.

111.B ToPOLOGIA DE RK

El desarrollo de la seccion anterior fue desde el punto de vista del algebra lineal, enseguida
con una vision que parte del analisis matematico, expondremos las caracteristicas

topolégicas del conjunto de eleccién.’

5> Los conceptos matematicos que se vierten en esta seccion fueros recopilados de una serie de cursos en la Facultad
de Ciencias. Sobre todo del curso de Analisis Matematico I, impartido por el Dr. José Lino Samaniego. Para
referencias bibliograficas ver: BARTLE, ROBERT G. Y DONALD R SHERBERT. Introduction to Real Analysis, capitulos
I-V, X.BARTLE, ROBERT G. The elements of integration and 1 ebesgue Measure, capitulos III y XV. KOLMOGOROV, A. N.
Y S. V. FOMIN. Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis Funcional, capitulos I-1I1. RUDIN, WALTER. Principios de
Abndlisis Matematico, capitulos I-IV. RUDIN, WALTER. Rea/ Analysis, capitulos: set theory, part one.I, part tow.VI-VIIL
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Dada la correspondencia que hemos establecido entre el conjunto de eleccién y R**
sucede que ¥ posee en consecuencia propiedades topoldgicas interesantes que son propias

de R*.
A lo largo de esta seccion, estudiaremos conceptos como los de vecindad, punto
limite, punto interior; asi como, entre otras, definiciones y proposiciones de conjuntos

abiertos, cerrados, convexos, conexos y compactos en R¥ que en su mayoria, estas

interesantes propiedades topoldgicas son inherentes al conjunto de eleccion X.

Para comenzar el estudio de la estructura analitica de )2 comenzaremos con el

siguiente concepto:

Definicion: Sea C un conjunto C es un espacio métrico si para cada par de elementos x, y

de C se le asocia una funcién real d(x, y) que cumple:

. d(x,y)>0yd(x,y) =0 = x=y

i d(x,y)=d(y.x)

iii. d(x, ) <d(x,y) +d (y, 2)

entonces (C, d) es nombrado espacio métricoy d(x, y) la funcién distancia o métrica.
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Si X3, X3 ..., Xn, €S UNA secuencia en un espacio métrico discreto C cuya funcion
distancia es d, entonces podemos calcular d(xi, Xi.1), i € {1, 2, ..., n}. Donde d(x;, Xi.) s la

funcién distancia 0 métrica.

Algunas métricas en R¥, un espacio de dimensién finita k, son las siguientes:

i d(x, y) = x-y|

i DO, Y= [ (yi - xg%

k=1

iii. D(x,y) = i'yk_xk|

k=1

iv. D(x,y) =

|
3
QD
x
<
=
|
X
=

Por lo que R es un espacio métrico pues es un conjunto para el cual dada una
funcién distancia se cumple con la definicién. Como la dimensién de R* es k, entonces R*

es de dimension finita.® Por la correspondencia planteada entre el conjunto de eleccion Xy

Todas las distancias en un espacio métrico de dimension finita son equivalentes en el sentido de que si

existe una sucesion de términos del espacio métrico que converja bajo una funcién distancia converge
para las otras funciones distancia.
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R " las métricas —es decir, las funciones distancia- de R* son las métricas del conjunto de

eleccion ¥

Il. B-1 ABIERTOS Y CERRADOS EN ESPACIOS METRICOS

Este apartado es uno de los mas ricos en elementos Utiles para el objetivo de esta Tesis el
cual es analizar el conjunto de eleccion del consumidor representativo de k-mercancias.
De hecho, en el cuarto capitulo se utilizan los conocimientos de esta seccidn para poder

establecer los axiomas sobre las preferencias del conjunto de eleccion X.

Cada una de las definiciones siguientes aplican para espacios métricos,” de donde
son validas para " y para el conjunto de eleccion ¥ En virtud de lo anterior y para
familiarizarnos cada vez mas con el lenguaje parafrasearemos algunas de las definiciones

en términos del conjunto de eleccién y sus elementos.

Definicion: Sea C un espacio métrico. Una vecindad de un punto p en C es el conjunto

N:(p) que consiste de todos los puntos q € C, tales que d(p, q) <r, donde r es el radio de

N:(p).

7 Como referencias de esta seccion “Abiertos y cerrados en espacios métricos” ver: RUDIN, WALTER. Principios de
Abndlisis Matematico, capitulos I-IV. RUDIN, WALTER. Rea/ Analysis, capitulos: set theory, part one.l, part tow.VI-VIIL
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Asi en el conjunto de eleccion ¥ dada una canasta x € ¥existe una vecindad V¢(x)

la cual encierra a todas las cestas q € X tales que d(x, g) < € donde ¢ es el radio de V ¢(X).

Definicion: Sea C un espacio métrico. Un punto p es un punto limite de un conjunto E —

C, si cada vecindad de p contiene a un punto q = p tales que q € E.

Sea E un subconjunto de ¥ E — ¥ Entonces x € ¥es punto limite del conjunto de
cestas E, si para cada vecindad V¢(X) se cumple que g € V. (x) para una combinacién de

cantidades de mercancias q diferente de la combinacion Xx.

Definicion: Sea C un espacio métricoy E — C. Si p € E y p no es punto limite de E

entonces p es llamado punto aislado de E.

Definicidn: Si C es un espacio métrico y E < C. E es cerrado si cada punto limite de E es

un punto de E.

En el conjunto de eleccion ¥ -por ser un espacio métrico- un subconjunto de cestas
E se dice cerrado si E contiene a todos sus puntos limite. En otras palabras, usando la
definicién de punto limite, si para cada vecindad V,(x) de la combinacion de cantidades de
mercancias X, se cumple que la cesta g € V¢(X) para una combinacion de cantidades de

mercancias q diferente de la combinacion x. Entonces la cesta x pertenece a E.
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Esta definicidn de conjunto cerrado en un espacio métrico resulta imprescindible ya
gue el conjunto de eleccion X esta ligado a este concepto como detenidamente
expondremos en el cuarto capitulo, que trata sobre las conclusiones de esta Tesis. La
definicién de conjunto cerrado se usa en el axioma de continuidad sobre la preferencias,®
donde se asume que el conjunto “tan mas preferido que” y “el conjunto tan 0 menos

preferido que” -subconjuntos del conjunto de eleccion ¥ - son cerrados.

Definicion: Un punto p es un punto interior de E si existe una vecindad N de p tal que N

E.

Dados ¥ el conjunto de eleccion y A un subconjunto de ¥, A < X sea a una
combinacidn de cantidades de mercancias que pertenezca al subconjunto de eleccion A, a
A. Entonces la cesta a es punto interior del conjunto de canastas A si existe una vecindad
B:(a) con centro en la cesta a y radio ¢ tal que esta vecindad esta enteramente contenida en

A, B(a) c A.

Definicidn: Un conjunto es abierto si todos sus puntos son puntos interiores.

En términos de los elementos del conjunto de eleccion, proponemos a E como un

subconjunto del conjunto de eleccién X, entonces E es un conjunto de cestas abierto si

8 Este axioma y los conceptos de “tan 0 mas preferido que” y “tan 0 menos preferido que” se encuentran en el
cuarto capitulo.
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todas las cestas de E son puntos interiores de E. Esto es si Ve € E c X, 3B.(e) tal que B(e)

c E.

Definicion: EI complemento de E es el conjunto E® de todos los puntos p € C tales que p ¢

E.

Definicion: Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto.

Si E es un subconjunto cerrado de cestas del conjunto ¥ entonces el complemento

de E, es decir E° = ¥ \E, que es el conjunto de eleccion menos las cestas que pertenecen a

E, es abierto. Por tanto todas las cestas de ¥ \E son puntos interiores.

Esta definicion de conjunto cerrado, nos permite demostrar a continuacion de una
manera sencilla que interseccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, teorema
gue vinculado al conjunto de eleccion lo utilizaremos en el cuarto capitulo. Capitulo que
tiene el fin de mostrar un ejemplo de cémo el conjunto de eleccion del consumidor
representativo esta ligado a una amplia gama de conceptos matematicos que aunados a la

intuicién sirven de base a la estructura de la Teoria del Consumidor.

Teorema Il1: Sea C un espacio métrico. Si Ua son conjuntos abiertos para o en algln

conjunto de indices A (probablemente no contable). Entonces U = __ U, es abierto.
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Demostracion: Sea x € U entonces por definicion de union x € Ua para alguna o y como

Ua es abierto existe | — Ua tal que | es abierto y tal que x € I. Entonces | c U.

Por lo tanto U es abierto, porque todos los puntos de U son puntos interiores.

Teorema 1V: Sea C un espacio métrico. Si Fg son conjuntos cerrados para b en algin

conjunto de indices B. Entonces F =, _ ,Fg es cerrado.

Demostracion: Cada Fg es cerrado si y solo si cada C\Fg es abierto, entonces por el

teorema anterior, la union arbitraria de los C\Fg para B<B es abierto. Como Ve sC\Fp es

abiertoy U, _ C\Fg=C\N _ Fgentonces C\M _  Fg es abierto.

De donde m__ Fp es cerrado.
peB

El contenido de este teorema es causa del axioma de continuidad de las preferencias
sobre el conjunto de eleccién ¥, que revisaremos detenidamente en el cuarto capitulo.

Hasta este punto llega nuestra reflexion con los conceptos ofrecidos sin embargo
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anticipandonos a la presentacion de algunos otros conceptos, con la intencion de continuar
con la liga que existe entre el concepto de conjunto cerrado, seguiremos con la explicacion

enlanotael pie.’

Definicion: E es perfecto si E es cerrado y si cada punto es un punto limite de E.

No todos los subconjuntos cerrados del conjunto de eleccion ¥ son conjuntos
perfectos, pues los conjuntos cerrados pueden contener puntos que no sean puntos limite.
Aunque se demostrara en las conclusiones de esta Tesis que el en conjunto de eleccion ¥

existen conjuntos perfectos. *°

Definicion: E es acotado si existe un namero real M > 0 y un punto q € C tal que d(p, q) <

M.

Definicidn: E es denso en C si cada punto de C es un punto limite de E, o un punto de E o

ambos.

% Al suponer el axioma de continuidad de la preferencias sobre el conjunto de eleccién que el conjunto “tan o
menos preferido que” y “el tan o mas preferido que” son cerrados su interseccion, el conjunto indiferente, es
por tanto cerrado. Ademas, por la primera definicion de conjunto cerrado, se asegura que el conjunto
indiferente contiene a todos sus puntos limite. Que el conjunto de indiferencia por ser cerrado contenga todos
sus puntos limite implica necesariamente, dado el concepto de convergencia de una sucesion, que para toda
sucesion de cestas convergentes enteramente contenidas en el conjunto indiferente el limite pertenece al
conjunto indiferente, por que este es cerrado. Por tanto, el limite de una sucesion de cestas indiferentes entre
si, es una cesta indiferente.

10g conjunto de indiferencia de x, ~(x); es un conjunto perfecto bajo los axiomas de las preferencias del | al
IV. Esta afirmacion la demostraremos en el capitulo de conclusiones, sin embargo la idea de la demostracion
esta a nuestro alcance y radica que no hay zonas de indiferencia en el conjunto indiferente y como
probaremos en las conclusiones que el conjunto de indiferencia es cerrado, demostraremos que todos sus
puntos son puntos limite y por lo tanto el conjunto de indiferencia, bajo los axiomas sobre las preferencias | al
1V, es un conjunto perfecto.
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Definicion: Sea acA, entonces a es punto frontera de A si V B.(a), B:(a) N A = ¢ B.(a) N

extA = ¢.

Definicidn: Sea a € A, entonces a es punto exterior de A si 3 B¢(a) tal que B¢(a) N A = ¢.

Definicion: Sea A subconjunto de un espacio métrico C, entonces definimos el interior de
A (intA) como el conjunto de todos los puntos interiores de A; el exterior de A como el
conjunto de todos los p untos exteriores de Ay la frontera de A como el conjunto de todos

los puntos frontera de A.

Definicion: Si E < C, se dice que E es convexo si dados X, y € E entonces Ax + (1-A)y € E

para Ae(0,1).

Teorema V: El conjunto de eleccion ¥ es convexo.

Demostracion: Sean X, x’ € X por demostrar que Ax + (1 - A)x’ € ¥ Sabemos Que por
construccion el conjunto de eleccion ¥ = R** luego si x, x’ e ¥implica que x, X’ € Rk+

entonces x, X’ son de la forma x = (X1, X2, ..., Xk), X’ = (X’1, X2, ..., X’k) tales que las

cantidades son positivas o nulas para todas las k-mercancias, esto es x; > 0, Vi € {1, 2, ...,

Kk} A Xi=>0,Vie{l,2 .. k} Luego 0 < A < 1 por lo que AX = (AX1, AX2, ..., AXk),
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donde Axi > O paratodai € {1, 2, ..., k}. Lo que implica que Ax € Rk+. Por lo tanto Ax €

X

Por otra parte, como 0 < A <1 entonces 0 < 1 - A < 1, entonces (1 - A) siempre es

positivo y como (1 - A)x” = ((1 - A)X’1, (1 - X)Xz, ..., (1 - A)X’k), entonces (1 - A)x’; = 0

Vie {1,2, ..., k}. Dedonde (1 - A)x’e R**. Por lo tanto (1 - A)x* € X

Ahora como AX = (AX1, AX2, ..., AXk) =0ycomo (1-A)x = ((1-A)x"y, (L-A)X"2, ..., (1-

A)X’k) =0, entonces su suma Ax + (1 - L)X’ es mayor o igual que cero.

Por lo tanto, AX + (1 - A)X’ € X

Teorema VI: Toda bola (vecindad) es convexa.

Demostracion: Seany, z € Be(x). Entonces | y - x | < € como también |z -y [ <&. Seaw
=y + (1 - L)z con A e (0,1). Por demostrar que | w — x | < e. Entonces, se sigue que: | w — x
| =l ay+@-NDz=xI=l Ay + (@ -z +ax-ax-xI=|My-x)+(1-1) (z-X)|
<Imy-x)1+H@-2)@-x1=1 ally-x)1+11-21l(z-x). Como A es positivo A =| 1|

y como A < 1, entonces 1 - A > 0. Por loque, 1 - A =|1- A |. Entonces:
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lw=x|<| 2lley-x)1+] 1-2ll@-x)=Ad@y-x)]+@-Z-x)]<re+Q-De=¢

Lo que implica que | w — x| < &, lo que quiere decir que w pertenece a la bola. Por lo tanto

toda bola es convexa.

Teorema VII: Cada vecindad es un conjunto abierto.
Demostracion: Sea E = N((p), sea q € E con q # p. Definimos h > 0 tal que d(p, g) =r - h.

Notemos que la construccion asi de h implica que r > h porque la funcion distancia siempre

es positiva.

Sea s € My(q) entonces d(q, s) < h. Entonces d(p, s) < d(p, q) +d(q, s) <r-h+h=r. Por

lo que s € Ni(p) pero s € My(q). Lo que implica que Mp(q) < Ni(p).

Por lo tanto, q es punto interior de N,(p). De donde concluimos que N,(p) es un conjunto

abierto.
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El siguiente teorema es un resultado propio de esta Tesis, en €l proponemos y

demostramos la existencia de conjuntos cerrados en el conjunto de eleccion.

Teorema VI11: Existe B en el conjunto de eleccion ¥ tal que B es cerrado.

Demostracion: En primer lugar probaremos que toda bola cerrada es un conjunto cerrado.
Sea Bi(p) = {p’ \ d(p, p’) < r} una bola cerrada en ¥ Por demostrar que B(p) es un
conjunto cerrado. Sabemos que un conjunto es cerrado si su complemento es abierto.

Entonces por demostrar que [B/(p)]® es abierto. Sea ¢ e [By(p)]° por demostrar que la

canasta c es punto interior de [B(p)]°.

Entonces como la cesta ¢ pertenece al complemento de B,(p), la cesta ¢ cumple que d(p, c)

>r.Sea s=d(p, c)y seaes > 0 tal que & < ¥2(s - r). Se verifica que &s> 0 por que d(p, ¢) =

s>r. Luego (s —r) > 0 implica que s > s —r > }2(s - r) > 0 por que r > 0. Entonces V. (c) <

[B/(p)]° y como la eleccién de la cesta ¢ fue arbitraria, pasa que V¢ e [Bi(p)], Fes > 0 tal

que la vecindad V. (c) < [B.(p)]°. Lo que implica que [B(p)]° es abierto. De donde By(p) es

cerrado. Sea B = By(p).

Por lo tanto existe un conjunto B — ¥ tal que B es cerrado.
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Teorema IX: R es abierto y cerrado.

Demostracion:
a) Por demostrar que R es abierto.
Sean ¢ > 0 x € R y sea B,(x) entonces d(X, y) <& Vy € B:(X) = Vy € Bi(X),
en otros términosy € (X - g, X + €), pero (x - &, X + &) < R entoncesy € R

Vy e Bg(X). Entonces B,(x) < R, por lo tanto R es abierto.

b) Por demostrar que R es cerrado

Sabemos que R°= ¢ y como por vacuidad el vacio es abierto entonces R° es
abierto lo que implica que (R°)° en cerrado y como (R°)° = R Se concluye

que R es cerrado.

Por lo tanto R es abierto y cerrado.
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Teorema X: R es abierto y cerrado

Demostracion:

Aungue la demostracion es analoga quisimos incluirla para aclarar el hecho de que R sea
abierto y cerrado simultaneamente.

a) Por demostrar que R* es abierto

Sea e >0y sea x en R, sea B,(X) entonces d(X, y) < &, Vy € By(X) = Vy e

B«(X), y € R". Entonces By(x) = R, por lo tanto R es abierto.

b) Por demostrar que RX es cerrado.
Sabemos que R*°= ¢ y el vacio es abierto entonces R es abierto lo que
implica que (R ) en cerrado y como (R*)° = R* concluimos que R es

cerrado.

Por lo tanto R* es abierto y cerrado.
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1. B-2 CONJUNTOS EN EsPAcCIos METRICOS Y PuNTos LimiTeEY!

Teorema XI: Sea el C espacio métrico y sea E — C. Si p es un punto limite de un conjunto

E entonces cada vecindad de p contiene una infinidad de puntos de E.

Demostracion: Supongamos que existe una vecindad N(p) que contiene solamente un
numero finito de puntos de E. Sean qy, ... , g, dichos puntos, los cuales son distintos de

p, porque p es un punto limite.

Designamos r = min. d(p, gm); con 1 < m < n. Esto implica que r es el minimo de las

distancias d(p, gi), ..., d(p, qn). Ahora el minimo de un conjunto finito de numeros

positivos es positivo asi que r > 0.

Por construccion, la vecindad Ny(p) no contiene ningun punto g;, con g; € E tal que gi # p.

Asi que p no es punto limite de E. Contradiccion.

La contradiccion estuvo en supone que existia una vecindad que solamente contuviera un

numero finito de puntos de E.

11 Como referencias ver: BARTLE, ROBERT G. Y DONALD R SHERBERT. Introduction to Real Analysis, capitulos I-V,
X.BARTLE, ROBERT G. The elements of integration and 1ebesgue Measure, capitulos 111 y XV. KOLMOGOROV, A. N. Y S.
V. FOMIN. Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis Funcional, capitulos I-1II. RUDIN, WALTER. Principios de
Abndlisis Matematico, capitulos I-IV. RUDIN, WALTER. Rea/ Analysis, capitulos: set theory, part one.l, part tow.VI-VIIL
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Por lo tanto el queda demostrado el teorema.

Este teorema lo ligaremos a las conclusiones,™ en términos del conjunto de eleccién
X, si la cesta p es un punto limite de un conjunto E — X, entonces lo que demuestra el
teorema es que para € >0 y V.(p), V(p) contiene una infinidad de canastas que pertenecen

aE.

Teorema XI1: Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limite.

Demostracion: Supongamos que existe un punto limite del conjunto. Entonces por el
teorema anterior cualquier vecindad de dicho punto contiene un numero infinito de
elementos del conjunto. Pero esto es imposible ya que existen en el conjunto s6lo un

namero finito de puntos.

12| 2 idea de la conexién se centra en gue como hemos concluido que bajo los axiomas | — IV para xeX el
conjunto de indiferencia de la canasta x, ~(X), es un conjunto cerrado por tanto ~(x) contiene sus puntos limite
por el teorema anterior si la cesta p es punto limite del conjunto ~(x) como ~(x) es cerrado p eX y se cumple
que si V,(p) es vecindad de p entonces V.(p) contiene una infinidad de combinaciones de cantidades no
negativas de mercancias. Lo mismo sucede para los conjuntos “tan o mas preferido que” y “tan 0 menos
preferido que”.
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De manera natural al desarrollar este tema surge para nosotros este teorema en el

que formulamos y demostramos que el conjunto de eleccion es un conjunto finito de cestas.

Teorema XI11: El conjunto X tiene un namero infinito de cestas.

Demostracion: Sea E = ¥ tal que ¥ \E es abierto,*® entonces E es cerrado lo que implica

que si la cesta es p es punto limite de E, entonces p pertenece a E. Luego sea € > 0y V(p),
entonces V,(p) contiene una infinidad de canastas de E. Pero E es subconjunto del conjunto
de eleccion ¥y E es infinito, por lo tanto concluimos que el conjunto de eleccion ¥ es

infinito.

Por lo tanto, queda demostrado que el conjunto de eleccidn es infinito.

Teorema XIV: Sea C un espacio métrico. Si Uy, Uy, ... , Uy son abiertos en C entonces el

, k ,
conjunto U =M, _, E; es abierto.

Demostracion: Sea x € U, entonces x € U, Vj € {1, 2, ... , k}.

13 Esto es posible porque establecimos que el conjunto de eleccion es igual a R*".
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Sabemos que son abiertos, entonces 3 g;j tal que Begj(x) < Uj para j € {1, ... , k} luego

tomamos Bej = min. {gj}, Vj € {1, ..., k}.

Por lo tanto Be; esta contenido en todos los U; y en consecuencia Begj — U, de donde U es

abierto.

Teorema XV: Sea U < R un conjunto abierto entonces existe una cantidad contable de

intervalos abiertos |; disjuntos dos a dos tal que U = U “_ I;.

1
Demostracion: La idea de este argumento es “arreglar” los conjuntos, para eso los

clasificamos en clases de equivalencia y los ordenamos eligiendo de cada clase de

equivalencia un representante para finalmente numerarlos.

Sea U un abierto de la linea real. Definimos una relacion de equivalencia sobre U las clases
de equivalencia seran los intervalos Ij. Debemos definir la clase de equivalencia: Sean a, b
e U, a ~ b si todos lo nimeros entre a y b son elementos de U. Lo siguiente es demostrar
que efectivamente forman una clase de equivalencia, la reflexividad y la simetria son

evidentes:
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I. Reflexividad. Por demostrar que a ~ a. Demostracion: acU entonces a siempre

esta en U.

ii. Simetria. Por demostrar que a ~ b implica b ~ a. Demostracion: Si todos los

puntos entre a y b estdn en U entonces todos los puntos entre b y a estan en U.

iii. Transitividad. Por demostrar que a~b A b ~ ¢ entonces a ~ ¢c. Demostracion:
Sabemos que todos los puntos entre a A b € U, asimismo los puntos entre b A ¢
e U. Sean a, b, c de tal forma que a < b < c¢. Entonces los puntos que se
encuentran entre a A ¢ estan entre a A b y entre b A ¢; 0 son todos b. Por lo tanto

a~C.

Llamamos las clases de equivalencia {U,} con a e A. Afirmacion: Cada U, es un

intervalo abierto.

Demostracién: Si a, b € U, para alguna a, ademas sabemos que todos los numeros que
estan entre a y b son elementos de U. Entonces todos los puntos que se encuentran entre a 'y
b estan relacionados con a 'y con b. Por lo que todos los puntos entre a y b estan en U,,. Por

tanto podemos concluir que U, es un intervalo.

Por ver que U, es abierto. Sea x € U, entonces x € U lo que implica que 31 intervalo de la
forma | = (X - &, X + €) contenido en U por que U es abierto. Pero x esta relacionado con

todos los puntos de I. Se sigue entonces que | < U,. Por lo tanto U, es abierto.
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Sea U, = I, tomando un racional por intervalo como los racionales son numerables

entonces U es numerable.

Por lo que concluimos que U= U *_ ;.

1

Definicion: Sea C un espacio métrico, si E € C y si E’ denota el conjunto de todos los

puntos limite de E en C, entonces la cerradurade Ees: E=E U E’.

Teorema XVI: Si C es un espacio métrico y E < C, entonces:

i. E es cerrado

ii. E = E si y solo si E es cerrado.

ii. E — F para cada conjunto cerrado F c C tal que E — F.

Entonces a E se le conoce como la cerradura de E y es en conjunto cerrado mas

pequefio que contiene a E.
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Demostracion:

E es cerrado si y sélo si todos los puntos limite estan contenidos en él. También

= . , . =C .
sabemos que E es cerrado si y sélo si E es abierto.

SipeCypekEentoncesp g E A p ¢ E’. Por lo tanto p tiene una vecindad

que no intercepta a E. Esto es porque p no es punto limite de E entonces existe

una bola enteramente contenida en E° con centro en p. Entonces el complemento

de E es abierto.

Por lo tanto E es cerrado.

Por el inciso anterior E es cerrado, pero E es cerrado si y sélo si por definicion

E’ < E si y solo si por definicion de cerradura E = E.

SiFescerradoy E c F entonces F’ cF A E’ cF.Porlotanto EcF.
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11.C SECUENCIAS™

Definicidén: Una secuencia {P,} en un espacio métrico C se dice que converge si existe un

punto p € C con la propiedad: Para cada € > 0 3 un entero N tal que para n > N implica

que d(pn, p) <e.

Decir que {Pn} converge a p se escribe como P, — p 6 lim__ P, = p. Observemos

que la convergencia también depende de la funcion distancia.™

Sea {Sn} una sucesion de canastas en el conjunto ¥ Entonces la sucesién {Sp}
converge dentro del conjunto de eleccion si existe una cesta p € ¥ tal que para cada
nlmero positivo ¢, existe un entero N tal que para los enteros mayores o iguales al entero

N, se cumple que la distancia se la cesta p a la cesta p, es menor que &, esto es d(pn, p) < €.

14 Como referencia bibliografica ver: RUDIN, WALTER. Principios de Andlisis Matematico, capitulos I-IV. RUDIN,
WALTER. Real Analysis, capitulos: set theory, part one.l, part tow.VI-VIIL

> En el caso de funciones continuas que tienen dimension infinita si {P,} converge para cierta funcion
distancia puede pasar que para otra funcién distancia no converja. Un espacio es completo si todas las
sucesiones {P,} que convergen en él convergen para toda distancia.
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Definicion: El rango de una secuencia {P,} es el conjunto de puntos P, con n € {1, 2, 3,

...}. El rango puede ser finito 6 infinito. La secuencia {P,} es acotada si su rango es

acotado.

Definicion: Una secuencia {P,} es acotada si existe Me®R tal que |Py < M para toda k e

1,2 ..}

Teorema XVII: Sea {P,} en un espacio métrico C.

I. {Pn} converge a p € C si y solo si cada vecindad de p contiene todos los

términos de la secuencia excepto un namero finito de ellos.

ii. Sipe Cyp’ e Cysi{P,}convergeapyap’entoncesp=p’.

iii. Si {Pn} converge entonces es acotada.

iv. Si E <« C y sip es punto limite de E entonces existe una secuencia {P,} en E tal

que p=1lim__ P
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Demostracion:

=) Supongamos que P, converge a p y que V es una vecindad de p para alguna & >

0. Las condiciones d(p, q) <ey g e Cimplicaqueqg € V.

Para esta ¢ existe N entero tal que n > N implica que d(pn, p) < € asi n > N entonces

pn € V. Asi V contiene a todos los términos de {P,} excepto a los n < N.

<) Supongamos que cada vecindad de p contiene a todos los términos de {P.}

excepto un namero finito.

Fijamos ¢ > 0 y formamos V como el conjunto de todas q € C tales que d(q, p) < «.

Por hipdtesis existe una N para esta V tal que p, € V sin > N. Asi la d(p,, p) < € Si

n > N. Por lo tanto {P,} converge a p.*°

Existe una N tal que d(pn, p) < & si n > N, ademas existe N’ tal que d(pn, p’) < &1

sin > N. Tomamos n = max. {N, N’}, entonces:

16 Observemos que tanto la vecindad V como la N dependen de ¢.
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d(p, p’) < d(p, pn) + d(pn, p*) <.

La desigualdad anterior implica que p =p’. El que p = p’ implica d(p, p’) = 0 por

que ¢ es arbitraria, entonces es valida parar toda € > 0.

Supongamos que {P,} converge a p. Entonces existe N tal que n > N implica que

d(pn, p) < 1. Definimos r = max.{1, d(p1, p), d(pz2, p), ... , d(pn, p)} entonces d(pn,

p)<r,conn e {1, 2, ...}. Por lo tanto {P,} es acotado.

Para cada entero n existe un p, € E tal que d(pn, p) < 1/n. Dado >0 seleccionamos
N tal que N; > 1 que podemos garantizar por la propiedad arquimediana. Entonces

d(pn, p) <€, sin>Nentonces 1/n<1/N<e.
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En el caso del conjunto del conjunto X si {M,} es una secuencia de canastas

contenida en el conjunto de eleccion, el teorema anterior demuestra que:

La sucesion {M,} converge a la cesta m € X si y solo si cada vecindad de la
combinacion de mercancias m, V,(m) contiene todas las cestas de la secuencia

excepto un numero finito de ellas.

Si las canastas m, m’ pertenecen a Xy si la sucesion de canastas {M,} converge
a la cesta m y también a la cesta m” entonces m y m’ son la misma combinacion

de cantidades de mercancias.

Si la sucesion de combinaciones de cestas {M,} converge, es decir si existe una
canasta m en el conjunto de eleccion tal que m es limite de la sucesion {M,},
entonces la sucesion de canastas {Mn} es acotada. El que la sucesién de canastas

sea acotada quiere decir que existe una H > 0 tal que las distancias de la cesta m

a las cestas my paran € {1, 2, ...} son menores o iguales que H, concretamente

{M,} es acotada si 3H > 0 tal que d(m, m;)) < H, Vn e {1, 2, ...}.

Si E es un subconjunto del conjunto de eleccion X y si la canasta m es punto
limite de E, entonces existe una secuencia de canastas {M,} en el conjunto de

canastas E, tal que la cesta m es igual al limite de la secuencia de canastas {My},

estoes: m=Ilim M,.
n—o
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Teorema XVI11: Supongamos que X, € R, con n e {1, 2, ...} donde X, = (aun, ... , ).

Entonces {G} converge a X = (a4, ... , &) Si y s0lo si limy,e ajn=ajconje{l, ..., k}.

Demostracion:

=) Sabemos que si X, y € R* entonces son de la forma x = (Xq, ... , X&), ¥ = (Y1, ... , Yi).

Entonces |x — y| = [Zik:  xi-y)' T

Si xn converge a x entonces se cumple que: |y — o] < X, — X| donde X, = (O, .- , Okn), X
= (OL]_, sy an)
|Xn — X| = [(oun - Otl)2 + (oi2n - Otz)2 + ...+ (oo - Otk)z] & = [(ocjn - OLJ')Z] = |0Ljn - Otjl. Entonces

COMO X, CONVerge a X, |Xn — X| < € implica que |ojn - ol < €.

Por lo tanto lim__ _ aijn = a.

<) Reciprocamente si lim _  ajn = o, para j € {1, ... , k} para cada ¢ > 0 se corresponde
una N tal que n > N implica que |ojn - o4 < e/vk con j € {1, ... , k}. Entonces n > N
. . k 2 V2

implica [y — x| = [Z, _,(ojn - 0))] “ <,

Por lo tanto lim__ _ %n =X,
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Definicion: Una secuencia {Sy} de nimeros reales se dice que es:

i. mondtonamente creciente si S, < sp+; parane{l, 2, ...},

ii. mondtonamente decreciente si S, > sp+; parane{l, 2, ...}.

Teorema XIX: Supongamos que {Sn} es monotona entonces {S,} converge si y sélo si es

acotada.

Demostracion:

=) Por demostrar que {Sn} converge sélo si {S,} es acotada.

Como {Sn} converge existe s limite de la sucesion {S,} entonces para n tales que n
> N todas las distancias de la forma d(s,, S) son menores que g, quedando un

namero finito de puntos fuera de los que podemos obtener sus distancias d(si, S),
d(sz, ), ..., d(sn, ). Definimos r como el supremo de estas distancias, r = sup {e,
d(sy, s), d(sz, ), ... , d(sn, S)} entonces d(sp, S) <r, conn € {1, 2, ...}. Por lo tanto

{Sn} es acotado.
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<) Por demostrar que {S,} converge si {S,} es acotada.

Sea s, < Sy« Sea E, el rango de {S,}. Si {Sn} es acotado, sea s la minima cota

superior de E,. Entonces s, < s parane{l, 2, 3, ...}. Para cada € > 0 existe un N tal

que s - € <sN < s. Porque de otra forma (s — €) seria una cota superior menor que s y

como s es el supremo esto es imposible.

Ya que {Sy} es creciente n > N implica que s - € < X, <s. Esto implica que X, — S

cuando n — oo y {S} converge pues:

S-8<Xp<S = -€<X,—-5S<0 = £>5-X,>0 = |g|>[5-X| >0 = &> |x,— 9

> 0.
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11.D CONEXIDAD

Sea C un espacio métrico, C es conexo si podemos decir que C es de una sola pieza.'’
Intuitivamente esto quiere decir que si C se puede expresar como la union de dos conjuntos

entonces estos conjuntos se intersecan o al menos podemos pasar de uno a otro.

Matematicamente, lo que se quiere decir es, que un espacio métrico C es conexo Si

dados dos conjuntos Ay B, AU B =Csiysolosi A’ "B 6 An B’ esno vacio. Pues si y

e A N B’ entonces y € Ay y es un punto limite de B y viceversa.

Definicién: Sea C espacio métrico, entonces se dice que C es conexo si existe A, B

conjuntos tales que A U B = C y tales que:

ii. A’ N B = ¢, un punto de B es punto limite de A, 6

" Ver referencias bibliograficas de esta seccién en: BARTLE, ROBERT G. The elements of integration and 1.ebesgue
Measure, capitulos III y XV. KOLMOGOROV, A. N. Y S. V. FOMIN. Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis
Funcional, capitulos I-II1. RUDIN, WALTER. Principios de Andlisis Matemdtico, capitulos 1-IV. RUDIN, WALTER. Rea/
Abnalysis, capitulos: set theory, part one.l, part tow.VI-VIIL

138



iii. AN B’=#¢,unpuntode A es punto limite de B.

Teorema XX: La recta real es un espacio métrico conexo.

Demostracion: Suponemos que R =AU B, talque A=f,BxfyAnB=f.

Por demostrar que un punto de A es un punto limite de B 6 que un punto de B es un punto

limite de A.

Elegimos un punto a € Ay un punto b € B y podemos suponer sin pérdida de generalidad

quea<h.

Sea E el conjunto de puntos de A menores que b y sea a el supremo de E, este punto puede

pertenecer o no a A. Sin embargo sia ¢ A entoncesa € A’.

Ahora vamos a considerar las dos posibilidades.

Supongamos que a € A, entonces o < b y dado que o es una cota superior de E, todos los
puntos que se hallan entre o y b pertenecen a B. Por consiguiente o es un punto limite de

B,aeB’.

Si o ¢ A automaticamente o € B. En este caso a es un punto limite de A (por definicion

de supremo). Por tantoa € A’.
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Definicién: f: C — Y es continua si V < Y es abierto entonces f (V) es abierto en C para

xeC,f(x)cY.

Definicidn: Un espacio métrico C es conexo si los Unicos conjuntos gue son tanto abiertos

como cerrados son ¢ y C.

De la anterior definicion se concluye que como R es conexo entonces los unicos

conjuntos que son al tiempo abiertos y cerrados son R y el vacio.

Teorema XXI: Un espacio topologico C es conexo si y sélo si no es la union de dos

subconjuntos abiertos disjuntos no vacios.

Demostracion: Asumamos que C = V; U V,, conV1y V;abiertos y ViV =¢

Entonces Vi = V5%, asi V; es cerrado, porque V,° es abierto, pero también V; es abierto

porque V,° es cerrado.

Ya que C es conexo entonces V; = C 6 Vi = ¢. Si V3 = C entonces V, = ¢, asi en ambos

casos 0 V1 6 V, deben ser vacios. Contradiccion, porque Vi = oy Vo # 0.
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Por lo tanto, C es conexo.

Reciprocamente: Supongamos que C no es la union de dos conjuntos disjuntos no vacios.
Sea V < C tanto abierto como cerrado. Entonces V° es también abierto y cerrado. De donde
C es la unién de dos conjuntos abiertos disjuntos, a saber, V'y V. Portanto V=06 Vc="f

lo que quiere decirque V=6V =C.

Por tanto C es conexo.

Teorema XXI1: Sobre un espacio C son equivalentes las condiciones siguientes:

i C es conexo.

ii. Los unicos subconjuntos de C que son abiertos y cerrados son C y 4.

Ii. C no puede ser expresado como la unién de dos conjuntos abiertos disjuntos no

vacios.

Iv. No existe una funcion continua sobre C a un espacio discreto que contiene mas

de un punto.
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Demostracion:

(i) =(ii)

Supongamos que C es conexo y sea A un subconjunto de C que es abierto y cerrado. Si

B = C — A entonces B es también abierto y cerrado. Como Ay B son cerrados A = Ay

B =B, entonces AnB=¢yAnB=¢ Como C es conexo entonces uno de ellos

debe ser 6 C 6 el vacio. Por tanto (i) implica (ii).

(i) = (iii)

Por definicion de conexo.

(iii) = (iv)

Supongamos que (iii) se cumple y que Y es un espacio discreto con mas de un punto, y
sea f: C — Y continua y sobre. Expresamos Y como la union U U V de dos conjuntos
abiertos disjuntos. Entonces, C = f -1(U) u f -1(V), y esto contradice (iii). Por lo tanto,

(iii) implica (iv).
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(iv) = (i)

Sea C un subespacio que satisface (d) y supongamos que C es conexo.

Descompongamos C = A U B donde A y B son no vacios y satisfacen A’ nB=f A

B’ nA=f. Como Ay B son abiertos, B es complemento de A’.

Definimos f: C — {-1, 1} mediante:

-1 XeA
f(x) =
1 X e B.

Entonces, f es continua y sobre y por tanto contradice (iv) para C conexo motivo por el

que C no se puede separar de esta forma. De lo que concluimos que (iv) implica (i).
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Teorema XXI11: La imagen continua de un conexo es conexa.

Demostracion: Sea f: C — Y una funcion continua y sobre y suponemos que C es conexo.
Si A Y es abierto y cerrado en Y entonces f -1(A) c C es abierto y cerrado en C, porque

f es continua. Como C es conexo f-1(A) es C 0 ¢. Entonces A es igual a'Y 0 A es el vacio.

Por lo tanto Y es conexo.

. E COMPACTOS EN ESPACIOS METRICOS

Esta seccidn trata de un tipo especial de conjuntos en los espacios métricos, los conjuntos
compactos, los trataremos como un conocimiento adicional en nuestro andlisis del conjunto

de eleccion ¥ por la sencillez de las demostraciones y por sus interesantes resultados.™®

18Ver referencia bibliografica de esta seccion en: BARTLE, ROBERT G. Y DONALD R SHERBERT. [n/roduction to Real
Analysis, capitulos 1-V, X. BARTLE, ROBERT G. The elements of integration and Lebesgue Measure, capitulos 111 y XV.
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Definicion: Una cubierta abierta de un conjunto E en un espacio métrico C la entendemos

como una coleccion {G,} de subconjuntos abiertos de C tales que E = U_G,.

Definicién: Un subconjunto K de un espacio métrico C se dice que es compacto si cada
cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita que contiene a K. Esto es si {G,} es

una cubierta de K entonces existen oy, ... , o tales que K = Gy, U ... U Gg,..

Una cubierta abierta de un conjunto de cestas K en el conjunto de eleccion ¥ es la
coleccion {G,} de subconjuntos abiertos de cestas en X tales que el conjunto K esta
contenido en la unién de los conjuntos de cestas abiertos G,, para o. en un conjunto de
indices, E < U_G,. Un subconjunto de canastas K del conjunto de eleccion X, es

compacto si cada cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita que contiene a K.

Esto es si {G.} es una cubierta de K entonces existen o, ... , an tales que K < G, U ... U

Ga

n'

Teorema XXIV: Sea C un espacio métrico entonces todo conjunto finito en C es compacto.

RUDIN, WALTER. Principios de Andlisis Matemiitico, capitulos I-IV. RUDIN, WALTER. Real/ Analysis, capitulos: set
theory, part one.l, part tow.VI-VIIL
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Demostracion: Sea F < C un conjunto finito. Entonces F es de la forma F = {ay, ... , a,}.

Sea G, con a € A una cubierta abierta de F, lo que implica que F ¢ UG,

Entonces pasa que como F esta contenido en la union de los Gy, y a;eF entones existe al

menos una o para la que a; € Gg, entonces nombramos G, a ese conjunto que tiene la

propiedad de contener a a;.

Bajo el mismo argumento trabajamos con los restantes n-1 elementos de F, con este

proceso resultan los conjuntos G, G,, ..., G, cada uno conteniendo a un elemento de F:

a1 € Gop, a2€ Gy, -ov s @n€ Gy, porloqueFcG,UG, U ... UG,

Entonces hemos encontrado una subcubierta finita que contiene a F y como la eleccion de

la cubierta G, fue arbitraria, esto vale para toda cubierta abierta que contiene a F.

Por lo tanto F es compacto.

Teorema XXV: Subconjuntos compactos en espacios métricos son cerrados.
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Demostracion: Sea K el subconjunto compacto del espacio métrico C. Seap ¢ K, sigq € K
producimos Vpq, Wy vecindades de p y de g de radio menos % d(p, g). Como K es

compacto existe d, ... , gn, puntos de K tales que K Wy U ... U Wy_.

Ahora formamos Vpq,, Vipg,, --- » Vg, todas con radio menor que %2 d(p, i) coni e {1, ...
,n} luego formamos V = Vpq M Vg, N ... M Vpq entonces V es una vecindad de p, porque

todas tienen como centro p.

Ademas sea W = Wy U ... U Wg . Entonces VAW = ¢, por lo que V < K’ y V es abierto

porque es una interseccion finita de abiertos.

Por lo tanto Kc es abierto, de donde K es cerrado.

Por el teorema anterior concluimos que si S < X es un conjunto finito de cestas,

entonces S es un conjunto de combinaciones de cantidades de mercancias cerrado.

Teorema XXVI: Subconjuntos cerrados de conjuntos compactos en espacios métricos son

compactos.

Demostracion: Sea K un compacto en C y sea F — K tal que F es cerrado.
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Sea {V} una cubierta abierta de F. Entonces {V.} U F es una cubierta abierta de K, pues

Fc K

Entonces como K es compacto existe una subcubierta finita que cubre K y esta tiene que

cubrir a F. Dicha subcubierta finita contiene a Fc como un abierto.

A la subcubierta finita le quitamos F y entonces tenemos una subcubierta finita que cubre a
F.

Por lo tanto F es compacto.

Teorema XXVII: Si F es cerrado y K compacto entonces F n K es compacto.

Demostracion: K es compacto entonces K es cerrado. Entonces F m K es igual al vacio, a F
6aFnK.
Si F n K = ¢ entonces como el vacio es cerrado F n K es cerrado y F n K < K. Por tanto

por el teorema anterior F n K es compacto.

Luego como F n K = F como F es cerrado entonces F n K es cerradoy F n K < K. De

nueva cuenta por el teorema anterior F ~ K es compacto.
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Por ultimo como F es cerrado y la interseccion de cerrados es cerrada, tenemos que F N K

es cerrado. Luego F n K — K. Por el teorema anterior F n K es compacto.

Los cuatro teoremas anteriores demuestran que para el conjunto de eleccion ¥ se

cumple, respectivamente, que:

I. Si C es un subconjunto finito de cestas del conjunto de eleccion X, entonces el
conjunto de cestas C es compacto. Entonces cada cubierta abierta de C (la
coleccion {G,} de subconjuntos abiertos de cestas en ¥ tales que el conjunto C
esta contenido en la union de los conjuntos de cestas abiertos G, para a. en un

conjunto de indices, contiene una subcubierta finita que contiene a C.

ii. Si E < ¥ y E es un conjunto de canastas compacto en ¥ entonces E es un

conjunto cerrado.

ii. Sea C c— X, tal que C es compacto. Si B es un subconjunto de cestas cerrado del
conjunto de eleccion X, tal que B < C, entonces el conjunto de combinaciones

de cantidades de mercancias B es compacto. Esto es para toda cubierta abierta

de B existe una subcubierta finita que contiene a B.
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Iv. Sean F y K contenidos en el conjunto de eleccion ¥, tales que el conjunto de
cestas F es cerrado y el conjunto de cestas K es compacto entonces el conjunto
de cestas F n K es compacto. Para {G.} cubierta de K entonces existen a, ... ,

antalesque FNKc Gy U ... U Gq.

I"l. F SINOPSIS

A lo largo de este capitulo nos enfocamos en el conjunto de eleccion ¥, del cual

describimos cualidades algebraicas y analiticas que le son inherentes y que constituyen
amplia gama de conceptos matematicos que aunados a la intuicion sirven de base a la

estructura de la Teoria del Consumidor.

Abreviando el contenido de este capitulo exponemos la siguiente serie de

resultados:

I. Dado X; el conjunto de cantidades no negativas de la mercanciai coni € {1, 2,
..., k}. Donde Xi := R", para cada una de las k-mercancias que el consumidor
conoce, entonces el conjunto de eleccion X que es el conjunto de todas las

combinaciones posibles de cantidades de las k-mercancias que nuestro
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consumidor conoce en el periodo de tiempo t Yy espacio e, es equivalente, por la

construccion hecha a lo largo de estos tres capitulos, a:

x:X1XX2X...XXk:m+Xm+X_“><§R+:§Rk+

k-veces

Los elementos del conjunto de eleccion ¥ se conocen como canastas o cestas.
Cada cesta es una opcién distinta de combinaciones de cantidades no negativas

de cada una de las k-mercancias que el consumidor conoce.

Definimos espacio vectorial y subespacio.

Formulamos y demostramos el teorema establece que el conjunto de eleccién no

es un subespacio del espacio vectorial R,

Dada la correspondencia que establecimos entre el conjunto de eleccion ¥y
R ", ¥ posee en consecuencia propiedades topolégicas interesantes que son
propias de R¥. Expusimos los conceptos de vecindad, punto limite, punto
interior, al igual que definiciones y proposiciones de conjuntos abiertos,
cerrados, convexos, conexos y compactos en R, que en su mayorfa son

inherentes al conjunto de eleccion X
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V. En la seccion sobre conjuntos abiertos y cerrados presentamos el teorema que
demuestra que la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto

cerrado.'® En esta seccién demostramos que el conjunto de eleccién es convexo

Vi. También propusimos y demostramos que:
o En el conjunto de eleccidn existen conjuntos abiertos y cerrados.
o El conjunto de eleccién ¥ tiene un nimero infinito de cestas.
Vi. En la seccidén de secuencias concluimos que si {Mp} es una secuencia de

canastas contenida en el conjunto de eleccion ¥, entonces por lo demostrado en

el teorema XXVII:

o la sucesion {Mn} converge a la cesta m € ¥ si y sélo si cada
vecindad de la cesta m, V¢(m) contiene todas las cestas de la

secuencia excepto un numero finito de ellas.

o Si las canastas m, m’ pertenecen a ¥ y si la sucesion de canastas
{M,} converge a la cesta m y también a la cesta m’, entonces my m’

son iguales.

19 Demostracién que se utilizara en el cuarto capitulo como base para el axioma de continuidad sobre las
preferencias.
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o Si la sucesion de cestas {My} converge, entonces {M,} es acotada.

o Si E c ¥ y si la cesta m es punto limite de E, entonces existe {Mn}
en el conjunto de canastas E tal que la cesta m es igual al limite de la

secuencia {Mn}, estoes m=1lim___Mn.

Vil. Expusimos la demostracion de que un conjunto conexo no se puede expresar

como la unién de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos.”

viii.  El la seccién de conjuntos compactos expusimos la demostracion del teorema
que afirma que en un espacio métrico C todo conjunto finito en C es compacto.
De donde concluimos que si S < &, y S es un conjunto finito de cestas entonces

S es un conjunto de cestas compacto.

20 Este teorema nos servira para demostrar en las conclusiones que el conjunto de eleccién es un conjunto
conexo bajo los Axiomas I-1V.
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CUARTO CAPITULO

LAS PREFERENCIAS SOBRE EL CONJUNTO DE ELECCION

El presente es uno de los capitulos mas importantes para los fines de esta Tesis puesto que
ya hemos estudiado, a lo largo de los capitulos previos, al conjunto de eleccion en un
periodo de tiempo y espacio dados, como: conjunto, espacio vectorial y como espacio
métrico. Lo anterior nos pone en condiciones para acceder al tema de las preferencias del

consumidor sobre el conjunto de eleccion.

Este capitulo tiene el fin de mostrar un ejemplo de coémo el conjunto de eleccion del
consumidor representativo esta ligado a una amplia gama de conceptos matematicos que
aunados al sentido comun sirven de base a la estructura de la Teoria del Consumidor. Pues
el tema de las preferencias aqui tratado no solo es el tema consecutivo natural en el estudio
del comportamiento del consumidor, sino que ademas como prob6 Debreu es base para

demostrar la existencia de la funcion de utilidad.*

1 Ver referencia en: GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, Capitulo 1. VILLAR,
ANTONIO. [ecciones de Microeconomia, capitulos II, I11.
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Como anticipamos en la introduccion de esta Tesis una de las intenciones de este
capitulo es mostrar como las preferencias sobre el conjunto de eleccion, tema tan necesario
en el estudio de la teoria microecondmica basica, hace uso implicita y explicitamente de la
serie de conceptos y resultados obtenidos y relacionados con el conjunto de eleccion

revisados a lo largo de los tres capitulos anteriores.

Un segundo objetivo de este capitulo es estudiar el proceder de nuestro
consumidor al elegir sobre las combinaciones de cantidades de las distintas mercancias que
conoce en un tiempo y espacio dados. Entonces a lo largo de este capitulo expondremos los
elementos necesarios para modelar la conducta del consumidor ante un conjunto de

eleccion construido a partir de un conjunto finito de mercancias.?

Las preferencias reflejan la forma en que nuestro consumidor aprecia las
distintas cestas. Las opciones, que tiene en el conjunto de eleccidn, para escoger la cesta
que le aporte la mayor satisfaccion se ordenan de acuerdo a sus gustos sobre de las diversas

combinaciones de cantidades de mercancias.

Observemos que para dos consumidores con gustos diferentes, aun teniendo del

mismo conjunto de eleccion, las preferencias sobre el conjunto reflejaran un orden distinto.

2 Segin los textos de Teorfa Microeconémica citados en la bibliografia: GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Adyanced
Microeconomic Theory, Capitulo 1. MAS-COLELL, ANDREU; WINSTON, MICHAEL D. & GREEN, JERRY R. Microeconomic Theory,
capitulos I y II. VARIAN, HALL R. Microeconomics Analysis, capitulo VII. VILLAR, ANTONIO. [ _ecciones de Micro /a, capitulos 11,
111.
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Entendiendo por orden la jerarquia que puede poseer un cesta sobre otra al tiempo de ser

comparadas por cada consumidor.

V. A CONVENCIONES

A lo largo de este texto hemos llagado a ciertas conclusiones sobre la estructura del
conjunto de eleccién que es importante condensar en las frases que a continuacion
mostramos, ya que a partir de estas convenciones partiremos para exponer las preferencias

que el consumidor tiene sobre el conjunto de combinaciones de cantidades de mercancias.

i. Un objeto es una mercancia si al asociarlo con las de necesidades del

consumidor cumple dos condiciones.

a) El conjunto de necesidades asociado al objeto debe ser menor o igual al

conjunto de necesidades original, ¥ x; > 0 entonces N(x;) < N.

b) Existe un precio positivo asociado con cada objeto,V x;, 3 pi tal que

piX; = 0 con p; # 0.

ii. El conjunto de mercancias es numerable y finito, lo representamos con el

natural k.
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iii. Las cantidades de cada mercancia se representan por numeros reales no

negativos.

iv. El precio asociado a cada mercancia es expresado por un real.

v. Los precios son parametros (es decir son dados y externos al problema de

eleccion) ya que ningn consumidor por si s6lo es capaz de modificarlos.

vi. El conjunto formado por los agentes econdmicos es finito en un periodo de

tiempo 1 y espacio e, dados.

vii. El conjunto de eleccién es, en consecuencia, un subconjunto no negativo del

espacio vectorial R¥,

viii. Entre las propiedades topoldgicas méas sobresalientes del conjunto eleccion

estan las de ser no vacio, convexo, cerrado y acotado inferiormente.
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1IV.B PREFERENCIAS Y RELACIONES BINARIAS

En la Teoria Econdmica se ha trabajado fuertemente sobre el tema de las preferencias por
ser crucial para definir la funcion de utilidad y por tanto el problema del consumidor. En
los comienzos Edgword y Mill de la escuela utilitarista introdujeron el concepto de utilidad
como una sustancia mensurable en términos de placer o pena. Sin embargo la teoria estaba
cargada de fuertes supuestos sobre la conducta de los consumidores. Pareto en 1896 recibio
el crédito por la idea de que una utilidad mensurable no era necesaria en la teoria de la
demanda. Slutsky en 1915 elaboro la primera teoria sistematica de la demanda sin el
concepto de utilidad mensurable. Hicks en 1939 demostré que el principio de utilidad
marginal decreciente no era necesario ni suficiente para que se cumpliera la ley de la

demanda.®

Sin embargo es Debreu en 1959, quien demuestra que los Axiomas que
desarrollaremos en este capitulo permiten la existencia de la funcion de utilidad, y solo
estos Axiomas. Es quien depurd la Teoria del Consumidor para establecer en cinco
supuestos claros y concretos las condiciones que deben satisfacer las preferencias sobre el
conjunto de eleccion para garantizar la existencia de una funcion de utilidad que represente

las preferencias del consumidor sobre el conjunto de eleccion. Y éste es un resultado por

> GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Adyanced Microeconomic Theory, Capitulo 1.
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demas impresionante ya que condensa los elementos suficientes para poder representar el

problema del consumidor a traves de un problema de optimizacion.

En el primer capitulo de esta Tesis se examinaron las relaciones sobre un
conjunto, esto nos es de utilidad ahora para representar las preferencias sobre el conjunto de

eleccion a través de este tipo de relaciones binarias.

Definiremos la relacion “tan o méas preferida que”, la cual denotaremos con el

simbolo z. Esta es la primera porque de ella deriva un importante par de relaciones. La
relacion Z toma dos elementos cualesquiera X, X’ del conjunto de eleccion X,

comparandolos de la siguiente manera x Z X’ que se lee: x es tan 0 mas preferida que x’.

Las preferencias sobre el conjunto de eleccion son una relacién binaria pues se

establecen tomando dos a dos de los elementos de ¥. Es claro en este momento que % esta
definida de ¥a ¥, esto es la relacion z=: ¥ — ¥ Entonces segln lo definido en el primer

capitulo Z es una relacién sobre un conjunto y entenderemos por (¥, Z) al conjunto de

eleccion de k-mercancias bajo la relacion de preferencia “tan o méas preferido que”.

Existen dos relaciones binarias de preferencia sobre el conjunto ¥ que se

derivan de la relacion =, la relacion de preferencia estricta y la relacion de indiferencia.
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Definicidn: Sea X el conjunto de eleccidon y sea ~ una relacion de preferencia sobre ¥ tal

que paratodos X, X’ € ¥, x ~ x’siysolosix Z X’ A X’ Z X.

Definicion: Sea X el conjunto de eleccidn y sea > una relacion binaria de preferencia tal

que paratodos x, x’ € X, x > x’siysolosix Z x’ A X" £ X.

Una interesante observacion sobre la definicién anterior es que se puede

reescribir de la siguiente forma: x > x’ si y solo si x = X A X + X. Enseguida

demostraremos este argumento.

Teorema I: Sea (X, >) entonces las siguientes definiciones son equivalentes
i) X>X'siysolosix Z xX* A X+ X,

ii) X>Xx'siysolosixZ x” A X £ X

Demostracion:

X>X'siysolosi XxZ xX” A X"+ x,siysolosi xZ xX* A [xZ X v X’ £ X]. Siysolosi

XZ X A X % xsiysolosi x> x’.
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Dado el conjunto de consumo ¥, sea x en ¥ entonces definimos los siguientes

subconjuntos de ¥,

Z(X):={x’ I x’e ¥ Ax" Z x }, el conjunto “tan o0 mas preferido que”.

>(X) :={X’ I X’ € ¥ AX’ > x}, es nombrado el conjunto “mejor que”.

~(X) ={X’ I X’ € ¥ AX ~ X'}, el subconjunto de ¥ llamado “indiferente”.

I(X) ={x" /X’ € ¥ Ax Z x’}, el conjunto “no mejor que”.

<(X) :={X’ I X’ € ¥ AX > X'}, denotado el conjunto “peor que”.
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1V.C AXIOMAS SOBRE LAS PREFERENCIAS

En el primer capitulo revisamos las propiedades de las relaciones sobre un conjunto

distinto del vacio asi como las propiedades de las relaciones de orden, veremos enseguida

que Z cumple con ser reflexiva, completa y transitiva. *

De acuerdo con la metodologia de este documento definiremos en términos de
la relacion z las propiedades de transitividad y completes. Exponiendo las implicaciones

que, sobre este enfoque de la conducta del consumidor, tienen estas propiedades. En la
notacion las remarcaremos con vérsales pues son fundamentales para el estudio de las

preferencias.

Cabe sefialar que en la mayor parte de los textos la transitividad, la completes y
otras pocas caracteristicas mas sobre las preferencias y el conjunto de eleccién son
Ilamadas Axiomas, dicha palabra se ocupa en matematicas para proposiciones que se

asumen y no estan sujetas a demostracion y sirven como base para teoremas.

4 El desarrollo de esta seccion dedicada a “los axiomas sobre las preferencias” tiene su referente bibliografico en:
GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, Capitulo 1. MAS-COLELL, ANDREU;
WINSTON, MICHAEL D. & GREEN, JERRY R. Microeconomic Theory, capitulos 1 y II. VARIAN, HALL R. Microeconomics
Abnalysis, capitulo VII. VILLAR, ANTONIO. I ecciones de Microeconomia, capitulos II, I11.
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Dado el desarrollo que hemos venido haciendo sobre la modelacion de la
conducta del consumidor y las convenciones sobre el modelo, estas propiedades llamadas
Axiomas son consecuencias inherentes o en otros casos restricciones -como es el caso de la
continuidad y la monotonicidad estricta-, que toman sentido por las convenciones hechas
sobre el fendmeno que estamos estudiando, que se trata de explicar el como un consumidor
tipico estructura su eleccion sobre un conjunto de combinaciones de mercancias, donde
para elegir necesita comparar, jerarquizar y ser consecuente con ese orden para al fin poder

establecer que cestas prefiere a otras.

IV.C-1 PRIMER AXIOMA: COMPLETES

Sea (¥, Z), VX, X’ € ¥secumplex Z X’ 0 X’ Z X

Segun lo que hemos estado estudiando sobre el conjunto de eleccion sabemos que nuestro
consumidor conoce un numero finito de mercancias y que puede formar cestas con
cualquier combinacion de cantidades positivas de estas mercancias. Sin embargo, si nuestro
consumidor no pudiese comparar las cestas ;Cdémo podria entonces elegir entre éstas? La
respuesta se encuentra en las preferencias sobre las mercancias, asi nuestro consumidor

tendré certeza al establecer si una combinacion le agrada mas que otra.

Es aqui donde cabe insertar la completes de la relaciéon Z sobre el conjunto de

eleccion, ya que ésta afirma que para cualquier par de cestas x, X’ que pertenezcan al
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conjunto de eleccién bajo la relacién z, se cumple que x es tan 0 mas preferida que x’, o lo

contrario x’ es tan o mas preferido que x. Entonces la completes de la relacion Z sobre ¥

implica todos los elementos del conjunto de eleccion son comparables, esto es que sin
importar que par de cestas se elijan siempre se sabra cual cesta es tan o0 mas preferida que la

otra para nuestro consumidor.’

IV.C-2 SEGUNDO AXIOMA: TRANSITIVIDAD

Sea (¥, Z), VX, x", X" € ¥sixZ x* A X’ Z X entonces X = x”’.

Sabemos que nuestro consumidor puede comparar cualquier par de cestas y establecer cual
es tan o mas preferida que otra. Si repite el proceso, usando esta vez una tercera cesta y
comparandola con las anteriores podra establecer la jerarquia, en cuanto a sus gustos, que
cada una de las cestas tiene sobre de las otras. Si nuestro consumidor es consecuente

entonces sus preferencias sobre el conjunto de eleccidn seran transitivas.

Entonces no es de extrafiar que si un consumidor tiene preferencias que
cumplan con ser completas y transitivas se diga que este consumidor tiene preferencias

racionales, pues racional es sindnimo de consecuente.

> Idem (4).
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El parrafo anterior implicitamente indica que puede darse el caso que las

preferencias no sean transitivas (Ix, x’, X" e X (X, X)) e Z A (X, X)) e = A (X, X")¢g

Z) 0 peor aun atransitivas (VXx, X', X" e X (X, x) e Z A (X, X)) e Z = (X,X")eg 2).

En tal caso no podria decirse que la conducta del consumidor es racional.®

Ahora demostraremos que las preferencias que cumplen los Axiomas | y Il

constituyen un preorden completo sobre el conjunto de eleccion.

En el primer capitulo demostramos que una relacion binaria R transitiva y
completa sobre un conjunto A es reflexiva. Como las preferencias son un caso particular de
las relaciones binarias sobre un conjunto esta demostracion seria inmediata como corolario,
sin embargo por la importancia que tiene en el analisis de las preferencias sobre el conjunto
de eleccion reelaboraremos la demostracion del primer capitulo con el objetivo de dejar

claro que las preferencias son un preorden completo sobre X.

Teorema I1: Sea Z una relaciéon de preferencia sobre el conjunto de eleccion, tal que la

relacion de preferencia es completa y transitiva. Entonces la relacion de preferencia es un

preorden completo sobre X.

® La racionalidad es definida con la satisfaccion de la completes y la transitividad en: MAs-COLELL,
ANDREU; WINSTON, MICHAEL D. & GREEN, JERRY R. Microeconomic Theory, capitulo I.
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Demostracion:

Por demostrar que Z es un preorden.

Sabemos que una relacién binaria R es un preorden sobre un conjunto A si es transitiva y
reflexiva. Por el Axioma Il sabemos que = es transitiva. Por demostrar entonces que = es

reflexiva.” Sean x, x’ e ¥tales que x = x’. Por lo tanto:

[x=X] A [X#X]

Por el Axioma | sabemos que Z es completa, entonces:

[X£X]A [X2X] = [XZX Vv X ZX]AX ZXV XZX]

Entonces tenemos dos casos:

i. X Z X" A X Z X. Porel Axioma I, la relacién de preferencia Z es transitiva,

lo que implica que x = x. Por lo tanto Z es reflexiva.

" Para ver la demostracion general revisar en: Primer Capitulo, Relaciones binarias, Orden total y parcial.
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ii. X’ Z X A X Z X’. Usando de nueva cuenta el Axioma I, la relacion binaria

Z es transitiva, entonces x’ = X’. Por lo tanto = es reflexiva.

Demostramos que los Axiomas | y Il de las preferencias sobre el conjunto de eleccion

implican que las preferencias son reflexivas.

Por lo tanto los Axiomas I y Il implican un preorden sobre X¥.

Concluimos que con preferencias transitivas y reflexivas entonces el conjunto de
eleccion es preordenado por Z. Evidentemente por el Axioma | las preferencias son
completas, por lo tanto los Axiomas | y Il implican un preorden completo de las

preferencias Z sobre el conjunto de eleccion ¥.
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IV.C-3 TERCER AXIOMA. CONTINUIDAD

Vvx e X, los conjuntos Z(x) y <(x) son cerrados.

Se asume que los conjuntos Z(x) y <(x) son cerrados con el objetivo de asegurar que el

conjunto indiferente ~(x) := {x /X’ € ¥, x’ ~ x} sea cerrado. Si los conjuntos Z(x) y 3(x)
son cerrados en X, entonces como vimos en el tercer capitulo, la interseccién arbitraria de

cerrados es cerrada por lo tanto como z(x) N 3(x) = ~(x), se concluye que el conjunto

~(X) es cerrado.

Si el conjunto indiferente fuera abierto entonces para todo punto en el conjunto
existiria una bola con centro en esa canasta y radio positivo enteramente contenida en el
conjunto indiferente lo que permitiria en principio que existieran zonas de indiferencia con
respecto a X. Aln si las preferencias son continuas es decir ain si el conjunto indiferente es
cerrado puede tener puntos interiores, es decir la continuidad en las preferencias no es

suficiente para garantizar que no existan zonas de indiferencia.

Otra conclusiéon inmediata es que por definicion sabemos que un conjunto es

cerrado si su complemento es abierto, luego el complemento en ¥ de Z(x) es el conjunto

<(x), [Z(X)]°= <(X); y obviamente el complemento en ¥ del conjunto <(X) es el conjunto
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mas preferido que >(x), [S(X)]° = >(x) de donde se concluye que los conjunto mas Yy

menos preferido que, <(x) y >(x), son abiertos.

El axioma de continuidad sobre las preferencias establece que el conjunto Z(x)

sea cerrado, por los conceptos revisados en el tercer capitulo sabemos que un conjunto

cerrado incluye a su frontera. Esto implica que con preferencias continuas para x, X’ € ¥

tales que x> Z x con x’ punto frontera del conjunto Z(x), por la definicién de punto
frontera pasa que: Ve >0 A B(X’, €) existe s € B(X’, €) tal que se[Z(X)]°, es decir que x =

s. Lo que dice este argumento es que si X’ es punto frontera del conjunto Z(x), no importa

el radio de la vecindad siempre existird en la vecindad una cesta s menos preferida que la

cesta X.

En el caso en que x’ sea un punto interior del conjunto Z(x), X’ Z X, entonces
Je; > 0 tal que B(X’, ¢;) esta enteramente contenida en Z(x), pues ésta es la definicion de

punto interior, por lo tanto existe t € B(x’, €) tal que t Z x. Intuitivamente la expresion

anterior quiere decir que las cestas muy cercanas a x” también seran preferidas a x.

Analiticamente la continuidad en las preferencias implica que para una sucesién

convergente de cestas de consumo contenida en ~(x) el limite de esta sucesion es una
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cesta contenida en el mismo conjunto porque el conjunto ~(X) es cerrado y los cerrados

contienen a todos sus puntos limite.

Por tanto la continuidad en las preferencias excluye los casos en que una
sucesion convergente de canastas enteramente contenida en alguno de los conjuntos

cerrados converja a una canasta perteneciente a otro conjunto. Intuitivamente si tenemos
una sucesion convergente de canastas {x*, X3, X3, ....} < Z(x), su limite existe y es una
canasta del conjunto porque este es cerrado. Este mismo ejemplo se puede utilizar para los

conjuntos indiferente ~(x) y menos preferido que <(x).

Es importante observar que si el conjunto ~(x) no fuera cerrado es decir si no se
cumpliera la continuidad en las preferencias no podriamos garantizar que cualquier
sucesion convergente en ~(x) tuviera su limite en el mismo conjunto pues solo los
conjuntos cerrados contienen a todos sus puntos limite. Lo que podria pasar bajo estas

condiciones es que la sucesion convergente de canastas {x*, X%, X3, ....} < ~(x) indiferentes

a x convergiera a las canastas tan o mas preferidas que X, Z(x); o las tan o menos preferidas

que X, 2(x).

A continuacién presentaremos uno de los resultados propios de esta Tesis, ya
que el avance hasta este punto de nuestro andlisis sobre ¥ nos permite proponer y
demostrar un teorema afirma que el conjunto de eleccion bajo los Axiomas de continuidad,

completes y transitividad, dado lo revisado en el tercer capitulo, es conexo.
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Teorema I11: Sea X el conjunto de combinaciones de mercancias bajo los Axiomas | - 111

sobre las preferencias, entonces ¥es conexo.

Demostracion: Sea x € X entonces por el Axioma de continuidad y el Teorema IV del
tercer capitulo, el conjunto ~(x) es cerrado de donde su complemento, los conjuntos >(x)
=X IX e XX > x} <X):={x" /X e ¥ x> x'} son abiertos ademas de ser disjuntos
por definicién. Por otro lado sabemos que dada una x € X el conjunto de eleccion es la
unién de tres conjuntos disjuntos ¥ = <(x) U ~(xX) U >(x). Por lo que para toda x € X el

conjunto de eleccion ¥ no es la union de dos abiertos disjuntos dos a dos.

Por lo tanto el conjunto de eleccion es conexo.
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1IV.C-4 CUARTO AXIOMA. NO SACIEDAD LocAL

Vx e ¥ A Ve >0 existe X’ e B(x, €) n Xtal que X’ > x.

La no saciedad local deja fuera absolutamente la posibilidad de que existan zonas de
indiferencia,® ya que establece que para toda cesta x en el conjunto de eleccién y para todo
radio € existe siempre en la bola con centro en x y radio € una cesta X’ que pertenece a la
bola y al conjunto de eleccidn tal que la cesta X’ es estrictamente mas preferida que la cesta
X. Asi gque no importando que cesta se elija ni tampoco que tan pequefia sea la bola siempre

habra en la bola una cesta mas preferida a x.

Una importante conclusion ligada con la no saciedad local es que no importa el
radio que se de ni la cesta que se elija siempre habra una cesta mas preferida que la dada

que pertenezca a la bola.

Teorema IV: Sea (¥, %) bajo el axioma de no saciedad local. Entonces el conjunto “mas

preferido que” es denso en X.

® GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, capitulo 1. VILLAR, ANTONIO. ecciones de
Microeconomia, capitulo I11.
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Demostracion: Por demostrar que >(x) es denso en X. Por la definicion de conjunto denso
y por la definicion de punto limite que expusimos en el tercer capitulo, sabemos que para

demostrar que >(x) es denso en ¥ debemos demostrar que cada punto de ¥ es punto

limite de >(x). Esto es, por demostrar que para toda x de ¥ cada vecindad de x contiene un

punto x’# x tal que X’ € >(x).

Sea el conjunto de eleccidn con preferencias que cumplen el axioma de no saciedad local y

sean X € ¥y &> 0, entonces por la no saciedad local existe X’ e B(X, ) n ¥ tal que x* >

X, por lo que x’ # X y también x’e >(x), como la eleccién de x y de ¢ fue arbitraria se
cumple, por lo tanto que para toda x € X, cada vecindad de x contiene un punto x’ # x tal

que x’ es punto de >(x). Entonces para todo x € ¥, x es punto limite de >(x). Por lo tanto,

>(X) es denso en X.

De hecho la no saciedad local asegura que los puntos del conjunto indiferente

son puntos limite del conjunto >(x). Ya que segun la definicion de punto limite x es punto

limite de >(x) si Ve >0 3 x’ € ¥tal que X’ € B°(X, €) N > (X).
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Ademas queda claro que como el conjunto indiferente es cerrado por la
continuidad en las preferencias y como el conjunto indiferente no posee puntos interiores
por la no saciedad local entonces todos los puntos del conjunto indiferente son puntos

frontera. Esto en términos de notacion: X’ € ~(X) si 'y solo si xX* € fr [~(X)].

De los parrafos anteriores se concluye que si las preferencias cumplen los
Axiomas | al VI entonces el conjunto de indiferencia ~(x) ;= {x/x’ € ¥, x ~ X’} esuna

curva en el conjunto de eleccion ¥ = R*".

Por lo que con estos Axiomas hemos podido construir de tal forma el conjunto
de indiferencia de x que se puede nombrar al conjunto ~(x) la curva de indiferencia de x en
el conjunto de eleccion X. Las curvas de indiferencia en el conjunto de eleccion no son otra

cosa que los conjuntos de indiferencia para cada x de conjunto de eleccion.

Es claro que como todo conjunto es una clase que el conjunto de indiferencia
de x también puede ser nombrada clase de indiferencia de x.° Si dos cestas x, X’ pertenecen
a conjunto de indiferencia de x también pertenecen al conjunto de indiferencia de X’ ya que
~(x) y el ~(x”) son el mismo conjunto, es decir, la misma clase, y por consecuencia tanto x

como X’ son representantes la misma clase.

Bajo preferencias completas, transitivas, continuas y con no saciedad local las

relaciones de preferencia determinan una particion sobre el conjunto de eleccion. Como

 VILLAR, ANTONIO. Lecciones de Microeconomia, Espafia, Antoni Bosh Editor, 1999, capitulo I11.
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ejemplo pensemos en las relaciones de preferencia {<, ~, >}, que bajo los Axiomas I al

VI.1, dividen al conjunto de eleccion en tres subconjuntos disjuntos entre si cuya unién es

el mismo conjunto de eleccidn.

Formalmente, sea ¥ = R** como X es distinto del vacio entonces existe el

conjunto de particiones P sobre X.

Es momento de presentar otro resultado propio de esta Tesis, pues enseguida

proponemos y demostramos el teorema que afirma que las relaciones de preferencia {<, ~,

>} son una particién sobre el conjunto de eleccion.

Teorema V: Bajo los Axiomas de las preferencias | al 1V, las relaciones de preferencia {<,

~, >} establecen una particién sobre X.

Demostracion:

Por demostrar que las relaciones de preferencia {<, ~, >}, que pertenece al conjunto de

relaciones de preferencia sobre el conjunto de eleccidn son una particion sobre el conjunto

de eleccion.

I. {<, ~, >}divide al conjunto de eleccién en conjuntos disjuntos dos a dos.
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Sean x, x” € ¥y fijemos a x entonces por la completes de la preferencias por la
completes en las preferencias sabemos que x y x’ son comparables, por la

continuidad y la no saciedad local el conjunto ~(x) es cerrado y los conjuntos

<(x), >(X) son abiertos. Hemos demostrado que x’ es mas preferido que x si y

solosix Z X’ AX £ xsiysolosix Z X A X+ X. Por lo tanto ~(X)n>(x) =

.

Por demostrar que <(X), ~(X) son disjuntos.

Por reduccién al absurdo. Supongamos que <(x) N ~(x) es distinto del vacio.

Entonces existe un X’ en <(X) N ~(x), lo que implica que X’ € <(X) A X’ €

~(Xx). Como las preferencias son continuas <(x) es abierto, por lo que todos sus

puntos son puntos interiores. Entonces x’ es punto interior <(x), por lo tanto
existe € > 0 tal que la bola con centro en x’ y radio e esta enteramente contenida

en <(x).

Esto es VpeB(X’, €), pe <(X). ...(i)
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Por otro lado como X’ € ~(X) y se cumple la continuidad en las preferencias
~(X) es cerrado, entonces sus puntos son puntos frontera o son puntos interiores.
Por la no saciedad local sabemos que el conjunto ~(x) solo contiene a sus
puntos frontera (el conjunto ~(X) no contiene puntos interiores, es decir, el

interior de ~(x) es el vacio).

Entonces como X’ pertenece al conjunto x’ es punto frontera de ~(x). Lo que
implica que Ve>0, B(x’,e) < ~(X)next ~(x). Esto es Ve > 0, si p € B(X’, €)
entonces p € ~(X) A p € ext ~(x). Como el interior de ~(x) es el vacio y ~(x) es
cerrado entonces ~(x) coincide con su frontera y el exterior de ~(x) coincide

con el complemento de X, esto es fr~(x)= ~(X) A ext~(X)= [~(X)].

Por lo que la expresion Ve>0, si p € B(X’, €) entonces p € ~(X) A p € ext
~(X). Lo que equivale a V>0, si p € B(X’, €) entonces p e~(X) A p € [~(X)].

Entonces el argumento anterior implica que no existe una ¢ > 0 tal que

VpeB(x’, €), pe<(X).

De donde V € >0 sip € B(x’, €) entonces p € ~(X) A pe [~(X)]. ...(ii)

Con las conclusiones i y ii llegamos a una contradiccién. Por que no existe una

¢ para la cual la bola no tenga puntos de ~(x). La contradiccion vino de suponer

que <(x) N ~(x) # ¢. De donde concluimos que <(x) ~(x) sin disjuntos.
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Por demostrar que los conjuntos >(x), <(x) son disjuntos. Por demostrar que

>X)N<(X)=¢

Supondremos que >(X)N<(X) # ¢. Entonces existe una canasta que Ilamaremos

X’ en la interseccion de estos conjuntos, esto es Ix’ € ¥ tal que X’ € >(X) A

X’ e <(X). Entonces si X’ € >(x) sucede que x’ &[> (x)]° por lo que x’¢ 3(x) lo

que significa que x” % x lo que implica que X’ X A X’*X. Si X’ X entonces

X’ ¢ <(X), lo que contradice nuestro supuesto.

Anélogamente si x’e <(x) entonces X’ ¢ Z(x). Lo que implica que X’+Xx A

x’+X. Contradiccion pues supusimos que xe >(X).

De donde es falso suponer que la interseccion de los conjuntos “mas preferido

que” >(X) y menos preferido que es diferente del vacio.

Por lo tanto >(X)N<(X) = ¢.

La unién de los conjuntos generados bajo {<, ~, >}es X.
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Supongamos que existe un x’ que pertenece a X pero que no pertenece ~(x),
>(X), <(x). Pero como las preferencias son completas x’ se puede comparar
con cualquier otra cesta de ¥ en particular con x. Como los complementos de

los conjuntos < (x), >(x) son los conjuntos Z (x), (x) respectivamente entonces

si X’ no esta en <(X) y no esta en >(x) entonces esta en la interseccion de los

complementos, por lo que X’ Z X A x Z X’. Lo que implica que X" € Z(x) N

<(x). Pero la interseccion es el conjunto indiferente x’eZ (X) N (X) = ~(x).

Contradiccidn pues supusimos que X no estaba en ~(X).

Por lo tanto la union de los conjuntos mas preferido que, indiferente y menos

preferido que es el conjunto de eleccion. >(X) U ~(x) U <(X) = ¥

Por lo tanto hemos demostrado que las relaciones de preferencia {<, ~, >} son

una particion sobre el conjunto de eleccién X

Es claro que {<, ~, >} no es la Unica particion generada por las relaciones de

preferencia sobre el conjunto de eleccion pues también esta la formada por {Z, <} que
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dividen al conjunto de eleccion ¥ en Z(x), y en su complemento <(x), y por esa razén

Z(X)N<(X) =g A Z(X)U<(X) =X

O la particion {<, >} que al igual que la anterior genera dos conjuntos <(X),
>(x) donde <(x) es complemento de >(x) por lo que su interseccion es vacia X(x) N >(X)

= @y su union es el conjunto de elecciéon 3(x) N >(x) = ¥

El Teorema VI es también fruto de esta Tesis, pues con los elementos
topoldgicos revisados en el Tercer Capitulo aplicados al conjunto de eleccion ¥ bajo
preferencias que cumplan los Axiomas de completes, transitividad, continuidad y no
saciedad local proponemos y demostramos que el conjunto de indiferencia de la cesta x es

un conjunto perfecto.

Teorema VI: Sea x € X, entonces el conjunto de indiferencia de x es un conjunto perfecto

bajo los Axiomas I-IV.

Demostracion: Recordemos que un conjunto E es perfecto si E es cerrado y si cada punto
es un punto limite de E. Por la continuidad en las preferencias hemos demostrado que el
conjunto de indiferencia es cerrado. Por probar que todas las cestas del conjunto de

indiferencia son puntos frontera del conjunto de indiferencia.
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Sea xe ¥ una cesta que en particular pertenece al conjunto de indiferencia de x, ~(x) y sea ¢

> 0. Entonces por la no saciedad local de las preferencias sobre el conjunto de eleccion ¥

M existe a € B(x, €) N ¥ tal que a > x. Por tanto, a ¢ ~(x).

De donde como la eleccion de x y de ¢ es arbitraria, y como probamos que si X € ~(X)

entonces x es punto limite queda demostrado que ~(x) es un conjunto perfecto.

Nos entusiasma presentar el Teorema VII que formulamos y probamos para
esta Tesis, la idea de este teorema se basa en que dada una cesta cualquiera x que pertenece

al conjunto de eleccion ¥, el conjunto de indiferencia de x es un conjunto infinito de cestas.

Teorema VII: Sea x € ¥ con X bajo los Axiomas I-1V. Entonces el conjunto de

indiferencia de la cesta x, esto es ~(x), no es un conjunto finito.

Demostracion: Hemos demostrado que el conjunto de indiferencia de la cesta x es un

conjunto perfecto, entonces todos sus puntos son puntos limite del conjunto ~(x). Tomamos

9 paratoda x € ¥ A Ve > 0 existe X’ e B(x, €) N Xtal que X’ > X
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una cesta p en ~(x) tal que p es punto limite, por lo tanto para € > 0 la vecindad con centro

en py radio g, V¢(p), contiene una infinidad de puntos del conjunto indiferente de x.

Por lo que queda demostrado que el conjunto indiferente de x no es finito, para toda cesta Xx.
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IV.C-5 QUINTO AXIOMA. MONOTONICIDAD ESTRICTA

VX, X" € ¥, si X’ > x entonces x” Z X. Mientras que si X’ » X entonces x” > X.

Este Axioma dice para todo par de canastas del conjunto de eleccion x, X’ si x’ tiene en
alguna (o algunas) de las k-mercancias una cantidad mayor a la que tiene la canasta x
entonces x’ seré tanto o mas preferida que la canasta x. Pero si la canasta x’ tiene en todas y
cada una de las k-mercancias cantidades mayores que las que tiene respectivamente en cada
una de las k-mercancias la cesta x, entonces la cesta x” es estrictamente mas preferida que

la cesta x.

Hasta este punto el consumidor podria haber preferido cestas que tuvieran
menos de alguna e incluso de todas las k-mercancias sin romper con la estructura

axiomatica que se habia planteado.*!

Es con la monotonicidad estricta sobre las preferencias del consumidor que se
condiciona a dicho agente a preferir las canastas que tengan mas de cada mercancia sobre

aquellas que tengan menos.

Con la monotonicidad estricta se queda fuera la posibilidad de que las curvas de

indiferencia con respecto a una cesta dada X, esto es el conjunto ~(x), tenga tramos que

11 Ver referencias en: GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, Capitulo 1. MAS-
COLELL, ANDREU; WINSTON, MICHAEL D. & GREEN, JERRY R. Microeconomic Theory, capitulos 1y II. VILLAR,
ANTONIO. [ecciones de Microeconomia, capitulos II, I11.
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suban formando montafas. Asegura que el conjunto “mas preferido que” este por arriba

del el conjunto “menos preferido que”.

Teorema VII1: Monotonicidad estricta implica no saciedad local.

a) Monotonicidad estricta. Vx, X’ € ¥, si X’ > x entonces X’ = X. Si X’ » X

entonces X* > X.

b) No saciedad local. Vx e ¥ A Ve > 0 existe x’e B(X, €) n ¥tal que x” > x.

Demostracion: Sea x € X, y sea >0 entonces B(X, €) N ¥ = ¢. Sea X' € B(x, €) n Xtal

que X’ > x entonces X’ Z x por la monotonicidad estricta sobre las preferencias. También

sabemos que x” Z x siy solosi X’ > X v X’ ~ X. Portanto si pasa X’ > X cOmo X, € son

arbitrarias se demuestra que la monotonicidad estricta implica saciedad local.

Sea x € ¥ y sea €>0 entonces B(x, €) N ¥ = ¢. Por la monotonicidad estricta
sobre las preferencias, sea xX’* € B(x, ) N ¥tal que X’* » x entonces x’ > x. Como la
eleccion de x y de ¢ fue arbitraria entonces lo anterior vale Vx € ¥ A Ve > 0 por lo tanto
VX eX¥ A Ve> 0 existe X” € B(x, €) n Xtal que x” > x. Por lo tanto monotonicidad

estricta implica no saciedad local.
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IV.C-6 SEXTO AXIOMA. CONVEXIDAD Y AXIOMA CONVEXIDAD ESTRICTA

° AXIOMA DE CONVEXIDAD

VX, X’ e ¥ AV A el0,1],six’ Z xentonces AX’ + (1-A)x = x e ¥

) AXIOMA DE CONVEXIDAD ESTRICTA

VX, X’ € ¥ AV L€ (0,1),si x> xentoncesAx” + (L-A)x > x e X

La convexidad expresa el gusto de los consumidores por la variedad,™ esto es una si la
canasta X’ es tanto o mas preferida que la canasta x entonces una combinacion entre estas

dos, es tanto o mas preferida que la cesta x.

La diferencia entre la convexidad y la convexidad estricta es que la convexidad

permite elegir lamda también en los extremos. Asi, bajo la preferencias convexas es posible

que el consumidor elija a x” en el caso en que A = 1 pues la expresion Ax” + (1 - A)x Z X se
convierte en 1x” + (1 - 1)x £ x entonces x’ + 0x Z X, por lo que x’Z X. Es claro que la
convexidad también permite elegir a x al tomar A = 0, pues en ese caso AX’ + (1 - L)X = X

=0x"+(1-0)xZ x = 0x’+1x Z X, portantox Z X’.

"2 VARIAN » HALL R. Microeconomics Analysis, capitulo VII. VILLAR, ANTONIO. Leciones de Microeconomia, capitulos 1I,
111
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Analiticamente este Axioma garantiza que la forma del conjunto de indiferencia
tenga una curvatura ligeramente opuesta al origen. La inclusion de la convexidad como un
Axioma sobre las preferencias tiene un caracter analitico,*® pues con este Axioma la
pendiente a lo largo del conjunto de indiferencia no incrementa al desplazar el analisis entre

cestas indiferentes.

De esta forma la estricta convexidad en las preferencias asegura que la razén de
cambio a la que esta dispuesto a intercambiar el consumidor una unidad de la mercancia i
por alguna de las k-1 mercancias restantes es constante o decreciente, dejando fuera la
posibilidad de que esta razon de cambio sea creciente. Con la satisfaccion de la convexidad
analiticamente se garantiza que el conjunto de indiferencia tenga lo que en lenguaje de la

teoria econdmica se conoce como la tasa marginal de sustitucion no creciente.

Observemos que con preferencias completas, transitivas, continuas,
monétonamente fuertes y estrictamente convexas sobre el conjunto de eleccién ¥ = R
podemos concluir que la razén de cambio a lo largo del conjunto de indiferencia de x es la

tasa marginal de sustitucion a lo largo de la curva de indiferencia de x.

" GEOFFREY A JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, capitulo 1. VILLAR, ANTONIO. Leciones de
Microeconomia, capitulo I11.
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1IV.D SINOPSIS

En este capitulo desarrollamos la Teoria de las Preferencias sobre el conjunto de eleccion
que son una coleccién de seis Axiomas que Debreu demostrd son los suficientes para
garantizar la existencia de una funcion de utilidad que represente las preferencias y que

pueda ser usada en un problema de optimizacion.

I. Analizamos la completes y la transitividad que permiten comparar las canastas

del conjunto de eleccién.

ii. Estudiamos los Axiomas analiticos: continuidad, no saciedad local vy

monotonicidad estricta. Que nos permitieron dar una estructura topoldgica
adecuada para los conjuntos Z(x) y <(x) y por tanto para definir la estructura

topoldgica del conjunto indiferente de x.

Ii. Concluimos que ~(x) es cerrado solo contiene a sus puntos frontera y es una

curva dentro del conjunto de eleccién y que por tanto no existen zonas de

indiferencia dentro de las clases de indiferencia.

Iv. Demostramos que las relaciones de preferencia {<, ~, >} son una particion

sobre | conjunto de eleccion.
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V. Con la convexidad sobre las preferencias garantizamos que la pendiente a lo
largo de la curva de indiferencia sea no creciente, esto es garantizamos que la
tasa marginal de sustitucion de la mercancia i por la mercancia i-1 sea no

creciente.
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CONCLUSIONES

Fueron dos propositos los que nos justificaron para crear este Capitulo de Conclusiones:

PRIMERO. Evidenciar como nuestra hipotesis fue confirmada al reunir en esta Tesis
conceptos, teoremas y demostraciones de diversas ramas de la matematica que son soporte
de las demostraciones de las diez proposiciones expuestas en nuestra hipdtesis v,
desarrolladas en esta Tesis de acuerdo al avance del marco matematico y tedrico. Estos
resultados propios se concentran fundamentalmente en el Cuarto Capitulo, ya que siete de
los ocho teoremas de este capitulo son propuestos y probados por nosotros. Nuestros

teoremas propuestos y demostrados son:

Del Tercer Capitulo.

. Teorema I1: El conjunto de eleccién ¥ no es un subespacio vectorial de R*.
. Teorema VIII: Existe un conjunto B en el conjunto de eleccion ¥ tal que B es
cerrado.
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. Teorema XI11: El conjunto de eleccion ¥ tiene un nimero infinito de cestas.

Del Cuarto Capitulo.

. Teorema I: Sea (X, >) entonces los siguientes definiciones son equivalentes: [x

> X'siysolosixZ X’ AX* Z X]A[x > X siysolosix Z x> A X"+ X].

. Teorema I1: Sea la relacion de preferencia sobre el conjunto de eleccién tal que
la relacion de preferencia es completa y transitiva. Entonces la relacién de

preferencia es un preorden completo.

. Teorema I1l: Sea ¥ el conjunto de combinaciones de mercancias bajo los

Axiomas I-111 sobre las preferencias, entonces ¥es conexo.

. Teorema IV: Sea (¥ =Z) bajo el axioma de no saciedad local. Entonces el

conjunto “mas preferido que” es denso en X.

. Teorema V: Las relaciones de preferencia {<, ~, >} establecen una particion
sobre X.

. Teorema VI: El conjunto de indiferencia es un conjunto perfecto bajo los
Axiomas I-1V.
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. Teorema VII: El conjunto de indiferencia de x, ~(x), no es un conjunto finito.

SEGUNDO. Mostrar la importancia de toda la labor matematica realizada en esta Tesis. Asi
a lo largo de este Capitulo de conclusiones expusimos los nexos entre el conjunto de
eleccion y todas y cada una las definiciones matematicas, que en cada caso consolidadas
por teoremas y demostraciones nos permitieron ofrecer en un solo documento un marco

instrumental s6lido para la comprensién formal del conjunto de eleccidn.

El tema central de esta Tesis fue el conjunto de eleccion del consumidor representativo. El
propdasito fue analizar desde una perspectiva matematico-teodrica al conjunto de eleccion de
k-mercancias del consumidor representativo. Nuestro interés en abordar un tema basico de
la ensefianza microecondmica fue reunir en este trabajo los elementos matematicos y

tedricos que formalicen su comprension.

A manera de resefia recalcaremos como hicimos evidente que el conjunto de
eleccion de k-mercancias del consumidor representativo, el cual denotamos por X, esta

ligado a una amplia gama de conceptos matematicos que sirven de base a la estructura de la

Teoria del Consumidor.

Recordemos que los objetivos de esta Tesis fueron:
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e Estudiar desde un enfoque matematico-tedrico el conjunto de eleccion de
k-mercancias del consumidor representativo.

e En paralelo al estudio del conjunto de eleccion incluir los teoremas y
conceptos matematicos  ligados a este tema para comprenderlo
formalmente.

e Enfatizar la estrecha relacién entre la matematica y la teoria econémica.

A diferencia de otros textos microecondmicos, en esta Tesis se expusieron
detalladamente las definiciones, teoremas y, lo mas importante, las demostraciones,
necesarias, todas, para que en este documento exista el soporte formal de las definiciones
usadas como marco matematico en el apartado de la Teoria del Consumidor que se ocupa

de ¥

Entonces, los elementos de caracter matematico vinculados, por la propia Teoria del
Consumidor, al conjunto de eleccion del consumidor representativo fueron explicita y
extensivamente desarrollados por nosotros en esta Tesis, para mostrar a través de Teoremas
y de sus rigurosas demostraciones la relevancia del uso del concepto matematico en los

supuestos sobre el conjunto de eleccidn.

Para cumplir con el objetivo propuesto de analizar el conjunto de eleccion del

consumidor representativo para k-mercancias trabajamos en la siguiente linea: elaboramos

el concepto de mercancia a través de una proposicion, lo que nos permitié definir el
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conjunto de mercancias M. Explicamos detalladamente porque el conjunto de cantidades
positivas de una mercancia cualquiera es equivalente al conjunto #". A través del sentido
comdn y de los conceptos sobre la equipotencia en los conjuntos, mostramos que el
conjunto de mercancias M, es finito y numerable con cardinalidad k. Establecimos en
consecuencia, apoyados en estos argumentos de sentido comun, matematica y teoria, que
operar con el conjunto de eleccién ¥ es equivalente a trabajar con <, por lo que ¥ =
R . Analizamos al conjunto de eleccién como: conjunto, subconjunto de un espacio
vectorial y espacio métrico. Por ultimo, estudiamos los Axiomas de las preferencias sobre
conjunto de eleccion desarrollando las demostraciones de la mayor parte de las

proposiciones de nuestra Hipotesis.

Citando lo dicho en la introduccién al realizar una lectura rapida de esta Tesis se
sabe que los tres primeros capitulos abordan al conjunto de eleccion desde distintas
perspectivas de la matematica. Por lo que analizamos a ¥ desde: la Teoria de Conjuntos, el
Algebra Lineal y el Analisis Matematico, ofreciendo siempre las definiciones, teoremas y
demostraciones pertinentes, para formar un marco matematico instrumental coherente y
compacto que permita una lectura continua. En el Cuarto Capitulo se evidencia la
necesidad del conocimiento de los conceptos y resultados estudiados en los tres capitulos
previos y, el como estos conocimientos confluyen para abordar el tema de las preferencias
del consumidor sobre el conjunto de eleccion de k-mercancias lo que nos permitio

demostrar nuestra Hipotesis.
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Hemos dicho que el Primer Capitulo aborda con formalidad y detenimiento dos
temas: Conjuntos y Relaciones Binarias. Estableciendo un marco de referencia matematico
solido a través de la definicion axiomatica de conjunto, que como explicamos consta de
siete axiomas: existencia, extension, esquema de comprension, del par, union, del conjunto
potencia y fundacion. Esta definicion axiomatica de conjunto es la base enteramente formal
para asegurarnos que, en el Segundo Capitulo, la definicién de mercancia propuesta por
nosotros definiera un conjunto. Asi logramos definir el conjunto de mercancias y, después
de una amplia reflexion, el conjunto de eleccién de k-mercancias del consumidor

representativo.

Como lo hemos dicho, en el Primer Capitulo se considerd incluir el tema de
relaciones binarias, porque matematicamente es el tema consecutivo al de conjunto. Ya
que una vez que queda asegurada la existencia de conjuntos por la definicién axiomatica de
conjuntos entonces, nos es permitido relacionar dos elementos que pertenezcan

respectivamente a cualesquier par de conjuntos.!

De esta manera elaboramos un extenso apartado sobre el tema de relaciones
binarias, que avanzd sisteméaticamente desde el dominio y codominio de una relacion a
relaciones sobre un conjunto. Estos apartados nos fueron muy Utiles en el Cuarto Capitulo
al hacer evidente que las preferencias sobre ¥ son un tipo de relaciones binarias. De tal
forma las preferencias sobre el conjunto de eleccion son una relacion binaria, pues se

establecen tomando de dos a dos los elementos de ¥ Asi estudiamos la relacion ““tan o

! De hecho como revisamos extensamente en este Primer Capitulo se pueden relacionar los elementos de un
mismo conjunto.
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mas preferida que”, Z. La relacién Z toma dos elementos cualesquiera x, x’ de Xy los

compara, por lo que x Z x’, significa que x es tan o mas preferida que x’. Haber
desarrollado el tema de las relaciones binarias sobre un conjunto nos permitio, en el

Cuarto Capitulo dejar en claro que Z esta definida de X¥a X, esto es, la relacion =: ¥ — X

Entonces segn lo definido en el Primer Capitulo Z es una relacién sobre un conjunto por

lo que convenimos en llamar a (¥, %), el conjunto de eleccién de k-mercancias bajo la

relacion de preferencia “tan o mas preferido que”. 2

Otro tema revisado en el Primer Capitulo imprescindible para el cuarto, es el de las
propiedades que pueden poseer las relaciones sobre en conjunto. En este apartado
estudiamos detenidamente a cada una de estas propiedades: reflexividad, no-reflexividad,
arreflexividad, simetria, no-simetria, asimetria, antisimetria, transitividad, no-transitividad
e intransitividad. Ademéas también nos ocupamos en el Primer Capitulo de temas tan
sensibles para el estudio de las preferencias como son: las relaciones de orden, preorden,
orden total, orden parcial y orden estricto. Y con vistas a lo que se iba a tratar en el Cuarto
Capitulo elaboramos y demostramos en el Primer Capitulo el Teorema IV: Sea (A, R) si la
relacion R es transitiva y lineal entonces R es reflexiva. Asi en el Cuarto Capitulo, se hace

uso de todo este marco conceptual, cuando se exponen los primeros dos axiomas de las

preferencias: el Axioma |: Completes: sea (¥, <), VX, X’ € ¥secumplex Z X’ 0 X’ Z X; Y,

Revisamos también en el Cuarto Capitulo que existen dos relaciones binarias de preferencia sobre el

conjunto ¥ que se derivan de la relacién z, estas son la relacion de preferencia estricta y la relacion de
indiferencia.
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el Axioma Il: Transitividad: sea (¥, Z), VX, X', X" € ¥six Z X’ A X’ Z X’ entonces X =

x’’. De tal forma que usando los temas referidos del Primer Capitulo y el Teorema IV de

este mismo capitulo, propusimos y demostramos en el Cuarto Capitulo el Teorema Il: Sea
< una relacion de preferencia sobre el conjunto de eleccion tal que la relacion de

preferencia es completa y transitiva.® Entonces la relacion de preferencia es un preorden

completo sobre X.

Dos temas del Primer Capitulo son las relaciones de equivalencia y las clases de
equivalencia que también se vinculan con el Cuarto Capitulo. Como desarrollamos en el
Primer Capitulo el concepto de relacion de equivalencia se basa en el conocimiento del
tema de las propiedades que pueden poseer las relaciones sobre un conjunto, ya que R es
una relacion de equivalencia sobre un conjunto A=¢ < R es reflexiva, simétrica y
transitiva. Por su parte la clase de equivalencia del elemento x € A, se definié como el

conjunto de todos los elementos de A equivalentes a x. Esto es [x] ={ye R/y ~ x}.

Expusimos en estos dos apartados del Primer Capitulo la demostracion de varios
teoremas, uno de los cuales es el Teorema I: Si dos clases de equivalencia contienen el
mismo elemento entonces son la misma clase; y otro particularmente importante es el
Teorema Il: Sea ~ una relacién de equivalencia sobre X. Entonces X/~ es una particion de
X. Este postulado lo usamos en el Cuarto Capitulo para proponer y demostrar el Teorema

V: Bajo preferencias completas, transitivas, continuas y con no-saciedad local, las

relaciones de preferencia { <, ~, ~/establecen una particion sobre ¥.

% Esto implica que la relacién de preferencia cumple los Axiomas | y 11 de las preferencias sobre ¥

199



A diferencia del primero, el Segundo Capitulo se enfrasca en los conceptos teoricos
primarios que nos conducen al conjunto de eleccion. Los temas guia de este capitulo son la
definicion de mercancia, el conjunto de mercancias, el conjunto de numeros asociado a las
cantidades de una mercancia, el nimero de mercancias que el consumidor representativo
conoce en el periodo T, que nos permiten converger al concepto que describe al conjunto de
todas las combinaciones de cantidades no negativas de las k-mercancias, es decir, al

conjunto de eleccion de k-mercancias del consumidor representativo.

Con base en el apartado de conjuntos del Primer Capitulo nos aseguramos, en el
Segundo Capitulo, de proponer una definicion formal de mercancia, la relevancia de esta
definicion radica en que proporciona la propiedad necesaria para definir un conjunto, el
conjunto de mercancias M. Nuestra definicion dice lo siguiente: Sea N el conjunto inicial
de necesidades del consumidor. Un objeto i se entendera como mercancia, si dado N, se
cumple que: a) ¥'x; >0 entonces N(x;) <N; A b) Vx;, 7pital que pix; >0 con p; = 0.
Donde x; representa la cantidad x de la mercancia i; N(x;) es el conjunto de necesidades

asociado a la cantidad i del objeto x, ademas donde p; es el precio p asociado al objeto i.

En el Segundo Capitulo una vez que construimos el conjunto de mercancias M
como el conjunto de los objetos que cumplen la definicion de mercancia propuesta, nos
concentramos en el conjunto de nimeros que puede representar a las cantidades de una
mercancia. Con este objetivo en mente* y a través de un ejercicio reflexivo, dedujimos que

dados los fines del que modela y el periodo de estudio el conjunto de nimeros que puede

* Una vez que descartamos los nlimeros negativos para representar a las cantidades de una mercancia.
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representar a las cantidades de una mercancia varia desde el conjunto de los nimeros
enteros al conjunto de los numeros racionales, hasta los nimeros irracionales y, por tanto,
concluimos que usar el conjunto de los nimeros reales no negativos para representar las
cantidades de una mercancia resulta Gtil para el que modela porque permite usar cualquier

periodo de estudio .

Siguiendo los objetivos de esta Tesis, en el Segundo Capitulo incluimos los
conceptos matematicos de grupo y campo, para poder abordar seguido de estos la definicion
axiomatica de los nimeros reales. De tal forma, expusimos con detenimiento los axiomas
de adicion, multiplicacion, orden y del supremo que posee el conjunto de los nimeros
reales. Ademas presentamos una serie de teoremas con sus respectivas demostraciones
sobre los racionales e irracionales. Asi con el Teorema | del Primer Capitulo el cual
afirma: Ningun racional tiene un cuadrado igual a 2, mostramos como ya lo hacian los
griegos la existencia de los ndmeros irracionales. Ademas, era de importancia que
hiciéramos notar que los irracionales son cerrados bajo las operaciones de adicion y
multiplicacion, como lo hicimos patente en el Teorema Il: Sean re® con r =0 y X
irracional. Entonces r+x y rx son irracionales. Con esta simple estructura matematica
construimos y demostramos uno de los primeros resultados propios de esta Tesis enunciado

en el Teorema I1l: Sea i una mercancia y p; un racional entonces pix; es un real.

También relacionado a la estructura de los nimeros reales nos ocupamos en el

Segundo Capitulo del Axioma del supremo, por su uso como material analitico basico para

el tema de convergencia de sucesiones del tercer capitulo, asi presentamos el Teorema IV:
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Supongamos que S es un conjunto ordenado con la propiedad de minima cota superior
supongamos que B < S, B # ¢, B es acotado inferiormente. Sea L el conjunto de todas las

cotas inferiores de B. Entonces « = inf B.

El Teorema IV del Segundo Capitulo fortalece la comprension del Axioma del
supremo y ademas es vinculo para otro interesante postulado que emplea el concepto de
subcampo para relacionar al conjunto de los nimeros racionales con el de los reales y, este

es el Teorema V: Existe un campo ordenado # el cual tiene la propiedad de minima cota

superior, ademés $ contiene a los racionales @ como subcampo.

En la siguiente seccion del Segundo Capitulo comenzamos el tema del nimero de
mercancias que el consumidor representativo conoce en el periodo de tiempo t, esto quiere
decir que nos ocupamos de la cardinalidad del conjunto M. Utilizando de nueva cuenta un
ejercio reflexivo concluimos que en un periodo de tiempo y espacio dados, el consumidor
representativo puede elaborar un listado de todas las mercancias que conoce y, que por lo
tanto, bajo estas condiciones, el nimero de mercancias que el consumidor representativo

conoce es finito.

Por si mismo el concepto finito nos conduce a un tema matematico muy interesante
el de equipotencia y finitud en conjuntos. Explicamos en el Segundo Capitulo que para
poder abordar este tema era preciso ocuparnos primero de un tipo especial de relaciones: las
funciones. Ya que la equipotencia necesita del conocimiento del concepto de biyeccidn,

para llegar a éste sin huecos era necesario exponer las definiciones de funcion, composicién

202



de funciones, imagen inversa, funcion inyectiva y funcion sobreyectiva. Lo que

I6gicamente, nos condujo a presentar estos dos teoremas con sus demostraciones: Teorema
VII: Sean f: A — B A g: B — C funciones, entonces g o fesunafuncion ADg.s=Df

1 (Dy). Teorema VIII: Una funcion es invertible si sélo si es inyectiva.

Asi fue como el tema de funciones® incluido en el Segundo Capitulo nos sirvi6
como preambulo para estudiar los conjuntos equipotentes y entonces presentamos la
siguiente definicion: Sean dos conjuntos A 'y B. A es equipotente a B si y solo si existe una
funcion biyectiva f de A sobre B. De donde, si f es una biyeccidn entonces los conjuntos A
y B tienen el mismo namero de elementos o también se dice que A y B tienen la misma
cardinalidad. En este contexto también presentamos una definicion que en su primer inciso

afirma lo siguiente: Sea J el conjunto de todos los enteros positivos: J = Z'. Entonces para
cualquier conjunto A decimos que A es finito si A ~ Jn para algun n. Esto es si hay una

biyeccidn entre A y Jn entonces A es finito.

Con este marco matematico estuvimos en condiciones de proponer y demostrar un
resultado importante propio de esta Tesis el Teorema 1X del Segundo Capitulo: Si M es el
conjunto de mercancias, Z el conjunto de los enteros no negativos, Jx = {1, 2,..., K} c £y
es f una funcidn tal que f: M — Ji, entonces f es una biyeccion. Entonces con el Teorema

IX demostramos que el conjunto de mercancias M es finito.

> Claro esta, sin olvidarnos de los temas de conjuntos y relaciones.

203



Al seguir adelante con el tema de la equipotencia del Segundo Capitulo, incluimos
cuatro teoremas importantes,® cuyas demostraciones establecen el cimiento necesario para
abordar estos dos, Teorema XIV: El conjunto de los numeros racionales es contable.
Teorema XV: Sea A el conjunto de todas las secuencias cuyos elementos son los digitos 0 y
1. El conjunto A es no contable. EI primero demuestra que el conjunto de los numeros
racionales contable, por tanto infinito. A diferencia del Teorema XIV el siguiente, trata
sobre la cardinalidad de los reales, demostrando que los numeros reales son un conjunto
infinito no contable. Entonces, por consecuencia de estos dos teoremas, el conjunto de los

nameros irracionales es infinito no contable.

También es obvio que los Teoremas XIV y XV, al tratar sobre el conjunto de los
nameros racionales y de los nimeros reales, se vinculan a una seccion anterior de este
mismo capitulo, que aborda el tema del conjunto de nimeros que puede representar a las
cantidades de una mercancia. Pues como acordamos, el conjunto de los nimeros reales no

negativos es el mas Util para representar a las cantidades de una mercancia.

Solo una vez que recorrimos todo este proceso de definiciones, teoremas y
demostraciones de los dos primeros capitulos es que estuvimos en condiciones de afirmar
que: Si i es una mercancia, segun la definicion establecida en este capitulo, y si M es el

conjunto de mercancias de cardinalidad k, donde x; es la cantidad x del bien i donde x e 97",

® Teorema X: Cada subconjunto infinito de un conjunto contable A es contable. Teorema XI: Sea {En}, n =
{1, 2,...}, una secuencia de conjuntos contables y sea S = Unw=1 E,. Entonces S es contable. Teorema XlI:
Supongamos que A es a lo més contable y para cada o € A, B, es a lo mas contable. Si T = SN

B, entonces T es a lo mas contable. Teorema XIII: Sea A un conjunto contable y sea B, el conjunto de todas
las n-adas (a,..., o,) donde o € A, conk € {1, 2,..., n} y los elementos oy, ..., a, No necesitan ser distintos.
Entonces B, es contable.
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entonces el conjunto de eleccién de k-mercancias ¥es equivalente a %" Esta reflexion es

la primera del Tercer Capitulo al gue nombramos: El conjunto de eleccidn.

Una segunda reflexion de este Tercer Capitulo, trata sobre los elementos del
conjunto de eleccion de k-mercancias, estos elementos son llamados cestas. Cada cesta es
una posible combinacion de cantidades de todos y cada uno de las k-mercancias.
Concluimos que el consumidor siempre tiene en cuenta a todas las k-mercancias al tiempo
de pensar en una cesta. Como lo explicamos, el consumidor puede armar una cesta en la
gue no desee cantidad alguna de las k-mercancias, x; = 0, Vi <k; y puede requerir cestas
en las que solo desee cantidades positivas de un sola mercancia y cero de las demas k-1
mercancias (X1, X2, ..., Xi, ..., X) conxi =0y x;=0 Vj=iconi,je{l,2, ...,k}yasiir
construyendo las cestas hasta aquellas en las que requiera cantidades positivas de todas las
k mercancias y, como sabemos, las combinaciones son infinitas y no contables pues
nuestro consumidor puede elegir cualquier nimero real positivo para asociarlo a cada una

de las k mercancias.

Ya que establecimos que el conjunto de eleccion de k-mercancias ¥ es equivalente
a 97, procedimos a estudiar el conjunto ¥ desde dos ramas distintas de la matematica.
En primer término, desde la perspectiva del Algebra Lineal donde propusimos y
demostramos que el conjunto de eleccidn de k-mercancias no es un subespacio vectorial de
R*. En segunda instancia, examinamos detenidamente propiedades que pertenecen al
Analisis Matematico relacionadas al conjunto de eleccion X, partiendo de su equivalencia

con R**, por lo que estudiamos a ¥como un espacio métrico.
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El apartado nombrado el espacio vectorial % del tercer capitulo exponemos la
definicion de espacio vectorial e incluimos, en el Teorema I, la demostracion detallada de
que KX es un espacio vectorial. Rapidamente este tema nos condujo al de subespacio
vectorial y fue facil para nosotros proponer y demostrar otro resultado propio de esta Tesis,
el Teorema |, que afirma lo siguiente: El conjunto de eleccion ¥ no es un subespacio
vectorial de %" Asi demostramos que el conjunto de eleccién no es cerrado bajo la

multiplicacion por un escalar, por lo tanto ¥ no es un subespacio vectorial.

La seccion B del Tercer Capitulo, nombrada Topologia de $ es extensa y
enriquecedora, también es base para muchos de los argumentos que se usan en el cuarto
capitulo al tratar los Axiomas sobre las preferencias. En el tema Topologia de %
incluimos: abiertos y cerrados en espacios métricos, conjuntos en espacios meétricos y

puntos limite, secuencias, conexidad y por Ultimo compactos en espacios métricos.

Definimos espacio métrico como un conjunto C tal que para cada par de elementos
X, Yy gque le pertenezcan se le asocia una funcion real d(x, y) que cumple: d(x, y)=0y d(X, y)
=0 x=y, dx,y) =d(y, x) ademas de d(x, z) < d(X, y) +d (y, z). Entonces, (C, d) es

nombrado espacio métrico y d(x, y) la funcidn distancia o métrica.

Notamos que #% es un espacio métrico, pues dada una funcién distancia satisface la

definicion. Lo anterior nos condujo a una conclusion importante, por la correspondencia
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planteada entre el conjunto de eleccion ¥y R** las métricas —es decir, las funciones

distancia- de #% son las métricas del conjunto de eleccién %

En la seccién de abiertos y cerrados en # incluimos una amplia coleccién de
definiciones que aplican para espacios métricos y por que por tanto son validas para R¥y
para el conjunto de eleccion de k-mercancias. Trabajamos mucho en parafrasear algunas de
las definiciones en términos del conjunto de eleccion y sus elementos con el fin de hacer

evidente el nexo entre el tema de los abiertos y cerrados en %y ¥

Dentro de las definiciones importantes que estudiamos esta el concepto de
vecindad. Asi en el Tercer Capitulo quedo claro que si ¥ es el conjunto de eleccion de k-
mercancias, dada una canasta x € ¥ existe una vecindad V,(x) la cual encierra a todas las

cestas q € X tales que d(x, ) < & donde ¢ es el radio de V¢(x).

Otra definicion trascendente fue la de punto limite de un conjunto. Asi expusimos
que dado E — X Entonces x € ¥ es punto limite del conjunto de cestas E, si para cada
vecindad V¢(x) se cumple que q € V,(x) para una combinacion de bienes q diferente de la

combinacion x.

Una definicion particularmente imprescindible es la de conjunto cerrado, asi dentro
del conjunto de eleccion ¥ -por ser un espacio métrico- un subconjunto de cestas E se dice
cerrado si E contiene a todos sus puntos limite. En otras palabras, usando la definicion de

punto limite, si para cada vecindad V,(x) de la combinacién de bienes x, se cumple que la
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cesta g € V¢(X) para una combinacion de bienes q diferente de la combinacién x. Entonces

la cesta x pertenece a E.

La definicion de conjunto cerrado se usa en el Axioma de continuidad sobre la
preferencias, revisado en el Cuarto Capitulo, en este axioma se asume que el conjunto “tan
mas preferido que” y “el conjunto tan o menos preferido que” -subconjuntos del conjunto

de eleccion ¥- son cerrados.

Para poder ofrecer una demostracion muy Uutil que relaciona el concepto de
conjuntos cerrados con el de continuidad en las preferencias se brindaron las definiciones
siguientes: Sean A tal que A < ¥ A a € A, entonces la cesta a es punto interior del
conjunto de canastas A si existe una vecindad B(a) con centro en la cesta a y radio ¢ tal
que esta vecindad esta enteramente contenida en A, B.(a) c A. Sea E — ¥, entonces E es un
conjunto de cestas abierto, si todas las cestas de E son puntos interiores de E. Esto es si Ve
e E < ¥ JB.(e) tal que B.(e) < E. Un conjunto de cestas es cerrado si su complemento es

abierto; entonces si E es un subconjunto cerrado de cestas del conjunto ¥ entonces el

complemento de E, es decir E° = ¥ \E, que es el conjunto de eleccién menos las cestas que

pertenecen a E, es abierto. Por tanto todas las cestas de ¥ \E son puntos interiores.

Con las definiciones del parrafo anterior y con el Teorema Il del Tercer Capitulo el

cual prueba que si C es un espacio métrico y U, es abierto en C, para a en algun conjunto

de indices A. Entonces U = U__ U, es abierto. Se demuestra que la interseccion de
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conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, argumento del Teorema 1V: Sea C un espacio

métrico. Si Fzson conjuntos cerrados para b en algin conjunto de indices B. Entonces F =

M, . Fpes cerrado.

Aseguramos que el contenido del Teorema IV del Tercer Capitulo es causa del
Axioma de continuidad de las preferencias sobre el conjunto de eleccion X, que revisamos
detenidamente en el Cuarto Capitulo. Ya que al suponer el Axioma de continuidad de las
preferencias sobre el conjunto de eleccidn que el conjunto “tan 0 menos preferido que” y
“el tan o mas preferido que” son cerrados, su interseccion es, por consecuencia del
Teorema IV del Primer Capitulo, un conjunto cerrado, asi se demostramos que el conjunto

indiferente es un conjunto cerrado.

Como explicamos en el Cuarto Capitulo que el conjunto indiferente sea cerrado
implica a su vez por la primera definicion de conjunto cerrado, que el conjunto indiferente
contiene a todos sus puntos limite. Ahora usando el concepto de convergencia de una
sucesion expresado en el Teorema XVIlLiv del Tercer Capitulo que dice: Si E es un
subconjunto del conjunto de eleccion X y si la canasta m es punto limite de E, entonces

existe una secuencia de canastas {M} en el conjunto de canastas E tal que la cesta m es

igual al limite de la secuencia de combinaciones de bienes {My}, estoes m =1lim__ M.

Esto es, para el caso del conjunto indiferente, toda sucesion de cestas convergentes

enteramente contenidas en el conjunto indiferente posee un limite que pertenece al
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conjunto indiferente, por que este conjunto es cerrado. Por tanto, el limite de una sucesion

de cestas indiferentes entre si, es una cesta indiferente.

El Axioma de continuidad sobre las preferencias examinado en el Cuarto Capitulo
acarrea consigo el término intuitivo de “cercania” que se vincula con los conceptos

matematicos de conjunto cerrado y frontera e interior de un conjunto, revisados en el
Tercer Capitulo. Sabemos que preferencias continuas establecen que el conjunto Z(x) sea
cerrado, ahora un conjunto es cerrado si contiene a su frontera. Por lo tanto para toda cesta

X’ que pertenezca a la frontera del conjunto = (x) por el Axioma de continuidad pasa que x’

Z X. Luego atendiendo a la definicién de punto frontera sucede que: Ve > 0 A B(X’, €)

existe s € B(x’, ) tal que se[Z(x)]", es decir que x Z s. Lo que dice este argumento es

que si X” es punto frontera del conjunto Z(x), no importa el radio de la vecindad siempre
existira en la vecindad una cesta s menos preferida que la cesta x. En el caso en que X’ sea

un punto interior del conjunto Z(x), x> Z X, entonces Jg; > 0 tal que B(x’, €;) esta

enteramente contenida en Z(x), pues ésta es la definicion de punto interior, por lo tanto

existe t € B(x’, €) tal que t = X. Intuitivamente la expresion anterior quiere decir que las

cestas muy cercanas a X’ también seran preferidas a x.

También en la seccion de abiertos y cerrados del Tercer Capitulo, elaboramos y
demostramos otro Teorema que esta estrechamente ligado al anterior. Como sabemos por lo

desarrollado en esta Tesis, mientras que el Axioma de continuidad de las preferencias
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supone cerrados dos subconjuntos especiales de ¥, el conjunto “tan o mas preferido que” y
el “tan o menos preferido que”, nosotros hacemos evidente por medio del Teorema VIII del
Tercer Capitulo que: existe un conjunto B en el conjunto de eleccion ¥ tal que B es
cerrado. La demostracion se basa en probar que dada una bola cerrada enteramente

contenida en ¥esta bola cerrada es un conjunto cerrado.

El Teorema XV de este Tercer Capitulo se relaciona también con el concepto de

conjunto cerrado. Dicho Teorema se refiere a las propiedades que posee la cerradura de un
conjunto, asi por ser ¥ un espacio métrico, relaciona a todo conjunto E de ¥ un conjunto E
cerrado con propiedades particulares. Especificamente el Teorema XV afirma que: Si C es

un espacio métrico y E < C, entonces: £ es cerrado, E = £si y solo si E es cerrado y por

ultimo £ < F para cada conjunto cerrado F < C tal que E < F. Como hemos demostrado,

en el Teorema VIII de este capitulo, en el conjunto de eleccidn existen conjuntos cerrados,
entonces por definicion de conjunto cerrado, existen en ¥ conjuntos abiertos. También
demostramos que dado el Axioma de continuidad sobre las preferencias, el conjunto de
indiferencia es cerrado, de donde el conjunto de indiferencia coincide con su cerradura y
es el conjunto cerrado méas pequefio que contiene al conjunto de indiferencia. Dentro de
este contexto los conjuntos ““mas preferido que” y ““menos preferido que” por definicion de
conjunto cerrado y el Axioma de continuidad sobre las preferencias, son en consecuencia
conjuntos abiertos y, de acuerdo al Teorema XV la cerradura del conjunto “mas preferido

que” es el conjunto “tan o mas preferido que” y la cerradura del conjunto ““menos

preferido que” es el conjunto “tan 0 menos preferido que™.
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Conjunto denso y punto limite son dos conceptos revisados en el Tercer Capitulo,
asi sabemos que un conjunto es denso en un espacio métrico C, si cada punto de C es un
punto limite de E, o un punto de E o ambos. Por otro lado, p es punto limite de un conjunto
E si cada vecindad de p contiene a un punto q = p tales que q € E. Estas dos definiciones
nos indujeron a proponer y demostrar en el Teorema IV del Cuarto Capitulo que si las

preferencias sobre el conjunto de eleccion cumplen el Axioma de no saciedad local,
entonces el conjunto ~(x) es denso en X. La prueba consistié en mostrar que cada cesta del
conjunto de elecciéon es un punto limite del conjunto “mas preferido que”. Entonces
probamos que para toda bola con centro en una cesta x que pertenezca a X, entonces esa
bola contiene puntos del conjunto >(x). Por lo tanto, elegimos una cesta x € ¥y un radio

e>0 arbitrarios y probamos que cada vecindad de x contiene una cesta x’# X tal que X’ €

>(x), lo que se cumple precisamente por el argumento del Axioma de no saciedad local que

afirma: Vx € ¥ A Ve > 0 existe x’e B(X, €) n ¥ tal que x” > x.

En el Tercer Capitulo explicamos que no todos los subconjuntos cerrados del
conjunto de eleccion ¥ son conjuntos perfectos, pues los conjuntos cerrados pueden
contener puntos que no sean puntos limite. EI concepto de conjunto perfecto nos condujo
en el Cuarto Capitulo a proponer y demostrar en el Teorema VI que el en conjunto de
eleccion existen conjuntos perfectos. Teorema VI: El conjunto de indiferencia de x, ~(x);
es un conjunto perfecto bajo los Axiomas de las preferencias del | al 1V. La idea de la

demostracion radica en que no hay zonas de indiferencia en el conjunto indiferente,
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demostramos en el Cuarto Capitulo que el conjunto de indiferencia es cerrado entonces en
el Teorema VI ademéas demostramos que todos los puntos del conjunto indiferente son
puntos frontera y, por lo tanto, el conjunto de indiferencia bajo preferencias que cumplan
los Axiomas de completes, transitividad, continuidad y no saciedad local, es un conjunto

perfecto.

El concepto matemético de conjunto convexo es simple y significa que para
cualquier par de puntos de un conjunto, si la recta que los une esta enteramente contenida
en el conjunto, entonces éste es convexo. De forma sencilla utilizando que ¥ es
subconjunto del espacio vectorial R* en el Tercer Capitulo desarrollamos otro de los
resultados propios de esta Tesis, asi propusimos y demostramos el Teorema V el cual

afirma que: El conjunto de eleccion X es convexo.

En términos de la Teoria del Consumidor, el uso que se le da al concepto de
conjunto convexo esta dirigido a los Axiomas sobre preferencias, esto lo explicamos
detenidamente en el Cuarto Capitulo cuando estudiamos el Axioma VI que trata sobre la

convexidad de las preferencias. La convexidad’ es utilizada del modo siguiente: Vx, x” € ¥

AV L el0,1],six Z xentonces AX’ + (L-A)x = x e ¥

Analiticamente el Axioma VI sobre las preferencias en su versién estricta garantiza

que la forma del conjunto de indiferencia tenga una ligera curvatura opuesta al origen.

7 . . . . .

En el Cuarto Capitulo explicamos que la convexidad expresa el gusto de los consumidores por la variedad
esto es una si la canasta x’ es tanto o méas preferida que la canasta x entonces una combinacién entre estas dos
es tanto o mas preferida que la cesta x.
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Con este Axioma VI, la pendiente a lo largo de la conjunto de indiferencia no incrementa al

desplazar el analisis de una cesta indiferente a otra.

Entonces la estricta convexidad en las preferencias asegura que la razon de cambio,
a la que esta dispuesto a intercambiar el consumidor una unidad de la mercancia i por una
de alguna de las otras k-1 mercancias, es constante o decreciente, dejando fuera la

posibilidad de que esta raz6n de cambio sea creciente.

Una conclusion que vertimos en el cuarto capitulo sobre este tema es que con
preferencias completas, transitivas, continuas, monotonamente fuertes y estrictamente
convexas sobre el conjunto de eleccién ¥= R " la razén de cambio a lo largo del conjunto
de indiferencia de la cesta x es la tasa marginal de sustitucion a lo largo de la curva de

indiferencia de la cesta x.

También en esta seccién de conjuntos abiertos y cerrados en % del Tercer Capitulo
incluimos dos teoremas sobre vecindades. Teorema VI: Toda bola (vecindad) es convexa y
el Teorema VII: Cada vecindad es un conjunto abierto. El primero, para reforzar el
concepto de conjunto convexo y, el segundo, por su importancia al ser usado en los

Teoremas XIV y XV de este mismo capitulo. El Teorema XIV enuncia: Sea C un espacio

J_r . . . k .
metrico. Si Uy, Ua,..., Uk son abiertos en C, entonces el conjunto U = /1 _, E; es abierto;

es decir, que la interseccion finita de abiertos es un conjunto abierto. Por su parte el

Teorema XV afirma que Si U < % un conjunto abierto, entonces existe una cantidad

oo

contable de intervalos abiertos I; disjuntos dos a dos tal que U= C/“_ ;.
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Por Gltimo en esta seccién de conjuntos abiertos y cerrados en % agregamos dos
teoremas sobre conjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados, estos son el
Teorema IX: # es abierto y cerrado, y el Teorema X: % es abierto y cerrado. Estos

teoremas se vinculan con la seccion de conexidad de este mismo Tercer Capitulo.

El Tercer Capitulo es el méas extenso de esta Tesis por la necesidad de exponer en él
conceptos, teoremas y demostraciones claves que estdn estrechamente vinculados al
conjunto de eleccidn. Dentro de esta logica, otro tema importante lo incluimos en la seccion
de conjuntos en espacios métricos y puntos limite. Un primer postulado dentro de este
apartado es el Teorema XI: Sea el C espacio métrico y sea E < C. Si p es un punto limite de
un conjunto E entonces cada vecindad de p contiene una infinidad de puntos de E; este
Teorema junto con el Teorema XlI: Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limite,
nos condujeron a proponer y por supuesto demostrar el Teorema XlII del Tercer Capitulo

el cual afirma que: El conjunto de eleccion ¥ tiene un nimero infinito de cestas.

La importancia de los Teoremas XI y XII del Tercer Capitulo salta a la vista de
nueva cuenta, ya que en el Cuarto Capitulo nos permitieron proponer y demostrar otro
resultado propio de esta Tesis el Teorema VII que postula lo siguiente: El conjunto de
indiferencia de x no es un conjunto finito. La conexién se halla en que segin hemos
concluido: bajo los Axiomas sobre las preferencias de completes, transitividad, continuidad

y no saciedad local, para una xeX, el conjunto de indiferencia de la canasta x es un

conjunto cerrado, por tanto ~(x) contiene sus puntos limite. Por el Teorema XII sabemos
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que un conjunto finito de puntos no tiene puntos limite y por el Teorema Xl si la
combinacion de bienes p es punto limite del conjunto ~(x), como ~(x) es cerrado, entonces
p € ~(X) y se cumple que V¢(p) contiene una infinidad de combinaciones de bienes que

pertenecen a ~(x).2

Ahora usando el concepto de convergencia de una sucesion expresado en el Teorema
XVIL.iv del Tercer Capitulo que dice: Si E es un subconjunto del conjunto de eleccién ¥ y
si la canasta m es punto limite de E, entonces existe una secuencia de canastas {M,} en el

conjunto de canastas E tal que la cesta m es igual al limite de la secuencia de

combinaciones de bienes {My}, estoes m =lim_ M.

Esto es, para el caso del conjunto indiferente, toda sucesion de cestas convergentes
enteramente contenidas en el conjunto indiferente posee un limite que pertenece al
conjunto indiferente, por que este conjunto es cerrado. Por tanto, el limite de una sucesion

de cestas indiferentes entre si, es una cesta indiferente.

Dentro del tema de sucesiones incluido en el Tercer Capitulo destaca el Teorema
XVI que condensa cuatro argumentos muy utilizados al tiempo emplear la convergencia de
sucesiones, que como vimos esta fuertemente vinculada al tema de cerrados y abiertos en

97y al Axioma de continuidad sobre las preferencias. Pues como afirma el Teorema XVII

8 . . . . “ . . . @
Demostraciones analogas se pueden realizar para los conjuntos “tan o mas preferido que” y “tan o menos
preferido que”.
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parafraseado en términos del conjunto de eleccion, si {Mn} es una secuencia de canastas
contenida en el conjunto de eleccion ¥: La sucesion {M} converge a lacestam € ¥ siy
solo si cada vecindad de la combinacion de mercancias m, V¢(m) contiene todas las
combinaciones de mercancias de la secuencia excepto un namero finito de ellas. Si las
canastas m, m’ pertenecen a Xy si la sucesion de canastas {M,} converge a la cesta my
también a la cesta m’ entonces m y m’ son la misma combinacién de bienes. Si la sucesion
de combinaciones de bienes {M,} converge, es decir si existe una canasta m en el conjunto
de eleccion tal que m es limite de la sucesién {M,}, entonces la sucesién de canastas {M,}
es acotada. El que la sucesion de canastas sea acotada quiere decir que existe una H > 0 tal

que las distancias de la cesta m a las cestas m, para n € {1, 2,...} son menores o iguales
que H, concretamente {M,} es acotada si 3H > 0 tal que d(m, m,) < H, Vn € {1, 2,...}. Si

E es un subconjunto del conjunto de eleccion ¥ y si la canasta m es punto limite de E,
entonces existe una secuencia de canastas {M,} en el conjunto de canastas E tal que la

cesta m es igual al limite de la secuencia de combinaciones de bienes {M,}, esto es m =

lim M.

En el Tercer Capitulo desarrollamos el tema que tarta la conexidad en espacios
métricos, en una expresion simple un espacio métrico es conexo si podemos decir que ese

espacio es de una sola pieza. La definicion afirma que un espacio métrico C es conexo Si

dados dos conjuntos Ay B,A B =CsiysélosiA’ "B 6 A nB’es novacio. Asi en el
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Tercer Capitulo incluimos las demostraciones de cuatro teoremas® sobre conexos, que
abarcan del Teorema XX al XXIIl y que nos permitieron elaborar y demostrar en el Cuarto
Capitulo otro de los resultados propios de esta Tesis el Teorema Ill: Sea X el conjunto de
todas las combinaciones de cantidades de bienes bajo los Axiomas de completes,
transitividad y continuidad, entonces ¥ es conexo. En la demostracion usamos el Axioma
de continuidad sobre las preferencias, pues como ya demostramos dada una cesta X € ¥

este Axioma 'y el Teorema IV del Tercer Capitulo implican que el conjunto de indiferencia

es cerrado, luego su complemento los conjuntos >(x) y <(x) son abiertos. Por tanto para
toda x en el conjunto de eleccién, pasa que ¥ es la unién de los conjuntos ~(x), >(X) y

<(x). Asi concluimos que X es conexo ya que para toda x € ¥ se cumple que el conjunto

de eleccion no es la union de dos conjuntos abiertos disjuntos.

Entonces por la demostracion del Teorema Ill del Cuarto Capitulo sabemos que ¥
es conexo Yy por el Teorema XXII del Tercer Capitulo sabemos que si X es conexo implica
que los Unicos subconjuntos de ¥ que son abiertos y cerrados son ¥y ¢; también implica
que X¥no puede ser expresado como la unién de dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios;
y ademas implica que no existe una funcion continua sobre X a un espacio discreto que
contenga mas de un punto. Bajo los supuestos del Teorema Il del Cuarto Capitulo y por el

Teorema XXIII del Tercer Capitulo se cumple que: la imagen continua de Xes conexa.

% Teorema XX: La recta real es un espacio métrico conexo. Teorema XXI: Un espacio topolégico C es
conexo si y sélo si no es la unidn de dos subconjuntos abiertos disjuntos no vacios. Teorema XXII: Sobre
un espacio C son equivalentes las condiciones siguientes: C es conexo. Los Unicos subconjuntos de C
que son abiertos y cerrados son C y ¢.C no puede ser expresado como la union de dos conjuntos abiertos
disjuntos no vacios. No existe una funcidn continua sobre C a un espacio discreto que contiene mas de un
punto. Teorema XXIII: La imagen continua de un conexo es conexa.
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El dltimo tema del tercer capitulo es el que trata de conjuntos compactos en
espacios métricos, lo incluimos como un apartado de carécter adicional en nuestro analisis
del conjunto de eleccion ya que existen muchos interesantes resultados aplicables a ¥y
también por lo sencillo de las pruebas de estos resultados. Comenzamos este apartado con
la definicion de cubierta abierta para poder ofrecer la definicion de conjunto compacto y de
inmediato aplicarlos a ¥ Asi una cubierta abierta de un conjunto de cestas K en el
conjunto de eleccion ¥ es la coleccion {G,} de subconjuntos abiertos de cestas en X tales

que el conjunto K esta contenido en la union de los conjuntos de cestas abiertos G,, para a

en un conjunto de indices, E < U G, Un subconjunto de canastas K del conjunto de

eleccion X, es compacto si cada cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita que
contiene a K. Esto es si {G,} es una cubierta de K entonces existen a,..., a, tales que K <

Gal U... uGan.

Las demostraciones de los Teoremas XXIV-XXVII del Tercer Capitulo™® prueban,

respectivamente, que para el conjunto de eleccion ¥ se cumple:

o Si C es un subconjunto finito combinaciones de bienes de ¥ entonces el conjunto
de cestas C es compacto. Por lo que cada cubierta abierta de C (la coleccion {G.}

de subconjuntos abiertos de cestas en ¥ tales que el conjunto C esta contenido en la

10 Teorema XXIV: Sea C un espacio métrico entonces todo conjunto finito en C es compacto. Teorema XXV:
Subconjuntos compactos en espacios métricos son cerrados. Teorema XXVI: Subconjuntos cerrados de
conjuntos compactos en espacios métricos son compactos. Teorema XXVII: Si F es cerrado y K compacto
entonces F n K es compacto.
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union de los conjuntos de cestas abiertos G,, para o en un conjunto de indices,

contiene una subcubierta finita que contiene a C.

o Si E « ¥ y E es un conjunto de canastas compacto en X entonces E es un

subconjunto de combinaciones de bienes cerrado.

o Sea C < ¥ tal que C es compacto. Si B es un subconjunto de cestas cerrado del
conjunto de eleccion X tal que B < C, entonces el conjunto de combinaciones de
bienes B es compacto. Esto es para toda cubierta abierta de B existe una subcubierta

finita que contiene a B.

o Sean Fy K contenidos en el conjunto de eleccién ¥, tales que el conjunto de cestas
F es cerrado y el conjunto de cestas K es compacto entonces el conjunto de
combinaciones de bienes F » K es compacto. Para {G,} cubierta de K entonces

existen ay,..., a, tales que F N K < Go, U ... UGy,

En el Cuarto Capitulo empleamos implicita y explicitamente los conceptos,
teoremas, demostraciones y conclusiones revisados a lo largo de esta Tesis aplicando estas

herramientas al estudio de las preferencias sobre el conjunto de eleccién.
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Consideramos que incluir el tema de las preferencias es una excelente forma para
probar el vinculo existente entre los conceptos matematicos y tedricos que rodean al

conjunto de eleccion, comprobando asi la hipétesis de esta Tesis.

El Cuarto Capitulo lo comenzamos examinando el concepto de preferencia tomado

de Villar y Geoffrey.' Concluimos que las preferencias son relaciones sobre un conjunto,*?

tema que se discutié en el Primer Capitulo. La relacién < sobre el conjunto de eleccion
queda denotada por <: ¥ — X Dos relaciones binarias de preferencia sobre el conjunto ¥
se desprenden de =, una es la relacion de preferencia estricta que se define como: sea ¥el
conjunto de eleccion y sea .~ una relacion binaria de preferencia tal que para todos x, x” €
X x >x'siysolosix £ x* & x” Z x. La segunda relacion es la relacion de indiferencia:
Sea ¥ el conjunto de eleccion y sea ~ una relacién de preferencia sobre ¥ tal que para

todos x, X’ € ¥, x ~x’siysolosix < x* A X’ < X.

Con base en estas definiciones formulamos y demostramos otro de los resultados

propios de esta Tesis, el Teorema | del Cuarto Capitulo el cual enuncia lo siguiente: Sea

(¥, ~)entonces las siguientes definiciones son equivalentes: [x > X’ si y solo si X < X’ A

X" ZX] A [x >x siysolosix < x A x* » x]. Comenzamos la demostracion

B VILLAR, ANTONIO. [ ecciones de Microeconomia, Espafia, Antoni Bosh Editor, 1999, capitulo 1II. GEOFFREY A
JEHLE Y PHILIP RENY. Advanced Microeconomic Theory, Estados Unidos, Editorial, Addison Wesley. Capitulo 1.

12 Este vinculo entre las preferencias y las relaciones sobre un conjunto ya lo hemos considerado en estas
conclusiones.
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suponiendo que x > x’, por la definicién de preferencia estricta esto ocurre solo si x Z X’

A X+ X. Por la definicién de indiferencia es equivalente ax = x> A [x Z X v X’ % X].

Lo anterior sucede si y solo si: x = x> A X’ % X. Si y solo si por la definicién de

preferencia estricta x > X’.

En el Cuarto Capitulo abordamos detenidamente uno a uno los seis Axiomas de las
preferencias sobre ¥, mismos que dieron nombre a los siguientes apartados del Cuarto
Capitulo: completes, transitividad, continuidad, no saciedad local, monotonicidad estricta
y convexidad. Los Axiomas actian como un marco analitico clave para el desarrollo
instrumental del modelo y son un referente de la forma en que el consumidor representativo
estructura su eleccion sobre ¥, donde para elegir necesita comparar, jerarquizar y ser

consecuente con ese orden para al fin poder establecer que cestas prefiere a otras.

Por otra parte, a lo largo de este Capitulo de Conclusiones hemos recalcado en
detalle los nexos entre los tres primeros capitulos y los Axiomas sobre las preferencias, por
esta razén enseguida solo realizaremos una semblanza de los Axiomas incluyendo otros

resultados que aun no hemos presentado en estas conclusiones.

El primer Axioma es el de Completes: Sea (¥, <), VX, x” € ¥se cumple x < X’ 0 X’

< X, asi la completes sobre (¥, Z) implica que todos los elementos del conjunto de eleccion

son comparables, esto es que sin importar que par de cestas se elijan siempre se sabra cual
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cesta es tan o mas preferida que la otra para nuestro consumidor. EI Axioma de
Transitividad afirma que: Sea (¥, <), vx, X', X" € ¥six < x> A X £ x”’ entonces X <

X”’. De esta forma explicamos que la transitividad implica que si al proceso de comparar se
anexa una cesta mas, el consumidor podra establecer la jerarquia de esta cesta en relacion a
las otras dos. Si el consumidor es consecuente entonces sus preferencias sobre el conjunto

de eleccion seran transitivas. Con estos los Axiomas | y Il revisados fue que elaboramos y

demostramos el Teorema Il del Cuarto Capitulo que afirma: Sea (X, <) bajo los Axiomas |

y Il entonces < constituye un preorden completo sobre el conjunto de eleccion.

Los vinculos del Axioma de Continuidad que afirma: vx e ¥, los conjuntos <(x) y

3(x) son cerrados, los hemos estudiado ya ampliamente en estas conclusiones, asi el

objetivo tedrico de este Axioma es asegurar que el conjunto ~(x) sea cerrado. Si el

conjunto indiferente fuera abierto entonces para todo punto en el conjunto existiria una
bola con centro en esa canasta y radio positivo enteramente contenida en el conjunto
indiferente, lo que permitiria en principio que existieran zonas de indiferencia con respecto
a x. Concluimos también que aun si las preferencias son continuas, es decir aun si el
conjunto indiferente es cerrado, este conjunto puede tener puntos interiores, es decir la
continuidad en las preferencias no es suficiente para garantizar que no existan zonas de

indiferencia.
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El Axioma de Continuidad sobre las preferencias tiene por consecuencia que: Ve >

0 AB(X’, &) existe s € B(x’, &) tal que se[<(X)]°, es decir que x < s. En el caso en que X’

sea un punto interior del conjunto Z(x), existe t € B(x’, &) tal que t < x. Es decir, que las
cestas muy cercanas a X’ también seran preferidas a x. EI Axioma de continuidad también
implica que para una sucesion convergente de cestas de consumo contenida en ~(x) el

limite de esta sucesion es una cesta contenida en el mismo conjunto.

Con el Axioma de continuidad del Cuarto Capitulo y el Teorema IV del Tercer

Capitulo propusimos y demostramos el Teorema Il del Cuarto Capitulo que dice: Sea (¥,

<) Axiomas | - 111 sobre las preferencias, entonces ¥es conexo.

El Axioma de no saciedad local afirma que: x e¥ A Ve> 0 existe X’ e B(X, &) N
Xtal que x’ > x. Este Axioma deja fuera absolutamente la posibilidad de que existan zonas

de indiferencia ya que establece que para toda cesta x en ¥y para todo radio &, existe
siempre una cesta estrictamente mas preferida a x que pertenece a la bola con centro en x y

radio e.

Como consecuencia del Axioma de no saciedad local y de dos conceptos del Tercer
Capitulo: conjunto denso y punto limite, propusimos y demostramos en el Teorema IV del
Cuarto Capitulo otro de los resultados propios de esta Tesis: el conjunto “mas preferido

que” es denso en ¥.
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Otra conclusién que obtuvimos como consecuencia del Axioma de no saciedad local

es que los puntos del conjunto indiferente son puntos limite del conjunto >(x). Ya que
segun la definicién de punto limite: x es punto limite de ~(x) si Ve>0 7x’  ¥tal que X’

e B°(X, &) N > (X).

Ademas como ya explicamos, el conjunto indiferente es cerrado por consecuencia
del Axioma de continuidad sobre las preferencias y por el Teorema 1l del Tercer Capitulo,
luego como el conjunto indiferente no posee puntos interiores por la no saciedad local
entonces todos los puntos del conjunto indiferente son puntos frontera. Esto en términos de
notacion es: X’ e ~(x) si y solo si X’ e fr[~(x)]. Por lo tanto, el conjunto indiferente es una

curva en el conjunto de eleccidn.

Un resultado relacionado con los Axiomas de completes, transitividad, continuidad y

no saciedad local, es el que plasmamos al proponer y demostrar el Teorema V: Bajo los

Axiomas de las preferencias | al VI, las relaciones de preferencia { <, ~, ~/establecen una

particién sobre ¥. Entonces probamos que las relaciones {<, ~, >} dividen a ¥ en tres

subconjuntos disjuntos entre si cuya unién es el conjunto de eleccién.™

B3 En el Cuarto Capitulo aclaramos que {<, ~, >} no es la Gnica particiéon generada por las relaciones de
preferencia sobre el conjunto de eleccién pues también esta la formada por {Z, <} que dividen al conjunto de
eleccion ¥en Z(x), y en su complemento <(X), y por esa razén Z(X)N<(X) = ¢ A Z(X)u<(x) = X
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El Teorema VI del Cuarto Capitulo es también fruto de esta Tesis pues con los
elementos topoldgicos revisados en el Tercer Capitulo aplicados al conjunto de eleccion
bajo unas preferencias que cumplan los Axiomas de completes, transitividad, continuidad y
no saciedad local, nosotros propusimos y demostramos, en el Teorema VI, que el conjunto

de indiferencia de la cesta x es un conjunto perfecto.

El Teorema VII del Cuarto Capitulo lo formulamos y probamos para esta Tesis. La
idea de este Teorema se basa en que, dada una cesta cualquiera x que pertenece a X,
entonces ~(X) es un conjunto infinito de cestas. EI Teorema VII afirma que: Sea x € ¥, con
preferencias que cumplen los Axiomas I-1V. Entonces el conjunto de indiferencia de la

cesta X, esto es ~(x), no es un conjunto finito.

El Axioma de monotonicidad estricta, fue el quinto revisado en el Cuarto Capitulo y

este Axioma afirma que: vX, x’ € ¥, si X’ >x entonces X’ < X. Mientras que si X’ » X

entonces X’ > X. Es decir, que para todo par de canastas del conjunto de eleccion x y x’, si

X’ tiene en alguna (o algunas) de las k-mercancias una cantidad mayor a la que tiene la
canasta x entonces X’ serd tanto o mas preferida que la canasta x. Pero si la canasta X’ tiene
en todas y cada una de las k-mercancias cantidades mayores que las que tiene
respectivamente en cada una de las k-mercancias la cesta X, entonces la cesta X’ es

estrictamente mas preferida que la cesta x.

Una conclusion importante relacionada con el Axioma de monotonicidad estricta, es

que hasta este Axioma, el consumidor podria haber preferido cestas que tuvieran menos de
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alguna e incluso de todas las k-mercancias sin romper con la estructura axiomatica que se
habia planteado. Con el Axioma de monotonicidad estricta queda fuera la posibilidad de
que las curvas de indiferencia con respecto a una cesta dada x, esto es el conjunto ~(x),
tenga tramos que suban formando montafias. La monotonicidad estricta asegura que el

conjunto “mas preferido que™ esta por arriba del conjunto ““menos preferido que™.

Incluimos en este apartado la demostracion del Teorema VIII, que afirma:
Monotonicidad estricta implica no saciedad local. La demostracion la realizamos

proponiendo una x € ¥y una e>0 arbitrarias, para que al utilizar el Axioma de

monotonicidad estricta la existiera una cesta x’” € B(X, €) n ¥, tal que X’ » X entonces x’’

> X. Por lo que esta afirmacion vale para toda x € ¥ y para toda £ > 0, lo que implica que

VX e ¥ A Ve >0 existe X’ € B(X, €) n ¥tal que x”” > X, donde este argumento es justo el

Axioma de no saciedad local.

El dltimo tema del Cuarto Capitulo es el Axioma de convexidad, en sus dos

versiones convexidad: vk, X’ € ¥ A V1 €0, 1], si X’ < x entonces AX" + (1 - )X & X €

X; y convexidad estricta: vx, X’ € ¥ A V4 (0, 1), si X’ > x entonces AX’ + (1 - )x > X

e X
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Este Axioma™ es de caracter analitico pues como explicamos al tratar el tema de
conjuntos convexos en estas conclusiones, el Axioma de convexidad estricta asegura que la
pendiente de la curva de indiferencia sea no positiva, garantiza que la forma del conjunto
de indiferencia tenga una ligera curvatura opuesta al origen. Asegura que la razon de
cambio, a la que esta dispuesto a intercambiar el consumidor una unidad de la mercancia i
por una de alguna de las otras k-1 mercancias, es constante o decreciente, dejando fuera la

posibilidad de que esta raz6n de cambio sea creciente.

Por lo tanto, con preferencias completas, transitivas, continuas, mon6tonamente
fuertes y estrictamente convexas sobre ¥ la razon de cambio a lo largo del conjunto de
indiferencia de la cesta x es la tasa marginal de sustitucion a lo largo de la curva de

indiferencia de la cesta x.

Con estos resultados concluimos esta Tesis dedicada al conjunto de eleccion de k-
mercancias del consumidor representativo, para un periodo de tiempo y espacio dados.
Esta Tesis tuvo como objetivo en todo momento hacer patente el fuerte nexo que existe
entre la formalidad matematica y la intuicion econdmica que rodean al conjunto de
eleccion, exhibiendo la importancia de este nexo como base para proponer y demostrar los

diez teoremas presentados en la hipétesis de esta Tesis.

14 . ., . . , .

Una interpretacion del Axioma de convexidad, es que éste expresa el gusto de los consumidores por la
variedad. Si la canasta x’ es tanto 0 mas preferida que la canasta x entonces una combinacién entre estas dos
es tanto o mas preferida que la cesta x.
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LISTADO DE TEOREMAS

PRIMER CAPITULO

CONJUNTOS Y RELACIONES BINARIAS.

Si dos clases de equivalencia contienen el mismo elemento entonces son la

misma clase.

Sea ~ una relacion de equivalencia sobre X. Entonces X/~ es una particion de X.

Si ~ es una relacion de equivalencia definida sobre A = ¢, entonces existe un
subconjunto | < A, tal que para cualquier a e | existe [a] — A, tal que se

cumple:

i acl = [a]l=4
i. a~a < pertenecen a la misma [a].
iii.  [a]n[b]#¢ = [a] =[b].

iv. azb = [a]N[b]= 4

V. VX € A, Ja € | tal que x € [a].
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IV.  Sea (A, R)silarelacion R es transitiva y lineal entonces R es reflexiva.

SEGUNDO CAPITULO

EL CONJUNTO DE MERCANCIAS.

l. Ningun racional tiene un cuadrado igual a 2.

Il. Seanre@ conr = 0y x irracional. Entonces r+x y rx son irracionales.

M1 Sea i una mercancia y p; un racional entonces pix; es un real.

IV.  Supongamos que S es un conjunto ordenado con la propiedad de minima cota
superior supongamos que B — S, B # ¢, B es acotado inferiormente. Sea L el

conjunto de todas las cotas inferiores de B. Entonces a = inf B.

V. Existe un campo ordenado R el cual tiene la propiedad de minima cota superior,

ademas R contiene a los racionales @ como subcampo.

VI. Six, y e R, x>0, entonces existe un entero positivo n tal que: nx > y. Lo

anterior recibe el nombre de propiedad arquimediana. Si X, y € R con x <y

230



VII.

VIIL.

XI.

XII.

entonces 3p € @ tal que: X < p <. Esta propiedad se nombra densidad de & en

R.

Sean f: A — B A g: B — C funciones, entonces g o fes una funcion A Dg. =

Dfn ! (Dy).

Una funcion es invertible si solo si es inyectiva.

Si M es el conjunto de mercancias, Z* el conjunto de los enteros no negativos, Ji
={1, 2,..., K} < Z"y es f una funcion tal que f: M — Ji, entonces f es una

biyeccion.

Cada subconjunto infinito de un conjunto contable A es contable.

Sea {En}, n = {1, 2,...}, una secuencia de conjuntos contables y sea S = U “_,

E,. Entonces S es contable.

Supongamos que A es a lo mas contable y para cada a € A, B, es a lo mas

contable. SiT=U__, B,, entonces T es a lo mas contable.
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XIII.  Sea A un conjunto contable y sea B, el conjunto de todas las n-adas (a.,..., o)
donde ax € A, conk € {1, 2,..., n} y los elementos ay,..., o, NO necesitan ser

distintos. Entonces B, es contable.

XIV. El conjunto de los nUmeros racionales es contable.

XV. Sea A el conjunto de todas las secuencias cuyos elementos son los digitos 0y 1.

El conjunto A es no contable.

XVI. La equipotencia es una relacion de equivalencia.

XVII. Sea f: X — Y una funcién donde Y es numerable. Supongamos que f * es

numerable para cada y € Y. Entonces X es numerable.

TERCER CAPITULO

EL CONJUNTO DE ELECCION.

l. R* es un espacio vectorial.

Il. El conjunto de eleccién ¥ no es un subespacio vectorial de R¥

232



VI.

VILI.

VIII.

XI.

Sea C un espacio métrico. Si U, es un conjunto abierto, para o en algun

conjunto de indices A (probablemente no contable). Entonces U =U__ U, es

eA

abierto.

Sea C un espacio métrico. Si Fg son conjuntos cerrados para 3 en algin conjunto

de indices B. Entonces F =M _ ;Fp es cerrado.

El conjunto de eleccion ¥es convexo.

Toda bola (vecindad) es convexa.

Cada vecindad es un conjunto abierto.

Existe un conjunto B en el conjunto de eleccion ¥ tal que B es cerrado.

R es abierto y cerrado.

R es abierto y cerrado

Sea el C espacio métrico y sea E < C. Si p es un punto limite de un conjunto E

entonces cada vecindad de p contiene una infinidad de puntos de E.
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XIl. Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limite.
XIIl.  El conjunto de eleccion X tiene un numero infinito de cestas.

XIV. Sea C un espacio métrico. Si Ui, Uy,..., Uk son abiertos en C, entonces el

: k :
conjunto U =M, _, Ej es abierto.

XV. Sea U < R un conjunto abierto, entonces existe una cantidad contable de

intervalos abiertos I; disjuntos dos a dos tal que U = U “_ I;.

1

XVI. Si Cesun espacio métrico y E — C, entonces:

i E es cerrado.
. E = E si y solo si E es cerrado.
iii. E — F para cada conjunto cerrado F — C tal que E c F.

Entonces a E se le conoce como la cerradura de E y es en conjunto cerrado mas

pequefio que contiene a E.

XVII. Sea {P,} en un espacio metrico C.
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XVIII.

XIX.

XX.

XXI.

XXII.

I. {P.} converge ap € C, si y solo si cada vecindad de p contiene todos los
términos de la secuencia excepto un niamero finito de ellos.

ii. SipeCyp’ eCysi{P.}convergeapyap’,entoncesp=p’.

iii. Si {Pn} converge, entonces es acotada.

iv. Si E < Cy si p es punto limite de E, entonces existe una secuencia {Pn}

en Etalque p=1lim__ P

Supongamos que X, € KX, con n e {1, 2,...} donde X, = (cun,..., axn). Entonces

{G:} converge a x = (a,..., an) iy solo si limp,o ajn =0jconje{l,..., k}.

Supongamos que {S,} es monotona, entonces {S,} converge si y solo si es

acotada.

La recta real es un espacio métrico conexo.

Un espacio topolégico C es conexo si y s6lo si no es la union de dos

subconjuntos abiertos disjuntos no vacios.

Sobre un espacio C son equivalentes las condiciones siguientes:

i. C es conexo.

ii. Los unicos subconjuntos de C que son abiertos y cerrados son C y 4.
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iii. C no puede ser expresado como la union de dos conjuntos abiertos

disjuntos no vacios.

iv. No existe una funcion continua sobre C a un espacio discreto que

contiene mas de un punto.

XXIII. La imagen continua de un conexo es conexa.

XXIV. Sea C un espacio métrico entonces todo conjunto finito en C es compacto.

XXV. Subconjuntos compactos en espacios métricos son cerrados.

XXVI. Subconjuntos cerrados de conjuntos compactos en espacios métricos son

compactos.

XXVII.  SiFescerrado y K compacto entonces F n K es compacto.

CuARTO CAPITULO

LAS PREFERENCIAS SOBRE EL CONJUNTO DE ELECCION.

l. Sea (X, >) entonces los siguientes definiciones son equivalentes

i) X > X'siysolosixZ X’ AX £ X

i) X>Xx'siysolosix Z x” A X * X.
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VI.

VII.

VIII.

Sea una relacion de preferencia sobre el conjunto de eleccion tal que la relacion
de preferencia es completa y transitiva. Entonces X bajo la relacién de

preferencia es un preorden completo.

Sea ¥ bajo los Axiomas de completes, transitividad y continuidad, entonces ¥

€S conexo.

Sea (¥, z) bajo el axioma de no saciedad local. Entonces el conjunto “mas

preferido que” es denso en X.

Las relaciones de preferencia {<, ~, >} establecen una particion sobre X.

El conjunto de indiferencia es un conjunto perfecto bajo los Axiomas I-1V.

El conjunto de indiferencia de x, no es un conjunto finito.

Monotonicidad estricta implica no saciedad local.
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