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Introducción 

 

Cuando se tiene un conjunto de datos es de vital importancia saber de que distribución 

proceden, oque distribución se asemejan, esto con el fin de poder presentar  resultados 

veraces en la tarea que se realice. 

 

Por ejemplo cuando se desea realizar pronósticos, es necesario conocer el comportamiento 

de la variable sobre la cual desea realizar pronósticos, para así aplicar el método  adecuado 

de predicción, esto se realiza  por la vía de la Estadística Paramétrica o No Paramétrica. 

 

El objetivo del presente trabajo es mostrar la recopilación de las principales pruebas de 

bondad de ajuste que se basan en la distribución empírica y como se emplean. 

 

Las pruebas de bondad de ajuste basadas en la distribución empírica son muy útiles ya que 

se pueden aplicar no importando de qué distribución procedan los datos a examinar. 

 

Primeramente, se presenta un breve recordatorio de Pruebas de Hipótesis, las partes que las 

conforman, el procedimiento para realizar una prueba de hipótesis, así como un ejemplo. 

También se introducirá a las pruebas de bondad de ajuste y se explicará en que consisten. 

 

El siguiente capítulo es la presentación formal de la Distribución Empírica, sus propiedades y 

las ventajas y desventajas de uso. 

El capítulo tres es donde se desarrollan las pruebas de bondad de ajuste, como son la de 

Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, Cramer-Von Mises, Kuiper y Watson. Se desarrolla 

cada prueba presentando el estadístico de prueba, las tablas necesarios y como aplicar la 

prueba. 
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Inmediatamente después se encuentran algunos ejemplos y aplicaciones de las pruebas. Se 

incluye también algunos ejemplos en los que se aplican las diferentes pruebas y se hacen sus 

respectivas comparaciones para ver cual se aplica mejor y bajo que circunstancias. 

 

Finalmente se presentan las conclusiones del presente trabajo, así como algunas de las 

sugerencias que dan los diferentes autores de las pruebas. 
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1. Pruebas de Hipótesis 

 

La inferencia estadística está relacionada con los métodos para obtener conclusiones o 

generalizaciones acerca de una población. Estas conclusiones pueden estar relacionadas con 

la forma de la distribución de una variable aleatoria, ó con los valores de uno o varios 

parámetros de la misma. 

 

El campo de la inferencia estadística se divide en dos: 

 

o Estimación de los parámetros de una distribución, se trata de elegir el valor de un 

parámetro de la población.  A su vez se divide en dos áreas: 

 

� Estimación Puntual, que consiste en obtener números que sean los que mejor 

representan a los valores verdaderos de los parámetros de interés. 

 

� Estimación por Intervalos, consiste en la obtención de un intervalo dentro del 

cual estará el valor del parámetro estimado con una cierta probabilidad. 

 

o Pruebas de Hipótesis, en las que se trata de decidir entre aceptar o rechazar un valor 

especificado (por ejemplo, si la marca M es mejor que la P). Que a su vez se dividen 

en: 

 

� Pruebas de Hipótesis sobre parámetros, para determinar si un parámetro de 

una distribución toma o no un determinado valor. 

 

� Pruebas de Bondad de Ajuste, para definir si un conjunto de datos se puede 

modelar mediante una determinada distribución. 
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En este capitulo presentaran las definiciones básicas y necesarias para el desarrollo de las 

Pruebas de Hipótesis, así como definiciones formales para su mejor entendimiento. 

 

Las Pruebas de Hipótesis se encuentran en diversas circunstancias de nuestra vida cotidiana 

por ejemplo: Una persona es arrestada y se le acusa de cometer algún crimen. Inicialmente, 

esta persona es considerada inocente. Usando los datos o evidencia disponible el fiscal debe 

demostrar que sin duda razonable, la persona en efecto cometió el crimen. En el sistema 

judicial, como lo ilustra este ejemplo, parte de supuestos, se examinan los datos y con base 

en esos datos, se toma una decisión, la de encontrar la persona culpable o no. A este proceso 

de decidir si el supuesto inicial, es cierto hasta que no se demuestre lo contrario se conoce 

como Prueba de Hipótesis. 

 

 

 

 

 

 

1.1. Definición de Pruebas de Hipótesis 

 

Definición. La hipótesis estadística ( H ) es una suposición acerca de la distribución 

),( θxf  de una o más variables aleatorias.  

 

Si la hipótesis estadística específica completamente a la distribución, entonces se 

llama hipótesis simple; sí no es así, entonces se llama hipótesis compuesta. 

 

Generalmente la distribución de un parámetro desconocido θ  y la hipótesis se 
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relaciona con este parámetro; en otros casos, se desconoce la forma de la 

distribución. 

 

Definición. Cuando en la hipótesis estadística, el parámetro de la distribución se 

desconoce se dice que es una hipótesis simple.  

 

Definición. Si en la hipótesis estadística se desconoce la forma de la distribución se 

llama hipótesis compuesta, la cual se relaciona con una distribución específica 

),( θxf . 

 

Ejemplo: 

 

 Hipótesis simples: 10=µ , 372 =σ , 02.0=θ  

 

 Hipótesis compuesta: 30≠µ , 25<µ , 120
2 >σ  

 

La prueba de hipótesis es un procedimiento estadístico que comienza con una 

suposición que se hace con respecto a un parámetro de población, luego se 

recolectan datos de muestra, se producen estadísticas de muestra y se usa esta 

información para decidir qué tan probable es que sean correctas nuestras 

suposiciones acerca del parámetro o de la población en estudio. 

 

Definición. La Hipótesis Nula 0H es el supuesto del cual se parte sobre el 

comportamiento de la población se conoce como la hipótesis nula. Representa la 

hipótesis que mantendremos cierta a no ser que los datos indiquen su falsedad.  

 

Definición. La Hipótesis Alternativa aH  ó 1H es aquella hipótesis contra la cual 
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queremos contrastar la hipótesis nula. Está hipótesis puede ser simple o compuesta. 

 

Así que si queremos probar que los productos defectuosos de una línea de 

producción A son menores que la de otra línea B, la hipótesis nula será que “no hay 

diferencia entre los dos procesos”, esto es 0=− BA θθ , mientras que la hipótesis 

alternativa puede ser que los productos defectuosos de la línea A tiene una fracción 

defectuosa menor, es decir: 

 

0:0 =− BAH θθ  

0:1 <− BAH θθ  

 

 

Definición. Una prueba de hipótesis H  es una regla o procedimiento que conduce a 

una decisión si se rechaza o no H  con base en los resultados de una muestra. 

 

Definición. Sea γC  un subconjunto del espacio muestral, formado por todas aquellas 

muestras que cumplen con la prueba γ  tal que nos lleve a rechazar H ; a γC  es 

llamada región crítica de la prueba. 

Luego de diseñar la prueba, se debe basarse en los resultados observados para tomar 

una decisión sobre su hipótesis. Esta decisión puede ser la de rechazar la hipótesis 

nula a favor de la alternativa si los datos que obtuvo contradicen en gran medida la 

hipótesis nula.  

 

Idealmente la decisión tomada debe reflejar y ser congruente con la realidad 

poblacional desconocida. Sin embargo, esto no siempre ocurre, pues existe siempre la 

posibilidad de cometer algún tipo de error estadístico. 
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Definición.  Error Tipo I  es rechazar 0H  cuando es verdadera. 

Definición. La probabilidad de cometer Error Tipo I se denota usualmente por la 

letra griega alfa α .   

 

P (Rechazar 0H  siendo verdadera) = P (Error Tipo I)= α  

 

En el caso en que la hipótesis nula no sea cierta, en algunos casos los datos pueden 

llevarnos a no rechazarla, llevándonos a cometer otro tipo de error. 

 

Definición. Aceptar 0H  cuando es falso es llamado Error Tipo II. 

 

Definición.  La probabilidad de cometer el Error Tipo II se denota por la letra 

griega β .  

P (Aceptar 0H  siendo falsa) = P (Error Tipo II) = β  

 

Definición.  La Potencia de la Prueba, se denota por γΠ , representa la probabilidad 

de rechazar la hipótesis nula cuando ésta es falso, es decir mide la probabilidad de 

rechazar hipótesis falsas. 

 

La Potencia de la prueba es: )(1)( θβθγ −=Π  

 

La Potencia de la Prueba es una medida muy descriptiva y concisa de la sensibilidad 

de una prueba estadística para detectar cambios que tan diferente es la verdadera 

población del la hipótesis supuesta. 

 

El máximo valor que la Potencia de la Prueba es 1)( =Π θγ , y el mínimo 0)( =Π θγ . 
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Idealmente queremos pruebas más potentes, por lo que buscamos que )(θγΠ  sea lo 

más cercano a 1, ya que esto nos indica que en lugar de cometer un error, acertamos. 

 

El gráfico de )(1)( θβθγ −=Π se conoce como función de potencia de la prueba de 

hipótesis. 

 

 

 

Una vez especificado el valor de α , el de β  queda fijado para cualquier tamaño de 

muestra determinado. Ahora bien dado un valor fijo de α , la probabilidad de 

cometer un Error de tipo II disminuirá a medida que aumente el tamaño muestral. 

 

Existe un equilibrio entre los dos tipos de errores, la probabilidad de cometer un tipo 

de error puede reducirse sólo si deseamos incrementar la probabilidad de cometer el 

otro.  

 

Los valores para el nivel de significancia de una prueba de uso más común en la 

literatura científica son .01, .05 y .10. El nivel de significancia es en ocasiones 

presentado como un por ciento, tal como 1%, 5% o 10%. Esto quiere decir que se está 

dispuesto a permitir una probabilidad de .01, .05, o .10 de cometer un error tipo I: 

rechazar la hipótesis nula cuando es cierta.  

 

El valor de la significancia es seleccionado en una de varias formas antes de comenzar 

a hacer el experimento o estudio. El valor de α  puede estar dictado por el uso y 

costumbre de la disciplina, por ejemplo, de los artículos que se publican en revistas 

científicas. Otra forma de seleccionarlo es que sencillamente sea impuesto por la 

persona o compañía para la cual se está haciendo el trabajo.  
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Finalmente, puede ser seleccionado tomando en cuenta el costo de cometer un error 

tipo I. Mientras más alto el costo de este tipo de error, más pequeña debe ser la 

probabilidad α  de cometer error tipo I. El valor usual de α  en las ciencias naturales y 

sociales es de .05. 

Una prueba es ideal si: 

 

� 0)( =Π θγ  cuando 0H∈θ , entonces 1=α  

� 1)( =Π θγ  cuando 1H∈θ , entonces 0=α  

 

Sin embargo, si 0=α , no se puede tomar la decisión de rechazar la hipótesis nula.   

 

Siempre que se tome la decisión de rechazar la hipótesis nula, ya que la decisión se 

basa en una muestra y no en la población, existe la posibilidad de cometer un error 

tipo I. 

 

         es cierta         es falsa

Rechazar Error tipo I: Desición correcta

No rechazar Decisión correcta Error tipo II:

Decisión 

tomada

Estado de la realidad

β

0H 0H

α
0H

0H  

Tabla 1.1 Resumen de los tipos de error estadístico 

 

 

Definición. Sea γ  la prueba de hipótesis 00 : Θ∈θH , donde Θ⊂Θ0 , es decir 

0Θ  es un subconjunto del espacio parametral Θ . El tamaño de la prueba o nivel 

de significancia de γ  , se define como: 

( )θπ λ
θ

Sup
Θ∈

, 
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En otras palabras podemos decir que el nivel de significancia es la máxima 

probabilidad de rechazar 0H  siendo cierta. 

 

Definición. La región de rechazo o región crítica, es un conjunto de valores del 

estadístico para la cual se rechaza la hipótesis nula. 

 

Es decir el espacio muestral para nuestro estadístico de prueba esta dividido en dos 

regiones; una región (la región crítica) nos llevará a rechazar la hipótesis nula 0H , la 

otra no. Entonces, si observamos que el valor del estadístico de prueba es parte de la 

región crítica concluimos que rechazamos 0H , en caso contrario entonces no 

rechazamos 0H . 
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1.2. Pruebas de Bondad de Ajuste 

 

Existen otros tipos de pruebas en los que se desconoce por completo la forma de la 

distribución, entonces la hipótesis se relaciona con una distribución específica que 

podamos asignarle al conjunto de datos de la muestra, a este tipo de pruebas se les 

conoce como Pruebas No Paramétricas. 

 

Las ventajas de las Pruebas No Paramétricas se pueden usar mejor con muestras 

pequeñas, con datos cualitativos, aunque generalmente son menos potentes que 

las Paramétricas y llevan una mayor probabilidad de no rechazar la hipótesis nula 

(incurriendo en un error tipo II). 

 

Dentro del conjunto de las Pruebas No Paramétricas destacan las "Pruebas de 

Bondad de Ajuste"  que son pruebas estadísticas que tratan de verificar si el 

conjunto de datos se puede ajustar o afirmar que proviene de una determinada 

distribución. 
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2. Distribución Empírica 

 

Se hace uso de distribuciones empíricas no paramétricas para modelar precios y 

rendimientos. Las distribuciones empíricas permiten captar en el modelo las 

correlaciones esenciales existentes entre precios y rendimientos, sin necesidad de 

imponer estructuras adicionales o efectuar complicados procedimientos de 

estimación. Adicionalmente, simplifican las integraciones numéricas que deben ser 

efectuadas para estimar la distribución de los ingresos brutos del productor. 

 

Cuando la distribución de una variable del modelo no se puede clasificar como 

ninguna de las distribuciones conocidas y no es posible representarla por ninguna 

expresión determinada, se usa una distribución empírica. 

 

2.1. Definición 

 

Los métodos de inferencia estadística están basados en el supuesto (muchas veces 

implícito) de que una distribución uniforme discreta de valores observados 

aleatoriamente es asintoticamente la misma que la distribución que genera el 

proceso generador de datos. 

 

Pero a menudo la distribución de una variable del modelo no se puede clasificar 

como ninguna de las distribuciones conocidas y no es posible representarla por 

ninguna expresión determinada, es por eso que se usa una distribución empírica. 

Definición. La función de distribución empírica (FDE) es la función de distribución de 

probabilidad acumulada que concentra la probabilidad 
n

1
 en cada n  números de la 
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muestra. 

 

Para el caso univariado, Sea nXX ,...,1  variables aleatorias con realizaciones ,Rxi ∈  

Nni ∈= ,...,1  

 

∑
=

≤=
n

i

in xxI
n

xF
1

)(
1

)(  

 

Donde I  es la función indicadora. 

 

Una distribución empírica es, simplemente, una serie de datos disponible que es 

tratada como si proviniera de una distribución conjunta del tipo uniforme. 

 

Para estudiar la distribución empírica, la primera etapa consiste en ordenar los datos 

en orden creciente. 

 

Definición. Sea nxxx ,...,, 21  una muestra. Llamamos estadígrafos de orden de la 

muestra, a los valores )()2()1( ,...,, nxxx  iguales a los ix puestos en orden creciente: 

 

{ } { }i
ni

ni

ni

i xxxxx maxmin
,...,1

)()2(

,...,1

)( ...
==

=≤≤≤=  

 

2.2. Propiedades 

 

a. nF  es creciente de 0 hasta 1. 
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b.  La función de densidad de la distribución empírica es: 

 

∑
=

≤=
n

i

in xxI
n

xF
1

)(
1

)(  

 

c. nF  es una función escalonada con saltos en los distintos valores de X . 

 

d. Estimador Insesgado y Mínima Varianza 

 

Sea x , probaremos que )(xFn  es un estimador insesgado. 

 

( ) ( ) 






= ∑ − ∞−

n

i ixn XI
n

ExFE
1 , )(

1
)(

 

( ) ( )( )∑ = ∞−=
n

I ix XIE
n 1 ,

1

 

 

( )xX ≤= Pr  

 

)(xF= . 

 

 

Similarmente, encontramos que 

 

( )
n

xFxF
xFV n

))(1)((
)(

−
= ; 

 

Como )(xFn  es una función de orden estadístico, los cuales forman un 
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estadístico completamente suficiente para F , no hay otro estimador insesgado 

para )(xF  con menor varianza. 

 

e. La media de la muestra es la esperanza de su distribución empírica. 

 

f. Para el caso discreto, la moda de la distribución empírica es el valor que tiene la 

frecuencia más alta. 

 

 

2.3. Ejemplo de Función de Distribución Empírica 

 

Para construir una función de distribución: 

 

� Tomamos observaciones del proceso que deseamos analizar, para este 

ejemplo 50=n . 

 

� Ponemos las observaciones en la primera columna. 

 

� Obtenemos los estadígrafos de orden. 

 

� En la siguiente columna, se calcula 
n

1
 para cada estadígrafo de orden, 

empezando por 
n

1
 para la línea 1, 

n

2
 en la línea 2, y así sucesivamente. (Esto 

es la probabilidad de que el siguiente valor sea menor o igual que el valor 

actual). 

 

� Para comparar con una distribución teórica, escribimos los valores en la 
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columna 3  

 

X
Distribución 

Empirical

Distribución 
Teórica

0 0
0.29 0.02 0.03
0.31 0.04 0.04
0.34 0.06 0.05
0.38 0.08 0.07
0.49 0.1 0.13
0.49 0.12 0.13
0.54 0.14 0.17
0.55 0.16 0.18  

Tabla 2.1  Extracto de 9 de las 50 observaciones, 

           que se cree provienen de una )
4

1
,4(Gamma . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La gráfica queda como se muestra a continuación 
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Gráfica 2.1 Función Empírica y Teórica de una Gamma 

 

Nótese que la función de distribución empírica no tiene líneas que conecten entre sí los 

datos, mientras que la curva de la distribución teórica no tiene puntos. 

 

2.4. Ventajas  

 

o Las distribuciones empíricas nos dan pruebas más poderosas para 0H  que la 2χ . 

 

o Las distribuciones empíricas permiten captar las correlaciones esenciales sin 

necesidad de imponer estructuras adicionales o efectuar complicados 

procedimientos de estimación. 

 

o Como no se impone ninguna forma paramétrica a la distribución empírica, 

ninguna restricción, explícita o implícita, debe imponerse sobre los momentos de 

la distribución conjunta para que el modelo resulte parsimonioso y estable. 
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o Simplifican las integraciones numéricas. 

 

2.5. Desventajas 

 

o Los estadísticos de la distribución empírica no están bien adaptados para las 

distribuciones discretas, ni tampoco para el caso en el que los parámetros deben 

ser estimados de la muestra. 

 

o Los estadísticos de prueba son más complicados de calcular comparados con los 

de la 2χ . 

Neevia docConverter 5.1



 

 

Pruebas de bondad de ajuste basada en la Distribución Empírica 
 
 

 

- 19 -

3. Pruebas de Bondad de Ajuste basadas en 

la Distribución Empírica 

 

Las pruebas de bondad de ajuste basadas en la distribución empírica se realizan 

mediante diferentes estadísticos, se dividen en dos clases, los estadísticos superiores y 

los estadísticos cuadráticos. 

 

Entre los estadísticos supremos está el propuesto por Kolmogorov-Smirnov (1933) que es 

el más conocido dentro de las pruebas de bondad de ajuste basadas en la distribución 

empírica. Dentro de esta misma clasificación se encuentra también el propuesto por 

Kuiper (1960), el cual es útil para observaciones periódicas y circulares. 

 

Los estadísticos cuadráticos son una segunda clase de medida de discrepancia  son 

modificaciones y casos especiales dados por la familia de Cramer-Von Mises 

 

( ) ( ){ } ( ) ( )∫
∞

∞−

−= xdFxxFxFnQ n ψ2
 

 

En esta categoría se encuentran el estadístico de Cramer-Von Mises, el estadístico de 

Anderson-Darling (1954) y el estadístico de Watson, el cual es una modificación del de 

Cramer-Von Mises planteado originalmente para resolver los problemas relacionados el 

círculo. 

 

3.1. Conceptos básicos 
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La hipótesis que usaremos para nuestras pruebas es sea oH  la hipótesis nula y 1H la 

hipótesis alternativa 

 

 

   ( ) ( )xFxFH
*

0 : =  para todas las x  desde ∞− a ∞ . 

 

   ( ) ( )xFxFH *

1 : ≠ para al menos un valor de x . 

  

 

El procedimiento que se puede usar para realizar las pruebas de bondad de ajuste 

basadas en la distribución empírica consiste en: 

 

 

1.-  Ordenar los datos recolectados en forma ascendente, los datos consisten en 

una muestra aleatoria de tamaño n, )()2()1( ... nXXX <<< . 

 

2.- Calcular ( )θ;ii XFZ = , donde ni ,...,1=  

 

3.- Se plantea la hipótesis: 

 

   ( ) ( )xFxFH
*

0 : =  para todas las x  desde ∞− a ∞ . 

   ( ) ( )xFxFH *

1 : ≠  para al menos un valor de x . 

 

4.- Construimos nuestro Estadístico de Prueba, el cual dependerá de que prueba 

se desea realizar. 
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5.- Modificamos el estadístico de prueba como en  la Tabla 1, la cual se muestra 

más adelante. Usando las modificaciones pertinentes para las colas superiores. 

 

6.- Comparamos el estadístico de prueba con  la línea apropiado de los puntos 

porcentuales. Si el estadístico excede el valor en  las colas superiores dado para el 

nivel α , entonces se rechaza 0H  para el nivel de confianza α . 
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3.2. Kolmogorov – Smirnov 

 

La prueba de Kolmogorov-Smirnov, desarrollada en 1930 por Andrei Nikolaevich 

Kolmogorov y Nikolai Vasilvevich Smirnov, permite hacer la comparación de una 

distribución de frecuencias con alguna otra distribución conocida (continua 

unidimensional), como lo es la distribución normal o la distribución Weibull. 

 

Es usada para determinar si una muestra proviene de una población con una distribución 

específica. 

 

Para el caso univariado la distribución empírica se denota,   

 

Sea nXX ,...,1  variables aleatorias con realizaciones NniRxi ∈=∈ ,...,1,  

 

∑
=

≤=
n

i

in xxI
n

xs
1

)(
1

)(  

 

Donde I  es la función indicadora. 

 

Está es una función de pasos en la que se incrementa en 
n

1
 el valor de cada dato 

ordenado. 

 

 

 

3.2.1. Estadístico de Prueba 
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El estadístico de prueba es: 

 

( ) ( )







−

−
−=

≤≤

xF
n

i

n

i
xFD nn

ni

,
1

max
1

 

 

Donde F  es la distribución teórica acumulada de la distribución que se está 

probando, la cual debe ser una distribución continua y completamente especificada. 

 

3.2.2. Prueba 

 

Nuestro objetivo al tomar una muestra es extraer alguna conclusión o inferencia 

sobre una población. En nuestro interés es conocer acerca de los parámetros que 

caracterizan la población en estudio. 

 

La prueba de Kolmogorov-Smirnov es un procedimiento estadístico que comienza con 

una suposición que se hace con respecto a un parámetro de población, luego se 

recolectan datos de muestra, se producen estadísticas de muestra y se usa esta 

información para decidir qué tan probable es que sean correctas nuestras 

suposiciones acerca del parámetro de población en estudio. 

 

 

 

 

3.2.3. Metodología 

 

En la prueba de Kolmogorov-Smirnov (K-S) nos interesa la mayor desviación entre la 
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función de distribución teórica y la empírica, es decir entre ( )xF0   y ( )xSn , para todo 

el rango de valores de x . Bajo la hipótesis nula se espera que estas desviaciones sean 

pequeñas y estén dentro de los límites de errores aleatorios.  

 

Por lo tanto, en la prueba K-S se calcula la mayor desviación existente entre ( )xF0   y 

( )xSn , denotada por ( )xDmax    y está dada por 

 

( ) ( ) ( )xSxFxD n−= 0max max  

 

La distribución de ( )xDmax  es conocida y depende del número de observaciones n . Se 

acepta la hipótesis nula de que no existe diferencia significativa entre las 

distribuciones teóricas y empíricas si el valor de ( )xDmax  es menor o igual que el valor 

crítico ( )naD ,max  .  

 

Cuando se tiene una muestra es grande lo que se procede a hacer es organizar la 

muestra en una distribución de frecuencia, en intervalos de clase. 

 

Cuando la muestra es pequeña y/o los valores no se van a organizar en intervalos de 

clase el procedimiento es similar, sólo que se van a "ordenar los valores de la 

muestra" en forma ascendente, de menor a mayor". 

Con base en la distribución observada de frecuencia, se calcula la distribución 

acumulativa ( )
n

m
xS i

in = , siendo ix  el límite superior del intervalo de clase, y im  el 

número de valores de la muestra, menores o iguales que ix . 

 

( )in xS   corresponde simplemente a la frecuencia relativa acumulada hasta el 
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intervalo i . 

 

Cuando la muestra es pequeña y/o los valores no se van a organizar en intervalos de 

clase se calculan las funciones de distribución teórica y empírica para cada valor de la 

muestra. 

 

Después se calcula la función de distribución teórica )( iO xF . 

 

Para cada intervalo de clase se calcula la diferencia entre )( iO xF y ( )xSn , y se busca la 

máxima 

 

)()(max 0max ini xSxFD −= , ki ,...,2,1= . 

 . 

Se busca en la tabla el valor crítico ( )naD ,max  con el nivel de significancia α . Si el valor 

observado ( )xDmax  es menor o igual que el valor crítico, entonces se acepta la 

hipótesis nula de que no existen diferencias significativas entre la distribución teórica 

y la distribución dada por los resultados muestrales, es decir, que los valores 

generados siguen la distribución que se había supuesto. 

Ejemplo 3.2.1 

 

Se obtuvo una muestra aleatoria de tamaño 10: 

  

621.01 =x , 503.02 =x , 203.03 =x , 477.04 =x , 710.05 =x ,  

581.06 =x , 329.07 =x , 480.08 =x , 554.09 =x , 382.010 =x  

 

La hipótesis nula  es que la función de distribución es una distribución uniforme  
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ab

x
xF

−

−
=

1
)(  

 

 Formalmente, nuestras hipótesis quedan definidas: 

 

   )()(: *

0 xFxFH =  para todas las x  desde ∞−  a ∞ . 

 

   )()(: *

1 xFxFH ≠  para al menos un valor de x . 

  

Donde )(xF   es la función de distribución desconocida perteneciente a las sxi '   y 

)(*
xF esta dada por la distribución de arriba. 

 

La prueba de Kolmogorov es usada para pruebas de bondad de ajuste. La región 

crítica de tamaño 05.0=α  corresponde a los valores de T  mayores que 0.95 del 

quantil 0.409, obtenido de la tabla para 10=n . 

 

 

 

El valor de T  se obtiene de graficar la función de distribución empírica )(xS  en la 

parte superior de la distribución )(* xF , como se muestra en la Figura 1. La mayor 

distancia entre las 2 gráficas es 0.290, la cual ocurre cuando 710.0=x  porque 

0.1)710.0( =S  y 710.0)710.0(* =F , esto es: 

 

)()(sup * xSxFT −=  

  )()710.0(* xSF −=  

    290.0=  
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Figura 3.2.1 

 

 

 

 

Tabla 3.2.1 Tabla de Kolmogorov-Smirnov 

 

Observamos que 490.0=T  es menor que 0.409, entonces no se rechaza la 

hipótesis nula. El p-value es mayor que 0.20 como se puede ver en la tabla. 
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3.2.4. Tablas 

 

Hay muchos tipos de las tablas de K-S y de sus regiones críticas, es importante 

que las formulaciones alternativas sean equivalentes, pero es necesario 

asegurarse que el estadístico de prueba este siendo calculado en una forma 

consistente con la forma en que se tabularon los valores críticos. 

 

 

 

 

3.2.5. Características 

 

Una de las características de la prueba de K-S es que no depende de la 

distribución acumulada que se está probando. 

 

También la prueba K-S tiene limitaciones como que solo se puede aplicar a 

distribuciones continuas. Así mismo tiende a ser más sensible cerca del centro 

de la distribución que en las colas. 

 

Pero su limitación más seria es que la distribución debe especificarla 

completamente. Esto es, que si la locación (un parámetro que mueve la gráfica 

hacia la derecha o izquierda en el eje horizontal), escala (alarga la gráfica) y si la 

forma de los parámetros son estimados de los datos, la región crítica de la K-S 

no es válida. Típicamente deben ser determinados por simulación. De ahí que 

han surgido más pruebas como las que se comentaran posteriormente. 
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3.3. Anderson-Darling 

 

La prueba de Anderson-Darling fue desarrollada por  Theodore Wilbur Anderson, Jr. y 

Donald A. Darling en 1952, es usada para probar si  una muestra de datos proviene de 

una población con una distribución específica. Es una modificación de la prueba de 

Kolmogorov- Smirnov pero da más peso a las colas.  

 

La prueba K-S no depende de la distribución, en el sentido que los valores críticos no 

dependen de la distribución específica que se está probando. La prueba de Anderson-

Darling si hace uso de los valores críticos de cada distribución. 

 

La prueba de Anderson-Darling es una alternativa a las pruebas de bondad de ajuste 

como lo son chi-cuadrada  y la de Kolmogorov-Smirnov. 

 

 

3.3.1. Estadístico de Prueba 

 

El estadístico de prueba de Anderson-Darling es denotado por la letra A  y se 

define: 

SNA −−=2  

 

 

 

Donde: 

 

N  es el tamaño de la muestra. 
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iY  son los datos ordenados 

 

F  es la función de distribución acumulada de la distribución específica y 

 

[ ]∑
=

−+−+
−

=
N

i

iNi YFYF
N

i
S

1

1 ))(1ln()(ln
)12(

 

 

 

Para las distribuciones, normal y lognormal, se construye el estadístico de 

prueba y nos queda: 

 

[ ]))(1ln()(ln)12(
1

1

1

2

iNi

N

i

YFYFi
N

NA −+
=

−+−−−= ∑  

 

Donde N  es el tamaño de la muestra. 

 

 

Para muestras pequeñas se puede usar  la siguiente fórmula: 

 









++=

2

22 25.275.0
1

NN
AAm  

 

Una vez que se obtuvo el estadístico 2A  se comprara con el valor crítico 

apropiado de la tabla correspondiente. 

 

α  0.1 0.05 0.025 0.01 
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2

critA  0.631 0.752 0.873 1.035 

 

Tabla 3.3.1 Extracto de la tabla de valores para  

el estadístico de Anderson-Darling 

 

 

Otra familia de distribuciones populares para la prueba de Anderson-Darling 

incluye a la Weibull para distribuciones mínimas, y la Gumbel para 

distribuciones de máxima. La Gumbel variable X , y la Weibull variable Y  están 

relacionadas por 







=

y
X

1
ln  . 

 

Una distribución Weibull con el parámetro forma igual a 1 produce una 

distribución exponencial como caso especial. 

 

 

Para la distribución Weibull y la Gumbel, el estadístico de prueba,  2A  se calcula 

de la misma forma: 

 

[ ]))(1ln()(ln)12(
1

1

1

2

iNi

N

i

YFYFi
N

NA −+
=

−+−−−= ∑  

 

 

El mismo estadístico de prueba que para la normal excepto por la )( iYF que es 

la función de distribución acumulada en consideración. Para la Weibull es: 
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β

ηη
)exp()exp(1)( ii

i

xx
YF −−−=  

 

Donde  βη, , son los parámetros de escala y forma. 

 

Así mismo el estadístico, 2A  para muestras pequeñas de la Weibull es: 









+=

N
AAm

2.0
122  

Después se compara con el valor crítico apropiado de la tabla que a 

continuación se muestra. 

α  0.1  0.05  0.025  0.01 
2

critA  0.637  0.757  0.877  1.038 

 

Tabla 3.3.2 Extracto de la tabla de valores críticos  

para el estadístico de Anderson-Darling 

Nota: 

 

Si 0=s  o algún )1,0(=iP   entonces 2A  no puede ser calculada y es indefinida. 

 

 

 

Aplicación de la Prueba 

 

1. Asumimos que nuestros datos tienen una distribución específica. 

 

2. Ordenamos los datos X de mayor a  menor. 
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3. La media X y la desviación estándar, s , se calculan tomando valores de a 

muestra X , y se estandarizan los valores de X  

 

s

XX
Y i

i

−
=  

 

4. Construimos 0H : los datos provienen de una distribución específica. 

 

5. 1H : los datos no provienen de una distribución específica. 

 

6. Usando la función de distribución  acumulada de la distribución asumida, 

calculamos  nuestro estadístico de prueba 2A  

 

( )( )∑
=

−+++−−−=
N

i

iNi YFYFi
N

NA
1

1

2 ))(1ln()(ln12
1

 

 

Cuando la muestra es menor a 25, se hace un ajuste del estadístico de prueba:  









++=

2

2*2 25.275.0
1

NN
AA

 

 

7. El valor crítico correspondiente a un %5=α  es 752.0 . 

 

8. Si 2A  excede de 0.752 entonces la hipótesis de normalidad se rechaza con un 

nivel del 5% de confianza. 
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3.3.2. Tablas 

 

Actualmente hay disponibles tablas para la normal, lognormal, exponencial, 

weibull, valore extremo tipo I y las distribuciones logísticas. 

 

Usualmente esta prueba se aplica haciendo uso de algún software estadístico 

que arroja los valores críticos más relevantes, para así poder hacer la evaluación 

correspondiente. 

 

 

3.3.3. Características 

 

La prueba de Anderson-Darling puede ser usada con muestras pequeñas 25≤n .  

En muestras de tamaño muy grande donde de desea probar pertenecen a cierta 

distribución, es posible que se rechace la hipótesis únicamente en pequeñas 

imperfecciones, pero para datos industriales con muestras de más de 200 datos 

la prueba de Anderson-Darling nos arroja resultados satisfactorios. 

 

 

La prueba de Anderson- Darling al hacer uso de los valores críticos dependiendo 

de la distribución nos permite tener más sensibilidad en la prueba. 

 

La desventaja de esta prueba es que los valores críticos deben ser calculados 

para cada distribución. 

 

El estadístico propuesto por Anderson-Darling, es un estadístico cuadrático de 

bondad de ajuste basado en la distribución empírica. Por ser de distribución 
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asintótica puede ser usado para probar importantes distribuciones y cuando los 

parámetros son desconocidos se pueden ser estimados. Además un estadístico 

cuadrático puede ser fácilmente adaptado para que solo los puntos asintóticos 

sean necesarios para los propósitos de la prueba. Así mismo un estadístico 

cuadrático tiene la ventaja de ser fácil de calcular y posee todas las propiedades 

de potencia. 
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3.4. Cramer-Von Mises 

 

La prueba de Cramer-Von Mises constituye una de las pruebas de bondad de ajuste 

derivadas de la prueba de Kolmogorov-Smirnov que ofrece la estadística no paramétrica 

y que permite al investigador ajustar o no un grupo de  datos aleatorios a una 

distribución continua, permitiendo mediante el estadístico correspondiente calcular el 

valor que luego será comparado con el valor tabulado a fin de tomar la decisión 

respectiva. 

 

Aunque está prueba es una modificación de la prueba de Kolmogorov-Smirnov resulta ser 

bastante más compleja  de calcular. 

 

3.4.1. Estadístico de prueba 

 

El estadístico de  Cramer-Von Mises  se clasifica entre los estadísticos cuadráticos y 

proviene de una amplia clase de medidas de discrepancia que están dadas por la 

familia de Cramer-Von Mises 

 

 

( ) ( ){ } ( ) ( )∫
∞

∞−

−= xdFxxFxFnQ n ψ2
 

 

Donde  ( )xψ  es una función conveniente para denotar los pesos de las diferencia 

cuadráticas ( ) ( ){ }2
xFxFn − . 

 

Cuando la función ( ) 1=xψ  es estadístico es el estadístico de Cramer-Von Mises, 

Neevia docConverter 5.1



 

 

Pruebas de bondad de ajuste basada en la Distribución Empírica 
 
 

 

- 37 -

generalmente denotado por 2
W . 

 

( ) ( ){ } ( )∫
∞

∞−

−= xdFxFxFnW n

22  

 

Para facilitar el cálculo del estadístico, hacemos uso de la Transformada de la Integral 

de Probabilidad ( )xFZ = , donde ( )xF  es la distribución verdadera de X , la nueva 

variable aleatoria Z es una uniforme entre ( )1,0 .Entonces Z  tiene una distribución 

( ) ,* zzF =  10 ≤≤ z . 

 

Sea { }nxx ,...,1 una muestra de n  que nos da valores de ( )ii XFZ = , donde ni ,...,1=  

y sea ( )zFn

*   la función de distribución Empírica de los valores de iZ  

 

El estadístico de Cramer-Von Mises se calcula de la comparación entre la función de 

Distribución Empírica de ( )zFn

*  y la distribución uniforme de Z .  

 

Se puede ver fácilmente que para los valores de z  y x  que se relacionan mediante 

( )xFz = , las diferencias verticales correspondientes en el diagrama de la función de 

distribución Empírica para X  y Z  son iguales, esto es 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) innn zzFzFzFxFxF −=−=− ***  

 

Consecuentemente el estadístico de Cramer-Von Mises obtenido de la comparación 

de iZ  y la distribución uniforme tomará los mismo valores que si fueran calculados 

de la comparación entre la función de distribución Empírica de iX   y ( )xF . 
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De ahí que podemos denotar el estadístico de Cramer-Von Mises en términos de Z ,  

2

1

)(

2

2

12

12

1
∑

=





 −
−+=

n

i

i
n

i
Z

n
W  

Los valores de Z   están en orden ascendente )()2()1( ... nZZZ <<< . 

 

3.4.2. Características 

 

La prueba de Cramer-con Mises tiene las mismas aplicaciones que la prueba de 

Kolmogorov-Smirnov. La diferencia entre estás dos pruebas reside en el hecho de que 

la prueba de Kolmogorov-Smirnov solamente mide la diferencia máxima entra la 

distribución empírica  y la distribución de ajuste en consideración, mientras que el 

estadístico de prueba de Cramer-Von Mises considera todos los datos de la muestra, 

puesto que considera la diferencia de las diferencias. 

 

La prueba de Kolmogorov-Smirnov es mucho más sensible que la de Cramer-Von 

Mises a la existencia de puntos divergentes en una muestra. En general se considera 

que la prueba de Cramer-con Mises es una prueba más potente sin embargo este 

hecho no se ha demostrado teóricamente. 
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3.5. Kuiper y Watson 

 

El estadístico de Kuiper dentro de las pruebas de bondad de ajuste basadas en la 

distribución empírica se clasifica dentro de la clase de los estadísticos supremos, al igual 

que el estadístico de Kolmogorov-Smirnov. 

 

Mientras que el estadístico de Watson pertenece a los cuadráticos y es una modificación 

del estadístico de Cramer-Von Mises. 

 

Ambos son útiles para observaciones cíclicas. 

 

 

3.5.1. Estadístico de Prueba 

 

El estadístico de Kuiper se denota por la letra V  y es 

 

−+ += DDV  

 

Donde +D  y −D , son  respectivamente la diferencia vertical más grande cuando 

( )xFn  es mayor que ( )xF  y la diferencia vertical más cuando ( )xFn  es menor que 

( )xF ; formalmente se denotan 

 

( ) ( ){ }xFxFD nx −=+ sup  

( ) ( ){ }xFxFD nx −=− sup  
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El estadístico de Watson, se denota por la letra `2
U  y se define 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞− 







−−−= xdFxdFxFxFxFxFnU nn

2

2  

 

Usando  la Transformada de la Integral de Probabilidad ( )xFZ = , donde ( )xF  es la 

distribución verdadera de X , la nueva variable aleatoria Z es una uniforme entre 

( )1,0 .Entonces Z  tiene una distribución ( ) ,* zzF =  10 ≤≤ z . 

 

Sea { }nxx ,...,1 una muestra de n  que nos da valores de ( )ii XFZ = , donde ni ,...,1=  

y sea ( )zFn

*   la función de distribución Empírica de los valores de iZ  

 

Los estadístico se calculan de la comparación entre la función de Distribución 

Empírica de ( )zFn

*  y la distribución uniforme de Z .  

 

Se puede ver fácilmente que para los valores de z  y x  que se relacionan mediante 

( )xFz = , las diferencias verticales correspondientes en el diagrama de la función de 

distribución Empírica para X  y Z  son iguales, esto es 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) innn zzFzFzFxFxF −=−=− ***  

 

 

 

 

Consecuentemente los estadísticos de Kuiper  y de Watson obtenidos de la 

comparación de iZ  y la distribución uniforme tomará los mismo valores que si fueran 

calculados de la comparación entre la función de distribución Empírica de iX   y 
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( )xF . 

 

De ahí que podemos denotar el estadístico de Kuiper en términos de Z ,  







 −

−+






 −=+= −+

n

i
zz

n

i
DDV iiii

)1(
maxmax )()(  

 

 

Y el estadístico de Watson, lo reescribimos como 

 

( )
2

1

0
1 1

2 )2(2cos∫ ∑ ∑ 









+=

∞

=

∞

=j j

jj jxsenbjxaU ππ  

        
( )

∑
=

+
=

x

j

njnj

j

zz

2
22

22*

*

π
 

  Si  

( )∑
∞

=
=

1

cos
j

iJ jxS π   y  ( )∑
∞

=
=

1j

iJ jxsenT π  

 

Entonces  

222

jjj TSR +=  

  Y finalmente 

∑
∞

=

=
2

2

2

2 2

j

j

j

R

n
U

π
 

 

3.5.2. Características 

 

Estos estimadores fueron propuestos porque al tener observaciones que pertenecen 

a puntos de un círculo y los estadísticos de Kolmogorov, Cramer-Von 
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Mises y Anderson-Darling toman diferentes valores dependiendo del origen que se 

elija. 

 

En estas prueba si la distribución esta definida en un dominio periódico los valores no 

cambian ya que los estadístico de Kuiper y de Watson no depende del la elección del 

origen. 
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3.6. Análisis Gráfico 

3.6.1. Introducción 

 

Son técnicas menos formales que las técnicas numéricas que se presentaron 

anteriormente pero son grandes ayudas en entender las relaciones numerosas 

presentes en datos, pueden ser usadas: 

 

1.   Como técnica exploratoria 

 

2.   En conjunto con técnicas numéricas formales 

 

Frecuentemente muestran las características de los datos, los cuales son totalmente 

inesperados antes del análisis. Sin embargo el uso único de gráficos puede conducir a 

las conclusiones erróneas y el uso de técnicas numéricas es esencial para evitar esto. 

 

3.6.2. Características 

 

El uso de la gráfica de la función de Distribución Empírica no depende de ningún 

supuesto referente a la distribución y tiene algunas ventajas definidas sobre otros 

dispositivos estadísticos, como por ejemplo: 

 

1. Es invariante bajo transformaciones monótonas con respecto a los quantiles. Sin 

embargo, su aspecto puede cambiar. 

 

2. Su complejidad es independiente del número de observaciones. 
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3. Es una fuente inmediata y directa de información con respecto a la    forma o a la 

distribución subyacente (ej. en oblicuidad y bimodalidad.) 

 

4. Es un indicador eficaz de particularidades (ej. outliers) 

 

5. Provee la información robusta sobre la localización y la dispersión. 

 

6. No implica dificultades como las que se presentan al agrupar  por ejemplo, en un 

histograma. 

 

Sin embargo pueden ser sensibles a los datos que ocurren aleatoriamente  y la total 

confianza en ellos puede conducir a las conclusiones falsas. Esto ocurre 

especialmente si el tamaño de muestra es pequeño. 

 

La función de Distribución Empírica es una herramienta estándar que se encuentra en 

diferentes paquetes computacionales tales como el paquete estadístico para las 

ciencias sociales (SPSS), el sistema del análisis estadístico (SAS), y los programas de 

computadora biomédicos (BMDP). 

 

 

 

 

3.6.3. Graficación de la Distribución Empírica 

 

La gráfica de la función de Distribución Empírica se hace en el papel de gráfico 
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aritmético, donde 
n

i
 se traza en las ordenadas contra el valor i-ésimo de la muestra, 

)(iX  en las abscisas. 

 

Ejemplo 3.6.3.1. 

 

Tomamos valores ordenados de las primeras diez observaciones, estos con sus 

valores de la función de Distribución Empírica son: 

 

Observaciones 

ordenadas 

 

( )
n

i
xFn =  

Número(i) Valor 

1 84.27 0.1 

2 90.87 0.2 

3 92.55 0.3 

4 96.20 0.4 

5 98.70 0.5 

6 98.98 0.6 

7 100.42 0.7 

8 101.58 0.8 

9 106.82 0.9 

10 113.75 1.0 

 

 

Y si los graficamos obtenemos una distribución escalonada, lo cual es muy común 

cuando la muestra es pequeña. 
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Ejemplo 3.6.3.2 

 

Si el conjunto de datos consiste en datos agrupados y la variable es continua, 

entonces  la función de Distribución Empírica se define para que los pasos ocurran en 

los límites verdaderos de la clase mayor.  

 

Por ejemplo, si es la tabla de la frecuencia: 

 

Clases Frecuencia 

10 – 13 15 

14 – 17 20 

18 – 21 15 

 

Y una observación se clasifica en la primera clase y está en el intervalo 5.135.9 ≤< x , 

entonces la función de Distribución Empírica se define como: 
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X  ( )xFn  

13.5 0.30 

17.5 0.70 

21.5 1.00 

 

 

Se hace semejantemente para las otras clases. 

 

Al graficar obtenemos un histograma ya que nuestros datos están agrupados. 

 

Frecuencia

0

5

10

15

20

25

10 – 13 14 – 17 18 – 21

 

 

 

 

3.6.4. Gráficas de Probabilidad (P-P) 

 

Un diagrama de probabilidad es un diagrama ofrece  la oportunidad para  determinar 

si un conjunto de datos se desvía de una línea recta y si es una línea recta, dentro del 

Neevia docConverter 5.1



 

 

Pruebas de bondad de ajuste basada en la Distribución Empírica 
 
 

 

- 48 -

error de muestreo, entonces la distribución supuesta es la distribución verdadera.   

 

La línea recta resulta de transformar la escala vertical la gráfica de la función de la 

Distribución Empírica a una escala  en la que  se produce exactamente una línea recta 

si la distribución supuesta es trazada en el gráfico. 

 

El principio detrás de esta transformación es simple y es como se presenta a 

continuación. Supongamos que la distribución verdadera que se considera depende 

del parámetro de locación µ  y del de escala σ ( µ y σ  no necesariamente tiene que 

representar la media y la varianza respectivamente).  

 

Entonces la función de Distribución Empírica de tal distribución se puede escribir 

como 

 

)()( zG
x

GxF =






 −
=

σ
µ

 

Donde   

σ
µ−

=
x

z  se refiere a la variable estandarizada  y  

 

( )⋅G  es la función de Distribución Empírica de la variable aleatoria 

estandardizada Z .  

 

La gráfica la función de Distribución Empírica se basa en graficar ( )xF  en x . Para 

muestras de datos ( )xF  es substituido por ( )xFn  y los valores trazados de x  son los 

valores observados de la variable aleatoria X .  
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Ahora si la gráfica era uno de z  en x  (o equivalente ( )( )xFG 1−   en x  donde ( )⋅−1G  es 

la transformación inversa que transforma  a ( )xF  en el valor estandarizado de z , en 

donde la gráfica que resultará es una línea recta 

 

( )( ) x
x

xFGz
σσ

µ
σ

µ 11 +−=
−

== −    

 

O en términos de x  en z , σµ zx +=  

 

 

Una gráfica de probabilidad es la gráfica de  

 

( )( )xFGz n

1−=  en x  

 

Donde x  representa los valores observados de la v.a. X . 

 

 

 

 

Con observaciones ordenadas )()1( ... nxx ≤≤ , la gráfica de probabilidad se puede 

también describir como la gráfica  de 

 

( )( )
)(

1

ini xFGz
−=  en )(ix  

 

Para  graficar la probabilidad  de la función de Distribución Empírica ( )xFn  

generalmente es mejor definida como 
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( )
n

i
PxF iin

5.0
)(

−
==   para ni ,...,1=  

Donde 5.0=c  

 

Puesto que F  es la función de distribución acumulada verdadero, la gráfica de 

probabilidad debe ser aproximadamente una línea recta. De hecho existe una 

convergencia fuerte a una línea recta para las muestras grandes. 
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4. Aplicaciones y Ejemplos 

4.1. Kolmogorov-Smirnov 

 

Una vez que se presento formalmente la prueba, a continuación se presentan 

algunos ejemplos de cómo aplicar la prueba. 

 

Para los siguientes ejemplos usaremos la tabla 1 para obtener los valores críticos. 

 

Tabla 1. Puntos porcentuales del extremo superior para D modificada 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 1 
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Considere que las diez observaciones siguientes, son una muestra aleatoria de una 

distribución continua. 

 

0.406, 2.343, 0.538, 5.088, 5.587, 2.563, 0.023, 3.334, 3.491, 1.267 

 

Probar la hipótesis de que esos datos provienen de una distribución exponencial con 

media 2, en nivel de significación 0.05. 

 

Solución 

 

Se ordenan las diez observaciones y entonces se calcula, para cada )(iy , el valor de 

)( iyF , donde 0H  establece que )( iyF  es exponencial con 2=θ . Por tanto, si 

Y ~ )exp(θ  su función de distribución es: 

 

( ) ( ).exp1 ),0( yI
y

yF ∞














−−=
θ

. 

 

Como 2=θ  entonces )()1()( ),0( yIeyF

y

∞

−
−= θ  .  

 

 

 

 

 

 

En la tabla 2 se dan los datos ordenados y cálculos pertinentes. 
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+D  es el valor máximo en la columna 6 y −D   el máximo en la columna 7, entonces 

0886.0=+
D  y 2901.0=−

D , lo cual resulta 2001.0=D . Para determinar el valor 

crítico a partir de la tabla 1, se necesita calcular 

 

9623.0)317.3)(2901.0(
11.0

12.0)( ==







++

n
nD  

 

En el nivel de significación 05.0=α α = 0.05, la región de rechazo comienza en 

1.358. Como 0.9623<1.358 no se rechaza la 0H , es decir, los datos se ajustan a una 

distribución exponencial con 2=θ . 

 

Nota : 

Obsérvese que el tamaño de muestra es 10=n , en general, en una prueba de 

bondad de ajuste las muestras cuyo tamaño es menor que 20 no permiten 

discriminar entre distintas distribuciones, esto es, pueden considerarse varios 

valores de parámetros en la hipótesis nula  tampoco se rechazaría. 

 En nuestro ejemplo anterior note que se dice que no se puede rechazar el modelo 

exponencial 2=θ como modelo posible para esos datos. Esto no significa que el 
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modelo exponencial 2=θ  sea el mejor modelo para los datos, ya que muchas otras 

hipótesis con diferentes valores de nulas tampoco se podrían rechazar, incluso hasta 

una diferente a la exponencial 

 

 

Ejemplo 2 

 

Se tomaron mediciones del flujo de agua en el suelo, en centímetros por día, en 20 

parcelas experimentales de un campo. Se midió el flujo en un perfil de drenaje del 

suelo en el que se habían establecido condiciones de régimen permanente de flujo 

del agua del suelo. La teoría y la evidencia empírica sugieren que las mediciones 

deben de ajustarse a una distribución normal logarítmica. Los datos anotados como 

iy  en la Tabla 3 son logaritmos de las mediciones reales. Probar la hipótesis de que 

las iy  provienen de una distribución normal. Usar 05.0=α . 

 

Solución 

 

En este caso, la idea básica de la prueba Kolmogorov-Smirnov es transformar los 

datos observados en nuevas observaciones que parezcan como variaciones de la 

Normal Estándar, en caso de ser verdad la 0H .  

Si la variable aleatoria Y tiene distribución Normal con promedio µ y varianza σ2, 

entonces 
σ

µ−Y
 tiene una distribución Normal Estándar.  

 

Como µ y σ se desconocen, se estimarán mediante y  y s , respectivamente.  
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A continuación se transformará cada valor de iy  a uno iu , donde 
s

yy
u i

i

−
=  y se 

prueba para ver si las iu  se ajustan a una distribución Normal Estándar.  

 

Los valores )( iuF de la Tabla 3 provienen de probabilidades acumuladas bajo una 

curva Normal Estándar )(Z , y se pueden obtener de una tabla de la función de 

distribución de Z . 

 

 

Según la Tabla 3, 0923.0=D . Mediante la Tabla 1, se encuentra que la D  

modificada es 
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4294.0)6522.4)(0923.0(
n

85.0
01.0n)D( ==







 +−  

 

De la tabla 1, el valor crítico en el nivel de significancia de 5% es 0.895; por lo tanto, 

como 0.4294<0.895 no se rechaza la hipótesis nula.  

 

 

 

Los datos parecen ajustarse a una distribución Normal. En la siguiente figura se 

comparan en forma gráfica )(uFn  y )(uF . La figura es una gráfica de la función de 

distribución empírica para 20=n  mediciones de flujo de agua en el suelo, y de una 

función de distribución Normal. 

 

En el recuadro se muestran las medidas estadísticas −D  y +D . 
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4.2. Anderson-Darling 

 

Ejemplo 3 

 

Ahora desarrollaremos un ejemplo para probar una Weibull usando la prueba de 

Anderson-Darling. 

 

Los datos consisten en seis observaciones provenientes de la misma población de 

una  Weibull con parámetros ( )2,10 == βα . Sin embargo para efectos de este 

ejemplo tomaremos los parámetros como desconocidos y se estimaran de los datos. 

 

En la columna ( )iY  tenemos las observaciones 

 

Tabla 4 . Datos para el ejemplo 3 

i y(i) N 6 

    Media 7.22 

1 11.72 Mediana 7.80 

2 10.43 Desv. Est. 3.86 

3 8.02 Varianza 14.90 

4 7.58 Mínimo 1.43 

5 1.43 Máximo 11.72 

6 4.12 Q1 3.44 

 

Obtenemos de los estadísticos descriptivos, Después usando métodos gráficos 

obtenemos estimadores puntuales para los parámetros de la Weibull, los cuales son 

( )3.1,7.8 == βα . 
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La hipótesis nula  es 

 

)3.1,7.8(: == βαWeibullH o  

 

Definimos nuestro estadístico de Anderosn-Darling, considerando que queremos ver 

si los datos provienen de una Weibull, el cual es  

 

( )( ){ } 







−−−−

−
= ∑ −+

i

inin nZZ
n

i
A )1(

2 exp1ln
21

 

 

 

Y el estadístico ajustado es 

 

2*2 2.0
1 nn A

n
A 








+=  

 

Donde 

*

)(

)(
*

β

θ 







= i

I

x
Z  

 

Y *α , *β  son los parámetros de la Weibull  denotando la estimación 

correspondiente. 

 

El nivel de significancia o valuep −  se usa ahora para probar la hipótesis. Si el 

05.0<− valuep , entonces se rechaza la hipótesis con una confianza del 95%. 

 

 

El nivel de significancia lo calculamos: 

Neevia docConverter 5.1



 

 

Pruebas de bondad de ajuste basada en la Distribución Empírica 
 
 

 59

 

( ) ]}48.4ln24.11.0exp[1{

1
*2*2

nn AA
valuep

++−+
=−  

 

Para poder llevar a cabo la prueba de bondad de ajuste de Anderson-Darling, 

primero obtenemos las probabilidades correspondientes de una Weibull bajo la 

hipótesis nula 0H supuesta. 

 

Por ejemplo para el primer punto 

 

( )


































−−===

β

βα α
ix

P exp143.13.1,7.8  

091.0909.01
7.8

43.1
exp1

3.1

=−=



















−−=  

 

 

 

 

 

 

Se procede a calcular el estadístico, a continuación se muestra una tabla con algunos 

paso intermedios 

 

Tabla 4 . Datos y cálculos para el ejemplo 3 

i y(i) 

 

)(iz  
Prob 

Weibull 

 

)exp( iz  ))exp(1ln( )(iz−  
 i-ésimo 

término 

  

1+− inZ
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5 1.4298 0.0956 0.091176 0.908824 -2.394964 1.473360 0.64472 

6 4.1154 0.37789 0.314692 0.685308 -1.156161 1.265670 1.21092 

4 7.5778 0.83566 0.566413 0.433587 -0.568432 0.899670 1.22342 

3 8.0204 0.89967 0.593296 0.406704 -0.522062 0.835660 1.58401 

2 10.4286 1.26567 0.717949 0.282051 -0.331357 0.377890 1.06387 

1 11.7216 1.47336 0.770846 0.229154 -0.260267 0.095600 0.65242 

 

Finalmente los valores para el estadístico de Anderson-Darling son 3794.02 =nA  y 

4104.0
*2 =nA . El valuep − , la probabilidad de rechazar erróneamente la 

distribución Weibull ( )3.1,7.8  errónea con estos resultados, es de 

3466.0=− valuep (mucho más grande que el error 05.0=α ). 

 

Como  

05.03466.0 =>=− αvaluep  

 

Entonces, se acepta la hipótesis nula, los datos se distribuyen como una 

)3.1,7.8( == βαWeibull . Por lo tanto el estadístico de Anderson-Darling fue capaz 

de reconocer que los datos provenían de una distribución Weibull como 

efectivamente es. 
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4.3. Cramer Von-Mises 

Ejemplo 4 

 

Con el fin de ilustrar la aplicación de a prueba de Cramer-Von Mises compararemos 

una muestra aleatoria de tamaño 8 provenientes de una N ~ ( )9,3 . 

 

Realizamos nuestra tabla, donde ordenamos nuestros valores, planteamos nuestras 

hipótesis, después construimos el estadístico de prueba. 

 

Rechazamos 0H  si α−> 1WT  donde α es el nivel de significancia y α−1W  se obtiene 

de los valores tabulados para el estadístico. 

 

En Microsoft Excel podemos generar los valores acumulados de la distribución 

conocida, que en este caso se asumió normal. 

 

Nuestros valores tabulados quedan de la siguiente forma: 

 

Tabla 5 para el ejemplo 4 

Obtenemos que 089252942.0=T  por lo que para un 05,0=α  no se rechaza la 

hipótesis nula, lo mismo para sucede cuando 01,0=α  
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Ejemplo 5 

 

Ahora probemos con otra normal con parámetros N ~ ( )10,12 . Nuestros valores 

tabulados quedan como se muestra: 

 

 

Tabla 5 para el ejemplo 4 

Obtenemos que 598605061.2=T  por lo que para un 05,0=α  se rechaza la 

hipótesis nula, lo mismo cuando 01,0=α  
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5. Conclusiones 

 

Para las pruebas de bondad de ajuste ara la distribución empírica usamos finalmente 

estimadores que dependen  de la variable aleatoria Z  la cual se distribuye como 

( )1,0U . 

 

De ahí se concluimos: 

 

o Los estadísticos basados en la Distribución Empírica son mucho más poderosos 

que la Chi-Cuadrada de Pearson, esto se puede explicar mediante el hecho que 

para usar la Chi-Cuadrada los datos tienen que estar agrupados, resultando esto 

en perdida de información, especialmente en las muestras pequeñas. 

 

o Los estadísticos más conocidos son los de Kolmogorov-Sminrnov, pero la 

mayoría de las veces es mucho menos potente que los estadísticos cuadráticos 

como son los de Anderson-Darling y Cramer-Von Mises. 

 

o Los estadísticos +D y −D   son más potentes en detectar si el conjunto de Z  

tiende o no a estar cerca de 0 y 1, respectivamente. 

 

o 2A , 2
W  y D  detectan alguna de las dos alternativas, ya sea que el conjunto de  

Z  tienda a estar cerca de 0 o de 1. 

 

o Los estadísticos de Kuiper y Watson son más potentes para detectar grupos en el 

conjunto de Z alrededor de algún punto, o una división en dos grupos, como 

puede ser cerca de 0 o de 1. 
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o En términos de las observaciones originales X , los estadísticos detectaran un 

error en la media de ( )θ;xF , mientras que el estadístico VU ,2  detectarán el 

error en la varianza. 

 

o El estadístico de Anderson-Darling generalmente se comporta similarmente al de 

Cramer-Von Mises, pero se encuentra dentro de lo más potentes cuando la 

prueba ( )θ;xF  parte de una distribución cierta en las colas, especialmente 

cuando parece que hay muchos valores atípicos de X para ( )θ;xF  específica.  

 

o En el trabajo de pruebas de bondad de ajuste cuando se parte de las colas es 

muy importante que se pueda detectar, es por eso que el estadístico 

recomendado es el de Anderson-Darling 

 

o Una notable limitación de la prueba del Anderson-Darling es que, junto con la 

prueba de Kolmogorov-Smirnov, están limitada a las distribuciones continuas. Si 

los datos se ajustan a una distribución discreta, como lo es la distribución 

binomial, otra prueba de bondad de ajuste como la Chi-Cuadrada debe ser 

utilizada.  

 

 

 

 

Existen software, como lo es SPSS que proporciona la prueba de bondad de ajuste para 

la distribución normal, exponencial, Poisson, Uniforme empleando la prueba de 

Kolmogorov- Sminrov, con parámetros desconocidos, así también se puede hacer en S-

PLUS para una o dos muestras. 
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En las gráficas de probabilidad (P-P) se gráfica: 

 

( )( ) ( )
iini PGXFGz

1

)(

1 −− ==   en )(iX  

 

Donde )(1 ⋅−G  es la transformación inversa de la distribución estandardizada de la 

población (distribución supuesta) en consideración.  

 

Para )( )(in xF   recomendamos 

 

n

i
pxF iin

5.0
)( )(

−
==  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A continuación se presenta una tabla con fórmulas para gráficas para algunas Familias 

de Distribuciones 

 

Distribución 
Función de distribución 

acumulada F(x) 

Eje 

Horizontal 
Eje Vertical  

Uniforme 
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Normal 
  

 

 

 

 

Weibull 
   

Valor Extremo 
   

Logistico 
 

 
 

Exponencial 
   

 

Una vez que se trazaron los puntos la tarea principal es juzgar si la forma de datos 

trazados asemeja a una línea recta.  Si no lo hacen, la tarea es entonces decidir  cuáles 

son las características de la distribución subyacente o de los datos que causan la no 

linealidad.   

 

 

 

Para algunas pruebas como se mostró es difícil encontrar las tablas de los valores 

tabulados del estadístico, en especial para la de Anderson-Darling, lo que ha motivado a 

que se hagan diferentes aproximaciones de lo estadísticos para hacer más fácil su 

cálculo.   

 

Microsoft Excel, puede ser una poderosa herramienta para la aplicación de la prueba de 

Cramer-von Mises y en general para las pruebas no paramétricas del tipo Kolmogorov-

Smirnov, hecho este evidenciados en las distintas comparaciones que se hicieron con los 

datos empíricos, mostrándose el carácter útil y amigable del Excel como herramienta 
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para el ajuste desde las perspectivas de distintas distribuciones constituye esta prueba 

de ajuste una herramienta de la cual se puede hacer uso desde la perspectiva de los 

paradigmas emergentes en ciencias sociales, pues permite trabajar con muestras 

pequeñas y libres de distribución, complementándose con el dinamismo que le imprime 

el uso de Microsoft Excel en la búsqueda de una distribución teórica que se ajuste a los 

datos.  

 

Es conveniente igualmente resaltar el hecho de que si bien en el presente trabajo se 

hicieron aplicaciones con distribuciones normales, se puede sin ningún tipo de 

limitaciones comparar con otras funciones continúas contenidas en este programa entre 

otras, la del tipo Exponencial, tipo Weibull, tipo Gamma, tipo Beta. En el contexto de las 

referencias teóricas de la prueba y de las funciones con las cuales trabaja el Excel, lo 

cual daría al investigador toda una amplia gama de posibilidades para ajustar un grupo 

de datos empíricos. 

 

Pero para una mayor precisión actualmente se han diseñado diversos software 

estadísticos que contienen pruebas no Paramétricas. 

 

Algunos como SPSS, SAS y hasta en Microsoft Excel es común encontrar la prueba de 

Kolmogorov-Smirnov ya que dentro de las pruebas de bondad de bondad de ajuste para 

la distribución empírica es la más conocida y usada aunque no siempre es la más 

adecuada.  

 

En programas estadísticos como Easy Fit, se puede aplicar la prueba de Anderson-

Darling arrojando el valor del estadístico. 

 

Las pruebas de Watson y Kuiper son las más difíciles de encontrar en los programas 

estadísticos, ya que al hacer referencia a datos circulares no es común que se incluyan. 
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A pesar de esto la prueba de Kuiper se puede usar con mayor facilidad ya que construir  

el estadístico depende del estadístico de Kolmogorov-Smirnov. Mientras que para la 

prueba de Watson hay varias aproximaciones que facilitan su cálculo sin embargo no es 

muy usado ya que es más compleja de calcular. 
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APENDICE A 

Tabla con estimadores los estimadores modificados para su manejo más fácil, así como 

los niveles de significancia. 
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APENDICE B 

 

TAMANO DE LA 

MUESTRA

(N) 0.2 0.15 0.1 0.05 0.01

1 0.9 0.925 0.95 0.975 0.995

2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929

3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828

4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733

5 0.446 0.474 0.51 0.565 0.669

6 0.41 0.436 0.47 0.521 0.618

7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577

8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543

9 0.339 0.36 0.388 0.432 0.514

10 0.322 0.342 0.368 0.41 0.49

11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468

12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.45

13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433

14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418

15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404

16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392

17 0.25 0.266 0.286 0.318 0.381

18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371

19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363

20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356

25 0.21 0.22 0.24 0.27 0.32

30 0.19 0.2 0.22 0.24 0.29

35 0.18 0.19 0.21 0.23 0.27

1.07 1.14 1.22 1.36 1.63

  ___   ___   ___   ___ ___

√  N √  N √  N √  N √  N

NIVEL DE SIGNIFICANCIA PARA D  =  MAXIMUM [ F0(X)  -  Sn(X) ]

OVER 35

Tabla 2: Para la prueba de Kolmogorov-Smirnov 

(Si el radio calculado es mas grande que el valor que se muestra, entonces se rechaza la 

hipotesis nula al nivel de confianza requerido.)
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