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Introduccion

En 1924, el aleman Stefan Banach y el polaco Alfred Tarski probaron
un resultado sumamente contraintuitivo. Demostraron que dada una bola
cerrada en R3, es posible partirla en una cantidad finita de pedazos y rea-
comodar estos pedazos, usando movimientos rigidos, para formar dos bolas
cerradas, cada una del mismo tamano que la original.

La demostracién de este notable teorema, que ahora se conoce con el
nombre de Paradoja de Banach-Tarski, emplea el Axioma de Eleccién. Por
ello, se ha considerado como un argumento en contra de aceptar tal axioma.

La Paradoja de Banach-Tarski choca fuertemente con la intuicién natu-
ral, porque los movimientos rigidos de R? preservan el volumen. La paradoja
se resuelve a la luz de que el Axioma de Eleccién implica la existencia de
conjuntos no Lebesgue-medibles, y no tiene sentido esperar que el volumen
de éstos se preserve, pues no tienen volumen.

Desde luego, el procedimiento descrito en el enunciado de este teorema no
se puede llevar a cabo en el mundo fisico, ya que los elementos de la particiéon
indicada son conjuntos arbitrarios de puntos (y el concepto matemético de
punto carece de realidad fisica).

En realidad, lo que la Paradoja de Banach-Tarski pone en evidencia es
que, si se acepta el Axioma de Eleccién, no se puede definir el volumen
de cualquier conjunto de puntos. Asi, esta paradoja, como todas, representa
una oportunidad de afinar la intuicién y lograr con ello un avance epistémico.

El objetivo de este trabajo es hacer clara, para cualquier estudiante de
pregrado que maneje bien el material de geometria analitica y de dlgebra
lineal, que haya llevado un curso elemental de algebra abstracta y uno de
teoria de conjuntos y que tenga nociones de analisis matematico, la de-
mostracién de la Paradoja de Banach-Tarski.

La estructura general de los cuatro capitulos principales sigue a [W],
aunque los detalles de las demostraciones son originales. Las ideas generales
de los apéndices F y H, y de la seccién de comentarios, fueron tomadas
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v LA PARADOJA DE BANACH-TARSKI

de [M-S], de una conferencia y de [W], respectivamente, pero el desarrollo
preciso de estas secciones, asi como el contenido de los otros apéndices, son
aportaciones originales.

A lo largo de este trabajo, el lector observard que se tuvo el cuidado
de decir exactamente cudles resultados dependen del Axioma de Eleccién,
especialmente cuando se habla de cardinalidades, a partir del Capitulo 3.



Resumen

En primer lugar, se definiran algunos conceptos fundamentales. Si un
grupo G actua sobre un conjunto X, decimos que E C X es G-paraddjico si
y sblo si hay A, B C F ajenos tales que A se puede partir en una cantidad
finita de subconjuntos que se pueden transformar uno por uno con elementos
de G para cubrir a E, y lo mismo sucede con B. En tal situacién, en el
Capitulo 2 veremos que A y B, y sus particiones, pueden ser tomados de
manera que los subconjuntos de A, ya transformados, queden ajenos dos
a dos, que pase lo mismo con B, y que ademas A U B sea todo F. Si G
es un grupo y pensamos en la traslacién, que es una accién de G sobre
G mismo, decimos que G es paradédjico si y sélo si G es G-paraddjico. El
primer resultado que demostraremos es que todo grupo libre de rango 2 es
paraddjico. A continuacién veremos que, aceptando el Axioma de Eleccion,
si un grupo paraddjico G actia sobre un conjunto X, y la acciéon cumple
una cierta condicién, entonces X resulta ser G-paradéjico. Tomando en
cuenta que se prueba que SO3 coincide con el grupo de rotaciones de R3
por el origen, pensemos ahora en la accién natural de SOs sobre R?. En
el Capitulo 3, serd demostrado, con ayuda de un cierto lema técnico, que
SO3 tiene un subgrupo libre de rango 2, digamos F, y que hay D C S2,
D contable, tal que F acttia sobre S\ D de la manera adecuada para que
podamos asegurar que S?\ D es F-paraddjico, y por tanto SOz-paradéjico.
Eso se conoce con el nombre de Paradoja de Hausdorff. La contabilidad
de D permitird que entonces obtengamos que S? es SOs-paradéjico. Sea
ahora % una bola cerrada en R? centrada en 0 (el origen). La linealidad de
los elementos de SO3 nos permitird engrosar a S? hasta obtener %\0, de
manera que sea evidente que %\0 es también SOs-paraddjico. Si denotamos
con G5 al grupo de isometrias de R3, y consideramos la accién natural de
G5 sobre R3, sera facil llegar, partiendo de lo que ya tendremos, a que
cualquier bola cerrada en R? es un conjunto Gs-paradéjico, es decir, la
Paradoja de Banach-Tarski. Revisaremos por ultimo la demostracién de la

A%



VI LA PARADOJA DE BANACH-TARSKI

forma fuerte de este resultado, que afirma que si A y B son subconjuntos de
R3 acotados y con interior no vacio, A se puede partir en una cantidad finita
de subconjuntos que se pueden transformar con rotaciones y traslaciones
para formar una particion de B. Se incluyen varios apéndices que explican
conceptos basicos y otros en los que se dan diversos resultados relacionados,
tales como la existencia de un conjunto numerable y paraddjico en el plano,
una consecuencia directa de la Paradoja de Banach-Tarski en el area de
la teoria de la medida, y un acertijo cuya solucién es otra consecuencia
contraintuitiva del Axioma de Eleccion.



Capitulo 1

Descomposiciones
Paraddjicas

Se sabe, desde la antigiiedad, que el concepto de infinito conduce rapi-
damente a construcciones que desafian la intuicién. Algunas de estas cons-
trucciones parecen cambiar el tamano de ciertos objetos mediante opera-
ciones que cabria esperar que lo preservaran. Consideremos, por ejemplo, la
biyectabilidad, ya observada por Galileo, de Z* con {n? | n € Z}. El famoso
cientifico renacentista dedujo de este fenémeno que ”los atributos de ’'igual’,
‘mayor’ y ‘'menor’ no son aplicables a cantidades infinitas”, anticipandose a
varios desarrollos que tendrian lugar en el siglo XX, en los que resultados
paraddjicos de esta indole serian utilizados para demostrar la no existencia
de ciertas medidas.

Una caracteristica importante de la observaciéon de Galileo es que su
construccién muestra cémo, a partir de ZT, se pueden dar dos conjuntos
ajenos (a saber, los ntimeros que son cuadrados y los que no lo son), cada
uno de los cuales tiene el mismo tamano que Z'. Asi, hay una idea de
duplicacién inherente en este ejemplo. La razén por la que el concepto es
tan fascinante es que, poco tiempo después de que las paradojas como la
de Galileo fuesen aclaradas por la teoria de Cantor sobre cardinalidad, se
descubrié que era posible producir duplicaciones atin mas contraintuitivas
usando movimientos rigidos. Tal es el caso del resultado que nos ocupa.

Los conceptos que se manejan en este primer capitulo son de naturaleza
fundamentalmente algebraica. Comenzaremos con una definicién que pro-
bablemente no le sea familiar al lector. La idea es tratar de capturar la
nocién de duplicar un conjunto usando ciertas transformaciones. La teoria
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general se simplifica si utilizamos permutaciones de un conjunto (es decir,
biyecciones de él en s{ mismo), y la manera mds fécil de hacer esto es trabajar
en el contexto de las acciones de grupos.!

A lo largo de todo este trabajo, N\Z* = {0}.

Para cada n € Z+, denotaremos con G, al grupo de isometrias? de R”,
y consideraremos la accién natural de este grupo sobre R”.

Convengamos en que, si G es un grupo que actia sobre un conjunto X
y A C X, entonces para cada g € G, gA = {gz | z € A}.

Definicion 1.1. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sea E C

X. Decimos que E es G-paraddjico (o bien, paraddjico con respecto a

la accién de G) si y sdlo si para algunos m,n € Z© hay Ay, ..., Am,

By,...,B, C E ajenos dos a dos y g1,...,9m,h1,...,hn, € G tales que
m n

E = U giA; y ademds E = U h; B;.
i=1 i=1
Intuitivamente, E es G-paraddjico si y sélo si tiene dos subconjuntos
m n
ajenos (U A;, U B;) cada uno de los cuales se puede descomponer y rea-
i=1 i=1
comodar mediante G para cubrir todo E.

Observemos que, si G es un grupo que actia sobre cualquier conjunto
X, 0 es G-paraddjico.

En el Apéndice F se da un ejemplo de un subconjunto de R? numerable
(es decir, biyectable con N) y Ga-paraddjico.

El primer resultado que probaremos proporciona el ejemplo por excelen-
cia de paradojicidad. Desempena, ademas, un papel medular en la estructura
de este trabajo.

Si G es un grupo, la funcién ¢ : G x G — G dada por (g,h) — gh es
una accién de G sobre GG, como es facil verificar. Decimos que G actia sobre
si mismo por traslacién para referirnos a esa accién. Decimos que G es
paraddjico si y sélo si G es paraddjico con respecto a la traslacion.

Si el lector no esta familiarizado con el concepto de grupo libre, conviene
revisar ahora el Apéndice C.

Teorema 1.2. Sea F' un grupo libre de rango 2. Entonces, F es paraddjico.

Demostracién. Podemos suponer que F' es F{, -}, el grupo libre generado
por {o,7}. Definimos W(o) = {a € F | a comienza con o}, y andloga-
mente W(7), W(oc™1) y W(r~1). Tenemos que F = {1} U W (o) U W (7) U

1Véase el Apéndice A.
2Véase el Apéndice D.
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W(o= ) UW (=Y, y que los cinco unendos son ajenos dos a dos. Afirmamos
que F = W(o)UoW (o™ !) y que F = W(r)UrW(r~1). Basta probar
la primera igualdad, pues la segunda se obtiene de manera andloga. Sea
a € F\W(o). Entonces 0o € W(o™1), y asi a = o(c 1) € oW (o).
La otra contencién es trivial. O

El siguiente resultado es también fundamental. Nos permite trasladar
o "subir” la paradojicidad de un grupo a un conjunto sobre el cual actie.
Es el tnico momento en el que apelaremos al Axioma de Eleccién. Antes
necesitamos una definicién.

Definicién 1.3. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X. Decimos
que la accion es sin puntos fijos no triviales (sin p.f.n.t.) si y sdlo si
no hay g € G, g# 1, yx € X tales que gx = x.

Por ejemplo, si n € Z*, el grupo de traslaciones de R™ actia de manera
natural sobre R”, y esa accién es sin p.f.n.t.

En lo sucesivo, aquellos resultados en cuya prueba se emplee el Axioma
de Eleccién se denotaran con (AE).

Proposicién 1.4 (AE). Sea G un grupo paraddjico que actie sobre un
conjunto X sin p.f.n.t. Entonces, X es G-paraddjico.

Demostracion. Supongamos que los elementos de {A4;}/"; U {B;}}_; C
P(G) y de {gi}i2; U {h;}7_; C G atestiguan que G es paraddjico. La
coleccién de G-érbitas® de X es una particién de X, asf que el Axioma de
Eleccion garantiza la existencia de un conjunto M que tenga exactamente
un elemento de cada G-6rbita de X.

Probemos que los elementos de {gM | g € G} son subconjuntos de X
ajenos dos a dos. Si 1M N goM # () para algunos gi,g2 € G, tenemos
g1m1 = g para algunos mp,ms € M, por lo que m; = ms (ya que estdn
en la misma G-érbita) y entonces gimy = gamy, es decir, my = gflggml,
por lo que gflgg =1 (por ser la accién sin p.f.n.t.), es decir, g3 = g2 y por
tanto g1 M = go M.

Definimos, para cada i € {1,...,m}, AT = J{gM | g € A;}, y para cada
jeA{l,...,n}, By =U{gM | g € B;}. Verifiquemos que {A}}[2, U{B;}}_,
es una coleccién de subconjuntos de X ajenos dos a dos. Tomemos, para
algunos i,j € {1,...,m}, A7, A} tales que A7 N A} # (). Tenemos que,
para algunos r € A; y s € Aj, rM N sM # 0, de lo que, siguiendo el
razonamiento del parrafo anterior, se tiene r = s, y como los elementos de

3Véase el Apéndice B.
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la coleccién { A; };U{ B, }}_; son ajenos dos a dos, tenemos que 4; = A;, de
donde A} = A?. Se observa que nuestra eleccién de elementos del conjunto
{A7 Y, u{B;}7_, fue sin pérdida de generalidad.

m
Por ultimo, probaremos que X = U gi A7 (y con eso se tendrd también
i=1

n
que X = U th;, por un razonamiento similar). Sea pues x € X. Como
Jj=1

x € Gm para alguna m € M, tenemos r = gm para alguna g € G. Pero
m

como G = UgiAi, g = gia; para algunos i € {1,...,m} y a; € A;, y
i=1
entonces x = g;a;m € g;(a; M) C g;AF. O

Corolario 1.5 (AE). Sea F' un grupo libre de rango 2 que actie sobre un
conjunto X sin p.f.n.t. Entones, X es F-paraddjico.

Demostracion. Se sigue de 1.2 y de 1.4. O

Los siguientes tres resultados no son relevantes para los fines de este
trabajo, pero se incluyen por su valor fundamental para el estudio de los
grupos paraddjicos.

Corolario 1.6 (AE). Sean G un grupo, y H < G. Si H es paraddjico, G
también lo es.

Demostracion. La funcién ¢ : H x G — G tal que ¢ : (h,g) — hg es una
accién, como es ficil verificar. (Podemos decir, por extensién del concepto,
que H actia sobre G por traslacién.) Esta accién es sin p.fn.t., ya que si
hg = g para algunos h € H, g € G, tenemos que h = 1. Entonces, si H es
paraddjico, 1.4 asegura que G es H-paraddjico, y por tanto paraddjico. O

Si G y H son grupos, denotaremos como G = H la condicién de que G
y H sean isomorfos.

Proposicion 1.7. Sea G un grupo libre no abeliano. Entonces, existe H <
G tal que H es un grupo libre de rango 2.

Demostracion. Supongamos que G es libre no abeliano. Entonces, hay un
conjunto libre de simbolos, M, tal que G = F);, donde F); es el grupo libre
generado por M. Como H es no abeliano, Fj; es no abeliano. Luego,* M
tiene al menos dos simbolos distintos, digamos « y 3. Podemos estar seguros

4Véase el Apéndice C.
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de que {«, £} es un conjunto libre de simbolos porque M es un conjunto libre
de sfmbolos. Asf, podemos hablar de F(, g3. Como {a, 3} C M, tenemos

evidentemente que Fi, 3 < Fy. Como Fyy = G, hay F' < G tal que
F 2 Fiq 8y, con lo que se tiene que F' es un grupo libre de rango 2. O

Corolario 1.8 (AE). Sean G un grupo, y H < G. Si H es libre no abeliano,
G es paraddjico.

Demostracion. Por 1.7, H (y por tanto G) tiene un subgrupo libre de rango
2. En virtud de 1.2 y de 1.6, G es paraddjico. U



Capitulo 2
Equidescomponibilidad

En este capitulo desarrollaremos, empleando técnicas elementales alge-
braicas y conjuntistas, herramientas que, aplicadas a la nocién de paradoji-
cidad, luego nos seran muy utiles. Comenzaremos con algunas definiciones.

Definicién 2.1. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
A, B C X. Decimos que A y B son G-congruentes si y sélo si hay g € G
tal que gA = B. En tal caso, escribimos A ~¢ B.

Observacion. Si G es un grupo que actia sobre un conjunto X, entonces
~¢ es una relacién de equivalencia sobre &(X).

Por ejemplo, si X es un conjunto, Sx (el grupo de permutaciones de X)
actia de manera natural sobre X. Entonces, para cualesquiera A, B C X,
A~g, Bsiysolosi A=DB.

Definicién 2.2. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
A,B C X. Decimos que A y B son G-equidescomponibles (o G-con-
gruentes a trozos) siy solo si para algin n € N hay una particién de A,
{A;}",, y una particion de B, {B;}"_,, tales que, para cada i € {1,...,n},
A; ~¢ B;. En tal caso, escribimos A ~g B.

Observacion. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
A,BCX.SiA~¢g B, entonces A ~g B.

Por ejemplo, la version fuerte de la Paradoja de Banach-Tarski, que fue
planteada informalmente en el resumen de este trabajo, afirma que, para
cualesquiera A, B C R?, ambos acotados y con interior no vacio, ocurre que
A ~¢q, B.
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Daremos ahora una caracterizacion de la G-paradojicidad en términos
de la G-equidescomponibilidad.

Proposicion 2.3. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sea
E C X. Entonces, E es G-paraddjico siy sélo si hay A, B C E ajenos tales
que A~g E yB ~qg E.

Demostracion. Supongamos que E es G-paraddjico. Tenemos, para algunos

m,n € ZT, {A;}", U{B;}", una coleccién de subconjuntos de F ajenos
n

m
dos a dos, y {¢;}7; U{hi}7—; C G tales que E = U giA;y E= U h;B;.
i=1 i=1
Definimos A} = A1, Ay = A\gy ' (9147), A5 = Az\g5 ' ((9147) U g24%), y
en general, para cada j € {1,...,m}, A} = Aj\gj_1 U gi AL
1<i<j
Afirmamos que {g;A}}"™, es una coleccién de subconjuntos de F ajenos
dos a dos. Para cada i € {1,...,m}, A, C A;, de donde ¢;A; C ¢g;A; C E.
Seani,j € {1,...,m} tales que i < j. Tenemos que A’ N g;l U gl =10,
1<k<j
porque A; = Aj\gj_1 U grAj. Entonces, ocurre lo siguiente:
1<k<j

(9;A5) NgiA; € (g;A))N U grAj,
1<k<j

= (g4 Ngig;t |J oAy
1<k<j

= gi(Angt | adp)
1<k<jy
= g0
0

Por lo tanto, (g;A}) N giA; = 0.
m m
Probemos ahora que F = U g: Al Basta ver que E C U g: AL Sea x €
i=1 i=1

E. Como E = UgiAi, x € g;A; para alguna ¢ € {1,...,m}. Sea k =
i=1



2. EQUIDESCOMPONIBILIDAD 9

min{i € {1,...,m} | z € g;A;}. Tenemos lo siguiente:

g Al = ge(Ap\gy " U giAj)
1<i<k

= (gA)\grgr " | 9i4]

1<i<k

= (gA\ | 94

1<i<k

Ademsds, para cada i tal que 1 < i < k, por la minimalidad de k, x ¢ g;A;,
pero como A; C A;, tenemos que g; A} C g;A;, y que por ello = ¢ g;A}. Por
lo tanto, = ¢ U g:Al,. Como, por la eleccién de k, x € gy Ay, tenemos que

1<i<k
m
ze (gA\ | @4} =aA;, € JaAl
1<i<k i=1
Si ahora definimos, para cada j € {1,...,n}, B} = Bj\h;1 U h;B;,

1<i<j

un razonamiento similar proporciona que {h;B.}" ; es una coleccién de
subconjuntos de F ajenos dos a dos que cubre a F.

Se observa que {A}}7. U {B./}_, es una coleccién de subconjuntos de
E ajenos dos a dos, pues para cada i € {1,...,m} y je€ {l,...,n}, A, C
A;CFEy B;- CB;jCE,yA,...,An,B1,...,B, son ajenos dos a dos.

Por supuesto, para cadai € {1,...,m} yj € {1,...,n}, A; = 0 siy sélo
si gi A} = (), y ademds B} = ) si y sélo si h; B, = (). Eliminemos pues los con-
juntos vacios de la lista A},..., A, B,..., B] y renumeremos, para obte-
ner, para algunos r,s € N, AY, ..., A” BY,....BY y ¢/,....q/,hY,... b

S

K
tales que, si A = U Al'y B= U B, entonces tenemos que:
i=1 i=1

(i) ABC Econ ANB =1,
(ii) {AY}7_, es una particién de Ay {B/}?_, es una particién de B, y
(iii) {g/AY}7_ y {hYB!}{_, son ambas particiones de E.

Por lo tanto, tenemos A, B C F ajenos tales que A ~g Ey B ~g E.
La implicacién en sentido contrario es inmediata. O

Proposicion 2.4. Sea G es un grupo que actie sobre un conjunto X. En-
tonces, ~¢ es una relacion de equivalencia sobre P (X).
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Demostracion. Es inmediato que ~¢ es reflexiva y simétrica. Probemos que
es transitiva. Sean A, B,C C X tales que A ~g By B ~g C. Verifiquemos
que A ~¢g C. Tenemos, para alguna m € N, una particién de A, {4;}7,, una
particién de B, {B;}™,, v {g:}7, C G tales que, para cada i € {1,...,m},
giA; = B;. Ademds, tenemos, para alguna n € N, otra particién de B,
{B}}}_1, una particién de C, {C;}]_;, y {h;}}_; C G tales que, para cada
je{l,...,n}, thg» = (. Sobreponemos las dos particiones de B que
tenemos para obtener S = {B; N B} [ i € {1,...,m},j € {1,...,n}}. Sean
R = {g;l(Bl-OB;) lie{l,...,m},j€{l,....,n}} y T = {h;(B; N Bj) |
ie{l,...,m},je{l,....,n}}.

Afirmamos que R es una coleccién de subconjuntos de A ajenos dos a dos
que cubre a A. Para cualesquiera i € {1,...,m}, j € {1,...,n}, tenemos
que g; 1(B; NBj) = (9; ' By) ﬂg;lB; = A; ﬂg;lB§ C A; C A. Ahora, si
x € A, x € A; para alguna ¢ € {1,...,m}, por lo que g;z € g;4; = B;.
Pero B; C B, asi que g;z € B para alguna j € {1,...,n}. Por lo tanto,
gir € B;NBj y entonces x € gi_l(BiﬂB;-). Por tltimo, sean i,k € {1,...,m}
y j,1 € {1,...,n} y supongamos que (g; *(B; N Bj))N (9, (Bx N BY)) # 0.
Tenemos que (g;lBi)ﬂ(gle;)ﬂ(g;lBk)ﬂgngl’ # (), pero como g; ' B; =
Ay gllek = Ay, tenemos que A; N Ay # () y por lo tanto i = k. Ahora,
hay z € (gi_lB;-) ﬂgk_lBl’, por lo que g;z € B} y grz € B]. Pero como i = £k,
tenemos que g;z = gxz, por lo que B} N B) # ), de donde j = I. Por lo
tanto, g; ' (B; N B}) = g; ' (Bx N B)).

Andlogamente, T es una colecciéon de subconjuntos de C ajenos dos a
dos que cubre a C. Ahora, sean i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Tenemos que
(hjgi)(g; (B N Bj})) = h;j(B; N B}). Esto nos permite observar que, para
cualesquiera i € {1,...,m}, j € {1,...,n}, gi_l(Bi NBj) = () siy sélo si
hj(B;NBj) = (). Entonces, si de Ry de T eliminamos los elementos vacios,
nos quedan particiones de A y de C, respectivamente, que atestiguan que
A~ C. O

Lema 2.5. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X. Si A,B C X
son tales que A ~g B, entonces hay f : A — B biyectiva tal que para
todo C C A, C ~¢g f[C]. Ademds, para cualesquiera Ay, Ay, B1,Bs C X
tales que Ay N Ay = ) = By N By, si Ay ~g By y Ay ~g Bs, entonces
A1 UAy ~g B1 U Bs.

Demostracion. Tenemos, para alguna n € N, una particién de A, {4;}7 4,
una particién de B, {B;}",, v {g:}l~; € G tales que, para cada i €
{1,...,n}, g;A; = B;. Definimos f : A — B tal que para toda z € A,
f(z) = gix, donde i € {1,...,n} es tal que z € A;. Es facil ver que f es
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biyectiva. Sea C' C A. Consideremos R = {CNA;}, y S ={f[CINB;},.
Es de rutina probar que R es una coleccién de subconjuntos de C ajenos
dos a dos que cubre a C, y que S es una coleccién de subconjuntos de f[C]
ajenos dos a dos que cubre a f[C]. Sea i € {1,...,n}. Verifiquemos que
g, (CNA;) = fIC]N B;. Sea z € C'N A,;. Tenemos que g;x = f(x) € f[C]
y ademds g;x € ¢;A; = B;. Ahora, sea x € f[C] N B;. Tenemos que
gi_lx € gi_lBl- = A;. Por lo tanto, f(gi_lx) = gigi_lx = x, y entonces
gl = f~Yx) € fEVIfIC]) = C. Asf, g;'x € C N A; y por tanto
x € ¢;(C N A;). Obsérvese que, para cada i € {1,...,n}, CNA; = 0 si
y s6lo si f[C]N B; = (. Asi, si eliminamos de Ry de S los elementos vacios,
nos quedan particiones de C'y de f[C], respectivamente, que atestiguan que
C ~c fIC].

La afirmacién restante es evidente. O

Proposicion 2.6. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
E,E' C X tales que E ~g E'. Si E es G-paraddjico, E' también lo es.

Demostracion. Supongamos que E es G-paraddjico. Entonces, por 2.3, hay
A, B C E ajenos tales que A ~q¢ E'y B ~g E. Ahora, como E ~g E’, 2.5
da una biyeccién f : E — E’ tal que A ~g f[A] y B ~¢ f[B]. Tenemos que
flA4] v f[B] son subconjuntos de E’ ajenos (por ser f biyectiva), y ademds
que F[A] ~¢ A~g E ~g E' y que F[B] ~¢ B ~g E ~¢ E'. En virtud de
2.3, E' es G-paraddjico. O

Si un grupo G actia sobre un conjunto X, ya sabemos que ~g es una
relacién de equivalencia sobre &(X). Observemos que 2.6 muestra que la
G-paradojicidad se puede ver como una propiedad que compete a las clases
de equivalencia.

Introduzcamos ahora algo de notacién. Si G es un grupo que actiia sobre
un conjunto X, y si A,B C X, escribiremos A <¢ B para denotar la
situacién de que haya B’ C B tal que A ~g B’.

Proposicion 2.7. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
A BCX.

(i) Si A ~g B, entonces A g B.
(i) Si A C B, entonces A <¢ B.
(i) <G es una relacidn reflexiva sobre P (X).

(iv) K¢ es una relacion transitiva sobre Z(X).
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Demostracion. Las afirmaciones (i)-(iii) son inmediatas. Probemos (iv). Sean
A, B,C C X tales que A <¢ By B <¢ C. Entonces hay B’ C B tal
que A ~g B’, y ademds hay C' C C tal que B ~¢g C’. Por 2.5 hay
una biyeccién f : B — C’ tal que B’ ~g f[B’]. Entonces, tenemos que
A~g B ~¢g f[B'] CC'CC, porlo que A <¢ C. O

Un resultado de la teoria de conjuntos, conocido como Teorema de
Cantor-Schroder-Bernstein, o simplemente Teorema de Schroder-Bernstein,
afirma que si A y B son conjuntos tales que hay f: A —- By g: B — Ain-
yectivas, entonces A y B son biyectables. Daremos ahora una generalizacién,
debida a Banach, de este famoso teorema.

Teorema 2.8 (Teorema de Banach-Schroder-Bernstein). Sea X un conjun-
to, y sea ~ una relacion de equivalencia sobre P(X) que satisfaga las si-
guientes dos condiciones:

(i) para cualesquiera A,B C X, si A ~ B entonces hay f : A — B
biyectiva tal que para todo C C A, C ~ f[C], y

(i1) para cualesquiera Ay, Ag, By, Ba C X tales que AyNAy = () = BN Bs,
st Ay ~ By y Ay ~ By, entonces A1 U Ay ~ By U Bs.

Entonces, para cualesquiera A, B C X, si hay B’ C B tal que A ~ B’ y hay
A’ C A tal que B ~ A’, se tiene A ~ B.

Demostracion. Sean f: A — B’y g: B — A’ biyecciones dadas por (i). Sea

Coy = A\ A, y definimos recursivamente C,, 11 = g[f[Cy]]. Sea C = U Ch.
neN

Afirmamos que A\C = ¢g[B\ f[C]]. Sea z € A\C. Como A\A’' = Cy C C,
A\C C A’ y podemos hablar de g~*(z). Si ocurriese que g~!(z) € f[C],
tendriamos que g~'(z) € f[C,] para algin n € N, y que por lo tanto
x € g[f[Cy]] = Cny1 C O, cosa que no pasa. Asi, g1 (x) € B\ f[C], por lo
que x € g[B\f[C]]. Inversamente, sea x € g[B\f[C]]. Entonces, g~!(z) €
B\ f[C]. Si ocurriese que x € C, tendriamos que = € C,, para algiin n € N.
Ahora, no podria pasar que x € Cy = A\A’, pues = € g[B\f[C]] C ¢g[B] =
A’. Por lo tanto, estarfa pasando que x € C,,11 para algin m € N, por
lo que € g[f[C]] v entonces g~ (z) € f[Cy] C f[C], lo cual es una
contradiccién. Luego, x € A\C.

Ahora, por la eleccién de g, A\C = g¢[B\f[C]] ~ B\f[C], y por la
eleccién de f, C' ~ f[C]. Entonces, por (ii), A = (A\C)UC ~ (B\f[C]) U
f[C] = B. O
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Observemos que el teorema clasico de Schroder-Bernstein se sigue de
la prueba de 2.8, ya que nunca se usé que ~ fuese una relacién sobre la
potencia de un conjunto. Si hacemos que ~ sea la biyectabilidad (que es un
relacional' de equivalencia sobre la clase de todos los conjuntos), entonces
se cumplen (i) y (ii) y es fécil ver que, para cualesquiera A, B conjuntos,
hay f: A — B inyectiva si y s6lo si A es biyectable con un subconjunto de
B.

Apliquemos ahora el Teorema de Banach-Schroder-Bernstein.

Corolario 2.9. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sean
A BCX. SiA<g B yB<=<gA, entonces A ~g B.

Demostracion. Se sigue del hecho de que 2.5 afirma que ~g cumple las
condiciones (i) y (ii) del enunciado de 2.8. O

Con lo que tenemos hasta aqui, se observa que, si un grupo G actia
sobre un conjunto X, ~¢ es una relacién de equivalencia sobre Z(X) y <¢
se puede ver como un orden parcial reflexivo sobre la particiéon inducida. Se
dice que < es un preorden sobre &(X) con respecto a ~¢.

Concluiremos este capitulo con un resultado sobre G-paradojicidad que
hace acopio de gran parte de lo que sabemos hasta ahora.

Corolario 2.10. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X, y sea
E C X. Entonces E es G-paraddjico si y solo si hay A, B C E ajenos tales
que AUB=E, A~g E yB ~g E.

Demostracion. Si E es G-paraddjico, por 2.3 hay A’, B’ C FE ajenos tales
que A" ~¢ E'y B' ~¢ E. Entonces £ ~g B’ C E\A" C E, de donde
E ¢ E\A' %¢ E. Entonces, en virtud de 2.9, E\A’ ~¢ E. Basta ahora
notar que A’ N (EF\A") =0y que A’ U (E\A’") = E. Tomemos pues A = A’
y B = E\A’. La implicacién en sentido contrario es inmediata. O

1Un relacional es una clase de pares ordenados de conjuntos.



Capitulo 3

La Paradoja de Hausdorft

El objetivo de este capitulo es demostrar un importante resultado que
se conoce como Paradoja de Hausdorff. Para ello, probaremos primero un
lema un tanto técnico que hace ver que SO3, que coincide con el grupo
de rotaciones de R? cuyo eje pasa por el origen, tiene un subgrupo libre
de rango 2. Como utilizaremos herramientas de ramas de las mateméticas
que antes no han aparecido, revisemos en primer término algunos conceptos
pertinentes.

Sea n € ZT. De aqui en adelante, cada vez que mencionemos a R" lo
estaremos viendo como R-espacio vectorial, y ademés como espacio métrico
euclidiano, es decir, con la métrica usual. En el Apéndice D se incluye un
repaso de los conceptos relacionados con los grupos de transformaciones,
tanto lineales como rigidas, de R™. Si T es un operador lineal sobre R",
denotaremos como [T] a la matriz que representa a T en la base candnica.
Denotemos como GL,, al grupo de operadores lineales no singulares sobre
R™. Formalmente, se define SO,, = {T' € GL,, | [T]! = [T] y det[T] = 1},
y es facil ver que SO,, < GL,. Lo que se afirma en D.8 es que los elementos
de SOz son precisamente las rotaciones de R? cuyo eje pasa por el origen.

Si G es un grupo y A C G, entonces se define el subgrupo de G generado
por A, (A), como el C-minimo subgrupo de G que contiene a A (es decir,
A C (A) < Gy para todo H tal que A C H < G, (4) C H). Se prueba
que, si A # (), entonces (A) = {ai'---aF! | n € Z*, a; € A para cada
i€{l,...,n}}. Sea G un grupo y A C G, y supongamos que A estd escrito
como un conjunto libre de simbolos.! Tiene sentido entonces hablar de Fj,

1Para esto es suficiente que no ocurrra que un elemento de A esté escrito como una
sucesién finita de otros elementos de A, que si un elemento de A estd escrito como «,

15
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el grupo libre generado por A. Decimos que los elementos de A generan
libremente a (A) (o bien, que A es un conjunto libre de generadores)
si y sélo si la funcién ® : Fy — (A) dada por ®(a) = « es un isomorfismo.
Obsérvese que para establecer tal hecho, basta demostrar la inyectividad
de @ (pues es claro que ® serfa un homomorfismo suprayectivo). Para esto,
en virtud de que para todo f homomorfismo de grupos f es inyectivo si y
sélo si ker f = {1} (donde ker f = f~1[{1}]), es suficiente hacer ver que
toda B-palabra reducida no trivial es distinta de la identidad de G, donde
B=AU{p ! | pe A}. Si esto sucede, tenemos que (A) es un grupo libre
de rango |A|.?

Por 1ltimo, establezcamos dos convenciones que utilizaremos. Consi-
deraremos que la funcién arco coseno (arccos) toma valores en [0, 7]. Asi,
cuando digamos que un angulo es de arc cos(%) radianes, estaremos pensan-
do en un dngulo del primer cuadrante. Decimos que una rotacién de R? sobre
el eje X con un angulo 6 es en sentido antihorario si y sélo si, situandose
un observador sobre algin punto de la parte positiva del eje X mirando
hacia el origen, ve girar al plano Y Z en 6 radianes en sentido contrario a
las manecillas del reloj. Cuando hablemos de rotaciones de R? sobre el eje
Y (o Z) en sentido antihorario, serd de acuerdo con convenciones andlogas.

Lema 3.1. Existen ¢ y p, rotaciones de R® cada una de las cuales es
sobre un eje que pasa por el origen, tales que ¢ y p generan libremente a
{¢, p}) < SO3. Por lo tanto, SO3 tiene un subgrupo libre de rango 2.

Demostracion. Sean ¢ y p las rotaciones de R? sobre el eje Z y el eje X,
respectivamente, ambas en sentido antihorario y con un angulo de arc cos(%)
radianes.

Dibujando los ejes coordenados de R3, se observa que
3 1
5

3oF1 o0 1 0 0
o=1={ %5 5 0 )yauelp™]={0 5 %3
0 0 1 0o +& 2

En virtud de lo ya explicado, basta ver que si S = {¢T!, p*!}, entonces
ninguna S-palabra reducida no trivial es la identidad. Sea pues w una S-
palabra reducida no trivial, y supongamos que w = 1. Podemos suponer
que w termina en ¢!, ya que si no, podemos conjugar por ¢ para obtener
¢ twep = ¢ '1¢ = 1, y entonces tendriamos una S-palabra reducida no
trivial, igual a la identidad y que termina en ¢.

ningtn elemento de A esté escrito como a~!, y que ninglin elemento de A esté escrito
como 1. Véase el Apéndice C.

2Para que esto tenga sentido se requiere que |A| esté definido. Si A es finito, no hay
problema. Véase el Apéndice C.
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Afirmamos que, si lg(w) denota la longitud de w, w(1,0,0) tiene la forma
wﬁ(a,b,c), donde a,b,c € Z y 5 t b. Esto mostrard que w(1,0,0) #
(1,0,0), lo cual es una contradiccién. Probemos la afirmacién por induccién
sobre lg(w). Si lg(w) = 1, w = ¢!, y entonces w(1,0,0) = (%,i%,O) =
5%(3, +4,0), con lo que se tiene la base de la induccién.

Para el paso inductivo, pongamos w = ¢*'w’ o w = p*'w’, con w'(1,0,0)
= ﬁ(a’7 b,c), cond b, € Zyb51b. Hagamos los célculos.

Si w = ¢*lw’, entonces tenemos lo siguiente:

1 1
[w] [ O = [ | 0
0 0
3 4 /
= F= 0 a
1 5 3P /
0 0 1 cd
3a’F4b’
1 / 5 !
— 3b'+4a
51g(w') 5/
c
1 3a’ F 4V
= oy | 8 4
5¢

Asi, w(1,0,0) = 5@%(@, b,c), donde a = 3a’ F4b', b =3V +4a’ y ¢ =5c.
Si w = p*lw’, entonces tenemos lo siguiente:

1 1
[w]| 0 = [ | 0
0 0
1 1 0 0 a
lg(w’ 5 5
5lg(w’) 0 % % c’
a
_ 1 3b'F4c’
51g(wl) 30/5):417/
5
5a’
= — | 3V F4c
lg(w’)+1
BECIH A\ g 1y

Asi, w(1,0,0) = @(a,b,c), donde a = 5a’, b =3V F4c' y c=3c £4V.
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En cualquier caso, w(1,0,0) = ﬁ(a,b, ¢), con a,b,c € Z. Probemos
ahora que 5t b. Seguimos suponiendo la misma hipétesis de induccidn, es
decir, que w = ¢*'w’ o w = pw’, con w'(1,0,0) = m(a’,b’,c’), con
a' b, €Zy51b. Subdividiremos cada uno de los dos casos anteriores en
dos subcasos.

Con v denotaremos alguna S-palabra reducida, trivial o no, pero que
si no es trivial termina en ¢*!. Con lo que tenemos hasta ahora, podemos
suponer que v(1,0,0) = Wﬁ(a’ﬂb”,c”% donde a”,b",¢" € Z. (Si v es
trivial, tenemos que v(1,0,0) = (1,0,0) y que a” = 1,b” = 0,¢” =0.)

Si w = ¢t pTly, entonces b = 3b' + 4a’, donde 5 | @’ (pues a’ = 5a”).

Si w = ptlo*lu, entonces b = 30" F 4¢’, donde 5 | ¢/ (pues ¢ = 5¢”).

Si w = ¢t ¢T v, entonces b = 3b' + 4a’ = 30" + (124" F 16b") = 3b' +
9" +12a”" — 160" — 90" = 3b" 4 3(3b” + 4a’) — 258" = 6b' — 25b".

Si w = ptlpTlu, entonces b = 3b' F 4c/ = 3b' F (12¢” + 16b") = 3b +
9" F 12¢" — 160" — 9v” = 3b' + 3(3b" F 4¢”") — 250" = 6b' — 250"

Obsérvese que, en los casos primero y cuarto, v no puede ser trivial, pues
si lo fuera, tendriamos que w termina en p*!. O

Si A es un conjunto, decimos que A es contable si y sélo si existe
f + A — N inyectiva.

A partir de este momento, haremos referencia al Apéndice E cada vez
que necesitemos un resultado relacionado con cardinalidad que no dependa
del Axioma de Eleccion.

El siguiente resultado devuelve nuestra atencién a la discusién sobre
conjuntos paraddjicos, pero antes de entrar de lleno, adoptemos algunas
convenciones adicionales.

Para cada n € Z1, denotaremos como S" ! a la esfera unitaria centrada
en el origen en R™, como es usual.

En lo que resta de este trabajo, consideraremos que SOz actia de manera
natural sobre R3.

Si P, P, € R3 con Py = (x1,y1,21), P2 = (22,92, 22) podemos comparar
lexicograficamente a P; con P, y decimos que P; <j, P> siy sélo si ocurre
que 1 < X2, 0 bien que 1 =22 y y1 <y, 0blen que x1 =22y y1 = Y2 ¥
21 < 2. Bs de rutina probar que <, es un orden estricto total sobre R3.

Teorema 3.2 (Paradoja de Hausdorff) (AE). Hay D C S? tal que se puede
dar f : D — N inyectiva y que S*\D es SO3-paraddjico.

Demostracion. Sea F el subgrupo libre de SOs construido en 3.1. Cada
elemento distinto de la identidad de F, al ser una rotacién no trivial de R3
cuyo eje pasa por el origen, deja fijos exactamente a dos puntos de S?, a
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saber, las intersecciones de su eje con S2. Sea D = {P € S? | hay a € F\{1}
tal que a(P) = P}.

Demos ahora una funcién f : D — N inyectiva. En primer lugar, con-
sideremos al conjunto libre de simbolos M = {¢, p}. Quedd establecido, en
3.1, que la funcién ® : F; — F dada por ®(a) = a es un isomorfismo, y
por tanto una biyeccién. Ahora, como M es finito, se puede dar g : M — N
inyectiva. Entonces, en virtud de E.3, se puede dar h : Fj; — N inyectiva.
Por lo tanto, h o ®~! : F — N es inyectiva. Definimos ahora, para cada
a € F\{1}, A, = {P € §? | a(P) = P}. Para cada a € F\{1}, tenemos
que |4,| = 2y que la funcién de A, en N que asigna 0 al punto <z-menor y
1 al <p-mayor es inyectiva. Basta ahora observar que D = U A, para

acF\{1}
obtener que E.1 garantiza que se puede dar f : D — N inyectiva.

Ahora, si P € S2\D y a € F, a(P) € S?\D, ya que si hubiera 8 € F\{1}
que fijara a a(P). tendriamos B(a(P)) = a(P), es decir, (a~13a)(P) = P,
con lo que P serfa un punto fijo de a~!Ba € F\{1} y P estarfa en D.
Acabamos de ver que F actia de manera natural sobre S?\ D y esta accién,
por definicién de D, es sin p.f.n.t. Entonces, por 1.5, S?\ D es F-paraddjico.
Por supuesto, la accién de F' sobre S\ D es la restriccién de la accién natural
de F sobre R3, con respecto a la cual, desde luego, tenemos que S?\D es
paradéjico. Por lo tanto, como F < SOz, S?\D es SOs-paradéjico. O



Capitulo 4

La Paradoja de
Banach-Tarski

Aplicaremos ahora todos los resultados y herramientas que tenemos.
El primer resultado que probaremos habla de cardinalidad, asi que, para
mostrar que no depende del Axioma de Eleccién, nos referiremos varias
veces al Apéndice E.

Proposicién 4.1. Sea D C S? tal que se puede dar f : D — N inyectiva.
Entonces, S? ~s0, S?\D.

Demostracion. Lafuncion A: D — {—z |z € D} talque A : x — —x, es de-
cir, la funcién antipoda, es claramente biyectiva. Definimos g : DU{—x | = €
f(P),0 siPeD
D} — (Nx{0})U(Nx{1}) talque g : P — { ((f o(A(—l))(P)), 1) siPéD -
Se observa que g es inyectiva. Sea s : (N x {0}) U (N x {1}) — N la funcién
inyectiva que dimos en la prueba de E.3. Entonces, sog: DU{—x | z €
D} — N es inyectiva. Por lo tanto, D U {—xz | x € D} es contable. Asi,
como S? es biyectable con R, por E.5 hay ¢, una recta por el origen, que
no toca a D. Usando el orden lexicogrifico, demos a £ un sentido, y con-
vengamos en que cada vez que hablemos de una rotacién de R3 alrededor
de ¢, sera en sentido antihorario, si vemos a ¢ como un eje dirigido con el
sentido que le dimos. Si 6 € R, llamemos py a la rotacién de R? alrededor
de ¢ con un dngulo de # radianes. Definimos, para cada P € D y n € Z™T,
Ap, = {0 € [0,27) | pp(P) € D}. Para cada P € D y n € Z", sea
gpn : Apyn — D tal que gp,, : 0 — pj(P). Para cada P € Dy n € Z¥,
como P ¢ ¢, gp,, es inyectiva, as{ que también lo es fogp,, : Ap, — N. Por
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lo tanto, si para cada P € D, Ap = U Apyn, Elda fp: Ap — N inyec-
nezt
tiva. Ahora, sea A = U Ap. Una segunda aplicacién de E.1da f: A — N
PeD
inyectiva, por lo que podemos asegurar que A es contable.

Conviene observar aqui que A = {0 € [0,27) | hay n € Z* y P € D tales
que py(P) € D}. Como A es contable y [0, 27) es biyectable con R, E.5 da
6o € [0,27)\ A. Sea p = py,. Por supuesto, p € SO3. Para cualquier n € Z*,
tenemos, por construccién de A, que p™[D]ND = (), ya que si hubiera P € D
con p"(P) € D, tendrfamos 6y € A. Sea D = U p"[D]. Observemos que

neN
D=DuU U p"[D] y que U p"[D] = p[D], con DN p[D] =0, por lo que
nezt nezt
p[D] = D\D. Entonces, tenemos que S = DU(S?\ D) ~g0, p[D]U(S*\D) =
(D\D) U (S*\D) = (S*\D). O

Convengamos en que, para cualesquiera X CR3yr € R, rX = {rP |
Pe X}

Teorema 4.2 (AE). S? es SOsz-paraddjico. En general, cualquier esfera en
R3 centrada en el origen es SOs-paraddjica.

Demostracion. La Paradoja de Hausdorff (3.2) afirma que hay D C S? tal
que se puede dar f : D — N inyectiva y que S*\ D es SOs-paradéjico. Asf,
4.1 garantiza que S?\D ~g0, S?. Entonces, en virtud de 2.6, resulta que S?
es SOs-paraddjico.

Ahora, sea . una esfera de radio r centrada en el origen. En virtud
de la linealidad de los elementos de SO3, podemos hacer corresponder a
cada punto P € S? con 7P € .7 para obtener una descomposicién SOs-
paradéjica de . partiendo de la que ya tenfamos para S2. Hagamoslo con
detalle. Tenemos, para algunos m,n € Z*, {4;}, U{B;}",, una colec-
cién de subconjuntos de S? ajenos dos a dos, y {a;}™, U {3}, C SO;

m n

tales que S? = U a;A; vy S? = U B;B;. Claramente, {rA;}7, U {rB;},
i=1 i=1

es una colecciéon de subconjuntos de . ajenos dos a dos, y ademas ocurre
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lo siguiente:

Andlogamente, . = U BirB;. O

i=1
Denotemos como 0 a (0,0,0), el origen de R3.

Lema 4.3. Sea % una bola cerrada en R3, centrada en 0. Entonces, B ~q,

HB\{0}.

Demostracion. Sea € una circunferencia completamente contenida en %
que pase por 0. Sea /¢ la recta normal al plano de € que pasa por el centro
de . Notemos que, al rotar R? alrededor de ¢, 0 describe precisamente a
% . Usando el orden lexicografico, demos a ¢ un sentido. Sea p; la rotacion
de R? alrededor de ¢ con un 4ngulo de 1 radidn en sentido antihorario,
viendo a ¢ como un eje dirigido con el sentido que le dimos. Observemos
que p; € G3, y que para todo n € ZT, p(0) # 0, ya que si para algiin
n € Z%, p%(0) = 0, tendriamos que n = 27k para alguna k € Z%, y

entonces que m = . Entonces, si A = {p(0) | n € N}, tenemos que
AV{0} = {p(0) | n'€ Z*} = m[A] y que & = AU (F\A) ~a, pi[A] U
(A\A) = A\{0} U (#\A) = £\{0}. O

Teorema 4.4 (Paradoja de Banach-Tarski) (AE). Cualquier bola cerrada
en R? es G3-paraddjica.

Demostracion. Sea 28 una bola cerrada en R?. Como todas las traslaciones
son elementos de Gz, podemos suponer que & esta centrada en 0. Llamemos
< a la frontera de 4. Por supuesto, . es una esfera centrada en 0. Por
4.2, . es SOs-paraddjico.

En virtud de la linealidad de los elementos de SO3, podemos hacer co-
rresponder a cada punto P € . con el radio {aP | 0 < ae < 1} C #\0 para
obtener una descomposicién SOs-paraddjica de Z\0 partiendo de la que ya
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tenfamos para .. Probemos esto con detalle. Tenemos, para algunos m,n €
Z*r, {A;}, U{B;}", una coleccién de subconjuntos de .# ajenos dos a

m n
dos, v {a;}, U{Bi}; C SO; tales que .¥¥ = U oAy S = U 3;B;.
i=1 i=1
Claramente, { U {YP|0<y <1}, U{Q U {YP |0 <y <1}}, es
PeA; PeB;
una coleccién de subconjuntos de %\0 ajenos dos a dos, y ademds ocurre
lo siguiente:

20 = |J{Helo<y<1)
Qe

m

= U U telo<y<yy

i=1Q€a; A;

= U U heiPlo<y<1}

i=1PcA,

[
s

U {aivPl0<y <1}
1 PeA,;

i

[
s

U ai{yP|0<y<1}
1Pea;

i

|
et

@
I
-

a |J (vPlo<y <1y
PeA;

Andlogamente, \0 = U Bi U {yP |0 <y <1}

i=1 PeB;
Como SO3 < G5 (véase el Apéndice D), \0 es Gz-paraddjico. Ahora,
4.3 da que #\0 ~¢, #. Entonces, 2.6 proporciona el resultado. O

Corolario 4.5 (AE). Sean %y, $Bo y PB3 bolas cerradas en R3, las tres del
mismo radio, tales que By y B3 son ajenos. Entonces, By ~qg, HBaU Bs.

Demostracion. Por 4.4, %, es Gz-paraddjico. Entonces, por 2.10, hay A, B C
2, ajenos tales que AUB = %, A ~q, b1y B ~g, $:1. Ahora, hay una
traslacién de R3 que atestigua que % ~g, %2, de donde By ~g, B2 y por
tanto A ~qg, Hs. Simétricamente, B ~a, Hs. Por lo tanto, %1 = AUB ~¢,
PBo U ABs. O
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Observacion. La versién intuitiva (y mejor conocida) de la Paradoja de
Banach-Tarski, planteada en la introduccién de este trabajo, queda forma-
lizada en 4.5.

Si x € R® y r € R, llamemos V,.(x) a la vecindad o bola abierta de
radio r centrada en x y B,(x) a la bola cerrada de radio r centrada en x.

Teorema 4.6 (Paradoja de Banach-Tarski, Forma Fuerte) (AE). Sean
A, B C R3, ambos acotados y con interior no vacio. Entonces, A ~g, B.

Demostracion. Sean K, L bolas cerradas tales que A C K y L C B (hay tal
K por ser acotado A, y hay tal L por ser no vacio el interior de B). Digamos
que K es deradio k y L es de radio I. Consideremos {V;(x)}xek, que es una
cubierta abierta de K. Como K es cerrado y acotado, es compacto, y por
lo tanto podemos extraer una subcubierta finita, digamos {V;(x;)}"_,, para

algin n € ZT. Sea R = U By(x;). Definimos, para cada j € {1,...,n},

i=1
Sy =B\ |J s
1<i<y
Verifiquemos que {S;}?_; es una coleccién de subconjuntos de R ajenos
dos a dos que cubre a R. En primer lugar, para cadai € {1,...,n}, tenemos

que S; C Bj(x;) € R. Ahora, para cualesquiera i,j € {1,...,n} tales que

1<7,5,NSCSnN U Sk = ). Por ultimo, sea x € R. Por definicién de
1<k<j

R, hay i € {1,...,n} tal que x € Bj(x;). Seam = min{i € {1,...,n} | x €

Bi(x;)}. Para cada i tal que 1 < i <m, x ¢ Bj(x;), por lo que x ¢ S;. Asi,

x ¢ U S;. Entonces, x € Bj(x)\ U S; =S, C U S;. Por lo tanto,

1<i<m 1<i<m i=1
n
RS
i=1
Sean T1,...,T, bolas cerradas, todas de radio [ y ajenas dos a dos. Por
supuesto, para cada i € {1,...,n}, si ; es la traslacién tal que o;B;(z;) =

n
T;, tenemos que «;5; C o;By(x;) =T;. Sea T = U T;. Entonces,
i=1

R = U Si ~as, U «;S; CT. Aplicando n — 1 veces 4.5, obtenemos que
i=1 i=1

L ~g, T.Porlotanto, AC K C R<¢g, T ~g, L C B. Entonces, A ¢, B.

Por simetria, B <¢g, A. Por 2.9, A ~¢, B. O
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Observacién. De los diferentes tipos de isometrias de R3, en toda la
demostracién sélo se emplearon rotaciones y traslaciones, que son las que
mas se acercan a la realidad fisica.

En el dltimo resultado, A puede ser una bola cerrada del tamano de un
guisante y B una del tamano del sol. De ahi el nombre de la Paradoja del
Guisante y el Sol.



Apéndice A
Acciones

Sea G un grupo y X un conjunto cualquiera. Sea ¢ : G x X — X.
Decimos que ¢ es una acciéon de G sobre X si y sélo si para cualesquiera
z € X yg,h € G, ocurren las siguientes dos cosas:

(i) ¢(1,2) ==
(i) ¢(g, d(h, ) = d(gh, )

Para cualesquiera g € Gy « € X, se acostumbra denotar a ¢(g, z) como
gz. Asi, las condiciones (i) y (ii) se pueden reescribir de la sigiente manera:

(i) lz ==

(ii) g(hz) = (gh)z

Decimos que G actiia sobre X mediante ¢ si y sélo si ¢ es una accién
de G sobre X. En general, diremos simplemente que G actia sobre X y
denotaremos a la accién mediante la cual esto sucede como (g, z) — gz.

Ahora bien, si un grupo G actia sobre un conjunto X, se puede definir,
para cada g € G, una funcién ¢4 : X — X mediante ¢4(x) = ga para todo
x € X.Si AC X,y si, como en el texto, para cada g € G, gA = {gz |
x € A}, entonces claramente gA = ¢,4[A]. Probar que ¢, es biyectiva es de
rutina, pero lo haremos aqui por su valor didactico. Verifiquemos primero
que es inyectiva. Sean z,y € X tales que ¢4(z) = ¢4(y). Entonces, z = 1z =
(97 '9)r = g7 (g2) = g7 og(x)) = 97 (dg(y)) = 97" (9y) = (9 '9)y =
ly = y. Probemos ahora que es suprayectiva. Sea y € X. Entonces, g~ 'y €

X,y g7 'y)=9g(g7 y) = (997 )y=1y=y.

27
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Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X. Si denotamos con Sx al
grupo de permutaciones de X con la composicién de funciones, y si ¢ : G —
Sx estéd dada por ¢(g) = ¢4 para toda g € G (definiendo ¢, como en el
péarrafo anterior), entonces ¢ es un homomorfismo de grupos. Para obtener
eso, basta tomar g,h € G y probar que ¥(gh) = v¥(g) o 1(h). Sea pues
2 € X. Tenemos que (gh)(x) = 6,n(z) = (gh)z = glha) = dy(6n(x)) =
Y(g)(W(h)(x)) = (¥(g) o ¥(h))(x), que es lo que estaba por demostrar.
Observemos que, como todo homomorfismo manda el neutro en el neutro,
para cualquier g € G, ¢y 0 ¢g-1 = ¢gg-1 = ¢1 = idx. Asi, la inversa de ¢,
es Pg-1.

Reciprocanente, para un grupo G y un conjunto X, si f : G — Sx
es un homomorfismo, ¢ : G x X — X dada por ¢ : (g,2) — f(g)(x) es
una accién de G sobre X. Probémoslo. Sean =z € X, g,h € G. Tenemos
que ¢(1,2) = f(1)(z) = idx(z) = x y que (g, d(h,z)) = f(9)(f(h)(z)) =
(f(g) o f(R)(z) = f(gh)(x) = ¢(gh,z). Podemos llamar a ¢ la accién
inducida por f. En caso de que G C Sx, i : G — Sx (la inclusién) es, desde
luego, un homomorfismo, y a la acciéon inducida por ¢ se le llama la accién
natural de G sobre X, con la cual (g, z) — g(z).

En este apéndice qued6 probado el siguiente importante resultado:

Teorema A.1. Si G es un grupo y X es un conjunto, entonces las acciones

de G sobre X estdn en correspondencia biyectiva con los homomorfismos de
G en Sx.



Apéndice B

Orbitas

Definicién B.1. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X . Para cada
x € X, definimos Gz, la G-6rbita de x (o simplemente la érbita de x),
como Gx = {gx | g € G}.

Un ejemplo sencillo, que le da nombre al concepto de G-6rbita, es el que
daremos a continuacién. Sea D el grupo de rotaciones de R? alrededor del
origen. Tenemos que D actia de manera natural sobre R2. Para cualquier
x € R?, Dz es la circunferencia con centro en el origen que pasa por x.

Otro ejemplo es el siguiente. Si n € Z* y S es un alfabeto (es decir,
un conjunto de simbolos), tenemos que Sy, el grupo de permutaciones del
conjunto {1,...,n}, actda sobre ™S, el conjunto de S-palabras (es decir,
sucesiones finitas de simbolos de S) de longitud n, de manera que para
a €S,y we™n™S, aw se obtiene permutando las letras de w segun indica
a.! Entonces, para cualquier v € *S, S,,v = {u € "S | u es un anagrama de

v}

Proposicion B.2. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X. En-
tonces, {Gz | © € X}, el conjunto de G-drbitas del conjunto X, es una
particion de X .

Demostracion. Como para cada x € X, x = lx € Gz, se tiene que cada

orbita es no vacia y que X = U Gz. Ahora, supongamos que para algunos
zeX
z,y € X, Gxe NGy # 0, y probemos que Gz = Gy. Tomemos z € Gz N Gy,

asi que gox = z = g1y para algunos gg,g1 € G. Lo que probaremos es que

IFormalmente, si pensamos en que w : {1,...,n} — S, entonces acw = w o a.

29
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Gz C Gy. Para ello, tomemos w € Gz. Por definiciéon de Gz, w = gx para
alguna g € G. Como gox = ¢1y, tenemos que x = g(;l(gly), y entonces
w = gr = g(g; " (919)) = (995 '91)y € Gy. La otra contencién se tiene por
simetria. O

Proposicion B.3. Sea G un grupo que actie sobre un conjunto X. Para
cualesquiera x,y € X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) z,y estdn en la misma Jrbita.
(ii) Gz = Gy.
(#ii) Hay g € G tal que x = gy.

Demostracion. Para obtener que (i) implica (ii), notemos que si hay un
elemento z € X tal que =,y € Gz, entonces Gx = Gz, ya que x pertenece a
ambas, y Gz = Gy, ya que y pertenece a ambas. El hecho de que (ii) implica
(iil) se sigue de que x € Gz y de la definicién de Gy. Por dltimo, si tenemos
(iii), =,y € Gy, y entonces tenemos (i). O



Apéndice C
Grupos Libres

Se conviene en que, al decir que M es un conjunto de simbolos, se en-
tiende que ningun simbolo de M es una sucesién finita de otros simbolos de
M. Por ejemplo, {a,b,0,(,N} es un conjunto de simbolos. Hacemos énfasis
en el hecho de que un conjunto arbitrario de simbolos M, visto como tal,
no tiene estructura de grupo ni de nada méas que de conjunto, por lo que si
hablamos de, por ejemplo, p~! € M, sélo estamos refiriéndonos al simbolo
p~ %, y no al "inverso” (?) de p (tal cosa no tendrfa sentido). Decimos que
un conjunto de simbolos M es libre si y sélo si para todo o« € M, a no
es el stmbolo 1, y ademds el simbolo a~! ¢ M. Por ejemplo, {0, 7,071} es
un conjunto de simbolos que no es libre. Sea pues M un conjunto libre de
sfmbolos. Consideremos el conjunto de simbolos S = M U {p~! | p € M}.
Sea Eg el conjunto de todas las S-palabras, es decir, sucesiones finitas de
sfmbolos de S. Por ejemplo, si M = {&, u}, un elemento tipico de Eg es
e e ppe Y epup e TEETL. Decimos que dos S-palabras son equi-
valentes si y solo si una de ellas se puede obtener de la otra eliminando
o insertando una cantidad finita de pares de letras adyacentes de la forma
pp~ L 6 p~1p. (Obsérvese que esta relacién es de equivalencia.) Decimos que
una S-palabra estd reducida si y sélo si en ella no aparece ninguno de tales
pares. Para no usar clases de equivalencia, tomemos Ey = {w € Eg | w
estd reducida}. Por ejemplo, si M = {3, &7}, un elemento tipico de Ef es
' F Ay DDy D/ 710, pero o o 1o/ € Eg\Ef. Si w es una S-
palabra, reducir a w significa tomar la tinica S-palabra reducida a la cual w
es equivalente. Demos a [ la operacién binaria que consiste en concatenar
S-palabras reducidas y reducir la S-palabra resultante. Con esta operacién,

's es un grupo, al cual llamaremos Fy;, el grupo libre generado por
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M. La identidad de F); es la palabra vacia, que denotamos con 1, y si
a € Ef, el inverso de « se obtiene invirtiendo el orden de los simbolos de «
y reemplazando cada simbolo por el simbolo con el cual se cancela (es decir,
reemplazando cada simbolo p € M por el simbolo p~!, y cada sfmbolo p~!
con p € M por el simbolo p).

Si M es un conjunto libre de simbolos!, llamaremos a |M| el rango de
Fyr. Sean M y M’ conjuntos libres de simbolos. Claramente, tenemos que
M y M’ son biyectables si y sélo si F)y; v Fy son isomorfos. Decimos que
un grupo G es libre si y sélo si es isomorfo a F); para algiin conjunto libre
de simbolos M, y en tal caso diremos que su rango es |M|. Observemos
que un grupo libre de rango 0 es trivial y uno de rango 1 es isomorfo a
(Z,+). Ahora, si M es un conjunto libre de simbolos que tenga al menos
dos elementos, hay en M dos simbolos distintos, digamos « y (3, y entonces
tenemos que «, 0 € Fj; no conmutan. Asi, F); es no abeliano. Se sigue que
todo grupo libre de rango por lo menos 2 es no abeliano. Por lo tanto, un
grupo libre es abeliano si y s6lo si su rango es 0 6 1.

IFormalmente, se necesita que M sea bien ordenable (es decir, que exista R C M x M
tal que R sea un buen orden sobre M) para poder hablar de |M|. Si M es finito, no hay
problema, pues M es bien ordenable (podemos dar a M el orden del nimero natural con
el cual M es biyectable, y | M| es ese niimero natural).



Apéndice D

Grupos de
Transformaciones
Euclidianas

Sea X un espacio métrico, digamos con métrica’ d. Decimos que una
funciéon f : X — X preserva distancias si y s6lo si para cualesquiera
z,y € X, d(z,y) = d(f(z), f(y)). Una isometria de X es una funcién
f: X — X biyectiva que preserva distancias. Es de rutina probar que el
conjunto de isometrias de X es un grupo con la composicién de funciones.
Para cualquier entero positivo n, el espacio métrico que consiste en R™ con
la métrica euclidiana? se conoce como un espacio euclidiano. Denotemos
con G, al grupo de isometrias de R™. A los elementos de G,, se les llama
comunmente movimientos rigidos, o transformaciones rigidas.

Revisemos ahora algunas ideas propias del dlgebra lineal. Se pueden
ver demostraciones de los resultados que enunciaremos aqui en cualquier
texto de algebra lineal, por ejemplo [H]. Sean F' un campo y V, W espacios
vectoriales sobre F. Decimos que 7' : V — W es una transformacién
lineal si y sélo si para cualesquiera u,v € V'y a € F, ocurre que T'(u+v) =
Tu+Tv y que T(av) = aTv (es usual escribir Tv en vez de T'(v)). En tal
caso, son resultados elementales del dlgebra lineal que T'(0y) = Oy, donde
Oy es el vector cero de V' y Oy el de W, y que T es inyectiva si y solo

1 Aqui utilizaremos las palabras métrica y distancia como sinénimos.
2Es decir, si u,v € R® con u = (x1,...,2n) y v = (y1,...,¥Yn), entonces d(u,v) =

V@t —y1)2+ -+ (@0 —yn)?

33
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si ker T = {0y}, donde kerT" = T~ }[{Ow }]. Es de rutina probar que un
composicion de transformaciones lineales es una transformacién lineal. Un
operador lineal sobre V es una transformacion lineal 7' : V' — V. Decimos
que un operador lineal T sobre V es no singular si y sélo si ker T' = {0y }.
Un resultado de algebra lineal afirma que, si T' es un operador lineal sobre
V' y la dimensién de V' es finita, entonces que T sea inyectivo, que T sea
biyectivo y que T sea suprayectivo son tres condiciones equivalentes. Es facil
probar que el conjunto de operadores lineales no singulares sobre V' es un
grupo con la composiciéon de funciones.

Para cada n € ZT, convengamos en ver a R™ como espacio vectorial
sobre R. Denotemos con GL,, al grupo de operadores lineales no singulares
sobre R™. Notemos que G, g GL, (ya que si « es una traslacién no trivial
de R", « € G,, pero como « mueve al origen, o ¢ GL,,), y que GL,, ¢ G,
(vaquesiT:R" - R"estalque T : v — 2v, T € GL,, pero T ¢ G,,).
Observemos que cada transformacion en G, NGL,, se puede restringir para
obtener una isometria de S*~!, la esfera unitaria centrada en el origen vista
como subespacio métrico de R™.

Adoptemos un poco de terminologia y de notacién. Denotemos como 0

al origen de R™. Para v € R", digamos v = (z1, ..., %), definimos el vector
1

columna [v] = , que es una matriz de nx 1. Con esto, queda definido
Tn

el vector renglén [v]! = (21 -+ =z, ), que es una matriz de 1 x n. (Si A

es una matriz, A* denota la traspuesta de A.) Llamemos M, (R) al conjunto
de matrices de n X n con entradas en R. Si¢,5 € {1,--- ,n} y A € M,(R),
denotaremos como A; a la matriz de 1 X n cuyas entradas forman el i-ésimo
renglén de A, como A7 a la matriz de nx 1 cuyas entradas forman la j-ésima
columna de A, y como A;; a la entrada de A que se encuentra en el i-ésimo
renglén y en la j-ésima columna. Adoptemos también la convencién de que
|A| = det A. Definimos la delta de Kronecker, d;; = { (1) :i i f; , para
cualesquiera 4,j € Z*. Como es usual, I € M, (R) es la matriz identidad,
es decir, para cada ¢,j € {1,--- ,n}, I;; = 6;j. Por tltimo, si (a) € M:i(R),
en vez de (a) escribiremos simplemente a.

La base canénica de R™ es {ej,...,e,}, donde para cada i € {1,...,n},
e; =(0,...,0, \1/_/ ,0,...,0). Para un operador lineal T" sobre R™, de-

i-ésimo lugar

notemos con [T] a la matriz que representa a T en la base candnica. Recorde-
mos que [T] € M, (R) es tal que, para cada j € {1,...,n}, [TY = [Te;]. Es
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de suma importancia que la funcién tal que T +— [T] (con contradominio
M, (R)) es una biyeccién, y que para un operador lineal T' sobre R™ y un

vector v € R™, se tiene que [Tw] = [T][v]. Ademds, para cualesquiera T, S
operadores lineales sobre R™ se tiene que [S o T] = [S][T], y que T € GL,,
si y sélo si [T] es invertible (y en tal caso [T]~! = [T~!]). Por supuesto,

[idgn] = I. Recordemos también que para cualesquiera A, B € M, (R), se
tiene que (AB)! = B'A!, que |A| = |A!| y ademds que A es invertible si y
sélo si |A| # 0.

Antes de comenzar con los resultados, recordemos que para u,v € R",
decimos que u y v son paralelos si u = av para alguna a € R\{0}.
Siu=(1,...,20) Yy V= (Y1,--.,Yn), se define el producto punto (o
producto escalar) de uy v como u-v = z1y; + - + Tp¥Yn, ¥y la norma
de v como ||v|| = /v -v.? Supongamos, para lo que resta de este parrafo,
que u # 0 # v. Para n < 3, se prueba que, si 6 es el menor angulo entre
los vectores u y v, se tiene que cosf = m, mientras que para n > 3,
el dngulo entre u y v se define como el niimero 6 € [0, 7] que satisface esa
igualdad. Para cualquier n € ZT, decimos que u y v son perpendiculares
si y solo si entre ellos se forma un dngulo de 3. Por supuesto, eso ocurre si
y sélosiu-v =0.

Se define O, = {T' € GL,, | [T]7! = [T]'}. (La O proviene de orthogo-
nal, la palabra inglesa que significa ortogonal, ya que tradicionalmente las
matrices cuadradas cuya inversa es su transpuesta se llaman ortogonales.)
Es facil verificar que O,, < GL,, y a O, se le llama el grupo ortogonal de
dimensién n. Decimos que una funcién f : R®™ — R™ preserva el producto
punto si y sélo si para cualesquiera u,v € R", u-v = f(u) - f(v).

Proposiciéon D.1. Sea T un operador lineal sobre R™. T € O,, si y solo si
T preserva el producto punto.

Demostracion. Si T € O, tenemos, para u,v € R™, que u-v = [u]’[v] =
(] I[v] = [ [T][T][v] = ([T][])![T][v] = [Tu][Tv] = Tu-Tv.
Reciprocamente, si T' preserva el producto punto, tenemos, para ca-
dai,j € {L,...,n}, que ([T]'[T));; = [e:]"([TI'[T])7 = [es] ([T]'[T])]e;] =
(e TI(Tes) = (Tlea) (Tlle,]) = [Tei![Te;] = [Te; Tes) = [eg-e5] =
d;j, de donde [T]*[T] = I (y por ello T es no singular, ya que tiene inversa
por la izquierda). Por lo tanto, [T]~% = [T]’. O

La relacién entre G, GL, y O, queda establecida en el resultado que
se presenta a continuacién.

3 Asi, por supuesto, d(u,v) = ||lu— v||.



36 LA PARADOJA DE BANACH-TARSKI

Proposicién D.2. Sea n € Z*. Entonces, O, = G, N GL,,.

Demostracion. SiT € O,, es facil ver que como preserva el producto punto,
preserva normas (es decir, para todo v € R™, ||[Tv|| = ||v||), pues si v € R™,
ocurre que ||v|| = v/v-v = VTv-Tv = ||Tv|. Entonces, si u,v € R (y
denotamos como d la distancia euclidiana), se tiene que d(u,v) = [[lu—v|| =
IT(u—v)||=|Tu-"Tv| =dTu,Tv).

Reciprocamente, supongamos que n < 3, y sea T' € GL, tal que T
preserva distancias. Probemos que T preserva el producto punto. Sean pues
u,veER" Siu=00v =0, tenemos que u-v =0 = Tu - Tv. Podemos
entonces suponer que u # 0 # v. Con esto en mente, consideremos el
tridngulo D, de lados a, b, ¢, donde el lado a es el vector u, el lado b es el
vector v, y 0 es el angulo comprendido entre los lados a y b. Consideremos
aparte otro tridngulo, D', de lados a’, ¥, ¢/, donde el lado a’ es el vector T'u,
el lado V' es el vector T'v, y 0’ es el angulo comprendido entre los lados a’ y
b'. Como T preserva distancias, claramente preserva normas, y por lo tanto
(si denotamos con lg la longitud) lg(a) = ||u|| = ||Tu| = lg(a’) y 1g(b) =
vl = |Tv|| = 1g(V'). Ademds tenemos que lg(c) = |[lu — v| = d(u,v) =
d(Tu,Tv) = ||Tu — Tv|| = lg(¢'). Por tanto, los tridngulos D y D’ son
congruentes, y entonces § = #'. Tenemos ahora que u-v = cosé|juf|||v| =
cos@'||Tul||Tv] =Tu-Tv.

Para n < 3, la prueba estd completa. Para el caso general, es decir,
n € Z7, debemos tomar T € GL, tal que T preserva distancias y hacer
ver que T preserva el producto punto. Podemos apelar al hecho de que,
para u,v € R", u-v = 1[lu+ v||? — 1||lu — v[[%. Esta igualdad es una de
las llamadas identidades de polarizacidn, y es muy facil de probar (usando
que el producto punto es lineal en cada entrada). Ahora, como T preserva
distancias, T preserva normas. Esto, junto con la linealidad de T' y la identi-
dad de polarizacién descrita, basta para obtener que T preserva el producto
punto. O

Facilmente, si T" es un operador lineal sobre R™ que preserva el producto
punto, T preserva dngulos, por la relacién cosf = m (y por que la
funcién coseno es inyectiva en [0, 7]).

Por supuesto, si T' € O,,, entonces para i,j € {1,...,n} se tiene que Te;-
Te; = e;-ej = 6;;. Reciprocamente, si T es un operador lineal sobre R™ tal
que para cualesquiera i, j € {1,...,n} se tiene que T'e;-T'e; = d;;, probemos
que T € O,,. Tenemos que, para cualesquiera ,j € {1,...,n}, ([T]*[T]);; =
([T1):[T) = ([T))'[T) = [Tei][Te;] = dij, por lo que [T][T] = I (y por
ello T es no singular, ya que tiene inversa por la izquierda). Por lo tanto,
T € O,
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Antes observamos que si T € O, entonces T [gn—1 (la restriccién de
T a S"!) es una isometria de S"~!. Probemos ahora que si a es una
isometria de S*~!, hay una tnica T € O, tal que & = T [gn-1. Supon-
gamos primero que n < 3. Como « : S*~! — S"~!, tenemos que, para toda
i €{1,...,n}, Vale) a(e;) = |la(e;)] = 1, por lo que a(e;) - a(e;) = 1.
Sean i,j € {1,...,n}, i # j. Como |le; — e;|| = d(e;, e;) = d(a(e;), ale;)) =
lla(e;) — afe;)]], el tridngulo formado por los vectores e; y e; es congruente
con el tridngulo formado por los vectores a(e;) y «(e;), pues cada uno de
los tres lados del primero mide lo mismo que el lado correspondiente del
segundo. Entonces, como e; y e; son perpendiculares, a(e;) y a(e;) tam-
bién lo son, y eso es equivalente a que a(e;) - a(e;) = 0. Por lo tanto, para
cualesquiera 4,5 € {1,...,n}, a(e;) - a(ej) = d;;. Sea T' el unico operador
lineal sobre R™ tal que Te; = afe;) para cada ¢ € {1,...,n}. En virtud
de lo visto en el péarrafo anterior, T' € O,,. Falta probar que o = T [gn-1,
pero esto se sigue del hecho de que ambas son isometrias de S*~! que coin-
ciden en la base candnica. Para n € Z*, sean i,j € {1,...,n}. Tenemos
que d(a(—e;),ale;)) = d(—ej,ej) = 2. Cortando a R™ con algin plano
que pase por «(e;), por —a(e;) y por a(—e;), es muy fécil convencerse de
que a(—e;) = —a(e;). Utilizando otra vez la identidad de polarizacién que
empleamos en la prueba de D.2, tenemos lo siguiente:

afer)-ales) = llale) +ale)l? = {lla(er) — afe;)

1 2 1 2
= gllated) = (=alen))[” = Zllale:) — ale;)]

1 1
= Jdlaer),a(-e;))? ~ d(ater), ale;))?
1 1
= Zd(ei’ fe])2 - Zd(ei,e])
1 1
= llei- N gllei = eI
1 1
gllei + eI — 2llei = el
= €;- ej

Basta entonces extender a « hasta T, el tnico operador lineal sobre R™
tal que Te; = afe;) para cada i € {1,...,n}. Como antes, T € O, y
a=T FSn—l.
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Acabamos de probar el siguiente resultado.

Proposicién D.3. Paran € Z%, las restricciones a S*™1 de los elementos
de O,, son precisamente las isometrias de S*1.

Para T' € Oy, se cumple que [T = [[T][|[T]| = [[T]||[T]*| = [T][T]'| =
|I| =1, y por lo tanto que |[T]| = £1. Se define SO,, = {T € O, | |[T]| =
1}. (La S proviene de special, la palabra inglesa que significa especial, ya
que a las matrices cuadradas de determinante 1 se les llama especiales.)
Claramente, SO,, < O,,.

El siguiente resultado no nos interesa para el desarrollo de este trabajo,
pero se incluye por su valor estético y por que proporciona algo de perspec-
tiva.

Teorema D.4. SO, = {a| a es una rotacién de R? en torno al origen}.

Demostracion. Afirmamos lo siguiente:

sinf)  cos@

SO, ={T € GL, | [T] = < cosf —sinf >,6€R}

Probemos la afirmacién. Sea T' € SO,. Pongamos que [T] = Z cci
d —c\ -1 e [ 00D o
Como(b a)—[T] —[T]—(C d),tenemosquec- by
que d = a, por lo que [T] = Z ;b ) Ademiés tenemos que a® + b? =
I[T]| = 1, por lo que (a,b) satisface la ecuaciéon x? + y? = 1, es decir,
(a,b) € St. De ahi, (a,b) = (cosf,sinf) para algiin § € R y terminamos.
Ahora, si [T] = c9s€ —sinf , tenemos lo siguiente:
sinf  cosd
cosf —siné cosf  sind
sinf cosd —sinf cosd
cos? 0 + sin” 0 cos@sinf — cosfsin b
cosfsinf — cosfsinf cos? 0 + sin? 0
= 1

Ademés, |[T]| = cos?6 + sin?@ = 1. En vista de esto, T es no singular, y
entonces [T]~% = [T .
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Obtengamos ahora el teorema a partir de la afirmacién. Tenemos que
T es una rotacién de R? por el origen si y sélo si ocurre que T € GLy y
que Te; = (cos,sinf) y Tex = (cos(f + §),sin(f 4 5)), para algin 6 € R.
Ademas, sabemos que, para cualquier § € R, (cos(f + F),sin(0 + §)) =
(—sin @, cos ).

El caso de R? es més delicado. Se puede ver un tratamiento riguroso de
los elementos de geometria analitica que necesitamos en [E1, Caps. 9, 10].
Para u,v € R3, digamos u = (z1,91,21) y Vv = (22,¥2, 22), se define
el producto vectorial de u y de v, que es un vector de R3, como u x
v = (y122 — 21Y2, 21T2 — T122,T1Y2 — Y122). Hay una regla sencilla para

€1 €y €3
recordar esto: uxv=| ;1 wy; 21 |. Tal cosa es una mera mnemotecnia;
T2 Y2 22

formalmente no tiene sentido. Se tiene que, siu =0,siv=0o0siuy v
son paralelos, entonces u x v =0,y que siu # 0 # v y si u y v no son
paralelos, entonces u X v es un vector distinto de 0 perpendicular auy a v,
y que cumple que, si un observador se coloca sobre el punto final de u x v
mirando hacia 0, él ve la rotacién que lleva a u hasta v como una rotacién
en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si u, v, w € R3, tiene sentido
hablar del triple producto u- (v x w).

Proposicién D.5. Sean u,v,w € R3. Los tres vectores son coplanares si
y sdlo siu- (v xw)=0.

Demostracion. Tratemos primero el caso de que alguno de los tres vectores
sea 0. Entonces, se verifica que u, v, y w son coplanares y que u-(vxw) = 0.
Podemos entonces suponer que los tres vectores son distintos de 0.

Deshagéamonos ahora del caso en que v y w son paralelos. Entonces, otra
vez se cumple que u, v, y w son coplanares y que u- (v x w) = 0 (pues
v x w = 0). Podemos ahora suponer que v y w no son paralelos.

Sabemos que v X w es un vector normal al plano que contiene a v
y a w. Entonces, claramente, u estd contenido en ese plano si y sdélo si
u-(vxw)=0. O

Sean u,v,w € R3 vectores no coplanares. La orientacién de la terna
ordenada (u, v, w) se define como el signo de u- (v x w). La idea geométri-
ca subyacente es que, si identificamos a u con el dedo pulgar, a v con el
indice y a w con el cordial, entonces tiene sentido preguntarnos si pode-
mos representar la terna ordenada con la mano izquierda o con la derecha.
Convenzamonos de que podemos usar la mano derecha si y sélo si la o-
rientacién de la terna ordenada es positiva. Como los vectores u, vy w no
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son coplanares, podemos estar seguros de que ninguno de los tres es 0, de
que v y w no son paralelos, y de que u no esta en el plano que contiene a v
y a w. Sabemos que podemos representar a la terna ordenada (v, w,v X w)
con la mano derecha. Ahora, como u- (v x w) = cosf|ju|||v x w||, donde 6
es el menor dngulo que se forma entre los vectores u y v x w, tenemos que
u- (v x w) tiene el mismo signo que cos 6. Observemos que 0 € [0, 7]\{F },
y que por ello cos@ > 0 si y sélo si 6 es un angulo agudo.

Equivalentemente, la orientacién de la terna ordenada (u,v,w) es po-
sitiva si y sélo si, situdndose un observador en el interior del dngulo sélido
determinado por u, v y w de cara a 0, si voltea a ver primero a u, luego a
v, y después a w, su mirada se mueve en sentido contrario a las manecillas
del reloj.

Por ejemplo, la terna ordenada (eq, e, €3) tiene orientacién positiva.

Antes de volver a las transformaciones lineales, recordemos que, para
cualesquiera vi,va, vy € R? es de rutina probar que vy - (vo X v3) =
|IMy, vy.vs|, donde My, v, v, € M3(R) es tal que, para cada i € {1,2,3},
(My, vavs)i = [vi]'. Es decir, si vi = (21,y1,21), V2 = (¥2,42,22) ¥y V3 =

rr Y1 2
(23,93, 23), entonces vy - (Vo X V) = |[My, vovs| = | T2 Y2 22
r3 Ys =3

Decimos que una funcién f : R?® — R3 preserva orientaciones si y
sélo si ocurre que para cualesquiera u,v,w € R3? (u,v,w) es una terna
ordenada de vectores no coplanares con orientacién positiva si y sélo si
(f(u), f(v), f(W)) es una terna ordenada de vectores no coplanares con
orientacién positiva.

Proposicién D.6. Sea T un operador lineal sobre R3. Entonces, |[T]| > 0
sty solo si T preserva orientaciones.

Demostracion. Sean vi,va, vz € R3. Para cada i € {1,2,3}, tenemos que:

t

N

[T1(Myyvavs)?)' = [TU(Myy vavs)i)
= [T)([vi]")" = [T][vi]
[Tvi] = ([Tvi]")'
((MTV1,TV2,TV3) )
(( )

MTV1 JTva,Tvsg )

Por lo tanto, por la manera como se multiplican las matrices, se tiene que
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[T)( My, vorvs)' = (Mpy, Tvs,Tvs)". Entonces, ocurre que:

[T]I(vi- (v2axv3)) = |[T]|[Mv,,vs,vs]
[TI(Myy vz s )|
|[T)(Mv, v ,vs)'|
|(MTV1,Vz,V3)t|
M1, T, Tvs]

= Tvy-(Tvy x Tvs)

De aqui se desprenden las siguientes observaciones:

(i) Si |[T]| > 0, entonces para cualesquiera u,v,w € R3 u- (v x w) >0
siy sélosi Tu- (Tv x Tw) > 0 (es decir, T preserva orientaciones).

(ii) Si |[T]| < 0, entonces e; - (e x e3) > 0 pero Tey - (Teg x Tez) < 0,
por lo que T no preserva orientaciones.

Combinando (i) y (ii), tenemos el resultado. O

Sea T un operador lineal sobre R3. Si T preserva orientaciones, en-
tonces por supuesto (T'e1,Teq, Te3) es una terna ordenada de vectores no
coplanares con orientacién positiva. Reciprocamente, si Te; - (T'ea x Teg)
es una terna ordenada de vectores no coplanares con orientacién positiva,
entonces |[T]| = |(MT617T627T63)t‘ = |MTel,Teg,Teg| =Tey- (T@Q X T63) > 0.
Asi, basta verificar que T preserve la orientaciéon de la base candnica para
tener que preserva orientaciones.

Ya probamos que si T € Os, entonces |[T]| = £1. A la luz de esto,
tenemos que SO3 = {T € O3 | |[T]] > 0} = {T € O3 | T preserva
orientaciones}. Como O3 = G3 N G L3, tenemos la siguiente afirmacion:

Proposicién D.7. SO3 = {T € GL3 | T preserva distancias y orientacio-
nes}.

Se puede ver una demostracion algo diferente de este ultimo resultado
en [E2, Cap. III, Ntm. 103].4
Concluyamos este apéndice.

Teorema D.8. SOz = {p | p es una rotacién de R® cuyo eje pasa por el
origen}.

4Lo que ahf se demuestra es que 7" € SO3 si y sélo si T' es un operador lineal sobre
R3 que transforma la base canénica en una terna ordenada de vectores de norma 1,
perpendiculares dos a dos y con orientacién positiva. Con lo que aqui probamos, eso
basta.
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Demostracion. Es evidente que toda rotacién de R? cuyo eje pase por el
origen es un operador lineal no singular sobre R? que preserva distancias y
orientaciones, y entonces, por el resultado anterior, es un elemento de SOj.
El hecho de que toda isometria de R® que sea también un operador lineal
sobre R? y que preserve orientaciones sea una rotaciéon de R? cuyo eje pase
por el origen es razonablemente claro. Una demostracion formal, que utiliza
herramientas de la geometria del espacio, se puede encontrar en [M, Teo.
16.18].° O

En general, para n € Z*, por analogia con R? y con R?, los elementos de
SO,, son a veces llamados rotaciones, y a SO,, se le puede llamar el grupo
de rotaciones de la esfera S™ 1.

50Observando que todo operador lineal de R3 deja fijo a 0.



Apéndice E
Cardinalidad sin Eleccion

El objetivo de este apéndice es recuperar algunos resultados (bédsicos)
de la teoria de la cardinalidad sin recurrir al Axioma de Eleccién. Estamos
trabajando con la convencién de que un conjunto A es contable si y solo si
existe f : A — N inyectiva.! Esto, por supuesto, no implica que tal funcién
se pueda dar explicitamente. Por ejemplo, el Axioma de Eleccion garantiza
que la unién de una cantidad contable de conjuntos contables es contable,
pero no da la regla de correspondencia de una funcién inyectiva que atestigiie
esa afirmacién. (Comunmente decimos que el Axioma de Eleccién dice que
tal funcién existe, pero no dice cudl es.)

Lema E.1. Sea I un conjunto, y sea {A;}icr una coleccion de conjuntos.
Si se puede dar f : I — N idnyectiva, y para cada i € I, se puede dar
fi + A; — N inyectiva, entonces se puede dar g : U A; — N inyectiva.

il

Demostracion. Sea m : UAi — N tal que m : z — min{f(¢) | z € A;}.
iel
Definimos ahora h : U A; = Nx N tal que h : 2 — (m(x), fm@) (x)). Se
iel
observa que h es inyectiva. Sea t : N x N — N tal que t : (m,n) — 2m3™.
Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, t es inyectiva. Sea g =t o h.
Notemos que g : U A; — Ny que g es una funcién inyectiva por ser una
il
composicion de funciones inyectivas. O

1No es dificil hacer ver, sin apelar al Axioma de Eleccién, que un conjuto es contable
si y sélo si es finito o numerable (donde numerable significa biyectable con N).

43
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El lema anterior da condiciones suficientes para que, sin utilizar el A-
xioma de Eleccién, podamos demostrar que una unién contable de conjuntos
contables es contable. Ahora apliquémoslo.

Si S es un conjunto de simbolos, llamemos Eg al conjunto de todas las
S-palabras, es decir, sucesiones finitas de simbolos de S.

Proposicion E.2. Sea S un conjunto de simbolos. Si se puede dar f : S —
N inyectiva, entonces se puede dar g : Eg — N inyectiva.

Demostracion. Para cada n € N, definimos W,, = {a € Eg | lg(a) =
n}. Observemos que Wy = {A}, donde A denota la palabra vacfa. Nume-
ramos a los nimeros primos con ZT de manera creciente, es decir, p; = 2,
p2 = 3, p3 = b, etc. Ahora, sea fo : Wy — N tal que fo : A — 1. Tri-
vialmente, fq es inyectiva. Para cada n € Z%, sea f,, : W, — N tal que f, :
PPz pn — 27030 (2) . pFPn) By virtud del Teorema Fundamental
de la Aritmética, f, es inyectiva para cada n € ZT. Ahora, notemos que
Es = U W,,. Entonces, por E.1, se puede dar g : Eg — N inyectiva. O
neN

Corolario E.3. Sea M un conjunto libre de simbolos. Si se puede dar
f: M — N inyectiva, entonces se puede dar g : Fyy — N inyectiva.

Demostracién. La funcién r : M — {p~' | p € M} tal que h : p — p~ !
es, claramente, biyectiva. Sea S = M U {p~! | p € M}. Definimos h : S —
(N x {0}) U(N x {1}) tal que h : & — { ((féf;l(fl))’(o;),l) o ; % . Se
observa que h es inyectiva. Sea s : (N x {0}) U (N x {1}) — N tal que
s:(n,0)—2nys:(n,1)— 2n+ 1. También se observa que s es inyectiva
(de hecho, es biyectiva). Entonces, so h : S — N es inyectiva. Por E.2, se
puede dar ¢ : Eg — N inyectiva. La inclusién ¢ : Fj; — Eg es, trivialmente,
inyectiva. Por lo tanto, t o i : Fjy — N es inyectiva. O

Decimos que un nidmero complejo (o real) es algebraico si y sélo si
hay un polinomio no cero en una indeterminada con coeficientes en Z del
cual es rafz. Decimos que un conjunto X es numerable si y sélo si hay
f : X — N biyectiva. No tenemos que apelar al Axioma de Eleccién para
escribir | X| = Ny si y s6lo si X es numerable.?

Lema E.4. Hay una cantidad numerable de nimeros complejos algebraicos.

2De entrada, la afirmacién | X| = Xg equivale a que X sea bien ordenable y biyectable
con N, pero si X es biyectable con N, podemos ordenar a X como N, y ese orden es, por
supuesto, un buen orden.
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Demostracion. Sea Z[z] el anillo de polinomios en una indeterminada con
coeficientes en Z. Demos g : Z[zx] — N inyectiva. Primero, sea r : Z — N
tal que r : n — 2n sin20 . Se observa que r es inyectiva (de
—2n—1 sin<0
hecho, es biyectiva). Para cada n € N, definimos P, = {ag + a1z + -+ +
anx™, ag,...,a, € Z}. Numeramos a los nimeros primos con N de manera
creciente, es decir, pg = 2, p1 = 3, po = b, etc. Para cada n € N, sea
fn: Py — Ntal que f, :ag+ a1z + - - - + apa™ — 27(@0)3r(e) .. -pz(a"). En
virtud del Teorema Fundamental de la Aritmética, f, es inyectiva para cada
n € N. Ahora, Z[z] = U P,. Entonces, por E.1, se puede dar g : Z[z] = N
neN

inyectiva. (Como, por supuesto, la inclusién i : N — Z[z] es inyectiva, el
Teorema de Schroder-Bernstein (que es una consecuencia de la prueba de
2.8) da que |Z[z]| = Rg.)

Ahora, sea A = {z € C| z es algebraico}. Sea f € Z[z]\{0}. Definimos
Ry = {z € C | f(2) = 0}. Como f # 0, f tiene una cantidad finita de
raices complejas. Como podemos ordenar a C lexicograficamente (ver antes
de 3.2), y este orden es estricto y total, se puede dar g5 : Ry — N inyectiva.
En vista de que A = U R; (y de que como g es inyectiva, g [Z[2)\ {0}

fez[z)\{o}
-la restriccién- también lo es), E.1 da h : A — N inyectiva. Otra vez, la
inclusién 7 : N — A es inyectiva, asi que el Teorema de Schroder-Bernstein
garantiza que |A| = V. O

De manera muy similiar, se puede probar que hay una cantidad nume-
rable de ndmeros reales algebraicos (la unica diferencia es que el orden usual
de R, que es estricto y total, se puede usar).

Para hacer concisa la demostracion del siguiente resultado, es conve-
niente adoptar un poco de notacién. Para X,Y conjuntos, escribiremos
X X Y siy sélo si hay una funcién inyectiva de X en Y. (Habitualmente,
X XY selee ”X es dominado por Y?”.)

Lema E.5. Sean A, B conjuntos tales que A es contable y B es biyectable
con R. Entonces, hay x € B\ A.

Demostracion. Supongamos que no. Entonces, B C A. Tenemos que A <
N xR < B < A, y por el Teorema de Schroder-Bernstein (que es una
consecuencia de la prueba de 2.8), que N es biyectable con R, cosa que
contradice un famoso teorema de Cantor. O



Apéndice F

La Paradoja de
Sierpinski-Mazurkiewicz

En este apéndice daremos una construccién paradéjica que no depende
del Axioma de Eleccién. Estamos trabajando con la convencién de que, para
n € Z1, S"! es la esfera unitaria centrada en el origen de R™. Decimos que
un conjunto X es numerable si y sélo si hay f: X — N biyectiva y en tal
caso, a la luz de lo explicado antes de E.4, podemos escribir | X| = Rg. De-
cimos que un numero complejo es algebraico si y sélo si hay un polinomio
no cero en una indeterminada con coeficientes en Z del cual es raiz. En E.4
se prueba, sin usar el Axioma de Eleccién, que hay una cantidad nume-
rable de nimeros complejos algebraicos. Decimos que un niimero complejo
es trascendente si y solo si no es algebraico.

Teorema F.1 (Paradoja de Sierpinski-Mazurkiewicz). Ewiste un subcon-
junto de R? que es no vacio y Go-paraddjico.

Demostracion. Identifiquemos a los puntos de R? con los ntimeros comple-
jos. Por supuesto, S* = {z € C | |z| = 1}. Como en S! hay una cantidad
contable de nimeros algebraicos (pues A NS' C A) y S! es biyectable con
R, por E.5 hay ¢ € S! trascendente (de hecho, si apelamos al Teorema de
Hermite-Lindemann, tenemos que e’ es trascendente). Sea E = {z € C |
z=ua9+ac+- - +ayc”, n €N, ag,...,a, € N}. Cada elemento de F
tiene una escritura tinica de la forma descrita, ya que si hubiera z € E con
ag+aic+---+a,c” =z=byg+bic+---+b,c™, suponiendo sin pérdida de
generalidad que m < n y conveniendo en que, para cada ¢ tal que m < ¢ < n,
b; = 0, tendriamos (ag — b)) + (a1 — by)ec+ -+ + (an — by)c™ = 0, cosa que,
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por ser ¢ trascendente, obliga a que a; = b; para cada i € {1,...,n}. Sean
T7,p:C—>CtalesqueT:2— 241y p:z+— cz. Como T es una traslacién
y p es una rotacién (pues |¢| = 1), tenemos que 7,p € G3. Ahora, sean
A={z€E|z=ay+aic+ - -+a,c™,n€N ay=0,ay,...,a, € N} y
B={:€E|z=ao+aic+ - +ac,neN ag€Z", ay,...,a, € N}
Por supuesto, A, B C E. En virtud de la unicidad de la representacién de
los elementos de E, tenemos que AN B = (. Como pE = Ay 7FE = B,
tenemos que p~'A = E = 771 B. Por lo tanto, E es Gy-paraddjico. O

Probemos ahora, también sin recurrir al Axioma de Eleccién, que el
conjunto E construido en la demostracion anterior es numerable. Usaremos
una técnica que ya antes hemos aplicado.

Para cada n € N, definimos E,, = {ag+aic+---+anc™, ag,...,a, € N}.
Numeramos a los niimeros primos con N de manera creciente, es decir,
po =2, p1 = 3, po =5, etc. Para cada n € N, sea f,, : £, — N tal que f, :
ap+aic+ -+ apc® — 2939 ... p% En virtud del Teorema Fundamental
de la Aritmética, y de la unicidad de la representaciéon de los elementos de
FE, f, esinyectiva para cada n € N. Ahora, E = U FE,,. Entonces, por E.1,

neN
hay g : F — N inyectiva. Claramente, la inclusién i : N — FE es inyectiva,

por lo que, por el Teorema de Schroder-Bernstein, |E| = Rg.

La existencia de este conjunto no es un hecho abiertamente contradicto-
rio. Finalmente, en términos de medida de Lebesgue, los conjuntos nume-
rables tienen medida cero, asi que la Gs-paradojicidad de E sélo implica
que 2 -0 = 0. Sin embargo, en dimensiones superiores, las cosas cambian.



Apéndice G

Una Consecuencia
Importante

Probaremos ahora que, como consecuencia inmediata de la Paradoja de
Banach-Tarski, R? no admite un cierto tipo de medida.

Definiciéon G.1. Sea X un conjunto. Una medida finitamente aditiva
sobre X es una funcion p que cumple que

(i) p: P(X) > RY U{0, +00}, y

(ii) para cualesquieran € ZT y Ay,..., A, € X ajenos dos a dos, ocurre
n n

que p(|_J Ai) = ZU(A1)~

i=1

Si ¢ es una medida finitamente aditiva sobre un conjunto X y A C X,
decimos que p normaliza a A siy sélo si u(A) = 1.

Si 1 es una medida finitamente aditiva sobre un conjunto X y un grupo G
actia sobre X, decimos que i es G-invariante si y solo si para cualesquiera
g€ Gy ACX, ocurre que u(gA) = u(A).

Llamemos % al cubo unitario en R? (es decir, = [0,1] x [0, 1] x [0, 1]).

Corolario G.2 (AE). No existe una medida finitamente aditiva sobre R3
que sea Gz-invariante y que normalice a U .

Demostracion. Supongamos que p es una medida finitamente aditiva Gs-
invariante sobre R? que normaliza a % . Sea T una traslacién de R? tal que
U N7 = 0. En virtud de 4.6, % ~¢g, % U 7% . Entonces, tenemos, para
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algin n € Z* una particién de %, {A;}"_,, una particion de % U 7%,
{Bi}"1, v {ai}; C G35 tales que, para cada i € {1,...,n}, B; = o A;.
Ocurre lo siguiente:

Eso es una contradiccién. Por lo tanto, tal p no puede existir. O

En particular, y a la luz de que la medida de Lebesgue, definida en
el dlgebra de subconjuntos Lebesgue-medibles de R3, es finitamente aditi-
va, Gs-invariante y normaliza a %, R no admite una medida finitamente
aditiva y Gg-invariante que extienda a la medida de Lebesgue.

Se sigue de la prueba de G.2 (y del hecho de que en el paso de la forma
bésica a la forma fuerte de la Paradoja de Banach-Tarski no se utilizé que
estuviéramos trabajando en tres dimensiones) que si n € Z™, la existencia de
un resultado analogo a la Paradoja de Banach-Tarski en R™ es incompatible
con la existencia de una medida finitamente aditiva y G,-invariante sobre
R™ que normalice a [0, 1]™.



Apéndice H

El Problema de los
Prisioneros

Se incluirad aqui la demostracién de otra consecuencia contraintuitiva del
Axioma de Eleccién. Se trata de una extensién de un acertijo clasico.

Revisemos primero el problema original. Supongamos que 100 prisioneros
se forman en fila, mirando todos en la misma direccién, de manera que cada
uno puede ver a todos los que estan delante de él en la fila. Un guardia
coloca entonces un gorro, que puede ser blanco o negro, sobre la cabeza de
cada prisionero. Ahora, empezando desde atras, el guardia le pregunta a ca-
da prisionero de qué color es su propio gorro (es decir, le pregunta primero
al que ve a los otros 99). Los que acierten quedan libres. Cada uno escucha
las respuestas de los anteriores, y se entera de si fueron correctas o no. Si
los prisioneros tienen la oportunidad de ponerse de acuerdo de antemano,
jcudl seria la mejor estrategia?

Antes de resolver el caso finito, plantearemos el problema que nos in-
teresa. Supongamos ahora que la fila es de tamano Xy, y que los prisioneros
estan formados como N y numerados de la forma Py, P;, Ps, ..., mirando
todos en la direccién positiva (es decir, cada uno puede ver una infinidad
de prisioneros). Como antes, se coloca un gorro sobre la cabeza de cada
uno, y luego se le pregunta a cada uno, comenzando por Py, de qué color
es su gorro. Sin embargo, ahora cada prisionero no puede escuchar qué han
dicho los anteriores ni saber si han acertado o no. (Lo que si sabe cada
prisionero es qué lugar ocupa él en la fila.) En esta situacién, jcudl seria
la mejor estrategia? Observemos que, de entrada, como cada prisionero no
recibe informacion alguna acerca del color de su gorro, parece que no se
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puede planear una estrategia (pues parece que cada uno estd adivinando
a ciegas). Sorprendentemente, aceptando el Axioma de Eleccién, hay una
manera de garantizar que todos salvo una cantidad finita queden libres.

Revisemos ahora la solucién del problema clasico. El primer prisionero
al que le preguntan puede decir el color del gorro del segundo. El segundo
prisionero acertaria, pero entoces el tercero estaria en la misma situacion que
el primero. Repetir esta idea 50 veces garantiza la libertad de 50 prisioneros
y da una probabilidad de 75 % de que un prisionero cualquiera quede libre.
Pero esa estrategia no es 6ptima. Describiremos una que garantiza la li-
bertad de 99 prisioneros. El primer prisionero al que le preguntan tiene que
resignarse al hecho de que no es su dia de suerte. El tendré una probabilidad
de 50 % de acertar. Lo que hace es contar los gorros blancos que puede ver
delante de él. Si es un nimero impar, dice ”blanco”, y si es un nimero par,
dice "negro”. Ahora, el segundo prisionero cuenta los gorros blancos que él
puede ver, y sabe que tiene un gorro blanco sobre la cabeza si y sélo si la
paridad de ese numero difiere de la paridad del niimero de gorros blancos
que el primero conté. El tercer prisionero conoce la paridad del nimero de
gorros blancos que el primero tenia delante, y sabe también si el segundo
tenfa o no un gorro blanco, asi que puede saber cuantos gorros blancos veia
el segundo prisionero, y compara la paridad de este nimero con la de la
cantidad de gorros blancos que él ve. Asi puede saber si su propio gorro
es blanco. Este argumento se repite para todos los prisioneros siguientes,
asi que resulta que todos menos el primero aciertan.

En el caso finito, si tenemos una cantidad finita arbitraria de colores,
y si llamamos H al conjunto de colores, los prisioneros le pueden dar a H
estructura de grupo abeliano. Entonces, el primer prisionero hace la suma
de todos los colores que ve. El segundo prisionero sustrae la suma de todos
los colores que puede ver del color que el primero dijo y obtiene el color
de su propio gorro. Otra vez, el argumento se repite, y al final resulta que
todos menos el primer prisionero salen libres. Por supuesto, en el caso de
los gorros blancos y negros, tenemos que H = {negro, blanco} & Z,, donde
el color negro esta comportdandose como 0 y el blanco como 1.

Estudiemos ahora el caso infinito. En primer lugar, los prisioneros con-
vienen en identificar al color negro con el 0 y al blanco con el 1. Para
hablar del conjunto de sucesiones de 0’s y 1’s, es usual la notacién siguiente:
N2 ={f| f:N — 2}, donde 2 = {0,1}. Los prisioneros definen entonces
la relacién ~ sobre N2 tal que para cualesquiera o, 3 € N2, oo ~ 3 si y s6lo
si a y O difieren en una cantidad finita de lugares. Es facil verificar que ~
es de equivalencia, cosa que nos permite hablar de clases de equivalencia.
Los prisioneros invocan el Axioma de Eleccién, y obtienen un conjunto M
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de representantes de las clases de equivalencia. Seguidamente, todos me-
morizan a M. Supongamos que los prisioneros ya estdn formados y tienen
todos un gorro. Digamos que la manera como los gorros estan colocados
es s = (80,51,52,...) € V2. Llamemos = = (xg,71,%2,...) € M al repre-
sentante de la clase de equivalencia de s. Para cada n € N, P,, ve algo de
la forma ( 7,...,?7 | Sp+1,Sn+2,Sn+3,---) (las ?’s son porque él no ve el
n—+1 entradas

color de su propio gorro, ni el de los gorros de los prisioneros anteriores).
Mentalmente, él da a las 7’s valores arbitrarios. La sucesién que obtiene
estd ~-relacionada con s (por diferir de s en a lo méds n + 1 entradas) y por
tanto estd en la clase de eqivalencia cuyo representante es x, asi que puede
saber cuanto vale z,, y dice ese color. De esta forma, para cada n € N,
P, dice x,. Como =z ~ s, todos los prisioneros salvo una cantidad finita
acertardan (o equivalentemente, habrd un prisionero a partir del cual todos
acertaran).

Lo verdaderamente asombroso es que el caso infinito se puede gene-
ralizar a una cantidad arbitraria de colores. Por ejemplo, supongamos que
hay una cantidad infinita no numerable, k, de colores. Entonces, en vez
de N2, estamos trabajando en Nk, pero la estrategia y el resultado son los
mismos. En esta situacion, la probabilidad de que un prisionero adivine al
azar el color de su gorro es 0. El guardia estard entonces sorprendido, no
sin razon, cuando llegue a ese primer prisionero que conteste correctamente.
Sin embargo, eso no serd nada comparado con el hecho de que, a partir de
un cierto prisionero, todos acierten.



Comentarios

A pesar de su nombre, la Paradoja de Banach-Tarski (PBT) es un teo-
rema. No es una falacia en cuya prueba haya algin error. Ahora, en general,
las paradojas surgen cuando lo demostrable choca con la intuiciéon natural.
Cuando esto ocurre, tipicamente, la explicacién es que la intuicién estaba
equivocada en primer lugar. Reconocer este hecho y afinar la intuicién es lo
que puede conducir a un avance epistémico.

Resolvamos ahora la PBT. Las transformaciones rigidas de R? preservan
el volumen de los subconjuntos acotados de R3. Entonces, uno pensaria
que no puede haber un subconjunto acotado de R?® que sea G3-paradéjico.
Sin embargo, si pensamos en la descomposicion paraddjica descrita en 4.4,
no hay un volumen que preservar; los pedazos que intervienen en tal des-
composicién no son Lebesgue-medibles (atendiendo a la prueba de G.2, no
pueden serlo, ya que la medida de Lebesgue es finitamente aditiva, isometria-
invariante, y asigna a cualquier bola cerrada en R? un niimero real positivo).
Entonces, no tiene sentido hablar del volumen de estos pedazos ni, por
supuesto, esperar que se preserve (pues los movimientos rigidos preservan el
volumen de los conjuntos que tienen volumen). Desde luego, estos pedazos
carecen de realidad fisica, por lo que la descomposicién no se puede efectuar
en el mundo real.

Lo que la PBT muestra inequivocamente es la naturaleza imaginaria de
la idea irrestricta de un subconjunto de R3. En el Apéndice G quedd es-
tablecido que, aceptando el Axioma de Eleccién (AFE), no puede existir una
medida finitamente aditiva e isometria-invariante definida sobre R3 que nor-
malice al cubo unitario. La PBT, en fin, hace ver la necesidad de adoptar
construcciones mas finas como la medida de Lebesgue.

Lejos de ser un problema terminal, la PBT tiene repercusiones impor-
tantes en varias ramas de las matematicas. De hecho, la PBT pertenece,
junto con el llamado Ultimo Teorema de Fermat, a la categoria de proble-
mas matematicos cuyo estudio ha motivado la creacién de nuevas areas del
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conocimiento. La idea de las descomposiciones paraddéjicas es el fundamen-
to de una teoria de medidas finitamente aditivas, en la que se intersecan
el andlisis (teorfa de la medida y funcionales lineales), el dlgebra (teoria
combinatoria de grupos), la geometria (grupos de isometrias) y la topologia
(grupos topoldgicos localmente compactos).

A manera de ejemplo, sigamos un razonamiento tomado de la teoria de
los grupos paraddjicos. Si G es un grupo, decimos que G es manejable
(en inglés, amenable) si y sblo si hay una medida finitamente aditiva pu
sobre G que normaliza a G, y que es traslacién-invariante (es decir, que
para cualesquiera g € G, X C G, u(gX) = u(X)). Los grupos finitos son
claramente manejables (pues si |G| = n, basta definir, para A C G, p(A) =
%) y, aceptando AFE, los grupos solubles también lo son.! Atendiendo a las
definiciones, es directo que un grupo manejable no puede ser paraddjico, ya
que si un grupo G fuera manejable y paraddjico, tendriamos lo siguiente,
siguiendo la notacién de 1.1:

1L = wG)

> M<U A;U U B;)

= > u(A)+Y u(Bi)
i=1 i=1

= > plgid)+ Zﬂ(hiBi)

> M(U giAi) + M(U thZ)

= u(G)+ pu(G)

= 1+1
2

En este trabajo probamos (1.8) que todo grupo que tenga un subgrupo libre
no abeliano es paraddjico. (Ahora se sabe que, en general, la afirmacién
reciproca no es cierta.) Un razén por la que no es posible reproducir la
demostracién de la PBT presentada en este trabajo para R o para R? es
que Gy v G4 son solubles, cosa que no es dificil demostrar.? Como son

IVéase [W, Teo. 10.2].
2Véase [W, Ap. A].
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solubles, son manejables, y por tanto no paraddjicos. Entonces, ninguno
tiene subgrupos libres no abelianos, en particular de rango 2.

Por supuesto, hay una razén més simple. Claramente, SO; = {idg} y
se vio en D.4 que SO es también abeliano. Entonces, ninguno de los dos
admite un subgrupo libre de rango 2, que seria no abeliano.

Banach construyé,? apoyandose en la manejabilidad de G; y de Ga,
medidas finitamente aditivas e isometria-invariantes sobre R y R? que ex-
tienden a la medida de Lebesgue (y que por lo tanto normalizan a [0,1] y a
[0,1] x [0, 1], respectivamente). Con ello, y en vista de lo discutido al final
del Apéndice G, queda establecido que no hay PBT en R ni en R2.

Si n > 3, no es dificil (pero tampoco es inmediato) hacer ver que hay
PBT en R™.% Para obtener esta generalizacién basta modificar la prueba
de 3.1, con lo que la demostraciéon de 1.4, que es el punto en el que AE
fue utilizado, queda intacta. Entonces, si n > 3, R"™ no admite una medida
finitamente aditiva y G, -invariante que normalice a [0, 1]™.

De manera interesante, la construcciéon de Banach utiliza AFE. Asi, en
R™, AFE construye paradojas si n > 3 y las destruye si n < 2.

Sin embargo, no todas las consecuencias de la PBT son negativas. Tarski
la usé para probar un resultado sobre medidas finitamente aditivas definidas
en el dlgebra de subconjuntos Lebesgue-medibles de R?, y este resultado
fue utilizado recientemente para demostrar la unicidad de la medida de
Lebesgue.”

Ahora, un resultado, conocido con el nombre de Teorema de Tarski,®
afirma que, aceptando AE, si un grupo G actia sobre un conjunto X y £ C
X, E no es G-paraddjico si y sélo si hay una medida finitamente aditiva y G-
invariante sobre X que normaliza a E. (La implicacién hacia atrds se prueba
facilmente, de manera similar a la demostracion recién vista de que un grupo
manejable no puede ser paraddjico.) Esto, ademds de vincular la teoria de
las descomposiciones paraddjicas con la de las medidas finitamente aditivas,
proporciona que, como todo grupo actia sobre si mismo por traslacién, los
grupos manejables son precisamente aquellos que no son paraddjicos.

La demostracién de la PBT, como todas las pruebas de la existencia
de conjuntos no Lebesgue-medibles (ver abajo), no es constructiva, desde
el momento en que apela al Axioma de Eleccién (AFE). Con todo y lo ya
explicado, se ha argumentado que el resultado es tan contraintuitivo, tan
patentemente falso en el mundo real, que alguna de las suposiciones subya-

3Véase [W, Cor. 10.9)].

4Véase [W, Cap. 5].

5Véase [W, Lema 9.7 y los comentarios después de Teo. 11.11].
6Véase [W, Cor. 9.2].
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centes debe ser incorrecta; AE es cominmente senalado como el culpable.
Este argumento se discute con profundidad en [W, Cap. 13], donde el papel
que AFE desempena en los fundamentos de la teoria de la medida es analiza-
do con detalle (y donde se pueden encontrar referencias para los resultados
que mencionaremos en lo que resta de esta seccién). Denotemos como ZF al
conjunto de los axiomas de Zermelo-Fraenkel de la teorfa de conjuntos (que
son los axiomas estdndar). Recordemos que Godel dio un modelo de ZF,
el universo construible, en el cual AE es verdadero, cosa que demuestra la
consistencia relativa a ZF de AFE (es decir, que si ZF' es consistente, tam-
bién lo es ZFU{AFE}). Asi, independientemente de su valor de verdad en la
vision de cualquier individuo acerca del universo de la teoria de conjuntos,
la PBT es, por lo menos, consistente.

Ahora, en este trabajo se hizo ver que AFE es suficiente para obtener
la PBT. Cabe la pregunta de si es necesario. En 1964, usando la recién
descubierta técnica de forcing, Solovay dio un modelo de ZF en el cual
todos los subconjuntos de R son Lebesgue-medibles,” y por lo tanto® todos
los subconjuntos de R™, para cualquier n € Z™, son Lebesgue-medibles.
Como la PBT implica la existencia de subconconjuntos de R? no Lebesgue-
medibles, en ese modelo no hay PBT. Con ello, aceptando la consistencia
de ZF, la PBT no se puede probar a partir de ZF (se dice que no es un
teorema de ZF).

Decimos que un enunciado (es decir, una afirmacién) o es un debilita-
miento de otro enunciado 7 si y sélo si 7 implica ¢ pero ¢ no implica 7.
Hay un debilitamiento de AE llamado Axioma de Elecciones Dependientes
(ED), cominmente aceptado en la teoria de la medida, que bésicamente
garantiza la existencia de conjuntos numerables de representantes {a, }nen
tales que, para todo n € N, la eleccién de a1 depende de a,,. Solovay tam-
bién probé que, aceptando la consistencia de ZF', la PBT no es un teorema
de ZF U ED.

No es razonable esperar que la PBT sea equivalente a AFE, ya que para
obtener la PBT basta tener un buen orden sobre R (revisese la prueba de
1.4 y la aplicacién de este resultado en 3.2), mientras que AFE es equivalente
a la afirmacién de que todo conjunto es bien ordenable. Por supuesto, ED
no puede proporcionar la existencia de un buen orden sobre R.

Por dltimo, no estd de mas hacer énfasis en el hecho de que la de-
mostracién aqui expuesta de la PBT, con su aplicacién de ingeniosos méto-
dos geométricos y algebraicos para hacer construcciones paraddjicas, pone

"Esto equivale a la consistencia relativa a ZF de la afirmacién de que todos los sub-
conjuntos de R son Lebesgue-medibles.
8Véase la prueba de [W, Teo. 7.9].
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de manifiesto la estrecha, pero en general dificil de apreciar, relaciéon que hay
entre areas de la matematica tan aparentemente disimiles como el algebra,
el analisis y la teoria de conjuntos.



Notas Historicas

Las observaciones de Galileo Galilei sobre conjuntos infinitos se remon-
tan al siglo XVII (1638).

La construccién clésica de un conjunto no Lebesgue-medible fue hecha
por Giuseppe Vitali, en 1905.

En 1914, Waclaw Sierpinski planteé la posibilidad de la existencia de
un subconjunto no vacio de R? que fuera Gy-paradéjico. La pregunta fue
respondida en sentido positivo por su alumno Stefan Mazurkiewicz, cuya
prueba fue simplificada por Sierpinski. Como resultado, se dio a conocer la
paradoja que hoy lleva el nombre de ambos.

También en 1914, Felix Hausdorff construyé, en S?, la descomposicién
paraddjica que luego tomé su nombre. A él se debe el descubrimiento de
que los grupos libres encierran paradojas a las que se puede dar una in-
terpretacion geométrica. Hausdorff estaba motivado por la bisqueda de la
prueba de la no existencia de ciertas medidas sobre los espacios euclidianos.
Su técnica para probar 3.1 fue distinta de la que aparece en este trabajo;
fue Stanistaw Swierczkowski quien, en 1958, desarrollé la demostracién que
se presenta aqui.

La PBT fue demostrada por Stefan Banach y Alfred Tarski en 1924,
y muchos articulos que la discuten o simplifican han aparecido desde en-
tonces. La PBT surgié como una sofisticacién de la Paradoja de Hausdorff.
Banach y Tarski estaban motivados, de manera parecida a Hausdorff, por
la pregunta de si R? admite una medida finitamente aditiva e isometria-
invariante que normalice al cubo unitario. Fueron también Banach y Tarski
los que hablaron primero de G-equidescomponibilidad. Banach demostré 2.8
y generalizo asi el Teorema de Schroder-Bernstein.

Kurt Godel probd, en 1938, la consistencia relativa a ZF de AE.

Sierpiniski obtuvo 4.1 en 1948, y lo aplicé para obtener la Paradoja de
Banach-Tarski a partir de la de Hausdorff. La derivacién original difiere,
pero no mucho.
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Paul Cohen desarrollé la técnica conocida como forcing. Poco tiem-
po después (en 1964), y en parte siguiendo sugerencias del propio Cohen,
Robert Solovay la empled para obtener sus resultados sobre consistencias
relativas.



Reconocimientos

La estructura general de este trabajo sigue a [W], que es un excelente (y
elegante) compendio de lo que actualmente se sabe, y de lo que no se sabe,
en torno a la Paradoja de Banach-Tarski.

[S] es una " tesis menor” (Minor Thesis) preparada para obtener un Ph.D.
en la Universidad de Harvard. A pesar de que, en general, sigue a [W], diferen
en varios puntos técnicos. Por ejemplo, las rotaciones especificas que figuran
en 3.1 son las usadas en [S].

Se tomaron también algunas ideas de [I], que presenta una prueba dis-
tinta, pero sustentada en los mismos principios, de la Paradoja de Banach-
Tarski. Su enfoque es mas gréafico, y su prueba de la Paradoja de Hausdorff
se acerca mas a la original.

Las ideas acerca del papel que desempenan las paradojas en la epis-
temologia son del director de este trabajo, el Dr. José Alfredo Amor y
Montafio, y se pueden encontrar en [A].

El crédito por E.1 corresponde a Osvaldo Guzman Gonzélez, que ademas
de desarrollar el resultado, me hizo ver su importancia.

La Paradoja de Sierpifiski-Mazurkiewicz fue publicada en [M-S].

El problema de los prisioneros (Apéndice H) fue tomado de una plética
de Mike O’Connor.
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