UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS

APAREAMIENTO EN UN GAS FERMIONICO
UNIDIMENSIONAL

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS (FISICA)
PRESENTA:

FIS. RAFAEL MENDOZA PEREZ

DIRECTORES DE TESIS: DR. MIGUEL ANGEL SOLIS ATALA
DR. MAURICIO FORTES BESPROSVANI

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. MANUEL DE LLANO DE

pep

posgrado en ciencias fisicas

unam MEXICO, D.F. 2008



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Un hombre no esta hecho para el fracaso.
Un hombre puede ser destruido pero no derrotado.
Ernest Hemingway



A mis padres y mis hermanos



Agradecimientos

A los Drs. Miguel Angel Solis, Mauricio Fortes y Manuel de
Llano, por sus ensefiazas y por hacerme sentir parte del
grupo de trabajo.

A Maricela Ramirez Saldafia, mi compafiera de vida, por
todo.

A Marco, Julio e lvan, mis amigos.

A mis sinodales, los Drs. Carlos Villarreal, Matias Moreno y
Chumin Wang, por sus comentarios y sugerencias, que
mejoraron esta tesis.

Al Posgrado en Ciencias Fisicas y al Instituto de Fisica, por
proporcionarme las condiciones para formarme como
cientifico.



Indice general

Resumen I
Lista de variables y parametros usados 1
Indice de Figuras v
1. Introduccién 1
2. Apareamientos de Cooper y de BCS 4
2.1. El problema de Cooper en una dimensién . . . . . . . .. .. ... ... 8
2.2. El problema de BCS unidimensional . . . . . . . ... ... ... .... 10

3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo 11
3.1. Dos particulas enel vacio . . . .. .. .. ... oL 12
3.2. Potencial de interaccién de tipo d-atractivo . . . . . . ..o L. 13
3.3. Relaciéon de dispersiéon de pares de Cooper . . . . . . . . . . ... ... 14
3.4. Estudio grafico cualitativo de la energia de amarre. .. ... ... 16
3.5. Pares de fermiones con K =0 . . . . . . ... 19
3.6. Pares de fermiones acoplados débilmente . . . . . . . .. .. ... ... 20
3.6.1. Dos casos limite de interés . . . . . . . ... ... ... .... 24
3.7. Energia de excitacion para cualquier acoplamiento. . . . . . . . .. 24
4. Fermiones interactuando con un potencial de alcance finito 27
4.1. La energia de amarre del potencial de Schmitt-Rink . . . . . . .. 28
4.2. Anélisis grafico de la energia de amarre . . . . . . . . .. .. ... ... 33
4.3. Movimiento de los pares de fermiones . . . . . . . ... ... ... ... 35
4.3.1. Analisis geométrico de los modos de excitacién . . . . . . . . .. 35
4.3.2. Velocidad de las cuasiparticulas . . . . . . ... ... ... ... 37
5. Conclusiones 40
A. Polos y regiones de integracion 42
A.1. Polos de los problemas de Cooper yde BCS . . ... ... ... .... 43
A.2. Region de integracion del potencial delta atractivo . . . ... ... 44

Referencias 47



Resumen

) =+%) e analiza el apareamiento en un gas de fermiones en una dimensién a través
de un conjunto de ecuaciones adimensionales, con el fin de determinar su energia de
excitacién a temperatura absoluta cero. Se supone que los electrones que forman pares
de Cooper interactian a través de un potencial de alcance variable tipo Schmitt-Rink
y que el momento de su centro de masa hK puede ser diferente de cero. Ademas de las
soluciones exactas, calculadas numéricamente, se obtienen expresiones analiticas de la
energia de excitacién del par en potencias de K en los siguientes casos: a) Acoplamien-
to débil, para el potencial delta y b) cuando los momentos son mayores a 2kp para
cualquier acoplamiento y alcance efectivo.

Destaca la presencia de dos modos de excitacion del par. Para momentos pequenos
domina el tipo fonénico (relacién energia-momento lineal) que coexiste con un modo
tipo roténico para momentos mayores a 2kp. Se observa que conforme aumenta el
alcance del potencial (a una energia de interaccién fija) se privilegia una relacién de
dispersion cuadratica y se disminuye la energia de amarre de un par con K = 0.
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1. Introduccion

=> 1 la historia de la ciencia, el fenémeno de la superconductividad ha destacado
tanto por la belleza de sus propiedades fisicas (extraordinarias), como por ser gene-
rador de conocimiento. Las primeras han cambiado irreversiblemente nuestra vision de
la materia. Desde su descubrimiento en 1911 por K. Onnes [1] nos han sorprendido e
impresionado los rasgos esenciales de un material superconductor: Resistencia eléctrica
cero y diamagnetismo perfecto. Estas cualidades han motivado la biisqueda de sistemas
fisicos que posean temperaturas criticas cada vez mayores, animados por el deseo de
encontrar materiales superconductores a temperatura ambiente.

La superconductividad ha motivado numerosas teorias y modelos para su entendimien-
to, entre ellos destacan las teorfas fenomenoldgicas de los hermanos London [2] y de
Ginzburg-Landau [3], asi como los trabajos de Schafroth [4] y Blatt [5], quienes inten-
taron dar una explicacién de la superconductividad en términos de una condensacion
tipo Bose-Einstein. Sin embargo, la teoria BCS ha proporcionado un sélido formalismo
que ha explicado muy bien gran cantidad de hechos experimentales en los materiales
superconductores convencionales. El éxito de esta teoria ha sido tal que se ha aplicado
a otras areas de la fisica y se ha convertido en el punto de partida de esquemas més
generales (se reducen a ésta como un caso limite). Esto llevé incluso a pensar que la
descripcion completa de los superconductores estaria préxima.

El gran descubrimiento llegd en 1986 con la superconductividad de alta temperatura
critica en el cuprato BaLaCuO con una 7, de 35 K [6] y que a la fecha ha alcanzado
los 164 K [7]. A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados, la teoria BCS no
describe adecuadamente las propiedades de estos materiales, y atiin no se cuenta con
una teoria microscopica que prediga la superconductividad a alta temperatura [8, 9].

En la teoria BCS de la superconductividad es fundamental el concepto de pares de
Cooper (estados ligados integrados por dos electrones). En 1956 Cooper descubrié que
dos electrones pueden formar un estado ligado por arriba del mar de Fermi, aiin cuando
la interaccién atractiva (que es producto de la interaccion electrén-fonén en el material)
entre ellos sea muy débil.

Actualmente parece haber un consenso entre la comunidad cientifica, se acepta que el
mecanismo esencial en el fenémeno de la superconductividad es la formacion de esta-
dos ligados de dos particulas. Por esta razon, es importante entender el apareamiento
fermionico.

En este trabajo se pretenden entender las caracteristicas fisicas de un gas de fermiones
inmerso en una red cristalina en una dimensién. Supondremos la existencia de una in-
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1. Introduccion

teraccion atractiva neta entre las particulas del gas y que éstas se unen en pares cuyo
espin total es igual a cero. Inicialmente tomaremos como base para el estudio de dicha
interaccién, dos problemas de naturaleza muy distinta: El problema de Cooper y la
interaccién de dos particulas en el vacio a través de un potencial delta atractivo unidi-
mensional.

Este modelo es una primera aproximacién en la descripcién y compresion del apareamien-
to de electrones (o huecos) en los materiales superconductores, que es el problema fun-
damental que motiva esta investigacion. En él se ignora la presencia de pares de huecos
y fermiones desapareados, los cuales desempenan un papel clave en los modelos que
intentan explicar la superconductividad de alta T, [10, 11]. Mostraremos que a pesar de
la sencillez de este modelo, es posible extraer una gran cantidad de informacion fisica,
la cual puede servir como referencia para modelos més realistas [12] de este fenémeno
y complemento de los resultados obtenidos en la resoluciéon del mismo problema en dos
y tres dimensiones.

Con el propoésito de mejorar la comprension del problema y de alcanzar resultados mas
generales, introduciremos el potencial de Schmitt-Rink (SR), el cual se reduce al poten-
cial delta como un caso limite. A pesar de ello, capitalizaremos todas las ensenanzas y
procedimientos impartidos por este ultimo, para la resolucién del nuevo y mas complejo
enfoque.

Es oportuno mencionar que esta investigacion completa una trilogia iniciada en dos y
tres dimensiones [15, 16] y [20, 23] para el mismo problema.

En esta tesis comenzaremos revisando los pilares que la sustentan: El apareamiento
de Cooper (capitulo 2) y la ecuacién de Schrodinger de dos particulas en el vacio que
interactian mediante un potencial delta-atractivo (capitulo 3). Posteriormente, en el
capitulo 4 haremos una generalizacién, supondremos que ahora el potencial es el de
SR (alcance distinto de cero) y estudiaremos el efecto fisico de introducir el alcance en
nuestro modelo, posteriormente examinaremos el movimiento de los pares de Cooper.
En el capitulo 5 mostramos las conclusiones de este trabajo.

PCF-UNAM, 2008 3
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS

omenzaremos haciendo una descripcion aplicable a cualquier dimensién d de
los modelos de interaccion de Cooper y de BCS, posteriormente se particularizard a
una dimension en las siguientes subsecciones.

Consideremos un par de fermiones de masa m con momentos hk; y hks, cuyo momen-
to del centro de masa es hK; dichas particulas estan inmersas en un fondo de N — 2
fermiones con los que no interactian y que se hallan sobre una superficie de Fermi
esférica (en el espacio k). La energia total Ex del par se calcula como sigue.

Seanr=r;—r,yR = %(rl +15), las coordenadas relativas y del centro de masa (CM),
respectivamente. Los vectores de onda asociados son

1
K =k; + ko, k:§(k1—k2). (2.1)
Los correspondientes operadores de energia cinética quedan
~ h? R R R R h2 K2
Ti=——V2 T'+Ty=T,+1Tr=——V>—- —V2 2.2
zmvw 1+ 12 + 1R mvr 4va’ ( )
de tal manera que la ecuacién de eigenvalores resulta
(T, 4+ Tr + V) Ui = Eg Uy (2.3)
donde
Vg = (r)®x(R), (2.4)

es la funcién de onda del par, dada como el producto de la parte relativa 1 (r) y del
centro de masa

dr(R) = KR, (2.5)
Ademés
VW = / dr'Vi (v, ) (r') P (R) (2.6)

donde Vi (r,1r’) es el potencial de interaccién, que en general es no local. Combinando
las ecuaciones (2.2)-(2.6) se obtiene

2.2 B2\ . . ,
Z [(h : + d ) ekT 4 /dr’VK(r,r/)GZk'r — Exe™™ | Cie™ R =0 (2.7)

m 4dm
k

PCF-UNAM, 2008 3



2. Apareamientos de Cooper y de BCS

en donde hemos usado la transformada de Fourier de v(r), es decir,
U(r) =) Cre™, (2.8)
k

con Oy = (k). Si multiplicamos la Ec. (2.7) por T e integramos sobre r recor-
dando que [ dre’ ™ = L9, (dq0 es la delta de Dirac) con L? el volumen del sistema
en d dimensiones, y cancelamos el término e, se llega a la ecuacién

h2/{7/2 h2K2 x
|: m 4m — EK:| Ck/ + g Vk,k’Ck = 0 (29)
donde
1 1 o
Vi = Td dr/dr’e_“‘ Vi (r, ) e (2.10)

El problema de Cooper reside en la condicién [13]

1
C’k:0Vk1,k2 < kp obien, ’kﬂ:QK‘ < kg (211)

la cual hace énfasis en la naturaleza del problema: Los electrones del par estan inmersos
en un medio de N — 2 fermiones que satisfacen el principio de exclusion de Pauli y estan
encima del nivel de Fermi.

El modelo de interaccion de Cooper tiene la siguiente forma

v, :{ —V sikp < k£ 1K|, |[K £ 1K| < kL + k3, (2.19)

0 en cualquier otra parte

con V > 0 la intensidad de la interaccion y kp el médximo momento que los fermiones
pueden intercambiar durante la interaccién. Es necesario destacar que dicha interaccion
sélo ocurre si 0 < K < 24/k% + k%, es decir, dos fermiones interactiian con el potencial
atractivo —V si el extremo del vector de onda relativo esta en el volumen traslapado
(en el espacio k) de las capas esféricas de radio Er y grosor fwp ( hwp la maxima
energia del fonén que pueden intercambiar con la red), tal como se muestra en la Fig.
2.1. Ahora, incluyendo la Ec. (2.12) en la Ec. (2.9) se llega a que

<h2 k/2 h2K2

m+4m

_ EK> Co=V> 'Cp=—Ag (2.13)
k/

El simbolo prima sobre la suma indica la restriccién sobre k senalada en la Ec. (2.12).
Resolviendo la ecuacion previa para Cy, (por el modelo (2.12) C sélo depende de |k| =
k) resulta

Sy

Cr = R2k2 /m + h2K2/4m — B

(2.14)

PCF-UNAM, 2008 6



2. Apareamientos de Cooper y de BCS

Figura 2.1: La regién sombreada representa el drea (en el espacio k bidimensional) de traslape de los
cintas circulares alrededor de Er y con espesor hwp, que es donde tiene lugar la interaccion entre los
fermiones, para el problema de Cooper. K es el vector del centro de masa del par.

Si multiplicamos la expresién anterior por VO(2\/k% + k% — K) y sumamos sobre k
teniendo en cuenta la restriccion impuesta sobre ella, se obtiene

/ 1
1= .
V; h2k2/m—|—h2K2/4m—|—AK—2EF

(2.15)

En esta ultima ecuacion Ex = 2Er — A es la energia total del par; A es la energia de
amarre. Es oportuno destacar que Ag es una cantidad positiva, pues es la energia de un
par de Cooper con respecto a la energia de Fermi. Considerando el limite termodinamico
(N — oo nimero de fermiones y V — oo volumen del sistema con N/V constante), la
Ec. (2.15) se escribe para d dimensiones y N — oo de la siguiente forma:

!

L\ dk
1=V(= 2.16
(27‘(‘) /hz(kz—k%)/m—i—AK—i—hQKz/élm (2.16)

Nuevamente, la integral primada denota las restricciones impuestas por la Ec. (2.12).
El calculo de la energia de amarre en dos y tres dimensiones puede verse en la referencia
[15]. A continuacién se realiza un andlisis para un sistema unidimensional.

PCF-UNAM, 2008 7



2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.1 El problema de Cooper en una dimension

2.1. El problema de Cooper en una dimension

En el caso presente, las restricciones en k estan descritas por

1

Comenzaremos con el caso K = 0, entonces la condicién se satisface si k € [—kp, —kp — kp]
U [k’F, k’F + kD] Ademsés

h%(kr + kp)?

Er + hwp = o

(2.18)
Esto implica que

kp = ki <\/1+—u - 1) . (2.19)

Aqui v = hwp/Er << 1. Asi las cosas, la integral inmersa en la Ec. (2.16), (consideran-
do que el integrando es una funcién par), es

LY [Frthe dk
1=2V| — . 2.20
(271') /kF h2k2/m—2EF—|—AD ( )
Esta expresion es equivalente a
Ep+~wp d
1=V / g(e)de (2:21)
Ep 26 — 2EF + AO

en la cual se ha hecho el cambio de variable ¢ = h*k?/2m y donde

El problema deCooper El problema de BCS

Figura 2.2: Representacion de las regiones de integracién para los problemas de Cooper y de BCS
en el espacio de energia.

PCF-UNAM, 2008 8



2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.1 El problema de Cooper en una dimension

mL e /2

g(e) = o o2

es la densidad de estados unidimensional. En la Fig. 2.2 puede verse la region de inte-
gracion que en una dimensiéon se reduce a dos intervalos. Si ahora dividimos todas las
energias por Er (expresiones con tilde) se tiene

E_/lJruL (223)
Al E—14 A2 '

donde hemos usado que Er >> fwp para aproximar g(€) ~ g(Er) = constante, y

definimos A = ¢g(EFr)V que resulta ser una constante de acoplamiento adimensional.
Esta integral carece de polos (ver Apéndice A.1) por lo que se obtiene

2 [v+A)2
e o2

Luego de algunas manipulaciones algebraicas sencillas y de regresar a las variables sin
tilde se llega a lo siguiente

(2.22)

2hwp
De esta forma, hemos conseguido a una expresién exacta y sencilla para Ay. Si el
acoplamiento es débil obtenemos

Ag = (2.25)

Qh/WD _2//\

limite que concuerda con el resultado en dos y tres dimensiones [15] para acoplamiento
débil.

Ay =

Con el fin de ilustrar la manera de abordar el problema del apareamiento cuando K # 0
y menor que 2kg, extenderemos el problema de Cooper usando esta suposicién. En este
caso la restriccion (2.17), (considerando sélo la parte positiva por su simetria y porque
el integrando de (2.16) es par) se satisface si k € [kr + K/2,kp + kp — K /2], con ello
la Ec. (2.20) toma la forma méas general

1 VItr—K/2 d£
1 / i . (2.27)
AN Jiikpe -1+ Ag/24+ K2/4

donde K = K/kp, E = k/kpy ag = (1 — A /2 — K?/4)Y/2. El célculo de esta integral
es inmediato (no existen polos), el resultado es

ga 1y \/H—V—K/2—04K 1+I~(/2+06K (228)
AT Vitv—K/2+ax ) \1+K/2—ax )| '

PCF-UNAM, 2008 9




2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.2 El problema de BCS unidimensional

Es necesario mencionar que para obtener el resultado anterior se supuso que Ag /2 +
K?/4—1<0yque K € [0,kp]. Puede demostrarse que ademds se necesita considerar
los intervalos en donde K € [2kp,2kp + kp| y K € [2kp + kp, 2kp + 2kp|, que dardn
como resultado ecuaciones de pares de Cooper distintas a (2.28), en las que existen
modos de excitacién distintos que dependen del valor de K [16].

De esas ecuaciones de pares de Cooper se obtienen las relaciones de dispersion. Hasta
ahora, nos hemos limitado a calcular el caso K = 0 solamente y faltaria determinar
Ag. Este andlisis se realizara, en el siguiente capitulo, para un gas de fermiones que
interactiian a través de un potencial delta-atractivo unidimensional.

2.2. El problema de BCS unidimensional

En el caso precedente nos restringimos a pares de fermiones cuya energia se encontraba
en el intervalo [Er, Ep+hwp], si ahora lo expandimos a los valores [Er—hwp, Er+hwp|;
es decir, tomamos en cuenta una franja de energia que al sumarle hwp es mayor o igual
a Er, la Ec. (2.23) sufre la modificacién (K = 0):

1+v ~
1= /\/ _ e (2.29)
1y E—14Ag/2

A diferencia del caso precedente, ahora existe un polo en este intervalo de energia, lo
que complica la integracién. El resultado es (consultar Apéndice A.1)

2 1+v—e¢,

—=ln——, 2.30

A & —1+v ( )
donde ¢, es el polo en cuestién. Despejando A de esta ecuacién y regresando nueva-
mente a las variables fisicas, se llega a que:

1
Ag = 2hwp tanh <X> P 2hwpe (2.31)
Este es un valor andlogo a los resultados en dos y tres dimensiones. Hacemos notar la
diferencia entre el valor de A de la Ec. (2.26) para el caso de Cooper y la Ec. (2.31)
de BCS, que difieren por un factor de dos en el argumento de la exponencial.

Faltaria ver el caso K # 0 que presenta un polo adicional, lo cual implica una mayor
dificultad en la integracién de la Ec. (2.29). Como nuestro propdsito es ilustrar con estos
ejemplos la metodologia a usar en los capitulos siguientes, omitiremos este céalculo.

PCF-UNAM, 2008 10
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo
3.1 Dos particulas en el vacio

=on la teorfa BCS [17] el aparcamiento fermidnico se realiza a través de los
fonones de la red, por lo que la energia transferida entre ellos no puede ser mayor a
hwp con wp la frecuencia de Debye de la red. Esta restriccién nos conduce a una cota
superior en la temperatura critica 1., que se puede predecir a partir de la teoria BCS.
Con los superconductores de alta temperatura critica dicha cota ha sido superada [6, 7]
llevandonos a revisar y replantear las causas del apareamiento y, en particular, el poten-
cial de interaccion de los fermiones. Aqui retomamos dos potenciales que, no obstante
su sencillez, son capaces de reproducir las bondades de cualquier potencial en el limite
de baja densidad para alcance finito o cero.

3.1. Dos particulas en el vacio

En esta seccion calcularemos la energia de amarre de dos particulas en el vacio que
interactian a través de un potencial delta-atractivo, que posteriormente sera utilizada
en el texto. Supongamos que el sistema estd integrado por dos fermiones de masa m
en el sistema de referencia del centro de masa, que interactian a través del potencial
V(r) = —vpd(r), V = 1v9/L > 0 con r el vector de las coordenadas relativas. De esta
manera la interaccion interfermiénica es Vi (r, 1) = V(r)d(r—r') y produce Vi, = vo/L
en (2.10). Con esto, la Ec. (2.9) cambia y su nueva forma es

h2k’/2
( —E) Cy+VY Cp=0. (3.1)
k

m

Luego de algunos procedimientos andlogos a los realizados en el capitulo anterior y
considerando un potencial delta unidimensional se produce la siguiente ecuacién

1
k

En este caso no hay restriccion en los valores de k. Recordemos que el valor de la
energia del inico estado ligado para un par de particulas que interactiian por medio de
un potencial delta-atractivo [18] estd dado por

mud

4h2 -
Aclaramos que nuestro sistema fisico lo integran dos fermiones de masa m, razon por la
cual aparece el factor cuatro en el denominador. Si consideramos el limite termodinami-
co e introducimos la variable B = —FE = |E|, la energia de amarre de dos particulas
ligadas en el vacio, la ecuacion se transforma en

E= (3.3)
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo
3.2 Potencial de interaccién de tipo d-atractivo

L\ [~  dk
1—v(= @ 4
V(%) /_oo n2k2/m + B (3:4)

Es conveniente introducir en este punto una conexién entre la variable B = B/Ep
y el parametro de acoplamiento A (ambas son variables adimensionales), esta tltima
estd dada por la préxima relacion

Vo

A= . 3.5
Thup (3:5)
Con estas igualdades, la energfa de interaccién B queda:
2B
A= . (3.6)
™

Esta ecuacion permite identificar rapidamente la dependencia de la energia de amarre
en términos de la constante de acoplamiento A, variable més usada en la literatura acer-
ca del tema. Con esta relacién expresaremos las cantidades de interés fisico en términos
de B, en sustitucion del pardmetro fenomenolégico V.

3.2. Potencial de interaccion de tipo J-atractivo

Mediante este modelo de interaccion podemos estudiar el problema de la acumulacion
por pares en un gas de electrones, tal como puede verse en [14] y en [20] (para K = 0 en
ambos estudios); en estos trabajos también se examina la evolucién entre un régimen
donde los pares estan débilmente ligados y altamente traslapados, al régimen en el cual
se hayan fuertemente ligados y bien separados entre si. A continuacién trataremos dicho
problema para un sistema unidimensional con K # 0.

Comenzaremos notando que en la Ec. (2.16) (de pares de Cooper) estd inmersa la
intensidad de la interaccién V', que puede ser sustituida por la energia positiva B. Con
lo anterior, tomamos como un punto de comparacién la energia del uinico estado ligado
de un par de particulas en el vacio, cuya relacién explicita es

mV?2L?
B = i (3.7)
Con ello, construimos la ecuacién de pares de Cooper
/°° dk / dk (35
o P2K2/m+ B | R2k2/m+ Ag — 2Er + h2K?2/4m '
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.3 Relacion de dispersion de pares de Cooper

De este modo, B funciona como una energia de referencia. En el problema bidimensio-
nal, esta sustituciéon permitia eliminar una divergencia en la regién ultravioleta [21, 23]
y [8]. En el caso 1D que nos ocupa, no existen divergencias en la ecuacién previa, por
lo cual, la eliminaciéon de V' por B es una reparametrizacion que no introduce ningin
efecto fisico.

Conviene destacar que la prima sobre el lado derecho de la integral (3.8) representa
el efecto de la interaccién de tipo delta-atractivo, que a diferencia de la Ec. (2.16) en
donde la integracién debe ser consistente con la condicién (2.12) donde la integracién
se da en el intervalo kg, kr + kp| para los momentos de los fermiones, ahora la integral
contempla todos los momentos que cumplan con

K
ke <|k£5 . (3.9)

Es decir, la interaccién es atractiva para todos los momentos que estan sobre una su-
perficie de Fermi y que se extienden hasta el infinito, en el espacio de momentos. En
esta interaccion participa de manera destacada el vector de onda del centro de masa,
como veremos a continuacion.

3.3. Relacién de dispersién de pares de Cooper

Nuestro objetivo es determinar una relacion de dispersién de pares de Cooper para
cualquier acoplamiento con K # 0 e inferir su comportamiento, tal como se ha hecho
en dos dimensiones [23]. Antes de emprender tal fin es necesario introducir las siguientes
variables adimensionales: K = K/kp, & = k/kp, B = B/Ery Ag = Ak /Er donde kg
es el momento de Fermi y Er = h%k%,/2m es la energfa de Fermi. Ademds & = 1+ K//2
yé&=K/2-1.

La forma de la Ec. (3.8) en términos de estas variables es

© / d
/ 2—§~:/ 9 = 5 ~2 . (310)
e &2+ B2 24+ Ag/2+ K2/4—1

Teniendo presente la restriccién (3.9), el intervalo de integracién del miembro derecho
lleva a dos expresiones distintas dependiendo si K es mayor o menor a dos. En este
tltimo caso debe tomarse en consideracién el signo de la expresién Ag /2 + K2/4 — 1
porque conduce a dos integrales distintas de la Ec. (3.10).
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.3 Relacion de dispersion de pares de Cooper

Si definimos af = 1 — Ag/2—K?/4 = —3% usamos la simetria de (3.10) y suponemos
que Ax /24 K2/4—1 > 0, obtenemos
> d > d
/ S S (3.11)

Si Ag/24+ K?/4—1<0

/0 —52 n 3/2 = L 2o oz (3.12)

En el caso K > 2 no hay dificultades, debido a que S siempre es positiva, el resultado
y (3.10) se convierte en

/oo dé B €o d& n OO d§
o E+B/2 Jo €48k Jo &40k
Las integrales (3.11) y (3.12) son elementales, para su determinacién tiene que saberse
el signo del término A /24 K?/4—1; a su vez, Ak es una funcién (desconocida) de K y
B, por lo que dicha tarea no es mmedlata En la siguiente seccion se realizard un analisis
geométrico detallado de este problema. Las integrales (3.11) y (3.12) son explicitamente

(3.13)

T /2 1 & — ok S

QHB QOéKn<§o+OéK) cuando 0 < B < 5 (3.14)
T |2 1 |7 o Ca A

—4/—= = — | = — arctan si 2m° < B < o0. 3.15
Va5 15 ()] (315

En el intervalo 72/2 < B < 272, la forma es

T 2 1 T 60 ):| . ~ ~
—4/—= = — | = — arctan si0< K< K, 3.16
Va5 s (5 (316)
2 1 — ~ -
T2 =_ In (60 aK) cuando K, < K < 2. (3.17)
2V B 200k &o + ok

Aqui se ha introducido K, € [0,2], que satisface la siguiente ecuacién

Ar. )2+ K /4—1=0. (3.18)

Finalmente, si K > 2

T /2 1 €o T €o
NG~ e [arctan (5}{) + arctan (ﬁK):| (3.19)
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo
3.4 Estudio grafico cualitativo de la energia de amarre

Como deseamos conocer Ak analiticamente, proponemos una expresién para la energia
de amarre de la forma

Ag = Ao(B)+ A{(B)K + Ay(B)K? + .. (3.20)

Reconocemos en la concrecion de tal objetivo la presencia de ecuaciones trascendentales,
Ecs. (3.14)-(3.19); sin embargo, podemos extraer caracteristicas fisicas interesantes en
diversos casos limite, tales como los acoplamientos débil y fuerte, y resolver el caso
general numéricamente.

3.4. Estudio grafico cualitativo de la energia de
amarre

El problema central de esta seccion consiste en determinar las condiciones bajo las
cuales podemos calcular Ay, ya sea en forma analitica o numérica. Posteriormente po-
dran valorarse las ventajas de detenernos a escudrinar dichas condiciones, en especial
con el empleo de potenciales més generales y complicados, tal como el de SR.

Es indispensable saber, en primer lugar, si hay solucién a nuestro planteamiento, es de-
cir, si existe Ax dado un valor de B. Para dilucidar tal cuestién, es necesario examinar
la geometria de las ecuaciones (3.14)-(3.17). Observamos que el miembro izquierdo de
tales ecuaciones es idéntico y sélo depende de B. En el miembro derecho notamos una
dependencia de Ag (que depende a su vez de Ky B) y K. Nuestra variable indepen-
diente es esta ultima, si elegimos un valor de la misma, obtendremos diversas curvas al
graficarlas como funcién de Ag; B es una medida de la magnitud de la interaccién, su
grafica es una linea horizontal que al intersectarse con las curvas anteriores, mostrara si
existe solucién, es decir, A y su valor (aproximado).

La Fig. 3.1 muestra las ideas expuestas. Es pertinente aclarar que cuando se inici6 el
andlisis, no se conocian los limites del problema, es decir, se trabajé con las Ecs (A.10)
y (A.11) directamente. Las lineas horizontales son los valores de B = 72/2 y B = 272
(analizados méds adelante) y representan el miembro izquierdo de las Ecs. (3.14)-(3.17).
Las diversas curvas en color negro se generaron a partir del miembro derecho de las
Ecs. (3.14) y (3.17) y estn asociadas a distintos valores de K. En forma anéloga, las
curvas en azul corresponden a los miembros derechos de (3.15) y (3.16) para varias K.

En la gréafica se distinguen tres secciones bien diferenciadas, en las cuales apreciamos
las siguientes caracteristicas

a) Region de acoplamiento débil, en donde s6lo hay intersecciones entre lineas ho-
rizontales y curvas en negro. Aqui 0 < B < 72/2y Ak /2 + K?/4 — 1 es menor a cero,
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo
3.4 Estudio grafico cualitativo de la energia de amarre

<“«—— KIk=0
2 <4—— — — KIk=05 I
<« - — - — Kkk=15
<« — - - Kikz=2 -
BIE.=TE/2
BIE.=2TE

Acoplamiento débil

Acoplamiento fuerte

“AJE.

12

Figura 3.1: Curvas de nivel de las Ecs. (3.14)-(3.17) como funcién de Ag. Apreciamos los limites de
los regimenes de acoplamiento y el valor (cualitativo) de AKC ; es decir, la abcisa de las puntas de las
flechas en donde se intersectan las curvas negras, azules y horizontales, en el régimen de cruzamiento.
Es en estas flechas donde tiene que pasarse de la Ec. (3.16) a la Ec. (3.17).

por lo que conduce al resultado (3.14).

b) Zona de cruzamiento, en donde puede haber intersecciones entre lineas horizon-
tales y los dos tipos de curvas. Las puntas de las flechas marcan el punto en el cual se
unen las curvas de las expresiones (3.16) y (3.17) para un valor dado de K. Las abscisa
de estos puntas son los valores de A k.. Bste elusivo valor y su curva correspondiente
K, complican el cdlculo de Ag. En esta zona AK/Z + f(2/4 — 1 cambia de signo y
ademas cumple la Ec. (3.18). Por ejemplo, para K = K, =0, Ag, =2.Si K = K, = 2,
AKC = 0. Observamos que conforme K. — 0, AKC — 2: K. — 2, AKC — 0 y ademaés
0< K., A k, < 2, como se ilustra en la grafica. Para concluir, basta decir que al elegir
un valor de 72/2 < B < 2n% y tener un valor aproximado de Ak, (dado por este tipo
de gréfica) tenemos que debemos recurrir a las Ecs. (3.16) y (3.17).

c) Regién de acoplamiento fuerte, en donde tnicamente hay intersecciones entre cur-
vas azules y rectas horizontales. Aqui B > 272 y se extiende al infinito, en esta regién
Ag/2+ K?/4 — 1 es mayor a cero.
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo
3.4 Estudio grafico cualitativo de la energia de amarre

Cabe mencionar que la definicién de las tres regiones de la Fig. 3.1 estuvo sustentada
por las caracteristicas geométricas de las Ecs. (3.14)-(3.17). Dichas definiciones, intui-
tivas en principio, seran formalizadas en las préximas secciones, en donde se verd que
estan estrechamente vinculadas con las caracteristicas fisicas de Af. Empezaremos por
determinar el origen de los puntos frontera entre las regiones, es decir, los valores de
B = n? /2y B = 272 que generan las dos rectas horizontales de la Fig. 3.1. Si sustituimos
K =0 en la Ec. (3.16) tenemos

1
—arctan | ——— | | . (3.21)

2
\/% \/A /2 -1 \/Ag/2 -1

Si tomamos el limite Ao — 2~, entonces hallamos el valqr B > Bl = 72 /2 =~ 4.9.
Anélogamente, si sustituimos K = 2 en (3.16) y hacemos Ag_o — 0 obtenemos

2
—arctan | ————== || . (3.22)

\F \/AK 2/2 \/ Ag—z/2

Encontramos que B = B, = 272 ~ 19.74. Estos resultados aportan solidez al an4lisis
geométrico (intuitivo) anterior. By y B, son valores de la magnitud de la interaccién
que nos permiten caracterizar tres regiones de acoplamiento.

Resumimos el modo de aproximar Ak como un desarrollo en potencias de K (con
K €[0,2]). Se elige un valor de B, en los acoplamientos débil y fuerte se recurre a la
Ecs. (3.14) y (3.15). En el cruzamiento se identifica el punto de interseccién de las tres
funciones (curvas azul y negra y la recta), con ello se tendrd una estimacién de A K,
(abscisa) y K..

La continuidad de las Ecs. (3.16) y (3.17) en K,, cuando B, < B < B, (régimen de
cruzamiento) es didfana y se sigue de la igualdad

1 T —1ia 1 x

—In — | = — arctan —.

2ia T +1a a a
Sélo resta verificar la continuidad de las relaciones en K = 2 si B > B, (acoplamiento
fuerte), la cual es inmediata; inicamente hay que introducir K = 2 en las Ecs. (3.16) y

(3.19). En el acoplamiento débil y en el régimen de cruzamiento el par se rompe antes
de K = 2.

Los aspectos geométricos descritos permiten, por una parte, identificar (al menos intui-
tivamente) rasgos relevantes en la forma de Ag; por otra, servir como referencia para
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
d-atractivo .
3.5 Pares de fermiones con K =0

el calculo de la solucién en sus dos vertientes: numérica y analitica.

. .-/ . v . . e /s .
Antes de concluir esta seccién, podemos mencionar la valiosa informacién fisica que
proporcioné este andlisis (demostrado a lo largo de esta investigacion), a saber:

Existe Ay para cualquier valor de B; es decir, tenemos un sistema ligado para
cualquier intensidad del potencial.

Ao aumenta conforme lo hace B.

Una estimacién del valor de K en el que se rompe el par.

Los limites naturales de los tres regimenes. Es débil si B € [0,72/2], fuerte en
[72/2,00) y el cruzamiento de ambos estd en [72/2, 27%).

Armados con este sencillo (aunque didactico) estudio grafico, seremos capaces de ubicar
los limites y directrices en la determinacién numérica de A (B). Este esquema sirvi6 co-
mo base en la resolucién del mismo problema con el potencial de SR; se ha omitido
el andlisis correspondiente por la complejidad del mismo, pues se agrega un nuevo
parametro: el alcance del potencial. Basta mencionar que se realiz6 un procedimiento
completamente analogo, que dependia de los valores asignados a los parametros.

3.5. Pares de fermiones con K =0

A partir del estudio grafico expuesto en la seccién previa, obtenemos valiosa informacion
fisica (listado anterior). Probaremos estos rasgos en el transcurso del texto; empezare-
mos por la primera proposicion. Cabe mencionar que este ejemplo ilustrara la forma de
calcular Ag. Sabemos que A es un caso muy especial; los dos fermiones maximizan su
energia de amarre cuando el momento de su centro de masa es cero, ademas de ser el
tnico caso examinado por Cooper [13].

El punto de partida es la Ec. (3.10) escrita para K=0

\/> / £2 4 AO/Q -1 (3:23)
! et . (3.24)

= — In

1
A /1 —Ay/2 14+4/1—A/2

O bien
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.6 Pares de fermiones acoplados débilmente

Si hacemos A — 0 entonces Ay — 0. Esto significa que cuando la interacciéon entre
los fermiones es débil, también lo es su energia de amarre. Ahora supongamos una
interaccion fuerte entre éstos, de la Ec. (3.15) a considerar es

1 1 7r 1
= |Z —arctan [ —— || . (3.25)

A VA2 -1 |2 VA2 -1

En este caso conforme A — 0o, Ag — co. Lo anterior sienta en bases méas sélidas una
idea intuitiva: Entre mayor sea la intensidad de interaccion de las particulas, el par
estard mds fuertemente ligado. Con los resultados precedentes se nos ha revelado el
comportamiento de AO en sus extremos; no obstante, es posible averiguar el valor de B
para el cual Ay =2 (Kc = 0), importante porque a partir de este punto el polinomio
Ak /24 K?/4 — 1 es positivo. Asf las cosas la integral (3.23) se convierte en

1 ° dg

= 1 5—2 =1 (3.26)
Esto implica A = 1, o bien, B = 72 /2. Antes de continuar la discusién del caso general
(K # 0) es conveniente aclarar los limites de los acoplamientos. Si bien es cierto que
los valores experimentales muestran que en 3D 0.1 < A < 0.5 [26], denominaremos
acoplamiento débil a la regién donde A € [0,1] (B € [0,7%/2)), acoplamiento fuerte si

A € [2,00) (B € [27%,00) y el cruzamiento de ambas estaré en el intervalo A € (1,2)
€ (r?/2,2n?).

3.6. Pares de fermiones acoplados débilmente

Iniciaremos nuestro andlisis dando por sentado que Ay, B y K son cantidades mucho
menores a uno, lo que significa en términos fisicos que Ax y B son muy pequenas
comparadas con Er y K es muy pequeno comparada con kg, o bien, que Fr — 00y
kp — oo. Comenzamos por escribir la Ec. (3.14) en una manera totalmente equivalente

N
—_
|
=
|
Nl
=

q_9———— 1 K _

2 4 K2 Ak +
P e Ea j{ . (3.27)
1+ o) +14/1—

*’kﬁ,'
m|N

El primer procedimiento para determinar los primeros términos de la serie (3.20) con-
siste en hacer K = 0 en la ecuacién anterior, que contiene el resultado exacto; asi las
cosas, tenemos

PCF-UNAM, 2008 20



3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.6 Pares de fermiones acoplados débilmente

A x 1y /1-%
e B *TO:—;. (3.28)
14 4/1—

Reconocemos que Ay << 1, por lo cual se puede hacer la aproximacién (ampliamente
utilizada en este andlisis): (1 — z)"/? ~ 1 — 2/2 — 2*/8 + ... si & << 1. Si ademds
suponemos que Ay << B, podemos hallar el valor de Ay(B) a través de:

|
3
o}
i
[a—y
|
VS
—
|
»ulo’
~~——

= 7 (3.29)

Notamos un cambio sustancial para nuestro problema: La Ec. (3.27) deja de ser trascen-
dente y con ello podemos especificar la forma de la Ec. (3.20). En particular, luego de
algunos breves calculos obtenemos el primer coeficiente del desarrollo

q—

WIS

Ao(B) = ﬂa— (3.30)

14+¢e "

La Fig. 3.2 proporciona un punto de comparacién para AO(B) entre el resultado exacto
y el calculado a través del método descrito anteriormente. Observamos una buena con-
cordancia entre las curvas si B es cercana a cero; posteriormente hay una discrepancia
que se acentia conforme B aumenta y la aproximacion deja de tener sentido. Es con-
veniente destacar que tanto las soluciones numérica y analitica demuestran que dada
B siempre existe Ag. Ademds observamos un rasgo anticipado en la seccion anterior:
Ay(B) es una funcién creciente no acotada.

UJ)‘M‘

Ahora podemos seguir adelante con nuestro procedimiento y calcular la expansion de
Ak a orden lineal alrededor de K = 0, es decir

Ak(B) = Ao(B) + Ay(B)K (3.31)

A1(B) es el coeficiente a determinar. Destacamos que si usamos = Ag/2 << 1, la
Ec. (3.27) se aproxima por

a_ K
w2/ 1+5—V1—2x
e BVt 2 (3.32)

1+5+V1-u

que a su vez se aproxima (z << 1y Ag << B) por
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.6 Pares de fermiones acoplados débilmente

4
B/E:

Figura 3.2: Energia de amarre Ag/Er de pares con momento del centro de masa igual a cero; la
curva gruesa representa el valor numérico y la curva delgada el valor aproxrimado como se menciona
en el texto. Se muestra claramente que la aproximacion deja de ser buena si B/Ep crece. Observamos
que dicha magnitud es mayor a dos si B > By ~ 4.9, ocasionando que el polinomio AK/Q + f(2/4 -1
sea positivo a partir de este punto.

q— K z
e E = T}%{ (1 i>. (3.33)
+5+(1-3)
Con este proceso podemos averiguar la forma explicita del coeficiente del segundo térmi-
no del desarrollo (3.20)

A1(B) = —2tanh <\/%> . (3.34)

Si incluimos los coeficientes calculados en la expresién (3.31) de Ag y volvemos a las
variables sin tilde, tenemos como resultado a orden lineal:

V2B

Ag = Ag(B)Ep — tanh (L) hopK + O(K?) (3.35)
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3. Gas de fermiones interactuando a través de wun potencial
0-atractivo
3.6 Pares de fermiones acoplados débilmente

Para calcular el coeficiente del término cuadratico ahora usamos © = A /2+ K2/4 <<
1, y repetimos los procedimientos anteriores (los clculos son més elaborados) sin olvidar
que Ag << 1. Finalmente

As(B) = 1 - {tanh (QT;_B)T : (3.36)

2 1+2 "

UJ)‘I\J‘

Este coeficiente puede aproximarse por

2

As(B) = —% 14 (3.37)

tanh L~
V2B
Siguiendo este método es posible calcular los coeficientes del desarrollo al orden que se

desee, sin embargo, para extraer la esencia de las caracteristicas fisicas del problema
bajo el régimen de acoplamiento débil, bastard el desarrollo hasta segundo grado

Ag(B) = Ay(B) — 2 tanh (ﬁ) K- % 1+ (tanh <\/%>) K2+ .. (3.38)

O bien, en términos de las variables fisicas

2
- [Er [Er B K?
Ag(B) = Ayg(B) — tanh <7r ﬁ) hwpK — |14 (tanh <7T ﬁ)) o +

(3.39)

con Ag(B) ~ 8Fpe ™V2Er/B_ Hacemos notar que en las series (3.38) y (3.39), los térmi-
nos lineal y cuadrético son negativos, lo cual implica que al aumentar K disminuye la
energla de amarre, lo cual implica la existencia de un valor de K en el cual se lleva a

cabo la ruptura del par (Ag = 0) y que ademds, va incrementdndose conforme lo hace
B. Definimos «k al valor de K en el cual ocurre la ruptura.

A fin de proporcionar mayor completitud, escribimos el desarrollo en términos del

parametro de acoplamiento A
1\\’| »*K?
1 tanh [ — 4
+(an (Q) i 6w

con Ag(N\) ~ 8E re~2* La Tabla 3.1 muestra explicitamente algunos valores de B y A,
que seran empleados en las secciones posteriores

Ax(A) = Ag()) — tanh G) hopK —
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B 01 1 4 #%/2 10 2x% 20 40
A 014 045 090 1 142 2 201 285

Tabla 3.1: Valores de B y de los correspondientes valores de la constante de acoplamiento .

3.6.1. Dos casos limite de interés

Mostraremos a continuaciéon dos casos limite que nos ilustraran la consistencia de las
ecuaciones involucradas en el problema. Daremos comienzo con la Ec. (3.39). Si en ella
B — 0, tenemos

Ag(B —0) = —hvpK + O(K?). (3.41)
que fisicamente significa que la energia de amarre de nuestro sistema es una serie do-

minada por el término lineal si el acoplamiento es débil.

El segundo caso se deriva de la Ec. (3.27) escrita mediante variables fisicas para K =0

- 2 = Er—VEr/Ep— %
~E B (3.42)

Ep 4+ VEp\/Ep — 52

Si ahora consideramos Er — 0, es decir, el limite de dos particulas en el vacio, la
ecuacion queda

v
e B =—1 (3.43)
la cual es la muy célebre formula de Euler. La igualdad se satisface si Ag = B. Recor-
dando la Ec. (3.3), la energia de amarre estd dada por

mud
42
que es el eigenvalor de la energia para dos particulas que interactiian por medio de un
potencial delta, es decir, cuando el mar de Fermi desaparece (Er = 0) recobramos al
par de particulas en el vacio interaccionando a través del potencial delta-atractivo.

Ay = (3.44)

3.7. Energia de excitacion para cualquier acopla-
miento
Ahora estamos en posicién de confrontar la Ec. (3.38) con el resultado exacto para

cualquier tipo de acoplamiento. Antes de ello conviene introducir la energia (posmva)
de excitacion e = Ag — Ag. La Fig. 3.3 muestra a 6K/A0 como funcién de K en un
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amplio rango de valores de B. Esta imagen incluye la aproximacién a segundo orden en
K (curvas segmentadas) obtenida por medio del método antes explicado y el resultado

exacto, conseguido por métodos numéricos (curvas continuas).

1 ’ /, T I T T
|
41 ‘I / // 10 .
qo 4 ,/ I
~ 0.8 /i O,’ // |
X |
W 11 [ /) 20 ’
I ! /
0.6 e _
// //
) o B/E.= 40 1
i ! F
0.4 — // // —
| /
/
/
0.24[/, _|
p
O I T | T | T | T
0 2 4 6

Figura 3.3: Curvas de éK/AO para el potencial delta atractivo. Mostramos nuestra aprorimacion a
sequndo orden (curvas segmentadas) y el resultado exacto (sdlidas) para diversos valores de B/FEr.
También se muestra la excelente concordancia entre estas curvas cuando dicha variable es pequena.
Destaca la presencia de dos modos de excitacion a patir de By : uno cuasilineal (tipo fondnico) y otro

cuadrdtico (tipo roténico).

En esta misma figura destaca la concordancia entre la aproximaciéon de segundo orden
y el resultado exacto siempre que B sea pequefia. La diferencia entre ellos comienza
a manifestarse conforme elevamos este pardmetro, al rebasar el punto B = By = /2
el resultado (3.38) queda muy por debajo del exacto, situaciéon que habiamos previsto

porque la energia de amarre aumenta al hacerlo B.

Es necesario recalcar que esencialmente hemos determinado exactamente la forma de €
para todo tipo de acoplamiento (numéricamente). Estas gréficas exhiben dos compor-
tamientos distintos. El primero es cuasilineal (tipo fonénico), el segundo es cuadratico
(tipo roténico), que no se presenta si B < By. Llamamos de ese modo a los dos tipos
de excitacién por conservar la analogia con la relacién de dispersion del He II. En dicha
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relacion de dispersion se presenta un modo fonénico para momentos pequenos, poste-
riormente hay un valor minimo en cuya vecindad puede representarse por el espectro
roténico de Landau [19]. Es relevante destacar la transicion suavizada entre los modos
de excitacion de la curva.

Identificamos la presencia del modo roténico (no descrita por la serie (3.38)), con la
aparicién de valles en las gréaficas a partir de B;. Este aspecto se destaca con la grafica
de B = 10, en donde apreciamos claramente las dos partes, entre ellas media un inter-
valo de momentos en donde no existe el par (Ax = 0 = éx/Ay = 1). Aqui conviene
hacer unas definiciones. Denominaremos x; al valor de K en el que ocurre la ruptura
del par en la rama tipo fondnica y k, al punto de ruptura de la rama tipo roténica.

La informacién fisica (abundante) no se agota, la Fig. 3.3 muestra que x; desaparece en
By y que k, aumenta conformen B lo hace. Asf, x; € [0,2] y &, € [2,00). La situacién
fisica es la siguiente: Al aumentar la energia de interaccién entre los fermiones, también
lo hace la energia de amarre del par de Cooper, por lo tanto, es necesario contar con
un momento del centro de masa alto para desintegrar al sistema.

Hay otra caracteristica fisica destacada: Fxisten tres regiones bien diferenciadas en el
gas de fermiones. La curva correspondiente a B = 10 puede auxiliarnos en la inter-
pretacion de la coexistencia de los modos de excitacion. Existen pares de fermiones que
vibran en un modo tipo fondnico (relacién de dispersién cuasilineal) que tiene lugar en
el intervalo K € [0,2]. Algunos otros con momentos grandes (K > 2) tienen un mo-
do tipo roténico y finalmente, también hay fermiones desapareados entre ambos modos.

Es oportuno mencionar que este tipo de comportamiento lo presenta el problema (ori-
ginal) de Cooper con K # 0 en una dimensién [16], en el cual se distinguen dos modos
de excitacion diferentes y donde ademés la variable K no es continua (presenta dos
intervalos disconexos) e influye directamente en dichos modos.

Regresando a nuestro problema, observamos que las curvas manifiestan un compor-
tamiento cuadratico cuando K — 00, que en términos fisicos significa el dominio de la
energia cinética sobre la energia de amarre.

Cabe mencionar que, la estructura de la energia de excitacién es novedosa (hasta cierto
punto inesperada por el cambio tan abrupto entre un modo y otro) y tiene cierta seme-
janza con las reportadas en la literatura [14], [16] y [20, 25] en dos y tres dimensiones
y acrecienta el interés por este problema. Con esta motivacién en el siguiente capitulo,
haremos una generalizacién sobre el tipo de potencial, en donde se incluyan los resul-
tados obtenidos hasta ahora y se enriquezca con otros, con la finalidad de mejorar la
descripcién del problema.
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4. Fermiones interactuando con un potencial de alcance finito
4.1 La energia de amarre del potencial de Schmitt-Rink

| problema que motiva este trabajo es la comprensién del fenémeno de aparea-
miento de fermiones en un material superconductor, para tal objetivo realizamos en la
seccién precedente una descripcién suponiendo una interaccién de tipo delta-atractiva
entre los fermiones del par. Esto representa una primera aproximacion al problema,
el siguiente paso consiste en refinar este modelo (sin pretender incorporar todos los
complejos fenémenos involucrados) considerando que existe un potencial de interaccién
atractivo con un alcance distinto de cero a diferencia del potencial de contacto (delta).

Para conseguir dicho objetivo, trabajaremos con un potencial mas general: El potencial
de Schmitt-Rink [27]. Con él, esperamos una mayor riqueza en la informacién fisica del
sistema, a la par de una mayor complejidad y dificultad del manejo y entendimiento de
ésta. A pesar de lo anterior, aqui apreciaremos las experiencias y las ensenanzas dejadas
por tratamiento del problema con el potencial delta.

4.1. La energia de amarre del potencial de
Schmitt-Rink

Nuevamente tendremos un par de fermiones de masa idéntica (dentro de un gas de N
fermiones), que interactian por medio del potencial atractivo y separable de alcance
finito [27]:

Vi = =V grgw (4.1)

Aqui V > 0 es la intensidad de interaccién y g, = (1+ k?/k2)~/2 es un factor de forma
adimensional; el parametro kg es el inverso del alcance del potencial, de manera que
si kg — oo, entonces g = 1 y obtenemos el potencial delta (alcance cero). Por otra
parte, si g — 0 entonces Vjr — 0, es decir, nuestro par de Cooper se comportara como
una particula libre y su relacion de dispersion sera cuadratica. En las Figs. 4.1 y 4.2
mostramos las transformadas de Fourier de g; y g7, donde x es la coordenada espacial
relativa. Apreciamos que conforme ky — oo obtendremos el potencial delta.

La ecuacién de Schrodinger de un par en el vacio que interactiia con este potencial
se determina siguiendo un procedimiento completamente analogo al mostrado en las
ecuaciones (2.1)-(2.16) y es

- Z B+ ﬁ2k2/m (42)
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kB, (o))

Figura 4.1: Grdfica de koKo(ko|z|), que es la transformada de Fourier de gi. Ko es la funcién
modificada de Bessel de sequndo tipo (n =0) y es asintdtica en x = 0.

vo| o Bap(-hyfx) ]

Figura 4.2: Grdfica de koe=*1®!, la cual es la transformada de Fourier de g}.

La ecuacién para dos fermiones que estan en el gas queda

Loy
% A h2k2/m+AK—2Ep+h2K2/4m

(4.3)

donde la prima significa que los momentos de los fermiones estan sobre una superficie
de Fermi; es decir, siguen la condicién (3.9). Igualando estas expresiones con la finalidad
de eliminar V' y considerando nuevamente el limite termodinamico, obtenemos

’

[ee] 2 2
9k Ik
S - dk. 4.4
/Oo B+ h2k2/m / W2k2/m + Ag — 2Ep + h2K2/4m (4.4)
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La Ec. (4.4) se reduce a la Ec. (3.8) si gr, = 1; es decir, el potencial de contacto (delta).
Por lo tanto, contamos con una ecuacién mas general, de la cual podemos derivar
mayor informacién fisica. Nuevamente consideramos que kp < |k £ K /2| porque (4.1)
es atractiva y actia desde kr hasta el infinito. Si definimos ko = ko /kp, de suerte que
@ = (14&/k2)" con € = k/kp y volvemos a utilizar las variables adimensionales,
obtenemos los siguientes resultados si Ax /2 + K2/4 —1 > 0 para K < 2

/°° & :/“ “% (4.5)
o (E+K)E+B/2) Jeo (&+Fi)(E + k)
Si Ag/2+K?/4—1<0

/Oo _ dg _ = /Oo S - (4.6)
o (E+R)E+B/2)  Jo (€ —ak)(E+ k)
y ademas, para K>?2

/

[t L oo
o (EHENE+B/2) Jo (&€ +BR)E+ k)

/ h %« (@7)
o <€2+ﬁ%()(€2+kg)

Recordemos que & = 14+ K/2y &€ = K/2 — 1. En la seccién previa hicimos notar la
ausencia de polos, en este caso la situacién es la misma: El término &2 + ];‘(2) siempre es
distinto de cero, pues & es real. Asi las cosas, esto simplifica el calculo de las integrales;
sin embargo, hay que estar al tanto (nuevamente) del signo de la expresién Ak /2 +
K2 /4 — 1, que determina el tipo de funcién. Cuando es positiva tenemos

/2 2 1)
2 B/2 (\/%_IE_J a

L JLir_ St _Lm_ S
o {5}( {2 arctan ﬁK] i [2 arctan ];0] } (4.8)

En el caso Ag/2 4+ K?/4—1<0
2 2 1 1 1 — 2
T2 e - =) = { ln(&) O‘K)Jr”/]. (4.9)
k?g—B/Q B k?() ]Cg—f—(l/%( QCVK fO"‘aK ]f()

Finalmente, para K > 2
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T2 \ﬁ_i _
-2\NB &)
&

1 { 1 { o } 1| & m fo} }
—— < — |arctan — —|— — —arctan — | — =— |arctan =— + — — arctan =— .
2 — B2 Bk B Brl koL ke 2 ko

(4.10)
No nos sorprende el hecho de contar con unas relaciones considerablemente mas com-
plicadas a las asociadas al potencial delta, pues este potencial es méas general. Esto
se manifiesta a través del nuevo pardmetro ko, en el cual se incluye el inverso del al-
cance del potencial. En efecto, con kg — 0o, recuperamos las ecuaciones (3.14), (3.15)
y (3.19). Es necesario recalcar que el pardmetro ko permite variar el alcance y, por
lo tanto, obtener las relaciones de dispersion para sistemas cuyo alcance efectivo sea
distinto de cero.

Guardando la similitud con la seccién (3.6), de la siguiente ecuaciéon podemos determi-
nar Ag y corresponde al caso en que K = 0 en la Ec. (4.8)

/2 2 1)\
k2 — B/2 (\/%_12_() B

1 1 1 1 1
{— F — arctan —} - = F — arctan ~—] } . (4.11)
B -0 Lo Pl o L2 o

En el capitulo anterior la grafica de Ay que depende de B, mostraba una funcién cre-
ciente. Para el potencial de SR la energia de amarre depende ademds de ko. La Fig.
4.3 muestra a Ay como funcién de ko, destaca el efecto fisico que tiene el alcance: una
interaccion de largo alcance disminuye la energia de amarre. En el extremo opuesto,
tiende al valor que adquiere en el potencial de contacto.

Otro limite simamente interesante consiste en tomar K — 00 en la ecuacién precedente,
esto implica que 56 =& ~ K /2y con ello llegamos a

2 2 1 2 1 1
2 Vet _m/2 (——T). (4.12)
i~ B2 o) R-02\Bx ko
Luego de efectuar operaciones algebraicas elementales logramos la ecuacion siguiente

~ 2
Ag=b— K? (4.13)

donde b es una combinacién de kg y B, es decir,
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JAYYS

4 6
Ko/Ke

Figura 4.3: Ay como funcion de /;30 para B =40. Ays es el valor del potencial delta.

. . - |IBY |

Lo que realmente importa del resultado recién derivado, es la demostracién de la si-
guiente proposicion: Independientemente de la intensidad del acoplamiento y del alcance
del potencial, A K €s cuadrdtica cuando K — 0. Lo anterior es fisicamente entendible
ya que cuando K >> 1 la energfa cinética del par es mucho mayor que su energia de
amarre. Si volvemos a las variables fisicas, y tomamos el limite Er — 0 obtenemos que
la energia de excitaciéon tiene la siguiente forma

l\.')lbjz

h2K2
dm

(4.15)

EK =

Esta energia cinética de dos particulas en el vacio. Por lo anterior, hemos demostrado
que las curvas de g son cuadraticas cuando K — oo.
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4.2. Analisis grafico de la energia de amarre

A diferencia de la seccion dedicada al estudio del potencial delta, aqui no podemos des-
pejar la energia de amarre, debido a la intrincada combinacién de ag, Bx y del nuevo
pardmetro ko en las expresiones (4.8)-(4.10). Por esta causa, se ha adoptado un enfoque
numérico en la resolucién de Ay, para todo tipo de acoplamiento y alcance, en dichas
ecuaciones.

El primer procedimiento para determinar A, es la construccién de curvas similares a la
Fig. 3.1 para diversos valores de ko (recordemos que ko = oo es el potencial de contacto);

cabe mencionar que este tipo de figuras son la guia en la elaboracién de la programacion.
Cada valor de ko producird una familia de valores de xy, K, KC, A K. B, y Bs. Sin
embargo, en el andlisis de cada una de las familias de curvas de £x (que es funcién de B
y /50) se realizé siguiendo una guia totalmente andloga a la del potencial delta (Sec. 3.3).

Es necesario aclarar que se han omitido los numerosos detalles de dicho anélisis con
el objetivo de darle continuidad a la lectura de la informacién fisica que aportan las
graficas de €.

Contando con aquella informacién, se elaboraron las curvas de £x con B fija para dis-
tintos alcances. La Fig. 4.4 muestra las curvas de la energia de excitacion para diferentes
alcances de B = 1, donde las curvas para ko = 10 e infinito se superponen. La Fig. 4.5
corresponde con B = 40. En ella observamos claramente la evoluciéon de un potencial
de largo alcance hacia el potencial delta conforme ko aumenta (equivalente a disminuir
el alcance).

La Fig. 4.5 revela la coexistencia de los modos de excitacion tipo fonodnico y tipo
roténico, siempre que el alcance sea corto (kg — 00). Un potencial de largo alcance
(ko — 0) favorece una energia de excitacién cuadrética.

Podemos seguir con las caracteristicas integradas en las graficas. En ambas detectamos
un comportamiento cuadrético cuando K aumenta. Apreciamos que s, aumenta para
B =1 (Fig. 4.4) al incrementar el alcance. Si B = 40 (Fig. 4.5), la situacién se in-
vierte, k, crece al disminuir el alcance. En esta iltima figura identificamos curvas con
un abrupto cambio de comportamiento, en concordancia con las rasgos esenciales de
las curvas de la energia de excitacion de la seccién anterior.

En ambas gréaficas confirmamos que £x tiende a una dependencia cuadratica con res-
pecto a K conforme ky — 0, lo que en términos fisicos significa que el par se comporta

como una particula libre, pues g — 0 de modo que Vi — 0.

Los conocimientos fisicos arrojados por este modelo son abundantes, la siguiente lista
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Figura 4.5: Energias de excitacion éx /Ay para B = 40.
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enumera las caracteristicas mas destacadas.

= Un alcance grande favorece el movimiento tipo roténico y disminuye Ag

= En el régimen de acoplamiento fuerte se observa claramente la simultaneidad de
los modos fonénico y roténico, siempre que dispongamos de un alcance corto.

En este punto, puede valorarse la pertinencia de haber incluido el alcance del potencial
en nuestro modelo, pues arroja valiosa informacion fisica que aporta al entendimiento
del fenémeno de formacién de pares. En la siguiente seccion se daran elementos para la
explicacion de la aparicién de dos tipos de modos de excitacion.

4.3. Movimiento de los pares de fermiones

Las subsecuentes secciones otorgan elementos en la discusiéon acerca del tipo de modos
de excitacion que se perciben a través de las relaciones de dispersion del problema. Es
indispensable manifestar el caracter intuitivo de los préximos razonamientos, que estan
basados en el tipo de relaciones de dispersion obtenidas.

4.3.1. Analisis geométrico de los modos de excitacion

Las Figs. 4.6 y 4.7 muestran las regiones de integracion de nuestro problema, que corres-
ponden con las zonas sombreadas (en dos dimensiones y que se extienden més alld del
recuadro) y obedecen la condicién (3.9) a diferencia de las Figs. 2.1 y 2.2 de las in-
teracciones de Cooper y de BCS. Las lineas gruesas colineales al vector K representan
los intervalos de integracion en 1D. Notamos que sélo tiene lugar la integracion en la
regién sombreada. Se han dibujado las parejas de vectores k; con ks (que representan
los vectores de onda de los fermiones integrantes del par) y kj con k y sus proyecciones
en una dimension.

La Fig. 4.6 es el caso K < 2, es evidente que en dos (v tres) dimensiones disponemos
de una contribucion angular ademas del vector K. Sabemos que la integracion debe
realizarse en la parte sombreada. En particular, identificamos en el caso unidimensional
el intervalo de integracién (tomando en cuenta la parte positiva porque el integrando
de la Ec. (3.8) es par) [k + K/2, 00|, 0 bien, [, c0) en términos de variables adimen-
sionales. Este intervalo aparece en las ecuaciones (3.11), (3.12), (4.5) y (4.6). En la Fig.
4.6 destaca que en una dimensién, si K < 2 se observard solamente el tipo fonénico
(flechas antiparalelas). El modo tipo roténico (flechas paralelas) no se manifiesta.

La Fig. 4.7 muestra el caso K > 2. Notamos dos intervalos de integracién [0, K/2 — k]
v [K/2 + kp,00) ([0,&)] v [€o,00) respectivamente) de las ecuaciones (3.13) y (4.7),
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Figura 4.6: Region de integracién para K < 2.

y

Figura 4.7: Region de integracién para K > 2.

representados por las lineas gruesas colineales a K. En esta figura ya observamos la
existencia de los dos modos de excitacién; sin embargo, hay que tener cautela porque
de acuerdo a las Figs. 3.3 y 4.5 son necesarias dos condiciones: a) valores de B grandes
y b) alcances cortos.

La primera condicién garantiza que el par no se rompa antes de 2kr. Con respecto a la
segunda, recordemos que un potencial de largo alcance favorece una relacion energia-

PCF-UNAM, 2008 36



4. Fermiones interactuando con un potencial de alcance finito
4.3 Movimiento de los pares de fermiones

momento cuadratica, por lo que no se apreciaria el modo fonoénico.

Terminaremos esta secciéon acentuando que en dos y tres dimensiones, la transicion
entre los modos de excitacion fonénico y roténico estd suavizada por la contribucién
angular que en una dimension es inexistente.

4.3.2. Velocidad de las cuasiparticulas

Conociendo la forma de la energia de excitacion analizaremos el movimiento de los CP
siguiendo un esquema de la teorfa de bandas de los sélidos [28] en una dimensién. La
velocidad de grupo de las cuasiparticulas (los pares de fermiones) es

=p == 4.16
v T (4.16)

Esta ecuacién revela de manera muy clara la importancia de conocer la relacion de
dispersion ek del sistema. De acuerdo a lo examinado en las secciones previas, podemos
ajustar a €k (en el acoplamiento fuerte y potenciales de corto alcance) una funcién de
la siguiente forma

aK® en0 < K <2

. 2 . (4.17)
p+c<K—Km> S K > 2

Ex/DNo = Ex /Ay = {
donde € es la curva ajustada, K,, es el minimo de la parte cuadrética, 1 < s < 2 es el

exponente que acompana a K en la parte cuasilineal; a, p y ¢ son constantes. Con ello
la velocidad de las cuasiparticulas queda

asK*™': para0 < K < 2

2c (f( — f(m> St K > 2 (4.18)

1 .
v = —vply X
]
La Fig. 4.8 muestra la curva de la energia de excitacion, la Fig. 4.9 su respectiva veloci-
dad. Como hemos encontrado £x por métodos numéricos, somos capaces de determinar
las constantes de la curva ajustada (siempre que se trate de un alcance corto). La Tabla
4.1 muestra los valores encontrados.

ko a K,, S
10 0.275989 3.5 1.12712
oo 0.245594 3.2 1.14130

Tabla 4.1: Pardmetros ajustados a las curvas de la energfa de excitacién.

Con estos pardmetros podemos determinar con buena precision, la velocidad de los
pares. Por ejemplo, la velocidad en la parte cuasilineal, para el caso de B = 10 y
ko = 10 queda
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4.3 Movimiento de los pares de fermiones
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Figura 4.9: Velocidad de grupo de los pares para B=40y ko = 10.
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4. Fermiones interactuando con un potencial de alcance finito
4.3 Movimiento de los pares de fermiones

A 3
v = TOaSUFstl. (4.19)

Aqui AO/Q =4.44092 y s — 1 = 0.12712, con esto la velocidad de los pares esta limi-
tada al intervalo 0 < v < 1.51vg. En la parte roténica obtenemos una recta que se no
esta acotada superiormente y que tiene un cambio de signo.

Estas caracteristicas estan bien ilustradas en la Fig. 4.9, en donde apreciamos una
variacién cuya potencia es s — 1 v que tiende a una constante conforme K — 2. En el
otro caso, notamos una dependencia lineal, que refleja el dominio de la parte cuadratica
en la relacién de dispersion, es decir, la cuasiparticula se comporta como una particula

libre.

Cabe recalcar que todos los parametros de esta ecuacion han sido obtenidos por medio
del modelo de interaccién propuesto en esta tesis.
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5. Conclustiones

= Se obtuvieron las curvas de la energia de excitacién de los pares de Cooper for-
mados en un gas unidimensional de fermiones que interactian a través de un
potencial de Schmitt-Rink, para distintas intensidades de interaccién atractivas y
alcances efectivos.

= Es notoria la presencia de dos modos de excitacién del par, para momentos
pequenos domina el modo tipo fondnico; es decir, con relacién energia-momento
lineal, que coexiste con un modo tipo roténico para momentos mayores a 2kp.

= El alcance del potencial ejerce un papel destacado, al incrementarse tiene dos
efectos: favorece una relacién de dispersion cuadratica y disminuye el valor de
Ag(B, ko) a partir de la Ag(B, o) del potencial delta para una B dada.

= En el potencial delta hay una coexistencia (muy peculiar) de dos modos de ex-
citacién disconexos siempre que 72/2 < B < 272, El modo tipo fonénico desa-
parece conforme aumenta el momento hasta llegar a r¢, luego existe un intervalo
de momentos en los que hay fermiones desapareados. A partir de 2kr se encuentra
el modo tipo roténico, que desaparece cuando K alcanza k.

= A partir de una intensidad de interaccion minima del potencial atractivo, existen
ambos modos de excitacién para todos los valores del momento del centro de
masa. En el punto K = 2 tiene lugar la abrupta separacién de dichos modos
y contrasta con la suavidad de la energia de excitacion alrededor de este punto
en dos y tres dimensiones, que se atribuye a la contribucién angular la cual es
inexistente en una dimension.

= El modelo analizado proporciona una estimacion de la velocidad de grupo de los
pares.

s Las relaciones energia-momento encontradas para los pares de Cooper, son el
punto de partida para una discusion estadistica de un gas integrado por pares de
fermiones.
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A. Polos y regiones de integracion
A.1 Polos de los problemas de Cooper y de BCS

A.1. Polos de los problemas de Cooper y de BCS

La integral de la Ec. (2.27) es inmediata, sin embargo, para calcularla es necesario
verificar si en el intervalo de integracion existen polos, los cuales se encuentran para
valores de €, = ¢,/ Er que satisfacen

B K (A1)

Como Ak y K son cantidades positivas, los polos son menores a uno y estan fuera del
intervalo de integracion, por lo cual

1 /mm dg 1 {1 (5—0”()}@*/2 42)
— = — — = n .
A 1+E/2 2 —-1+Ag/2+K?/4 20k §+ax )]k

que es la expresion (libre de polos) (2.27). Si consideramos ahora el intervalo [Ep —
hwp, Erp+hwpl, la Ec. (2.29) exhibe la presencia de un polo en esta regién de integracién
si se satisface:

0< Ao/Q S v,

lo cual es posible porque estamos suponiendo que Ag es cercana a cero. Asf las cosas la
Ec. (2.29) se estima utilizando el valor principal de la integral, es decir

1 =1 er+n d 1+v d
A =0/, €—¢€ ey €— € ety €~ €

Donde €, = 1 —Ay/2 es el polo en estudio y €, € [1—v,1). El célculo de estas integrales
es inmediato y conducen finalmente a la Ec. (2.30).
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A.2 Regién de integraciéon del potencial delta atractivo

A.2. Regiéon de integraciéon del potencial delta
atractivo

Notamos que las integrales en cuestion son elementales; a pesar de ello, necesitamos
verificar la existencia de polos en el intervalo de integracién. En el primer caso, la
ecuacion para estos puntos esta dada por

& —aj =0. (A4)
Si suponemos la presencia de alguno de estos puntos, entonces tienen la forma &, =

1+ K/2+4 K’ con K’ > 0. Con esta suposicién, podemos tomar en cuenta la Ec. (A.4)
y realizar varios calculos muy sencillos para hallar:

- K2 . . -

Ag=-2 <7+K’(K+2)+K+K/2>. (A.5)
Hemos supuesto a Ax > 0 (es la energia del par tomando como referencia a Er), esto
ocasiona la ausencia de polos en este intervalo. En el caso restante, K > 2, la ecuacién
para los polos &% + 3% = 0, implicaria que £ es compleja, lo cual no es cierto.

Teniendo como base el analisis previo, podemos dejar de preocuparnos por complica-
ciones en el cédlculo de las integrales (3.11) y (3.13) ocasionadas por la existencia de
polos. Hecho esto, identificamos el intervalo de integracién, dado por la desigualdad

== g > 1. (A.6)
Que conduce a la condicién
K K

Aqui apreciamos la situacién especial de K = 2, porque es la frontera de dos expresiones
distintas. En principio, si K < 2 entonces £ € [£0, 00). Cabe mencionar que debido a
que los integrandos de la Ec. (3.8) son funciones pares, no es necesario incluir la parte
negativa. Si K > 2. entonces la regién consta de dos intervalos: [0, §6] U [£o, ), porque
a diferencia del caso precedente, existen valores de & que estan entre cero y 56 que
satisfacen la Ec. (A.7).

Considerando aquellos intervalos de integracién para el calculo de la Ec. (3.10), obte-
nemos

/wd_ﬁz/w _ 4 | (A8)
o @+ B2 Jo @4Ac2t+ KA1
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A.2 Regién de integraciéon del potencial delta atractivo

Si K > 2

S % dg = dg
—_— = R — - - A.
/o £+ B2 /0 §2+AK/2+K2/4—1+/§0 E2+Ag/2+K?/4—-1 (4.9)

El signo del término AK/Q + K2/4 —-1=p% = —aK determina el tipo de integral. Si
K > 2 siempre es positivo y usamos a B%; con K < 2 debe tenerse mayor cuidado.
Para K € [0,2) existe A que hace negativo a 1 — Ag/2-K? /4. Por ejemplo, haciendo
K = 0, sabemos que si B > By = 72/2 el binomio 1 — Ag(B)/2 de la Ec. (3.28)
es negativo. Las integrales (3.11) y (3.12) consideran el cambio de signo, su resultado

explicito es
m 2 1 §0 _OéK Y -2
—\/==- | Ag/24+ K*/4—-1 Al
2V B 20k ! (ﬁo—i—om) S Aw/2H K5 <0 (4.10)

TjioL F — arctan (éo )} si A/2+K?/4—1>0 (A.11)

2V B Pk K

Similarmente, dada una B > B, podemos encontrar K a partir de la cual se produce
el cambio de signo. Por lo anterior, llamamos K. € [0,2) al valor donde se lleva a cabo
el cambio de signo. El calculo a realizar es entonces:

o) d ) d B 5
/ —éi, = 2—52 sl 0 < K < Kcy
o &+ B/2 & &+ 0k

también
) d [e'S) d B 5
/ —§~: 2—52 cuando K. < K < 2,
o £+B/2 Jy & —ag
finalizando con
/oodg_féds+0°d5
o E+B/2 Jo €48k Jo E+06%
que son los resultados que ya conociamos.

Con el potencial de SR el tratamiento es esencialmente el mismo, el cambio reside en
la sustitucion de las Ecs. (A.8) y (A.9) por

/°° LS ~:/“’ ] LS ] (A.12)
o (+B/2)(2+k) Jo (4 Ax/2+K2/4—1)(2+k)
y
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A.2 Regién de integraciéon del potencial delta atractivo

’

/oo de _ /éo dé
o (2+B/2)(2+k) Jo (2+Ax/2+K2/4—1)(2+k2)

/ h § S . (A.13)
e (82+Ax/2+ K?/4—1)(& + k)

Con los mismos razonamientos del potencial delta, esta ecuacién se reduce a las expre-
siones (4.8)-(4.10).
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