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Resumen

S e analiza el apareamiento en un gas de fermiones en una dimensión a través
de un conjunto de ecuaciones adimensionales, con el fin de determinar su enerǵıa de
excitación a temperatura absoluta cero. Se supone que los electrones que forman pares
de Cooper interactúan a través de un potencial de alcance variable tipo Schmitt-Rink
y que el momento de su centro de masa ~K puede ser diferente de cero. Además de las
soluciones exactas, calculadas numéricamente, se obtienen expresiones anaĺıticas de la
enerǵıa de excitación del par en potencias de K en los siguientes casos: a) Acoplamien-
to débil, para el potencial delta y b) cuando los momentos son mayores a 2kF para
cualquier acoplamiento y alcance efectivo.

Destaca la presencia de dos modos de excitación del par. Para momentos pequeños
domina el tipo fonónico (relación enerǵıa-momento lineal) que coexiste con un modo
tipo rotónico para momentos mayores a 2kF . Se observa que conforme aumenta el
alcance del potencial (a una enerǵıa de interacción fija) se privilegia una relación de
dispersión cuadrática y se disminuye la enerǵıa de amarre de un par con K = 0.
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Lista de variables y parámetros usados

K Vector de onda del momento del centro de masa del par
k Vector de onda relativo del par
kF Magnitud del vector de onda de Fermi
EF Enerǵıa de Fermi
B Enerǵıa de amarre de dos part́ıculas en el vaćıo
∆K Enerǵıa de amarre de un par de fermiones con momento K
vF Velocidad de Fermi
λ Constante de acoplamiento

Ã ≡ A/(EF , kF ) Variable adimensional referida a EF (o a kF )

β2
K ≡ ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 ≡ −α2

K Parámetro de integración

κf Valor de K̃ en donde ocurre la ruptura del par en la rama fonónica

κr Valor de K̃ en donde ocurre la ruptura del par en la rama rotónica

K̃c Valor de K̃ donde βK = 0

B̃1 = π2/2 Cota superior del acoplamiento débil (potencial delta)

B̃2 = 2π2 Cota inferior del acoplamiento fuerte (potencial delta)
εK Enerǵıa de excitación (referida a EF )

s Potencia de K̃ en la parte fonónica de la enerǵıa de excitación

k̃0 ≡ k0/kF Variable asociada al inverso del alcance del potencial
v Velocidad de grupo de los pares de fermiones
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en el espacio de enerǵıa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.1. Curvas de nivel de las Ecs. (3.14)-(3.17) como función de ∆̃K . Apreciamos los ĺımites
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1. Introducción

E n la historia de la ciencia, el fenómeno de la superconductividad ha destacado
tanto por la belleza de sus propiedades f́ısicas (extraordinarias), como por ser gene-
rador de conocimiento. Las primeras han cambiado irreversiblemente nuestra visión de
la materia. Desde su descubrimiento en 1911 por K. Onnes [1] nos han sorprendido e
impresionado los rasgos esenciales de un material superconductor: Resistencia eléctrica
cero y diamagnetismo perfecto. Estas cualidades han motivado la búsqueda de sistemas
f́ısicos que posean temperaturas cŕıticas cada vez mayores, animados por el deseo de
encontrar materiales superconductores a temperatura ambiente.

La superconductividad ha motivado numerosas teoŕıas y modelos para su entendimien-
to, entre ellos destacan las teoŕıas fenomenológicas de los hermanos London [2] y de
Ginzburg-Landau [3], aśı como los trabajos de Schafroth [4] y Blatt [5], quienes inten-
taron dar una explicación de la superconductividad en términos de una condensación
tipo Bose-Einstein. Sin embargo, la teoŕıa BCS ha proporcionado un sólido formalismo
que ha explicado muy bien gran cantidad de hechos experimentales en los materiales
superconductores convencionales. El éxito de esta teoŕıa ha sido tal que se ha aplicado
a otras áreas de la f́ısica y se ha convertido en el punto de partida de esquemas más
generales (se reducen a ésta como un caso ĺımite). Esto llevó incluso a pensar que la
descripción completa de los superconductores estaŕıa próxima.

El gran descubrimiento llegó en 1986 con la superconductividad de alta temperatura
cŕıtica en el cuprato BaLaCuO con una Tc de 35 K [6] y que a la fecha ha alcanzado
los 164 K [7]. A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados, la teoŕıa BCS no
describe adecuadamente las propiedades de estos materiales, y aún no se cuenta con
una teoŕıa microscópica que prediga la superconductividad a alta temperatura [8, 9].

En la teoŕıa BCS de la superconductividad es fundamental el concepto de pares de
Cooper (estados ligados integrados por dos electrones). En 1956 Cooper descubrió que
dos electrones pueden formar un estado ligado por arriba del mar de Fermi, aún cuando
la interacción atractiva (que es producto de la interacción electrón-fonón en el material)
entre ellos sea muy débil.

Actualmente parece haber un consenso entre la comunidad cient́ıfica, se acepta que el
mecanismo esencial en el fenómeno de la superconductividad es la formación de esta-
dos ligados de dos part́ıculas. Por esta razón, es importante entender el apareamiento
fermiónico.

En este trabajo se pretenden entender las caracteŕısticas f́ısicas de un gas de fermiones
inmerso en una red cristalina en una dimensión. Supondremos la existencia de una in-
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1. Introducción

teracción atractiva neta entre las part́ıculas del gas y que éstas se unen en pares cuyo
esṕın total es igual a cero. Inicialmente tomaremos como base para el estudio de dicha
interacción, dos problemas de naturaleza muy distinta: El problema de Cooper y la
interacción de dos part́ıculas en el vaćıo a través de un potencial delta atractivo unidi-
mensional.

Este modelo es una primera aproximación en la descripción y compresión del apareamien-
to de electrones (o huecos) en los materiales superconductores, que es el problema fun-
damental que motiva esta investigación. En él se ignora la presencia de pares de huecos
y fermiones desapareados, los cuales desempeñan un papel clave en los modelos que
intentan explicar la superconductividad de alta Tc [10, 11]. Mostraremos que a pesar de
la sencillez de este modelo, es posible extraer una gran cantidad de información f́ısica,
la cual puede servir como referencia para modelos más realistas [12] de este fenómeno
y complemento de los resultados obtenidos en la resolución del mismo problema en dos
y tres dimensiones.

Con el propósito de mejorar la comprensión del problema y de alcanzar resultados más
generales, introduciremos el potencial de Schmitt-Rink (SR), el cual se reduce al poten-
cial delta como un caso ĺımite. A pesar de ello, capitalizaremos todas las enseñanzas y
procedimientos impartidos por este último, para la resolución del nuevo y más complejo
enfoque.

Es oportuno mencionar que esta investigación completa una triloǵıa iniciada en dos y
tres dimensiones [15, 16] y [20, 23] para el mismo problema.

En esta tesis comenzaremos revisando los pilares que la sustentan: El apareamiento
de Cooper (caṕıtulo 2) y la ecuación de Schrödinger de dos part́ıculas en el vaćıo que
interactúan mediante un potencial delta-atractivo (caṕıtulo 3). Posteriormente, en el
caṕıtulo 4 haremos una generalización, supondremos que ahora el potencial es el de
SR (alcance distinto de cero) y estudiaremos el efecto f́ısico de introducir el alcance en
nuestro modelo, posteriormente examinaremos el movimiento de los pares de Cooper.
En el caṕıtulo 5 mostramos las conclusiones de este trabajo.
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS

C omenzaremos haciendo una descripción aplicable a cualquier dimensión d de
los modelos de interacción de Cooper y de BCS, posteriormente se particularizará a
una dimensión en las siguientes subsecciones.

Consideremos un par de fermiones de masa m con momentos ~k1 y ~k2, cuyo momen-
to del centro de masa es ~K; dichas part́ıculas están inmersas en un fondo de N − 2
fermiones con los que no interactúan y que se hallan sobre una superficie de Fermi
esférica (en el espacio k). La enerǵıa total EK del par se calcula como sigue.

Sean r ≡ r1−r2 y R ≡ 1
2
(r1 +r2), las coordenadas relativas y del centro de masa (CM),

respectivamente. Los vectores de onda asociados son

K = k1 + k2, k =
1

2
(k1 − k2). (2.1)

Los correspondientes operadores de enerǵıa cinética quedan

T̂i = − ~
2

2m
∇2

i , T̂1 + T̂2 = T̂r + T̂R = −~
2

m
∇2

r −
~2

4m
∇2

R, (2.2)

de tal manera que la ecuación de eigenvalores resulta

(T̂r + T̂R + V̂K)ΨK = EKΨK (2.3)

donde

ΨK = ψ(r)ΦK(R), (2.4)

es la función de onda del par, dada como el producto de la parte relativa ψ(r) y del
centro de masa

ΦK(R) = eiK·R. (2.5)

Además

V̂KΨK =

∫
dr′VK(r, r′)ψ(r′)ΦK(R) (2.6)

donde VK(r, r′) es el potencial de interacción, que en general es no local. Combinando
las ecuaciones (2.2)-(2.6) se obtiene

∑

k

[(
~2k2

m
+
~2K2

4m

)
eik·r +

∫
dr′VK(r, r′)eik·r′ − EKeik·r

]
Cke

iK·R = 0 (2.7)
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS

en donde hemos usado la transformada de Fourier de ψ(r), es decir,

ψ(r) =
∑

k

Cke
ik·r, (2.8)

con Ck ≡ 〈k |ψ 〉. Si multiplicamos la Ec. (2.7) por e−ik′·r e integramos sobre r recor-
dando que

∫
dreiq·r = Ldδq,0 (δq,0 es la delta de Dirac) con Ld el volumen del sistema

en d dimensiones, y cancelamos el término eiK·R, se llega a la ecuación

[
~2k′2

m
+
~2K2

4m
− EK

]
Ck′ +

∑

k

V K
k,k′Ck = 0 (2.9)

donde

V K
k,k′ ≡

1

Ld

∫
dr

∫
dr′e−ik′·rVK(r, r′)eik·r′ . (2.10)

El problema de Cooper reside en la condición [13]

Ck = 0 ∀ k1, k2 < kF o bien, |k± 1

2
K| < kF (2.11)

la cual hace énfasis en la naturaleza del problema: Los electrones del par están inmersos
en un medio de N−2 fermiones que satisfacen el principio de exclusión de Pauli y están
encima del nivel de Fermi.

El modelo de interacción de Cooper tiene la siguiente forma

V K
k,k′ =

{ −V si kF <
∣∣k± 1

2
K

∣∣ ,
∣∣k′ ± 1

2
K

∣∣ <
√

k2
F + k2

D

0 en cualquier otra parte
(2.12)

con V > 0 la intensidad de la interacción y kD el máximo momento que los fermiones
pueden intercambiar durante la interacción. Es necesario destacar que dicha interacción
sólo ocurre si 0 ≤ K ≤ 2

√
k2

F + k2
D, es decir, dos fermiones interactúan con el potencial

atractivo −V si el extremo del vector de onda relativo está en el volumen traslapado
(en el espacio k) de las capas esféricas de radio EF y grosor ~ωD ( ~ωD la máxima
enerǵıa del fonón que pueden intercambiar con la red), tal como se muestra en la Fig.
2.1. Ahora, incluyendo la Ec. (2.12) en la Ec. (2.9) se llega a que

(
~2k′2

m
+
~2K2

4m
− EK

)
Ck = V

∑

k′

′
Ck′ = −AK . (2.13)

El śımbolo prima sobre la suma indica la restricción sobre k señalada en la Ec. (2.12).
Resolviendo la ecuación previa para Ck (por el modelo (2.12) Ck sólo depende de |k| ≡
k) resulta

Ck =
−AK

~2k2/m + ~2K2/4m− EK

. (2.14)
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS

Figura 2.1: La región sombreada representa el área ( en el espacio k bidimensional) de traslape de los
cintas circulares alrededor de EF y con espesor ~ωD, que es donde tiene lugar la interacción entre los
fermiones, para el problema de Cooper. K es el vector del centro de masa del par.

Si multiplicamos la expresión anterior por V θ(2
√

k2
F + k2

D − K) y sumamos sobre k
teniendo en cuenta la restricción impuesta sobre ella, se obtiene

1 = V
∑

k

′ 1

~2k2/m + ~2K2/4m + ∆K − 2EF

. (2.15)

En esta última ecuación EK ≡ 2EF −∆K es la enerǵıa total del par; ∆K es la enerǵıa de
amarre. Es oportuno destacar que ∆K es una cantidad positiva, pues es la enerǵıa de un
par de Cooper con respecto a la enerǵıa de Fermi. Considerando el ĺımite termodinámico
(N → ∞ número de fermiones y V → ∞ volumen del sistema con N/V constante), la
Ec. (2.15) se escribe para d dimensiones y N →∞ de la siguiente forma:

1 = V

(
L

2π

)d ∫ ′
dk

~2(k2 − k2
F )/m + ∆K + ~2K2/4m

(2.16)

Nuevamente, la integral primada denota las restricciones impuestas por la Ec. (2.12).
El cálculo de la enerǵıa de amarre en dos y tres dimensiones puede verse en la referencia
[15]. A continuación se realiza un análisis para un sistema unidimensional.

PCF-UNAM, 2008 7

Neevia docConverter 5.1



2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.1 El problema de Cooper en una dimensión

2.1. El problema de Cooper en una dimensión

En el caso presente, las restricciones en k están descritas por

kF <

∣∣∣∣k ±
1

2
K

∣∣∣∣ < kF + kD. (2.17)

Comenzaremos con el caso K = 0, entonces la condición se satisface si k ∈ [−kF ,−kF − kD]
∪ [kF , kF + kD]. Además

EF + ~ωD =
~2(kF + kD)2

2m
. (2.18)

Esto implica que

kD = kF

(√
1 + ν − 1

)
. (2.19)

Aqúı ν = ~ωD/EF << 1. Aśı las cosas, la integral inmersa en la Ec. (2.16), (consideran-
do que el integrando es una función par), es

1 = 2V

(
L

2π

) ∫ kF +kD

kF

dk

~2k2/m− 2EF + ∆0

. (2.20)

Esta expresión es equivalente a

1 = V

∫ EF +~ωD

EF

g(ε)dε

2ε− 2EF + ∆0

(2.21)

en la cual se ha hecho el cambio de variable ε = ~2k2/2m y donde

   El problema deCooper      El problema de BCS
    

electrón

EF+ℏωD

EF - ℏωD

EF
EF

Figura 2.2: Representación de las regiones de integración para los problemas de Cooper y de BCS
en el espacio de enerǵıa.
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.1 El problema de Cooper en una dimensión

g(ε) =
mL

π

ε−1/2

√
2m~2

(2.22)

es la densidad de estados unidimensional. En la Fig. 2.2 puede verse la región de inte-
gración que en una dimensión se reduce a dos intervalos. Si ahora dividimos todas las
enerǵıas por EF (expresiones con tilde) se tiene

2

λ
=

∫ 1+ν

1

dε̃

ε̃− 1 + ∆̃0/2
(2.23)

donde hemos usado que EF >> ~ωD para aproximar g(ε) ≈ g(EF ) = constante, y
definimos λ ≡ g(EF )V que resulta ser una constante de acoplamiento adimensional.
Esta integral carece de polos (ver Apéndice A.1) por lo que se obtiene

2

λ
= ln

(
ν + ∆̃0/2

∆̃0/2

)
. (2.24)

Luego de algunas manipulaciones algebraicas sencillas y de regresar a las variables sin
tilde se llega a lo siguiente

∆0 =
2~ωD

e2/λ − 1
. (2.25)

De esta forma, hemos conseguido a una expresión exacta y sencilla para ∆0. Si el
acoplamiento es débil obtenemos

∆0 =
2~ωD

e2/λ − 1
−→
λ→0

2~ωDe−2/λ (2.26)

ĺımite que concuerda con el resultado en dos y tres dimensiones [15] para acoplamiento
débil.

Con el fin de ilustrar la manera de abordar el problema del apareamiento cuando K 6= 0
y menor que 2kF , extenderemos el problema de Cooper usando esta suposición. En este
caso la restricción (2.17), (considerando sólo la parte positiva por su simetŕıa y porque
el integrando de (2.16) es par) se satisface si k ∈ [kF + K/2, kF + kD −K/2], con ello
la Ec. (2.20) toma la forma más general

1

λ
=

∫ √
1+ν−K̃/2

1+K̃/2

dξ

ξ2 − 1 + ∆̃K/2 + K̃2/4
. (2.27)

donde K̃ ≡ K/kF , ξ ≡ k/kF y αK ≡ (1− ∆̃K/2− K̃2/4)1/2. El cálculo de esta integral
es inmediato (no existen polos), el resultado es

2

λ
αK = ln

[(√
1 + ν − K̃/2− αK√
1 + ν − K̃/2 + αK

)(
1 + K̃/2 + αK

1 + K̃/2− αK

)]
. (2.28)
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2. Apareamientos de Cooper y de BCS
2.2 El problema de BCS unidimensional

Es necesario mencionar que para obtener el resultado anterior se supuso que ∆̃K/2 +
K̃2/4− 1 < 0 y que K ∈ [0, kD]. Puede demostrarse que además se necesita considerar
los intervalos en donde K ∈ [2kF , 2kF + kD] y K ∈ [2kF + kD, 2kF + 2kD], que darán
como resultado ecuaciones de pares de Cooper distintas a (2.28), en las que existen
modos de excitación distintos que dependen del valor de K [16].

De esas ecuaciones de pares de Cooper se obtienen las relaciones de dispersión. Hasta
ahora, nos hemos limitado a calcular el caso K = 0 solamente y faltaŕıa determinar
∆K . Este análisis se realizará, en el siguiente caṕıtulo, para un gas de fermiones que
interactúan a través de un potencial delta-atractivo unidimensional.

2.2. El problema de BCS unidimensional

En el caso precedente nos restringimos a pares de fermiones cuya enerǵıa se encontraba
en el intervalo [EF , EF +~ωD], si ahora lo expandimos a los valores [EF−~ωD, EF +~ωD];
es decir, tomamos en cuenta una franja de enerǵıa que al sumarle ~ωD es mayor o igual
a EF , la Ec. (2.23) sufre la modificación (K = 0):

1 = λ

∫ 1+ν

1−ν

dε̃

ε̃− 1 + ∆̃0/2
. (2.29)

A diferencia del caso precedente, ahora existe un polo en este intervalo de enerǵıa, lo
que complica la integración. El resultado es (consultar Apéndice A.1)

2

λ
= ln

1 + ν − ε̃r

ε̃r − 1 + ν
, (2.30)

donde εr es el polo en cuestión. Despejando ∆̃0 de esta ecuación y regresando nueva-
mente a las variables f́ısicas, se llega a que:

∆0 = 2~ωD tanh

(
1

λ

)
−→
λ→0

2~ωDe−1/λ (2.31)

Este es un valor análogo a los resultados en dos y tres dimensiones. Hacemos notar la
diferencia entre el valor de ∆0 de la Ec. (2.26) para el caso de Cooper y la Ec. (2.31)
de BCS, que difieren por un factor de dos en el argumento de la exponencial.

Faltaŕıa ver el caso K 6= 0 que presenta un polo adicional, lo cual implica una mayor
dificultad en la integración de la Ec. (2.29). Como nuestro propósito es ilustrar con estos
ejemplos la metodoloǵıa a usar en los caṕıtulos siguientes, omitiremos este cálculo.
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.1 Dos part́ıculas en el vaćıo

E n la teoŕıa BCS [17] el apareamiento fermiónico se realiza a través de los
fonones de la red, por lo que la enerǵıa transferida entre ellos no puede ser mayor a
~ωD con ωD la frecuencia de Debye de la red. Esta restricción nos conduce a una cota
superior en la temperatura cŕıtica Tc, que se puede predecir a partir de la teoŕıa BCS.
Con los superconductores de alta temperatura cŕıtica dicha cota ha sido superada [6, 7]
llevándonos a revisar y replantear las causas del apareamiento y, en particular, el poten-
cial de interacción de los fermiones. Aqúı retomamos dos potenciales que, no obstante
su sencillez, son capaces de reproducir las bondades de cualquier potencial en el ĺımite
de baja densidad para alcance finito o cero.

3.1. Dos part́ıculas en el vaćıo

En esta sección calcularemos la enerǵıa de amarre de dos part́ıculas en el vaćıo que
interactúan a través de un potencial delta-atractivo, que posteriormente será utilizada
en el texto. Supongamos que el sistema está integrado por dos fermiones de masa m
en el sistema de referencia del centro de masa, que interactúan a través del potencial
V (r) = −v0δ(r), V = v0/L > 0 con r el vector de las coordenadas relativas. De esta
manera la interacción interfermiónica es VK(r, r′) = V (r)δ(r−r′) y produce V K

k,k′ = v0/L
en (2.10). Con esto, la Ec. (2.9) cambia y su nueva forma es

(
~2k′2

m
− E

)
Ck′ + V

∑

k

Ck = 0. (3.1)

Luego de algunos procedimientos análogos a los realizados en el caṕıtulo anterior y
considerando un potencial delta unidimensional se produce la siguiente ecuación

1 = V
∑

k

1

~2k2/m− E
. (3.2)

En este caso no hay restricción en los valores de k. Recordemos que el valor de la
enerǵıa del único estado ligado para un par de part́ıculas que interactúan por medio de
un potencial delta-atractivo [18] está dado por

E = −mv2
0

4~2
. (3.3)

Aclaramos que nuestro sistema f́ısico lo integran dos fermiones de masa m, razón por la
cual aparece el factor cuatro en el denominador. Si consideramos el ĺımite termodinámi-
co e introducimos la variable B = −E = |E|, la enerǵıa de amarre de dos part́ıculas
ligadas en el vaćıo, la ecuación se transforma en
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.2 Potencial de interacción de tipo δ-atractivo

1 = V

(
L

2π

) ∫ ∞

−∞

dk

~2k2/m + B
. (3.4)

Es conveniente introducir en este punto una conexión entre la variable B̃ ≡ B/EF

y el parámetro de acoplamiento λ (ambas son variables adimensionales), esta última
está dada por la próxima relación

λ =
v0

π~vF

. (3.5)

Con estas igualdades, la enerǵıa de interacción B̃ queda:

λ =

√
2B̃

π
. (3.6)

Esta ecuación permite identificar rápidamente la dependencia de la enerǵıa de amarre
en términos de la constante de acoplamiento λ, variable más usada en la literatura acer-
ca del tema. Con esta relación expresaremos las cantidades de interés f́ısico en términos
de B, en sustitución del parámetro fenomenológico V .

3.2. Potencial de interacción de tipo δ-atractivo

Mediante este modelo de interacción podemos estudiar el problema de la acumulación
por pares en un gas de electrones, tal como puede verse en [14] y en [20] (para K = 0 en
ambos estudios); en estos trabajos también se examina la evolución entre un régimen
donde los pares están débilmente ligados y altamente traslapados, al régimen en el cual
se hayan fuertemente ligados y bien separados entre śı. A continuación trataremos dicho
problema para un sistema unidimensional con K 6= 0.

Comenzaremos notando que en la Ec. (2.16) (de pares de Cooper) está inmersa la
intensidad de la interacción V , que puede ser sustituida por la enerǵıa positiva B. Con
lo anterior, tomamos como un punto de comparación la enerǵıa del único estado ligado
de un par de part́ıculas en el vaćıo, cuya relación expĺıcita es

B =
mV 2L2

4~2
. (3.7)

Con ello, construimos la ecuación de pares de Cooper

∫ ∞

−∞

dk

~2k2/m + B
=

∫ ′
dk

~2k2/m + ∆K − 2EF + ~2K2/4m
(3.8)
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.3 Relación de dispersión de pares de Cooper

De este modo, B funciona como una enerǵıa de referencia. En el problema bidimensio-
nal, esta sustitución permit́ıa eliminar una divergencia en la región ultravioleta [21, 23]
y [8]. En el caso 1D que nos ocupa, no existen divergencias en la ecuación previa, por
lo cual, la eliminación de V por B es una reparametrización que no introduce ningún
efecto f́ısico.

Conviene destacar que la prima sobre el lado derecho de la integral (3.8) representa
el efecto de la interacción de tipo delta-atractivo, que a diferencia de la Ec. (2.16) en
donde la integración debe ser consistente con la condición (2.12) donde la integración
se da en el intervalo [kF , kF + kD] para los momentos de los fermiones, ahora la integral
contempla todos los momentos que cumplan con

kF <| k ± K

2
| . (3.9)

Es decir, la interacción es atractiva para todos los momentos que están sobre una su-
perficie de Fermi y que se extienden hasta el infinito, en el espacio de momentos. En
esta interacción participa de manera destacada el vector de onda del centro de masa,
como veremos a continuación.

3.3. Relación de dispersión de pares de Cooper

Nuestro objetivo es determinar una relación de dispersión de pares de Cooper para
cualquier acoplamiento con K 6= 0 e inferir su comportamiento, tal como se ha hecho
en dos dimensiones [23]. Antes de emprender tal fin es necesario introducir las siguientes
variables adimensionales: K̃ ≡ K/kF , ξ ≡ k/kF , B̃ ≡ B/EF y ∆̃K ≡ ∆K/EF donde kF

es el momento de Fermi y EF ≡ ~2k2
F /2m es la enerǵıa de Fermi. Además ξ0 ≡ 1+ K̃/2

y ξ
′
0 ≡ K̃/2− 1.

La forma de la Ec. (3.8) en términos de estas variables es

∫ ∞

−∞

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ′
dξ

ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1
. (3.10)

Teniendo presente la restricción (3.9), el intervalo de integración del miembro derecho
lleva a dos expresiones distintas dependiendo si K̃ es mayor o menor a dos. En este
último caso debe tomarse en consideración el signo de la expresión ∆̃K/2 + K̃2/4 − 1
porque conduce a dos integrales distintas de la Ec. (3.10).
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.3 Relación de dispersión de pares de Cooper

Si definimos α2
K ≡ 1− ∆̃K/2− K̃2/4 ≡ −β2

K , usamos la simetŕıa de (3.10) y suponemos
que ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 > 0, obtenemos

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + β2
K

. (3.11)

Si ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 < 0

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 − α2
K

. (3.12)

En el caso K̃ > 2 no hay dificultades, debido a que βK siempre es positiva, el resultado
y (3.10) se convierte en

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ξ
′
0

0

dξ

ξ2 + β2
K

+

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + β2
K

. (3.13)

Las integrales (3.11) y (3.12) son elementales, para su determinación tiene que saberse
el signo del término ∆̃K/2+K̃2/4−1; a su vez, ∆̃K es una función (desconocida) de K̃ y
B̃, por lo que dicha tarea no es inmediata. En la siguiente sección se realizará un análisis
geométrico detallado de este problema. Las integrales (3.11) y (3.12) son expĺıcitamente

π

2

√
2

B̃
= − 1

2αK

ln

(
ξ0 − αK

ξ0 + αK

)
cuando 0 < B̃ <

π2

2
(3.14)

π

2

√
2

B̃
=

1

βK

[
π

2
− arctan

(
ξ0

βK

)]
si 2π2 < B̃ < ∞. (3.15)

En el intervalo π2/2 < B̃ < 2π2, la forma es

π

2

√
2

B̃
=

1

βK

[
π

2
− arctan

(
ξ0

βK

)]
si 0 < K̃ < K̃c (3.16)

π

2

√
2

B̃
= − 1

2αK

ln

(
ξ0 − αK

ξ0 + αK

)
cuando K̃c < K̃ < 2. (3.17)

Aqúı se ha introducido K̃c ∈ [0, 2], que satisface la siguiente ecuación

∆̃Kc/2 + K̃c
2
/4− 1 = 0. (3.18)

Finalmente, si K̃ > 2

π

2

√
2

B̃
=

1

βK

[
arctan

(
ξ
′
0

βK

)
+

π

2
− arctan

(
ξ0

βK

)]
. (3.19)
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.4 Estudio gráfico cualitativo de la enerǵıa de amarre

Como deseamos conocer ∆̃K anaĺıticamente, proponemos una expresión para la enerǵıa
de amarre de la forma

∆̃K = ∆̃0(B̃) + ∆̃1(B̃)K̃ + ∆̃2(B̃)K̃2 + ... (3.20)

Reconocemos en la concreción de tal objetivo la presencia de ecuaciones trascendentales,
Ecs. (3.14)-(3.19); sin embargo, podemos extraer caracteŕısticas f́ısicas interesantes en
diversos casos ĺımite, tales como los acoplamientos débil y fuerte, y resolver el caso
general numéricamente.

3.4. Estudio gráfico cualitativo de la enerǵıa de

amarre

El problema central de esta sección consiste en determinar las condiciones bajo las
cuales podemos calcular ∆̃K , ya sea en forma anaĺıtica o numérica. Posteriormente po-
drán valorarse las ventajas de detenernos a escudriñar dichas condiciones, en especial
con el empleo de potenciales más generales y complicados, tal como el de SR.

Es indispensable saber, en primer lugar, si hay solución a nuestro planteamiento, es de-
cir, si existe ∆̃K dado un valor de B̃. Para dilucidar tal cuestión, es necesario examinar
la geometŕıa de las ecuaciones (3.14)-(3.17). Observamos que el miembro izquierdo de
tales ecuaciones es idéntico y sólo depende de B̃. En el miembro derecho notamos una
dependencia de ∆̃K (que depende a su vez de K̃ y B̃) y K̃. Nuestra variable indepen-
diente es esta última, si elegimos un valor de la misma, obtendremos diversas curvas al
graficarlas como función de ∆̃K ; B̃ es una medida de la magnitud de la interacción, su
gráfica es una ĺınea horizontal que al intersectarse con las curvas anteriores, mostrará si
existe solución, es decir, ∆̃K y su valor (aproximado).

La Fig. 3.1 muestra las ideas expuestas. Es pertinente aclarar que cuando se inició el
análisis, no se conoćıan los ĺımites del problema, es decir, se trabajó con las Ecs (A.10)
y (A.11) directamente. Las ĺıneas horizontales son los valores de B̃ = π2/2 y B̃ = 2π2

(analizados más adelante) y representan el miembro izquierdo de las Ecs. (3.14)-(3.17).
Las diversas curvas en color negro se generaron a partir del miembro derecho de las
Ecs. (3.14) y (3.17) y están asociadas a distintos valores de K̃. En forma análoga, las
curvas en azul corresponden a los miembros derechos de (3.15) y (3.16) para varias K̃.

En la gráfica se distinguen tres secciones bien diferenciadas, en las cuales apreciamos
las siguientes caracteŕısticas

a) Región de acoplamiento débil, en donde sólo hay intersecciones entre ĺıneas ho-
rizontales y curvas en negro. Aqúı 0 < B̃ < π2/2 y ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 es menor a cero,
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.4 Estudio gráfico cualitativo de la enerǵıa de amarre

0 4 8 12

Acoplamiento débil

Cruzamiento

Acoplamiento fuerte

K/kF=0

K/kF=0.5

K/kF=1.5

K/kF=2

B/EF=π2/2

B/EF=2π2

∆K/EF

0.5

1

2

Figura 3.1: Curvas de nivel de las Ecs. (3.14)-(3.17) como función de ∆̃K . Apreciamos los ĺımites de
los reǵımenes de acoplamiento y el valor (cualitativo) de ∆̃Kc ; es decir, la abcisa de las puntas de las
flechas en donde se intersectan las curvas negras, azules y horizontales, en el régimen de cruzamiento.
Es en estas flechas donde tiene que pasarse de la Ec. (3.16) a la Ec. (3.17).

por lo que conduce al resultado (3.14).

b) Zona de cruzamiento, en donde puede haber intersecciones entre ĺıneas horizon-
tales y los dos tipos de curvas. Las puntas de las flechas marcan el punto en el cual se
unen las curvas de las expresiones (3.16) y (3.17) para un valor dado de K̃. Las abscisa
de estos puntas son los valores de ∆̃Kc . Este elusivo valor y su curva correspondiente
K̃c complican el cálculo de ∆̃K . En esta zona ∆̃K/2 + K̃2/4 − 1 cambia de signo y
además cumple la Ec. (3.18). Por ejemplo, para K̃ = K̃c = 0, ∆̃Kc = 2. Si K̃ = K̃c = 2,
∆̃Kc = 0. Observamos que conforme K̃c → 0, ∆̃Kc → 2; K̃c → 2, ∆̃Kc → 0 y además
0 < K̃c, ∆̃Kc < 2, como se ilustra en la gráfica. Para concluir, basta decir que al elegir
un valor de π2/2 < B̃ < 2π2 y tener un valor aproximado de ∆̃Kc (dado por este tipo
de gráfica) tenemos que debemos recurrir a las Ecs. (3.16) y (3.17).

c) Región de acoplamiento fuerte, en donde únicamente hay intersecciones entre cur-
vas azules y rectas horizontales. Aqúı B̃ > 2π2 y se extiende al infinito, en esta región
∆̃K/2 + K̃2/4− 1 es mayor a cero.
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.4 Estudio gráfico cualitativo de la enerǵıa de amarre

Cabe mencionar que la definición de las tres regiones de la Fig. 3.1 estuvo sustentada
por las caracteŕısticas geométricas de las Ecs. (3.14)-(3.17). Dichas definiciones, intui-
tivas en principio, serán formalizadas en las próximas secciones, en donde se verá que
están estrechamente vinculadas con las caracteŕısticas f́ısicas de ∆̃K . Empezaremos por
determinar el origen de los puntos frontera entre las regiones, es decir, los valores de
B̃ = π2/2 y B̃ = 2π2 que generan las dos rectas horizontales de la Fig. 3.1. Si sustituimos
K̃ = 0 en la Ec. (3.16) tenemos

π

2

√
2

B̃
=

1√
∆̃0/2− 1


π

2
− arctan


 1√

∆̃0/2− 1





 . (3.21)

Si tomamos el ĺımite ∆̃0 → 2, entonces hallamos el valor B̃ ≥ B̃1 ≡ π2/2 ≈ 4.9.
Análogamente, si sustituimos K̃ = 2 en (3.16) y hacemos ∆̃K=2 → 0 obtenemos

π

2

√
2

B̃
=

1√
∆̃K=2/2


π

2
− arctan


 2√

∆̃K=2/2





 . (3.22)

Encontramos que B̃ = B̃2 ≡ 2π2 ≈ 19.74. Estos resultados aportan solidez al análisis
geométrico (intuitivo) anterior. B̃1 y B̃2 son valores de la magnitud de la interacción
que nos permiten caracterizar tres regiones de acoplamiento.

Resumimos el modo de aproximar ∆̃K como un desarrollo en potencias de K̃ (con
K̃ ∈ [0, 2]). Se elige un valor de B̃, en los acoplamientos débil y fuerte se recurre a la
Ecs. (3.14) y (3.15). En el cruzamiento se identifica el punto de intersección de las tres
funciones (curvas azul y negra y la recta), con ello se tendrá una estimación de ∆̃Kc

(abscisa) y K̃c.

La continuidad de las Ecs. (3.16) y (3.17) en K̃c, cuando B̃1 < B̃ < B̃2 (régimen de
cruzamiento) es diáfana y se sigue de la igualdad

1

2ia
ln

(
x− ia

x + ia

)
=

1

a
arctan

x

a
.

Sólo resta verificar la continuidad de las relaciones en K̃ = 2 si B̃ > B̃2 (acoplamiento
fuerte), la cual es inmediata; únicamente hay que introducir K̃ = 2 en las Ecs. (3.16) y
(3.19). En el acoplamiento débil y en el régimen de cruzamiento el par se rompe antes
de K̃ = 2.

Los aspectos geométricos descritos permiten, por una parte, identificar (al menos intui-
tivamente) rasgos relevantes en la forma de ∆̃K ; por otra, servir como referencia para
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3. Gas de fermiones interactuando a través de un potencial
δ-atractivo
3.5 Pares de fermiones con K̃ = 0

el cálculo de la solución en sus dos vertientes: numérica y anaĺıtica.

Antes de concluir esta sección, podemos mencionar la valiosa información f́ısica que
proporcionó este análisis (demostrado a lo largo de esta investigación), a saber:

Existe ∆̃K para cualquier valor de B̃; es decir, tenemos un sistema ligado para
cualquier intensidad del potencial.

∆̃0 aumenta conforme lo hace B̃.

Una estimación del valor de K̃ en el que se rompe el par.

Los ĺımites naturales de los tres reǵımenes. Es débil si B̃ ∈ [0, π2/2], fuerte en
[π2/2,∞) y el cruzamiento de ambos está en [π2/2, 2π2).

Armados con este sencillo (aunque didáctico) estudio gráfico, seremos capaces de ubicar
los ĺımites y directrices en la determinación numérica de ∆̃K(B̃). Este esquema sirvió co-
mo base en la resolución del mismo problema con el potencial de SR; se ha omitido
el análisis correspondiente por la complejidad del mismo, pues se agrega un nuevo
parámetro: el alcance del potencial. Basta mencionar que se realizó un procedimiento
completamente análogo, que depend́ıa de los valores asignados a los parámetros.

3.5. Pares de fermiones con K̃ = 0

A partir del estudio gráfico expuesto en la sección previa, obtenemos valiosa información
f́ısica (listado anterior). Probaremos estos rasgos en el transcurso del texto; empezare-
mos por la primera proposición. Cabe mencionar que este ejemplo ilustrará la forma de
calcular ∆̃K . Sabemos que ∆̃0 es un caso muy especial; los dos fermiones maximizan su
enerǵıa de amarre cuando el momento de su centro de masa es cero, además de ser el
único caso examinado por Cooper [13].

El punto de partida es la Ec. (3.10) escrita para K̃ = 0

1

λ
=

π

2

√
2

B̃
=

∫ ∞

1

dξ

ξ2 + ∆̃0/2− 1
(3.23)

O bien

1

λ
= − 1

2
√

1− ∆̃0/2
ln


1−

√
1− ∆̃0/2

1 +
√

1− ∆̃0/2


 . (3.24)
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Si hacemos λ → 0 entonces ∆̃0 → 0. Esto significa que cuando la interacción entre
los fermiones es débil, también lo es su enerǵıa de amarre. Ahora supongamos una
interacción fuerte entre éstos, de la Ec. (3.15) a considerar es

1

λ
=

1√
∆̃0/2− 1


π

2
− arctan


 1√

∆̃0/2− 1





 . (3.25)

En este caso conforme λ → ∞, ∆̃0 → ∞. Lo anterior sienta en bases más sólidas una
idea intuitiva: Entre mayor sea la intensidad de interacción de las part́ıculas, el par
estará más fuertemente ligado. Con los resultados precedentes se nos ha revelado el
comportamiento de ∆̃0 en sus extremos; no obstante, es posible averiguar el valor de B̃
para el cual ∆̃0 = 2 (K̃c = 0), importante porque a partir de este punto el polinomio
∆̃K/2 + K̃2/4− 1 es positivo. Aśı las cosas la integral (3.23) se convierte en

1

λ
=

∫ ∞

1

dξ

ξ2
= 1. (3.26)

Esto implica λ = 1, o bien, B̃ = π2/2. Antes de continuar la discusión del caso general
(K̃ 6= 0) es conveniente aclarar los ĺımites de los acoplamientos. Si bien es cierto que
los valores experimentales muestran que en 3D 0.1 < λ < 0.5 [26], denominaremos
acoplamiento débil a la región donde λ ∈ [0, 1] (B̃ ∈ [0, π2/2)), acoplamiento fuerte si
λ ∈ [2,∞) (B̃ ∈ [2π2,∞) y el cruzamiento de ambas estará en el intervalo λ ∈ (1, 2)
B̃ ∈ (π2/2, 2π2).

3.6. Pares de fermiones acoplados débilmente

Iniciaremos nuestro análisis dando por sentado que ∆̃K , B̃ y K̃ son cantidades mucho
menores a uno, lo que significa en términos f́ısicos que ∆K y B son muy pequeñas
comparadas con EF y K es muy pequeño comparada con kF , o bien, que EF → ∞ y
kF →∞. Comenzamos por escribir la Ec. (3.14) en una manera totalmente equivalente

e
−π
q

2
B̃

q
1− K̃2

4
− ∆̃K

2 =
1 + K̃

2
−

√
1− K̃2

4
− ∆̃K

2

1 + K̃
2

+

√
1− K̃2

4
− ∆̃K

2

. (3.27)

El primer procedimiento para determinar los primeros términos de la serie (3.20) con-
siste en hacer K̃ = 0 en la ecuación anterior, que contiene el resultado exacto; aśı las
cosas, tenemos
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e
−π
q

2
B̃

q
1− ∆̃0

2 =
1−

√
1− ∆̃0

2

1 +
√

1− ∆̃0

2

. (3.28)

Reconocemos que ∆̃0 << 1, por lo cual se puede hacer la aproximación (ampliamente
utilizada en este análisis): (1 − x)1/2 ≈ 1 − x/2 − x2/8 + ... si x << 1. Si además
suponemos que ∆̃0 << B̃, podemos hallar el valor de ∆̃0(B̃) a través de:

e
−π
q

2
B̃ =

1−
(
1− ∆̃0

4

)

1 +
(
1− ∆̃0

4

) (3.29)

Notamos un cambio sustancial para nuestro problema: La Ec. (3.27) deja de ser trascen-
dente y con ello podemos especificar la forma de la Ec. (3.20). En particular, luego de
algunos breves cálculos obtenemos el primer coeficiente del desarrollo

∆̃0(B̃) =
8e
−π
q

2
B̃

1 + e
−π
q

2
B̃

. (3.30)

La Fig. 3.2 proporciona un punto de comparación para ∆̃0(B̃) entre el resultado exacto
y el calculado a través del método descrito anteriormente. Observamos una buena con-
cordancia entre las curvas si B̃ es cercana a cero; posteriormente hay una discrepancia
que se acentúa conforme B̃ aumenta y la aproximación deja de tener sentido. Es con-
veniente destacar que tanto las soluciones numérica y anaĺıtica demuestran que dada
B̃ siempre existe ∆̃0. Además observamos un rasgo anticipado en la sección anterior:
∆̃0(B̃) es una función creciente no acotada.

Ahora podemos seguir adelante con nuestro procedimiento y calcular la expansión de
∆̃K a orden lineal alrededor de K̃ = 0, es decir

∆̃K(B̃) = ∆̃0(B̃) + ∆̃1(B̃)K̃ (3.31)

∆̃1(B̃) es el coeficiente a determinar. Destacamos que si usamos x = ∆̃K/2 << 1, la
Ec. (3.27) se aproxima por

e
−π
q

2
B̃

√
1−x

=
1 + K̃

2
−√1− x

1 + K̃
2

+
√

1− x
(3.32)

que a su vez se aproxima (x << 1 y ∆̃K << B̃) por
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0 2 4 6 8

0

1

2
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4

B/EF

∆ 0
/E

F

Figura 3.2: Enerǵıa de amarre ∆0/EF de pares con momento del centro de masa igual a cero; la
curva gruesa representa el valor numérico y la curva delgada el valor aproximado como se menciona
en el texto. Se muestra claramente que la aproximación deja de ser buena si B/EF crece. Observamos
que dicha magnitud es mayor a dos si B̃ > B̃1 ≈ 4.9, ocasionando que el polinomio ∆̃K/2 + K̃2/4− 1
sea positivo a partir de este punto.

e
−π
q

2
B̃ =

1 + K̃
2
− (

1− x
2

)

1 + K̃
2

+
(
1− x

2

) . (3.33)

Con este proceso podemos averiguar la forma expĺıcita del coeficiente del segundo térmi-
no del desarrollo (3.20)

∆̃1(B̃) = −2 tanh

(
π√
2B̃

)
. (3.34)

Si incluimos los coeficientes calculados en la expresión (3.31) de ∆̃K y volvemos a las
variables sin tilde, tenemos como resultado a orden lineal:

∆K = ∆̃0(B̃)EF − tanh

(
π√
2B̃

)
~vF K + O(K̃2) (3.35)
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Para calcular el coeficiente del término cuadrático ahora usamos x = ∆̃K/2+ K̃2/4 <<
1, y repetimos los procedimientos anteriores (los cálculos son más elaborados) sin olvidar
que ∆̃0 << 1. Finalmente

∆̃2(B̃) = −1

2




1 +

[
tanh

(
π√
2B̃

)]2

1 + 2e
−π
q

2
B̃


 . (3.36)

Este coeficiente puede aproximarse por

∆̃2(B̃) = −1

2


1 +

[
tanh

(
π√
2B̃

)]2

 . (3.37)

Siguiendo este método es posible calcular los coeficientes del desarrollo al orden que se
desee, sin embargo, para extraer la esencia de las caracteŕısticas f́ısicas del problema
bajo el régimen de acoplamiento débil, bastará el desarrollo hasta segundo grado

∆̃K(B̃) = ∆̃0(B̃)− 2 tanh

(
π√
2B̃

)
K̃ − 1

2


1 +

(
tanh

(
π√
2B̃

))2

 K̃2 + ... (3.38)

O bien, en términos de las variables f́ısicas

∆K(B) = ∆0(B)− tanh

(
π

√
EF

2B

)
~vF K −


1 +

(
tanh

(
π

√
EF

2B

))2

 ~2K2

4m
+ ...

(3.39)

con ∆0(B) ' 8EF e−π
√

2EF /B. Hacemos notar que en las series (3.38) y (3.39), los térmi-
nos lineal y cuadrático son negativos, lo cual implica que al aumentar K̃ disminuye la
enerǵıa de amarre, lo cual implica la existencia de un valor de K̃ en el cual se lleva a
cabo la ruptura del par (∆̃K = 0) y que además, va incrementándose conforme lo hace
B̃. Definimos κ al valor de K̃ en el cual ocurre la ruptura.

A fin de proporcionar mayor completitud, escribimos el desarrollo en términos del
parámetro de acoplamiento λ

∆K(λ) = ∆0(λ)− tanh

(
1

λ

)
~vF K −

[
1 +

(
tanh

(
1

λ

))2
]
~2K2

4m
+ ... (3.40)

con ∆0(λ) ' 8EF e−2/λ. La Tabla 3.1 muestra expĺıcitamente algunos valores de B̃ y λ,
que serán empleados en las secciones posteriores
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B̃ 0.1 1 4 π2/2 10 2π2 20 40
λ 0.14 0.45 0.90 1 1.42 2 2.01 2.85

Tabla 3.1: Valores de B̃ y de los correspondientes valores de la constante de acoplamiento λ.

3.6.1. Dos casos ĺımite de interés

Mostraremos a continuación dos casos ĺımite que nos ilustrarán la consistencia de las
ecuaciones involucradas en el problema. Daremos comienzo con la Ec. (3.39). Si en ella
B → 0, tenemos

∆K(B → 0) = −~vF K + O(K2). (3.41)

que f́ısicamente significa que la enerǵıa de amarre de nuestro sistema es una serie do-
minada por el término lineal si el acoplamiento es débil.

El segundo caso se deriva de la Ec. (3.27) escrita mediante variables f́ısicas para K = 0

e−π
√

2
B

q
EF−∆0

2 =
EF −

√
EF

√
EF − ∆0

2

EF +
√

EF

√
EF − ∆0

2

. (3.42)

Si ahora consideramos EF → 0, es decir, el ĺımite de dos part́ıculas en el vaćıo, la
ecuación queda

e−iπ
q

∆0
B = −1 (3.43)

la cual es la muy célebre fórmula de Euler. La igualdad se satisface si ∆0 = B. Recor-
dando la Ec. (3.3), la enerǵıa de amarre está dada por

∆0 =
mv2

0

4~2
(3.44)

que es el eigenvalor de la enerǵıa para dos part́ıculas que interactúan por medio de un
potencial delta, es decir, cuando el mar de Fermi desaparece (EF = 0) recobramos al
par de part́ıculas en el vaćıo interaccionando a través del potencial delta-atractivo.

3.7. Enerǵıa de excitación para cualquier acopla-

miento

Ahora estamos en posición de confrontar la Ec. (3.38) con el resultado exacto para
cualquier tipo de acoplamiento. Antes de ello conviene introducir la enerǵıa (positiva)
de excitación εK ≡ ∆0 −∆K . La Fig. 3.3 muestra a ε̃K/∆̃0 como función de K̃ en un
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amplio rango de valores de B̃. Esta imagen incluye la aproximación a segundo orden en
K̃ (curvas segmentadas) obtenida por medio del método antes explicado y el resultado
exacto, conseguido por métodos numéricos (curvas continuas).

0 2 4 6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

K/kF

ε K
/∆

0

B/EF= 40

20

10

10
4

1

Figura 3.3: Curvas de ε̃K/∆̃0 para el potencial delta atractivo. Mostramos nuestra aproximación a
segundo orden (curvas segmentadas) y el resultado exacto (sólidas) para diversos valores de B/EF .
También se muestra la excelente concordancia entre estas curvas cuando dicha variable es pequeña.
Destaca la presencia de dos modos de excitación a patir de B̃1: uno cuasilineal (tipo fonónico) y otro
cuadrático (tipo rotónico).

En esta misma figura destaca la concordancia entre la aproximación de segundo orden
y el resultado exacto siempre que B̃ sea pequeña. La diferencia entre ellos comienza
a manifestarse conforme elevamos este parámetro, al rebasar el punto B̃ = B̃1 ≡ π/2
el resultado (3.38) queda muy por debajo del exacto, situación que hab́ıamos previsto
porque la enerǵıa de amarre aumenta al hacerlo B̃.

Es necesario recalcar que esencialmente hemos determinado exactamente la forma de ε̃K

para todo tipo de acoplamiento (numéricamente). Estas gráficas exhiben dos compor-
tamientos distintos. El primero es cuasilineal (tipo fonónico), el segundo es cuadrático
(tipo rotónico), que no se presenta si B̃ < B̃1. Llamamos de ese modo a los dos tipos
de excitación por conservar la analoǵıa con la relación de dispersión del He II. En dicha
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relación de dispersión se presenta un modo fonónico para momentos pequeños, poste-
riormente hay un valor mı́nimo en cuya vecindad puede representarse por el espectro
rotónico de Landau [19]. Es relevante destacar la transición suavizada entre los modos
de excitación de la curva.

Identificamos la presencia del modo rotónico (no descrita por la serie (3.38)), con la
aparición de valles en las gráficas a partir de B̃1. Este aspecto se destaca con la gráfica
de B̃ = 10, en donde apreciamos claramente las dos partes, entre ellas media un inter-
valo de momentos en donde no existe el par (∆̃K = 0 ⇒ ε̃K/∆̃0 = 1). Aqúı conviene
hacer unas definiciones. Denominaremos κf al valor de K̃ en el que ocurre la ruptura
del par en la rama tipo fonónica y κr al punto de ruptura de la rama tipo rotónica.

La información f́ısica (abundante) no se agota, la Fig. 3.3 muestra que κf desaparece en
B̃2 y que κr aumenta conformen B̃ lo hace. Aśı, κf ∈ [0, 2] y κr ∈ [2,∞). La situación
f́ısica es la siguiente: Al aumentar la enerǵıa de interacción entre los fermiones, también
lo hace la enerǵıa de amarre del par de Cooper, por lo tanto, es necesario contar con
un momento del centro de masa alto para desintegrar al sistema.

Hay otra caracteŕıstica f́ısica destacada: Existen tres regiones bien diferenciadas en el
gas de fermiones. La curva correspondiente a B̃ = 10 puede auxiliarnos en la inter-
pretación de la coexistencia de los modos de excitación. Existen pares de fermiones que
vibran en un modo tipo fonónico (relación de dispersión cuasilineal) que tiene lugar en
el intervalo K̃ ∈ [0, 2]. Algunos otros con momentos grandes (K̃ > 2) tienen un mo-
do tipo rotónico y finalmente, también hay fermiones desapareados entre ambos modos.

Es oportuno mencionar que este tipo de comportamiento lo presenta el problema (ori-
ginal) de Cooper con K 6= 0 en una dimensión [16], en el cual se distinguen dos modos
de excitación diferentes y donde además la variable K no es continua (presenta dos
intervalos disconexos) e influye directamente en dichos modos.

Regresando a nuestro problema, observamos que las curvas manifiestan un compor-
tamiento cuadrático cuando K̃ →∞, que en términos f́ısicos significa el dominio de la
enerǵıa cinética sobre la enerǵıa de amarre.

Cabe mencionar que, la estructura de la enerǵıa de excitación es novedosa (hasta cierto
punto inesperada por el cambio tan abrupto entre un modo y otro) y tiene cierta seme-
janza con las reportadas en la literatura [14], [16] y [20, 25] en dos y tres dimensiones
y acrecienta el interés por este problema. Con esta motivación en el siguiente caṕıtulo,
haremos una generalización sobre el tipo de potencial, en donde se incluyan los resul-
tados obtenidos hasta ahora y se enriquezca con otros, con la finalidad de mejorar la
descripción del problema.
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4. Fermiones interactuando con un potencial de alcance finito
4.1 La enerǵıa de amarre del potencial de Schmitt-Rink

E l problema que motiva este trabajo es la comprensión del fenómeno de aparea-
miento de fermiones en un material superconductor, para tal objetivo realizamos en la
sección precedente una descripción suponiendo una interacción de tipo delta-atractiva
entre los fermiones del par. Esto representa una primera aproximación al problema,
el siguiente paso consiste en refinar este modelo (sin pretender incorporar todos los
complejos fenómenos involucrados) considerando que existe un potencial de interacción
atractivo con un alcance distinto de cero a diferencia del potencial de contacto (delta).

Para conseguir dicho objetivo, trabajaremos con un potencial más general: El potencial
de Schmitt-Rink [27]. Con él, esperamos una mayor riqueza en la información f́ısica del
sistema, a la par de una mayor complejidad y dificultad del manejo y entendimiento de
ésta. A pesar de lo anterior, aqúı apreciaremos las experiencias y las enseñanzas dejadas
por tratamiento del problema con el potencial delta.

4.1. La enerǵıa de amarre del potencial de

Schmitt-Rink

Nuevamente tendremos un par de fermiones de masa idéntica (dentro de un gas de N
fermiones), que interactúan por medio del potencial atractivo y separable de alcance
finito [27]:

Vkk′ = −V gkgk′ (4.1)

Aqúı V ≥ 0 es la intensidad de interacción y gk ≡ (1+k2/k2
0)
−1/2 es un factor de forma

adimensional; el parámetro k0 es el inverso del alcance del potencial, de manera que
si k0 → ∞, entonces gk = 1 y obtenemos el potencial delta (alcance cero). Por otra
parte, si gk → 0 entonces Vkk′ → 0, es decir, nuestro par de Cooper se comportará como
una part́ıcula libre y su relación de dispersión será cuadrática. En las Figs. 4.1 y 4.2
mostramos las transformadas de Fourier de gk y g2

k, donde x es la coordenada espacial
relativa. Apreciamos que conforme k0 →∞ obtendremos el potencial delta.

La ecuación de Schrödinger de un par en el vaćıo que interactúa con este potencial
se determina siguiendo un procedimiento completamente análogo al mostrado en las
ecuaciones (2.1)-(2.16) y es

1

V
=

∑

k

g2
k

B + ~2k2/m
. (4.2)
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-4 -2 0 2 4
x

k0K0(k0|x|)

Figura 4.1: Gráfica de k0K0(k0 |x|), que es la transformada de Fourier de gk. K0 es la función
modificada de Bessel de segundo tipo (n = 0) y es asintótica en x = 0.
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Figura 4.2: Gráfica de k0e
−k0|x|, la cual es la transformada de Fourier de g2

k.

La ecuación para dos fermiones que están en el gas queda

1

V
=

∑

k

′ g2
k

~2k2/m + ∆K − 2EF + ~2K2/4m
(4.3)

donde la prima significa que los momentos de los fermiones están sobre una superficie
de Fermi; es decir, siguen la condición (3.9). Igualando estas expresiones con la finalidad
de eliminar V y considerando nuevamente el ĺımite termodinámico, obtenemos

∫ ∞

−∞

g2
k

B + ~2k2/m
dk =

∫ ′
g2

k

~2k2/m + ∆K − 2EF + ~2K2/4m
dk. (4.4)
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La Ec. (4.4) se reduce a la Ec. (3.8) si gk = 1; es decir, el potencial de contacto (delta).
Por lo tanto, contamos con una ecuación más general, de la cual podemos derivar
mayor información f́ısica. Nuevamente consideramos que kF < |k ±K/2| porque (4.1)
es atractiva y actúa desde kF hasta el infinito. Si definimos k̃0 ≡ k0/kF , de suerte que
g2

k = (1 + ξ2/k̃2
0)
−1 con ξ ≡ k/kF y volvemos a utilizar las variables adimensionales,

obtenemos los siguientes resultados si ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 > 0 para K̃ < 2

∫ ∞

0

dξ

(ξ2 + k̃2
0)(ξ

2 + B̃/2)
=

∫ ∞

ξ0

dξ

(ξ2 + β2
K)(ξ2 + k̃2

0)
(4.5)

Si ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 < 0

∫ ∞

0

dξ

(ξ2 + k̃2
0)(ξ

2 + B̃/2)
=

∫ ∞

ξ0

dξ

(ξ2 − α2
K)(ξ2 + k̃2

0)
(4.6)

y además, para K̃ > 2

∫ ∞

0

dξ

(ξ2 + k̃2
0)(ξ

2 + B̃/2)
=

∫ ξ
′
0

0

dξ

(ξ2 + β2
K)(ξ2 + k̃2

0)
+

∫ ∞

ξ0

dξ

(ξ2 + β2
K)(ξ2 + k̃2

0)
. (4.7)

Recordemos que ξ0 ≡ 1 + K̃/2 y ξ′0 ≡ K̃/2 − 1. En la sección previa hicimos notar la
ausencia de polos, en este caso la situación es la misma: El término ξ2 + k̃2

0 siempre es
distinto de cero, pues ξ es real. Aśı las cosas, esto simplifica el cálculo de las integrales;
sin embargo, hay que estar al tanto (nuevamente) del signo de la expresión ∆̃K/2 +
K̃2/4− 1, que determina el tipo de función. Cuando es positiva tenemos

π/2

k̃2
0 − B̃/2

(√
2

B̃
− 1

k̃0

)
=

1

k̃2
0 − β2

K

{
1

βK

[
π

2
− arctan

ξ0

βK

]
− 1

k̃0

[
π

2
− arctan

ξ0

k̃0

]}
. (4.8)

En el caso ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 < 0

π/2

k̃2
0 − B̃/2

(√
2

B̃
− 1

k̃0

)
= − 1

k̃2
0 + α2

K

[
1

2αK

ln

(
ξ0 − αK

ξ0 + αK

)
+

π/2

k̃0

]
. (4.9)

Finalmente, para K̃ > 2
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π/2

k̃2
0 − B̃/2

(√
2

B̃
− 1

k̃0

)
=

1

k̃2
0 − β2

K

{
1

βK

[
arctan

ξ
′
0

βK

+
π

2
− arctan

ξ0

βK

]
− 1

k̃0

[
arctan

ξ
′
0

k̃0

+
π

2
− arctan

ξ0

k̃0

]}
.

(4.10)
No nos sorprende el hecho de contar con unas relaciones considerablemente más com-
plicadas a las asociadas al potencial delta, pues este potencial es más general. Esto
se manifiesta a través del nuevo parámetro k̃0, en el cual se incluye el inverso del al-
cance del potencial. En efecto, con k̃0 → ∞, recuperamos las ecuaciones (3.14), (3.15)
y (3.19). Es necesario recalcar que el parámetro k̃0 permite variar el alcance y, por
lo tanto, obtener las relaciones de dispersión para sistemas cuyo alcance efectivo sea
distinto de cero.

Guardando la similitud con la sección (3.6), de la siguiente ecuación podemos determi-
nar ∆̃0 y corresponde al caso en que K̃ = 0 en la Ec. (4.8)

π/2

k̃2
0 − B̃/2

(√
2

B̃
− 1

k̃0

)
=

1

k̃2
0 − β2

0

{
1

β0

[
π

2
− arctan

1

β0

]
− 1

k̃0

[
π

2
− arctan

1

k̃0

]}
. (4.11)

En el caṕıtulo anterior la gráfica de ∆̃0 que depende de B̃, mostraba una función cre-
ciente. Para el potencial de SR la enerǵıa de amarre depende además de k̃0. La Fig.
4.3 muestra a ∆̃0 como función de k̃0, destaca el efecto f́ısico que tiene el alcance: una
interacción de largo alcance disminuye la enerǵıa de amarre. En el extremo opuesto,
tiende al valor que adquiere en el potencial de contacto.

Otro ĺımite súmamente interesante consiste en tomar K̃ →∞ en la ecuación precedente,
esto implica que ξ

′
0 = ξ0 ' K̃/2 y con ello llegamos a

π/2

k̃2
0 − B̃/2

(√
2

B̃
− 1

k̃0

)
=

π/2

k̃2
0 − β2

K

(
1

βK

− 1

k̃0

)
. (4.12)

Luego de efectuar operaciones algebraicas elementales logramos la ecuación siguiente

∆̃K = b− K̃2

2
(4.13)

donde b es una combinación de k̃0 y B̃, es decir,
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Figura 4.3: ∆̃0 como función de k̃0 para B̃ = 40. ∆̃0δ es el valor del potencial delta.

b = k̃0 − 2±

√√√√√k̃2
0 + 4


k̃0 +

√
B̃

2




√
B̃

2
. (4.14)

Lo que realmente importa del resultado recién derivado, es la demostración de la si-
guiente proposición: Independientemente de la intensidad del acoplamiento y del alcance
del potencial, ∆̃K es cuadrática cuando K̃ →∞. Lo anterior es f́ısicamente entendible
ya que cuando K̃ >> 1 la enerǵıa cinética del par es mucho mayor que su enerǵıa de
amarre. Si volvemos a las variables f́ısicas, y tomamos el ĺımite EF → 0 obtenemos que
la enerǵıa de excitación tiene la siguiente forma

εK =
~2K2

4m
. (4.15)

Esta enerǵıa cinética de dos part́ıculas en el vaćıo. Por lo anterior, hemos demostrado
que las curvas de εK son cuadráticas cuando K̃ →∞.
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4.2. Análisis gráfico de la enerǵıa de amarre

A diferencia de la sección dedicada al estudio del potencial delta, aqúı no podemos des-
pejar la enerǵıa de amarre, debido a la intrincada combinación de αK , βK y del nuevo
parámetro k̃0 en las expresiones (4.8)-(4.10). Por esta causa, se ha adoptado un enfoque
numérico en la resolución de ∆̃K , para todo tipo de acoplamiento y alcance, en dichas
ecuaciones.

El primer procedimiento para determinar ∆̃K , es la construcción de curvas similares a la
Fig. 3.1 para diversos valores de k̃0 (recordemos que k̃0 = ∞ es el potencial de contacto);
cabe mencionar que este tipo de figuras son la gúıa en la elaboración de la programación.
Cada valor de k̃0 producirá una familia de valores de κf , κr, K̃c, ∆̃Kc , B̃1 y B̃2. Sin
embargo, en el análisis de cada una de las familias de curvas de ε̃K (que es función de B̃
y k̃0) se realizó siguiendo una gúıa totalmente análoga a la del potencial delta (Sec. 3.3).

Es necesario aclarar que se han omitido los numerosos detalles de dicho análisis con
el objetivo de darle continuidad a la lectura de la información f́ısica que aportan las
gráficas de ε̃K .

Contando con aquella información, se elaboraron las curvas de ε̃K con B̃ fija para dis-
tintos alcances. La Fig. 4.4 muestra las curvas de la enerǵıa de excitación para diferentes
alcances de B̃ = 1, donde las curvas para k̃0 = 10 e infinito se superponen. La Fig. 4.5
corresponde con B̃ = 40. En ella observamos claramente la evolución de un potencial
de largo alcance hacia el potencial delta conforme k̃0 aumenta (equivalente a disminuir
el alcance).

La Fig. 4.5 revela la coexistencia de los modos de excitación tipo fonónico y tipo
rotónico, siempre que el alcance sea corto (k̃0 → ∞). Un potencial de largo alcance
(k̃0 → 0) favorece una enerǵıa de excitación cuadrática.

Podemos seguir con las caracteŕısticas integradas en las gráficas. En ambas detectamos
un comportamiento cuadrático cuando K̃ aumenta. Apreciamos que κr aumenta para
B̃ = 1 (Fig. 4.4) al incrementar el alcance. Si B̃ = 40 (Fig. 4.5), la situación se in-
vierte, κr crece al disminuir el alcance. En esta última figura identificamos curvas con
un abrupto cambio de comportamiento, en concordancia con las rasgos esenciales de
las curvas de la enerǵıa de excitación de la sección anterior.

En ambas gráficas confirmamos que ε̃K tiende a una dependencia cuadrática con res-
pecto a K̃ conforme k̃0 → 0, lo que en términos f́ısicos significa que el par se comporta
como una part́ıcula libre, pues gk → 0 de modo que Vkk′ → 0.

Los conocimientos f́ısicos arrojados por este modelo son abundantes, la siguiente lista
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0 1 2 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

B/EF=1
k0/kF=0.1

k0/kF=1

k0/kF=10

k0/kF=∞

K/kF

ε K
/∆

0

Figura 4.4: Enerǵıas de excitación ε̃K/∆̃0 para B̃ = 1.
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Figura 4.5: Enerǵıas de excitación ε̃K/∆̃0 para B̃ = 40.
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enumera las caracteŕısticas más destacadas.

Un alcance grande favorece el movimiento tipo rotónico y disminuye ∆̃0

En el régimen de acoplamiento fuerte se observa claramente la simultaneidad de
los modos fonónico y rotónico, siempre que dispongamos de un alcance corto.

En este punto, puede valorarse la pertinencia de haber incluido el alcance del potencial
en nuestro modelo, pues arroja valiosa información f́ısica que aporta al entendimiento
del fenómeno de formación de pares. En la siguiente sección se darán elementos para la
explicación de la aparición de dos tipos de modos de excitación.

4.3. Movimiento de los pares de fermiones

Las subsecuentes secciones otorgan elementos en la discusión acerca del tipo de modos
de excitación que se perciben a través de las relaciones de dispersión del problema. Es
indispensable manifestar el carácter intuitivo de los próximos razonamientos, que están
basados en el tipo de relaciones de dispersión obtenidas.

4.3.1. Análisis geométrico de los modos de excitación

Las Figs. 4.6 y 4.7 muestran las regiones de integración de nuestro problema, que corres-
ponden con las zonas sombreadas (en dos dimensiones y que se extienden más allá del
recuadro) y obedecen la condición (3.9) a diferencia de las Figs. 2.1 y 2.2 de las in-
teracciones de Cooper y de BCS. Las ĺıneas gruesas colineales al vector K representan
los intervalos de integración en 1D. Notamos que sólo tiene lugar la integración en la
región sombreada. Se han dibujado las parejas de vectores k1 con k2 (que representan
los vectores de onda de los fermiones integrantes del par) y k′1 con k′2 y sus proyecciones
en una dimensión.

La Fig. 4.6 es el caso K̃ < 2, es evidente que en dos (y tres) dimensiones disponemos
de una contribución angular además del vector K. Sabemos que la integración debe
realizarse en la parte sombreada. En particular, identificamos en el caso unidimensional
el intervalo de integración (tomando en cuenta la parte positiva porque el integrando
de la Ec. (3.8) es par) [kF + K/2,∞], o bien, [ξ0,∞) en términos de variables adimen-
sionales. Este intervalo aparece en las ecuaciones (3.11), (3.12), (4.5) y (4.6). En la Fig.
4.6 destaca que en una dimensión, si K̃ < 2 se observará solamente el tipo fonónico
(flechas antiparalelas). El modo tipo rotónico (flechas paralelas) no se manifiesta.

La Fig. 4.7 muestra el caso K̃ > 2. Notamos dos intervalos de integración [0, K/2− kF ]
y [K/2 + kF ,∞) ([0, ξ′0] y [ξ0,∞) respectivamente) de las ecuaciones (3.13) y (4.7),
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Figura 4.6: Región de integración para K̃ < 2.

k1

K

Proyección en 1D

k2

k'

k'

2

1

Figura 4.7: Región de integración para K̃ > 2.

representados por las ĺıneas gruesas colineales a K. En esta figura ya observamos la
existencia de los dos modos de excitación; sin embargo, hay que tener cautela porque
de acuerdo a las Figs. 3.3 y 4.5 son necesarias dos condiciones: a) valores de B̃ grandes
y b) alcances cortos.

La primera condición garantiza que el par no se rompa antes de 2kF . Con respecto a la
segunda, recordemos que un potencial de largo alcance favorece una relación enerǵıa-
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momento cuadrática, por lo que no se apreciaŕıa el modo fonónico.

Terminaremos esta sección acentuando que en dos y tres dimensiones, la transición
entre los modos de excitación fonónico y rotónico está suavizada por la contribución
angular que en una dimensión es inexistente.

4.3.2. Velocidad de las cuasipart́ıculas

Conociendo la forma de la enerǵıa de excitación analizaremos el movimiento de los CP
siguiendo un esquema de la teoŕıa de bandas de los sólidos [28] en una dimensión. La
velocidad de grupo de las cuasipart́ıculas (los pares de fermiones) es

v = ~−1dεK

dK
. (4.16)

Esta ecuación revela de manera muy clara la importancia de conocer la relación de
dispersión εK del sistema. De acuerdo a lo examinado en las secciones previas, podemos
ajustar a ε̃K (en el acoplamiento fuerte y potenciales de corto alcance) una función de
la siguiente forma

ε̃K/∆̃0
.
= ε̃K/∆̃0 =

{
aK̃s; en 0 < K̃ < 2

ρ + c
(
K̃ − K̃m

)2

; si K̃ > 2
(4.17)

donde ε̃K es la curva ajustada, K̃m es el mı́nimo de la parte cuadrática, 1 ≤ s < 2 es el
exponente que acompaña a K̃ en la parte cuasilineal; a, ρ y c son constantes. Con ello
la velocidad de las cuasipart́ıculas queda

v =
1

2
vF ∆̃0 ×

{
asK̃s−1; para 0 < K̃ < 2

2c
(
K̃ − K̃m

)
; si K̃ > 2

(4.18)

La Fig. 4.8 muestra la curva de la enerǵıa de excitación, la Fig. 4.9 su respectiva veloci-
dad. Como hemos encontrado ε̃K por métodos numéricos, somos capaces de determinar
las constantes de la curva ajustada (siempre que se trate de un alcance corto). La Tabla
4.1 muestra los valores encontrados.

k̃0 a K̃m s
10 0.275989 3.5 1.12712
∞ 0.245594 3.2 1.14130

Tabla 4.1: Parámetros ajustados a las curvas de la enerǵıa de excitación.

Con estos parámetros podemos determinar con buena precisión, la velocidad de los
pares. Por ejemplo, la velocidad en la parte cuasilineal, para el caso de B̃ = 10 y
k̃0 = 10 queda
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Figura 4.8: Enerǵıa de excitación para B̃ = 40 y k̃0 = 10.
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Figura 4.9: Velocidad de grupo de los pares para B̃ = 40 y k̃0 = 10.
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v =
∆̃0

2
asvF K̃s−1. (4.19)

Aqúı ∆̃0/2 = 4.44092 y s − 1 = 0.12712, con esto la velocidad de los pares está limi-
tada al intervalo 0 < v < 1.51vF . En la parte rotónica obtenemos una recta que se no
está acotada superiormente y que tiene un cambio de signo.

Estas caracteŕısticas están bien ilustradas en la Fig. 4.9, en donde apreciamos una
variación cuya potencia es s− 1 y que tiende a una constante conforme K̃ → 2. En el
otro caso, notamos una dependencia lineal, que refleja el dominio de la parte cuadrática
en la relación de dispersión, es decir, la cuasipart́ıcula se comporta como una part́ıcula
libre.

Cabe recalcar que todos los parámetros de esta ecuación han sido obtenidos por medio
del modelo de interacción propuesto en esta tesis.
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5. Conclusiones

Se obtuvieron las curvas de la enerǵıa de excitación de los pares de Cooper for-
mados en un gas unidimensional de fermiones que interactúan a través de un
potencial de Schmitt-Rink, para distintas intensidades de interacción atractivas y
alcances efectivos.

Es notoria la presencia de dos modos de excitación del par, para momentos
pequeños domina el modo tipo fonónico; es decir, con relación enerǵıa-momento
lineal, que coexiste con un modo tipo rotónico para momentos mayores a 2kF .

El alcance del potencial ejerce un papel destacado, al incrementarse tiene dos
efectos: favorece una relación de dispersión cuadrática y disminuye el valor de
∆̃0(B̃, k̃0) a partir de la ∆̃0(B̃,∞) del potencial delta para una B̃ dada.

En el potencial delta hay una coexistencia (muy peculiar) de dos modos de ex-
citación disconexos siempre que π2/2 < B̃ < 2π2. El modo tipo fonónico desa-
parece conforme aumenta el momento hasta llegar a κf , luego existe un intervalo
de momentos en los que hay fermiones desapareados. A partir de 2kF se encuentra
el modo tipo rotónico, que desaparece cuando K̃ alcanza κr.

A partir de una intensidad de interacción mı́nima del potencial atractivo, existen
ambos modos de excitación para todos los valores del momento del centro de
masa. En el punto K̃ = 2 tiene lugar la abrupta separación de dichos modos
y contrasta con la suavidad de la enerǵıa de excitación alrededor de este punto
en dos y tres dimensiones, que se atribuye a la contribución angular la cual es
inexistente en una dimensión.

El modelo analizado proporciona una estimación de la velocidad de grupo de los
pares.

Las relaciones enerǵıa-momento encontradas para los pares de Cooper, son el
punto de partida para una discusión estad́ıstica de un gas integrado por pares de
fermiones.
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A.1. Polos de los problemas de Cooper y de BCS

La integral de la Ec. (2.27) es inmediata, sin embargo, para calcularla es necesario
verificar si en el intervalo de integración existen polos, los cuales se encuentran para
valores de ε̃r ≡ εr/EF que satisfacen

ε̃r = 1− ∆̃K

2
− K̃2

4
. (A.1)

Como ∆̃K y K̃ son cantidades positivas, los polos son menores a uno y están fuera del
intervalo de integración, por lo cual

1

λ
=

∫ √
1+ν−K̃/2

1+K̃/2

dξ

ξ2 − 1 + ∆̃K/2 + K̃2/4
=

1

2αK

[
ln

(
ξ − αK

ξ + αK

)]√1+ν−K̃/2

1+K̃/2

(A.2)

que es la expresión (libre de polos) (2.27). Si consideramos ahora el intervalo [EF −
~ωD, EF +~ωD], la Ec. (2.29) exhibe la presencia de un polo en esta región de integración
si se satisface:

0 < ∆̃0/2 ≤ ν,

lo cual es posible porque estamos suponiendo que ∆̃0 es cercana a cero. Aśı las cosas la
Ec. (2.29) se estima utilizando el valor principal de la integral, es decir

1

λ
= ĺım

η→0

[∫ εr−η

1−ν

dε

ε− εr

+

∫ εr+η

εr−η

dε

ε− εr

+

∫ 1+ν

εr+η

dε

ε− εr

]
. (A.3)

Donde εr = 1− ∆̃0/2 es el polo en estudio y εr ∈ [1−ν, 1). El cálculo de estas integrales
es inmediato y conducen finalmente a la Ec. (2.30).
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A.2. Región de integración del potencial delta

atractivo

Notamos que las integrales en cuestión son elementales; a pesar de ello, necesitamos
verificar la existencia de polos en el intervalo de integración. En el primer caso, la
ecuación para estos puntos está dada por

ξ2 − α2
K = 0. (A.4)

Si suponemos la presencia de alguno de estos puntos, entonces tienen la forma ξr =
1 + K̃/2 + K̃ ′ con K̃ ′ ≥ 0. Con esta suposición, podemos tomar en cuenta la Ec. (A.4)
y realizar varios cálculos muy sencillos para hallar:

∆̃K = −2

(
K̃2

2
+ K̃ ′(K̃ + 2) + K̃ + K̃ ′2

)
. (A.5)

Hemos supuesto a ∆̃K > 0 (es la enerǵıa del par tomando como referencia a EF ), esto
ocasiona la ausencia de polos en este intervalo. En el caso restante, K̃ > 2, la ecuación
para los polos ξ2 + β2

K = 0, implicaŕıa que ξ es compleja, lo cual no es cierto.

Teniendo como base el análisis previo, podemos dejar de preocuparnos por complica-
ciones en el cálculo de las integrales (3.11) y (3.13) ocasionadas por la existencia de
polos. Hecho esto, identificamos el intervalo de integración, dado por la desigualdad

∣∣∣∣∣ξ ±
K̃

2

∣∣∣∣∣ ≥ 1. (A.6)

Que conduce a la condición

ξ ≥ 1± K̃

2
o ξ ≤ −

(
1± K̃

2

)
(A.7)

Aqúı apreciamos la situación especial de K̃ = 2, porque es la frontera de dos expresiones
distintas. En principio, si K̃ < 2 entonces ξ ∈ [ξ0,∞). Cabe mencionar que debido a
que los integrandos de la Ec. (3.8) son funciones pares, no es necesario incluir la parte
negativa. Si K̃ > 2, entonces la región consta de dos intervalos: [0, ξ

′
0]∪ [ξ0,∞), porque

a diferencia del caso precedente, existen valores de ξ que están entre cero y ξ
′
0 que

satisfacen la Ec. (A.7).

Considerando aquellos intervalos de integración para el cálculo de la Ec. (3.10), obte-
nemos

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1
. (A.8)
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Si K̃ > 2

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ξ
′
0

0

dξ

ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1
+

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1
(A.9)

El signo del término ∆̃K/2 + K̃2/4 − 1 ≡ β2
K ≡ −α2

K determina el tipo de integral. Si
K̃ > 2 siempre es positivo y usamos a β2

K ; con K̃ < 2 debe tenerse mayor cuidado.
Para K̃ ∈ [0, 2) existe ∆̃K que hace negativo a 1−∆̃K/2−K̃2/4. Por ejemplo, haciendo
K̃ = 0, sabemos que si B̃ > B̃0 ≡ π2/2 el binomio 1 − ∆̃0(B̃)/2 de la Ec. (3.28)
es negativo. Las integrales (3.11) y (3.12) consideran el cambio de signo, su resultado
expĺıcito es

π

2

√
2

B̃
= − 1

2αK

ln

(
ξ0 − αK

ξ0 + αK

)
si ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 < 0 (A.10)

π

2

√
2

B̃
=

1

βK

[
π

2
− arctan

(
ξ0

βK

)]
si ∆̃K/2 + K̃2/4− 1 > 0 (A.11)

Similarmente, dada una B̃ > B̃0 podemos encontrar K̃ a partir de la cual se produce
el cambio de signo. Por lo anterior, llamamos K̃c ∈ [0, 2) al valor donde se lleva a cabo
el cambio de signo. El cálculo a realizar es entonces:

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + β2
K

si 0 < K̃ < K̃c,

también

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 − α2
K

cuando K̃c < K̃ < 2,

finalizando con

∫ ∞

0

dξ

ξ2 + B̃/2
=

∫ ξ
′
0

0

dξ

ξ2 + β2
K

+

∫ ∞

ξ0

dξ

ξ2 + β2
K

,

que son los resultados que ya conoćıamos.

Con el potencial de SR el tratamiento es esencialmente el mismo, el cambio reside en
la sustitución de las Ecs. (A.8) y (A.9) por

∫ ∞

0

dξ

(ξ2 + B̃/2)(ξ2 + k̃2
0)

=

∫ ∞

ξ0

dξ

(ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1)(ξ2 + k̃2
0)

(A.12)

y
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∫ ∞

0

dξ

(ξ2 + B̃/2)(ξ2 + k̃2
0)

=

∫ ξ
′
0

0

dξ

(ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1)(ξ2 + k̃2
0)

+

∫ ∞

ξ0

dξ

(ξ2 + ∆̃K/2 + K̃2/4− 1)(ξ2 + k̃2
0)

. (A.13)

Con los mismos razonamientos del potencial delta, esta ecuación se reduce a las expre-
siones (4.8)-(4.10).
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