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Prologo

Hacia finales del siglo X1X, se realizé un esfuerzo enorme, sobre todo en Eu-
ropa, que dio como resultado lo que ahora es conocido como el Anadlisis Fun-
cional. Hubo grandes personalidades matematicas dedicadas a su desarrollo, en-
tre quienes pueden mencionarse a Hadamard, Volterra, Fréchet, Hilbert y Riesz.
Este 1ltimo, junto con Fischer, fue quien unificé, en 1907, las investigaciones que
paralelamente se habfan hecho en las escuelas alemana, encabezada por Hilbert, y
la franco-italiana. Ademds, Riesz realizé un trabajo crucial acerca de los espacios
normados y completos, estudidndolos desde una perspectiva axiomética, lo que
resulté vanguardista.

En Polonia, Stefan Banach continud el estudio de los espacios normados y com-
pletos, ahora llamados espacios de Banach, siguiendo el novedoso planteamiento
axiomatico de Riesz. Con la publicacién de La téorie des opérations linéaires,
Banach establecié nuevas lineas de investigacion, que su alumno Schauder siguié
fecundamente. Fue éste quien en 1927 definié ([18]), pasando de las sumas finitas
a las series, un tipo de base en espacios vectoriales topolégicos que ahora lleva su
nombre.

Se ha trabajado intensamente, a lo largo del siglo X X, y lo que va del presente,
por dar condiciones que permitan construir, o estar ciertos de que existe, una base
de Schauder en un espacio de Banach.

Como siempre sucede, los problemas trascendentes fueron los poderosos mo-
tores en la investigacién acerca de bases de Schauder. Dos de los mds famosos
son los siguientes:

1.;Es cierto que cualquier espacio de Banach separable tiene una base de
Schauder?. A este problema se le llamé tradicionalmente ”el problema de la
base”, y fue planteado por Banach en 1932 ([1]).

2. (Si el dual de un espacio de Banach tiene una base de Schauder, puede
asegurarse que el espacio original también la tiene?. Esta pregunta fue planteada
por S. Karlin en 1948 ([10]).

En estos temas se usan dos términos que ameritan puntualizarse. Tendremos
una estructura en un espacio de Banach cuando hayamos distinguido una coleccién
particular de sus subespacios de dimensién finita . Por supuesto, la importancia de
una estructura dependerd de su utilidad para el estudio del espacio. Trabajaremos
con seis de ellas que estdn determinadas por otras tantas propiedades del espacio.
Por el ejemplo, la propiedad de que un espacio tenga una base de Schauder, que
abreviaremos como b.p., determina una estructura: los rangos de las proyecciones
naturales asociados a la base. Con cierto abuso de lenguaje, hablaremos de la
estructura o de la propiedad que la determina como si fueran lo mismo. Por
otra parte, el término local es usado con un significado distinto al méas extendido
(sucede en vecindades), pues se refiere a que se tiene una propiedad en subespacios
de dimension finita.



vi Prélogo

Grothendieck comenzé por estudiar una propiedad en espacios de Banach, que
denominé de aproximacién y a la que nos referiremos en lo sucesivo como a.p.;
ésta es mdas débil que la b.p.

El estudio de las estructuras que puede haber en los espacios de Banach fue
volviéndose poco a poco mds popular y empezoé a ser un campo de investigacién
muy activo alrededor de 1970.

Una linea de investigacién fue trabajar con propiedades intermedias entre la
a.p. v la b.p.; esto es, propiedades més débiles que la de la base, pero mas fuertes
que la de aproximacién. Entre ellas, las més importantes han sido: la propiedad de
aproximacién acotada (b.a.p., por sus siglas en inglés), la propiedad 7 (abreviada
como 7.p.), y la propiedad de aproximacién finito dimensional (f.d.d.p., de nuevo,
por sus siglas en inglés).

Las estructuras que ellas determinan son a las que refiere el titulo de esta
tesis y seran estudiadas a lo largo de la tesis; también se verd, aunque con menos
detenimiento, la propiedad de aproximacién acotada conmutativa (c.b.a.p.), que
recientemente, gracias al trabajo de Casazza [2], adquirié mayor importancia.

En el articulo On bases, finite dimensional decompositions and weaker struc-
tures in Banach spaces, que constituye la base de este trabajo, sus autores, John-
son, Rosenthal y Zippin, lograron establecer relaciones muy interesantes entre las
estructuras que ya hemos mencionado. De hecho, pudieron responder afirmativa-
mente a la pregunta 2, y su trabajo fue citado, en la década de los setentas, en el
articulo ([4]) donde Per Enflo resolvié negativamente el tan enigméatico problema
de la base (pregunta 1), el cual se plantea ahi en términos de la propiedad de
aproximacion .

Durante mucho tiempo, este trabajo de Johnson, Rosenthal y Zippin ha sido
una referencia esencial para quienes estudian esta drea de problemas locales en
espacios de Banach ([2]). En él, aparece como herramienta fundamental el Prin-
cipio de la Reflexividad Local, que tuvo un antecedente en [12] y para la se han
dado diversas demostraciones. Nosotros damos una que estd basada en técnicas
elementales y que fue se debe Martinez-Abejon ([14]).

El Principio de la Reflexividad Local resulté ser esencial para resolver proble-
mas sobre las relaciones que guardan entre sf las propiedades arriba mencionadas
y sobre los parecidos geométricos existentes entre un espacio de Banach, su dual,
y su doble dual.

Por si mismo el resultado es interesante y ha sido una herramienta fundamental
para el estudio de los espacios de Banach. Este establece que aiin cuando el espacio
no sea reflexivo, se tiene una “buena” correspondencia entre los subespacios de
dimensién finita del doble dual de un espacio de Banach y los subespacios de
dimensién finita del espacio original.

El estudio de la propiedad de aproximacion, y el resto de las que hemos men-
cionado, han sido ttiles en muchas de las investigaciones en el drea y, poco a poco,
empezaron a adquirir vida propia.
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En el trabajo se muestran, con base en([9]), las siguientes implicaciones:
b.p. = f.d.d.p. = 7w.p. = b.a.p.= a.p.

Mas complicado es determinar que ninguna de ellas es tan s6lo una reformulacién
de una de las otras y, en particular, que no son formas equivalentes de la p.b.
En caso contrario, muchos de los resultados encontrados habrian resultado menos
interesantes.

Fue poco tiempo después de que Per Enflo resolviera el problema de la base,
que Figiel y Johnson ([6]) fueron capaces de dar el primer ejemplo de un espacio
con la a.p. que no tuviera la b.a.p. Este ejemplo serd analizado en el Capitulo 3
de esta tesis.

En 1987, Stanislaw Szarek ([21]) mostrd la existencia de un espacio con la
f.d.d.p. pero sin base, y dio el primer ejemplo de un espacio reflexivo con la a.p.
que no tiene la b.a.p.

Tiempo después, al combinar los trabajos de Casazza ([2]) y Read ([16]) se
mostré que, la c.b.a.p. junto con la 7.p., constituyen una condicién necesaria y
suficiente para tener la f.d.d.p. y que hay un espacio que tiene la c.b.a.p. y por
tanto la b.a.p., pero no la f.d.d.p.. Entonces dicho espacio tiene la b.a.p. pero no
la 7.p. Parte de estos hechos son también probados en el capitulo final.

Hasta donde sabemos, queda todavia por resolverse la pregunta: ; la 7.p.
implica la f.d.d.p.?, pero el panorama ha sido esclarecido notablemente.

A lo largo de la tesis se mostrard como fue realizada buena parte de estas
investigaciones, enfocandonos sobre todo en el articulo ([9]) y de modo secundario
en (6]), v ([2]).

La tesis estd formada por tres partes. La primera, dedicada a los resultados
bésicos del Anadlisis Funcional, necesarios para abordar el estudio de las propie-
dades antes mencionadas. Ellos pueden constituir un guién para desarrollar un
programa de estudio de un primer curso sobre espacios de Banach .

En el segundo capitulo se presentan e interrelacionan las propiedades objeto
de este trabajo. Ahi podria haberse incluido la seccién final de la tesis, de no
haberse necesitado resultados tan intimamente relacionados con la pregunta 2),
como los que aparecen de manera natural hasta el Capitulo 3; en donde, como
una aplicacion, se presenta la respuesta afirmativa a esa pregunta 2). Este tltimo
resultado ha servido, por ejemplo, para demostrar el inverso del Teorema de
Sobczyk, que se mantuvo por algin tiempo como conjetura y que es mucho més
complicado en su demostraciéon que el teorema original.

Este trabajo tiene componentes muy técnicas. El esfuerzo esencial estd hecho
en las pruebas de los lemas y proposiciones auxiliares que llevan a los resultados
m&s destacables, que en general son presentados como teoremas. Uno de los
éxitos del trabajo es explicarlos con mayor claridad y detalle que la de las fuentes
utilizadas.
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Quedan como tareas pendientes, entre otras, simplificar los enunciados y las
pruebas de los resultados técnicos que aqui se incluyen y proporcionar ejemplos.
Respecto a esto iltimo, las referencias aqui senaladas no son mas generosas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1  Definiciones y resultados sobre espacios norma-
dos.

En este trabajo los espacios vectoriales (lineales) tienen a R o C como campo de
escalares y éste es representado por F.

Escribimos E < X para indicar que E es un subespacio vectorial del espacio
lineal X. Si A C X y X es un espacio vectorial topoldgico, entonces (A) es el
subespacio vectorial generado por los elementos de A y (A) es la cerradura de
dicho subespacio.

Para un espacio vectorial X, se denota con X# al espacio de funcionales
lineales; es decir las transformaciones lineales de X en F. Si (X, 71) es un espacio
vectorial topolégico, entonces escribimos (X, 71)* para denotar a la coleccién de
funcionales lineales continuas segin 7.

Si X es normado entonces Bx denota la bola unitaria cerrada con centro
en 0 y escribimos X* para denotar el espacio de funcionales lineales continuas
definidas en X. Cuando queremos indicar explicitamente la norma del espacio X
escribimos (X, ||-]|) -

Una transformacién lineal continua 7" : X — Y entre dos espacios normados
es llamado un operador de X en Y. El espacio de todos los operadores entre
dos espacios normados X y Y se denota por B(X,Y) y si X = Y, entonces
simplemente escribimos B (X) .

La inmersién natural de un espacio normado X en su doble dual X**se denota
por ~y a la imagen bajo ésta de x € X por . Asi, Z (2*) = 2* (x) paraz* € X y
e X.

Para un espacio normado (X, ||-||) el espacio producto (X", ||-||,) es el espacio
lineal de las n-adas de elementos de X con las operaciones usuales y la norma

(@1, - 2n) oo = pax IEA

Ocasionalmente escribimos X = Y para indicar que dos espacios normados X

1
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y Y son isomorfos, es decir existe T' € B (X,Y’) biyectivo y bicontinuo.

Sea E' un espacio de Banach k—dimensional con base {en}fb:l. La sucesion
( fn)flzl, donde para cada 1 < n < k la funcional f,, esta caracterizada mediante
la propiedad f, (€m) = 6nm (delta de Kronecker) para 1 < m < k, es llamada la

sucesion de coeficientes funcionales asociados a la base {ey, }, _;. Cuando queramos
hacer explicito cudles son los coeficientes funcionales asociados a una base diremos

la base {e1, ..., ex; f1, .. fr} -

Proposiciéon 1.1.1 Sean X un espacio normado y (Ey),> | una sucesion de sube-

o0
spacios de X de dimension finita, entonces Y = < U En> es separable.
n=1

Demostracion.

o0
Demostremos que { |J En> es separable, por lo que el subespacio Y también
n=1

lo es.

Llamemos B,, = {xﬁ"), s :L‘&Z)} a la base de F,,, para cada n > 1. Entonces
[o 9] [o.9] o0
\J By es un conjunto generador de < U En>, pues dado y € < U En>, se sabe
n=1 n=1 n=1

que existe un natural k£ tal que y = Y a;e;, donde e; € E; para cada 1 <1i <k,
i=1

k L.
y {a@-}izl es una coleccién de escalares. A su vez cada uno de los elementos e; se

escribe en términos de la base B; de E;. En consecuencia, y es una combinacién
: (1) (1) (k) (k)
lineal de los elementos {xl gy TEy ey T g eeey Ty,

Esto implica que las combinaciones lineales con coeficientes racionales, si F =
R, o bien de complejos con parte real e imaginaria racional, si F = R, constituyen

o
un conjunto denso en < U En>, y dado que esa coleccién es numerable, se tiene
n=1

que < U En> es separable.ll
n=1

Proposicién 1.1.2 Sean V' un espacio lineal y x7, ..., x), y £* funcionales lineales
en V*. Hagamos

N = ﬂkerxf ={x eV |z (z)=0paratodo i =1,...n}.
i=1

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existen escalares oy, ..., a,, € F tales que

=]+ ana.
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b) Existe v < oo tal que para todo z € V,

< .
2" (2)] <7 max |a7 ()

¢) N C kerz*; o sea 2* (x) = 0 para todo z € N.
Demostracion.

n
a) = b) Sea v = >_ |a;|, entonces para cualquier x € V se tiene que
i=1

n

|<Zlaz )| =Y lail 2} (2)] < 7 max |z} (2)].

1<i<n
=1

b) = c¢) La prueba es obvia.

c¢) = a) Demostremos esta parte por induccién. Sean = 1. Sea z* # 0, pues de
otro modo la afirmacién es inmediata. Supongamos entonces que ker x] C ker z*,
de manera que kerz} # V. Dado que kerz] es un subespacio maximal de V
y V # kerz*, tenemos que kerz] = kerz*. Sea zp € V — kerz*, entonces
V = kerz* @ (xo) y si se define h (z) = z* (z) — ﬂ—l i (z) para cada x € V,

7 (o
) z*(zo)

entonces V' C kerh; o sea, h = 0 y por tanto, z* (z 2 (w0)

queda probada la base de la induccién.
Ahora supongamos vilido el enunciado para n — 1 y probémoslo para n.
n

x3 (z), con lo que

Supongamos que () kerz; C kerz* y definamos g; = ] |kersr para cada
i=1
n—1
1 <4 < n. Entonces, si g = 2" |kerszz, tenemos que () kerg; C kerg, lo cual

i=1
significa, por la hipdétesis de induccién, que existen escalares aq, ..., a,_1 tales que

n—1

* |keraz= z ;T |kerex- De esta manera kerx; C ker (a:* — z ;T *> En-
i=1

tonces por la base de la induccidén, se tiene que existe un escalar a, tal que

- Z a;x; = anTy,, y con esto se obtiene el resultado buscado.l

Definicién 1.1.3 Para dos espacios de Banach isomorfos X y Y se define la
distancia de Banach-Mazur como:

J . 1Tl HT’IH T: X =Y
(X,Y) = inf

es un isomorfimo entre espacios de Banach

Observemos que la distancia de Banach-Mazur no es en realidad una métrica,
de hecho ni semimétrica, pues es, en particular 1 = ||I|| < |T|| |77 para
cualquier isomorfismo T entre espacios de Banach, y por consiguiente, no se satis-
face d (X, X) = 0. Sin embargo, su logaritmo si es una semidistancia; el siguiente
resultado sirve para probar esta afirmacion.
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Proposiciéon 1.1.4 Sean X,Y y Z tres espacios de Banach tales que X =Y y
Y = Z. Entonces
d(X,72)<d(X,Y)-d(Y,Z). (1.1)

Demostracion.
Supongamos que T : X — Y y § : Y — Z son isomorfismos, entonces
SoT:X — Z es un isomorfismo y

ISoTI < ISIITI o |(so )| < 5777

Asi,
d(X,2) <||IS| - |T) - ||[S7H| - |77

De aqui se sigue la desigualdad (1.1).
Proposiciéon 1.1.5 Sean X un espacio normado, D un subconjunto denso en X,

y una red (Ty) acotada en B (X) tal que para todo d € D se tiene que Ty, (d) — d.
Entonces, Ty, (x) — x para todo v € X.

Demostracion.
Por hipdétesis existe M > 0 tal que ||T,|| < M para todo a. Sea z € X,
entonces, dado € > 0, existe dy € D tal que || — dy|| < 77555 Ademds, existe

(M+1)2
ap tal que para todo a > ag se tiene [T}, (do) — do|| < 5. Entonces, a > ag
implica
[ Te () — 2| < [[Ta () — Ta (do)|| + [T (do) — dol| + [ldo — x|

<
< (I17all + 1) lldo — 2l + [| T (do) — dol| < e.

Asi, T, () — x para todo z € X.H
El siguiente es un resultado sobre espacios topolégicos que incluimos aqui por
su uso generalizado.

Proposicién 1.1.6 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y f : (X,7) — R una fun-
cion. Entonces {x € X | f(z) < ¢} es cerrado para todo ¢ € R si y sdlo si para
cualquier red {4} que converge, digamos a xg, se satisface:

f (o) §limainf f(zq) .

Demostracion.
=) Supongamos para alguna red {x,} que converge a xzy € X, se tiene
que liminf f(za) < f(z0). Entonces existe ¢ > 0 tal que liminf, f (z4) =
(07

a < f(xg) — €. Por ser a un limite inferior, sabemos que existe una subred {yg}
de {zo} tal que f (yp) — . Dado que a < f (x0) — €, existe (3, tal que si 8 > 3,
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entonces f (yg) < f (zo) — €. Asi, {yﬂ}ﬁZﬂo es una subred de {z,} que estd con-
tenida en el conjunto cerrado {z € X | f (x) < f (zo) — €}. Por tanto, el limite de
{yb}beO, que es el mismo xg, pertenece a ese mismo conjunto. Por consiguiente
fimyp) = f(x0) < f(x0) — ¢, lo que es falso. Por tanto, f (xg) §1imainf f(za).

<) La prueba de esta implicacién es obvia.ll

1.2 Los espacios () ©X}),

Proposicién 1.2.1 Sean 1 < p < 00 y {(Xg, [|‘|l)} ey una familia de espacios
de Banach. Definimos

1

00 P
<Z EBXk> = (Tg)pey 2k € Xi para cada k> 1, y <Z ||£L‘k||£> < 00
p

k=1

Entonces, (3 ®Xy), es un subespacio vectorial de [ X y ((Z ©Xk), ||H>

k>1
N\
es un espacio de Banach, donde ||(zg)ie,l = <Z kaM) para
k=1
(Tk)pe1 € (22 ©Xk),
Demostracion.
Observemos que para (zx)p—; en [[ Xj se cumple: (wx);2; € (3 ®Xy), siy

k>1
s6lo si (||xxlly)pey € (lp, H-||p), y de hecho

Ilzx DR, = Nl (zn) eyl -

i) <Z HO||p> =0, 0sea, (0);2; € (3 ®Xy), v [1(0);Z, ] = 0. Por otra parte,

st [|(2x)|| = 0, entonces||([|lz[|)]l, = 0; es decir, ([[zxl;) = (0), y asf, (zx) = (0).
ii) Sea A un escalar y (w) en (3 ©Xg),, entonces (|A[ [lzxlly) = ([[Azk|;) € €
y asi, A (zg) € O] ®Xy) i més anin,

IA Gl = Uzl = AT (lzgll )1, = AL )]

iii) Sean (rx) y (yx) en (30 @®Xk),. Sabemos que (|||, + lyxll,) estd en 17,
y por consiguiente,

o0 v [ v
<lewk+yk\\§> = <Z(Ilwkllk+ H%IIU”) < [l + 1kl < oo
k=1 k=1
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de manera que (zy + yx) estd en (3 SXy), y
1w+ yi) | < 1)l + [ )l -

Con esto queda probado que ((Z ©Xk), ||H> es un espacio normado.
Veamos que ((Z ©Xk), . I H) es completo. Tomemos una sucesién de Cauchy

(wn)pey en (S @X4),. 1), donde y = ()72, para cada n > 1.
Sea € > 0. Existe un natural N tal que si m,n > N, entonces

o0 »
lyn — ymll = (Z vk — yZ‘IIi) <e
k=1
En particular,
r »
(Z vk — y?é"\i) <e (1.2)
k=1

para todo r > 1, si m,n > N; de donde, ||y} —yi*||} < € para cada 1 <k, si
m,n > N.

Asi, tenemos que para cada k > 1, la sucesién (y}!)>", es de Cauchy, y por
tanto convergente, en el espacio de Banach Xj;. Hagamos y; :nlggo yp - Afir-

mamos que (yx)pe, es el limite de la sucesion (yy,) .
Sea r > 1. Al tomar n > N y hacer m — oo en (1.2) obtenemos

T :
<Z lyx — yﬂi) S €
k=1
y por tanto, X
0 P
<Z lyx — yk\£> <esin>N. (1.3)

k=1
De donde, (y,iv — yk):):l e > aeX k)p y por la linealidad de este espacio con-
cluimos que (yx)z=; € (O ®Xk),, -
Dado que € > 0 fue arbitraria, se tiene que (yx ), es el limite en ((Z SXk), Il H) de
la sucesion (y,,).H

1.3 Anulador y preanulador. El adjunto de un opera-
dor

Definicién 1.3.1 Sea X un espacio de Banach. Para A C X yV C X*, defini-
mos:
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At ={2* € X*: 2* (a) = 0 para todo a € A}.
Vi={xe X :2*(z) =0 para todo z* € V'}.
At es llamado el anulador de A y V| el preanulador de V.

Proposicién 1.3.2 Sea X un espacio de Banach. Si A,B C X con A C B y
V.W C X*, con V C W entonces:

a) Bt C AJ‘, W, cV,.

b)A = ALV, =V

¢) X+ ={0}, X7} = {0}.

Demostracion.

a) Sea x* € B, entonces z* (b) = 0 para todo b € B; en particular, z* (a) = 0
para todo a € A, es decir que z* € AL,

Andlogamente, tomemos x € W, entonces z* (x) = 0 para todo z* € W, lo
cual implica que x* (x) = 0 para todo z* € V.

b) Por a), AT c AL Porotra parte, si z* € X* y 2* (a) = 0 para todo a € A,

entonces z* ( lim an) = lim z* (a,,) = 0 para toda sucesién (a,) en A que es
n—oo n—oo

. —1

convergente; de donde se sigue A+ C A™.
Para demostrar la segunda igualdad procederemos de manera andloga. Por el
inciso a), V. C V|, y, si tomamos x € X tal que z* (x) = 0 para todo z* € V,

*

y se considera una sucesién (x},

) en V' convergente, entonces (7}1_{210 :E;*l) (z) =

lim 2 () = 0. De ahi que V| D V.

n—00

c) Por definicién, f € X+ siy sélosi f € X* y f(x) = 0 para todo x € X, es
decir f = 0.

Es claro que 0 € X7 . Por otra parte, si z # 0, el Teorema de Hahn Banach
asegura la existencia de un funcional f € X* tal que f (x) # 0 y entonces, v ¢ X7 .
Asiz € X7| siysélosiz =01

Definicién 1.3.3 Un operador P : X — X entre dos espacios normados es

llamado una proyeccion si P2 = P. Se dird que es una proyeccion sobre E si
P(X)=F.

Definicién 1.3.4 Sea T : X — Y un operador entre dos espacios normados. Fl
operador T* : Y* — X* definido como T (y*) = y* o T es llamado el adjunto de
T.

Entre las propiedades de T™ estén:
o |7 = [T

e La transformacién * :B (X,Y)—B (Y*, X*) es un operador.
T T
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o (SoT)*"=T*0S*siT:X - Y yS:Y — Z son operadores entre los
espacios normados X,Y y Z.

o T™ ()?) :m.

Proposicién 1.3.5 Sean X y Y dos espacios normados y T € B(X,Y). T es
un operador de rango finito si y sélo st T™ lo es.

Demostracion

Recordamos que se dice que un operador es de rango finito si la dimensién de
su rango es finita.

Supongamos que T' es de rango finito y sea (yi,...,yn) una base de T (X).
Consideremos la n—ada (yj,...,y:) € Y™ de coeficientes funcionales de (y;).

Entonces T'(z) = Y y’ (T (z))y; para todo € X. Asi, para y* € Y* y
i=1

n n
x € X tenemos, T" (y*) (x) = y* X;yi (T (x)) yz> = leiz W) T (y7) (x) ¥
1= 1=
asi, (T (y7),.... T* (y})) =T* (Y*) y T* es de rango infinito.
Inversamente, supongamos que T* tiene rango finito. Por la primera parte de

—

la prueba, T%* (X**) tiene dimensién finita y como T (X) = T* ()?) ST (X))
se sigue que 7' (X) tiene también dimension finita.l

Proposicién 1.3.6 Sean X y Y dos espacios de Banach yT : X — Y un ope-
rador. Entonces

a) ker (T*) = Ran (T)*. En particular si Ran (T) es denso en Y, entonces
ker (T*) = 0; 0 sea T* es inyectivo.

b) ker (T') = Ran (7). .

¢) Ran (T') = ker (T™) . .

d) Ran (T*) C ker(T)*. Si Ran(T) es cerrado, en particular si T es una
proyeccion, entonces se da la igualdad.

Demostracion.
a) Observemos que

¥ € kerT* < 2*0T =0
< z* (T (x)) = 0 para todo = en X
& 2" € (RanT)" .

Asf, ker T* = (RanT)™. Si Ran (T) es denso en Y, entonces

ker T* = (Ran (T))* = (Rw(T))L —vl=o.



1.3 ANULADOR Y PREANULADOR. EL ADJUNTO 9

b) Como Y™* es una familia separante de funciones para Y, entonces
T(z)=0<y" (T (x)=T"(y") (x) =0 para todo y* € Y.

O sea, x € ker (T) si y s6lo si x € Ran (7). y obtenemos b).
c) Para probar que Ran (T') C ker (T%). tomemos y € T (X). Entonces existe
una sucesion (x,) en X tal que T (x,,) — y. Dada y* € ker (T™), se tiene:

0=T"(y") (zn) =y (T (z,))

y* (T (zp)) — y* (y) cuando n — oc.

De manera que y* (y) = 0 para cada y* € ker (7). Asi, y € ker (T%)..

Para probar la contencién Ran (T) D ker (7%)., supongamos que existe
y € ker (T™). tal que y ¢ Ran (T"). Asi, por el Teorema de separacién de Hahn-
Banach, existe una funcional y* € Y* tal que y*(y) # 0y y* (T (z)) = 0 para
todo = € X. Notemos que esto tltimo nos dice que 7% (y*) es la funcional cero,
y que por tanto y* € ker (T%), y como y* (y) # 0, se contradice el hecho de que
y € ker (T7). .

d) Se probard mas adelante cuando se haya introducido la topologia w*. B

Corolario 1.3.7 §5i S: X - Y y P: X — Y son dos operadores definidos entre
espacios de Banach X yY tales que Ran S C Ran P, entonces ker P* C ker S*.

Demostracion.
Como RanS C Ran P, se tiene que (RanP)* C (RanS)’. Por a) de la
proposicién anterior, ker P* C ker S*.1

Corolario 1.3.8 Sea T : X — Y wun operador suprayectivo entre espacios de
Banach, entonces T* : Y* — X* es un operador inyectivo.

Demostracion.
Se sigue inmediatamente del inciso a) de la proposicién anterior.ll

Proposiciéon 1.3.9 Sea X un espacio de Banach y P : X — X una proyeccion.
Entonces (P (X))" es isomorfo a P* (X*) yd((P(X))",P*(X*)) < ||P|.

Demostracion.

Sea T : (P(X))" — P*(X*) definida como T (g) = P*(x*), donde x* es
cualquier extensién continua a X* de g. Esta transformacion estd bien definida,
pues si * y y* son dos extensiones continuas de g y x € X, entonces

P (2%) (x) = 2" |pex) (P (2)) = g (P () = P* (y") (x) -
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Evidentemente T es una transformacién lineal, y si 7' (g) = 0 entonces 2*o P =
go P =0, de manera que g = 0, o sea que T es inyectiva. Ademds dado z* € X*,
se tiene que g = z* |p(x) cumple que T'(g) = P* (z*), y por tanto T' es sobre.

Veamos que T es bicontinua, y estimemos ||T| y || T~ para aproximar la
distancia Banach-Mazur de (P (X))* y P* (X*).

Dado g € P (X )" sea z* € X* una extensiéon de Hahn-Banach de g. Entonces,
T (9)| = |1P* ()| < IP|llg]l, con lo cual T es acotada y ||T|| < ||P]|. Por otra
parte, si P* (z*) € P*(X*), entonces T~! (P* (z*)) = 2* |p(y), y para # € X se
tiene:

2" ey (P @D = [l (P* @)
= [|P* (") (P ()]
< P* @) HIP (@)
N == |p H \P* (X*)||, de manera que || 77| < 1.

Todo esto nos dlce que d ((P ( )) P (X*) < |T|[ |7 < |P|.m

1.4 Topologias w y w*

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio normado. La topologia débil w estd definida
en X por la familia de seminormas {pg+ : * € X*} donde py+ (x) = |x* (z)| para
todo x € X. La topologia débil-+ denotada por w* estd definida en X* por la
familia de seminormas {py : * € X}, donde py (x*) = |z (z*)| = |z* (x)| para todo
x* e X*.

~

Proposicién 1.4.2 Sea X un espacio de Banach. Entonces (X*,w*)* = X.

Demostracion.

X C (X*,w"), ya que |Z (2*)| = ps (z*) para todo z € X y z* € X*.

Inversamente, si f € (X*,w*)*, entonces existe € X tal que |f (z*)] <
e (T*) = |:£( *)| para todo z* € X*. Por la Proposicién 1.1.2 se tiene que
=X\ = o para algin escalar A y por tanto, f € xm

A continuacién recordamos dos teoremas clasicos del Analisis funcional, lo
enunciamos solo para buscar que la exposicién sea lo més completa posible. Su

demostracién puede encontrarse en [15].

Teorema 1.4.3 (Teorema de Goldstine) Sea X wun espacio normado, y
T X — X** el mapeo candnico. Entonces B es w*— denso en Bxsx.

Teorema 1.4.4 (Teorema de Helly) Sea X un espacio normado. Sea{fi,..., fn} C
X* una coleccidon finita no vacia y sean cq, ..., ¢, escalares. Entonces son equiva-
lentes:
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a) Existe g € X tal que f; (x9) = ¢; para cada 1 < j <n.
b) Existe M > 0 tal que

larer + ... + anen| < Mg fi+ ... + an fol]

para cada conjunto de escalares aq, ..., ay,.
Ademds, si se cumple b), para cada € > 0 el elemento xg que satisface la
condicién a) puede escogerse de manera que ||zgl| < M + €.

Teorema 1.4.5 Sea (X, |-||) un espacio normado y sea ||-||, una norma definida
en X* tal que |||, es equivalente a la norma dual de ||-||. Supongamos que siempre
que (x}) es una red w*—convergente en X*, se cumple:

*

|w* — lim :

< liminf ||«
C

la la-

Entonces, existe una norma ||-||, en X, equivalente a |-||, tal que ||-||, coincide
con la norma dual de |||, -

Demostracion.

El simbolo ||-|| va a ser usado sin distincién para referirnos tanto a la norma
original en X, como a la que ella induce naturalmente en X*. Los sfmbolos |-
y |||} se usardn para referirnos a las normas duales de ||-||> y |||, en X* y X**,
respectivamente.

Sea x € X, entonces definimos la norma |||, en X como:

ll, = IZllg = sup {12 (z)] : "]l <1}

Comprobamos ahora que se trata de una norma equivalente a ||-|. Sean
m, M > 0 tales que
mlz*| < 2%, < M la"]]

para todo x* € X*; asi,

lell, = sup {J2* (@) 2", < 1}
< sup {Ja ()] : m |"] < 1}
< gl == |l
— ||zl = — ||z -
- m
Por otra parte,
lell = [7l = sup {Jo ()] | l="]| < 1}
* 1 *
< sup {Jo" @) 37 1”1l < 1]
= Mzl

Por tanto, m ||z||, < ||z|| < M ||z||,.
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Solo falta demostrar que ||-|[; = ||-||,- Sea z* € X* tal que ||z*|, < 1. Para
xz € X, con ||z|[, <1, se tiene que

2" (2)] = |2 (=) < [|1Z]lg [l="llq = Nzllp [l2*[l, < 1.
De manera que
¥l = sup{|z” ()| : [l2*[|, <1} < 1

siempre que |z*||, < 1.

Dado x* € X* distinto de cero, como z* = %

m cumple que ||z*||, = 1, y por

lo anterior: ||2*||; <1, entonces ||z*||; < ||z*||,. De donde,
="l < ll*1l,

para todo z* € X*

Inversamente, sean x* € X* € > 0 y V un subespacio n—dimensional de X
con base {x1,...x,}.

La inmersién algebraica~: (X, ||-[|,) — (X*,[]-]|,)" es una isometria, pues

121l = sup{|z* (2)] | llz*[l, < 1} = [|l=[, -
Sean az, ..., a, escalares arbitrarios, entonces

larz™ (1) + ... + anz™ (xy)

IN

lz* Iy larz1r + - + anxn|l,

— & 1T + .+ an

Ast, por el Teorema de Helly existe zj, € X* tal que 3, (v;) = Z; (2F,) =
x* (x;) para todo 1 < i < ny tal que ||z},||, < [|z*||, + €. En particular, zj, [y=
z* |V-

Dirijamos con la relacién de inclusién a todos los subespacios V' de dimensién
finita de X, entonces podemos considerar la red (z7,) en X*, donde cada xj, estd
construido como arriba.

Sea x € X, entonces para todo V < X de dimensién finita que contenga a x,
se tiene x§, (x) = * (x). De donde zj, (x) — 2™ (x) para todo € X y por tanto,
(x3,) es una red w*—convergente a x*.

Tenemos,

o, < o [z, < l2*1l; +e.

Es decir, ||z*||, < ||=*|; para todo z* € X*. Por lo que [|-||, = [|-|/; ®

Definicién 1.4.6 Sea X un espacio normado y A C X, entonces se dice que A
es w— acotado (débilmente acotado) si el conjunto {z* (a) | a € A} es acotado
para cada ¥ € X*.



1.4 TOPOLOGIAS W Y W* 13

Proposiciéon 1.4.7 Sea X un espacio de Banach y A C X, entonces A es acotado
en la norma si y solo si es débilmente acotado.

Demostracion.

=) Si A es acotado en la norma, entonces existe M > 0 tal que |la|| < M
para todo a € A. Asi, dado cualquier * € X* y a € A, tenemos que |z* (a)| <
llz*|| [|a]| < M ||=*|| de manera que {z* (a) | a € A} estd acotado por M ||z*|| para
cada z* € X* y A es w—acotado

<) Si A es w—acotado entonces para cada x* € X* existe M- > 0 tal que
|a (x*)| < My~ para todo a € A, entonces por el teorema de Banach-Steinhaus
existe M > 0 tal que |la|| = ||a|| < M.1

Lema 1.4.8 Sea X un espacio normado y x* € X# . Entonces z* € X* siy
sdlo si x* es w—continua.

Demostracion.

=) Sean z* € X* y € > 0. Entonces B = {z | |z* (z)| < €} es una vecindad
abierta en la topologia débil y x* es por tanto, w—continua.

<) La topologia de la norma es més fuerte que la débil.ll

Lema 1.4.9 Sean X y Y dos espacios normados y'T : X — Y wuna transforma-
cion lineal. Entonces T' es (w — w) —continuo si y solamente si y* oT' es acotado
para cada y* € Y* (0 sea, y*oT € X*).

Demostracion.

Sea (r,) C X una red w—convergente a € X. Entonces T (z,) — T ()
siy solo si y* (T (xq)) — y* (T (x)) para todo y* € Y*. De manera que T
es (w — w) —continuo si y sélo si la funcional y* o T' es w—continua para todo
y* € Y*, lo cual, por el Lema 1.4.8 equivale a que T" es (w — w) —continuo si y sélo
si
y*oT € X* para todo y* € Y*. 1

Proposicién 1.4.10 Sean X y Y dos espacios normados y T : X — Y una
transformacion lineal. Entonces T es (||-|| — ||-||) —continuo si y sdélo si T es
(w — w) — continuo.

Demostracion.

T es norma continuo si y sélo si 7' (B [0]) es norma acotado, y por la Proposi-
ci6én 1.4.7, sabemos que esto ocurre si y sélo si T'(Bj [0]) es w—acotado, es decir,
si y solo si y* (T (B [0])) es acotado para todo y* € Y*, o lo que es lo mismo si y
sélo si y* oT" es un operador acotado para cada y* € Y*. Finalmente, por el Lema
1.4.9 obtenemos: T' es norma continuo si y sélo si T" es (w — w) —continuo. Ml
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Proposicién 1.4.11 Sean X y Y dos espacios de Banach y T : X — Y un
operador, entonces T* : Y* — X* es w* — w*— continuo. Reciprocamente, si S :
Y* — X* es una transformacion lineal es w* — w*— continua, entonces existe un
dnica transformacion lineal (w — w) —continuo, y por consiguiente, (||| — ||-|) —
continua, T : X =Y, tal que T* = 5.

Mas atin, st X =Y y 51 : X* — X* es una proyeccion, entonces T : X — X
también es una proyeccion.

Demostracion.

Para la primera parte, consideremos una red (y}) en Y* que w*— converge a
y* € Y*. Entonces T* () (x) = y (T (x)) para todo = € X. Gracias a la w*—
convergencia de (y%), se tiene entonces que y: (T (z)) — y* (T (z)) para todo
x € X, o, lo que es lo mismo, T* (y) () — T* (y*) (x) para todo = € X; lo
cual significa que T* (y%) w*—converge a T™ (y*) en X*, de manera que T™ es
(w* — w*) — continuo.

Para la segunda parte, supongamos que S7 : Y* — X* es lineal y (w* — w*) —
continua. Sea (y}) una red en Y* que w*— converge a y* € Y*, entonces (S1 (7))
es una red w*—convergente a S (y*) en X*. Esto significa que para cada x € X,
la transformacién lineal 0 S : Y* — T satisface

(7 051) (Ya) = (To51) (v7)

de manera que T o S; : Y* — F es un funcional lineal w*— continuo para cada
z e X.

Por la Proposicién 1.4.2, ¥ o S7 estd en Y para cada x € X. De esta forma,
si lamamos ~: Y — Y al operador inverso del isomorfismo natural entre Y y
Y c Y**, entonces 7o S; €Y.

Definamos T': X — Y como T (x) = ¥ o S;. Es claro que T es lineal. Para
demostrar la (w — w) — continuidad de T, consideremos una red (z,) en X que
w—converge a x € X. Tenemos

v (T (o)) =y (Tao 51) = Fa o S1(y")

Ta 051 (y*) = S1(y") (2)
para todo y* € Y*. Asi,
Y (T(2a)) = S1(y") () = To S1(y") =y (T'(2))

para todo y* € Y™, lo cual significa que T'(z,) w-converge a T'(z) en Y y T
es (w—w)— continuo. Por la Proposicién 1.4.10 se tiene entonces que 7' es
(-l = 1I-11) = continuo.
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Veamos que T = S;. Sea y* € Y*, entonces T* (y*) = y* o T, y por tanto

() (@) =y (7051) = @o5) ()
= S51(y") (x)
para todo z € X y asi T™* (y*) = 51 (y*). El operador T es tinico debido al teorema
de Hahn-Banach.

Ahora supongamos que estamos considerando el caso particular en que X =Y
y 51 es una proyeccion, entonces

—

T? () =T (x) 0 S)

y por consiguiente,

—_— —

T?(x) =T (x)oS1=2085105 =705 =T (x)
para todo x € X. Esdecir, 7?2 = T y asi, T : X — X es también una proyeccién.l

Corolario 1.4.12 Sean X y Y dos espacios normados, y T : X — X un opera-
dor. T es una proyeccion si y sdlo si T : X* — X* es una proyeccion.

Demostracion.
Supongamos que T' es una proyeccion, entonces

T*(T*(y") =y oToT =y"oT=T"(y").

O sea, (T*)* = T* y sabemos que || T|| = ||T*||, por tanto, T* es una proyeccién
El reciproco se sigue de la Proposicién 1.4.11.1

Lema 1.4.13 Si V es subespacio de X, entonces (VL)J_ =V, ysiW es un
subespacio de X*, entonces (W, )" = W ker (T) =Ran (T7). .

Demostracion.

a) Es claro que V C (V+) | Y ahora mostramos que (V) | es cerrado: sea (zp)
una sucesién en (V1) , convergente a # € X. Dado que para todo z* € V* se
cumple que z* (z,,) = 0 para cualquier n > 1, entonces * () = lim, 00 * (z,) =
0. De manera que x € (V*) .

Lo tnico que queda por ver es que (VL) e V. Para ello consideremos x ¢
V. Por uno de los corolarios del Teorema de Hahn-Banach, existe una funcional
r* € X* tal que V C kerz*, y 2* (z) > 0. Esto quiere decir que z* € V=* y
x ¢ (VL) | - Es decir, todo elemento de (VL) | también lo es de V.

b) La demostracién es totalmente andloga a la anterior. Es claro que W C
(W) y (WL)F es w*—cerrado ya que si (z%) es una sucesion en (W) conver-
gente a x* € X. Dado que para todo x € W, se cumple que z () = 0 para todo
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n > 1, entonces z* (z) = lim a7 (z) = 0. De manera que z* € (W,)*. De aquf
n—oo

se sigue que W (W)™,

Por otra parte, sea z* ¢ W*". Por uno de los corolarios del Teorema de Hahn-
Banach, existe una funcional 7 € (X*,w*)" tal que W C ker z,y z(z*) > 0.
Esto quiere decir que z € Wy y 2* ¢ (W,)*. Ast. (W,)* C W m

Corolario 1.4.14 Sean X yY dos espacios de Banach yT € B(X,Y), entonces:
a) (ker (T))* =RanT*" .
b) (ker (1)), = T(X).

Demostracion.
a) Por el inciso b) de la Proposicién 1.3.6, sabemos que ker (T') = (™ (Y™*)) |,
por lo que (ker (T))* = ((T* (Y*))L)L. A su vez, por el Lema anterior tenemos

w e
. Asi,

que ((T* (Y*)) )" =T+ (Y

w*

(ker (1)) = T* (Y*)

b) Por el inciso a) de la Proposicién 1.3.6, sabemos que ker (%) = (T (X))*,
y que, por consiguiente tenemos que (ker (7)), = ((T (X))J‘>L Por el lema

anterior, ((T (X))L)L =T (X), de donde
(ker (T™)), =T(X).1
Teorema 1.4.15 Sean X, y Y dos espacios de Banach yT € B(X,Y), entonces

a) T' es inyectivo si y sélo si RanT* es w*—denso en X*.

b) T™* es inyectivo si y sé6lo si RanT es denso en Y.

Demostracion. §

a) Por el inciso a) del corolario anterior tenemos (ker (T))* = T* (Y*)" . T es
inyectivo si y s6lo si ker (T') = {0}, y esta dltima igualdad equivale a (ker (T'))* =
X*. De donde, T es inyectivo si y s6lo T* (Y*)w* = X*.

b) La prueba es andloga a la anterior. Por el inciso b) del corolario anterior
tenemos (ker (7)) | =T (X).

T* es inyectivo si y sélo si ker (T*) = {0} y esto tultimo equivale a que
(ker (7)), = X. Por tanto, T* es inyectivo si y s6lo si T'(X) = X. I

Corolario 1.4.16 Sean X y Y dos espacios de Banach yT € B(X,Y). Si T es
un isomorfismo, entonces T* también lo es.
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Demostracion.

Por el Teorema de la funcién abierta basta probar que si T es biyectivo,
entonces T también lo es.

Por b) de teorema anterior si 1" es sobre, entonces 7™ es inyectivo.

Supongamos que z* € X*. Entonces z* o T~ 1 c Y* y

T* (a:*oT_l) —z*oT 'oT = 2%,

por consiguiente, T* es suprayectivo.ll
El siguiente es un teorema cuya demostracién decidimos no incluir y puede
encontrarse en [17].

Teorema 1.4.17 Sean X yY dos espacios de Banach yT : X — Y un operador.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Ran(T) es norma-cerrado.

b) Ran(T*) es w*-cerrado.

¢) Ran(T™*) es norma-cerrado.

La siguiente proposicién es el inciso d) de la Proposicién 1.3.6 que no fue
demostrado en su momento por requerirse la nocién de la topologia w*.

Proposicién 1.4.18 Sean X y Y dos espacios de Banach y T : X — Y un
operador. Entonces Ran (T*) C ker (T)*. Si Ran (T) es cerrado, en particular si
T es una proyeccion, entonces se da la igualdad.

Demostracion.

Para la primera parte tomemos x* € Ran (T*), entonces existe una sucesién
(yr) en Y™ tal que T™ (y}) — z* cuando n — oo; en particular, vy (T (x)) —
x* (), cuando n — oo y para cada x € X. De esta forma, si z € ker (7)),
entonces z* (z) = 0, lo cual significa que z* € ker (T')".

Ahora supongamos que Ran (T) es cerrado, entonces su rango es cerrado y
por tanto, Ran (7™) es norma-cerrado y w*-cerrado en X*, o sea Ran (7T%*) =
Ran (T*)w* — Ran (T%). Sea z* € ker (T')*, o sea, z* (x) = 0 siempre que T (z) =
0 y supongamos que x* ¢ Ran (T™). Asi, existe T € (X*,w*) tal que z (T™ (2¥)) =
0 para todo z* € X* y T (x*) # 0; es decir, z* (T (x)) = 0 para todo z* € X* y
2* () # 0; de donde T'(z) = 0 y 2* (z) # 0, lo que contradice que z* € ker (T)*.

Asi, ker (T)* C Ran (T*).1

Proposicién 1.4.19 Sea X un espacio de Banach, y sea Z < X* de dimension
finita. Entonces Z es w*—cerrado.

Demostracion.

Primero notemos que si denotamos por 7). y & T+ a las topologias relativas
en Z inducidas por la norma en X* y por la topologfa w* respectivamente; en-
tonces, por ser Z de dimension finita y por ser (Z, TH,”) y (Z, Ty+) ambos espacios
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vectoriales topolégicos de Hausdorff, tenemos que 7. y 7, son equivalentes. En
particular como 7. es primero numerable, también 7.+ lo es.

Si una sucesién (z,) en Z es w*—convergente a x* € X*, entonces (z,) es,
segtin la topologia w*, de Cauchy. De nuevo por la equivalencia de las topologias
que estén considerandose, tenemos que (z,) también es de Cauchy en (Z, 7'||_H), y
por consiguiente, existe un elemento z; € Z que es el limite de (z,) en la norma.
y por tanto, z, — z;; de donde z1 = 2* yz* € Z. B

El que sigue es otro resultado cldsico del Andlisis Funcional, su demostracién
puede encontrarse en [15]

Teorema 1.4.20 (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un espacio normado. En-
tonces Bxx es w*—compacto.

Proposicién 1.4.21 Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Para cada subespacio
Z < X* de dimension finita y cada M > 0, sea ||-||; 7 la norma definida en X*
como

donde d (z*,Z) = inf {||z* — z|| | z € Z}.
Entonces, para cada una de estas normas |||, z. eziste una norma correspon-

diente || s 7, definida en X, equivalente a |||, y tal que su norma dual coincide
con ||| ar,z-

Demostracion.

Cada norma [|-||5; , es equivalente a [|-[| en X*, ya que si 2* € X*, entonces

[} < [l [l + Md (2%, Z) < [|lz*|| + M |27 = (1 + M) [|l27]],

por lo que
2] < 2™l g,z < (L + M) |||

para todo z* € X*.
Afirmamos que para cada ¢ € R, el conjunto

de={a* € X* |d(z*,Z) <c}

es w*—cerrado. Notemos que d. = () (Z + Betc [0]).
e>0
Por la Proposicién 1.4.19 sabemos que Z es w*—cerrado, y por el Teorema de

Banach-Alaoglu By [0] es w*—compacto; de donde, Z + Bey¢ [0] es w*—cerrado
para todo € > 0 y d. también lo es.

Por el Lema 1.1.6, lo anterior quiere decir que para toda red (z}) que es
w*—convergente a x* en X*se cumple d (z*, Z) glimainf d(x}, 7).
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*

Mostraremos que ||z*|| <liminf ||x}
(0%

|. Dado que para cada z € X se satisface

x} () — o* (x), entonces, si ||z|| =1y € > 0, existe ag tal que

|27 (2)] = |2 ()| < fag () — 2™ (2)] < e

para todo a > ayg.
Ast, |o* (x)] < |25 (x)] + e < (Jai|| + €) v entonces, ||z*| <liminf ||2}| + e.
(0%

Como esto ocurre para toda € > 0, entonces ||z*|| <liminf ||z ||
[0

Por lo anterior, se tiene

la*lasz = ll2*]l + Md(a*, Z) <liminf a3 + M liminf d (23, 2)

< liminf ([lzg || + Md (xg, 2)) =liminf |23 7 -

Asi, estamos en condiciones de usar, para cada norma |||, ,, el Teorema
1.4.5 y por tanto, es cierta la afirmacién.ll

1.5 Topologias WOT y SOT en B (X,Y)

En el espacio lineal B (X,Y") de todos los operadores lineales entre X y Y usual-
mente se considera la topologia definida por la norma. Sin embargo, existen otras
topologias que pueden serle asignadas; entre éstas vamos a considerar la topologia
débil de operadores, cuya abreviatura serda WOT, por sus siglas en inglés, y la
topologia fuerte de operadores, que abreviaremos como SOT, también por sus
siglas en inglés. Veamos cémo estén definidas y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.5.1 Sean X y (Y, ||-||) dos espacios normados Banach. Para cada
x € X, definamos en B(X,Y) la seminorma Py (T) = ||T (x)||. Entonces la
topologia generada por la familia de seminormas { Py : x € X} se llama la topologia
fuerte de operadores (SOT ).

Definicién 1.5.2 Sean X y Y dos espacios normados. Para x € X,y* € Y™,
definamos en B(X,Y) la seminorma Py« (T) = |y* (T (x))| = |T* (y*) (x)]. A
la topologia generada por la familia de seminormas { Py : x € X,y* € Y*} se le
llama la topologia débil de operadores (WOT ).

Observaciones 1.5.3 Notamos que la convergencia de operadores segin la topologia
fuerte de operadores es equivalente a la convergencia puntual. Por otra parte, la
convergencia puntual de la red de operadores adjuntos (T7%) a T™ implica la WOT-
convergencia de esa red de operadores (Ty) a T.

Dado que las topologias débil y fuerte de operadores estan definidas por una fa-
milia de seminormas, se tiene que tanto (B (X,Y),SOT) como (B(X,Y),WOT)
son espacios lineales localmente convexos.
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Proposicién 1.5.4 Consideremos el espacio B(X,Y), donde X y (Y,||-]|) son
dos espacios normados. La topologia SOT es mds fuerte que la topologia WOT .

Demostracion.

Sea (Ty) una red en B (X,Y’) convergente, segin la topologia fuerte de oper-
adores, a T' € B(X,Y). Esto significa que, si z € X, entonces T, () converge a
T (x) en Y y por consiguiente, (T, (x)) — y* (T'(z)) para cada y* € Y™, y esto
significa que, (T,) converge a T', segin la topologia débil de operadores.ll

Teorema 1.5.5 Sean X y (Y, ||-||) dos espacios normados, y sea F : B(X,Y) —
F una transformacion lineal al campo escalar, entonces F' es SOT— continua si
y solo si F es WOT— continua. O sea, (B(X,Y),SOT)* = (B(X,Y),WOT)".

Demostracion.

Notemos que, dado que la topologia W OT esta contenida en la SOT, entonces,
si F' es WOT— continua, entonces necesariamente es SOT— continua.

Para el reciproco, supongamos que F' : B(X,Y) — F es SOT— continua. Esto
significa que existe € > 0 y una coleccién finita {z1,...,x,} de elementos en X,
tales que si Py, (T') = ||T (x;)]| < € para todo 1 <1 < n, entonces |F (T)| < 1.

Consideremos entonces al espacio producto (Y, |||,.), ¥ definamos el ope-
rador H : B(X,Y) — Y™ como H(T) = (T'(x1),....,T (x)), y el operador
f:ran(H) — Y™ que hace conmutativo al diagrama

BXx,y) & F
H| ./

ran (H)

osea, f(2) = F(T) si z = H(T). Observamos que si ||H (T)|,, < 6e con
6 > 0, entonces maxi<;<p ||T (z;)|| < de, y por tanto, |[F(T)| < 1-6 = 6; por
esto podemos asegurar que f estd bien definido pues si H (T) = H (R) = z,
entonces ||H (T) — H (R)|, = ||H(T — R)||., < ¢ para todo § > 0 y en-
tonces |F(T'— R)| = |F(T)—F (R)| < 6 para cualquier 6 > 0, lo cual sig-
nifica F'(T) = F(R), Ademés f es claramente lineal y probamos que es con-
tinua argumentando como antes: ||z —w|, = ||H (T) — H (R)||,, < d¢ implica
|f (2) = f (w)| = |F (T — R)| < 6 para cualquier 6 > 0.

Asi, f € (ran H)*, y por el Teorema de Hahn-Banach, existe una extensién
f1€ (Y™ de f. Dado que (Y*)" y (Y™)* son espacios isomorfos via la transfor-

oo

n
macion (v, ...,y5) — > yF (+), existen yf, ...,y € Y* tales que, para cada n- ada
i=1

(Y1, yn) en Y™, f1 (Y1, yn) = ;yf (i)
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Para todo T' € B(X,Y), tenemos que
F(T) = f(H(T)) = f1 (H(T))

= Y i (T ().

Y, por tanto, F' es WOT — continua, pues para una red (7,,) y un operador T'
en B(X,Y), tales que T, wor T, se cumple que yf (T, (x;)) — yf (T (x;)) para
todo 1 <1i <mn, lo cual implica que F (T,) — F (7).

1.6 Teoremas de separacion

Los siguientes dos teoremas no son demostrados aqui, se da una referencia en
donde se pueden encontrar sus pruebas.

Teorema 1.6.1 (Teorema de Separacion de Eidelheit) [15] Sean X un espacio
vectorial topoldgico complejo y C1 y Co dos subconjuntos de X convexos y no
vacios tales que Cy tiene interior C§ no vacio y C1(C§ = (). Entonces existen
¥ e X* yseR tales que:

i) Rex* (x) > s para todo = € (4.
ii) Rea* (z) < s para todo = € Cs.
iii) Rex* () < s para todo = € C%.

Teorema 1.6.2 (Teorema de separacion de Tukey y Klee) [15] Sean X un espacio
vectorial complejo localmente convexo y K y C dos subconjuntos de X convezos,
no vacios y ajenos entre si. Si K es compacto y C es cerrado, entonces existe
x* € X* tal que sup{Rez* (z) |z € K} <inf{Rez* (z) | x € C}.

Teorema 1.6.3 Sean X un espacio vectorial, y 71 y T2 dos topologias localmente
convezas definidas en X. Si (X,71)" = (X,72)" y C C X es convero, entonces

Teeie)

Demostracion.

Seap ¢ C'', entonces {p} y C""' son conjuntos convexos y cerrados en (X, 71),
y ademds {p} es compacto. Entonces, por el Teorema 1.6.2 se sabe que existen
nimeros reales ¢, € con € > 0 y una funcional z* € (X, 71)" tales que

Rez* (z) < ¢ < ¢+ ¢ < Rez* (p) para todo z € C"".
Asi, {z € X | |z* (z) —2* (p)| < e} N C" = 0. Ademss, dado que (X, 71)* =

(X,72)*, se tiene que z* es Ty—continua, y por consiguiente,
{r € X | |z* () —2* (p)| < €} es una T9-vecindad abierta de p. Es decir, que
X — C"" es abierto en (X, 73), y por consiguiente C' ' es cerrado ahi mismo; de
donde C™ ¢ C"'. De manera similar se obtiene que C'* c C'° y por tanto,

c'=0"n
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Corolario 1.6.4 Sea C' un subconjunto convezo de B(X,Y), entonces o"or =

—=SOT
c .

Demostracion.
Basta usar los teoremas 1.5.5 y anterior.Hl



Capitulo 2

Estructuras en espacios de
Banach

2.1 Operadores relacionados con subespacios de di-
mension finita

Proposicién 2.1.1 Sean X y Y dos espacios normados, entoncesT : X — Y es
un operador de rango finito si y sélo si T* : Y* — X* es de rango finito. Mds
atn, dimT (X) = dim 7™ (X*).

Demostracion.

Sean T' : X — Y un operador de rango finito y {z1,...z,,} una base de
T (X), entonces cada elemento en el rango de T' puede escribirse como T' (z) =

n
> hi(x)x;, con {hi,...,h,} en X*. Por tanto, si y* € Y* y x € X, entonces
i=1

" (y")(x) = (Y oT)(x) =y <Z hi (x) x@)

i=1

- Zh () y" () = ( @(?f)hi) ().

O sea, T*(y*) = > Z; (y*) hi para cada y* € Y*. Ademds {hi,...,h,} es

linealmente independie;qte en X* pues se trata de los coeficientes funcionales aso-
ciados a la base {z1,...z,}. Asi, la dimensién de T (Y*) es finita, y de hecho
coincide con la dimensién de T (X).

Ahora supongamos que 7™ : Y* — X* es de rango finito. Entonces, por lo
anterior, sabemos que T* : X** — Y™ es de rango finito, es decir, 77 (X**) es

23
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de dimensién finita. Por otra parte, sabemos que T (X) = m =T ()A( ) y
T ()?) <T**(X*), porloque T:X — Y es derango finito.l

Proposiciéon 2.1.2 Sean X y E dos espacios normados, con E de dimension
finita. Si S y T son dos operadores de X en E con el mismo nicleo, y éste es de
codimension finita, entonces RanT* = Ran S*

Demostracion.

Si kerT" = X, el resultado es obvio. Supongamos kerT' # X. Para probar
que RanT* C Ran S*, tomemos 7™ (f) € RanT* y busquemos g € X* tal que
T* (f) = S*(g); o sea, tal que f (T (z)) = g (S (x)) para todo x en X.

Dado que la codimensién de ker T es finita, entonces existe {x1,...,z5} € X
linealmente independiente tal que X = kerT'® ({x1,...,zx}) y T (z;) = y; para

cada 1 <¢ <k, donde {yi,...,yx} es una base de RanT.
k
Tomemos = € X, entonces * = z + Y a;x;, con z € ker T y alguna coleccién
i=1

de escalares {ai}i.g:l .
Asi,

k k
f(T(z) = g(S(x)&f (T <Z+Zai$i>> =g (5 <Z+Zai$i>>
i=1 i=1

k k
&) aif (T(x) =) aig(S ()
i1 i=1

Es decir, basta encontrar g € X* tal que f (T (z;)) = g (S (x;)) para 1l < i < k.
Notemos que {S(x1),..., S(xk)} es linealmente independiente, pues

k k k
ZbZS(l‘Z) =0 S <szl‘z> =0« Zbixi =0
=1 i=1 =1

Por tanto, b; = 0 para todo 1 <i < k.

Asi, existe una funcional continua g : ({S(z1), ..., S(xk)}) — E tal que g (S(z;)) =
f (T (x;)) paracada 1 <i < k.

Por el Teorema de Hahn-Banach existe una extensién g : X — E de g. Por
tanto, f (T (x)) = g (S (z)) para todo x en X y T* (f) = S*(g).

Andlogamente Ran $* C Ran7™*.1

Proposicién 2.1.3 Sea X un espacio de Banach y F' un subespacio n—dimensional
de X. FEntonces existe una proyeccion de X sobre F' con norma menor o igual
que n.
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Demostracion.
Como F' es de dimensién finita y normado, entonces tiene una base de Aiier-
bach {{x1,...xn};{f1, s fu}}, con ||z;|| = || fi]| = 1 para todo 1 < i < n.
Por el Teorema de Hahn-Banach, existen extensiones Fi,...,F, de fi,..., fn
a X, respectivamente; de donde ||F;|| = ||fi|| = 1 para cada 1 < i < n. Asi,
n

podemos definir P () = Y F; (x)x; para cada x en X.
i=1

n n
Dado que cada x en F se escribe como z = Y f; (z)x; = > F; (x) x;, entonces
i=1 i=1
P |p= Ip. Asi pues, P: X — F es un operador suprayectivo, y de hecho es una
proyeccién sobre F', pues dado z en X, P(z) € F y asi P(P (z)) = Ip (P (2)) =
P (x). Es decir que P? = P.
Para todo x € X tenemos:

1P @) = ||> Fi(@)zi| <> I1Fi)]| [l
i=1 =1
= Y IE(@) < (ZW) ]| = 7 |||
=1 =1
Asi, |P|| < n.m

2.2 Espacios con la propiedad de descomposicion finito
dimensional (f.d.d.p.)

Definicién 2.2.1 Se dice que un espacio de Banach (X, ||-||) tiene la propiedad
de descomposicion finito dimensional ( f.d.d.p. por sus siglas en inglés) si existe
una sucesion (Fy);2 de subespacios F, de X, cada uno de dimension finita y

(o @]

tales que cada v € X se puede escribir en forma unica como Y P, (x), donde
n=1

P, : X — F, es un operador para cada n > 1; en particular para cadan > 1 y

x € X se tiene Py, (x) = > P, (Py (x)) y por tanto, P, (P, (z)) = Py, (x), por
1

m=
lo que cada P, es idempotente, y Py, (P, (x)) =0 sim # n.
La sucesion (Fy,),-, es llamada una descomposicion finito dimensional (d.f.d.)
de X. Para cada n > 1, la transformacion lineal en X definida como @y, (x) =

> Py (z) es llamada una proyeccion natural de la descomposicion. Tomamos
k=1
QO - 0' n n n
Es claro que Ppyy = Qa1 —Qn y Qp = 30 3 PiPy(x) = 3 PPy (x) = Qn
k=1

7=1 k=1

para todo n > 0. Mas adelante se probard que cada @, ¥y, por tanto, cada P,, es
continua, por lo que P, y Qn son proyecciones en X para cada n > 1. También
se verd que P, (X) = F,.
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En lo que resta de esta seccién usamos la notacién que aparece en la definicién
anterior.

Proposicién 2 2.2 Sea (X,||||) un espacio de Banach con la f.d.d.p. Si

||| —sup Z P, (x) ' para cada x € X, entonces |||-]|| es una norma en X.

Demostracion. -

T
Para cada € X tenemos que |||z||] < oo ya que <Z P, (a:)) converge y
n= =1
por tanto, es una sucesién acotada en X. '

a) [||-]|| es no negativa. Es claro que [||0]|| = 0 y por otra parte si |||z||| = 0,
T
entonces sup || > Py, (x)|| = 0; asf, = 0 para todo r > 1. De manera
r>1 ||n=1
que || Py (z)|| =0, y para k > 1 tenemos
kt1 k
0 < [Py (2)] = Z ) =D Pul2)
n=1 n=1
k+1 k
< [Sro||xre
n=1 n=1

Es decir que Py (z) = 0 para todo k > 1, de lo que concluimos que = = 0.
b)

T

Z P, (\z)

n=1

> P ()
n=1

[[Az|[| = sup
r>1

= \lsup = il
r>

'8 T
e + ol = sup zp £ P )| <sw |3 >]
r>1 n=1 rzl | |lp=1
I8
< s ZP )| 50 132 P )| = el + 1111
T n=1

Teorema 2.2.3 Si (X, ||-||) es un espacio de Banach con la f.d.d.p., entonces
llz|| < |l|z||| para todo x € X y (X, |||-|]|) es completo; es decir, de Banach.
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Demostracion.
Sea (Fj)pey una d.f.d. de X y (yn)oo, una sucesiéon de Cauchy en (X, |||-][]),

&)

donde y, = " P, (yn) para cada n > 1. Asi, se tiene la siguiente propiedad:
i=1
(C) Para cada € > 0 existe N > 0 tal que

i=1 =1

<€

sin,m>N ytodor>1.
Probaremos por induccién que (P; (yp))n—; es ||-||-de Cauchy para cada i > 1.
Sea € > 0, por la propiedad C, existe N > 0 tal que

1P1 (ym) — Pr (yn)]| <€

si n,m > Nj es decir, (P (yn))pey €s ||-||-de Cauchy.
Supongamos que (P; (yn))peq s ||-||-de Cauchy para cada 1 < i < k y sea
e > 0, por la propiedad (C), existe N > 0 tal que

1Pir1 (Ym) = Pregr ()l <

k+1 k
Z (Pz (ym) - b (yn>> - Z (R (ym> - B (yn)) < 2e

si n,m > N; por tanto, (Pi+1 (Yn)),—; €s ||-||-de Cauchy.

Por lo anterior, (P (yn))pey ||-]|-converge, digamos a z; para cada k > 1y
como Py (yn) € Fy, para todo n > 1y Fy es ||-||-cerrado, entonces, z, € Fj, para
cada k > 1.

o0
Ahora probaremos que Y zi ||-||-converge y que si z es su limite, entonces
k=1
(Un)p=1 [l[-lll- converge a z.
Sea € > 0; por la propiedad (C) existe N > 0 tal que

Zmym —ZB(yn>

sin,m > N y todo r > 1. Cuando m — 0o obtenemos

Y Pilyn) - 2
=1 i=1

<€

<€ (2.1)

sin>Nytodor>1.
Sean, r > r’ > 1, entonces

r r/
E Zi — E Zi
i=1 i=1

T

> Pi(yn)

i=r'+1

< 2¢ +
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t

Existe N’ > 0 tal que ZH(yN)H <esis, t>N'. Asi,

=5

< 3¢

r r
g i — g 2q
=1 =1

o0

sir,r’ > N'. Por tanto, Y. zi ||-||-converge a un elemento z € X como se habia
k=1

afirmado.

De la desigualdad (2.1) se sigue al hacer r — oo que ||y, — zi|| < esin > N
y por tanto, (yn)oo; |l|||l- converge a z y (X, |||-|||) es completo.l

De nuevo, con el propésito de que el trabajo sea lo mds completo posible,
enunciamos otro resultado cldsico del Anilisis funcional. No se incluye su prueba,
pero puede encontrarse en [15]:

Teorema 2.2.4 (Teorema de la funcion abierta) Sean X yY espacios de Banach
yT € B(X,Y) un operador suprayectivo. Entonces T es un operador abierto.

Proposicién 2.2.5 Si (X, ||-||) es un espacio de Banach con la f.d.d.p., entonces
las normas ||-|| v |||l son equivalentes.

Demostracion.
Vimos antes que ||z|| < |||z||| para todo z € X y que (X, |||-|||) es también un
espacio de Banach. La identidad I : (X, |||-|||) — (X, |-]|) es entonces una funcién

continua y biyectiva. Como consecuencia del Teorema de la funcién abierta se
tiene que I es un homeomorfismo. En particular, se sigue de la continuidad de la
inversa que existe una constante ¢ > 0 tal que ¢ |||z||| < ||z|| para todo x € X.
En suma
clllztl < fl=ll < Il

para todo x € X; y esas dos normas son equivalentes.ll

Teorema 2.2.6 Sea (X,||-||) un espacio de Banach con una f.d.d.p. dada por

la sucesion (Fy),2, de espacios finito dimensionales. Entonces las proyecciones

naturales (Qn)ff:l son proyecciones. Mds ain, dichas proyecciones estdn uni-

formemente acotadas; es decir, sup ||Qn| < oco. Al valor K =sup ||Qy] se le
n>1 n>1

llama la constante de la descomposicion de X inducida por las pro_yeccz'ones Qn.
Ademas, Qn © Qm = Quinmny para todo myn > 1y ||zl < K |z para todo
r € X. Para todon > 1 el operador P, = Qn — Qn_1, donde Qy = 0, es una
proyeccion de X sobre F,.

Demostracion.
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Por lo visto en la Definicién 2.2.1 sélo es necesario probar que cada @, es
continua para saber que @, y P, son proyecciones en X. Sea (Qy),- la sucesion
de proyecciones naturales de una d.f.d. de X. Para k> 1y x € X se tiene:

n

> Pi(x)

k=1

[e.e]

> Pi(x)

k=1

[e o]

> Pu(x)

n=1

1
<=
C

Qu(a)] = < =2 el

donde c es como en la Proposicién2.2.5. Por tanto, ||Qn| < 1 para todon >1 y
entonces, K =sup ||Qn| < L. En particular, cada @, es continuo.

n>1
m m
oo ;kszoPk sim<n
Por otra parte, QnoQm = >. >, PjoP, =< 7, . ;
j=1k=1 Y>3 PjoP, sin<m
j=1k=1

ya que
P, sij=k
Pjo P, = ’ ’
0 en otro caso

y, por la misma razon, Qn o Qm = Qmin(m.n).

o0
Finalmente, sean n > 1y x € F,,. Sabemos: z = Y P, (x), esta escritura es
m=1
unica y P, (X) C F,. Por consiguiente, P, (x) = x siy s6lo si € F}, y entonces
F, (X) = F, paracadan > 1.1

Teorema 2.2.7 Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la f.d.d.p. siy
solo si existe una sucesion (Qn)nr de proyecciones de rango finito, uniforme-
mente acotadas y tales que cumplan las siguientes dos propiedades:

a) :nh—>nolo Qn (x) para todo x € X.

b) Qn o Qm = Quin(n,m) para todo 1 < n,m.

Mas atn, la sucesion de proyecciones naturales de una d.f.d. de X estd uni-
formemente acotada y tiene las propiedades a) y b); y si se cumplen a) y b),
entonces (Qn)or, define una d.f.d. de la que (Qn)n., es la sucesion de proyec-
ciones naturales.

Se dice que tal sucesion (Qn )y define una d.f.d. en X

Demostracion.
Sea (Qn),~; la sucesién de proyecciones naturales asociada a una d.f.d. de
X. La propiedad a) se sigue inmediatamente de la definicién de f.d.d.p., y su
acotamiento uniforme y la propiedad b) son consecuencia del Teorema 2.2.6.
Inversamente, supongamos que se cumplen a) y b). Veremos que si se define
F, = (Qn — Qn-1) (X) paran > 1, donde Qy = 0, entonces (F,) es una d.f.d. de
X.
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Cada F;, es un subespacio de X de dimensién finita, sélo queda demostrar que
o0

x= > (Qn—Qn-1)(x) para cada = € X y que esa expresion es unica.
n=1
Observemos en primer lugar que

k

lim ™ (Qn — Qu-1) (2) = lim Q4 (2) = o

k—o0 —
o0
osea, r = Y. (Qn — Qn-1) (z). Para demostrar que esta es la tinica manera de
n=1

o0
escribir a cada € X como una serie > fy,, con f, € F,,, probaremos que si (yy)

n=1
o0
es una sucesién tal que y, € F,, paracadan >1y > y, = 0, entonces y, =0
n=1

para todo n > 1; con este objeto haremos ver que:

F, = (Qn - Qn—l) (X) = Qn (X)ﬂkerQn—l :

para todo n > 1.
Sea x € X, entonces Qp(z) — Qn-1(z) = Qn (z — Qn-1(x)) y
) —

@n-1(Qn(2) = Qn-1(2)) = Qn-1(Qn(z)) = Qn-1(2) = Qn-1(z
ast, (Qn — Qn-1) (X) C Qn (X) [ ker Qpn_1.
Inversamente, sea @, (x) € ker Q,,—1, entonces
Qn () = Qn (¥) = Qn-1(Qn (7)) = Qn (z) — Qn-1(2).
De donde, @y, (z) € (Qn — Qn—1) (X).

Supongamos que hay una sucesién (y;)
o0
cumple que > y, = 0.
n=1
Para todo n > 1 tenemos y,, € ker Q,—1 y por consiguiente,

Qi (yn) = Qi (Qn-1(yn)) = Qi (0) = 0 50 n > i;

Qn—l(x) = O;

o

n—1 con y, € Fy, para cada n > 1, que

entonces:

[e%9) 9] k
n=1 n=1 n=1

Demostremos por induccién que y, = 0 para todo k > 1:

0=@Q1(0) =Q1(y1) =1
Ahora supongamos que y, = 0 para todo 1 < n < k, entonces
k+1

0=Qkr1(0) =D Qrs1 (Yn) = Qr1 (Yr+1) = Yrt1;
n=1

de esta manera queda demostrado el teorema.ll
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Definicién 2.2.8 Se dice que un espacio de Banach X tiene una d.f.d. que

encoge si hay una sucesion de proyecciones de rango finito (Qy) que definen dicha
d.f.d. tal que (Q}) define una d.f.d. en X*.

2.3 Bases en espacios de Banach. La propiedad de la
base (b.p.)

Definicién 2.3.1 Una sucesion (x;);-, en un espacio de Banach X se dice que es
w-linealmente independiente si satisface alguna de las dos siguientes condiciones
equivalentes:

(o @]
i) Y. a;x; = 0 implica que a; = 0 para todo i > 1.
i=1
o0

o

i) > aiz; = Y bjx; implica que a; = b; para todo i > 1.
i=1 i=1

St ()2, es w-linealmente independiente, entonces x; # 0 para toda i > 1.

Proposicién 2.3.2 Sea E un espacio de Banach k—dimensional con base {en}zzl.

Entonces los coeficientes funcionales { fn}ﬁ:1 asociados a {en}fL:1 es una base de
B,

Demostracion.

k
Para cada x € E se cumple x = > f, (z) zp; por tanto, dados f € E* se tiene

n=1

k k
f(z) = nZ::I fn (@) f (zy,) para todo x € X, es decir f(x) = (z Zn (f) fn) (x),

n=1
k
donde Zy, (f) = f(zn) para todo 1 < n < k. Asi, f = > Tn(f) fa-y {fn}fL:1
n=1
genera a X*. Ademsds, es claro que { fn}ﬁ:1 es un conjunto linealmente indepen-
diente y por tanto, es una base de X*.l

Proposiciéon 2.3.3 Sea X un espacio normado no nulo de dimension finita. En-
tonces X tiene una base de Atierbach (:En)ffb:l; es decir, una base tal que, si (fy,) es
la sucesion de coeficientes funcionales asociados a ella, entonces ||x,|| = || full =1
para toda 1 < n < k.

Definicién 2.3.4 Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (xy),o, en X es
una base de Schauder de ese espacio si para cada x € X existe una unica sucesion

(an),2 de escalares tales que

00
T = E AnTn
n=1
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En ese caso, para cada n,m > 1, el funcional f,, definido como f,(x) = ay se

llama el n—ésimo coeficiente funcional asociado a (xy)r-, y al operador Uy, =

m
> faxy se le llama la m—ésima proyeccion natural asociada a la base (xr)p ;.
n=1
St (z5,)77, es una base, entonces (xy)r-, es w-linealmente independiente.

Si X tiene una base de Schauder, entonces diremos que tiene la propiedad de
la base (b.p.)

A lo largo de este trabajo, cada vez que se haga referencia a una base en
algin espacio de Banach, nos referiremos a una base de Schauder, a menos que
se indique otra cosa. Notemos que, en el caso de los espacios de dimensién finita,
la nocién de base de Hamel y de Schauder coinciden.

Corolario 2.3.5 Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (x;);1,
entonces X es separable.

Demostracion.
o

Sabemos que X = < FZ> donde F; = (x;) para i > 1. El resultado se sigue
i=1
de la Proposicién 1.1.1.1

Definicién 2.3.6 Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (xy),-, en X es

[e.o]

llamada una sucesion basica en X si es una base del espacio lineal cerrado (x,),” 4

que esa sucesion genera.

Si un espacio de Banach X tiene una base de Schauder (z,),- ,, entonces X

tiene la propiedad de descomposicién finito dimensional. Esto se sigue de tomar
F,, = (xy) en la Definicién 2.2.1, ademds la proyecciones naturales asociadas a la
base son entonces las proyecciones naturales de la descomposicién.

Por lo antes dicho tenemos los siguientes resultados sobre espacios de Banach

con base de Schauder, mismos que corresponden a los vistos para espacios con la
f.d.d.p.

Proposicién 2.3.7 Sea (X, ||:||) un espacio de Banach con base de Schauder

T
(@n)poy y coeficientes funcionales (fn)oo . Si ||lz]|| =sup || Y fn (x)xy|| para
r>1 |ln=1

cada x € X, entonces |||-||| es una norma en X.

Teorema 2.3.8 S5i (X, ||-||) es un espacio de Banach con base de Schauder (xy),7;,

entonces ||z|| < |||z||| para todo x € X y (X, ||||||) es completo; es decir, (X, |||-|||)
es un espacio de Banach.

Proposicién 2.3.9 Si (X, ||-||) es un espacio de Banach con base de Schauder

(@)oo, entonces las normas ||| y |||-||| son equivalentes.
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Teorema 2.3.10 Si (X, |-||) es un espacio de Banach con base de Schauder,

entonces las proyecciones naturales (Uy).> | asociadas a la base son proyecciones

continuas de rango finito. Mds aiun, dichas proyecciones estdn uniformemente

acotadas;es decir, sup |Uy,|| < oo. Al valor K =sup ||U,|| se le llama la constante
n>1 n>1

basica de la base. Ademds, Uy o Uy, = Umin(m.n) para todo n,m > 1 y ||[z|[| <
K ||z|| para todo x € X.

Sea (;);-, una sucesién en un espacio de Banach (X, ||-||) que sea w-linealmente
independiente. Definimos

oo
Y = {:L‘ ceX:zx= E a;z; para una (tnica) sucesién de escalares} .
i=1

y Il : Y — R como
n
el =sup ||> ases
nzl |55
Y es un subespacio de X y |||-||| es una norma en Y que satisface ||y|| < |||yl
para todo y € Y.
Lema 2.3.11 (Y, |||-|]|) es completo.
Demostracion. -
Sea (y;);2, una sucesion de Cauchy en (Y, |||-|||]) , con yp, = > ay iz;, afirmamos
i=1
o0
que para cada 7 > 1 la sucesién de escalares (an,i)zozl converge, » a;x; Converge
i=1
o0
en (X, |]|), donde a; :1}520 an,i ¥ (Yi)jeq converge a > a;z; en (Y, ||| {])

=1
Para la primera afirmacion basta probar que (an,),. ; es de Cauchy para todo
i > 1, ya que F es completo, . Usaremos induccién sobre i. Sea ¢ > 0. Existe
N > 1 tal que n,m > N implica |||y, — yml||| < €]|z1]|, 0 lo que es lo mismo, si
n,m > N, entonces

T

sup Z (@i — amy) ;|| < €]|z1]] -
r21 |35
En particular, para r = 1 tenemos:
lan1 — amal - 1] = [[(an1 — am) 2]l < e[z,

por tanto,
‘an,l - am,l‘ <€,
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si n,m > N; es decir, (an,),.; es de Cauchy. Supongamos que las sucesiones
(am) ~, son de Cauchy para toda i < k, con k € N. Existe N > 1 tal que
n,m > N implica

€| Tk
g — gl < 120,

o sea, si n,m > N, entonces

N el

p Z a’I’LZ amz < 2 )

r>1 )

en particular, para r = k obtenemos
k
o € ||k
Z (an,z am,z) Ty B)
i=1
De donde,
lleal |, |5
k
anjp — Nkl = (ank — amp) Tl < —5 + Z(am Am i) T
i=1
llell | =
< 5 + Z |an,z’ — am,i| . ||13zH )
i=1

y asi,

e 2 an — amyl - ||z
|ank*amk|§_+z ’ ’ .
’ M=t L BN

Por hipétesis de induccién, existen Ny, Na, ..., Np_1 > 1 tales que sin,m > N,

entonces
€ [l

2|zl (k= 1)’

Hagamos N = max (Ny, Na, ..., Nx_1, N), entonces n,m > Ny implica

‘an,i -

|an,k - am,k| <€

es decir, (amk)flo:l es de Cauchy, y queda probada la primera afirmacion.

Ya que ||z|| < |||z||| para toda x € X, (yn),—, es también una sucesién de
Cauchy para la norma |-, ¥ por tanto convergird en (X, |[-||) a un elemento
y € X. Se probard que y = Z a;z;, donde a; = hm an,; para cada i € N.

i=1
Sea € > 0. Existe N7 > 1 tal que si n > Ny, entonces

€
lgm — ol < <.
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Existe Ny > 1 tal que si n,m > N, entonces

r r
E Ap i Lj — E Am L4
=1

i=1

sup

— I Il < =
oo = |1Yn — Ym 1

Cuando m — oo se obtiene

T T
€
sup Zama}i — Zai%’ < 1 (2.2)
S |y i—1
sin > No. Asi,
T T €
Z Qn i T; — Zaﬂi < 1
=1 =1
para todor > 1y n > Nj.
Sea n > max (N1, N2). Entonces,
T T T T
y*Zaﬂi <y = ynll + ||lyn — Zan,z’xi + Zan,il'i *Zaiiﬂi
i=1 i=1 i=1 i=1

y asi,

<

T
y— Z ;T
i=1

r
Yn — E Qp T4
=1

+e
2

para todo r > 1.
Por consiguiente,

<€

T
y— Z ;%
i=1

para todo r suficientemente grande.

O sea,
o0
Yy = E a;T;.
i=1

Por la definicién de Y se tiene que y € Y y por (2.2) concluimos que ¥, converge
ayen (Y[ .1

El siguiente es un criterio 1ltil para saber cudndo una sucesién en un espacio
de Banach es una base.

Teorema 2.3.12 Sea (z;);0, una sucesion en un espacio de Banach (X,|-|).
Entonces (x;);2; es una base de X si y sdlo si se cumplen las siguientes tres
condiciones:
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i) x; # 0 para toda i > 1.
it) Existe una constante K >0 tal que

n m
E a;T; E a;T;
=1 =1

para cualquier sucesion de escalares (a;);oq y naturales 1 <n < m,
iii) )y = X.

Si estas 8 condiciones se satisfacen, entonces K es mayor o igual que la cons-
tante basica de la base (z;);2, y la constante basica de (x;);2, es el minimo real

K que satisface ii).

<K

Demostracion.

Supongamos que (z;);-; es una base de X con constante basica Ky. Es claro
que 1) y iii) se satisfacen. El Teorema 2.2.6 nos asegura que |||z||| < Kp ||z| para
toda x € X. Si (a;);2, es una sucesién arbitraria de escalares, entonces para
1 <n < m, sucede que

n n m
g ATy E aix; E aiTy
i=1 i=1 i=1

lo que demuestra que ii) también se satisface.
Inversamente, observemos que i) y ii) implican que (z;);2, es w-linealmente
independiente. Por el Lema 2.3.11 sabemos que

< < < Ko

)

m
g ATy
i=1

o0
Y = {x ceX:zx= E a;z; para una (tnica) sucesién de escalares} .
i=1

es |||-]|| —completo. Mostraremos, usando ii), que ||-|| ~ [||-]|| en Y, y por tanto,
Y es cerrado en X. Sabemos que ||y|| < |||y||| para todo y € Y. Por otra parte, si

o0

y€Y yy= > ax;, entonces para cualesquiera n,m € N, con n < m, se sigue
i=1

de ii) que

n m
E a;z;|| < K g a; x|l ,
i—1 i—1

fijemos n, entonces cuando m — oo obtenemos

n o0
g aiz;|| < K E a; || ,
i—1 i—1

y, por tanto,
n

sup <K

n>1

)

o0
aixy E iy
1 i=1

i=
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o lo que es lo mismo,
Izl < K[|,

y concluimos que |||-||| ¥ ||| son equivalentes en Y. Por consiguiente, (Y, ||-||) es
completo y, por tanto, cerrado en X. Como es claro que (z;);2, C Y, se sigue de
iii) que X =Y. Asi, (z;);2; es una base de X.

Como acabamos de ver. si se satisfacen i)-iii), entonces (z;);-; es una base de
X y de la condicién

<K

n m

g ;5 g ;5
i=1 i=1
para cualquier sucesién de escalares (a;);-; y naturales 1 < n < m, se sigue que
n o o

STl < K\ ajxg|| st Y ajz; converge y n > 1, o sea, ||U,| < K, donde
i=1 i=1 i=1

U, es la n-ésima proyecciéon natural asociada a la base. De aqui se sigue que K
es mayor o igual que la constante bésica M de (z;);2,. Por la primera parte de

la prueba se tiene que K| satisface ii); por tanto Ky es la minima constante con
esa propiedad.ll

Corolario 2.3.13 Sea (x;);2, una sucesion en X. Entonces (z;);2; es una suce-
ston basica de X si y solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

i) z; # 0 para todo i > 1.

ii) Existe una constante K > 0 que para cualquier sucesion de escalares (a;);oq y
para cualesquiera n,m € N, con n < m, satisface:

n m
E a;T; E a;T;
=1 =1

Si estas 2 condiciones se cumplen, entonces K es mayor o igual que la cons-
tante basica de sucesion basica (x;);o, y la constante basica de (x;);2 es el minimo
real K que satisface ii).

<K

Proposiciéon 2.3.14 Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (z5),- 1,

. 0o 0o . .

y sean, respectivamente, (fn)ooy Yy (Un)pry los coeficientes funcionales y las

proyecciones naturales asociadas a esa base. Entonces, (fn),—, €s una sucesion
—_—\

basica en X* cuyos coeficientes funcionales son (:L‘n|( fz>;°il) , y los operadores

n=1

—_—\ OO
(U:{\(fiﬁil)n_l son las proyecciones naturales asociados a ella. La constante

o

basica de (frn),—; no es mayor que la de (xyn)o. .

Demostracion.
Es claro que f; # 0 para toda ¢ > 1. Sea M la constante basica de (), ;.
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o0
Sea z* € X*. Para x = )_ fi (z) x; en X tenemos
i=1

Us (") (@) = a* (Un (2)) = Y fi(2) 2" (2:) = ( @(w*ﬁi) ()

j=1

por lo que
Up (") = & (a") f; (2.3)
j=1

para todo z* € X* yn > 1.
Sean (a;);-, una sucesién arbitraria de escalares y n < m dos naturales. Por
m

lo anterior, si * = _ a; fi, entonces,
i=1

Uy, (Z%fi) =Y H@) fi=)> aifi
i=1 i=1 i=1
Ademss,

< |[|Unll - <M

Un (i aifi)
i=1

m
> aifi
=1

m
> aifi|-
i=1

Por tanto,

<M

n m
Z a; f; Z a; fil] -
i1 i1

El Corolario 2.3.13 nos asegura que (f;);=, es una sucesién bésica.
[e.°] . —

Sea f = 3" a;f; un elemento de (f;);=,. Como U, (z) € X** para todo x € X
i=1

o0
tenemos que si x = Y fi (x) x;, entonces
i=1

Uy <Z aiﬁ) (z) = (Z au%) (Un (z)) = Za fi U (z)) = (Z a; fi> (z);
U, (f) = (Z%fi) ;

y ademds,

Zo () = aifi(xn) = a;
=1
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para todo ¢ > 1.
Ast, UX[(f)2, fidioy ¥ Znl( fZ © 1 son la n-ésima proyeccion y el n-ésimo coeficiente

funcional asociados a (f;);;; y como HU* (fi)oe H < ||[Un]| € M, entonces, la

constante bésica de (f;);2; es menor o igual que M. W
Corolario 2.3.15 Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (xy), 4,
y sean (fn)req Y (Un)ooy las sucesiones de coeficientes funcionales y proyecciones

no
asociadas a esa base, respectivamente. Entonces, U}* (x**) = > f; (**) z; para

todo z** € X*™* yn > 1. La sucesion (Tp),., es una base de X cuya sucesion de

coeficientes funcionales es ( fn> , Yy la m—ésima proyeccion natural asociada a
=1

/\

—~ m
esta base es UM | X = > fn Tp
n=1

Notemos que en este caso usamos la misma notaciéon = para referirnos tanto al
operador definido en X, como aquel que se aplica a elementos de X*.

Demostracion.

Sea x** € X*™* y n > 1. De (2.3) se sigue:

Uit @) @) =" (U7 2)) = (Z fi@) f) (@)

y de ahi que U}* (z**) = fi (™) Z;.
i=1

Por la proposicién anterior, sabemos que (Z,) es una sucesiéon bédsica con

coeficientes funcionales (ﬁ | <:EZ>> Debemos ver entonces que (7,,) = X y para

esto sélo tenemos que probar X C (Z,). Sea x € X | por ser = : X — X un
isomorfismo isométrico tenemos

—

T=Y frlx $k—ka

k=1

de donde 7 € (T,).
Por otra parte, si x € X y * € X*, entonces

U () (&%) = & (2" o Un) —x( (ka ))
k=1

~

Ji (Z) ;

Mg

>
I
—
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m o~
O sea, U**| =5 foz, R

n=1

Proposicién 2.3.16 Sea X un espacio de Banach y (zy,),-, una base en X. Si
(fn)oey es la sucesion de coeficientes funcionales asociados a esa base, entonces
o0

¥ =w* = > g (%) fx para cada x* € X*.
k=1

Demostracion.
Seax* e X* n>1yxe X, entonces

k=1

n o0
Y ast, > 7 (%) fr (z) — 2* (z) olo que es lo mismo z* = w*— > T (z*) fr. M
k=1 k=1

Lema 2.3.17 Sea X un espacio de Banach con una descomposicion finito dimen-
sional determinada por las proyecciones (Qn ). Si para todon > 1 el subespacio
(Qn — Qn-1) (X) , donde Qo =0, tiene una base (- 1);1"1 con constante bdsica

bn y sup b, = b < 00, entonces la sucesion x%, s T s ey T 5 ey Ty, oo €S UNG base
n>1

de Schauder de X.

Demostracion.

Usaremos la caracterizacién de base dada en el Teorema 2.3.12

i) Sea (yr) un numeracién de {x},...,:E}ii,...,:z:ll,...,xfin,...}, entonces yi # 0
para todo k > 1.

ii) Denotemos con Ky a la constante bdsica de las proyecciones (Qn)poq, ¥,
para el bloque 2, ..., x&l denotemos como Pil:(Qn —Qn-1) (X) = (Qn — Qn-1) (X)
a la i—ésima proyeccién natural, donde 1 < ¢ < d;. Por hipdtesis se satisface
[P <<

Sea (ag) una sucesion de escalares. Tomemos m > n y sea [ el primer natural
-1 -1
tal que n < z d; y hagamos i =n— ) d;, entonces 1 <i < d; y donde > d; =0

=1 i=1 =1
sil=1.

> aryr = Qi (Z ak?Jk) +P{ ( ( — Qi1 <Z aka))
k=1 k=1

De manera que

m
> awyn

k=1

m
> akyn
k=1
m
> aruk

k=1

= | Qi1 + | (IQull + 11Qi-1ll)

< (Ko + 2Kpb)
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Entonces, se cumple ii) del Teorema 2.3.12.
iii) Veamos que X = (y;);0,. Sean z € X y € > 0. Como

m

x :n}i_rfloo Z (Qn - anl) (LL‘) ’
n=1

entonces existe mg > 1 tal que

mo

Z — Qn1 ( ) < €.
mo
> (Qn — Qn-1) (x) es una combinacién lineal de 7, ..., z} , ..., 7", ...,xZZSO,
n=1

y por consiguiente, de (y;);—,, entonces z € (y;);—,.W

Proposicién 2.3.18 a) Sean X y Y dos espacios de Banach isomorfos, tales que
d(X,Y) <ec. Si X tiene una base con constante basica b, entonces Y también
tiene una base, y la constante basica asociada a ella es menor o igual que bc.

b) Sea X un espacio de Banach con una base con constante basica b. Entonces,
la sucesion de coeficientes funcionales asociados a ella es una sucesion bdsica en
X* que tiene una constante bdsica menor o igual que b.

¢) Sea X un espacio de Banach y E un subespacio de X de dimension finita.
Si P: X — E es una proyeccion acotada sobre E y E tiene una base con constante
basica b, entonces P*(X*) tiene una base con constante bdsica menor o igual que
bIIPIl

Demostracion.
a) Sea (z,,),-; una base de X con constante basica b, y sea T': X — Y un
isomorfismo. Probaremos que (T"(z5,)),- es una base de Y

Sea y en Y, entonces existe x en X tal que T'(z) = y. Como (), es base
oo

de X, entonces © = Y a,x, para una sucesion unica de escalares (a,);o;. Asi,
n=1

> a,T(xn) = y para una sucesion de escalares (an);—;y ésta es unica pues si

oo
> anT(xy) = 0 entonces T( > anpxy) =0, y por ser T' un isomorfismo necesari-

n=1
(o @]
amente »  anx, =0, de manera que a,, = 0 para toda n > 1. Por consiguiente,
n=1

(T (xn))pey €s una base de Y.

Sea b la constante basica asociada a (zn)re 1 ¥ (Pr)aey ¥ (Qk)peqlas sucesiones
de proyecciones asociadas a las bases(zy ) v (T (xy)),~, respectivamente. En-
tonces:
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k

0o k
Qk(zanT(xn))H = Z anT (zy)
n=1 n=1

T(Pk(zanwn))H < NTWIPN D anan
n=1 n=1

()|

Z anT (xy)
n=1

IN

o|IT|

IN

bITI|T|

En resumen,

1Qx|l < O||IT||||T7"|| para todo isomorfismo T entre X y Y.

Por tanto, ||Qk|| < bey en consecuencia sup ||Qk|| < be. Entonces, la constante
k>1

bésica de (T (zy,)),, 1o es mayor que bc.
b) Este inciso es la Proposicién 2.3.14.

c) Por la Proposicién 2.3.2 y el inciso b) de este teorema (en su versién para
bases finitas) E* = (P (X))* tiene una base con constante bdsica menor o igual
que b, y por la Proposicién 1.3.9 y el inciso a) de este teorema (en su versién para

bases finitas), entonces P* (X*) tiene una base cuya constante basica no excede
|| b.1

Definicién 2.3.19 Sea X un espacio de Banach. Se dice que una base de Schauder

de X encoge si los coeficientes funcionales asociados a ella son base de Schauder
de X*.

Definicién 2.3.20 Sea X un espacio de Banach. Se dice que una base de Schauder

(xn)poy de X es acotadamente completa si para cualquier sucesion de escalares
k

o0
(an)zoz1 que satisface 21;11) 21 anfrnll < 0o se cumple que 21 anTn coOnverge en
= n= n=

Lema 2.3.21 S5i X un espacio de Banach con una base de Schauder que encoge,
entonces X* tiene una base acotadamente completa.
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Demostracion.
Sabemos que si (z,)°° , es una base de X que encoge n) es la sucesion
n=1 )
de coeficientes funcionales asociados a ella, entonces (f,),.; constituye una base
para X*. Veamos que esa es una base acotadamente completa para X*.

k
Sea (a,) una sucesién de escalares para la que sup || Y apfn|| =7 < co. Si
k>1 [ln=1
k
el conjunto de sumas parciales A = { Y anfn:k>1% es finito, entonces por
n=1

ser (f) una sucesién bésica, ella es w—linealmente independiente, se tiene que a
partir de cierto momento la sucesién (a,) se estaciona en cero, y por consiguiente

n=1
Por otra parte, si A es un conjunto infinito, entonces como A C B, (0), y este
iltimo conjunto es relativamente compacto segiin la topologia w*, entonces A tiene

k
<Z an fn> también se estaciona, y ésta sucesién converge.

un w*— punto de acumulacién en B, (())w al que llamaremos y. Esto implica que
m

dadoe >0y k> 1existe m >k > 1tal que | > anfn (zk) y(:z:k)' < €, es decir

n=1

(o @]
que |ag — y (zg)| < €. Asi, paracada k > 1 a = y (xg), y por tanto > anfn =y.
n=1
O sea, (fn),—; es una base acotadamente completa para X*.l
En la siguiente seccién se dan resultados que serdn usados para estudiar las

propiedades de aproximacién y aproximacién acotada.

2.4 Operadores e-cercanos a un operador identidad.
e-cercania de subespacios

Lema 2.4.1 Sean T € B(X) y E < X. Si se cumple que |T |g —Ig|| < €
para algin 0 < € < 1, entonces T |g: E — T (E) es un operador invertible y

@127 < -

Demostracion.
Hagamos U = T |g: E — T (E). De la hipétesis | T |g —Ig| < € < 1 se
sigue:
0<1—e<||U(zx)| paratodo x € E con |jz| = 1;

o sea, U es un operador acotado por abajo y por tanto, invertible sobre su imagen;
ademsds, de la desigualdad anterior se sigue HU -1 H < ﬁ.l

Definicién 2.4.2 Sean X un espacio de Banach, E1 y Es dos de sus subespacios
y € > 0. Decimos que Ey es e-cercano Fy si existe un operador T : Fy — Fo
invertible, de Ey sobre Es, tal que | Tx — x| < €||z|| para todo x € E;.
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Lema 2.4.3 Sea X un espacio de Banach y Ei, Eo, F, F5 subespacios cerra-
dos de X. Supongase que F; C E;, y que existe una proyeccion P; de E; so-
bre F; tal que ||Pi|| = ¢, para i = 1,2. Sean & y € reales positivos tales que
bcr +e(l+a) < %; ademds, supongamos que Fy es 6—cercano a Fy y que Fy
es e— cercano a Ey. Entonces (I — P1)(E1) y (I — P2)(E2) son isomorfos y
d((I—P)(E1),(I—-P)(E2)) <3(1+c1)(1+c).

Demostracion.

Sean V : F; — F5 y U : E1 — F5 los operadores invertibles que determinan
la 6 y € cercanias, respectivamente. Definamos el operador T : £ — FEs como
T(z) =V (P (x))+U(x— P(x))

Observamos:
IT () ~al) = IV (P @) + U (e~ Pr(&)) — 2+ Pr () — Py (@)
<V (P (@) = @) + 11U (e~ Py (1)) — (& — Py ()]
<V = I | 1Py @)+ 10 ~ s, |z~ Py ()]
< (er (1 +e)al < 5 el

Por tanto, |7 (z)|| > i |z| v T estd acotado por abajo, en particular es
inyectivo.

Veamos que T es también suprayectivo; para ello demostramos que V' (P; (E1))
y U ((I — Py) (E4)) son complementos directos en FEs.

Seay € V(P (E1)) U ((I — P,) (Ey)). Existen z,2' € E; tales que
y=V (P (2)=U((I-P) ().
Entonces,
0=V (P (x)~U(I-P) () =T (P (x) + (I - P) (~2')).

Como T es inyectiva, se tiene que P; () + (I — P;) (—2') = 0. Dado que los
espacios Py (E1)y (I — P1) (E1) son complementos directos, tenemos que P; (z) =
(I —Pp)(2')=0. Asi, y =0, y por tanto

V(P (E1)) ﬂU((I — ) (Er)) ={0}.
Como U y V son isomorfismos, entonces:
Ey=U(R) U (I - P1) (1))

y asi, codim U (( — P1) (E1)) =dimU (Fy) = dim Fy; dim V (P (E1)) = dim F}.
Por tanto,

Ey =V (P (E1) DU (I - P1) (Er)) =T (En)
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y T es suprayectivo.
En resumen, T : F; — E5 es un isomorfismo.
Sixy € Fy entonces Py (x1) = 21y 21— P (x1) = 0; por consiguiente, T (z1) =
V (z1), de manera que T (F}) = F», ya que V es sobre.
Ademds, como ||T () — z|| < & ||z se tiene por un lado que ||T (z)| < 3 ||z||
y por otro que ||z < 2T (x)], de donde || T || 7| < 3. El operador T' induce
el isomorfismo
S B,/ Fi—E/F>,
z+F1 T T(z)+Fy

para el cual también se tiene ||| ||S~|| < 3 y por consiguiente,
d(E1/F1, By Fy) < 3.

En vista que F; = ker (I — P;) para i = 1,2, entonces existen isomorfismos
¢; : Bi/F; — (I — B) (E;) tales que [|g;|| = I — Pl y [[¢7 Y| = 1. Ast, se tiene
que d(E;/F;,(I — P) (E;)) < || — P|| <1+¢; parai=1,2.

Al usar la desigualdad (1.1) obtenemos

d((I - P)(Er), (I — ) (E2))
d((I —P)(Er), Br/F) - d(E1/Fi, B/ Fy) - d (B Fy, (I — P2) (E2))

<
<3(1+ec)(l+ec) M

Lema 2.4.4 Sean T € B(X) un operador de rango finito y F < X un subespacio
de dimension finita. Si dim F' =
entonces:

a) Existe un operador S de X sobre un subespacio n—dimensional de X, donde
n = dimT (X), tal que S |p= Ip, ||S =TI < £ ||TI|, y S(X) C (T (X),F),
kerT =ker S y S*(X*) = T*(X").

b) Si ademds T es una proyeccion, entonces S puede escogerse como una
proyeccion que satisface: HS \T(X) -

Demostracion.

a) Hagamos U = T |p: F — T (F). Por el Lema 2.4.1 U es un operador
invertible y HU_lH < ﬁ

También observamos que como U es una biyeccién lineal, se cumple que
dim F = dim T'(F'), y en particular dim F' < dim 7T (X). Por el Lema ?? sabemos
que existe una proyeccién P de E =T (X) sobre T (F) = U (F) tal que | P|| < k.

Hagamos V = (U toP)+Ig—PyS=VoT. Ast,) V € B(E,X), S € B(X),
es claro que S (X) C (T'(X),F) ysi x € F, entonces S(x) = (VoT)(x) =
(U toP)+Igp—P)(T(zx)) =x+T(x) —T(x) = x. Es decir, S |p= Ip.

Ademss,

IV =Ie| = [(U o P) = Pl| = (U = Irey) o Pl < U = Lree ||| 1]
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Por tanto,
|V —1Ig| <k|U'=UoU Y| =k|Ip-U)oU | <k|Ip-Ul|||U™Y

y entonces
ke

1—c¢

|V —Ig| < <1 (2.4)

De donde,

ke

IS =TI =[(VeT) =Tl =V ~Ip)o Tl < |V~ IellITl < T

17|

De acuerdo a (2.4) tenemos ||V —Ig|| < 1y por el Lema 2.4.1 el operador
V:E(=T(X)) — V(E) es invertible. Entonces, dimS(X) = dimV (E) =
dim F =dim 7T (X) = n.

Los operadores T' y S tienen el mismo micleo, pues

S(z) =0 V(T(z)) =0 & T(z) = 0.

Y sus rangos estédn contenidos en (7' (X), F') que es un espacio de dimensién
finita.

La codimension de ker T = ker S es finita, pues Ran (T') es finito y por el Lema
7?7 concluimos que RanT* = Ran S*.

b) Tenemos que S es proyeccion si T' lo es, pues entonces:
T (P (T (z))) = P(T (x)) para todo x € X,

yaque, P(T (x)) e T(F)yT(F)CT(X).
Ademss,

T (U (P (T () = P(T(z)) paratodo z € X,

yaque P(T (z)) € T(F)yU=T]|p.
Y como

Asi,
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(§08)(x) =V(T(S(2)) =V (T(x)) =5 ().

Finalmente, se probard que HS \T( x) ¢ X)H < 1’“ . Notemos primero que,

como T' es una proyeccién, entonces S(T'(z)) = V(T(T(x))) = V(T'(z)); por
tanto, S |7(x)=V |r(x), de manera que:

ke

|
1—c¢

1S lrx) ~Irx) || = |V |rx) —Irxo || <

Lema 2.4.5 Sea X un espacio de Banach. Supongamos que (Ty) es una red
de operadores de rango finito definidos en X que converge puntualmente a la
identidad en X. Dados F' < X de dimensidn finita y € > 0 existe a. tal que:
T () — x| < ellz|| sia > o y para todo x € F, o lo que es lo mismo,
ITolr — IF|| < € sia > a. . Esdecir, (Ty) converge uniformemente a la identidad
I en cualquier subespacio de X de dimension finita.

Demostracion.
n

Sea {x1, ...,y } una base de F', entonces dado x € F, x = > (,x; para algunos
i=1
escalares tnicos (31, ..., 3,
A n !
Si definimos ||z|| = >_ |5;| entonces ||-|| es otra norma definida en F', y por ser
i=1

este espacio de dimensién finita, se tiene que ||-|| es equivalente a ||||". Sea M >0
tal que ||-||' < M ||||. Por hipétesis, dado € > 0 existe a, tal que || Ty (z;) — 24| <
77 Paratodoa>a. y1<i<mn,

Por tanto,

n n n € €
T (Zﬂ) =Y Bail| < Y18l 57 < llall 57 = llall e
=1 =1 i=1

si @ > a, para cualquier coleccién de escalares {3;};; . Es decir, se cumplen las
afirmaciones. W

2.5 La propiedad de aproximacién.

Definicién 2.5.1 Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de
aproximacion (p.a.), si para cualquier subconjunto compacto K de X y cualquier
€ > 0, existe un operador de rango finito T : X — X, tal que ||T (z) —z| < €
para todo x € K.

Esta propiedad, introducida por Grothendieck en 1955, constituye la propiedad
mads débil con la que trabajaremos a lo largo del trabajo, como veremos en el Teo-
rema 2.8.1.
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Proposicién 2.5.2 Sean X un espacio de Banach. Las siguientes son afirma-
ctones equivalentes:

a) Para cada E < X de dimension finita y cada € > 0, existe un operador
T:X — X de rango finito, tal que |T (x) — z|| < €||z|.

b) Eziste una red (T,) en B(X) de operadores de rango finito que converge
puntualmente a la identidad en X.

¢) Para todo E < X de dimension finita hay un operador S € B (X) de rango
finito tal que S (x) = = para todo z € E.

Demostracion.

a) = b) Sabemos que dados E < X, de dimensién finita, y € > 0, existe un
operador T(, gy de rango finito tal que ||T{, g)(z) — z)|| < €||z|| para todo z € E.

Es fécil probar que relaciéon < definida para las parejas (¢, F) formadas por
un real positivo € y un subespacio F de X, de dimensién finita, definida como
(6, E) 2 (¢,E") si € < ey E < FE es un orden parcial. Veamos que este orden
dirige a esa coleccién de parejas:

Dados (¢, E), (¢, E') tomemos €’ = min{e,¢ } y E' = (EUFE'). Entonces,
¢ < e, E,E < E"y E" es de dimensién finita. Por tanto, (¢, E), (¢, E') <
(", E").

Asf, la familia (T¢ i) es una red de operadores de rango finito definidos en X.
Ahora demostraremos que (7¢ ) tiende puntualmente a la identidad en X.

Sea g > 0y x € X; definamos 6 = H—;”(’ﬁ y F' = (x). Entonces (¢, F) = (6, F)
implica

[T (@) ]| < ezl < 5 Jal] < o
Por tanto, T, g — I en X.
b) = a) Sea £ < X de dimension finita y supongamos que (7,,) es una red de

operadores de rango finito tal que T,, — I en X. Por el Lema 2.4.5, dado € > 0
existe a tal ||To(x) — z|| < €||z|| para todo € F; de manera que se cumple b).

a) = c¢) Sea F < X, con dimFE = n < oo. Consideremos ¢ > 0 tal que

ne
ne <1,

Por hipdtesis, existe un T € B (X) de rango finito tal que

IT |g (x) = I |e (2)[| < ellz]

y por el Lema 2.4.4 existe S, operador en X, de rango finito, tal que S |g=1I |g.
c)=a) La prueba de esta implicacién es obvia.ll

Corolario 2.5.3 Sea X un espacio de Banach con la propiedad de aproximacion.
Entonces X tiene las siguientes propiedades:

a) X tiene la propiedad de que para cada E < X de dimension finita y para
cada € > 0, existe un operador T : X — X de rango finito, tal que ||T (x) — z|| <
ellz|| para todo x € E.
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b) Eziste una red (T,) en B(X) de operadores de rango finito que converge
puntualmente a la identidad en X.

¢) Para todo E < X de dimension finita hay un operador S € B(X) , de
rango finito, tal que S (x) = x para todo x € E.

Demostracion.

Veremos que X tiene la propiedad a), lo cual, por la proposicién anterior,
basta para demostrar este resultado.

Sea E < X de dimensién finita y € > 0. Dado que la bola unitaria Bg en
E. es un compacto en X, se cumple que existe un operador 7' : X — X de

rango finito tal que HT <”—§H> — ﬁ ’ < € para todo x € F no nulo. Por tanto,

T (z) — z|| < €]|z|| para todo x € E.I

2.6 La propiedad de A—aproximacién métrica. La
propiedad de aproximacién acotada

Definicién 2.6.1 Sea A\ > 1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
A—aprozimacion métrica (A-m.a.p. por sus siglas en inglés) si para cada E < X
de dimension finita y cada € > 0 existe un operador T € B(X) de rango finito tal
que [T <Xy ||T (z) — z|| < €||lz|| para todo x € E.

St X tiene la propiedad de A— aproximacion métrica para algin A > 1, entonces
se dice que X tiene propiedad de aproximacion acotada (b.a.p. por sus siglas en
inglés)

Proposicién 2.6.2 Sean X un espacio de Banach y X > 1. Entonces son equi-
valentes:

a) X tiene la propiedad de A\—aproximacion métrica.

b) Eziste una red (Ty,) en B(X) de operadores de rango finito, uniformemente
acotada por X\, que converge puntualmente a la identidad en X.

¢) Para todo E < X de dimension finita y para toda X' > X hay un operador
S € B(X) , de rango finito, tal que ||S|| < X y S (x) = z para todo x € E.

d) X tiene la N'—propiedad de aproximacion métrica para todo N > .

e) Para todo K C X compacto y cada € > 0 existe un operador T € B(X) tal
que | T|| < X\ y tal que | T (x) — z|| < € para todo x € K.

Demostracion.

a) = b) Sabemos que dados F < X, de dimensién finita, y € > 0, existe
un operador T{. gy de rango finito tal que |‘T(€7E)H <Ay HT(e’E) () — I(a:)H <
e|lz|| para todo x € E.

Es facil probar que relacién < definida para las parejas (e, F) formadas por
un real positivo € y un subespacio F de X, de dimensién finita, definida como
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(e,F) = (€,E)sie <ey E < Ees un orden parcial. Veamos que este orden
dirige a esa coleccién de parejas:

Dados (¢, E), (¢, E') tomemos ¢’ = min{e,e } y E' = (EUE'). Entonces ,
" <eé, E,E' < E"y E" es de dimensién finita. . Por tanto, (¢, E), (¢, E') <
(¢",E").

Asi, la familia (T¢ g) es una red de operadores de rango finito definidos en X y
uniformemente acotada por A. Ahora demostraremos que (7¢ g) tiende puntual-
mente a la identidad en X.

Seaeg >0y x € X y definamos 6 = H—;||@+'—1 y F' = (x). Entonces (¢, E) = (6, F)
implica

I Tie.m) (@) = 2| < ellzll < 62 < eo.

Por tanto, Tt p — I en X..
b) = a) Sea E < X de dimensién finita y supongamos que (7y) es una red de

operadores de rango finito tal que T, — I en X y ||T,|| < A. Por el Lema 2.4.5,
dado € > 0 existe a tal ||T,(x) — z|| < €||z| para todo z € E, y como || T,| < A,
tenemos que X tiene la propiedad de A—aproximacién métrica.

a) = c) X tiene la A—propiedad de aproximacién métrica. Sean F < X, con
dimE =n, y # € (0,1). Consideremos € > 0 tal que < < 3 < 1

Por hipdtesis, existe un T € B (X) de rango finito tal que

1T & () = I & () <elz] y [T <A

Por el Lema 2.4.4 existe S, operador en X, de rango finito, tal que S |p=1 |g
y IS =TI < £<|IT|| < BT Por tanto, [[S|| < (1+8)[|T] < (1+ B)A.

En suma, para cada subespacio E de dimensién finita y cada X' > ), existe
un operador S € B (X), de rango finito tal que ||S|| < X, y S(z) = z para todo
rze k.

c)=a) Sean F < X de dimensién finita y € > 0. Tomemos ¢y > 1 tal que
5063—1 < €, y notemos que como egA > A, entonces existe T' € B (X) de rango finito
tal que T' |p= Ig y tal que ||T|| < apA.

Definamos un nuevo operador Ty = %T. Si xz € F, entonces

1 1
[To (2) —zf| < —|[T (2) — eoz|| = — [l — eox||
€0 €0

e — 1
= o 2| < (€0 — 1) [|[| < elz]|

Ademss,
1
[Toll = — [IT[| < A.
€0

O sea, X tiene la propiedad de A\—aproximacién métrica.
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c)=-d) La prueba es obvia.

d)=-c) Sea X > X y escojamos N > \g > A. Como X tiene la \p-propiedad
de aproximacién métrica se sigue que se cumple a) y por tanto c).

a)=-e) Sean K C X compacto y no vacio, y € > 0. Existe una o9 —Ted
finita {1, ...,2n} de K. Definamos E = (x1,...,xy), por ser éste de dimensién
finita, existe T € B (X) de rango finito tal que [|T'|| < Ay

€
IT () - 2 < § el

sixz € E.
Sea x € K existe 1 <i <n tal que [jz; — x| < 30T ¥ tenemos:

1T () = f| < [T (x) =T ()| + T (i) — il + l|lwi — ]
< (A+1) ||a:i—:c||+§ <e€

por lo que se satisface e).
e)=a) Sea F < X de dimensién finita y € > 0. Dado que la bola unitaria Bg
en F, es un compacto en X, se cumple que existe un operador T' : X — X de

rango finito tal que ||T"(z)|| < Ay HT (i) - ﬁ” < € para todo x € E no nulo.

ll=ll
Por tanto, |T" (x) — z|| < €||x| para todo z € E.

Como podemos ver, por el inciso e) del teorema anterior, la tnica diferencia
entre la propiedad de aproximacién y la propiedad de aproximacién acotada, es
que, en la segunda, se requiere que los operadores en cuestion estén uniformemente
acotados.

Aunque trabajaremos poco con la siguiente propiedad la incluimos porque la
mencionamos en el dltimo capitulo y estd en el actual contexto.

Definicién 2.6.3 Se dice que un espacio de Banach separable tiene la propiedad
conmutativa de aprorimacion acotada (c.b.a.p.) si existe una sucesion (T,,) de
operadores en X de rango finito, uniformemente acotados, tales que T, (x) — x
para cada x € X, y T, 0 Ty = Tipin(n,m) Stempre que n #m.

Es claro que todo espacio con la c.b.a.p. tiene la b.a.p. y por el Teorema 2.2.7
todo espacio f.d.d.p. tiene la c.b.a.p.

2.7 my-espacios. La propiedad 7 (7.p.)

Definicién 2.7.1 Sea A\ > 1. Se dice que un espacio de Banach X tiene la
propiedad Ty 0 que es un mx-espacio, si existe una coleccion {Eq} e 4 de subespa-

cios finito dimensionales de X, ordenada por la inclusion, tal que X = |J Eq ¥y
acA
para cada o € A existe una proyeccion T, de X sobre Eq con ||[To| < A .

X es llamado un w-espacio, o se dice que X tiene la propiedad w, si X es un
ma-€espacto para algin A > 1.
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Proposicién 2.7.2 Sea X un espacio de Banach. Entonces las siquientes afir-
maciones son equivalentes:

a) X es un m-espacio.

b) Existe una red (Ty,) de proyecciones en X, de rango finito, y uniformemente
acotada que converge puntualmente a la identidad en X y ademds, TgT,, = Tg si
6> a.

¢) Existe \g > 1 que satisface la siguiente propiedad: para cada subespacio F'
de X, de dimension finita, existe una proyeccion T de X, de rango finito, tal que
T(x) =z para todo x € F y ||T| < Xo.

Demostracion.

a)=b) Por hipdtesis, existen A > 1 y una familia {E,} de subespacios de X
de dimension finita, ordenados por la inclusién, tales que X = |J E, y para cada
(63

« existe una proyeccién Ty, de X sobre E, tal que || T, < A.
Definamos « < 3 si F, C Eg. Entonces, (T},) es una red de proyecciones de
X, de rango finito, uniformemente acotada por Ay si o < 3, entonces TpT,, = T}z

Probaremos que (7y) converge puntualmente a la identidad. Sean ¢ > 0y
x € X, entonces existen ag y y € Eq, tales que ||y —z| < oo v ademds, se
cumple que T, (y) =y si a = ag. Por tanto, o = o implica

[Ta(x) — 2| < [[Ta(x) = Ta(y)l| + [ Taly) — =l < (|1Tall + 1) [ly — 2l| <e.

Es decir, T, — 1.

b)=-c) Sea (T,) una red como en b). Existe A > 1 tal que ||T,|| < A para
todo a. Tomemos un subespacio k-dimensional F' de X y sea 0 < € < 1 tal que
ke < 1. Por el Lema 2.4.5 existe ae > 0 tal que ||To |[p —Ip|| < € si a > a..

Por el Lema 2.4.4, existe una proyeccién S de rango finito tal que S |p=Ip y
ke
1—e€
por lo que ||S|| < 2||T|| < 2A. Por tanto, se cumple c).

IS = ITall < IS = Tall < [Tall < I Tall

c)=a) Sabemos que dado F' < X de dimensién finita, existe una proyeccién
de rango finito Tp de X sobre un subespacio Fr tal que ||Tp|| < Aoy Tr(z) =2
para todo x € F. Notemos que esta ultima propiedad implica que F' < Ep.

Ahora mostraremos que la familia {Er}, con F' recorriendo todos los sube-
spacios de dimensién finita de X, estd dirigida por la inclusién. Dados Ep, y ER,,
tomemos F3 = (Ep, U ER,), entonces existe T, con las propiedades que arriba se
mencionaron, y por tanto, 3 C Er,, y entonces, Fr, y EF, estdn contenidos en
Ep,.

Ademsds, X = |JEr pues si x € X, entonces ' = (x) es un subespacio de X
de dimension finita y asi, existe un espacio Er en la familia antes construida tal
que F' C Ep y por tanto, z € | JEr. R
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Observacioén 2.7.3 Si analizamos las pruebas anteriores podemos concluir que
en a) podemos poner que X es un mwx- espacio y en b) que la red estd acotada
por \ y entonces las 2 afirmaciones serdn también equivalentes. Asimismo, si en
¢) ponemos que para cada Ay > X\ existe el operador con las caracteristicas ahi
senaladas, entonces el nuevo inciso a) implica esta nueva forma del inciso c).

2.8 Relaciones entre: f.d.d.p., b.a.p., 7.p. y b.p. y su
conservacion bajo isomorfismos.

Es importante observar que las propiedades antes definidas no son independientes
entre s{ y mantienen relaciones interesantes, esto lo muestra el siguiente

Teorema 2.8.1 Sea X un espacio de Banach.

a) St X tiene una base de Schauder (x,), o sea tiene la b.p., entonces tiene
también la f.d.d.p. En ese caso, las proyecciones que definen una descomposicion
finito dimensional para X coinciden con las proyecciones naturales asociadas a la
base (xn)or de X.

b) Si X tiene la f.d.d.p., entonces es un wx—espacio para alguna A > 1.

c) Si X es un wx—espacio para alguna X\ > 1, entonces X tiene la propiedad
de A—aproximacidn métrica.

d) Si X tiene la propiedad de aproximacion A—métrica para alguna \ > 1,
entonces X tiene la propiedad de aproximacion.

Demostracion.

a) Sea X un espacio con base de Schauder (z,),>; y cuya sucesién de coefi-
cientes funcionales asociados es (f,),- . Para cada n > 1 definimos el operador
P, () = fn (x) zp, tenemos que P, es una proyeccién de X sobre (x,). Asi, dado

o0 o0
x en X se cumple: z = > fpo(v)x, = > P, (7), y ademds, esta representacion
de x es tnica por ser (xy),-, una base y (fn),—; es la sucesién de coeficientes
funcionales asociados a ella. De esta forma, ((z,)),-; es una descomposicién
finito dimensional de X y las proyecciones asociadas a esa d.f.d. para X son las

n
proyecciones naturales asociadas a (zn),—1: Qn () = > fi(z)x;.
i=1
b) Sea (F;);2; una descomposicién finito dimensional de X. Entonces defi-

n
namos E,, = < U E> La familia {E,}, ; estd dirigida por la inclusién, y dado
i=1
o0
cualquier z en X se cumple x = >  P,(z), donde cada P, es una proyeccién
i=1

o0
de X sobre F,. Es decir, x es el limite de elementos en |J E,, pues cada suma
i=1

k
parcial > P,(z) estd en Ey. Asi, X = |JE, y sabemos (Teorema 2.2.6) que la
i=1
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[e o]

familia <Qn(x) => Pk(:z:)> de las proyecciones naturales de la d.f.d. estd
k=1

uniformemente acotada; adergét; Qn (X) = E, para todon > 1. Asi, X es un
my—espacio para alguna A > 1.

c¢) Por la Observacion 2.7.3, tenemos que ¢) implica el inciso b) de la 2.6.2 y
por tanto X tiene la propiedad de A—aproximacién métrica.

d) La afirmacién es obvia.ll

Teorema 2.8.2 Las cuatro propiedades que se analizan en este trabajo: f.d.d.p.,
b.a.p., m.p. y b.p. se conservan bajo isomorfismos.

Demostracion.

Sean X, Y dos espacios de Banach y T': X — Y un isomorfismo.

a) La propiedad de aproximacién acotada es invariante bajo isomorfismos.
Usaremos el inciso b) de la Proposicién 2.6.2.

Supongamos que para alguna A > 1, X tiene la A— m.a.p. Por la Proposicién
2.6.2 sabemos que existe una red (T,) de operadores de rango finito uniforme-
mente acotada por A tal que T, (x) — z para todo x € X.

Definamos S, = T o Ty o T~! para cada . Entonces S, : ¥ — X es de
rango finito y ||Sa| < || 77| 7]l A para todo a. Ademss, dado cualquier y € Y,
tenemos que y = T’ (z) para alguna z € X, y asi,

Sa () =T (To (T7H(T (2)))) = T (Ta (x))

y entonces Sq (y) — T () = y. Con lo cual obtenemos que Y tiene la (|| 71| [|T]| A) —
m.a.p.

b) La propiedad 7 es invariante bajo isomorfismos.

La demostracién es completamente andloga a la que se hizo en el inciso a);
ahora se usard la Proposicién 2.7.2, segin ésta lo tnico que falta verificar para
tener b) es que si T, es una proyeccién, entonces S, = T o T, o T~! también lo
es; pero esto resulta es cierto pues

Sa08Sy=ToT,oT ' oToT,oT ' =ToT20T ' =S5,.

c¢) La propiedad de descomposicién finito dimensional es invariante bajo iso-
morfismos.

Si X tiene una d.f.d., entonces, por la caracterizacién que nos brinda el Teo-
rema 2.2.7, sabemos que existe una sucesién de proyecciones de rango finito (Q,)
uniformemente acotada, digamos por M > 0, tal que Qm © @n = Quin(m,n) Y due
converge puntualmente a la identidad en X. Entonces definimos los operadores
Q) = ToQ,oT 1 Asf(Q)) es una sucesién de operadores uniformemente
acotada por ||T||||T~|| M y de rango finito. Ademds,

QnoQn=ToQuoT 'oToQuoT ' =ToQoT " =0Q,

n
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Q;n % Q;L =To Qm © Til oTo Qn © Til =To Qmin(n,m) o Til = ;nin(m,n)'

Por dltimo, dado y € Y, existe z € X tal que T'(z) =y, y

Qn (W) =Qn(T(2) =T (Qn(x) - T(z) =y

Por tanto, por el mismo Teorema 2.2.7, Y tiene una d.f.d. definida por (Q),).
d) La propiedad de la base se conserva bajo isomorfismos.
Este inciso ya se probé en una versiéon més amplia en la Proposicién 2.3.18.1



Capitulo 3

Estructuras en X y X~

3.1 El Principio de la Reflexividad local

Cuando un espacio de Banach es reflexivo se tiene que X es isométricamente
isomorfo a X** a través de la inmersién canénica™. El Principio de la reflexividad
local que veremos aqui establece que a cada subespacio de dimensién finita de
un espacio de Banach X le correspogde un subespacio isométrico de X via una
isometrfa que aplicada a puntos de X actia como la inversa de ~. En particular
a un subespacio de dimensién finita de X le corresponde “el mismo” subespacio
en X.

Lema 3.1.1 Sean X, Y dos espacios de Banach, T : X — Y un operador y

e X** tal que ||| < 1y || T (™) — Y| < € para algin y € Y y un e > 0.
—w*

Entonces no existe W C Bx convexo tal que ™ € Wy WL = 0, donde

L={x € Bx:|T(x)—vyl| <e€}

Demostracion. .

Supongamos que W C By es un convexo tal que z** ¢ Wy WL = 0.
Como WL =0, entonces ||T (w) — y|| > € para todo w € W.

Ademads, gracias a Proposicién 1.4.11 tenemos que T** es w* — w*— continuo,
y por consiguiente

w* ————w*

T* () € T* <ﬁw> C T+ (/m?) —TW) . (3.1)

Dado que el trasladado T (W) —y de T' (W) es un conjunto convexo de Y
ajeno a la bola abierta V' centrada en el origen y de radio ¢, el Teorema 1.6.1 nos
asegura que existen y* € Y* y un real a tales que y* (T (w) —y) > a > y*(2)
para todo w € W'y para todo ||z|| < €.

Como a > y* (z) para todo ||z|| < €, sabemos que a >0y ¢ > [|y*|| pues

a> sup y*(z) = sup y*(ez) =€ sup y*(2) = elly|.
2l <e =l <1 Jzll<1

57
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Definamos y5 = €y*; ast, [[y5l] < 1y y5 (T (w) —y) = cy* (T'(w) —y) > €
para todo w € W.
Observemos que

—

e <45 (T (w) — ) = (T (@) - 7) () = (T (@) — ) (45) = v§ (T (@) — 7)

A

para todo w € W. Por esto y (3.1) obtenemos g}é‘ (T (x**) —y) > e
Finalmente,

177 (@) = gll = (T (™) =) (vo) = yo (™ (@) =) = ¢,
lo cual contradice la hipé6tesis.l

Observacion 3.1.2 Bajo las hipdtesis del lema anterior, L es distinto del vacio;
Wk

de lo contrario se tendria Bx (\L =0y x** € E} , y de este par de hechos y el
Teorema de Goldstine, se tendria una contradiccion a dicho lema.

Corolario 3.1.3 Sean X, Y dos espacios de Banach, T : X — Y un operador y
e X** tal que H:E**H <1y ||T* (x*) —y|| < € para alginy € Y y un e > 0.

Entonces x** € 7" en X**, donde L ={x € Bx : |T (z) — y|| < ¢€}.

Demostracion.

*

=W
Supongamos que ** ¢ L . Como X** con la topologia w* es localmente con-
=w*
vexo, {z**} es w*—compacto, L  es obviamente w*—cerrado, y ambos son con-
vexos, entonces, de acuerdo al Teorema 1.6.2, existe z* € X* tal que
b=z* (z*) > max_z* 7* (Z) = a; en particular,
zGL

a+b

k% *
™ (z%) > 5

> z* (z) para todo = € L.

Definamos W = {l‘ € Bx :z* (z) > “TH’} Entonces z** € /V[7w , ya que por
el teorema de Goldstine existe una red (xa) en By tal que 7, v x**, y como
(%) > “*b entonces existe ag tal que Ty (l‘*) > ‘”b siempre que o > «ap. Asi,
en toda w —Vecmdad de x** hay puntos de W,

Por otra parte, W[ L = 0 ya que ‘”b > z* (z) para todo = € L, y puesto que

W es un conjunto conexo, se contradice el Lema 3.1.1. Asi z** € L .1
Proposicién 3.1.4 Sean X un espacio de Banach y E < X* de dimension finita.

Dado o > 0, existe una coleccion {u]} C X tal que ||uj|| = 1 para toda
1<ji<r,ylle] <1+a) 1max le (uj)] pam todo e € E.
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Demostracion.
Sea € € (0,1) tal que Zl—l—La + € < 1, y escojamos h%a + € < 6 < 1. El conjunto
S ={eec E||e| =1} es un compacto en E, pues éste es un espacio de dimensién

finita. En particular, S es totalmente acotado, y por consiguiente existen vectores
€1,..,er € S que forman una e—red finita de S.

Como para cada 1 < j <r se tiene: |lej|| =sup{lej (x)]:x € X, [|z| =1}y
como 0 < 6 < 1, se sigue que para cada 1 < j < r existe u; € X tal que |lu;|| =1
y 6 = llejll 6 < lej (uj)l.

Tomemos entonces cualquier e € S. Existe 1 < j < r tal que |[e —e; <€,y
asi

1

e ()] = lej (u))] = les (wy) — e (uy)] > 6 —e > 7=— =

De esta forma

llell < (14 @) le(u;)] < (1 + «) max |e(uj)|.
1<5<r

Ahora, dado e € F, con e # 0, tenemos:

)k

)

‘ <(1+a) Juax
SISTr

. .
el el
0 sea,

lell < (1+a) Joax e (u;)]

Por consiguiente,
< .
el < (14 a) llgnjf.igr \e(uj)\

para cualquier e € E.l

Corolario 3.1.5 Sean X un espacio de Banach, Z < X* de dimension finita,
y o > 0. Entonces existe Y < X también de dimension finita tal que para cada
z € Z , se tiene que |[z]| < (1+a)sup{|z ()| |y €Y y [yl = 1}.

Lema 3.1.6 Sean X un espacio de Banach y k y m dos naturales. Definimos el
operador G : X* — X™ como

m
G(xss 1)—(2)\“}5) )
j=1
donde ()\g), conl1 <s<kyl< j < m, es una coleccion fija de escalares.

Entonces G*( (a:;);n . <z Nz ) y por tanto,

J

m

() - (S

j=1
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Demostr%io’n.
Sea (JJ;)j:l € (X™m)*
i m
(@ (@) @by = (@), 0 G) @by = (@)1 <;Aﬂx> )

m k k m
=Y (Z N (xs)> =D Mak(a
7j=1 \s=1 s=1 \ j=1

k
Es decir, G*((fﬁj)m 1) = (Z AJS@) -
i= =1

= s=1

Lema 3.1.7 Sean X un espacio de Banach y k, M y N tres naturales. Dados
fi,uj € X* para 1l < i < M y 1 < j < N, definimos el operador

S Xk _y FMEANE como S ((1‘5)8 1) (fi (@s) ,u; (5)), ; - Entonces,

S ((99)521) = (9 (i) 95 (), 5 para todo (g,)t_, € (X*)”

Demostracion.

Sean ((ILS, bj7s) k

(FMEENEY v (2,)%_, € X*, entonces

87]77/

5* ((ai,vaj,S)s,j,i) ((378)];:1) = (@is:0j,s) (S ((%)];:1))
(az S5 b],S)sji (fi (zs) y Uj ($S))sji

k M

D3] DIRIES SRMES

s=1
M N k

= Swishit b | ().
i=1 j=1 a1
En resumen,
M N k
S ((azs,b ) 8.4, z) = Zai,sfi+zbj,suj

i=1 j=1 a1

para todo (aw,bj,s)sji (FMk—i—Nk)*
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Entonces, si (gs)l;:1 e (X*)k,

57 ((90521) ((@ss:b3)555) = (95 05" ((@iss o), )

M N
= (go)ici o [ D aisfi+ D bjsu
i=1 j=1

k M N
= Z Z Qi sGs (fz> + Z bj,sgs (uj>
s=1 \i=1 Jj=1

—

= (gs (fz) y Js (UJ))s,],z (ai’s’ bj,s)s’j’i ’

Es decir,

o —

G ((gs>i;:1) = (95 (fs), gs (uj»&j,i para todo (gs)l;:l € (Xk) ok -

Definicién 3.1.8 Un operador T : X — Y entre dos espacios normados es lla-
mada una e—isometria, con € > 0, si 1 —e < | T ()| < 1+ € siempre que
]l = 1.

€

3+e€
es un isomorfismo sobre su imagen y |7/ [|[T7|| < 1 + ¢, ya que la condicién

1 -3 <|T(2)]| <1+ 3% paratodo z € X con [|z| = 1, implica que T est4

acotado por abajo, | T|| <1+ T ¥ HT‘lH < 1_1L <1l+s.
3+e

Es claro que si T': X — Y es una —isometria, con ¢ > 0, entonces T'

Teorema 3.1.9 (Principio de la Reflexividad local). Sean E < X** y
F < X* de dimensiones finitas. Dado 0 < € < 1 existe un operador T : £ — X
tal que:

a) T es una 5= -isometria, en particular, | T|| 1T~ <1+e

b) T |Eﬂf<: Ipnx -

c) T(e)(f)y=e(f)sifeFyeeckE.

Si - denota la isometria inversa de la inmersion candnica - : X — X**,
entonces el operador Ty : E — X dado como Ty = ~oT : E — X satisface:

ao) To es una g% -isometria, en particular ||Tp| HT0_1H <l+e

bo) To(f) =z siTeFE.

w) f(Tole)) =e(f) sifeF yeek.

Demostracion.
Sea n_ = dim E. El resultado es obvio si n = 0; supongamos que n > 0.
dmFENX =n—k,con 0 <k <n.Sik=0 el resultado se obtiene con T' = I.

n
Para 0 < € < 1 hagamos 6 = 5. Escojamos una base normalizada {x;‘*}
Jj=1

de FE, tal que <{x;‘*}n i 1> = EN X y definamos yi* = (1—6)x" para cada
J=k+
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n

1 <5 < n. Entonces, {y;‘*} 5 también una base de E. Si {hj}?zl son los coefi-
]:

n
cientes funcionales asociados a la base {yj*} , entonces (y7*, .., ys*; hy .., hn)?fl
i=1 -

es un sistema biortogonal de E tal que ‘

{y;‘* }::k+1 es una base de E( X.

Observemos que Iy (e) = Z hj (e) y;* para todo e € E, por lo que cualquier

~ k
operador T' : E — X de la forma T'(e) = > hj(e)v; + Z hj (e) y;*, con
j=1 =k

v1, ..., U € X, satisface la condicién T | ENX™ 1 En lo que 81gue, elegiremos

ENX"
vectores vi,...,vr € X que harédn que el operador T : £ — X, definido como
k

T(e)= > hj(e)v; + Z hj (e) y;*, sea una é—isometria que satisface c).
i=1 j=k
Tomemos 0 < a < min | 135 — 1, %, 1]. Sea {ej};zl una ¢ —red finita
J
j=1
de Int (BE)
Por otra parte, como F < X™** es de dimensién finita, se sigue de la Proposi-

!/

T
ci6n 3.1.4 que existe una coleccién {u*} en Bx~ tal que |le| < (14 a) max
]:

J 1<5<r
*
()

Podemos suponer que r = 7/, pues en caso contrario podemos agregar puntos

!

superfluos a la red ‘[e};:1 o a la coleccién {u}‘} . Sea N el valor comin de r y

j=i
r.

En resumen, existen una §—red finita {e}j-\]:1 de Int(Bg) y una coleccién

N
{u;‘} ~en By~ tales que
j=i

el < (1+ «) max, le (u})] (3.2)

para todo e € E.
Sea h;(ej) = )\g paracada 1 <i<nyl<j<N;asi,e = ) Ajyi para

cada 1 < j < N. Hagamos p = max Z |)\]‘

En el producto cartesiano X k conaderemos, como hemos convenido, la norma
del méaximo de la normas de las componentes. Definimos

Z)\]:Es + Z N y;*

s=k+1

C = {(xs)’;_l € Byx :

<1, jzl,...,N}.
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s=1

Definimos G : X* — X% como G((a:s)k ) = <Z

>

wn<

3

V)
\—/
<.
I Z
= -

oD

=4

o

)

@)

¢)

w0

(oW

l¢)

N
k
acuerdo al Lema 3.1.6 tenemos: G** ((1::*)];:1) =1 > Ma¥ . Por tanto,
=1 -1
n N
*ok *x\ k ok
G ((ys )s:l) + ( Z )‘iys ) <1
s=k+1 j=1
ya que
oMy Y M| =D M| = llesll < L.
s=1 s=k+1 s=1

—=w*
Por el Corolario 3.1.3 se tiene que (y;‘*)le ceC .

Sea {f;}M, una base de F y definamos el operador S : X*
S((l‘s)k ) = (f@(:vs),u;(xs)> cconl1<s<k, 1<i<M, 1<j<N,donde

s=1

—s FMEk+NEk como

2Js

uj € Bx- son las funcionales que satisfacen 3.2. Entonces,

w*

(i) s () ) -7

pero por ser FMk+NE yn espacio de dimensién finita, la topologfa w* y la inducida
por la norma coinciden, y por tanto,

s (7)) € 5(0) =5 (0),
Ran (S) es cerrado, ya que por (3.2) tenemos
HS (<x8)§:1> H Zlgjgnl\lff,il}%sgk [ (15)] = HLO( H(a:S)I;ZIH ’ (3.3)

para todo (xs)lzzl € X*.
Afirmamos que Ran (S) = Ran (S**). Por un lado, Ran (S) C Ran (5**) ya
que S** ((:E;)k ) =S ((ms)l;:l). Por otro lado, debido a que Ran (5) es cerrado

s=1
y FME+NE o5 de dimension finita, se tiene

() - (7)<
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— k —
Por lo que existe (vj);?:l € X* tal que S <(vj)§=1) = g <(y;’f*)j_1> (E (C)) .

Asi, para 0 < 8 < min {1, %} podemos encontrar (cj)?:l € C tal que

HS () — 5 ((0))

Al definir b; = vj —c; para cada 1 < j < k, se obtiene de 3.3 que H(bj);“:l H <p

‘ —

= HS ((Uj - Cj)le)

g
'< l1+a

y

57 ((57)5) = 5 (1e0f0) +5 (0,

k n
Mostraremos que T'(e) = > hj(e)v; + > hj(e)y;* satisface T'(e) (fi) =
Jj=1 j=k+1
e(f;) paratodo 1 <i < M y e € E, de donde se sigue c¢), y ademds probaremos
que T es una d—isometria.

Por el Lema 3.1.7 tenemos:

G+ ((gs)ﬁzl) = (gs (f@)/,g?(u;» ~ para todo (gs)lszI c (Xk)**

87]72

En particular,

S ((98)1;:1) - <y8 (), s <u;

))s,lgjgN,lgigM'

De donde,

—

(50 0000 (1)), = 7 (k) = 5 (1) +5 (002
= (Fulea+b2) 15 e + b)), .

Lo que significa que

ys (fi) = fi(cs) + fi(bs) = fi (vs) paratodo 1 <s <k, 1<i< M.

ys (uf) = uj (cs) +uj (bs) paratodo1<s<k, 1<j<N. (3.4)

De la primera de estas igualdades se obtiene que si 1 < i < M y e € E,
entonces se cumple
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j=1 j=k+1
k n

= > i)y (F)+ D hil)y (fi) =e(fi).
Jj=1 j=k+1

Para ver que T es una é-isometria notemos primero que para cada 1 <i < N

k
IT ()l = [|> hy(e) s+ Z hj (e:) ZAZ (c]+b> Z Ay
Jj=1 j=k+1 j=k+1
= Z)\’cj+ Z Azyj*+2)\§gj
j=k+1 j=1
k k
< ZA’chr Z Ny || 1D XD || < 1 Do Ak
j=k+1 j=1 Jj=1

IN

. k )
1+ Z; L] @] <1+ <143
Y puesto que {ej}j.vzl es una ¢ —red finita de IntBg, para x € Sg tenemos
que existe 1 <17 < n tal que:
6

1T @) < T (@) =T ()l + T (e) | < 1T lz = esl| + [T (ea)l| < [Tl % +145

k
0
= (St ssiad + 3 o) § 13
! o
<7 ZZHh |+(1 -6 Z Il ) + 1+ 5
j=k+1
< gi”h I+1+2 145
2 2
j=1
Para mostrar que 1 — 6 < || T (z)| para todo x, observamos que de la igualdad

(3.4) se deduce que para e € E se tiene:

T(e) (uf) = > hs(e)uf (cs+bs) Z B (

s=1 s=k+1
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Asi,
le ()] = 1T (&) ()| < |5 [[ I ()l < 1T (e)ll

por tanto,

Il < sup fe(u)| < IT (@I

1-6 <
(1—=06)lefl < A+a) =50,

En conclusiéon, T' es una d—isometria.
Las afirmaciones para Tj se siguen inmediatamente y el teorema queda demostrado.ll

Lema 3.1.10 Sean X y Y dos espacios de Banach, con'Y de dimension finita.
Si ' < X* es de dimension finita, R : X* — Y es un operador y 0 < € < 1,

entonces existe un operador S : X* —Y w* — ||| continuo tal que:
a) S |r= R |F .
b)IISIl < (14 €) | 2]

) S* (y*) = R* (y*) siempre que R* (y*) € X.
d) S (X*) = R(X™) si R es sobre.

Demostracion.

Supongamos que la dimensién de Y es positiva. Sea E = R* (Y*). Por el Prin-
cipio de la Reflexividad local sabemos que existe una 5 —isometrfa,
T:FE — X, tal que:

)T (x)=xsizeE.

ii) f(T'(e)) =e(f) paratodo f € FyecE.

En particular, T es invertible y ||T]| < 1 +e.

Como Y es de dimensién finita se tiene que Y y Y** son isomorfos via la
isometrfa canénica =~ : Y — Y*. Sea S = o (T'oR*)", donde ~ denota
la isometria inversa de la inmersién candnica -, entonces S es un operador de
X* en Y. Dado que (T o R*)"es un operador dual, entonces, por la Proposicién
1.4.11 y por ser Y de dimensién finita se tiene que (T o R*)*, y por tanto S, es
w* — ||-||-continuo.

Dados f € F'y y* € Y*, tenemos

C

—

S W) =TeR) (f)y)=(fo(ToR))(y)=f(ToR (y)).

Y dado que R* (y*) € E, se tiene por ii) que

F(T (R (y) = R*(y") (f) =y" (R () = R(f) (v")-
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En suma, S (f) = R(f) para todo f € F.
Por otra parte,

IS =[Fe T o B[ = [T o R*|| < (1+¢€) [|R].

Sean y* € Y* y 2* € X* y supongamos que R* (y*) € X. Por i) sabemos que
T (R* (y*)) = R* (y*); de donde:

R (y") (%) = T (R*(y*)) («") = 2" (T (R" (")) =

(ToR) (@) (") = v ((To R (2%) =y* (S (27) = S * (") (@)
Ast, §* (y*) = R* (y*) siempre que R* (y*) € X.
Ahora supongamos que el operador R es suprayectivo, lo cual, por el Corolario
1.3.8, implica que R* es inyectivo. Por ser R de rango finito, digamos de dimensién

n, existe una base {y;};, de R(X*) =Y. Llamemos {f;};_, a los coeficientes
funcionales asociados a esta base. Entonces {f;};~; es una base de Y*. Sea

n
x* € X* entonces R (z*) =Y fi (%) yi-
i=1

Sea z* € X* que cumpla las siguientes condiciones:
z*o(ToR*)(fi) = fi(z"), para cada 1 <1i <n.

Tal z* existe porque tanto 7' como R* son operadores inyectivos y {fi};—; es
una base de Y* = R (X™*). Entonces

P

S(2") ="o (T o R)" () = (2" o (T'o B¥)).

Es decir,

-

-
Il
—

S = SRS EN =Y fi(2 0 (ToR))y
i=1

Il
.M:

N
Il
—_

(2" o (T'o R")) (fi) yi = Zfz' () yi = R(x7).

Y por tanto, R(X*) C S(X*). La contencién contraria es obvia, por lo que
queda demostrado el lema.l

Corolario 3.1.11 Sean X un espacio de Banach, Y y I dos subespacios de X*,
ambos de dimension finita, 0 < e <1 y R: X* —-Y yS: X* =Y dos
operadores que cumplen con todo lo senalado en el lema anterior. Entonces, los
operadores Ry : X* — X* y S1: X* — X*, definidos como Ry (z*) = R(z*) y
Sy (%) = S (z*), respectivamente, tienen rangos en Y ; por tanto, de dimension
finita. Sy es w* — ||| continuo y se satisface:
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CL) Sl ‘F: Rl |F .

b) [151]] < (1 + €) || - R

c) 87 (x**) = Ry (™) para todo x** € X** que cumple que R} (z**) € X.

d) Eziste un operador T : X — X de rango finito tal que T* = Sj.

e) Si R es una proyeccion sobre Y, entonces S1 y T, pueden escogerse como
proyecciones (de rango finito) y S1 (X*) = R(X™).

Demostracion.

Por el lema anterior, es claro que se satisfacen a) y b).

c). Por ¢) del mismo lema se tiene: S* (y*) = R* (y*) para todo y* € Y* que
satisface R* (y*) € X es decir, y* o R € X implica y* o S = y* o Rsi y* € Y.

Sea x** € X** tal que R} (z**) € X. Tenemos,

St (27) = (@7 [Y) 0 S1 = (@™[Y) 0 S

By (a7) = (z"|Y) o R;

de donde,
Si (™) = (#™[Y) 0 § = (@"*|Y) o R = Rj (+™).

d) Sabemos que Sj es un operador w*—||-|| —continuo, y por ser Y de dimensién
finita, w* — w*— continuo, entonces por las Proposiciones 1.3.5 y 1.4.11 existe un
operador T': X — X de rango finito, tal que T* = 5.

e) Ahora, si R, y por tanto Rj, es una proyeccién sobre Y, entonces tomemos
F' = (FJY). Por lo recién probado, existe S; : X* — X* con rango en
Y, que es w* —||— continuo y satisface; a), para F’ en lugar de F, b),
c)y S1(X*) = R (X*) =Y. Sea z* € X* entonces existe z* € X* tal que
St (z*) = Ry (2%). Debido a que se satisface a) y el rango de R es Y, obtenemos:
St (a*) = S1(Ri(2*)) = Ri(Ri(2")) = Ri(2*) = Si(z*) y por consiguiente,
S1 y T (Proposicién 1.4.11), son proyecciones. Por lo antes dicho, S; es una
proyeccién sobre Y = R(X*) .1

Observacién 3.1.12 Si en el corolario anterior R se supone w*-||-|| continuo,
entonces las conclusiones son obvias tomando S1 = R;.

Ahora, juntando el Principio de la Reflexividad local, el Lema 3.1.10, y el
Corolario 3.1.11, tenemos una versién ampliada del Principio de la Reflexividad
local, que se resume en el siguiente

Teorema 3.1.13 Sean X un espacio de Banach, E < X** y G < X* de dimen-
stones finitas, y 0 < e < 1. Si existe una proyeccion P de X™** sobre E, entonces
existe un operador inyectivo T : E — X y una proyeccion Py de X sobre T (E)
tales que
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a) T(z)=zsiz € E.

b) f(T (e)) =e(f) para todo f € G ye € E.

o) [T T < 1+

3 1Bl < 1P (1+¢).

Si ademds P es w* — ||| continuo, entonces Py puede escogerse de manera
que satisfaga a), b), c), d) y

e) By* (™) = P (**) siempre que P (z**) esté en X.

Demostracion.

Si hacemos que P juegue el papel de R en el Corolario 3.1.11, cumpliéndose en-
tonces la hipétesis de que R es una proyecciéon sobre FE. Entonces
Q* : (X*)* — F es la proyeccién suprayectiva (S1) cuya existencia es asegu-
rada en ese resultado, entonces @) : X* — X* corresponde a la proyeccién
(T') de rango finito que ahi aparece. Ademds, ese mismo corolario nos dice que

QI < 1P (1 +5).

Hagamos F' = @ (X™), que es un subespacio de X* de dimensién finita, y
definamos F' = (F'|JG), que también es de dimensién finita.

a)-c) Por el Principio de Reflexividad local existe T' : E — X tal que
f(T(e) = e(f) paratodo f € FF = (F|UG)ye € E, T(Z) =xsiT € E,
y |77, IT] < 1+ §; o sea se satisfacen a), b) y c).

d) Ahora tomemos Py =T o Q*o ™, entonces Py (X) C T (E) y

1Bl < TN

< PI(1+5) (1+35) <IIPla+o.

Por otra parte, si 2* € X* entonces @ (z*) € F', de manera que dado e € F
y ¥ € X*, se tiene

(@ (7)) @) = (T(©0Q) @) = (T (©) (@) = Q") (T (e)).

Por b)

Asi Q* (1{(?)) = e para todo e € E, y por tanto,
Py(T(e)=T (Q* (f@)) =T (e) para todo e € E.
Es decir, Py |7(g)= Ir(E), de donde, Py (X) =T (E). Ademis,

P§ (z) = Py (T (Q" (7)) = T (Q" (7)) = Py (x)

y por consiguiente Py es una proyeccién sobre T' (E) .
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Si P es w*—||-|| continua, entonces, por la observacién anterior podemos tomar
Q* = P, con lo que se siguen cumpliendo a)-d) y tenemos Py = T o P o™, asf,
Py: X — T (E) C X es un operador para el que se cumple:

Pak* — (TO PO/\)* — T** o P** OA‘X** .

Como ™ (z**) = x**, tenemos

P (o) = T (P** (;)) _ e (13/(3;))

= T(P(z*)).

Ademass, si P (z**) € X, entonces, por a) se sigue

—

P (a™) =T (P (a)) = Fy™ («) .

De manera que se cumple el inciso ¢).l

3.2 Relaciones entre estructuras de X y X*

Aqui se dan los resultados que motivan el titulo del capitulo y se concluye con
uno que es fundamental en la teoria de las bases: X tiene base de Schauder si X*
la tiene. Este resultado tardé 20 anos en obtenerse, desde que S. Karlin planteé
el problema.

Lema 3.2.1 Sea X un espacio de Banach para el que existe Y < X* y dos redes
de operadores de rango finito (Pn) y (I3) que satisfacen:

1) Py: X = X, P (X*)CY yTg: X* =Y paratodo ay (.
2) Py(z) = x,T(y) —y paratodox € X yy €Y, ysup ||Ts] < oo.
B

3) Los operadores P, son proyecciones.

Sean F y I dos subespacios de dimensién finita de X y Y, respectivamente y
0 <e<1lya; € A Entonces existe una proyeccién ) de rango finito definida
en X tal que:

a) @ (e) = e para todo e € E.

b) Q* (f) = f para todo f € F.

) Q" (X¥)CY.

d) [|Q] < 2K + 2¢+ 3Kc donde ¢ =sup ||Py|| < oo (Teorema de Banach-

(0%

Steinhaus) y K =sup ||1p] .
B

e) Q(X) es e—cercano a P, (X) para alguna oy > .
Demostracion.
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Sea 0 < § < £ tal que §dim (F) < 1y 6d1mF < 3. Como F es de dimensién
finita, el Lema 2. 4 5 asegura que existe 3 tal que |Ts (f) — fll < 6||f] para todo
f € Fyel Lema 2.4.4 nos dice que existe T' € B (X*) de rango finito contenido
en (Tg(X*),F) CY tal que T(f) = f para todo f € Fy |[Ts —T|| < & || Tsl};
de esto tltimo se obtiene que ||T| < 3 || 75| < 3K.

Por el Corolario 3.1.11 existe un operador S : X — X de rango finito tal que:

sl) S*(X*) =T (X*) CY,
$2) )S*(f)=T(f) = f para todo f € F,
s3) |9 < IT|(1+6) <3K(1+6) <2K

Tomemos el espacio de dimensién finita G = (E'| JRan (S)) C X y escojamos

0 <7 < 3 tal que :’Clﬁi—H;G < § < 1. Sea aj tal que ||Py(g) — gl < vllg|l para

todo g € Gy a > q , esto ultimo puede lograrse gracias nuevamente al Lema
2.4.5. Consideremos o > max (o, ov1); por el inciso b) del Lema 2.4.4 existe una
proyeccién P en X de rango finito tal que

pl) P(g) = g para todo g € G,

2) ||P = Pay|| < T2 || Pag |, por tanto, ||Pl| < (1+§) | Pal < 3e.

3) HP |PaO(X) *IPaO(X)H < i < €.
p4) RanP* =Ran P} CY.

Por el Lema 2.4.1 tenemos que el operador P |p, (x): Pag (X) — P (FPa, (X))
es invertible. Como ker P = (Ran P*), = (Ran P} ), = ker Py, y P, Py, son
proyecciones, tenemos que para cada x € X se cumple que x — P, () € ker P
y entonces P (z) = P (P,, (z)) por lo que P (P,, (X)) = P(X); de donde,
P |p, (x): Pag (X) — P(X) es invertible y HP | Pag () —IP(X)H < €, es decir,
P,, (X) es e-cercano a P (X).

Ahora consideremos el operador @ = S + P — S o P. Es claro que Q € B(X)
es de rango finito por serlo S y P. Probaremos que (J, y por tanto Q*, es una
proyeccion, para esto se usard que P (S (z)) = S (x) para todo x € X ya que
P (g) = g para todo g € G-

Q*(z) = S (2) + S (P () = S* (P (x)) + P (S () + P* ()
—P(S(P(2) =S (P(S(x)) = § (P*()) + SP (S (P (x)))
= S(@)+ P(x) = S(P(2) =Q ().
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d) Ademds,
1Q =I5+ P = So P <[IS|[+ [|1P[ + [S[HPI| < 2K + 2¢+ 3Ke.

Asi, @ cumple d).

c) Como Q* = S* + P* 4+ P* 0 S* obtenemos de sl) y p4) que Q* (X*) C Y,
con lo que se cumple c).

b) y €) Observemos que

(I-S)o(I-P)=1—(S+P—-SoP)=1-Q,

de donde,
I-Q*=(I—-P")o(I—-25%).

Por otro lado, recordemos que RanS C G y P |g= Ig es decir que
Ran S C Ran P. Por el Corolario 1.3.7 tenemos entonces que ker P* C ker S*.
De esta manera, dado x* € ker P*, tenemos

(IS (a%) =a* — §* (z*) = 2.

(I =P )o(I—-85") (%) =2a™ (3.5)

Es decir, ker P* C Ran (I — Q*) C Ran (I — P*) = ker P*, por lo que I — Q*
es una proyeccién sobre ker P* y asi, ker P* = Ran (I — Q*) = ker Q*.

Por lo anterior, la Proposicién 1.3.6 y por ser QQ y P de rango finito, tenemos
Ran @ = (ker Q*), = (ker P*), = Ran P.

Como P,, (X) es e-cercano a P (X), concluimos que @ (X) es e—cercano a
P,, (X) y obtenemos e).

Por s2), S*(f) = f para todo f € F. Sea f € F, entonces (I —S*)(f) =0y
por (3.5) (I —Q*) (f) =0. Asi Q* (f) = f para todo f € F, con lo que se verifica
b).

a) Finalmente, como E C Gy P |g= Ig, tenemos que por pl) (I — P)(e) =0
para todo e € E, de manera que (I — Q) (e¢) = (I — S)o (I — P) (e) = 0 para todo
e€ E. Asi, Q(e) = e para todo e € E y @ cumple a).l

Corolario 3.2.2 Sea X wun mwy—espacio tal que X* tiene la propiedad
u—aprozimacion métrica. Si los subespacios E C X y F C X™* son de dimension
finita y € > 0, entonces existe una proyeccion Q : X — X de rango finito tal que

a) Q|e=Ig, Q" |r=IF .

b) QI < 2u+ 21 + 3pA .

c) Q(X) es e—cercano a Eq, para algin ag € A, donde la red (Eq) 4 define
una wyx— estructura de X.
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Demostracion.

Como X es un my—espacio, por la Observacién 2.7.3 sabemos que existe
una red de proyecciones de rango finito (FPy),c 4 uniformemente acotada tal que
sup |[|[Pal] < Ay P,y(xz) — z para todo z € X. Mads aun, los subespacios

(0%

E, = P, (X) definen una m)— estructura de X.

Por otro lado, como X* tiene la propiedad p—m.a.p., se sigue de la Proposicién
2.6.2 que existe una red de operadores de rango finito (73) uniformemente acotada,
con sup || T3] < u, tal que T (z*) — x* para todo z* € X*.

De esta manera nos encontramos en la situacién del Lema 3.2.1, con ¥ = X*,
el cual nos asegura que existe un operador ) con las propiedades deseadas.ll

Lema 3.2.3 Sea X un espacio de Banach para el que existe Y < X* y dos redes
(Pa)aea ¥ (Tﬂ)ﬂeB de operadores de rango finito que satisfacen:

1) Py: X =X, P (X*)CY yT3: X* =Y paratodo ay (.
2) Py (x) — x para todo z € X, Tg(y) — y paratodoy €Y,y sup ||T3]|
B

< Q.

3) Cada T} es una proyeccion.

Sean FE y F subespacios de dimensién finita de X y Y, respectivamente,
0 < e <1ly (B, € B fija. Entonces, existe (J una proyeccién de rango finito
definida en X tal que:

a) Q(e) =e paratodo e € E.

b) Q* (f) = f para todo f € F.

¢) Q" (X*) C Y.

d) |Q|l < 2¢+ 2K + 3cK donde ¢ = sup,, ||Pa|| < oo (Teorema de Banach-
Steinhaus) y K = supg || T3] -

e) Q* (X*) es e—cercano a T (X) para algin 5 > (3.

Demostracion.

La prueba de este resultado se basa en argumentos muy parecidos a los que
se usaron para demostrar el Lemad.2.1.

Sea 0 < 6 < % tal que 6(ff%E < % El Lema 2.4.5 asegura que existe aq tal
que || Py, (e) —e]| < 6 le|| para todo e € E.

Asi, el Lema 2.4.4 nos dice que existe un operador P de rango finito definido
en X tal que:

pl) P (e) = e para todo e € E.
p2) P*(X*) =P (X*) CY.

P3) ||[Pay — P < éﬁing || Pag | - De esto ltimo se obtiene que || P|| < 3¢.

Definamos H = (P* (X*)|JF) CY, y tomemos 0 < v < % tal que jiﬁ%fl <4
< 1; de donde ydim H < §.
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Escojamos 3, suficientemente grande para que ||Tj, (h) — h|| < v||A] para
todo h € H, tal eleccién es posible gracias al Lema 2.4.5.

Ahora, por el inciso b) del Lema 2.4.4 existe una proyecciéon 7' en X* de rango
finito tal que:

t1) T (h) = h para todo h € H.
62) T*(X*) = Tj (X*) C Y.

(3) |7~ T, | < S8 Ty |, por To ave |71 < (14 ) [T, | < 35

HT |T5 ITB (X*) < i < €.

Por el Lema 2.4.1 tenemos que el operador T’ |Tﬁ0 (x#): T, (X*) = T (T, (X*))
es invertible. Como kerT' = (RanT*), = (Ran T EO)L = ker T, se sigue como
en la prueba del Lema 3.2.1 que T (T, (X*)) = T'(X*); de donde, T" |7, (x+)
T, (X*) — T (X*) es invertible y HT 2, (%) T, () (X*)
es e—cercano a T (X).

Por el Corolario 3.1.11 existe una proyeccién S : X — X de rango finito, tal
que

sl) S*(X*) =T (X*).
s2) S*(h) =T (h) = h para todo h € H.

s3) IS < IT) (1 +7) < 3K (1++) < 2K (la pentiltima desigualdad se obtiene
de t3).

Definimos Q = S+ P — S o P. Veremos que Q* = §* + P* — P* 0 §* es una
proyeccién en X*; para esto usaremos que S* es también una proyeccién y s2):
S*(h) = T (h) = h para todo h € H = (P*(X™*)|J F); en particular tendremos
S* (P* (z*)) = P* (z*) para todo z* € X*:

Q" (2*) = 8" (a*) + 8" (P* (a") - § (P* (5" («
+P* (8" (2)) + P2 (a) — P (5" (a7)
—P* (§*2 (z*)) — P* (S* (P*( ")) + P*S
= 5" (@%) + P (27) = P* (57 (27)) = Q" (=

)

)

SR (ST (21)))
")

Lo que demuestra, por el Corolario 1.4.12, que tanto Q*, como () son proyec-
ciones
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El operador @) satisface a), b) y d) ya que:
Qe)=S5(e)+P(e) =S (P(e)) =S5(e) +e—S(e)=e
para todo e € F; como F' C H, entonces

Q)= (N+P(f) = (P oS)(f)=T(f)=f
paratodo f € F'y

QI = IS+ P = SP < [[SI|+ [P + [[SI Pl < 2K + 2¢ + 3Ke.

Por p2), s1) y t2) tenemos S* (X*) =T (X*) CY y P*(X*) C Y,y por tanto
se cumple ¢): Q* (X*) C Y.

Tenemos I—Q = (I — S)o(I — P) y sabemos que Ran P* C Hy S* |g=T |g=
Iy, es decir, Ran P* C Ran S*. Por el Corolario 1.3.7 tenemos que ker S C ker P.
Asi, dado x € ker S, tenemos

Q(x)=S(x)+P(x)—S(P(x))=0.

Es decir, ker S C ker @ = Ran (I — Q) C Ran (I — S) = ker S, por lo que I —Q
es una proyeccion sobre ker Sy asi, ker S = ker Q.
Por lo anterior, y por ser ) y S proyecciones obtenemos (Proposicién 1.3.6):

Ran Q* = (ker Q)" = (ker §)* = Ran S*

Como Tp, (X*) es e-cercano a T (X*) = S (X*), concluimos que Q* (X*) es
e—cercano a T, (X*) y obtenemos ¢).l

Teorema 3.2.4 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces son equivalen-
tes:

a) X tiene la f.d.d.p.

b) Existe Y < X* cerrado y separable, y dos sucesiones (P,,) y (T},) de oper-
adores de rango finito que satisfacen:

)P X —-X,P(X*)CYyT,: X*—Y paratodon > 1.

ii) P,(z) — z, T, (y) — y, cuando n — oo y para todo z € X, y € Y,y
sup || T, < 0.
n>1

iii) Cada operador P, es una proyeccién.

c¢) Las mismas condiciones que las dadas en b), salvo que en vez de que cada
P, sea una proyeccién se pide que cada T;, es una proyeccién.

Msds atn, si se satisface a), entonces Y puede escogerse como el subespa-

cio cerrado generado por la unién del rango de los operadores adjuntos de las
proyecciones naturales que inducen una descomposicién finito dimensional de X.



76 CAPITULO 3 ESTRUCTURAS EN X Y X*

Si se satisface b), entonces la sucesién (@) de proyecciones naturales de la
d.f.d. que se obtiene para X es tal que:
iv) La sucesién de proyecciones (@} |y) determina una descomposicién finito
dimensional en Y.
v) sup ||@Qn|l < 2K + 2¢+ 3cK donde ¢ =sup || P,|| y K =sup ||T,]| -
n>1 n>1 n>1

vi) Existe una subsucesién (P,, ) de (P,) tal que para cada k > 1, se cumple
que Q (X) es e—cercano a P, (X).

vii) @} (X*) C Y para cadan > 1.

Y, si se cumple c), entonces la sucesioén (Q),,) de proyecciones naturales de la
d.f.d. que se obtiene para X es tal que:

viii) La sucesién de proyecciones (Q7 |y) determina una descomposicion finito
dimensional en Y.

ix) sup ||@Qnl| < 2K + 2¢+ 3cK donde ¢ =sup || P,|| y K =sup ||T,,|| .

n>1 n>1 n>1

x) Existe una subsucesién (75,,) de (T3,) tal que para cada k > 1, se cumple
que Qj (X™) es e—cercano a Ty, (X*).
xi) @ (X*) C Y para cada n > 1.
Demostracion.
a)=b) Sea (@) una sucesiéon de proyecciones que determinan una descom-
o0
U @i (x)). o
n=
cual resulta separable por la Proposicién 1.1.1, pues cada @} (X*) es de dimensién
finita; asf se cumple
)Qn: X —X,Q;(X*)CY yQ): X*—Y paratodon > 1.
i) @n(x) — x cuando n — oo para todo x € X y sup ||QL] < oo, por el
n>1

posicién finito dimensional para X. Definamos el espacio Y = <

Teorema 2.2.6 Por otra parte, dados m > 1y 2* € X* se satisface
Qn (@, (7)) =27 0 Qo @y =170 Qumin(m,n) = Ql*nin(m,n) (")

para todo n > 1. Por tanto, Q} (QF, (z*)) — @7, (z*) cuando n — oco. Es decir,

o0
Q} (y) — y cuando n — oo, para todo y € U1 Q} (X*) y como esta unién es
n—=

densa en Y tenemos que @} (y) — y cuando n — oo, para todo y € Y.

iii) Los operadores @, son proyecciones. Por consiguiente, b) se satisface.

a)=-c) Esta demostracién es la misma que en el caso anterior, sélo hace falta
ver que (@) es una sucesién de proyecciones, pero esto se sigue de que es el
adjunto de una proyeccién (Corolario 1.4.12)

b)=-a) Tomemos dos sucesiones (x,) vy (y,) densas en X y Y, respectivamente,
conzxy =7y =0yseal<e<l.

Por el Teorema de Banach-Steinhaus la sucesién (P,) es acotada en B (X).
Sea ¢ =sup ||P,|| vy K =sup ||T,,||; entonces ¢ > 1.

n>1 n>1

Construyamos una sucesién de operadores recursivamente:
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Sea ()1 = P; y supongamos que se han construido proyecciones @1, ..., Qr de
rango finito tales que:

l)Qz o Qj = Qmin(i,j) sil<i,j<k.

2){x1, ..., 2} C Q; (X) para todo 1 <i < k.

3y, ¥i} CQF(X*) CY paratodo 1 <i<k.

N)Qil| <2¢+ 2K + 3cK para todo 1 <i < k.

5) Existe una coleccién creciente de naturales {nj};?:l tales que Q; (X) es
e—cercano a Py, (X).

Sean E = (xj41,Qr (X)), F' = (Yr+1, Q5 (X¥)) . Por el Lema 3.2.1 existe una
proyeccién Qg1 de rango finito con las propiedades ahf indicadas:

Qr+1 (e) = e para todo e € F.

Qjy1 (f) = f para todo f € F.

Qry1 (X7) CY.

|Qk+1|| < 2K + 2¢+ 3cK.

Existe ngy1 > n; para todo 1 < j <k tal que Q41 (X) es e— cercano a P, .

Veremos que Q1...Qx+1 cumple las propiedades 1) a 4). Realmente lo tnico
que hace falta demostrar es la propiedad 1) para 1 <i < ky j = k+ 1, pues el
resto se tiene automaticamente.

Tomemos entonces 1 < i < k. Tenemos Q410 Qr = Q y Q;, 1 © Qf = Q,
pues Qr+1y @, son la identidad en £y F, respectivamente; de donde:

Qrt10Qi = Qrt10Qr o Qi = Qro Q; = Q.

Qry10Qi = Q11 0(QioQk)" = Q1 0QroQf = Q5. (3.6)

Si no fuera cierto que Q; o Qg1 = Q;, entonces (Q; o Qrr1) () # Q; (x)
para algin x € X, y como X* es una familia separante de funciones, entonces
existe * € X* tal que z* ((Q; o Qx+1) (z)) # z* (Q; (x)), o lo que es lo mismo,
(Qf 11 0Q) (a%) # QF (z¥), lo que contradice la igualdad (3.6). Por tanto, se
cumple 1) paral <i< kyj=k+ 1.

De esta manera, se construye recursivamente una sucesiéon (@) de proyec-
ciones de rango finito definidas en X que satisface:

- QnoQm=Qmn=0QnoQ, siempre que m < n.

-(vii)) Qr (X*) C Y para todo n > 1. Por tanto, @} |Y™* es una proyeccién de
rango finito.

- (v)) sup [|@Qn]| < 2¢+ 2K + 3cK . Hagamos r = 2¢ + 2K + 3cK.

n>1

(vi)) Existe una subsucesion (P, )de (P,) tal que Qj (X) es e— cercano a P,
para todo k > 1.

Veamos que (@Q),) converge puntualmente a la identidad en X. Seann > 0y
x € X y tomemos x; tal que ||z — x;]| < gk. Sin > i, entonces

1@n (2) — || < |@n (z — zi)|| + o — 2] < (r + 1) i — f| <.
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Gracias al Teorema 2.2.7 se tiene que la sucesién de proyecciones (@) induce
una descomposicion finito dimensional en X.

Veamos que se cumple iv): la sucesién (@} |y) de proyecciones definidas en
Y, de rango finito y uniformemente acotadas por r, induce una descomposicién
finito dimensional para Y. Ya sabemos que si 1 < i < k, entonces

Qry1° Qi = QiyQy ° Qr 1 = (Qr10Qi)" = Q7.

Finalmente, para usar el Teorema 2.2.7 mostramos que (Q |y) converge pun-
tualmente a la identidad en Y. Sea n > 0 y sea y € Y, entonces tomemos y; tal
que |ly — yil| < 5k. Asi, n >4 implica:

1Q7 (v) =yl <@ (v —w)ll + llye —yll < (r +1) [lyi —yll <n-

Por el Teorema 2.2.7, que la sucesién (@} |y) induce una descomposicién finito
dimensional en Y.

c)=a) Por el Lema 3.2.3, siempre que se tenga ¢) podemos encontrar, inter-
cambiando los papeles de los operadores P, y T, en la prueba de b)=-a), una
sucesion de (@) de proyecciones definidas en X de rango finito, que induce una
d.f.d. en X y satisface:

viii), xi) @} (X*) CY para cadan > 1 y (@} |y) induce una descomposicién
finito dimensional para Y.

ix) sup,,>; |@Qn| < 2K + 2¢+ 3cK donde c :sgli Pl y K :sg];l) 15| -

n n

x) Existe una subsucesién (T}, )de (T},) tal que para cada k > 1, se cumple
que Qj (X*) es e—cercano a Ty, (X*) .1

Lema 3.2.5 Sean X wun espacio de Banach tal que X* es un myx— espacio y
(Eg)ﬁ una coleccion dirigida por la inclusion que define una my-estructura en
X*. Supongamos que E < X y F < X* son de dimensidn finita y € > 0. Entonces
existe una proyeccion Q : X — X de rango finito tal que:

a) Q(e) = e para todo e € E.

b) Q* (f) = f para todo f € F.

¢) |QI < 4X+3)2,

d) Q* (X*) es e— cercano a algun subespacio Eg.

Demostracion.

Sabemos por la Observacién 2.7.3 que si X™* es un m,— espacio, entonces existe
una red de proyecciones de rango finito(7) seB uniformemente acotada, con
sup | T3] < A, y tal que T (z*) — x* para todo z* € X*. Tomemos X' > A
BeB

y sea 0 < 6 < min e,%, —1,1). Entonces para cada § € B existe, por el

Corolario3.1.11 (con Y Ts(X*) = F), una proyeccion Sz : X — X de
rango finito tal que S§ |7,(x+)= Tp |1,(x+), por tanto, S; (T (z¥)) = Tg (x*) =
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Ty (a*) para todo a* € X%, Ty(X*) = S5(X°), v [Sell < [Tsl (1+6) <
A1+¥-1)=.
Ademds, Sj (x*) — x* para todo z* € X*, ya que

|5 (@) —a*|| = ||S5 (=" — Tp (2*)) + Tp (") — 2| < (N +1) | Tp (2*) — 2¥|

para cada 3y T (¢*) — «* para todo z* € X*.
Por lo anterior, Sj (z*) (z) — 2 (x) para todo z € X y 2" € X*; o sea,

x* (S (v)) — o* (x) paratodox € X y 2* € X*, olo que es lo mismo: Sg WO I+.
Asi, Ix estd en la cerradura de (Sg) en la topologia WOT. Sabemos, por el
Corolario 1.6.4, que entonces Ix estd en la cerradura de la envolvente convexa de
(Sp) en la topologia SOT. Es decir, existe una red (R,) de operadores en X tal
que R, — Ix ycada R, = 3} a;9,, para algiin subconjunto finito o (y) de

Bi€a(v)
indices en B y reales a; > 0 tales que ) a; = 1. Entonces, cada R, es de rango
finito y satisface [|R, || =] X @S| < X a9 < X aXN =X.
Bico(y Bica(v) Bico(v)

Por la Proposicién 2.6.2 X tiene la ’— m.a.p. Como esto es vélido para todo
X > )\, entonces por esa misma proposicién X tiene la A\—m.a.p y existe una red
(P,) de proyecciones de rango finito tal que |[|Py|| < Ay Py — Ix.

Como las proyecciones (1) y (Pn) estdn uniformemente acotados por A y
cumplen las hipétesis del Lema 3.2.3 (con Y = X*), entonces podemos asegurar
que existe () con las propiedades enunciadas, cuidando de observar que d) se
cumple porque Ty, (X) = E, para todo o.l

Teorema 3.2.6 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces X tiene la
fd.d.p. si se cumple alguna de las siguientes propiedades:

a) X es un m—espacio y X* tiene la propiedad b.a.p.

b) X* es un m—espacio.

¢) X es un m— espacio y es isomorfo al conjugado de algin espacio de Banach.

d) Existe una sucesion (T,) de proyecciones de rango finito definidas en X
tales que T, o Ty, = T,y para todo m < n y T, (x) 2 2 para todo x € X.

Mas aiin, si X* es separable y a) o b) se cumple, entonces X tiene una de-
scomposicion finito dimensional que encoge.

Demostracion.

a) Supongamos que X es un my—espacio y que X* tiene la propiedad p—
m.a.p. para un par de reales u, A\ > 1. Tomemos a )y como el operador 0 en
X. Consideremos una sucesion (zy)p., densa en X y hagamos E; = (1) y
F1 = Q§ (X*). Entonces, por el Corolario 3.2.2 existe una proyeccién ¢y de rango
finito definida en X tal que |Q1|| < M, donde M es una cota que depende de
YA Qulg=1ryQ |pn=1If.
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Supongamos que para cada 1 < k < n, tenemos una proyeccién @ en X de
rango finito, que cumple:
1) Qk [(Qs (%) Uiy = Li@u—a (x) Uy ¥ POT tanto, (a1, ..., k) C Qe (X).
2) Qo Q= Quinfxy 51 0 <k, 1 <n.
3) Qi lo; ,(xn=lo;_,(x)-
4) sup ||Qk|l < M.
1<k<n

Entonces, por el Corolario 3.2.2, tomando E = (Qn(X)Udnt1) ¥y
F =@} (X*), hay una proyeccién @,+1 en X de rango finito tal que:

- Qn+1 ‘<Qn(X)Udn+1>: I(Qn(X)Udn+1> y por tanto, <d1, ey dn+1> C Qn+1 (X) .

-Qni1 lonxn)= Igp(x+):

'HQn—f—l” < M.

Veamos que también se cumple: @Qni1 0 Q; = Qo Qnr1 = @) para todo

0 <! < n. Por un lado,

Qn+10Q1 = (Qni10Qn) 0 Q1 =QnoQr = Q.
Para demostrar que @Q; o @Q,+1 = @, primero observemos que
Qni1°Q =Qpi10(Qo@n)" = (QZH © QZ) °oQf =Q].

Si no fuera cierto que Q; o Q,11 = @, entonces existe x € X tal que
(QroQny1) (z) # Qr(x), y como X* es una familia separante de funciones en X,
existe z* € X* tal que #*((QoQn1)(x)) #F 2 (Qi(2));
asi (Qfl+1 o QZ") (x*) # Qf (*), lo que contradice lo anterior: @y, ;0 Q] = Q;.
Por consiguiente, Q; o Qn+1 = Q.

Asi, hemos construido inductivamente una sucesién (Qx) de proyecciones de
rango finito uniformemente acotada, que constituyen nuestros candidatos para
generar una descomposicién finito dimensional de X.

Probemos que Q (r) — z para todo x € X. Dados ¢ > 0y x € X sea i tal

que ||d; —z|| < swplonTT; ¥ tomemos k > ¢ entonces:
1@k (2) — x| < [|Qk (2) = dil| + ||di — || = [|Qk (x — di) || + [|di — «|
< @kl + 1) lldi — z]| <e.

Por lo que, efectivamente, la sucesién (@) converge a la identidad en X. Por
el Teorema 2.2.7, sabemos que X tiene la f.d.d.p.

Notemos que si adicionalmente se tiene la hipdtesis de que X™* es separable y
(y;) es una sucesién densa en ese espacio, entonces podemos tomar en la construc-
cién anterior F; = (yj) y obtener, con base en el Corolario 3.2.2, una sucesién
de proyecciones (Qx) en X de rango finito que ademds de tener las propiedades

ya descritas, satisfacen Q) ‘<Q,’;71(X*),y,’;>: I<Q271(X*)vy£> para todo k > 1. La
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sucesion (@) converge puntualmente a la identidad en X*, pues dados € > 0 y

xr* € X* existe ¢ tal que ||y — 2*|| < SpTOrTFT; ¥ si tomemos k > 4 entonces:

1@ (27) — 2| < [|Q% (=) — gl + llyi — 27
= @k (& =)l + llyi — ="l
< (IQkll + 1) [lyi — 2™ <e

A

Ademsds, Q;, 0 Q= Q5 (mnp Y (@) estd uniformemente acotada pues sus
preadjuntos tienen las propiedades correspondientes. Por todo esto, el Teorema
2.2.7, nos dice que en este caso en que X* es separable, (Q}) define una d.f.d.
para X* y por tanto, X tiene una d.f.d. que encoge.

b) La demostracién de este inciso es completamente andloga a la que se hizo
en a), pues el Lema 3.2.5, en lugar del Corolario 3.2.2, nos permite construir la
sucesion (@) de proyecciones en X de rango finito, tal y como se hizo en la
prueba anterior, que definen una d.f.d. para X. Ademss, si X™* es separable,
nuevamente tenemos que esa d.f.d. de X encoge.

c) Sea X un m—espacio tal que X = Y™ para algun espacio de Banach Y.
Como los isomorfismos conservan la estructura de m—espacio (Teorema 2.8.2),
entonces sabemos, por el inciso anterior, que Y tiene la f.d.d.p. Ademads, dado
que Y* es separable, por ser isomorfo a X, tenemos que Y tiene una d.f.d. que
encoge, y por tanto X = Y™ tiene también una d.f.d.

d) Supongamos ahora que (7},) es una sucesién de proyecciones de rango finito
definidas en X que converge débilmente a la identidad en cada punto de X, y que
satisface 1), o Ty, = T, si 1 < m < n. Como X es separable entonces existe una
sucesion (z;) densa en X.

Sean n,m > 1. Entonces para (x1,...,2,) € X" y (2}, ...,2%) € (X*)", tene-
mos que

(@1 (T (21)) s 25 (T (20))) = (27 (21) 5 o0 2 ()

cuando m — oo, pues, por hipétesis, z* (T, (z)) — z* (z) cuando m — oo para
reXyate X"
- X
Ast, (@1, i) € (T (@) [m = L1<j <ni)
cerradura débil de A en X™.
Denotemos como conv@ a la envolvente convexa de todo conjunto ). En-
tonces,

")

, donde A"&™ denota la

(IE17 ..,xn) € conv {Tm ({L'J) | m 2 17 1 S ] S n}LU(Xn)

= conv{Tp, (z;) | m>1,1<j< n}”'H“’,

donde |||, es la norma del méximo en X™ (Teorema 1.6.3).
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k

Esto significa que existe un natural %k, y un conjunto {agn)}.nl de reales no
1=
)

kn
negativos tales que » agn = 1 para los que se cumple:

=1

DTy (a5) —

i=1

1
< —,paratodo1 <j<n (3.7)
n

Dado que para cada n > 1 podemos repetir el argumento, entonces tiene una

kn
sucesion (P,) de operadores en X de rango finito donde P, = ) az(n)Ti para cada

i=1
n > 1.

La sucesion (P,) estd uniformemente acotada ya que para z* € X* tene-
mos que la sucesion (77 (z*) (), = (z* (Tn (x))),—; es convergente para todo
x € X y entonces, por el Teorema de Banach-Steinhaus, (T)F (z*))estd acotada en
X* o sea existe una k > 0 tal que ||T}; (z*)|| < k. Como esto puede hacerse para
cualquier z* € X*, entonces otra vez por Banach-Steinhaus (7)) estd acotada
uniformemente digamos por K y por tanto, (P,) también estd uniformemente
acotada por K.

Dado que ||P, (zj) — zj|| < % si 1 < j < n (3.7), se tiene que (P,) converge
a la identidad en el subconjunto denso {%’}]0-11 de X, entonces se sigue de la
Proposicién 1.1.5 que (P,,) converge a la identidad en todo X.

Por otro lado, como 1,07} +1 = T, entonces T, 0T}y = 17 y por consiguiente
dado y =T (x*) € Ran (T}}) se tiene que

w1 () = Ty (T (27) = T, (27%) = y.

Esto significa que Ran (7)) C Ran (T * +1) y de aqui se desperende que

n

k kn
U T (X*) = T (X*) para todo k > 1 y dado que Py = > al(-n)Ti*, entonces
n=1 i=1

kn
Ran (Py) € |J Ran (T}) = Ran (T} )
=1

(2

o0
Hagamos Y = |J T (X*) , entonces Y es un subespacio cerrado y separable
n=1

(Proposicién 1.1.1) y tenemos que Ran (P}) C Y para todo n > 1.
oo

Finalmente, notemos que si y € |J T;F (X*), entonces existe ng > 1 tal que
n=1

ye Ty (X*)C Ty (X*)sin > ng, de donde:
175 (y) = yll = 0 sin = n,

lo cual nos dice que la sucesién (7)) converge puntualmente a la identidad en
o0

T (X*) y por tanto en Y (Proposicién 1.1.5).
=1

n
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En suma, tenemos que Y < X* es cerrado y separable, y las sucesiones (P,)
y (T7) son de operadores de rango finito que satisfacen:

i) P,: X — X, P (X*)CY yT;: X*—Y para todon > 1.

i) P,(z) »xy T} (y) > y,cuandon — ooy paratodoz € X yy €Y,y
sup T3] < oo.
n>1

iii) Cada operador T} ess una proyeccion, pues sus preadjuntos lo son.
Por el inciso c) del Teorema 3.2.4 tenemos que X posee una d.f.d.l

Corolario 3.2.7 Si X es un m—espacio, separable y reflexivo, entonces X tiene
la f.d.d.p.

Demostracion.
Como X = (X*)* y X es un m—espacio, se cumple c) del teorema anterior, y
por tanto X tiene la f.d.d.p.H

Corolario 3.2.8 Si X* es un m—espacio, entonces X también lo es.

Demostracion.

Como X™* es un m) espacio para alguna A > 1, entonces, por el Lema 3.2.5,
dado cualquier £ < X de dimensién finita, existe una proyecciéon @ : X — X
de rango finito con la propiedad de que ||Q|| < 4\ +4)\? y Q |g= Ig. Sabemos
entonces, por la Proposicién 2.7.2, que efectivamente X es un w—espacio.ll

Corolario 3.2.9 Si X es un m—espacio y X* tiene la propiedad b.a.p., entonces
X* también es un m—espacio.

Demostracion.

X es un m) espacio y X* tiene la propiedad py—m.a.p. para algin par de
reales A\, u > 1. El Corolario 3.2.2 nos asegura que, dado cualquier F < X*
de dimension finita, existe una proyeccion de rango finito @ : X — X tal que
Q* |r= Ir y ||Q*|| < 21+ 2\ + 3u, lo que, segun la Proposicién 2.7.2, quiere
decir que X* es un m—espacio.ll

Teorema 3.2.10 Sea X un espacio de Banach separable. Las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

a) X tiene una base de Schauder.

b) Existen Y < X* cerrado, separable y con base de Schauder, y sucesiones
de operadores de rango finito (P,) y (S,) tales que:

)P X —X,P(X*)CY,y Sy,: X" —Y paratodon > 1.

ii) Py(z) > xy Sp(y) = y,cuandon — ooy paratodor € X yy €Y,y
sup,,>1 || Snll < oo.
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Mds ain, si se cumple b), entonces los coeficientes funcionales de la base
encontrada para X son una base de Schauder de Y.

Demostracion.

a)=b) Por el Teorema 2.8.1, sabemos que si X tiene base de Schauder, en-
tonces X tiene la f.d.d.p. y por el Teorema 3.2.4 tenemos entonces que existen
Y < X* cerrado y separable, que es el subespacio cerrado generado por la unién
del rango de los operadores adjuntos de las proyecciones que inducen una descom-
posicién finito dimensional para X, y dos sucesiones (P,) y (Sp), de operadores
de rango finito, que cumplen:

i)P,: X —X, Pl (X*)CYyS,: X*—=Y para todon > 1.

i) P,(x) > 2y S,(y) =y, cunadon — ooy paratodox € X yye Y,y
SUP,>1 [|Sn || < oo

iii) P, es proyeccién para todo n > 1.

De manera que sélo falta demostrar que Y tiene una base de Schauder. Para
esto se probard que Y coincide con el espacio cerrado generado por los coeficientes
funcionales de la base de X, que por ser una sucesién bdsica serd una base de Y.

Sea (Q,) una sucesién de proyecciones de rango finito que definen una de-
scomposicion finito dimensional para X, entonces, como se dijo arriba, tenemos:

Y = <U1Q;; <X*>> :

Por a) del Teorema 2.8.1 las proyecciones @, coinciden con las proyecciones
naturales asociadas a la base (z,),-, y, por tanto, para cada n > 1 se tiene:

Qn () = filz)z:.
i=1

De manera que Y es el subespacio cerrado generado por los coeficientes fun-
cionales f, asociados a la base de Schauder de X.

b)=-a) Supongamos que (y),-; es una base de Schauder del subespacio cer-
rado Y de X*, y que (Upy) es la sucesién de proyecciones naturales asociadas a
ella. Sea b la constante basica de (yn),—q, 0 sea, b = sup,>; ||Un| > 1.

Para n > 1, definamos el subespacio Y,, = <y1,...,y_n> de Y. Sea 6 > 0

tal que (2% < 1. Hagamos v = sup,>; || S|, ¥ construyamos una sucesién ()

de nimeros positivos menores que 1 y tales que para cada n > 1 se cumpla
_€n_ 1
1767171 < pll

Por el Lema 2.4.5 sabemos que existe un indice k, > 1 tal que

1Sk (v) =yl < eyl

para todo y € Y, y todo k > k.
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De esta manera, podemos construir una sucesion creciente de indices (ky,) tales
que
15k, () =yl < en llyll

para todo y € Y, y todo k > ky, y asi, (Sk,) es una subsucesién de (S,) con la
propiedad anterior.

Por otro lado, el Lema 2.4.4 nos dice que para cada n > 1 existe un operador
de rango finito S, : X* — X* tal que:

1) S |y, = Iy,.

2) |, = Sk, || < 721 |k, [l < £, v ast [[S)]] < 27, ¥

3) S (X) C (Sk, (X),Yn) C Y.

Dado y € Y, tenemos:

15 @) =yl < |15 ¥) = Sk @) + 1Sk, () = 9
< Lyl + 1Sk, () — vl

para todo n > 1; por tanto, S, — Iy.

Definamos el operador T,, = U, o S}, entonces T, : X* — Y,; mds atn,
T, (X*) =Y, gracias a 1) y 3) senialada para SJ,.

Veamos que el operador T;, es una proyeccion, para esto usamos que por 1) se
satisface S, (U, (S, (2*))) = Uy, (S, (%)) vy asf,

T2 (%) = Un (Un (S}, (2%))) = Uy (S}, (2*)) = T (2¥).
Ademas, si ¢ = 2by, entonces

ITall < U S7| < (3-8)

o]
Ahora veamos que T;, — Iy. Sea y € Y, entonces y = Y a;y; para una unica
i=1
sucesion de escalares (a;) y

1T (y) = yll = {|Un (Sh (y)) — Zaiyi + Zaiyi -y
=1 =1
= ||Up (S;l (y) — Zaﬂﬁ) + Zaiyi -y
=1 =1

IN

o||(Sn () —y)|| +

n
Z a;Yi — Y| -
i=1

Como los dos tdltimos sumandos tienden a 0, cuando n — oo, se tiene que
efectivamente T}, — Iy.

En suma, para cada n > 2 tenemos un operador de rango finito P, : X — X
y una proyeccién Tp, : X* — Y de rango finito tales que
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4) P (X*) <Y.

5) Py(x) > xyT,(y) =y, cuandon — ooy paratodoz € X yyeY,y
SuPy>1 || Tl < oo

Es decir que se satisface el inciso c) del Teorema 3.2.4, y por tanto el mismo
teorema nos asegura que X tiene una descomposicién finito dimensional definida
por una sucesién (@) de proyecciones de rango finito con las siguientes 5 propie-
dades:

6) QnQm = Qm = QmQn siempre que m < n; en particular, Q;QF_; =
Qi1 = Q1 Q%

7) sup,>1 [|@nll < 2co + 2y + 3vyco, donde ¢y = sup,,> |[P|l y por tanto,
sup,,>1 [|@nll < 2c0 + 2¢ + 3cco.

8) Dado € > 0y k > 1, existe una subsucesion (), ) de (7,) tal que para cada
k > 1, se cumple que Qf (X*) es e—cercano a T, (X*) =Y,,.

9) QF (X*) C Y para cadan > 1.

10) La sucesion de proyecciones (Q% |y) determina una descomposicién finito
dimensional en Y.

Por el Lema 2.3.17, para hacer ver que X tiene base, s6lo hace falta demostrar
que para cada k > 1 el subespacio (Qr — Qr—1) (X), donde @y = 0, tiene una
base con constante bésica by para la que se cumple supys [|bg|| < oo.

Sea M > 2cg + 2¢ + 3cpc 'y tomemos € > 0 tal que (1 4+ M)e < i ye< ﬁ.

Sea k > 2y hagamos: Ey =T, (X*)=Y,,, Ey = Q; (X*), F1 =T, 1 (X*¥) =
Yoe—1y Fo = Qf_, (X*). Los cuatro subespacios son cerrados, unos por ser de
dimension finita y los otros por ser los rangos de proyecciones continuas. Ademas,
por 8), Ea es e—cercano a F, y que F5 es e—cercano a Fj.

Definamos

B =Up-1 v, E1 — F1

By = Q1 Byt B2 — Fh.

El operador Bj es sobre porque y = By (y) para todo y € Fy. El operador Bs
también es sobre, pues 6) nos dice que Q;_; (X*) C Q% (X™), y, por consiguiente,
dado y € F se tiene que By (y) = y. Asi, B es una proyeccién de E; sobre Fj y
B es una proyeccién de Es sobre Fb.

Ademis, [|B1]| < U1l <by [|Bell < [|Q-1|| = 1Qu-1ll < M. Entonces,

el|Bi]| +e(1+||Ba]]) <eb+e(1+ M) <

N |

Hagamos My = 3 (1 +b) (1 + M). Por el Lema 2.4.3 existe un operador invert-
ible V : (I — B1) (E1) — (I — Ba) (E2) que cumple [|V|| ||V ~!]| < Mo. Entonces,

d((I — B1) (E1), (I — B2) (Ea)) < M.
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Es claro que (I — B1) (E1) = (Ung+15 -+, Yns,) » ¥ ademds se tiene (I — By) (E) =
(@ — Q%) (X*), como ahora mostramos:
Dado z* € X*, se tiene que

By (@5 (") = Qi1 (=) = Q41 (@} (=) — Qi—y (Q5iy (7))
= Qi1 (@) = Q4 (@) =0.

Es decir que (Qf —Qf_;) (X*) C Ran(l — Bp). Y si consideramos y =
Q7 (z*) en el nicleo de By, entonces 0 = By (Q5 (z*)) = Q5_; (z*), y por tanto,

y=Q; (@) = (Qr — Qi) (&") € (@ — Q1) (X7).

De manera que como afirmamos: (I — By) (E2) = (Qf — Qf_1) (X*) y en-
tonces
d(<ynk+1a""ynk>a (Qlt: *szl) (X*)) < MO-

Por otra parte, la constante bdsica de {ynkil, ..,ynk} es menor que b, por
lo que, gracias al inciso a) de la Proposicién 2.3.18, (Qf — Q;_;) (X*) también
tiene base, y su constante bdsica es menor o igual que Myb. Dado que ademds
@}, — Qj,_; es una proyeccién de rango finito en X*, entonces, por la Proposicién
1.3.9 y el inciso b) de la 2.3.18, se tiene que ((Qx — Qk—1) (X))" es un espacio
con base finita cuya constante bésica no excede ||Qr — Qr—1|| Mob < 2M Myb.
Entonces, otra vez por el inciso b) de la Proposicién 2.3.18 ((Qx — Qx—1) (X))™
también tiene una base con constante bdsica menor o igual que 2M Myb, v dado
que ((Qr — Qx—1) (X))™ es isométricamente isomorfo a (Qr — Qr—1) (X), por ser
éste de dimensién finita, entonces ese tltimo espacio tiene igualmente una base
cuya constante bdsica no excede 2M Myb. Entonces, por el Lema 2.3.17 X tiene
una base.

En este punto, sélo falta probar que los coeficientes funcionales de dicha base
constituyen también una base para Y.

Sea k > 1,y {l‘gk), ...,:z:t(ii)} la base de (Qr — Qx—1) (X) de cuya existencia

o0
. . k k
hablamos en el parrafo anterior. Entonces, |J {:cg ), oy x&k)} es la base que en-
k=1
contramos para X. Esta base tiene asociada la sucesién de coeficientes funcionales
o0

U {fl(k), - fél:)}, y, por tanto para cada k > 1y cada 1 < i < d, se cumple
k=1

fk<x(.")): lsin=kyj=1
' ! 0 en otro caso

(k) (k) >’

Cuando cada funcional del conjunto { fl(k), e fc(ll:)} serestringe a (@7, ..., 2y,

siguen cumpliendo la propiedad anterior; esto significa que fl-(k) | <x§k), - l‘gz)> es
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el i—ésimo coeficiente funcional asociado a {xﬁ’“), . xfik)} en el espacio generado
por estos vectores.
Renombremos como (y,) a la base U {xﬁ’“), . ,:L‘gz)} de X, y consecuente-
k=1

mente (f,) a sus coeficientes funcionales. Entonces, dado f € (Qf — Qf_y) (X*),
tenemos f = (Q}; — QZ&) (z*) para algin z* € X*. Para cualquier z € X se
cumple:

f(@) = (Qf — Qi) (an ) — 2 ((Qk—QkO (an <x)yn>>
n=1
di /\

De manera que f = i xz(k) (x*) fi(k), si f = (QZ - Qz_l) (z*). Esto es,

i=1
{fl(k),. ,fa(lk)} es una base de (Q;’; —Q;_,) (X*) para cada k > 1.
Dado k > 1, llamemos P Q- Qr_y) (X*) — (@ — Q5_y) (X*) con
1 < r < dj ala r—ésima proyeccién natural asociada a { (k), o fék)}. Sea U,

o0
- . . k k
la n—ésima proyeccién natural asociada a la base |J {a:g ),. ,x& )}; por con-
k=1
siguiente, U, es la n—ésima proyecciéon natural asociada a la sucesion bésica

!

k-1 T
Entonces, para Ni = Z d; tenemos p® (Z a; f ) > a; fi(k)
j= i=1 i=1
Zaifv:(k)
i=1
- :+Nk<0x§”+ 028 028D L0 +Z aif} )‘
g 1"+Nk
Esto es, H < |NUrsn,|l- Y (Un) es una sucesién de operadores uniforme-

mente acotada por lo que el supremo de la sucesion de constantes bésicas corres-
di
pondientes a (Pr(k)> . para k > 1 es finito.
r—
Lo anterior, junto con la propiedad 10 de la sucesién (Q}), nos permite aplicar

o0
el Lema 2.3.17, y concluir que |J { 1(k), oy féf)} es una base para Y. H
k=1
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Teorema 3.2.11 Sea X un espacio de Banach, entonces X tiene una base que
encoge, y en consecuencia X* tiene una base acotadamente completa, si se cumple
alguna de las siguientes propiedades:

a) X* tiene una base de Schauder.
b) X* es separable, tiene la b.a.p. y X tiene una base de Schauder.

Demostracion.
a) Supongamos que () es una base de X* y sean (7)) las proyecciones
naturales asociadas a ella. Sea sup,,>; ||| = b. Al tomar en el Corolario 3.1.11

R=T,yY =F =T, (X*) obtenemos que para cada n > 1 existe una proyeccién
Sy, definida en X tal que

- Sy (X)) =T, (X7),

- Sy 1.9 = T 1, (x9= I10(x*) ¥

- IS5l < 20

En particular, cada S, es de rango finito.
o0

Sea e > 0y z* € X*. Entonces * = ) a;y] para una unica coleccién de
i=1
escalares {a;}.

Sea m > 1 para la que

<= <z
4 2

* *
z —E a;Y;

Dado que T}, (X*) = (y7, ..., yi), resulta que si n > m, entonces

m m m
Sn (Z awf) =T, (Z ai?/f) = Zaiy:
i=1 i=1 i=1

y de ahi que n > m implica

m m
157 (&%) = 27| < |55 (%) = Sy (Zaz'y?) + > aiy; —a
=1 =1
m m
< AISill || = aayr|| + [la* = > aiy;
=1 i=1

€ €

< 2b—+ - =¢

T
Por tanto, S} (z*) — x*, cuando n — oo y para todo z* € X*, o lo que es lo
mismo, z* (S, (x)) — z* (x), cuando n — oo y para todo z € X y 2* € X*; o
sea, Sp, wor Ix. Por el Corolario 1.6.4 la identidad Ix estd en la cerradura de
la envolvente convexa de {Sy, : n > 1} en la topologia SOT. Es decir, existe una
sucesion (P,) de operadores en X tal que P, (z) — = para cada x € X, y cada
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P, = > a;S;, para algin subconjunto finito o (n). Nétese que cada P, es un
i€o(n

operador( d)e rango finito, por serlo cada S;.

En suma, tenemos que Z = X™* es un espacio con base, y por tanto separable,
y existen sucesiones (P,) y (1)) de operadores de rango finito que cumplen:

) P: X —X,T,: X* =Y, P (X*) C Z para todo n < 1.

ii) Py (x) =2y T, (2*) — 2*, cuandon — ooy paratodoz € X yz* € Z,y
sup,>1 || Thl| < oo

Por el Teorema 3.2.10 X tiene base de Schauder tal que sus funcionales bior-
togonales son una base para Z = X*.

b) Supongamos que el espacio X tiene una base de Schauder y X* es separable
y tiene la propiedad b.a.p. Hagamos Z = X* y Y = )A(; asf, Y < Z*.

Consideremos ahora una base (x,) de X, con coeficientes funcionales (f,), y
proyecciones naturales U,. Definamos el operador S,, = U;*, entonces, por el
Corolario 2.3.15, dado cualquier ** € X*™* se tiene

S (27) =3 Ji (2™) 7,
=1

por lo que S, (X**) C )/f, o lo que es lo mismo, S, (Z*) C Y. Ademss,
Sm () =

para todo € X . Y, sup,,>q [[Sul| = sup,>q |Un]| < o0.

Por otra parte, sea (zy),,~,una sucesién denso de Z = X*. Como este espacio
tiene la propiedad b.a.p., se sigue de la Proposicién 2.6.2 que existe A > 1 tal
que para cada subespacio Z, = (z1,...,2,) de Z, con n > 1, existe un operador
R, : Z — Z de rango finito tal que Ry, |z,= Iz, v ||Rnll < A

Dado 0 < € < 1, el Lema 3.1.10 nos asegura que para cada n > 1 existe un
operador P, : Z — R, (Z) w — ||-||-continuo tal que:

- P, ‘Zn: R, |Zn: Iva y

S IPa]l S A (1 +€) <2,

En particular, P, es de rango finito para todo n > 1.

Veamos que la sucesién (P,) converge a la identidad en Z. Sea ¢ >0y z € Z
y tomemos k > 1 tal que ||z — z|| < & < $. Si n >k, entonces P, (2;) = 2 y

1Pn (2) = 2| < [[Pa(2) — P (20)[| + |2 — 2||
< 1Pallllze — 20 + [z — 2|
6 6
< 2)\4—>\ + 5 =.

Por tanto B, — I7.

o0
Por otro lado, recordemos que x* = 3 Z; (z*) f; para cualquier 2* € X*

(Proposicién 2.3.16).
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Como P, es w — ||-||-continuo, para cualquier z** € X** y 2* € X* se tiene:
By (™) (2%) = (2™ o Py) (%) = 2™ (Pn (w - W}I_Tgoifz (") fz))
i=1
. ( S P, (if () f)) — (fjf @) <fi>>
i=1 i=1
= YA (P ) = SR a0 P 8 (o)
i=1 i=1
- (i? (z** o Py) :E) (z%).
i=1

SSNPN
Es decir, P} (z**) = Y fi (2™ o P,) Z;, para todo ™ € X** y por tanto,
i=1

P (z*) € X (=Y); o sea, P*(Z*) CY para todo n > 1.

Con todo lo hecho en la prueba concluimos que para Z se cumplen las propie-
dades del inciso b) del Teorema 3.2.10:

i) Y < Z* es cerrado y con base de Schauder.

ii) Existen dos sucesiones (P,) vy (S,) de operadores de rango finito, con P, :
Z —Z, P (Z*)CY,y Sy: Z*—Y cuando n — oo.

iii) Py(2) = 2y Sp(y) — y, cuandon — oo y paratodo z € Zyy €Y,y
Sup,>1 [[Snl| < oo

Por tanto, Z = X* tiene una base de Schauder y, por el inciso a) sabemos que
X tiene una base que encoge.ll

3.3 Diferenciacion de las estructuras

Después de haber analizado las propiedades: f.d.d.p., b.a.p., 7.p. y b.p., observa-
mos que podemos lograr cierta unidad al formular cada una de ellas en términos
de redes de operadores, de la siguiente manera:

e (Proposicién 2.6.2) X tiene la b.a.p. si y sélo si existe una red (Ty) en
B (X) de operadores de rango finito, uniformemente acotada, que converge
puntualmente a la identidad en X.

e (Proposicién 2.7.2) X tiene la 7.p. siy sélo si existe una red (T,) de
proyecciones en X, de rango finito, y uniformemente acotada que converge
puntualmente a la identidad en X y que satisface TgT, =T si 3 > a.

e (Teorema 2.2.7) X tiene la f.d.d.p. siy sélo si existe una sucesién (Qp )
de proyecciones de rango finito, uniformemente acotadas y tales que:
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i) z = lim @, (x) para toda = € X.
ii) Qn © Qm = Qmin(n,m) Para toda 1 < n,m.

e (Teorema 3.2.10) X tiene la b.p. siy s6losi X es separable, existen ¥ < X*
cerrado, separable y con base, y sucesiones de operadores de rango finito
(P,) v (T,,) tales que:

)P X =X, PH(X*) <Y,y Sp: X" —Y para todon > 1.

ii) P, (x) — x, cuando n — oo, para todo z € X, S, (y) — vy, cuando
n — oo, paratodo y €Y,y sup,> [|[Sn| < oo.

Ma4s aun, si se cumplen estas ultimas propiedades, entonces los coeficientes
funcionales de la base de X forman una base para Y .

Cuando el espacio de Banach X es separable, que es un caso de especial impor-
tancia dado que constituye una condicién necesaria para la b.p., las propiedades
b.a.p., m.p. y f.d.d.p. pueden expresarse ya no en términos de redes de operadores
sino de sucesiones de operadores.

Sea X un espacio de Banach separable,entonces:

e (Proposicién 3.3.1) X tiene la b.a.p. siy sélo si existe una sucesién (7},) en
B (X) de operadores de rango finito, uniformemente acotada que converge
puntualmente a la identidad en X

e (Proposicién 3.3.2) X tiene la propiedad m.p. siy sélo si existe una sucesién
(Sn) en B (X) de proyecciones de rango finito, uniformemente acotada por
A > 1, que converge puntualmente a la identidad en X y tales que 5,5, =
Sm siempre que m < n.

e f.d.d.p. (Teorema 3.2.4) X tiene la f.d.d.p. si y sélo si existe ¥ < X*
cerrado y separable, y dos sucesiones (P,) y (T},) de operadores de rango
finito que satisfacen:

)Py X —-X,P(X*)CY yT,: X*—Y paratodon > 1.

ii) P, (z) = x, T, (y) — y, cuandon — ooy paratodoz € X,y €Y,y
sup ||T,| < oo.

n>1

iii) Los operadores P, son proyecciones para toda n > 1, o los operadores
T, son proyecciones para cada n > 1.

Las proposiciones mencionadas para b.a.p. y 7.p. en el caso de X separable
son ahora demostradas.

Proposiciéon 3.3.1 Sea X un espacio de Banach separable, entonces X tiene la
A—m.a.p., con A > 1, si y sdlo si existe una sucesion (T,,) en B (X) de operadores
de rango finito, uniformemente acotada por A, que converge puntualmente a la
identidad en X
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Demostracion.

Debido a la Proposicién 2.6.2, sélo es necesario probar la parte “sélo si”.
Supongamos que X tiene la A—m.a.p. Sean (z,) una sucesién densa en X, y
(T,) una red en B (X) de operadores de rango finito, uniformemente acotada por
A > 1, que converge puntualmente a la identidad en X (Proposicién 2.6.2)

Dado € > 0, existe a; tal que ||}, (z1) — 1| < § paratodo a = a;. Escojamos
ag = oy, tal que para todo a = az se tiene que |7}, (z2) — 22| < 5. Continuamos
la construccién inductiva de esta sucesiéon de indices tales que apy1 = apn, ¥
|To (2n) — xp|| < § para toda a = oy Ast:

€ .
HTan (Tm) — me < 3 sin > m.

Dado z € X, existe x,, € X tal que ||z, —z| < oz o ¥ por tanto:
[ Te, (2) = || < [[Ta, () = Tap, (@)l + [ Tap, (2m) = | + || — 2]
< A+ Dlem =zl + [ Ta, (2m) — 2mll <,

siempre que n > 1.
Con lo cual queda probado el lema.H

Proposiciéon 3.3.2 Sea X un espacio de Banach separable, entonces X tiene la
propiedad my si y sélo si existe una sucesion (Sy) en B (X) de proyecciones de
rango finito, uniformemente acotada por A > 1, que converge puntualmente a la
identidad en X y tales que SpSp, = S siempre que m < n.

Demostracion.
Es préicticamente idéntica a la del lema anterior. Aqui se usa la Proposicién
2.7.2 en lugar de la 2.6.2.1

Quizds esta manera de presentar las cuatro estructuras resulte mas ilustrativa,
para ver sus diferencias y similitudes. Esto tltimo estd directamente relacionado
con el hecho de que se ha logrado probar, casi en su totalidad, que las estructuras
son en general distintas entre sf , o lo que es lo mismo que no hay equivalencia
entre las propiedades que las determinan.

3.3.1 La a.p. no implica la b.a.p.

Definicién 3.3.3 Sean (X, ||-||) un espacio de Banach, A > 1 y e > 0. Se dice
que X tiene la propiedad (e,\) —m.a.p. si para cada Z < X de dimension finita,
6>€ yPB>NezisteT € B(X) tal que |T|| <0y

T (2) — z|| <6 ||z|| para cada z € Z
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Lema 3.3.4 Sean T,,...,T1 transformaciones lineales definidas sobre un mismo
espacio vectorial X. Si se define S, como aquella que satisface:

[=Sy=(-T)(~Ty)...(1-T1),

entonces
Spn=U—-Ty)o(I—-Th-1)0...o(I—=T5) 0Ty
+(I—-Ty)o(I—-Th—1)0..0o(l —T3) 0Ty
+oo+ (I =T,) 0Ty + T
Demostracion.

Para n =1 se tiene que I — S7 = I — T} implica S7 = T3.
Supongamos que S,_1 satisface

Spn-1 = (I —=Th-1)o0..o(l =Tp)oTy
+(I—Th-1)o...o(l —T3)0Ty
+.. + (I - Tn—l) olp—2+ Tn—l-

Como I — S, = (I —T,) (I — Sy—1), entonces

Spn = U—-T,) (Sp—1—1)+1
Spn—1—TpSn-1—I1+T,+1
= Spo1 —TpSn—1 + 1,
= [I-Ty)o(I—-Th1)o...o(l—T) 0Ty
+{U—-Ty)o(I—-Th-1)0...o(I —=1T3) 0Ty
+oo+ (I =Ty)oTh_1+ 7T, 1

Definicién 3.3.5 Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Para cada Z < X* de
dimension finita y cada M > 0, sea ||||5; 7 la norma definida en X* como

donde d(x*,Z) = inf{||lz* —z| |z€ Z}. Definimos el conjunto A como
I'larz € A si||pz es una norma en X equivalente a |[|-|| y tal que su norma
dual coincide con ||| s 7, para algin M >0y Z < X* de dimension finita.

Proposicién 3.3.6 Sea (X, ||-||) un espacio de Banach tal que (X, |-|M’Z) tiene

la propiedad \—m.a.p. para cada |-[y; ; € A. Sea 0 < e <1, entonces (X*,||[)
tiene la propiedad (e, A [1 + %])—m.a,.p.
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Demostracion.
Sean Z < X* de dimensién finita, § > Ay r > 0. Tomamos M = ? y
consideramos la norma ||-[|;; » v ¥ < X de dimensién finita tal que

2l < (1 +7)sup{|z (y)| -y € Y con [ly[| <1}

para todo z € Z (Corolario 3.1.5).
Como (X, HMZ) tiene la A—m.a.p., existe un operador de rango finito T :
X — X talque T'(y) =y paracaday €Y y [T]y, ; < B. Asi,

g

I T* ()| + 2;d(T* @), 2) = [IT" (@)l a2

g

< Mz ez = Tl ')+ 2240 2)

para todo z* € X*.
Entonces

* * % * * 5 . *
7 @ < 17 @lag < B |l +22 g =1

8 |lal+ 22 1a°1| = 8 1+ 22] 17

€

IN

para todo z* € X*.
Asi, T* es un operador de rango finito definido en X™* que satisface

17" = T < 8 [1+2ﬂ].

€
Por otra parte, usando también la desigualdad de arriba, dado zp € Z, se tiene
que

22a(1" (20). 2) < IT* o)z (3.9)

IN

5.

2— inf —
B |laoll +22 g 10— 2|
= Bzl

Es decir,
% €
A1 (2),2) < S ||

para todo z € Z y observemos que si z # 0, entonces la desigualdad es estricta,
pues si z € kerT* — {0}, entonces d (1™ (2),2) = 0 < §|z|, y si z ¢ ker T,
entonces la primera desigualdad de (3.9) es también estricta.
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Asi, si z € Z N\ {0}, entonces existe w € Z tal que
. €
1T (2) —wl < 5 |-

Entonces ¢
I7* (2) — wll < § I
para todo z € Z.
Dado y € Y, tenemos que 7% (2) (y) = 2 (T (y)) = 2 (y) y por tanto,

€
sup e (4) = ()] < 5 2]
lyll<1

Y por consiguiente,

|z —wl| < (1 +7) sup [lw(y) -2y <

€
S (1 +7) 2]
Iyl <1 2

Para cualquier z € Z tenemos:
I7* (2) = 2l < 17" (2) = wll 4w = 2]l < 5 12 + 5 (1 +7) =]
para todo z € Z; de donde,
1T (2) — 2| < (e+7) [|2]

para todo z € Z.
En resumen, 7™ satisface

g

70 < 81+ 22] v T @) =2l < e+ ) el

para todo z € Z. Entonces (X*, ||-||) tiene la (e, A [1 + 2])-m.a.p.H

€

Proposicién 3.3.7 Sea (X,|||) un espacio de Banach con la propiedad
(e, A\) =m.a.p. para algin 0 < e < 1. Entonces, X tiene la ﬁ— m.a.p.

Demostracion.

Sean Z < X de dimensién finita, 8 > A\, 0 <e < 6 <1y ¢ > 0. Es posible
construir por induccién una sucesién (1},),-; de operadores de rango finito tales
que

T, (z) — z|| < §||z|| para cada z € <ZUT1 XU Tns (X)> ,

donde Ty (X) = {0}, y ||T|| < 3 para todo n > 1.
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Ahora definamos, para n > 1, el operador S, como el que satisface
I-S,=(I-T,)o(I—-Th-1)0...0o(I—=T7) .
Asi,
|Sn (2) — z|| < 8™ ||z|| para cada z € Z
Y por el Lema 3.3.4 tenemos:

Sp=U—-Ty)o(I—-Th-1)o...o(I—=T5) 0Ty
+(I—-Ty)o(I—-Th—1)0..0o(l —T3) 0Ty
+oo+ (I =T,) 0Ty + T

Por tanto,

n—1 n—2 5
ISull <615+ 8" 20+ 4 B <

Para n suficientemente grande
|1Sn (2) — 2|| < 8" ||z|| < eo||z|| para cada z € Z.

Supongamos ||Sy|| > 12~ para n tan grandes como se quiera.

Si lo anterior sucediera para los operadores .S,, construidos para cada 8 > Ay
0<e<(5<1,ent0ncessetendr1’aﬁ<(1—€5)paracadaﬁ>)\y0<e<6<1,
lo que es imposible.

Por tanto, para alguno de esos valores 0 y ¢ se tiene

|Sn (2) — 2| < €0 ]|2|| para cada z € Z

A
19nll < T

para alguna n.
Por tanto, X tiene la ﬁ— m.a.p.l

Teorema 3.3.8 Si para cada |-|M’Z en el conjunto A, de la Definicion 3.5.5, se

satisface que (X, |-|M7Z ) tiene la A— m.a.p., entonces X* tiene la 2 (1 + 4)\) —
m.a.p.

Demostracion.

Por la Proposicién 3.3.6 sabemos que (X*, ||||) tiene la (e, A [1+ 2—6/\] )-m.a.p.
para cada € € (0,1). Por la Proposicién 3.3.7 X* tiene a su vez la propiedad de
aproximacién lie . (1 + 2—6’\)—m.a.p. y por tanto, si consideramos € = %, tenemos
que X* tiene la 2A (1 4 4)\)-m.a.p.l
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Teorema 3.3.9 La propiedad de aproximacion no implica la propiedad de aproz-
imacion acotada.

Demostracion.

Lindenstrauss demostré en [11] que existe un espacio de Banach X con la
propiedad 1—m.a.p., pero cuyo espacio dual X* no tiene la propiedad de aproxi-
macién. Esto implica, por el Teorema 2.8.1, que X™* tampoco tiene la propiedad
A—m.a.p. para todo A > 1, y en particular cuando A toma valores naturales. Por
el Teorema 3.3.8, sabemos entonces que para todo n > 1, el espacio X no tiene
la propiedad de aproximacién n—métrica para alguna norma del conjunto A de
la definicién 3.3.5, que llamaremos |-|,,.

Mostraremos que el espacio (> (X, |'|n))12 tiene la propiedad aproximacion,
pero no la de aproximacién acotada.

a) Y = (3 (X,[,)), tiene la propiedad de aproximaci6n.

Sea K C Y un compacto y € > 0, entonces sabemos que existe N > 1 tal que

| @n)nznally, = ( > ‘$”‘721> <§

para todo (z,) € K.

Consideremos la proyeccién n—ésima 7, definida en (3 (X, |],)),,. Como
sabemos, 7, es una funcién continua, y por consiguiente 7, (K) es un compacto
en X. Dado que X tiene la 1—m.a.p. existe un operador T,,, para cada n > 1,
definido en X y de rango finito tal que ||T},|| <1y

€2

1T (zn) — x| < on+1 /2

para todo x, € m, (K), donde M es el minimo de las constantes que satisfacen
|z|,, < M ||z|| para todo z € X y para toda 1 <n < N.

Formemos el operador lineal y continuo T': (3_ (X, |],));, — O (X, |[,)),,
definido como T = (T1,..,Tn-1,Tn,0,0,...). Asi, T es un operador de rango
finito.

Si (x) € K, entonces

1T ((2n)) = (),

N % [} %
<Z‘Tn(xn)_$n‘12z> +< Z ‘wn‘i>
n=1

n=N-+1

IN

1
N 2
€
< (}:Mﬂ\Tn(xn)an?) +5<e

n=1

Esto muestra que Y tiene la propiedad de aproximacion.
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b)Y = (3 (X,][,)),, no tiene la propiedad de aproximacién acotada.

Supongamos que lo contrario; es decir, que existe una A > 1 tal que Y tiene
la propiedad de aproximacién A—métrica.

Sea n > Ay tomemos K C (X,]||,) un compacto. Sii, : X — Y es el
operador definido como

entonces la imagen de K bajo ¢, es un compacto en Y, y por nuestra suposicién
existe un operador de rango finito T : Y — Y, tal que

17 (%) = ¥}, < e

para toda k' € i, (K), y ||T]| < n.
Definimos el operador S = m, o T 0 i,,. Observemos que S estd definido en X
y es de rango finito pues 7' lo es, y como ||7y|| < 1, entonces

1S (k)] = [7n (T(0,..:,0,k,0,..))],, < [T (0, ..., 0,k,0,...)[l,
1T 110, ..., 0,k,0,..)ly, = Tl |kl,, < nlkl, .

IN

Por tanto ||S|| < n.
Ademsds para k € K tenemos:

1S (k) — k[l < |lmall [T (0, ..., 0,k,0,...) = (0,...,;0,k,0,...) ||,

< T (0,..,0,k,0,...) = (0,...,0,k,0,...) |, < e.
Con lo cual tenemos que (X, |-|,,) tiene la n-m.a.p. y se contradice la eleccién
de la norma ||,. Por tanto, ¥ no tiene la propiedad de aproximacién acotada.ll

Respecto a lo anterior Stanislaw Szarek demostré en [21] que incluso cuando
un espacio es reflexivo puede tener la a.p. y no la b.a.p.

En el mismo trabajo Szarek [21] hace ver la que la f.d.d.p. no implica la
b.p., con lo que responde negativamente la vieja pregunta de si la propiedad de
aproximacion acotada es equivalente a la propiedad de la base, misma que fue un
problema abierto durante mucho tiempo. No se presenta la prueba pues obligarfa
a sobrepasar el tiempo y alcances previstos para la realizacién de este trabajo.

3.3.2 La b.a.p. no implica la 7.p.

La propiedad 7 que como vimos implica la b.a.p., no es equivalente a ésta. Esto se
sigue de los trabajos de C. J. Read [16] y P. G. Casazza [2]. El primero exhibié un
espacio de Banach X que tiene la propiedad de aproximacién acotada conmutativa
(c.b.a.p.), la cual implica la b.a.p., y no tiene la f.d.d.p. Por otra parte, Casazza
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probé que si un espacio de Banach tiene la c.b.a.p. y es 7 espacio, entonces tiene
la f.d.d.p. Por tanto, el espacio X que Read construyé, no tiene la 7- propiedad,
y por consiguiente, la b.a.p. no implica la 7- propiedad.

El trabajo de Read nunca fue publicado a pesar de haber sido citado en mu-
chos articulos especializados y nos resulté imposible conseguirlo. Sin embargo, el
trabajo de Casazza si estuvo disponible, y en seguida veremos la demostracién
del teorema que mencionamos arriba, y que fue publicado en [2].

Teorema 3.3.10 Un espacio de Banach separable X tiene la f.d.d.p. si y sdlo si
X tiene la c.b.a.p. y la 7. p.

Demostracion.

Supongamos que X tiene la f.d.d.p. Entonces por el Teorema 2.8.1 X tiene
la m.p. y por el Teorema 2.2.7 tiene la c.b.a.p.

Inversamente supongamos que X tiene la c.b.a.p. y la w.p. Por tener la 7.p.,
existe una sucesion (m,) de proyecciones de rango finito, definidos en X, tales que
T © Ty = Tm siempre que m < n, y que converge puntualmente a la identidad
en X.(Proposicién 3.3.2)

Por otra parte, dado que se tiene la propiedad c.b.a.p., existe una sucesién
(T},) de operadores en X de rango finito y uniformemente acotados que satisfacen
T, (v) — x para cada * € X, y T, 0 Ty, = Trpin(n,m) Siempre que n # m.

o0
Consideremos el espacio separable Y = < U Tr (X *)> ysea 0 < e <1 tal
n=1

que 1< dim7y (X) A < 1, donde A > max (sup,,>1 ||[mn| - sup,s1 [| 0], 1).

Por el Lema 2.4.5 existe n; > 1 tal que

| T, |rox) —Ley ) || < e

Y por el Lema 2.4.4, existe un operador S; : X — X, de rango finito, tal que

1
S1 ey ()= Ly () ||S1 — Ty, | < 3

Si(X*) =T} (X*)CY.

Es posible construir inductivamente una subsucesién (75,,) de (7},) y una suce-
sién (S;) de operadores de rango finito, definidos en X, con las siguientes carac-
teristicas:

a)HTni s () *Im(X)H < ¢ donde, 0 < ¢; < 1 es tal que 1—1—1_(1)\ < % para
d= dimm,1 (X) .

b) SZ Oy = Ty.

¢) 15 — T, < 2.
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d) Sf(X*) =T, (X*)CY.
Definamos @; = m; 0.S; para cada ¢ > 1. Como 7jom; =m; sii < j, y por b),
se tiene que

Q?:T{'ZO(SZOT('Z)OSZ:WZOS’L:QZ

De manera que ); es una proyeccién para cada i > 1, y es de rango finito por
serlo ;.

Por d),
Qi (X7) =57 (m (X7)) C Y.

Ademis, Q; (xr) — x para cada x € X, pues dado x € X, m > 1, e i > m, por
las propiedades de la sucesion (7;), y por el inciso b), se tiene:

Qi (mm (x)) = (mi0S;0mp) (x) = (w0 S;0momy) ()
= (mjomm) (x) = T ().
Es decir, que Q; () — z para cualquier z € 6 m; (X). Pero como G i (X)

=1 i=1
es denso en X, entonces @; () — x para todo x € X.

Hasta ahora no hemos usado la hipétesis de que los operadores (7},) conmuten;
precisamente se usard en lo que sigue:
Tenemos,

lim T (T, (x%)) =T, (z*) para todo z* € X™;

n—oo

o0
por tanto, T, (z*) — x* para todo 2* € |J T, (X™), y, como este espacio es denso
=1

en Y, tenemos que T (y) — y para todrg) yeY.

En suma, se tienen un subespacio Y < X* cerrado y separable, y dos suce-
siones de operadores de rango finito, (Qy) v (T¥), tales que:

DQ@Qn: X—X,Q:(X*)CY yTr: X*—Y para todon > 1.

i) Qn(z) — z, T (y) — y, cuandon — oo y para todoz € X,y € Y,y
sup | T < oo.
n>1

iii) Cada operado @,, es una proyeccion.

Esto significa, por el Teorema 3.2.4, que X tiene la f.d.d.p.H

Hasta donde sabemos sigue sin resolverse si todo espacio de Banach con 7.p.
tiene la f.d.d.p.

Concluimos este trabajo con dos cuadros que resumen las relaciones entre las
estructuras estudiadas.

b.p. = f.d.d.p. = wp. = b.a.p. = a.p.
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Propiedad
f.d.d.p.
T.p.

b.a.p.

a.p

=
No
77

No
No

Propiedad
b.p.
f.d.d.p.
.p.

b.a.p.
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