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RReessuummeenn  
 

En el siguiente trabajo propongo un modelo basado en la teoría de Campos 
Aleatorios de Markov (CAM) para la segmentación de imágenes digitales, basado 
en un esquema jerárquico y de optimación estocástica multitemperatura. 
 
El esquema típico consiste en modelar toda la imagen como una sola malla. Para 
acelerar la convergencia del algoritmo el modelo propuesto descompone la imagen 
original en varias mallas de diferentes tamaños. Se busca la solución del problema 
en una resolución menor y se utiliza este resultado para encontrar el mínimo 
global del nivel original. 
 
La base de nuestro modelo consiste en analizar la función de energía original como 
una suma de funciones de potencial entre niveles adyacentes. Estas funciones de 
potencial están definidas sobre vecindades de bloques y dependen de las etiquetas 
asociadas a estos niveles. 
 
Una vez obtenida la función de energía, se realiza la optimación, para llevar a cabo 
tal tarea se usará una adaptación del algoritmo de recocido simulado basado en el 
algoritmo de Metropolis-Hastings. El algoritmo de optimación estocástica seguirá 
un esquema de decremento multitemperatura.  
   
AAbbssttrraacctt  

  
The present work proposes a hierarchical scheme for image segmentation wich 
employs a Markov Random Field (MRF) model and stochastic multi-temperature 
optimization. 
 
The typical use of a  MRFs consists on analyzing the entire image as if it were a 
single lattice. In order to improve the convergence time when using this modelling 
approach, this work proposes a scheme that separates the original image into 
several images, each at different resolutions. Hence, the problem can then be 
solved at lower resolutions, and afterwards, the output at a lower resolution can be 
used to find a solution for the original image.  
 
The proposed approach is to construct a model that incorporates the energy 
function as a sum of the original functions of potential between adjacent levels of 
resolution. These functions are defined over square neighborhoods and are 
dependent upon the labels assigned at the correspondent resolution. 
 
Once the energy function is thus defined, optimization is carried out employing a 
modified version of simulated annealing based on the Metropolis-Hastings 
algorithm. 



 MODELO JERÁRQUICO MULTITEMPERATURA PARA SEGMENTACIÓN MARKOVIANA 

 

 6

11  IInnttrroodduucccciióónn  
 
1.1 Objetivo 

 
Proponer un modelo basado en la teoría de Campos Aleatorios de Markov (CAM) 
para la segmentación de imágenes digitales, basado en un esquema jerárquico y de 
optimación estocástica multitemperatura. 
 

1.2 Fundamentación 
 

El modelo de Campo Aleatorio de Markov (CAM) para el procesamiento digital de 
imágenes fue introducido en [GEMA84], siendo utilizado a partir de entonces en 
problemas de procesamiento digital de imágenes tales como restauración y 
segmentación.  
 
La demanda en tiempo de cómputo ha sido la principal crítica en el uso práctico de 
los CAM bajo el método de optimación estocástica. El espacio de configuraciones 
es grande y la búsqueda del mínimo global es una tarea computacional intensa ya 
que este es un problema de naturaleza combinatoria.  Pero en contraparte de esta 
desventaja, el modelado de una imagen bajo un esquema de CAM no necesita de 
gran cantidad de información a priori para realizar su tarea.  
 
El esquema típico consiste en modelar toda la imagen como una sola malla o 
lattice. Para acelerar la convergencia de los algoritmos se han desarrollado 
métodos multiresolución, en el cual el problema se descompone en varias mallas 
de diferentes tamaños. Se busca la solución del problema en una resolución menor 
y se proyecta el resultado en la resolución original. Estos métodos proveen un 
medio para mejorar la convergencia del procedimiento iterativo de optimación. Se 
mostró en [TERZ86] que la optimación multiresolución puede ser usada para 
resolver  eficientemente problemas de visión. 
 
La técnica multiresolución ha sido estudiada para el modelado de CAM por varios 
autores. Desde [KONR88] se combina el análisis bayesiano aplicado a la estimación 
de campos de movimiento utilizando diferentes resoluciones de la imagen original, 
en [KATO96] se utiliza un modelo multiresolución para la segmentación 
supervisada en el cual cada nivel de la pirámide es resuelto por medio de un 
procesador exclusivo para tal fin. En [HU91] se estudia la segmentación de texturas 
por medio de un modelo multiresolución basado en CAM utilizando un enfoque 
no-supervisado. 
 
Existen diferentes aproximaciones de segmentación basadas en distintos tamaños 
de mallas o lattices. En [MARQ92] se propone un MRF jerárquico de dos 
pirámides, una de etiquetas y otra de observaciones. Bouman [BOUM91] propone 
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un modelo jerárquico donde cada resolución menor es dependiente de la 
resolución inmediata superior. 
 
La base de nuestro modelo consiste en el modelo jerárquico de CAM propuesto en 
[HEIT91] y retomado por Z. Kato [KATO93, KATO96]. El modelo jerárquico 
consiste en analizar la función de energía original como una suma de funciones de 
potencial entre niveles adyacentes. Estas funciones de potencial están definidas 
sobre vecindades de bloques y dependen de las etiquetas asociadas a estos entre 
los niveles adyacentes de la pirámide de segmentaciones. De esta manera existe 
comunicación entre las mallas de los diferentes niveles de la pirámide 
multiresolución. 
 
Una vez obtenida la función de energía, se realiza la optimación, para llevar a cabo 
tal tarea se usará una adaptación del algoritmo de recocido simulado basado en el 
algoritmo de Metropolis-Hastings. El algoritmo de optimación estocástica genera 
una secuencia de muestras de la función de energía a posteriori hasta llegar al 
mínimo global.    
 
 1.3 Definición del problema 

 
La segmentación de imágenes es un proceso que divide una imagen en un 
conjunto de regiones de interés para su análisis, basándose en características 
similares tales como intensidad, textura o forma. Este proceso es el primer nivel 
para el  entendimiento de la imagen y afecta el procesamiento posterior de ésta, 
proporcionando estructuras útiles tales como regiones y bordes. La segmentación 
bajo el modelo de CAM proporciona gran capacidad de incorporar información 
contextual en el modelo de segmentación. Esto conlleva a una segmentación que 
proporciona gran robustez en los resultados en imágenes ruidosas. 
 
El esquema para modelar un CAM considera a la imagen digital como una lattice, 
se definen las funciones de probabilidad conjuntas de cada clase observada para 
optimar la función de energía a posteriori tomando como base la teoría de 
probabilidad de Bayes. Utilizando un método de optimación global se buscará la 
solución para la función de energía a posteriori buscando la configuración que 
satisfaga el criterio Máximo A Posteriori (MAP). 
 
La búsqueda del máximo global es una tarea computacional intensa. Para acelerar 
el proceso de convergencia, se plantea el uso de un modelo jerárquico. De esta 
manera, la función de energía original se analiza como una suma de funciones de 
potencial entre niveles adyacentes. La desventaja de reducir la resolución espacial 
de la imagen original consiste en que la discriminación entre objetos disminuye. 
Para resolver este problema se utilizará una comunicación entre los diferentes 
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niveles de resolución en la pirámide. La segmentación se resuelve en el nivel de 
resolución menor y posteriormente en el nivel de resolución mayor. 
 
Este modelo resulta en un esquema de multimalla que reemplaza el problema de 
optimación de una sola malla por una secuencia de problemas de optimación más 
fácilmente tratables. Usando una estrategia de arriba hacia abajo en la pirámide de 
segmentaciones el problema de optimación para la malla inferior es resuelto 
utilizando el nivel superior. De esta manera se establecen funciones de energía que 
consideran el resultado obtenido en los diferentes niveles de la pirámide. Este 
sistema de comunicación permite incorporar información existente entre los 
niveles de la jerarquía. 
 
Para optimar las funciones de energía relacionadas a cada nivel de la pirámide, se 
usará un esquema multitemperatura basado en el algoritmo de recocido simulado 
con ciertas modificaciones. La ventaja de este algoritmo consiste en que no es 
dependiente de la configuración inicial de clases a priori siempre y cuando se 
realice una inicialización estocástica y se inicialice con una temperatura lo 
suficientemente alta. Otra ventaja importante de este algoritmo es que permite 
encontrar el mínimo global saliendo de los mínimos locales.  
 

1.4 Aportación de la Tesis 
 
Los puntos que aporta esta tesis son: 
 

1. Estudio sobre técnicas de procesamiento de imágenes y su aplicación a 
imágenes ruidosas. 

 
2. Estudio sobre segmentación por Campos Aleatorios de Markov utilizando 

un modelo jerárquico. 
 

3. Estudio sobre optimación estocástica utilizando un esquema 
multitemperatura que toma principios del algoritmo de recocido simulado. 

 
4. Aplicación del esquema de segmentación propuesto en imágenes digitales.  
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22  Campos Aleatorios de Markov 
  

2.1 GENERALIDADES 
 
La segmentación de una imagen se considera como un problema de etiquetado, de 
tal manera que la solución al problema de segmentación es la etiqueta asignada a 
cada píxel de la imagen. Así en la imagen segmentada cada píxel recibe el nombre 
de site. Sea S el conjunto discreto con m sites: 
 

{ }mS ,...,2,1=  
 

Para una imagen de n×n pixels se puede denotar al conjunto de sites de la 
siguiente manera: 
 

{ }njijiS ≤≤= ,1|),(  
 

La relación que guardan entre sí diferentes sites es tratada en el punto 2.2.1. 
 
L es el conjunto de etiquetas que puede tomar cada site. Este conjunto de etiquetas 
puede ser discreto como por ejemplo la segmentación de una imagen en 5 clases, 
como se observa en la figura 2.1 a) o puede ser un conjunto continuo como el 
cálculo de profundidad en un par de imágenes estereoscópicas, en donde cada 
píxel puede tomar un valor continuo de profundidad, figura 2.1 b). En el caso 
continuo, este conjunto de etiquetas posibles podría corresponder a  (conjunto 
de números reales) o a un intervalo determinado de éste: 
 

[ ]⊂= hlc xxL ,  
 
Donde [ ]hl xx ,  es el valor mínimo y el valor máximo de profundidad del campo de 
vista presente en el par estereoscópico. Para el caso discreto de segmentación, las 
etiquetas solo podrán tomar un valor determinado dentro de un conjunto de M-
clases: 
 

{ } { }MllL M ,...,1,...,1 ==  
 

En el problema de etiquetado se tiene que asignar a cada site de S una etiqueta de 
L. Depende de la naturaleza de nuestro problema si este conjunto L presenta un 
número discreto o continuo de etiquetas. Sí se desean detectar los bordes presentes 
en una imagen, S contendrá a todos los sites pertenecientes a la imagen y cada uno 
tomará una etiqueta perteneciente al conjunto L, donde L={borde, no borde}.  
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A cada site de S se le ha asignado una de las etiquetas de L con la función mapping 
o de mapeo f: 

LSf →:  
 

A cada site de S solo se le asigna una única etiqueta de L. 
 

 
a)                                          b) 

Figura 2.1 
Etiquetado discreto (segmentación en 5 clases) y etiquetado continuo (medición de 

profundidad). 
 
En la terminología de campos aleatorios un conjunto específico de etiquetas recibe 
el nombre de configuración, se consideran casos específicos de configuraciones a 
cada una de las imágenes de la figura 2.2.  En este caso el conjunto de etiquetas L 
correspondería a L={blanco,negro}, es decir 2 etiquetas.  
 
Cuando todos los sites tiene el mismo conjunto posible de etiquetas de L, al 
conjunto de todas las configuraciones, recibe el nombre del espacio de 
configuraciones que se denota por el símbolo . Para obtener el tamaño de este 
espacio de configuraciones, para una imagen de m sites y E-número de etiquetas, 
se realiza el siguiente producto: 
 
           Espacio de Configuraciones           mEEEEE =××××= ...  
 
 
Por ejemplo, de la figura 2.2, se presentan tres posibles configuraciones (de 216 
posibles). 
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a)    b)    c) 

Figura 2.2 
Tres configuraciones de un espacio de configuraciones con  216 configuraciones. 

 
Para un problema de etiquetado discreto con m sites y E etiquetas, existen Em 
configuraciones posibles. Para un problema de etiquetado continuo, el número de 
configuraciones posibles es infinito. 
 

2.2 TOPOLOGÍAS 
 
Las topologías de los Campos Aleatorios de Markov describen las relaciones 
contextuales entre sites, sirviendo posteriormente como base para establecer 
distribuciones de probabilidad. 
 

2.2.1 Vecindades 
 
Los sites de S están relacionados mediante el sistema de vecindades N. Una 
vecindad N es un conjunto de sites S tal que 
 

{ }SiNN i ∈∀= |  
 
donde Ni es el conjunto de sites vecinos a i para los que se cumple las siguientes 
dos condiciones: 
 

1. iNi∉                          un site no es vecino a sí mismo 

2. ii NiNi ∈⇔∈ ''         la relación de vecindad es mutua entre el site i’ y el site i  

En el caso de las imágenes digitales, la distribución geométrica de los sites 
corresponde a una malla o rejilla, también conocida como lattice. Para una malla 
que contenga a S, el conjunto de vecinos del  site a está definido como el conjunto 
de sites próximos dentro de un radio r: 
 

{ }sarsadistSsaNa ≠≤∈= ,),(|),( 2                                  (2.1) 
 
donde ),( sadist  es la distancia de Euclídes entre el  site a y el site s, r es un número 
entero. 
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Con base en estas definiciones se introduce el concepto de conectividad, que 
constituye una relación de vecindad espacial entre un site y sus próximos vecinos. 
Dos sites s y s’ tienen 4-conectividad si s’ pertenece al conjunto de Ns1. Dos sites s y 
s’ tienen 8-conectividad si s’ pertenece al conjunto de Ns2. 
 
El conjunto de sites de una malla regular que contengan al conjunto 

{ }njijiS ≤≤= ,1|),(  corresponde a los pixels de una imagen en dos dimensiones 
de tamaño nn× . Cada site interior, representado por (i,j), tiene 4 vecinos bajo el 
sistema de 4-conectividad ,los cuales son: { })1,(),1,(),,1(),,1(, +−+−= jijijijiN ji , 
los sites de la frontera tienen tres sites vecinos y los sites de las esquinas tienen dos. 
 
Para 8-conectividad se tendría 

{ })1,1(),1,1(),1,1(),1,1(),1,(),1,(),,1(),,1(, +−−+−−+++−+−= jijijijijijijijiN ji . 
 

 2.2.2 Cliques 
 
El par (S,N) formado por el conjunto de sites S y la vecindad N constituye un grafo. 
La vecindad establece la relación de los nodos  formados por los sites. Un clique c 
de (S,N) está definido como un subconjunto de sites en S. Un clique puede 
formarse de un solo site (figura 2.3 a), dos sites (figura 2.3 b), tres sites o más sites y 
está representado por C1, C2, y C3..., respectivamente, donde: 
 

{ }
{ }
{ }SiiiiiiC

SiNiiiC
SiiC

i

∈=
∈∈=

∈=

'',',|)'',',(
,'|)',(

|

3

2

1

 

 
El conjunto de todos los cliques para {S,N} será ...21 ∪∪= CCC  
 
 

 
 
 
 
 

a)                                                        b) 
 

Figura 2.3 
Ejemplo de cliques en  a)C1 y  b) C2 
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a) 

   
b)                                                      c) 

Figura 2.4 
 
En la figura 2.4 se presentan modelos de cliques para análisis de imágenes; (a) 
malla rectangular con vecindad de primer orden: (b) grafo no regular plano 
asociado a la partición de una imagen; (c) quad-tree. Para cada grafo, los nodos en 
gris son vecinos al nodo en blanco. A partir de trabajos con en [HEIT91], [LUTH99] 
en donde se analiza movimiento sobre video y  [KATO93] donde se realiza 
segmentación, los cliques se pueden definir con sites que pertenezcan a mallas o 
lattices  diferentes, independiente del tamaño de éstas.  
 
En  [LUTH99] se definen funciones de energía en un modelo markoviano 3D.  En 
donde se analizan mallas a lo largo de un determinado tiempo para así generar 
una malla espacio-temporal y definir así los cliques espaciales, cliques temporales 
y cliques espacio-temporales.  
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2.3 PROPIEDADES DE MARKOV 
 
Un Campo Aleatorio discreto de Markov se define como una colección de variables 
aleatorias, que corresponden a los sites de una malla, cuya distribución de 
probabilidad es tal que la probabilidad condicional de que un site determinado 
tenga un valor particular, dado los valores del resto de las sites, es idéntico a la 
probabilidad condicional dados los valores del campo en un conjunto pequeño de 
sites, vecinos de ese site determinado.  
 
Sea { }mFFF ,...,1=  una familia de variables aleatorias definidas en S, donde cada 
variable aleatoria Fi toma un valor fi en L. Llamaremos Campo Aleatorio a la 
familia de variables aleatorias F. Una familia de variables aleatorias F se dice que 
es un Campo Aleatorio de Markov (CAM) sobre S con respecto al sistema de 
vecindad N sí y solo sí las siguientes condiciones se satisfacen: 

 
Positividad                                                      0)( >fP                            ∈∀f            (2.2) 

 
Markovianidad                                  )|()|( }{ NiiiSi ffPffP =−                                         (2.3) 
 
donde }{iSf − denota al conjunto de etiquetas en todos sites exceptuando a {i} y 

}'|{ ' iiNi Niff ∈=  es el conjunto de etiquetas que pertenecen a los sites de la 
vecindad de i. 
 
Un Campo Aleatorio de Markov es caracterizado por su propiedad local 
(Markovianidad) mientras que un Campo Aleatorio de Gibbs esta caracterizado 
por su propiedad global (distribución de probabilidad Gibbs).  
 
El teorema de Hammersley-Clifford establece la equivalencia entre estas dos 
propiedades: F es un Campo Aleatorio de Markov en S con respecto a N sí y solo sí 
F es un Campo Aleatorio de Gibbs en S con respecto a N. La demostración se 
puede encontrar en [LI01]. 
 
Una distribución de Gibbs tiene la siguiente forma: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= )(1exp1)( fU

TZ
fP                                               (2.4) 
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donde  

∑
∈

−
=

Nf

fU
TeZ

)(1

                                                      (2.5) 

 
T:     es la temperatura , T=1 
U(f): función de energía 
Z:     función de partición 

 
La función de energía U(f) está definida por 
 

∑=
c

c fVfU )()(                                                     (2.6) 

 
C es el clique y )( fVc es la función potencial de clique. 

 
)( fU  es la suma de todas las funciones cliques potenciales, Vc(f), para todos los 

cliques posibles C, donde el valor de Vc(f) depende de la configuración local del 
clique c. 
 
Se dice que un Campo Aleatorio de Gibbs es homogéneo si Vc(f) es independiente 
de la posición relativa de la clique c en S. Se dice que es isotrópico si la posición de 
Vc es independiente de la orientación de c. Es más simple especificar una 
distribución de Campo Aleatorio de Gibbs si es homogéneo e isotrópico que si no 
lo es. La homogeneidad se asume en la mayoría de los modelos de Campos 
Aleatorios de Markov por conveniencia matemática y computacional. 
 
P(f) mide la probabilidad de la ocurrencia de una configuración determinada. Las 
configuraciones más probables son aquellas con energías más bajas. La 
temperatura T controla la forma de la distribución. Cuando la temperatura es alta, 
todas las configuraciones tienden a estar igualmente distribuidas. Con la 
temperatura cercana a cero, la distribución se concentra alrededor del mínimo 
global de energía.  
 
La energía de una distribución de Gibbs se puede expresar como la suma de varios 
términos correspondientes a cliques de diferentes tamaños, es decir: 
 

∑ ∑ ∑ ∑
∈ ∈ ∈ ∈

+++==
Cc Ci Cji Ckji

kjijiic fffVffVfVfVfU
1 2 3}{ },{ },,{

221 ...),,(),()()()(      (2.7) 

 
La ecuación anterior implica una distribución homogénea de Gibbs porque V1, 
V2,..., son independientes de las localizaciones i,j. En las distribuciones no 
homogéneas de Gibbs, las funciones clique se deben considerar de la forma: V1(i,fi), 
V2(i,j,fi,fj) y así sucesivamente. 
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En la práctica se consideran hasta los cliques de orden dos. Por lo que la ecuación 
anterior quedaría como: 
 

∑ ∑∑
∈ ∈ ∈

+=
Si Si Nj

jii
i

ffVfVfU ),()()( 21                                  (2.8) 

 
La función de energía sería expresada como la suma de dos funciones de potencial 
de clique. 
 
A continuación se introducen brevemente los modelos más comunes en el estudio 
de los Campos Aleatorios de Markov.   
 

2.3.1 Modelo de Ising 
 
El modelo de Ising surge del problema de modelar materiales ferromagnéticos en 
lo que se conoce como fenómeno de Ising, en el cual se observa una serie de 
dipolos en una línea que pueden estar orientados hacia arriba (+1) o hacia abajo    
(-1) y el estado de cada dipolo se ve influenciado por los dipolos cercanos, por 
ejemplo, la función de energía para cliques de primer y de segundo orden está 
definida por: 
 

∑ ∑∑
∈ ∈ ∈

+=
Si Si Nj

jii
i

ffVfVfU ),()()( 21                                   (2.9) 

 
Cuando )()(1 inii fGffV =  y ),(),( ,2 jinjiji ffGffV β= , donde )(⋅nG son funciones y ji,β  
son constantes que reflejan la interacción entre cada par de sites i y j, entonces la 
función de energía es: 
 

∑ ∑
∈ ∈

+=
1 2}{ },{

, ),()()(
Ci Cji

jinjiini ffGfGffU β                                  (2.10) 

 
EL modelo anterior recibe el nombre de modelo auto-logístico, en la literatura si fi  

y fj toman valores en el conjunto de etiquetas discreto L={0,1} o L={+1,-1}. La 
correspondiente función de energía se define de la forma: 

 
∑ ∑
∈ ∈

+=
1 2}{ },{

,)(
Ci Cji

jijiii ffffU βα                                      (2.11) 

 
donde iα  y ji,β  se definen como coeficientes de interacción.  
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Cuando el sistema de vecindad que se considera es el de 4-vecinos en una malla, 
entonces el modelo auto-logístico recibe el nombre de modelo de Ising. La 
probabilidad condicional para el modelo de Ising es: 
 

∑
∈

+

∈

∑
∈

+

∈

+

∑

=

∑

=

+

∈

+

∑ iNj
jfjii

iNj
jijiii

i

iNj
jfifjiifi

iNj
jijiii

i

e

e

e

effP

fff

f

fff

Ni ,

,

,

,

1
)|(

}1,0{

βαβα

βαβα

                                (2.12) 

 
Cuando la distribución es homogénea, tenemos αα =i  y ββ =ji , . 
 

 
 

Figura 2.5 
Modelo de Ising para con 0=α  y 

1.0=β , 7.0=β , 9.0=β , 1.1=β , 5.1=β , 2=β  respectivamente. 
 

En la figura 2.5 se muestra un ejemplo  de un modelo de Ising. Para este modelo de 
Ising, se considera un sistema de vecindad de primer orden con parámetros 

0=α , 1.0=β , 7.0=β , 9.0=β , 1.1=β , 5.1=β  y 2=β . 
 

 
Figura 2.6 

 
Ejemplo  de un modelo de Ising. Lattice en la cual se considera un sistema de 
vecindad de primer orden en todos los casos con 0=α  y )5.0,5(),( 21 =ββ , 
(5,0.1),(1,-1) y (-1,-1) respectivamente. 
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2.3.2 Modelo de Potts 
 
El modelo de Potts también es conocido como Multi-Level Logistic model, MLL o 
modelo generalizado de Ising. Si hay M>2 etiquetas discretas en el conjunto de 
etiquetas L={1,...,M}, el potencial del clique depende de el número de sites que lo 
forman y la orientación en la que se encuentran. 
 
Para los cliques que contienen más de un site se define las funciones de potencial 
para cada clique, la cual es de la forma: 
 

                       
⎩
⎨
⎧−

=
c

c
c fV

ς
ς

)(                                                                                            (2.13) 

 
donde cς  es el potencial para los cliques de tipo c, para los cliques de  un solo site  
depende de la etiqueta asignada al site: 
 

 
Iicc fVfV α== )()(  si di LIf ∈=                                         (2.14) 

 
donde Iα es el potencial para la etiqueta I.  
 
La fig. 2.7 muestra los tipos de cliques y los parámetros asociados en sistemas de 
vecinos de segundo orden. 
 

 

 
 
 

Figura 2.7 
Tipos de cliques y parámetros potenciales asociados a una vecindad de segundo 

orden 
 
Se supone que un modelo MLL es de segundo orden, sí y solo sí α  (para cliques de 
un estado) y β  (para cliques de dos estados) son parámetros distintos de cero. 
 

si todos los estados de c tienen la misma etiqueta 

 

en otro caso 

1α  1β 2β 3β 4β  

1γ  2γ 3γ 4γ 5γ  
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La función clique potencial para clique de dos estados es: 
 

             
⎩
⎨
⎧−

=
c

c
ji ffV

β
β

),(2                                                                                               (2.15) 

 
donde cβ es el parámetro β  para las cliques de tipo c, y C2 es el conjunto de cliques 
de dos estados. Para una vecindad de primer orden hay cuatro tipos de cliques de 
dos estados fig. 2.7 y cuatro diferentes cβ . Cuando el modelo es isotrópico los 
cuatro toman el mismo valor. Debido a su simplicidad, el modelo de Potts es usado 
extensamente para modelar regiones y texturas.  
 
Cuando el modelo es isotrópico, la probabilidad condicional puede ser expresada 
como sigue: 
 

∑
=

−−

−−

== M

I

In

In

Ni
iI

iI

i

e

efIfP

1

)(

)(

)|(
βα

βα

                                       (2.16) 

 
donde )(Ini es el número de estados en iN que tienen etiqueta I. El caso particular 
para el cual las etiquetas son {0,1} se reduce al modelo de Ising. 

si los estados de la clique {i,j}= 2Cc∈  tienen la misma etiqueta 

en otro caso 
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33  Recocido Simulado 
 

3.1 GENERALIDADES 
 

Una vez modelado el Campo Aleatorio de Markov utilizando los conceptos de 
cliques, conectividades y vecindades, se procede a optimar la función de energía. 
Los algoritmos para optimar la función de energía se clasifican en globales y 
locales. Los algoritmos de optimación local deben ser inicializados en un punto 
cercano a la solución global, entre estos se encuentran: Iterated Conditional Modes 
[BESA86], Highest Confidence First,  Dynamic Programming. Entre los algoritmos 
de optimación global se encuentran: Simulated Annealing [GEMA84],  Mean Field 
Annealing,  Graduated Non-Convexity [LI02], estos algoritmos tienen la capacidad 
de salir de los mínimos locales y son inicializados en puntos alejados de la solución 
global. 
 
El algoritmo de Simulated Annealing, Recocido Simulado (RS) está basado en una 
analogía entre el recocido de sólidos y la problemática de resolver problemas de 
optimación combinatoria de gran escala. Por esta razón el algoritmo se conoce 
como recocido simulado. Recocido denota un proceso de calentamiento de un 
sólido a una temperatura en la que sus granos deformados cristalizan para 
producir nuevos granos. La temperatura de recocido o de recristalización, depende 
del tipo de material, del grado de deformación del mismo. Seguida a la fase de 
calentamiento, viene un proceso de enfriamiento en donde la temperatura se baja 
poco a poco. De esta manera, cada vez que se baja la temperatura, las partículas se 
reacomodan en estados de más baja energía hasta que se obtiene un sólido con sus 
partículas acomodadas conforme a una estructura de cristal.  
 
En [SZIR00] se analiza la manera de optimar la función de energía por medio de 
una estructura de redes neuronales, también se  presentan para optimar las 
funciones de energía opciones Deterministic Pseudo Annealing [KATO92] y 
Modified Metropolis Dynamics [KATO92].  
 

 3.2 RECOCIDO SIMULADO (SIMULATED ANNEALING) 
 
Para resolver el problema de segmentación bajo el esquema de Campos Aleatorios 
de Markov, es necesario definir las funciones de potencial para los diferentes 
cliques, y minimizar la función de energía a posteriori. La solución se encontrará 
en el espacio de configuraciones , siendo este un problema combinatorio, se 
utiliza un algoritmo de optimación estocástica como lo es el Recocido Simulado.  
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En general, encontrar el mínimo global de una función objetivo con muchos grados 
de libertad sujeta a restricciones es un problema complejo, ya que la función 
objetivo tiene varios mínimos locales. El recocido simulado presenta como punto 
favorable entregar un óptimo global prácticamente independiente de la 
configuración inicial pero por otro parte, es demandante en consumo de tiempo de 
cómputo. 
 
 

Inicializar T y f; 
Repetir 

muestrear aleatoriamente f de N(f) bajo T; 
decrementar T; 
mientras (T→0); 

regresar f; 
 
 

Algoritmo de Recocido Simulado RS 
 

De acuerdo con el algoritmo de RS descrito en la parte superior, inicialmente T se 
inicializa en un valor elevado y f es una configuración que se inicializa de manera 
aleatoria. Se realizará el muestreo aleatorio de la configuración f de la vecindad N 
detonada por N(f) para cada valor de temperatura , para después decrementarla. 
 
En la práctica, el algoritmo de Recocido Simulado, emplea un algoritmo de 
Metrópolis, con un esquema de temperatura variable, a fin de minimizar la función 
de energía a posteriori. Para la imagen original X, el objetivo del problema de 
optimación consiste en encontrar un  elemento dentro del conjunto de etiquetas 0Ω  
donde: 
 

,( 00 Ω∈=Ω ϖ  ϖ  es la clase que minimiza la función de energía) 
 
U* es la energía máxima en todas las configuraciones y U* es la energía mínima, la 
desviación entre las dos energías es =∆U U*-U*. 
 
Al emplear un muestreador de Gibbs con una temperatura Tn, que varía después 
de cada barrido, la variación de la temperatura debe seguir el esquema: 
 

0→nT   cuando ∞→n                                               (3.1) 
 

)log(n
UNTn

∆
=   para  2≥n                                               (3.2) 
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donde N es el número de sites en la imagen. 
Para toda configuración inicial η (de la imagen) y para toda la configuración de 
una interacción cualquiera ϖ , se tiene 
 

)()|(lim )0()( ϖπηϖ ===
∞→

YYP n

n                                        
(3.3) 

 
donde )(ϖπ corresponde a la medida de probabilidad de Gibbs definida por los 
Campos Aleatorios de Markov. Así, existe una convergencia hacia una realización 
dada, con una probabilidad que sigue la distribución de Gibbs global. 

 
El algoritmo típico de RS aplicado a  CAM quedaría como sigue: 
 

1. Inicialización  
• Determinación aleatoria de la soluciónY(0) 
• Escoger una temperatura inicial T(0) suficientemente elevada 

 
2. Barrido secuencial de la Imagen 

En cada etapa (n) 
• Escoger un site s: 

 
r=s(n) su valor es Yr(n) y su configuración de vecindad es Vr(n) 

 
• Efectuar sorteo: 

 
variable aleatoria con distribución uniforme Ω∈ξ  

3. Criterio de Metrópolis 
• Calcular variación de la energía local asociada al site r: 

 
),|(),|( )()()( XVYUXVUU n

r
n

r
n

r −=∆ ξ  
 
• Pueden surgir dos casos 

 
Si 0≤∆U  ⇒ ξ=+ )1(n

rY  
 

Si 0>∆U  ⇒ ξ=+ )1(n
rY  con probabilidad T

U

e
∆

−
=ξ  

 
4. Continuar con la etapa 2 
5. Serie de temperaturas decrecientes hacia 0, por lo que 

∞→
=

n
nT 0lim  
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La expresión ),|(),|( )()()( XVYUXVUU n
r

n
r

n
r −=∆ ξ  representa tanto la variación 

local de energía, como la variación global de la energía asociada a la transición 

ξ=+ )1(n
rY . De forma práctica, se simula la probabilidad dada por )(

)(

n

n

T
U

ep
∆

−
= , 

efectuando el sorteo aleatorio de una variable distribuida uniformemente [ ]1,0∈η . 
 

casootro
psi

Y
Y n

r

n
r

≤≤

⎩
⎨
⎧

=+ ηξ 0
)(

)1(  

 
La figura 3.1  muestra la función de energía a posteriori U(w|X) siendo X la 
imagen original y w la imagen de clases. 
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Figura 3.1 

Función de energía a posteriori 
 

 
 
 

3.3 ESQUEMAS DE DECREMENTO DE TEMPERATURA 

iteraciones

U(w|X)

Mínimos locales 
Mínimo global 
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Para minimizar la función de energía a posteriori es necesario decrementar la 
temperatura para cada configuración, ya que para temperaturas altas, las 
configuraciones con mayor entropía están presentes. Para asegurar la convergencia 
a un mínimo global, el esquema de decremento de temperatura, deberá seguir las 
siguientes condiciones: 

0lim )( =
∞→

n

n
T                                                        (3.4) 

 

)1ln(
)(

n
mT n

+
∆

≥
x                                                       (3.5) 

 
donde )(min)(max fEfE −=∆  y m es el número de sites, entonces el sistema 
converge al mínimo global, la desventaja de la ec. 3.5 es la lentitud, de manera 
heurística se han adoptado los siguientes esquemas: 
 
 

1. La primera, establecía una velocidad de enfriamiento de la temperatura de 
tipo geométrico, )()1( nn TT ⋅=+ α , como 10 << α . Las evidencias empíricas 
señalaban que valores elevados de α comprendidos entre 0.8 y 0.99 eran los 
que mejores resultados proporcionaban. [Ingb95] presenta el Adaptive 
Simulated Annealing, en donde a lo largo del proceso de recocido el 
coeficiente α  se modifica para acelerar la convergencia de la solución. 

 
 

2. Según el segundo esquema de enfriamiento, se ejecuta una sola iteración 
para cada temperatura, pero por el contrario la temperatura se reduce a una 

velocidad muy lenta según la fórmula 
T

TT
⋅+

→
β1

, siendo β  muy 

pequeño. 
 
 

3. Entre los esquemas de descenso de temperatura también se encuentran los 

de la forma 
)1log(

)(

+
=

n
cT n , donde n es el número de iteraciones. 
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44  Esquema de Procesamiento 
 

4.1 GENERALIDADES 
 

El uso práctico del Campo Aleatorio de Markov se atribuye a la equivalencia entre 
las distribuciones de probabilidad de los Campos Aleatorios de Markov y los 
Campos de Aleatorios de Gibbs, el cual queda establecido por el teorema de 
Hammersley-Clifford. Esto permite modelar matemáticamente problemas de 
visión manejables para el análisis de imágenes en el marco de la teoría de 
probabilidad de Bayes. 
 
El esquema propuesto consiste en construir una pirámide multiresolución a partir 
de la imagen original. El esquema para construir los niveles superiores de la 
pirámide sería básicamente un filtrado paso bajas y posterior submuestreo de la 
imagen resultante, en este esquema existen diferentes opciones marcadas en la 
literatura [LUTH99], [PERE92].  
 
En general, para resolver el problema de segmentación bajo el esquema Máximo a 
Posteriori (que se analizará en detalle en el esquema de procesamiento), después 
de haber definido las funciones de potencial para los diferentes cliques, es 
necesario minimizar la función de energía a posteriori. La solución se encuentra en 
el espacio de configuraciones , siendo un problema combinatorio, se utiliza un 
algoritmo de optimación global [GEMA84]. 
 
Se estudiará el caso de relajación estocástica que tiene la ventaja de estar menos 
ligada  a la configuración de inicial. Para modelar la función de energía a posteriori 
se considerarán los cliques no solo de la malla en que se efectúa el recocido 
simulado, si no que también se incorporarán los cliques entre mallas de diferente 
resolución. Esto incorporará información jerárquica. 
 
 Este procedimiento puede ser visto como una manera de incorporar cliques que se 
encuentran apartados a un precio razonable de uso de memoria. Este modelo dará 
un algoritmo de optimación con un nuevo esquema de recocido simulado que 
puede ser repartido en la pirámide entera.  
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4.2 ESQUEMA TÍPICO DE SEGMENTACIÓN MARKOVIANA 
 

La segmentación se considera como un problema de etiquetado en el marco de 
estudio de los Campos Aleatorios de Markov. A cada uno de los sites s∈S en una 
lattice regular figura 4.1-a, le corresponderá una etiqueta en { }L,...,2,1=Λ , dando 
lugar a una configuración de la figura 4.1-b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
sites en una malla o lattice  regular                             configuración de dos etiquetas 

a)                                                                        b) 

Figura 4.1 

Cada site tiene un conjunto de posibles etiquetas { }L,...,2,1=Λ , siendo L el número 
total de etiquetas. Cada una de estas etiquetas corresponde a las clases en las que 
se desea asignar a los sites.  
 
Los sites están relacionados entre sí por el sistema de vecindades. Una vecindad 
muy común en segmentación de imágenes son las de primer y segundo orden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a)                                                    b) 
      vecindad de primer orden            vecindad de segundo orden 

    
     Figura 4.2 
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Retomando los conceptos vistos en el capítulo 2. El grafo G=(S,N) es llamado clique. 
Un clique c de G es un subconjunto de sites en S donde todos los sites son vecinos 
entre sí. C es el conjunto de todos los cliques de G y { }cscC aa ∈= |  el conjunto de 
cliques conteniendo el site a. Conforme el tamaño de la vecindad aumenta, el 
número de cliques crece considerablemente. 
 
Los cliques utilizados para análisis en 4-conectividad y 8-conectividad son los 
siguientes: 
 
 
 
 
 
 
 

 

a) b) 

Cliques de dos sites                                        Cliques de dos sites 
para vecindad de primer orden                    para vecindad de segundo orden 

Figura 4.3 

Un Campo Aleatorio discreto de Markov sobre una trama finita se define como 
una colección de variables aleatorias, que corresponden a los sites de una lattice. 
 
La distribución de probabilidad es tal que la probabilidad condicional de que una 
variable determinada tenga un valor particular, dado los valores del resto de las 
variables, es idéntica a la probabilidad condicional dados los valores del campo en 
un conjunto pequeño de sites, es decir, su vecindad: 
 
 

)|()|( }{ NiiiSi ffPffP =−                                               (4.1) 
Propiedad de Markovianidad 

 
es decir, la probabilidad de que el píxel i tome el nivel de gris fi, dado todos los 
niveles  de  gris fS-{i} de todos los píxeles restantes de la imagen, es igual a la 
probabilidad de que el píxel i tome el nivel de gris fi dados los valores de los 
niveles de gris fNi de la vecindad de píxeles Ni. 
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Un Campo Aleatorio de Markov es caracterizado por su propiedad local 
(Markovianidad) mientras que un Campo Aleatorio de Gibbs esta caracterizado 
por su propiedad global (distribución de probabilidad Gibbs). El teorema de 
Hammersley-Clifford establece la equivalencia entre estas dos propiedades. La 
importancia de esta equivalencia es que de forma práctica, un CAM queda 
definido con la distribución de Gibbs. 
 
La distribución de Gibbs es de la siguiente forma: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= )(1exp1)( fU

TZ
fP                                               (4.2) 

donde  

∑
∈

−
=

f

fU
TeZ

)(
1

                                                     (4.3) 

 
    T: es el parámetro de temperatura. T=1. 
U(f):    función de energía. 
    Z:    función de partición (normalización). 
      f:    es una configuración. 

 
Como se puede observar de la ecuación anterior, las configuraciones con menor 
energía a priorí tiene una mayor probabilidad de ocurrencia. 
 
Ahora bien, por otra parte, el teorema de Bayes implica la probabilidad condicional 
de tener la imagen Y (segmentada) dada la imagen X (original): 
 

)(
)()|()|(

XP
YPYXPXYP =                                                   (4.4) 

 
)|( XYP : probabilidad a posteriori. 

)(YP : probabilidad a priori de la clase Y. 
)|( YXP : probabilidad conjunta de X dado Y. 

)(XP : distribución de probabilidad de X. 
 

)(YP  define un Campo Aleatorio de Markov, de acuerdo con el teorema de 
Hammersley-Clifford y por lo tanto )(YP  puede ser expresada como una distribución 
de Gibbs: 

( ))(exp1)( YU
Z

YP −=                                                  (4.5) 

 
Z no proporciona información discriminante, por lo que no se considera. 
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 4.2.1 CÁLCULO DE LAS FUNCIONES DE ENERGÍA 
 
La función de energía a priori es la función que permite codificar las restricciones 
contextuales.  La fórmula que la describe es la siguiente:   
 

∑
∈

=
Cc

cVYU )(                                                          (4.6) 

 
Para el cálculo de esta función solo se considerarán los cliques de segundo orden 
(dos sites vecinos entre sí). Este tipo de convención es ampliamente usada por su 
forma simple y su bajo costo computacional.  
 
Otra consideración del modelo de Campo Aleatorio de Markov es la 
independencia con respecto a la posición del clique en S (homogeneidad) y la 
orientación del clique (isotropía).  
 
La función potencial de clique queda definida por: 
 

)( jic yyV −−= βδ                                                     (4.7) 
 
el clique c contiene a los sites i y j, donde yi e yj son niveles de gris. Del teorema de 
Bayes se considera que el término P(X) no presenta información discriminante, por 
lo que se realiza la siguiente aproximación: 
 

)()|()|( YPYXPXYP ≈                                                 (4.8) 
 

Bajo el esquema de Máximo a Posteriori (MAP) consiste en encontrar la 
configuración y que maximiza la distribución a posteriori P(Y|X), o bien minimiza 
una función equivalente de energía: 
 

y=arg max P(Y=y|X=x)=arg min U(y|x)                                 (4.9) 
 

por lo que la ecuación 4.8 toma la forma: 
 

)()|()|( YUYXUXYU +≈                                           (4.10) 
 
Existen diferentes aproximaciones para las funciones de energía conjunta )|( YXU , 
estas llegan a modelarse como funciones Gaussianas [GEMA84], [KATO96] o 
aproximaciones a una función parabólica [SZIR00]. 
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Para caracterizar las clases presentes en la imagen, es necesario determinar el valor 
de cada una de sus medias.  Por ejemplo, para k-número de clases tendremos k-
valores de medias correspondientes al valor promedio de cada clase.  En la figura 
4.4 vemos la función de energía conjunta para la clase 0ω , la cual está caracterizada 
por su valor promedio 0µ  y la separación con el valor promedio de la siguiente 
clase 1ω  representada por su valor promedio 1µ . Para la clase 1ω  la función de 
energía conjunta está caracterizada por su valor promedio 1µ  y la separación con el 
valor promedio de la siguiente clase 2ω  representada por su valor promedio 2µ . 
De esta manera para realizar las funciones de energía conjunta para cada clase, se 
divide la distancia d que se muestra en la figura 4.4 para aproximarlas a la forma 
trapezoidal. 
 
Funciones de energía conjunta )|( YXU se dan por medio de la siguiente 
aproximación a funciones de forma trapezoidal: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.4 
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La energía a priori  )(YU  se calcula de acuerdo con el análisis en 4-conectividad, la 
función de energía a priori )(YU  es de la siguiente forma:  

)()( YnYU k×−= β                                                 (4.11) 
 
donde )(Ink es el número de sites en la vecindad kN  que tienen etiqueta Y. β  
recibe el nombre de coeficiente de interacción.   
 
 4.2.2 OPTIMACIÓN DE LA FUNCIÓN DE ENERGÍA A POSTERIORI 
 
Los Campos Aleatorios de Markov están ligados a un método específico de 
optimación, el recocido simulado, el cual permite resolver el problema de 
estimación en el sentido MAP, buscando la  convergencia hacia un mínimo global 
de la función de energía a posteriori. 
 
El procedimiento de recocido simulado usa el algoritmo Metropolis, modificando 
el parámetro temperatura T de un valor muy alto (aceptando casi todas las nuevas 
configuraciones) hasta un valor muy bajo (punto de congelamiento del sistema) 
donde no se aceptan nuevas configuraciones.  
 
De forma práctica se considera que X es la imagen original (en 256 niveles de gris) 
y  Y la imagen segmentada en k-número etiquetas. La simulación toma como datos 
iniciales a X y a la imagen de clases originada en la inicialización, Y(0). La figura 
siguiente muestra la esquematización del algoritmo de recocido simulado, para el 
caso de n iteraciones: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.5 
Método iterativo de segmentación del Recocido Simulado 

 

X

Y(0) Y(1) Y(k) Y(n) 

Imagen Original 

Inicialización 
Aleatoria Imagen Segmentada
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El algoritmo de recocido simulado es usad para minimizar la energía a posteriori y 
encontrar la configuración Y(n). Esta configuración es la imagen segmentada y es la 
solución al problema de etiquetado.  
 
El método bayesiano asociado a la modelización markoviana proporcionan una 
función de energía no convexa que debe ser minimizada. La aplicación del recocido 
simulado en la optimación de la función de energía a posteriori U(Y|X) asegura la 
convergencia hacia el mínimo global y evitando la convergencia a los mínimos 
locales.  
 
El algoritmo para segmentar una imagen bajo el esquema de CAM utilizando la 
función de energía a posteriori y optimarla con recocido simulado es el siguiente: 
 
1. Inicialización 

• Determinación aleatoria de la solución Y(0).  
La clase de cada píxel debe determinarse mediante un generador de 
números aleatorios, con distribución uniforme, en el rango del número de 
clases, clases=K 

• Escoger un  temperatura inicial T(0) suficientemente elevada. 
 
2 . Hacer desde Niter=1 hasta Niter=n 
2.1   Barrer secuencialmente la imagen: 
 En cada etapa n. 

• Escoger un site: r=s(n), su valor es Yr(n) y su configuración de vecindad es 
Vr(n). 

• Efectuar el sorteo de una variable aleatoria (clase “elección”) con 
distribución uniforme Ω∈ξ =[1,k], k=número de clases. 

2.2 Análisis en  4-conectividad 
• 35.0=β  
• Si “actual”=”x”: prob_actual = prob_actual-β [actual] 
• Si “elección”=”x”: prob_elección = prob_elección- β [elección] 

 
2.3    Calcular la variación de la energía local asociada al site r: 

• prob_actual = prob_actual + potencial[actual]ij 
• prob_elección=prob_elección+potencial[elección]ij 

 

donde potencial[]ij representa la energía condicional U(X|Y) e i, j son las 
coordenadas del píxel analizado. 
 
Si prob_elección ≤  prob_actual: 

Yij=elección 
      En caso contrario: 
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• p=exp-[(prob_elección-prob_actual)/T(n)] 
• sorteo de una variable aleatoria 2ξ , uniformemente distribuida en el rango 

[0,1] 
• si 2ξ <p, entonces Yij=”elección” 

3 Regresar al punto 2.1 hasta terminar con el barrido 
 
4 Decrementar la temperatura: 
 

T(k+1)=0.96Tk 
5 Regresar al punto 2 hasta terminar el número de iteraciones fijadas 
 
Es conocido que el recocido simulado converge con probabilidad unitaria hacia el 
óptimo global si la ley de temperatura Tk decrece menos rápidamente que  C/ln(k), 
para una cierta constante C independiente de k. Debido a la lentitud en 
convergencia del esquema C/ln(k), en la práctica, la ley de temperatura se 
aproxima por una ley exponencial.  
 
La temperatura inicial T0 debe ser escogida tal que todas las transiciones iniciales 
puedan ser aceptadas con una probabilidad diferente a cero. Tal valor se encuentra 
ligado a los valores máximos y mínimos de la función de energía. En la práctica se 
escoge un valor T0 para asegurar una convergencia rápida. Así por ejemplo, un 
valor de 2 resulta generalmente adecuado. 
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4.3 ESQUEMA PROPUESTO 
 
La segmentación se considera como un problema de etiquetado en el marco de 
estudio de los Campos Aleatorios de Markov. A cada uno de los sites s∈S en una 
lattice regular, le corresponderá una etiqueta en L, dando lugar a una 
configuración. 
 
Cada site tiene un conjunto de posibles etiquetas { }nyyyY ,...,, 21= , siendo n el 
número total de etiquetas. Cada una de estas etiquetas corresponde a las clases en 
las que se desea asignar a los sites. X corresponde a la imagen y x es el valor de 
cada uno de los píxeles presentes en ella.  
 
El objetivo es maximizar la probabilidad a posteriori )|( xyP i  o bien minimizar su 
función de energía )|( xyU i  asociada. Para tal fin, de acuerdo al teorema de Bayes 
podemos aproximar la función de energía a posteriori como: 
 

)()|()|( iii yPyxPxyP ≈                                            (4.12) 
 

la cual tiene su contraparte en términos de energía 
 

)()|()|( iii yUyxUxyU ≈                                            (4.13) 
 
Se considerará a )|( iyxP  como una función Gaussiana: 

 
( )

⎟
⎟
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⎜
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⎛ −
−= 2

2

2
exp

2
1)|(
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i

i
i

x
yxP

σ
µ

σπ
                                 (4.14) 

 
donde iµ  es la media de la clase i,  iσ  es la desviación estándar de la clase i. La 
probabilidad a priori )( iyP  se toma como el término markoviano: 
 

( )
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retomando la ecuación 4.12 
 

( )( ) ( )( ))(log|logmax|logmax iii yPyxPxyP +=                      (4.16) 
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)|(min xyU i
( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
+= ∑

∈ i

i
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2logmin

σ
µ

σπ                            (4.18) 

 
La ecuación anterior toma el nombre de función de energía a posteriori. A partir de 

la ecuación anterior el término ( )
2

2

2
2log

i

i
i

x
σ
µσπ −

+  corresponde a la función de 

energía conjunta )|( iyxU , y el término ∑
∈ i

i
Nc

cyV  relacionado con la función de 

energía a priori )( iyU , dependiente del valor de etiquetas presentes en la vecindad 
correspondiente.  
 
En el caso del modelo propuesto el término ∑

∈ i

i
Nc

cyV  incorporará sites presentes en 

una malla superior o inferior según sea el caso.  Esto es, los cliques estarán 
formados por sites de diferentes niveles.  
 
Para completar el esquema, se construye una pirámide de la imagen original, la 
cual se obtiene por medio del filtro binomial paso-bajas y posterior decimación del 
nivel de la pirámide anterior empezando por la imagen original. 
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 4.3.1 FUNCIÓN DE ENERGÍA JERÁRQUICA 
 
Para que el modelo sea jerárquico, la comunicación entre niveles contiguos debe 
estar presente, esto se logra incorporando en el término ∑

∈ i

i
Nc

cyV  relacionado con la 

función de energía a priori )( iyU  los valores de potencial del clique del nivel 
superior de la lattice de clases sobre la cual se realiza la segmentación, por lo que el 
potencial de clique estaría definido por la vecindad de 5 sites que se muestran en la 
figura 4.6: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figura 4.6 
Pirámide de segmentaciones en donde se muestra una vecindad Ni formada por 
sites de diferentes mallas.  
 
A partir de la ecuación 4.18 se realizan las siguientes consideraciones para  realizar 
las funciones de energías correspondientes a cada nivel e incorporar sites de  los 
diferentes niveles. Esto es: 
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Los valores de  iµ  y iσ  se calculan por medio de ventanas de entrenamiento. 
Como en este caso se propone un esquema jerárquico, cada nivel tendrá su propia 
función de energía y compartiría los cliques de la vecindad Ni. 
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 4.3.2 PROCESAMIENTO MULTITEMPERATURA 
 
Para acelerar la convergencia de nuestra solución y evitar caer en mínimos locales, 
se proponen como alternativas:  
 

1. Ejecutar el algoritmo de búsqueda local a partir de varios puntos iniciales. 
2. Introducir restricciones adicionales a la función objetivo. 
3. Introducir una estructura de vecinos más compleja para buscar en regiones 

más grandes del espacio. 
4. Alterar soluciones buscando diversidad. 

 
Para ejecutar el algoritmo de búsqueda local a partir de varios puntos iniciales se 
propone  inicializar la optimación en diferentes resoluciones y bajo diferentes 
temperaturas iniciales de acuerdo con la ecuación 3.5 y el tamaño del espacio de 
soluciones. Se introducen restricciones adicionales a la función objetivo y una 
estructura de vecinos más compleja para buscar en regiones más grandes del 
espacio por medio de las vecindades que incluyen cliques adyacentes entre niveles  
como lo describe la figura 4.7.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.7 
En la figura 4.7 se muestra el esquema de la tabla de tiempo de cómo se comunican 
los niveles. 
 
El esquema de decremento de temperatura para cada nivel sería el siguiente: 
 

10
1

1k1
1 )96.0(TT k⋅=+                                            (4.21) 

 
T0

0 = T3
1                                                          (4.22) 

T10 = T71                                                          (4.23) 

T20 = T111                                                         (4.24) 

T30 = T151                                                         (4.25) 

... 
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tomando  T00 y T01  de acuerdo a la ec. 3.5., siendo  k1  el número de iteraciones 
respectivas donde: 

k1={0,…,4n}                                                         (4.26) 
 
Donde n es el número total de iteraciones en el nivel inferior de la pirámide de 
segmentación. 
 
Para el nivel superior de la pirámide, se utiliza el procedimiento de recocido 
simulado, modificando el parámetro temperatura 1k1

1T +  de un valor muy alto 
(aceptando casi todas las nuevas configuraciones) hasta un valor muy bajo (punto 
de congelamiento del sistema) donde no se aceptan nuevas configuraciones. De 
forma práctica se considera que X es la imagen original después de filtrar y 
decimar y  Y la imagen segmentada en k etiquetas. La simulación toma como datos 
iniciales a X y a la imagen de clases originada en la inicialización, Y(0). La figura 
siguiente muestra la esquematización del algoritmo de simulación, para el caso de 
k1 iteraciones:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.8 
 
Para el nivel inferior de la pirámide, se utiliza el procedimiento basado en el 
algoritmo de recocido simulado, modificando el parámetro temperatura de 
acuerdo con la ecuación 4.22 de un valor muy alto (aceptando casi todas las nuevas 
configuraciones) hasta un valor muy bajo (punto de congelamiento del sistema) 
donde no se aceptan nuevas configuraciones.  
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La figura siguiente muestra la esquematización del algoritmo de simulación, para 
el caso de n iteraciones:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.9 
 
Para relacionar entre los dos niveles de segmentación se utliza la función de 
energía de clique de la figura 4.7.  
 
De forma práctica se considera que X0 es la imagen original y la imagen Y0 

segmentada en k etiquetas. La simulación toma como datos iniciales a X0 y a la 
imagen de clases originada en la inicialización, Y0 (0). 
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4.4 RESULTADOS 
 4.4.1 IMÁGENES SINTÉTICAS 

 
a)Imagen Original: Temperatura=2, Beta=0.35, Tamaño Imagen=256x256 pixeles 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones 60=, Tiempo=662.03[s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=20, Tiempo=530.4[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.10 
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a)Imagen Original: S/N=19 dB. 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=70, Tiempo= 837.96[s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=20, Tiempo=551.2[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.11 
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a)Imagen Original: S/N=13 dB. 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=80, Tiempo=916 [s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=20, Tiempo=526.2[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.12 
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a)Imagen Original: S/N=11 dB. 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=80, Tiempo= 908.20 [s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=22, Tiempo=529.1[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.13 
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a)Imagen Original: S/N=9 dB. 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=80, Tiempo= 943.20 [s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=25, Tiempo=765.5[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.14 
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a)Imagen Original: S/N=3 dB. 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=80, Tiempo= 1008.3 [s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=25, Tiempo=808.25[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.15 
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 4.4.2 IMÁGENES DE PERCEPCIÓN REMOTA 
 

IMAGEN AÉREA PANCROMÀTICA 

´ 
a)Imagen Original: Temperatura=2, Beta=0.35, Tamaño Imagen=512x512 pixeles 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=80,Tiempo=3486.4[s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=35, Tiempo=3187.9[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.16 
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IMAGEN DE SAR 

 
a)Imagen Original: Temperatura=2, Beta=0.35, Tamaño Imagen=512x512 pixeles 

 

 
b)Esquema Típico: Iteraciones=70, Tiempo=2617.2 [s] 

 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=30, Tiempo=2254.9[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.17 
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IMAGEN SAR 

 
a)Imagen Original DF 1997 

Temperatura=2, Beta=0.35, Tamaño Imagen=256x256 pixeles 
 

 
b)Imágenes Segmentadas Esquema Típico 

Iteraciones=70, Tiempo=816.73 
 

 
c)Esquema Propuesto: Iteraciones=23, Tiempo=621.43[s] 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.18 
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4.4.3 COMPARACIÓN VISUAL CON OTROS MÉTODOS DE SEGMENTACIÓN  
 
En [MERC06] se presenta un método supervisado para detectar derrames de 
petróleo en imágenes SAR. Ese algoritmo y el propuesto en el presente trabajo se 
comparan: 

 
a)Imagen original 

 

 
b)Imagen segmentada por [MERC06] 

 

 
c)Esquema propuesto 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.19 
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IMAGEN  SINTÉTICA 

 
a)Imagen: 256 x 256 pixels 

 

 
b)Resultado basado en [LOPE05] 

  

 
c)Esquema Propuesto 

Niveles=2, T00=1.76, T01=2, β =0.35 
Figura 4.20 

 
El procesamiento de la figura 4.20-b) está basado en la fusión de diferentes 
segmentaciones. Lo cual resulta de una imagen más fina, pero el tiempo de 
procesamiento de esta es de 2952 [s] comparado con  540.2[s] de la figura 4.20-c). 
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4.5 TABLAS 
 
 

ESQUEMA TÍPICO 
256x256 pixels: T=2, β =0.35 

Figura Iteraciones Tiempo 
Total [s] 

[s]/Iter SNR 
[dB] 

4.10 60 662.03 11.03   
4.11 70 837.96 11.97 19 
4.12 80 916 11.45 13 
4.13 80 908.2 11.35 11 
4.14 80 943.2 11.79 9 
4.15 80 1008.3 12.60 3 

 

Total 
tiempo 

cómputo 
5275.69 

Promedio 
11.7 

 

Tabla 4.1 
 
 

ESQUEMA PROPUESTO 
256x256 pixels:  Niveles=2, T0

0=1.76, T0
1=2, β =0.35 

Figura Iteraciones Tiempo 
Total [s] 

Seg/Iter SNR 
[dB] 

4.10 20 530.4 26.52   
4.11 20 551.2 27.56 19 
4.12 20 526.2 26.31 13 
4.13 22 529.1 24.05 11 
4.14 25 765.5 30.63 9 
4.15 25 808.25 32.33 3 

 

Total 
tiempo 

cómputo 
3710.65 [s] 

Promedio 
27.89 [s] 

  
Tabla 4.2 
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Imagen Aérea Pancromática Figura 4.16 
ESQUEMA TÍPICO ESQUEMA PROPUESTO 

512x512 pixels: T=2, β =0.35 512x512 pixels 
Niveles=2, T0

0=1.76, T0
1=2, β =0.35 

Iteraciones Tiempo 
Total [s] 

Seg/Iter Iteraciones Tiempo 
Total [s] 

Seg/Iter 

80 3486.4 43.58 35 3187.9 91.08 
Tabla 4.3 

 
Imagen SAR Figura 4.17 

ESQUEMA TÍPICO ESQUEMA PROPUESTO 
512x512 pixels: T=2, β =0.35 512x512 pixels 

Niveles=2, T0
0=1.76, T0

1=2, β =0.35 
Iteraciones Tiempo 

Total [s] 
Seg/Iter Iteraciones Tiempo 

Total [s] 
Seg/Iter 

70 2617.2 37.38 30 2254.9 75.16 
Tabla 4.4 

 
Imagen SAR Figura 4.18 

ESQUEMA TÍPICO ESQUEMA PROPUESTO 
256x256 pixels: T=2, β =0.35 256x256 pixels 

Niveles=2, T0
0=1.76, T0

1=2, β =0.35 
Iteraciones Tiempo 

Total [s] 
Seg/Iter Iteraciones Tiempo 

Total [s] 
Seg/Iter 

70 816.73 11.62 23 621.43 27.01 
Tabla 4.5 

 
Figura 4.19 

[MERC06] ESQUEMA PROPUESTO 
 Niveles=2, T0

0=1.76, T0
1=2, β =0.35 

Tiempo 
Total [s]

Iteraciones Tiempo 
Total [s]

Seg/Iter a) Descomposición 
multiresolución por 
medio de 
transformada 
discreta wavelet.  

b) Se define la región 
no contaminada de 
entrenamiento. 

c) Se introducen las 
imágenes en un 
clasificador 
estadístico . 

1 min. – 
10  s 

21 574.31 27.34 

Tabla 4.5 
 
Las segmentaciones se llevaron a cabo sobre una PC con procesador Celeron a 2.8 
Ghz y 512 Mb de RAM.  
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55  Conclusiones   
 
En el presente trabajo se presentó un modelo para la segmentación de imágenes digitales. 
El modelo propuesto está basado en la teoría de Campos Aleatorios de Markov y ligado 
con optimación estocástica multitemperatura por medio de un esquema jerárquico. 
 
Se pudo observar que este modelo presenta como ventaja principal el ahorro de tiempo de 
cómputo, a su vez, se obtienen buenos resultados comparables con el esquema típico de 
segmentación markoviana. De manera cualitativa mejora los resultados y de forma 
cuantitativa se reduce el tiempo global de procesamiento, así también, el trabajo de 
programación es un poco más elaborado que el esquema típico.  De acuerdo con los 
resultados de las tablas contenidas en el punto 4.4, el tiempo para cada iteración aumenta, 
pero de manera global el tiempo de procesamiento disminuye. Esto tiene como razón a 
cada una de las iteraciones del esquema propuesto involucra un mayor número de 
operaciones que en el esquema típico. Los resultados visuales muestran que el modelo 
presenta buen desempeño ante imágenes de diferente naturaleza. 
 
El algoritmo del modelo propuesto se inicializa desde diferentes configuraciones y 
diferentes temperaturas, también define una vecindad de sites en donde intervienen 
diferentes sites pertenecientes a niveles adyacentes de la pirámide multiresolución. La 
comunicación entre niveles jerárquicos se da como lo ilustra la figura 4.8. La opción de 
incorporar este esquema jerárquico se traduce en un modelo robusto al ruido presente en 
la imagen . 
 
Se observó que la convergencia para los niveles superiores de la pirámide jerárquica fue 
más rápida comparado con los niveles inferiores de dicha pirámide. .Esto se explica en que 
el espacio de configuraciones es menor en el nivel superior con respecto al inferior. Con 
esta característica se podrían establecer mecanismos para evitar visitar soluciones 
encontradas previamente y así ahorrar más tiempo de cálculo. Para realizar la optimación 
de la función de energía a posteriori se utilizó el algoritmo de recocido simulado para el 
nivel superior de la pirámide y para el nivel inferior, se realizó una optimación estocástica 
basada en el mismo algoritmo. La evaluación de la calidad visual de los resultados aunado 
con el conocimiento previo de las clases presentes en la imagen a segmentar y la reducción 
del tiempo global de procesamiento, ayudaron para establecer que el modelo propuesto es 
una buena alternativa para realizar segmentación basada en Campos Aleatorios de 
Markov.  
 
Las aportaciones de este trabajo es el de haber realizado la implementación de un modelo 
jerárquico multitemperatura para segmentación basada en Campos Aleatorios de  Markov 
y realizar la evaluación con respecto a un esquema típico. Así también se comparó el 
modelo propuesto con otros algoritmos presentados en la literatura. Las perspectivas 
futuras para este trabajo serían: la publicación de un artículo en base a los resultados 
obtenidos, generar mayor sensibilidad a las estructuras finas presentes en las imágenes y 
realizar la segmentación en tiempo real utilizando esquemas basados en los Campos 
Aleatorios de Markov.  
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