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Resumen

Para poder realizar una simulación correcta de mezclas en equilibrio ĺıquido-
vapor, se requiere del uso de parámetros binarios. Estos parámetros, son
obtenidos mediante el ajuste de datos experimentales. No obstante, su ob-
tención se complica a medida que los modelos aproximan mejor la realidad.

En este trabajo, se presenta la aplicación de algoritmos genéticos a la
optimización de parámetros binarios en mezclas en equilibrio ĺıquido-vapor,
haciendo uso de las ecuaciones de estado cúbicas de Peng-Robinson-Stryjeck-
Vera y Redlich-Kwong-Soave-Mathias, y en modelos para la enerǵıa de Gibbs
en exceso.
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dos parámetros para el sistema Hexano-Etanol. . 86

6.8. Acercamiento a los valores óptimos del mapa de
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6.16. Matriz óptima de parámetros binarios para el sis-
tema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación
de PRSV y la regla de mezclado de Mathias-
Klotz-Prausnitz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.17. Mapa de aptitud de la ecuación PRSV haciendo
uso de la regla de mezclado de Mathias-Klotz-
Prausnitz para el sistema Hexano-Etanol. . . . . . 91

XII



ÍNDICE DE FIGURAS

6.18. Acercamiento a los valores óptimos del mapa de
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van der Waals de dos parámetros. . . . . . . . . . 98

6.31. Mapa de aptitud de la ecuación RKSM haciendo
uso de la regla de mezclado de van der Waals de
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6.33. Matriz óptima de parámetros binarios para el sis-
tema Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación
de PRSV y la regla de mezclado de Panagiotopoulos-
Reid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

XIV
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delos de enerǵıa de Gibbs en exceso utilizados,
para el caso del sistema Etanol-Tolueno haciendo
uso de la función solver de Excel. . . . . . . . . . 81
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los algoritmos genéticos (AG’s) son en general algoritmos
de búsqueda y optimización inpirados en procesos asociados
al mundo natural. T́ıpicamente, los interesados en los AG’s se
pueden situar en una o en varias de las siguientes categorias:

1. Aquellos que usan este tipo de algoritmos para entender los
mecanismos de evolución natural.

2. Los cient́ıficos en computación están particularmente in-
teresados en el entendimiento y mejoramiento de estas técni-
cas. También se encuentran interesados en la construcción
de complejos sistemas auto-adaptables.

3. Finalmente, se encuentra el grupo que solamente están in-
teresados en la aplicación de los algoritmos genéticos para
ayudar a la resolución de problemas que involucran modelos
complejos [Coley, 2005].

Este trabajo se encuentra situado en la tercer categoŕıa; se pre-
senta solamente una breve descripción de los algoritmos genéticos
y la aplicación que tiene esta técnica en el área de la Ingenieŕıa
Qúımica.

El desarrollo del los algoritmos genéticos viene de los años
50’s, en esos años, los biólogos trataban de simular los sistemas
genéticos naturales haciendo uso de la computadora.



De las personas que realizaban estas simulaciones, se debe de
mencionar el nombre de A.S. Fraser . Fraser trabajaba en el
área de epistasis (la supresión del efecto de un gen) y representa-
ba cada uno de los tres parámetros de una función espistática
como 5 bits en una cadena de 15 bits. Él eligió la selección de
“padres”escogiendo dos cadenas cuyos valores de las variables
produjeran valores entre −1 y 1. Fraser trabaj’o con sistemas
naturales y aunque su trabajo, de una u otra manera, tiene algo
que ver con optimización de funciones, él aparentemente no con-
sideró las posibilidades de aplicar esta metodoloǵıa a sistemas
artificiales [Kennedy et al., 2001].

Otro personaje importante para los algoritmos genéticos es
John Holland de la Universidad de Michigan, quien en com-
paración con Fraser, su interés estaba más orientado al estudio
de sistemas artificiales. El brindó cursos en la materia de sis-
temas adaptables en los años 60’s y una de sus muchas con-
tribuciones fue la del uso de una población de individuos, con-
ceptualizado como cromosomas en el proceso de búsqueda, en
lugar de usar solamente un par de individuos (como era común
en la época) [Kennedy et al., 2001].
Holland también propuso el teorema del esquema, en el cual
muestra (fundamentalmente partes del cromosoma del indivi-
duo) que son más adecuados, con respecto a una función de
aptitud definida, para poder reproducirse en sucesivas genera-
ciones.

Esta es una pequeña parte del desarrollo histórico de los al-
goritmos genéticos. Aunque la técnica tiene una cantidad consi-
derable de tiempo (más de 50 años desde sus inicios), la técni-
ca es considerada un área de investigación reciente; todav́ıa se
siguen explorando nuevos campos y se siguen aplicando en di-
versas áreas de estudio.
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Introducción

1.1. Objetivo

En este trabajo, la aplicación de algoritmos genéticos en la
optimización de parámetros binarios en mezclas en equilibrio
ĺıquido-vapor, es presentada, siendo de manera concreta los ob-
jetivos de esta tesis los siguientes:

Aplicar un algoritmo genético, haciendo uso de representa-
ción binaria, en la optimización de parámetros binarios en
modelos para la enerǵıa de Gibbs en exceso para diferentes
mezclas binarias ĺıquido–vapor, comparando los resultados
obtenidos con la función solver de Excel.

Aplicar un algoritmo genético, con representación real, en la
optimización de parámetros de interacción binaria haciendo
uso de ecuaciones de estado cúbicas para diferentes mezclas
binarias ĺıquido–vapor.

1.2. Resumen de caṕıtulos

El presente trabajo se encuentra dividido en siete caṕıtulos
principales y ocho apéndices.

En el caṕıtulo 2 se presenta una breve introducción a lo que es
el equilibrio ĺıquido-vapor. En este caṕıtulo son presentados los
conceptos y modelos básicos para este tipo de equilibrio. Aunado
a esto, se proporciona el planteamiento de un problema flash, el
cual será usado, en el caṕıtulo 4, para ejemplificar una corrida
del algoritmo genético simple.

En el caṕıtulo 3 se presentan de forma general los modelos para
la enerǵıa de Gibbs en exceso. El conocimiento de estos modelos
es de suma importancia para la comprensión del primer caso de
estudio.
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1.2 Resumen de caṕıtulos

En el caṕıtulo 4 se brinda una descripción de las ecuaciones
de estado cúbicas, junto con esto, se explica de forma general
la metodoloǵıa que se usa para el cálculo de propiedades ter-
modinámicas. Además, se presenta el algoritmo de presión de
burbuja, el cual, es relevante para este trabajo.

En el caṕıtulo 5 se explica la técnica de optimización de los al-
goritmos genéticos. En este caṕıtulo, se presenta el tema central
de este trabajo, por esa misma razón, se realiza una descripción
de los algoritmos genéticos en representación binaria y en re-
presentación real, dando un ejemplo del funcionamiento de cada
uno de estos con un problema de optimización diferente. Los
conceptos involucrados en este caṕıtulo se describen con mayor
detalle en el apéndice C y en el apéndice D se da un breve re-
sumen de los conceptos computacionales más importantes que
se aplican en este caṕıtulo.

En el caṕıtulo 6 se presenta la experimentación realizada en
este trabajo, esta se divide fundamentalmente en dos casos de es-
tudio: La optimización de parámetros binarios en modelos para
la enerǵıa de Gibbs en exceso y la optimización de parámetros
binarios haciendo uso de ecuaciones de estado cúbicas. En este
trabajo no se hace demasiado hincapié en la forma en que la
ecuación de estado es resuelta ni en las reglas de mezclado u-
sadas, sin embargo, en los apéndices G y F se da una descripción
un poco más profunda en estos temas.

El caṕıtulo 7 presenta las conclusiones de este trabajo, estas,
son el resultado de la investigación y experimentación realizadas,
además, se plantean posibles trabajos futuros que pueden ser
desarrollados apartir de la técnica descrita en este trabajo y
otras técnicas relacionadas.
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Introducción

Los apéndices A y B presentan, respectivamente, el conjunto
de datos experimentales usados en este trabajo y las gráficas de
resultados obtenidos para el primer caso de estudio.

El apéndice E, presenta una breve decripción de los métodos
numéricos utilizados en este trabajo.

Por último, el apéndice H presenta la nomenclatura utilizada
en este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Equilibrio vapor/ĺıquido

2.1. Introducción

Se reconoce al equilibrio como una condición estática donde
ningún cambio ocurre en las propiedades macroscópicas de un
sistema con el tiempo, lo que implica un balance de todos los po-
tenciales que pueden ocasionar un cambio [Smith et al., 2005].
En la práctica de la ingeneŕıa, la suposición de equilibrio se justi-
fica sólo cuando conduce a resultados de exactitud satisfactoria.

2.2. Modelos simples para el equilibrio

vapor/ĺıquido

Cuando la termodinámica se aplica al equilibrio vapor/ĺıqui-
do, el objetivo es encontrar mediante el cálculo de las tempe-
raturas, presiones y las composiciones de las fases en equilibrio.
La termodinámica proporciona la estructura matemática para
la sistemática correlación, extensión, generalización, evaluación
e interpretación de datos. Los dos modelos más sencillos son la
ley Raoult y la ley Henry, de estas, solamente será analizada la
primera.

2.2.1. Ley de Raoult

Las dos principales suposiciones que se requieren para reducir
los cálculos de equilibrio vapor/ĺıquido (EVL) a la ley Raoult



Equilibrio vapor/ĺıquido

son:

La fase vapor es un gas ideal.

La fase ĺıquida es una solución ideal.

La primera suposición significa que la ley de Raoult se aplica
sólo a presiones de bajas a moderadas. La segunda implica que
la fugacidad es proporcional a la composición. Al igual que el
gas ideal es útil como un modelo con el cual se puede comparar
el comportamiento del gas real, la solución ideal representa un
modelo con el que se puede comparar el comportamiento de un
solución real [Smith et al., 2005].

La expresión matemática que proporciona una forma cuanti-
tativa de la ley de Raoult es:

yiP = χiP
sat
i (i = 1, 2, . . . , n) (2.1)

donde χi es una fracción mol de fase ĺıquida, yi es una fracción
mol de fase vapor, y P sat

i es la presión de vapor de las especies
puras i a la temperatura del sistema.

El modelo simple para el EVL que se representa por la ecuación
(2.1) proporciona una descripción evidente del comportamien-
to real para una clase relativamente pequeña de sistemas. No
obstante, se considera útil para mostrar cálculos de EVL en su
forma más simple, y también es adecuada como una norma de
comparación para sistemas más complejos. Una limitación de la
ley de Raoult es que se aplica sólo a especies que se les conoce su
presión de vapor, para ello se requiere que las especies sean “sub-
cŕıticas”, es decir, que la temperatura de aplicación sea menor
que la temperatura cŕıtica de las especies [Smith et al., 2005].
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2.2 Modelos simples equilibrio vapor/ĺıquido

2.2.2. Cálculos de puntos de roćıo y de burbuja con la
ley de Raoult

Aun cuando son posibles los problemas EVL con otras com-
binaciones de variables, los intereses de la ingeneŕıa se centran
en los cálculos de los puntos de roćıo y de burbuja, de los cuales
se presentan cuatro clases:

P de Burbuja Calcula {yi} y P, dadas {xi} y T
P de Roćıo Calcula {xi} y P, dadas {yi} y T
T de Burbuja Calcula {yi} y T, dadas {xi} y P
T de Roćıo Calcula {xi} y T, dadas {yi} y P

Para este trabajo, los problemas que interesan mayormente
son: el problema de presión de burbuja y el problema de presión
de roćıo.

Cálculo de la presión de burbuja

Debido a que
∑n

i=1 yi = 1 la ecuación (2.1) se puede sumar
sobre todas las especies para obtener:

P =
n∑

i=1

χiP
sat
i (2.2)

Esta ecuación sirve para el cálculo de la presión de burbuja,
donde se desconoce la composición de la fase vapor.

Cálculo de la presión de roćıo

La ecuación (2.1), también se resuelve para xi y sumando
todas las epecies con

∑n
i=1 xi = 1 se obtiene:

P =
1

n∑

i=1

yi

P sat
i

(2.3)

8



Equilibrio vapor/ĺıquido

Figura 2.1: Representación gráfica de un problema Flash a T y P dadas.

Esta ecuación aplica en los cálculos del punto de roćıo, donde
no se conocen las composiciones de la fase ĺıquida.

2.3. Problema: flash isotérmico

Un flash puede ser definido como una sola etapa en equilibrio;
donde la alimentación es parcialmente vaporizada para obtener
un vapor más rico en componentes volátiles que la fase ĺıquida
[Seader and Henley, 2006].

2.3.1. Planteamiento del problema

Sea un flash a temperatura (T ) y presión (P ) dadas, como el
que se muestra en la Figura 2.1. Se desea conocer la cantidad de
las fases ĺıquida (L) y vapor (V ). Las variables son las siguientes:

9



2.3 Problema: flash isotérmico

F := Flujo de la corriente de entrada.

zi := Fracción del componente i en la corriente de entrada.

L := Flujo de la corriente ĺıquida

χi := Fracción del componente i en la corriente ĺıquida.

V := Flujo de la corriente vapor.

yi := Fracción del componente i en la corriente vapor.

Las incógnitas de este problema son las siguientes:

V, y1.y2, . . . , yi (i = 1, 2, . . . , nc)
L, χ1.χ2, . . . , χi

Se tienen como datos:

T, P, F, z1.z2, . . . , zi

El balance de materia es el siguiente:

F = L+ V

Fz1 = V y1 + Lχ1

Fz2 = V y2 + Lχ2
...

Fzi = V yi + Lχi

Las ecuaciones de equilibrio son las siguientes:

f l
1 = f v

1

f l
2 = f v

2
...

f l
i = f v

i

Haciendo uso de la ley de Raoult y con un poco de álgebra, se
llega a la siguiente expresión:

10



Equilibrio vapor/ĺıquido

χi =
zi

1 +
V

F
(ki − 1)

(2.4)

de la cual se puede obtener el valor de yi, recordando que yi =
kiχi obtenemos:

yi =
ziki

1 +
V

F
(ki − 1)

(2.5)

En las ecuaciones (2.4) y (2.5) se tiene una incógnita V
F , la cual

se puede obtener haciendo uso de la siguiente expresión:

S =
n∑

i=1

yi −
n∑

i=1

χi = 0

S =
n∑

i=1

zi (ki − 1)

1 +
V

F
(ki − 1)

= 0 (2.6)

La solución de esta ecuación puede ser planteada como un pro-
blema de optimización. En la sección 5.10 se presenta un ejemplo
para la resolución de un problema de este tipo, haciendo uso del
Algoritmo Genético Simple y del método numérico de Newthon-
Raphson.
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Caṕıtulo 3

Modelos para la enerǵıa de
Gibbs en exceso

3.1. Introducción

Por lo regular, GE

RT es una función de la temperatura, de la
presión y de la composición, aunque para ĺıquidos a presiones
de bajas a moderadas es una función muy débil de la presión. Por
tanto, es usualmente despreciada la dependencia de la presión de
los coeficientes de actividad. En estos términos, para los datos
a T constante:

GE

RT
= g (χ1, χ2, χ3, ..., χn) ∀ T cte (3.1)

donde:

R := es la constante de los gases.

T := es la temperatura.

P := es la presión.

GE := es la enerǵıa de Gibbs en exceso.

χn := es la fracción mol del componente n.

La ecuación de Margules es un ejemplo de dicha funcionalidad.
Un número de otras ecuaciones son de uso común para la co-
rrelación de los coeficientes de actividad [Seader and Henley, 2006].
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En los sistemas binarios (especies 1 y 2), la función representada
con mayor frecuencia por una ecuación se GE

χ1χ2RT , expresa como
una serie de potencias en χ1

GE

χ1χ2RT
= a+ bχ1 + cχ2

1 + ...∀ T cte (3.2)

Puesto que χ2 = 1 − χ1, la fracción mol es la única variable
independiente. Una serie de potencias equivalentes con ciertas
ventajas se conoce como la expansión de Redlich-Kister.

GE

χ1χ2RT
= A+B (χ1 − χ2) + C (χ1 − χ2)

2 + ... (3.3)

3.2. La ecuación de Margules

En la aplicación de la expansión de Redlich-Kister, son apropia-
dos diversos truncamientos de esta serie, y en cada caso, las ex-
presiones espećıficas para el logaritmo natural del coeficiente de
actividad ln γ1 y ln γ2 , se generan de la siguiente ecuación:

ln γi =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

∂

(
n
GE

RT

)

∂ni

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

P,T,nj

(3.4)

Cuando A = B = C = · · · = 0, GE

RT = 0, ln γ1 = 0, ln γ2 = 0, γ1 =
γ2 = 1 y la solución es ideal.
Si B = C = · · · = 0, entonces:

GE

χ1χ2RT
= A (3.5)
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3.3 La ecuación de Van Laar

donde A es una constante para una temperatura dada. Las ecua-
ciones correspondientes ln γ1 y ln γ2 son:

ln γ1 = Aχ2
2 (3.6)

ln γ2 = Aχ1
2 (3.7)

De esta forma obtenemos el modelo de Margules de dos Su-
fijos. La ecuación de Margules data del año de 1895, y la forma
de tres Sufijos sigue siendo usada comúnmente en nuestros d́ıas
[Smith et al., 2005].

3.3. La ecuación de Van Laar

Por su gran flexibilidad, simplicidad y su habilidad de ajustar
gran cantidad de sistemas, la ecuación de Van Laar es usada am-
pliamente [Smith et al., 2005]. Esta ecuación se obtiene cuando
la expresión rećıproca

χ1χ2RT

GE
(3.8)

se expresa como función lineal de χ1:

χ1χ2RT

GE
= A′ +B′ (χ1 − χ2) = A′ +B′ (χ1 − 1) (3.9)

Ésta también se puede escribir como:

χ1χ2RT

GE
= A′ (χ1 + χ2) +B′ (χ1 − χ2)

= (A′ +B′)χ1 + (A′ −B′)χ2 (3.10)

Una nueva forma equivalente resulta si los nuevos parámetros se

14



Modelos para la enerǵıa de Gibbs en exceso

definen por las ecuaciones, A′ + B′ = 1
A′

21
y A′ − B′ = 1

A′
12
. En

consecuencia,

χ1χ2RT

GE
=

χ1

A′21
+

χ2

A′12
=
A′12χ1 + A′21χ2

A′12A
′
21

(3.11)

o
GE

χ1χ2RT
=

A′12A
′
21

A′12χ1 + A′21χ2
(3.12)

Los coeficientes de actividad implicados por esta ecuación son:

ln γ1 = A′12

(
1 +

A′12χ1

A′21χ2

)−2

(3.13)

ln γ2 = A′21

(
1 +

A′21χ2

A′12χ1

)−2

(3.14)

Cuando χ1 = 0 ⇒ ln γ∞1 = A′12; cuando χ2 = 0 ⇒ ln γ∞2 = A′21.
En donde ln γ∞i es el coeficiente de actividad a dilución in-
finita. La expansión de Redlich-Kister, las ecuaciones de Mar-
gules y las ecuaciones de Van Laar son casos especiales de un
tratamiento general fundamentadas en funciones racionales, es
decir, en las ecuaciones para GE

χ1χ2RT dadas por relaciones de

polinomios. Éstas proporcionan gran flexibilidad en el ajuste
de los datos de equilibrio ĺıquido-vapor para los sistemas bi-
narios. No obstante, no poseen un fundamento teórico y por
consiguiente no admiten una base racional para su extensión a
sistemas multicomponentes. Además, no incorporan una depen-
dencia expĺıcita de la temperatura para los parámetros, aunque
esto se puede proporcionar sobre una base para un propósito
determinado [Smith et al., 2005].

3.4. Modelos de composición local

Los desarrollos teóricos en la termodinámica molecular del
comportamiento de una solución ĺıquida, con frecuencia se basan

15



3.4 Modelos de composición local

en el concepto de composición local, Figura 3.1. Dentro de una
solución ĺıquida las composiciones locales, diferentes de la com-
posición general de las mezclas, se supone que consideran un a-
rreglo de corto alcance y las orientaciones moleculares no aleato-
rias que resultan de las diferencias en el tamaño molecular y en
las fuerzas intermoleculares[Smith et al., 2005]. El concepto lo
introdujo G.M. Wilson en 1964 con la publicación de un modelo
del comportamiento de la solución conocido como la ecuación
de Wilson.

Figura 3.1: Concepto de composición local

3.4.1. La ecuación de Wilson

La ecuación de Wilson, aśı como la de Margules de tres sufijos
y la ecuación de Van Laar, contienen sólo dos parámetros para

16



Modelos para la enerǵıa de Gibbs en exceso

un sistema binario y se escribe como:

GE

RT
= −χ1 ln (χ1 + χ2Λ12)− χ2 ln (χ2 + χ1Λ21)¸ (3.15)

ln γ1 = − ln (χ1 + χ2Λ12) + χ2

(
Λ12

χ1 + χ2Λ12

− Λ21

χ2 + χ1Λ21

)
(3.16)

ln γ2 = − ln (χ2 + χ1Λ21)− χ1

(
Λ12

χ1 + χ2Λ12

− Λ21

χ2 + χ1Λ21

)
(3.17)

Λ12 =
υ2L

υ1L

exp

(
−(λ12 − λ11)

RT

)
(3.18)

Λ21 =
υ1L

υ2L

exp

(
−(λ12 − λ22)

RT

)
(3.19)

Observese que Λ12 y Λ21 deben de ser siempre números posi-
tivos. La ecuación de Wilson es muy efectiva para composiciones
muy diluidas donde los efectos entrópicos dominan sobre los efec-
tos de entalṕıa. La forma modificada de la ecuación de Wilson,
Orye-Prausnitz, para los coeficientes de actividad se deriva de
la combinación de las siguientes ecuaciones:

gE

RT
= −χ1 ln (χ1 + Λ12χ2)− χ2 ln (χ2 + Λ21χ1) (3.20)

gE
i

RT
= ln γi =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

∂

(
Nt

gE

RT

)

∂Ni

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

P,T,Ni

=

=
gE

RT
−
∑

k

χk

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

∂

(
gE

RT

)

∂χk

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

P,T,χr

(3.21)

donde j �= i, r �= k, k �= i y r �= i.

Valores de Λij corresponden a desviaciones positivas de la Ley
de Raoult, mientras que los valores mayores a 1 corresponden

17



3.4 Modelos de composición local

a las desviaciones negativas. Las soluciones ideales resultan de
Λij = 1. Estudios indican que λii y λij son dependientes de la
temperatura. Los valores de υiL

υjL
también son dependientes de

la temperatura, pero la variación puede ser pequeña en com-
paración de los efectos de la temperatura en los términos expo-
nenciales de las ecuaciones (3.18)(3.19). La ecuación de Wilson
es fácilmente extendida para mezclas multicomponentes, esto
se hace despreciando las interacciones moleculares ternarias y
mayores a estas, y también se asume una mezcla pseudo binaria
[Smith et al., 2005].

3.4.2. La ecuación de NRTL

La ecuación deNRTL (Non Random Two Liquid) posee tres
parámetros para un sistema binario y se escribe como:

GE

χ1χ2RT
=

G21τ21

χ1 + χ2G21
+

G12τ12

χ2 + χ1G12
(3.22)

ln γ1 = χ2
2

[

τ21

(
G21

χ1 + χ2G21

)2

+
G12τ12

(χ2 + χ1G12)
2

]

(3.23)

ln γ2 = χ2
1

[

τ12

(
G12

χ2 + χ1G12

)2

+
G21τ21

(χ1 + χ2G21)
2

]

(3.24)

Aqúı, G12 = exp (−ατ12) G21 = exp (−ατ21)
y

τ12 =
b12

RT
τ21 =

b21

RT

donde los parámetros α, b12 y b21 son espećıficos para un par
de especies en particular y, en principio, son independientes de
la composición y temperatura.
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Modelos para la enerǵıa de Gibbs en exceso

La ecuación de NRTL es aplicable a sistemas multicompo-
nentes en equilibrio ĺıquido-vapor, ĺıquido-ĺıquido y vapor - ĺı-
quido-ĺıquido [Smith et al., 2005].

Los modelos de composición local tienen una flexibilidad li-
mitada para el ajuste de los datos, pero son adecuados para la
mayoŕıa de los propósitos de ingenieŕıa. Además, son impĺıcita-
mente generalizables a sistemas multicomponentes, sin la en-
trada de más parámetros de los requeridos para describir los
componentes de sistemas binarios.

La ecuación UNIQUAC y el método UNIFAC son modelos
de mayor complejidad y no serán abordados en este trabajo.
No obstante, se debe mencionar que la técnica propuesta y el
programa realizado pueden ser aplicados a estos modelos.

19



Caṕıtulo 4

Ecuaciónes de estado cúbicas

4.1. Introducción

Entre todos los tipos de ecuaciones de estado, las que gozan
de mayor popularidad son las llamadas ecuaciones de estado
cúbicas, llamadas aśı, a pesar de que son usualmente escritas en
una forma expĺıcita con respecto a la presión:

P = P (T, υ) (4.1)

al ser resueltas con respecto al volumen, estas se transforman
en una ecuación cúbica. Esta puede ser resuelta con métodos
rápidos y exactos, sin ambigüedad en la elección de las ráıces
y de esta manera, quitando uno de los principales problemas
que poseen otras ecuaciones de estado de mayor complejidad
[Soave, 1984].

La ecuación de estado cúbica más conocida, de menor com-
plejidad y la más antigua es la ecuación de estado de van der
Waals creada en el siglo XIX.

P =
RT

υ − b
− a

υ2 (4.2)

En la ecuación (4.2), el primer término del segundo miembro ex-
presa (de una manera simplificada) el efecto de repulsión entre



Ecuaciónes de estado cúbicas

las moléculas, asumiendo que las moléculas son esferas duras,
mientras que el segundo término (teóricamente, las moléculas se
encuentran rodeadas por otras moléculas) expresa las fuerzas de
atracción debido a las fuerzas de atracción de van der Waals. A
pesar de su simpleza, la ecuación de van der Waals da una buena
descripción (al menos cualitativamente hablando) del compor-
tamiento Presión-Volumen-Temperatura (P-V-T) de las subs-
tancias en los estados ĺıquido y gaseoso. Aunque no es lo sufi-
cientemente exacta para ser utilizada con propósitos de diseño
[Soave, 1984].

Con el desarrollo de las computadoras, se ha demostrado que el
uso de la ecuación de estado cúbica es una herramienta poderosa
para el cálculo de propiedades f́ısicas y el equilibrio de fases; por
lo tanto, se dio un gran impulso al desarrollo de nuevas y más
precisas ecuaciones de estado [Soave, 1984].

4.2. Ecuación de Redlich-Kwong

De todas las ecuaciones propuestas, una de las que proba-
blemente ha recibido mayor atención en los últimos años es la
ecuación propuesta por [Redlich and Kwong, 1949]:

P =
RT

υ − b
−

a
T 0.5

υ (υ + b)
(4.3)

la cual puede ser considerada como una modificación de la ecuación
de van der Waals.

Curiosamente, el cambio radica en la forma del término atrac-
tivo (teóricamente rodeado). Mientras que el inexacto térmi-
no repulsivo, ha sido mantenido. A pesar de eso, la ecuación
de Redlich-Kwong representa una gran mejora a la ecuación de
van der Waals y se ha encontrado una gran gama de aplicación
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4.3 Ecuación de Peng-Robinson

para el tratamiento de corrientes en estado gaseoso. Sin embar-
go, sigue siendo inaplicable para equilibrio de fases y para el
tratamiento del estado ĺıquido. [Soave, 1984]

Otra de las modificaciones a la ecuación de estado de Redlich-
Kwong, es la realizada por Soave. La ecuación de estado de
Soave-Redlich-Kwong (SRK), gano rápidamente aceptación en
la industria de los hidrocarburos debido a su relativa simpleza en
comparación de otras ecuaciones más complicadas, como la de
Benedict-Webb-Rubin-Starling (BWRS), y a su capacidad
para generar datos de equilibrio ĺıquido-vapor razonablemente
exactos.
Sin embargo, todav́ıa existen pequeñas fallas en la ecuación
SRK, las cuales son compartidas con la ecuación original de
RK. La falla más evidente es la de no poder generar valores sa-
tisfactorios para la densidad del ĺıquido, aunque los valores de la
densidad generados para el vapor son generalmente aceptables
[Peng and Robinson, 1976].

Aunque no se puede esperar que una ecuación de estado con
solo dos constantes de resultados satisfactorios para todas las
propiedades termodinámicas, la necesidad de predicciones más
exactas del comportamiento volumétrico de las fases coexis-
tentes en equilibrio ĺıquido-vapor ha llevado al desarrollo de
nuevas ecuaciones de estado que pueda dar mejores resultados
que la ecuación SRK [Peng and Robinson, 1976].

4.3. Ecuación de Peng-Robinson

Una de estas ecuaciones es la propuesta por Ding-Yu Peng y
Donald B. Robinson [Peng and Robinson, 1976], la cual tiene la
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siguiente forma:

P =
RT

υ − b
− a

υ (υ + b) + b (υ − b)
(4.4)

puede ser reescrita de la siguiente forma:

Z3 − (1−B)Z2 +
(
A− 3B2 − 2B

)
Z − (AB −B2 −B3) = 0

(4.5)
donde

Z =
Pυ

RT
(4.6)

A =
aP

R2T 2 (4.7)

B =
bP

RT
(4.8)

En este trabajo se usa la representación propuesta por Schmidt
y Wenzel [Schmidt and Wenzel, 1979]. Esta modificación se da
al reemplazar el denominador υ2 en el término atractivo de la
ecuación (4.2), por una expresión cuadrática en el volumen. Al
realizar esta modificación se obtiene la siguiente expresión:

P =
RT

υ − b
− a

υ2 + ubυ + wb2
(4.9)

En esta ecuación, al modificar los valores de u y w por los
mostrados en la Tabla 4.1, se obtienen las ecuaciones de: van der
Waals, Peng-Robinson-Stryjeck-Vera [Stryjeck and Vera, 1986]
y Redlich-Kwong-Soave-Mathias
[Mathias, 1983].
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4.4 Cálculo de propiedades termodinámicas con ecuaciones de estado cúbicas

Tabla 4.1: Valores de los parámetros υ y w de la ecuación (4.9) y sus corres-
pondientes ecuaciones de estado.

u w ecuación de estado
0 0 van der Waals
1 0 Redlich-Kwong, Soave
2 −1 Peng-Robinson
3 −2 Harmens

u u2

4
Clausius

La ecuación (4.9) también puede transformarse para colocarse
en términos de la variable Z obteniéndose la siguiente ecuación:

Z3 − [1− (u− 1)B]Z2 +
(
A− uB − uB2 + wB2)Z

− (AB + wB2 − wB3) = 0 (4.10)

4.4. Cálculo de propiedades termodinámicas

con ecuaciones de estado cúbicas

Para poder realizar el cálculo de propiedades termodinámi-
cas, es necesario definir algunas cantidades adimensionales que
serán de gran utilidad y facilitarán el cálculo de las mismas.
Estas cantidades adimensionales son las siguientes:

Ai =
aip

R2T 2 = Ωa

(
P

Pci

)(
Tci

T

)2

αi (4.11)

Bi =
biP

RT
= Ωb

(
P

Pci

)(
Tci

T

)
(4.12)

B =
bP

RT
=

nc∑

i=1

χiBi (4.13)

mi = r1 + r2ωi + r3ω
2
i + r4ω

3
i (4.14)

Ci = 1 + 0.5mi + 0.3qi (4.15)
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para T ≤ Tci

αi =

[

1 +mi

(

1−
√

T

Tci

)

− qi

(
1− T

Tci

)(
0.7− T

Tci

)]2

(4.16)

T

αi

dαi

dT
=

1

α
1/2
i

{

−mi

√
T

Tci

+ qi

[

3.4

(
T

Tci

)
− 4

(
T

Tci

)2
]}

(4.17)

para T ≥ Tci

αi = exp

{
2 (Ci − 1)

Ci

[

1−
(
T

Tci

)Ci

]}

(4.18)

T

αi

dαi

dT
= −2 (Ci − 1)

(
T

Tci

)Ci

(4.19)

4.4.1. Cálculo de entalṕıa, entroṕıa y coeficiente de fu-
gacidad

El cálculo de la entalṕıa ideal y entroṕıa ideal para cada com-
ponente que conforma la mezcla, se realiza de la siguiente ma-
nera:

h�= =
nc∑

i=1

χi

[

href
i +

∫ T

Tref

Cp�=i dT

]

(4.20)

s �= =
nc∑

i=1

χi

[

sref
i +

∫ T

Tref

Cp�=i
T

dT −R ln

(
P

Pref

)
−R lnχi

]

(4.21)
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4.4 Cálculo de propiedades termodinámicas con ecuaciones de estado cúbicas

Para realizar el cálculo de la entalṕıa, entroṕıa de la mezcla y co-
eficiente de fugacidad, se hace uso de las siguientes expresiones:

h = h�= +RT

[
Z − 1 +

(
A′ − A

B

)
L

]
(4.22)

s = s �= +R

[
ln (Z −B) +

A′

B
L

]
(4.23)

ln φ̂i = ln (Z −B) + (Z − 1)
Bi

B
+
A

B

(
Bi

B
− Ai

A

)
(4.24)

El valor de L es calculado dependiendo de la ecuación de estado
que se use. Para las ecuaciones de PRSV y RKSM, este valor se
calcula de la siguiente manera:

RKSM : L = ln

(
Z +B

Z

)
(4.25)

PRSV : L = ln
1

2
√
2

[
Z +B

(
1 +

√
2
)

Z +B
(
1−√2)

]

(4.26)

El programa generado para realizar este trabajo cálcula todas
estas propiedades, no obstante, el cálculo de las propiedades no
es el tema principal de este trabajo. El cálculo de propiedades
con ecuaciones de estado cúbicas ya ha sido ampliamente estu-
diado por [Barragán, 1995].

Debido a la naturaleza de este trabajo, uno de los cálculos
más importantes es el de la presión de burbuja, sin embargo, la
ecuación (2.2) vista en la sección 2.2.2, es una ecuación que debe
ser modificada para poder trabajar con ecuaciones de estado
cúbicas.

En la siguiente sección se presenta la forma para realizar el
cálculo de la presión de burbuja, haciendo uso de las ecuaciones
de estado cúbicas.
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Ecuaciónes de estado cúbicas

4.5. Cálculo de la presión de burbuja con

ecuación de estado

Las fases a las mismas T y P se hallan en equilibrio cuando
la fugacidad de cada especie es la misma en todas las fases. Para
el equilibrio ĺıquido-vapor, esta condición se reescribe:

f̂ v
i = f̂ l

i (i = 1, 2, . . . , N) (4.27)

Una forma alternativa resulta de la introducción del coeficiente
de fugacidad, definido por la ecuación:

yiφ̂
v
i = χiφ̂

l
i (i = 1, 2, . . . , N) (4.28)

Los valores de φ̂l
i y φ̂

v
i se hallan impĺıcitos en una ecuación de

estado, y con la ecuación (4.28) permiten el cálculo de la mezcla
en equilibrio ĺıquido-vapor. El mismo principio básico se apli-
ca para una especie pura en equilibrio ĺıquido-vapor, pero los
cálculos son más complejos. Con φ̂v

i en función de T , P y yi,
y φ̂l

i en función de T , P y χi, la ecuación (4.28) representa N
relaciones entre las 2N variables: T, P, (N − 1)yi y (N − 1)χi.
En estos términos, la especificación de estas N variables, ya sea
en general T ó P y cualquiera de sus composiciones de fase va-
por o ĺıquida, permite la solución para las restantes N variables
mediante cálculos de presión de burbuja, presión de roćıo, tem-
peratura de burbuja y temperatura de roćıo.

El cálculo de la presión de burbuja visto en la sección 2.2,
debe de ser modificado para poder ser usado con las ecuaciones
de estado cúbicas. El algoritmo es mostrado en la Figura 4.11.

1Tomado de [Smith et al., 2005]
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4.5 Cálculo de la presión de burbuja con ecuación de estado

Figura 4.1: Diagrama de bloques para el cálculo de presión de burbuja

Para reforzar el entendimiento acerca de este algoritmo, se
recomienda leer el caṕıtulo 14 del libro de Smith y Van Ness, el
cual se encuentra citado en la bibliograf́ıa.

Debido a problemas de convergencia en las regiones cercanas al
punto cŕıtico, en el trabajo de [Barragán, 1995] se propone modi-
ficaciones al algoritmo propuesto por Smith y Van Ness. Además
de la modificación propuesta por Barragán, [Lee et al., 2005]
también propone una modificación en su art́ıculo: “An algo-
rithm for convergent solutions in vapor-liquid equilibrium cal-
culations usign an equation of state”. En este trabajo solamente
se ha usado el algoritmo propuesto por [Smith et al., 2005]; sin
embargo, las modificaciones propuestas por [Barragán, 1995] y
[Lee et al., 2005] son totalmente adaptables al programa rea-
lizado.
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Caṕıtulo 5

Algoritmos Genéticos

5.1. Introducción

La Computación Evolutiva imita de manera parcial los meca-
nismos de evolución biológica y sus técnicas más representativas
son: algoritmos genéticos, programación genética y estrategias
evolutivas. Estos algoritmos, también son conocidos como Algo-
ritmos Evolutivos(AEs) [Rodŕıguez et al., 2006]. Los algoritmos
genéticos, son algoritmos de búsqueda basados en los mecanis-
mos de selección natural. Estos combinan supervivencia de la
estructura más apta entre estructuras de datos del mismo tipo
(comúnmente cadenas binarias) con un intercambio estructura-
do de información entre estas (aunque aleatorio). Estos algo-
ritmos han sido ampliamente utilizados en problemas de opti-
mización, búsqueda y aprendizaje de máquina obteniéndose muy
buenos resultados [Goldberg, 1989]. Aunque se usa la aleato-
riedad, el algoritmo genético no es simplemente un camino aleato-
rio. El uso de probabilidad nos hace quitar cualquier sugerencia
de que el método sea una simple búsqueda aleatoria.
Las caracteŕısticas que distinguen a esta técnica son las siguientes:

1. Los algoritmos genéticos trabajan con una codificación del
parámetro a optimizar, no con el parámetro mismo.

2. Los algoritmos genéticos buscan desde una gran cantidad
de puntos, no desde un solo punto.



5.2 Algoritmo Genético Simple

3. Los algoritmos genéticos usan la información que propor-
ciona la función objetivo, no usan otro tipo de conocimiento
que pueda provenir de la función objetivo.

4. Los algoritmos genéticos usan reglas de transición proba-
biĺıstica, no reglas deterministas.

Muchas técnicas de búsqueda requieren de mucha información
auxiliar para poder trabajar apropiadamente, los algoritmos ge-
néticos no tienen necesidad de toda la información adicional que
requieren otros métodos [Goldberg, 1989].

5.2. Algoritmo Genético Simple

Dentro de la computación evolutiva, la técnica que ha gozado
de mayor popularidad es conocida como algoritmo genético. Esta
técnica fue desarrollada en la Universidad de Michigan a princi-
pios de la década de 1960 por John H. Holland y un grupo de es-
tudiantes [Rodŕıguez et al., 2006]. Dentro del algoritmo genético
se deben considerar los siguientes componentes:

1. Representación adecuada de las posibles soluciones.

2. Una medida de aptitud que establece que tan buena es una
solución.

3. Un conjunto de operadores: selección, cruza y mutación.

Los AEs, han sido empleados en diversas áreas. Sin embargo
se han obtenido resultados significativos en problemas de opti-
mización, búsqueda y aprendizaje de máquina [Goldberg, 1989].
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5.3. Estructura General del Algoritmo

Genético Simple

La estructura general del algoritmo genético simple (AGS) es
la siguiente:

i. Generar población inicial.

ii. Evaluar la población, asignando a cada individuo un valor
de aptitud.

iii. Selección de la población basada en la aptitud de cada in-
dividuo.

iv. Cruza de los individuos seleccionados para obtener una nue-
va población.

v. Mutación de la nueva población obtenida.

vi. Evaluar la población.

vii. Se repiten los pasos de iii al vi hasta alcanzar un criterio
de convegencia (comunmente se trata de un determinado
número de generaciones).

5.4. Representación

La representación, también conocida como codificación, es
muy importante en la implementación de un AG. Esto impli-
ca que se debe de decidir cómo se representarán las posibles
soluciones de un problema (dominio del problema) en estruc-
turas de datos manejables para la computadora (codificación
de las posibles soluciones). Como sucede en la naturaleza, la
estructura de datos que utilicemos será nuestro ADN; este co-
difica caracteŕısticas fenot́ıpicas del individuo, es decir, codifi-
ca una posible solución que está en el dominio del problema
[Rodŕıguez et al., 2006].
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Los algoritmos son comúnmente utilizados para encontrar va-
lores óptimos de una función f (x1, x2, x3, ..., xn) en rangos de-
terminados de sus variables de decisión, es decir, necesitamos co-
dificar los valores de x1, x2, x3, ..., xn en una estructura de datos
conveniente para el algoritmo genético. El contenido de la es-
tructura de datos que representa a x1, por ejemplo, será nuestro
genotipo mientras que el valor particular que representa dicha
estructura para x1 será el fenotipo. Existen diferentes formas de
representación en los algoritmos genéticos: la representación bi-
naria, en código gray, entera y real. Cabe aclarar que los términos
cadena binaria, cromosoma e individuo se usarán de manera in-
distinta; son sinónimos para el caso de los algoritmos genéticos.
En este sentido, una cadena de bits puede contener representa-
ciones para más de una caracteŕıstica. A cada caracteŕıstica den-
tro de la cadena binaria se le conoce como gen.

5.4.1. Representación binaria

La codificación binaria utiliza un alfabeto binario (0, 1), donde
una cadena de bits de cierta longitud o parte de ella representa
a una variable del problema a resolver. Para generar la cadena
se obtiene aleatoriamente cada 0 o 1. Cada cadena o segmento
de ella representa un número binario y éste a su vez posee una
contraparte decimal.
El tamaño de cada segmento del cromosoma que representa cier-
ta variable se obtiene al discretizar dicha variable fijando una
precisión deseada, de esta manera es posible tratar a los valores
como enteros. Por ejemplo, si se desea representar a la variable
x1, en el rango de [−2.0, 3.4] con una precisión de 5 decimales,
el tamaño de la cadena de bits se puede calcular con la siguiente
expresión:

Tamaño =
[
log2

(
(lsup − linf)× 10precisión

)]
(5.1)
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En la mayoŕıa de los casos el valor obtenido de esta fórmula
no será un valor entero. Por lo tanto, se redondea al entero
inmediato superior. Por ejemplo:

Tamaño =
[
log2

(
(3.4− (−2.0))× 105)] = 18.9601

El valor del tamaño de la cadena es de 18.9601, se redondea
al valor de 19 y este es el tamaño de la cadena de bits que
representará a x1 en el rango de [−2.0, 3.4].

El proceso de decodificación para este método consiste en
aplicar la siguiente expresión para obtener el valor decimal de
x1 en el intervalo deseado.

x = linf + decimal(11001...112)

(
lsup − linf

2tamaño − 1

)
(5.2)

Si x1 está codificada en la cadena 1110001011101101110, en-
tonces el valor decimal de la cadena es 464750. El ĺımite inferior
es −2.0, el ĺımite superior es 3.4, y el valor de 2tamaño es de
524288, por lo tanto, al aplicar la expresión (5.2) el valor de la
variable xl será 2.7869.

5.4.2. Representación real

Los códigos binario y gray son útiles para representar números
enteros, sin embargo se pueden presentar problemas cuando se
intenta codificar números reales. La expresión (5.1) muestra co-
mo se puede representar un número real. Sin embargo, cuando
se desea una buena precisión, las cadenas que representan a todo
el conjunto de variables (individuo) serán muy largas, lo que no
redituaŕıa en una estructura manejable [Rodŕıguez et al., 2006].

En cambio, si se adopta un formato estándar para la repre-
sentación de números reales, como el estándar de la IEEE (Insti-
tute of Electrical and Electronics Engineers), se podŕıa manejar
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un amplio intervalo de valores reales con una cantidad fija de
bits (32 bits).

5.5. Evaluación y aptitud

La evaluación es la etapa del Algoritmo Genético que intenta
simular a la naturaleza al distinguir dentro de la población a
los individuos mejor adaptados a su medio ambiente. El medio
ambiente, es el problema a resolver y está definido por la fun-
ción objetivo. En problemas de optimización, por ejemplo, se
requiere minimizar o maximizar la función. Los individuos en-
tonces, representan una posible solución al problema. Estos son
evaluados, asignándoles un valor que indica que tan bueno es
respecto del resto de la población para resolver el problema
[Rodŕıguez et al., 2006].

5.6. Asignación de aptitud

La evaluación de cada individuo se puede traducir como su
aptitud (5.3).

ϑi = eval(Indn) (5.3)

La probabilidad de selección o aptitud relativa de cada indi-
viduo será la que nos indique su posibilidad de sobrevivencia.
La aptitud relativa es el porcentaje que representa la aptitud
de un individuo respecto de la aptitud total de la población
[Rodŕıguez et al., 2006]. Para calcular la aptitud relativa de ca-
da individuo se calcula primero la aptitud total (AT ) de la
población haciendo uso de la siguiente expresión:

AT =
Ninds∑

i=1

ϑi (5.4)
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La aptitud relativa (Ar) de cada individuo se calcula utilizando
la ecuación (5.5).

Ar =
ϑi

AT
(5.5)

La selección de los individuos que sobrevivirán se realiza a partir
de la aptitud relativa calculada. Sin embargo, tomar la evalua-
ción directamente como valor de aptitud puede llevar a una se-
lección muy estricta, donde los individuos considerados como
mejores predominen en la población de selección y se llegue a una
convergencia prematura hacia un óptimo local. Otro problema
es manejar evaluaciones de valores negativos. Para tratar estos
problemas se utilizan métodos de asignación de aptitud como el
Ranking Lineal y el Ranking Exponencial [Bäck. et al., 2000a].
En el caso particular de los valores negativos también se puede
hacer uso de las siguientes expresiones:

ϑi =MAX
(
ϑ
)− ϑi +� Para minimización (5.6)

ϑi = ϑi + abs
(
MIN

(
ϑ
))
+� Para maximización (5.7)

donde ϑ es el arreglo de aptitudes de los individuos.

5.7. Selección

Los individuos mejor calificados tendrán más posibilidades de
ser seleccionados y pasar a la siguiente población. Algunos méto-
dos de selección son ruleta [Goldberg, 1989], estocástico univer-
sal y torneo [Bäck. et al., 2000a, Bäck. et al., 2000b].

5.7.1. Método de la ruleta

Se representa mediante un ćırculo dividido con las probabili-
dades de selección de los individuos (aptitud), mediante la suma
acumulada de las probabilidades relativas se definen los rangos,
Figura 5.1. La selección se hace generando un número aleatorio
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5.8 Cruza

entre 0 y 1. Se ubica este valor en alguno de los rangos para
saber que individuo pasa a la siguiente población. La población
se completa generando todos los números aleatorios necesarios
[Goldberg, 1989].

Figura 5.1: Representación gráfica del método de la ruleta.

5.8. Cruza

El operador de recombinación o cruza, trabaja por medio del
intercambio de información genética entre pares de individuos,
siendo un operador genético sexual [Rodŕıguez et al., 2006]. El
operador de recombinación más sencillo es: cruza en un solo
punto, la cual se ejemplifica de la siguiente manera:

a) Considerar las dos siguientes cadenas binarias como padres:

P1 = 10010110

P2 = 10111000
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b) Si una posición entera i es seleccionada aleatoriamente en-
tre 1 y la longitud del individuo � menos uno, y la informa-
ción genética se intercambia entre los individuos a partir de
este punto de cruza, dos nuevos individuos descendientes
son generados. Suponiendo que se selecciona el punto de
cruza en i = 5, los dos individuos -hijos- generados son los
siguientes:

Ψ1 = 10010000

Ψ2 = 10111110

El operador de cruza no se aplica necesariamente a todos los in-
dividuos de la población. Se considera una probabilidad de cruza
denominada como Pc. Esta probabilidad servirá para elegir a los
individuos que serán afectados por el operador de cruza. Este
operador se aplica de la siguiente manera: se genera un número
aleatorio entre 0 y 1, si el número generado es menor o igual
que Pc el operador de cruza se aplicará, en caso contrario, el
individuo pasará sin modificaciones a formar parte de la nueva
población.

5.9. Mutación

El operador de mutación es necesario e importante; aunque
la reproducción y el cruzamiento buscan y recombinan de ma-
nera efectiva las estructuras existentes, ocasionalmente pueden
perder material genético importante (1’s ó 0’s en localidades
espećıficas). En los sistemas genéticos artificiales, el operador
de mutación es una protección contra pérdidas prematuras de
dicho material genético.

La mutación genética es un proceso en donde un alelo de un
gen es aleatoriamente reemplazado por otro para producir una
nueva estructura. Generalmente, la probabilidad de mutación en
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5.9 Mutación

cada gen en la estructura es pequeña; la posibilidad de mutación
de cada posición es independiente de la acción en otra posición
[Rodŕıguez et al., 2006].

Considerando la representación binaria del Algoritmo Genético
Simple, el operador de mutación altera ocasionalmente el con-
tenido de un gen; cambiar el valor de 1 por el valor de 0 o
viceversa. Para ejemplificar este operador, vamos a partir del
individuo Ψ1 producido en el ejemplo de la cruza. Al mutar el
quinto bit se produce un nuevo individuo que se muestra a con-
tinuación:

Ψ1 = 10011000

En el caso del operador de mutación, también se presenta una
determinada probabilidad Pm. Dicha probabilidad es baja en
comparación con la probabilidad de cruzamiento Pc, por lo que
el operador de mutación se considera un operador secundario. La
probabilidad de mutación puede ser implementada de múltiples
formas:

a) La más común es establecer un valor de Pm constante a
través de todas las generaciones.

b) A través de una función de probabilidad exponencialmente
creciente o decreciente, al paso de las generaciones.

c) Mediante una exponencial creciente en cada generación. Es-
to es, cada que inicia el proceso de una nueva generación,
la probabilidad de mutación es pequeña; pero conforme va
avanzando, esta probabilidad aumenta hasta que se inicia
la generación siguiente en donde Pm incia nuevamente con
un valor bajo.

d) Realizando una mutación auto-adaptable; en este caso, la
probabilidad de mutación va cambiando conforme el al-
goritmo genético va evolucionando, propiciando cambios
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grandes o pequeños en la probabilidad de mutación, de-
pendiendo de las necesidades del problema.

5.10. El AGS aplicado a un problema flash

Para ejemplificar el uso de un AGS se resolverá un problema
flash. Se eliǵıo este problema debido a su facilidad de resolución
y su fácil comprensión. El problema es el siguiente:

“Para una mezcla de n-hexano-ciclohexano-n-heptano, obtener
la cantidad y composición de las fases L-V presentes a 40� y
0.22bar. Encontrar el valor de V

F ”[Bazúa, 1999]

Datos Presiones de Vapor

T =40� P sat
1 =0.3726bar

P =0.22bar P sat
2 =0.2462bar

z1 =0.3 P sat
3 =0.1233bar

z2 =0.4
z3 =0.3

Para resolver este problema, la ecuación (2.6) de la sección
2.3, queda de la siguiente manera:

S =
z1 (k1 − 1)

1 +
V

F
(k1 − 1)

+
z2 (k2 − 1)

1 +
V

F
(k2 − 1)

+
z3 (k3 − 1)

1 +
V

F
(k3 − 1)

= 0

(5.8)
Tenemos que encontrar el valor de V

F que haga cero esta función.
Se propone usar un Newthon-Raphson para lograr este cometi-
do. Al aplicar Newthon-Raphson, el problema se resuelve de la
siguiente manera:
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Suponiendo un valor de V
F = 0.5

(
V

F

)

nueva

=

(
V

F

)
− S

S ′

S =
0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 0.0306

S ′ = − (0.3) (1.6934− 1)2

(
1 +

V

F
(1.6934− 1)

)2 +
(0.4) (1.1193− 1)2

(
1 +

V

F
(1.1193− 1)

)2+

(0.3) (0.5606− 1)2

(
1 +

V

F
(0.5606− 1)

)2 = −0.1797

(
V

F

)

nueva

= 0.5− 0.0306

−0.1797 = 0.67006

(
V

F

)
= 0.67006
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S =
0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= −6.081E − 04

S ′ = − (0.3) (1.6934− 1)2

(
1 +

V

F
(1.6934− 1)

)2 +
(0.4) (1.1193− 1)2

(
1 +

V

F
(1.1193− 1)

)2+

(0.3) (0.5606− 1)2

(
1 +

V

F
(0.5606− 1)

)2 = −1.8847E − 01

(
V

F

)

nueva

= 0.67006− −6.081E − 04

−1.8847E − 01
= 0.66683

(
V

F

)
= 0.66683

S =
0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= −4.1532E − 07
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S ′ = − (0.3) (1.6934− 1)2

(
1 +

V

F
(1.6934− 1)

)2 +
(0.4) (1.1193− 1)2

(
1 +

V

F
(1.1193− 1)

)2+

(0.3) (0.5606− 1)2

(
1 +

V

F
(0.5606− 1)

)2 = −1.8821E − 01

Obteniéndose un valor final de V
F de 0.6668 Se comprueba la

solución al realizar la gráfica de la función objetivo, S, en función
de V

F .

Figura 5.2: S vs V
F
.

Para aplicar el AGS, es necesario un problema de optimización;
modificando la gráfica anterior, obteniendo el valor absoluto de
los valores negativos de f

(
V
F

)
y aśı se obtiene la siguiente gráfi-

ca:
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Figura 5.3: S vs V
F
con penalización a valores negativos.

A continuación se enumeran las caracteŕısticas del problema que
deberán ser tomadas en cuenta para la aplicación del AGS:

1. Minimizar la función (5.8).

2. Número de variables independientes: una, V
F .

3. Precisión en decimales a usar en la variable: cuatro

4. Intervalo a usar para la variable: V
F = [0.0, 1.0]

5.10.1. Caracteŕısticas del AGS para el problema flash

El AGS que se aplicará cumple con las siguientes caracteŕısti-
cas:

1. Utiliza representación y codificación binaria.

2. El método de selección es proporcional.

3. La cruza es de un punto.
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5.10 El AGS aplicado a un problema flash

4. La mutación es aleatoria.

5. Son necesarios parámetros del AG.

Los parámetros de la población son los siguientes:

a) Número de Generaciones: Para ejemplificar el uso del AGS,
este parámetro se fijará en 1.

b) Tamaño de la población o número de individuos: 5.

c) Probabilidad de cruza(Pc): 0.9.

d) Probabilidad de mutación (Pm): 0.01.

El AGS simple, para este caso en particular, es el siguiente:

1. Generar población incial.

2. Iniciar t = 0.

3. Evaluar la población inicial.

4. Hacer ciclo de evolución.

a) Selección.

b) Cruza.

c) Mutación.

d) Evaluar la nueva población.

e) Incrementar t, t = t+ 1.

5. Repetir mientras (t < Generaciones).
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5.10.2. Codificación

Para conocer el tamaño de la cadena de nuestro individuo, se
aplica la fórmula (5.1).

Tamaño =
[
log2

(
(1.0− 0.0)× 104)] = 13.2877� 14

precisión = 4

lsup = 1.0

linf = 0.0

Por lo tanto, la cadena que representará a la variable V
F será de

una longitud de 14 bits y la representación de los individuos es
la siguiente:

Figura 5.4: Representación de los individuos en el problema Flash.

5.10.3. Generar población inicial

Generamos una población inicial de cinco individuos de ma-
nera aleatoria, obteniéndose la siguiente población:
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Figura 5.5: Población inicial generada aleatoriamente.

En este momento se inicializa t al valor de 0; con esto se ha
relizado el paso número uno y dos de nuestro AGS.

1. Generar población incial. �

2. Iniciar t = 0. �

3. Evaluar la población inicial.

4. Hacer ciclo de evolución.

a) Selección.

b) Cruza.

c) Mutación.

d) Evaluar la nueva población.

e) Incrementar t, t = t+ 1.

5. Repetir mientras (t < Generaciones).

5.10.4. Decodificación y evaluación de la variable

Haciendo uso de la ecuación (5.2) se realiza la decodificación
de la variable para cada individuo de la población.
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La codificación y decodificación del individuo número uno es
la siguiente:

Figura 5.6: Codificación y decodificación para el primer individuo.

V

F
= 0.0 + (10582)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.6459

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 3.9200× 10−3 = ϑ1

La codificación y decodificación del individuo número dos es la
siguiente:

Figura 5.7: Codificación y decodificación para el segundo individuo.
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V

F
= 0.0 + (12272)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.7491

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= −0.0158� valor absoluto� 0.0158 = ϑ2

La codificación y decodificación del tercer individuo es la siguien-
te:

Figura 5.8: Codificación y decodificación para el tercer individuo.

V

F
= 0.0 + (44)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 2.6857× 10−3

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 0.1234 = ϑ3
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La codificación y decodificación del cuarto individuo de la población
es la siguiente:

Figura 5.9: Codificación y decodificación para el cuarto individuo.

V

F
= 0.0 + (2741)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.1673

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 0.0909 = ϑ4

Por último, se obtiene la codificación y decodificación del quinto
individuo, la cual es la siguiente:

Figura 5.10: Codificación y decodificación para el quinto individuo.
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V

F
= 0.0 + (1856)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.1133

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 0.1012 = ϑ5

5.10.5. Aptitud de la población

La aptitud de la población se obtiene haciendo uso de la ex-
presión (5.4). Para el ejemplo, esto se realiza de la siguiente
manera:

AT = ϑ1 + ϑ2 + ϑ3 + ϑ4 + ϑ5

AT = 3.9200× 10−3 + 0.0158 + 0.1234 + 0.0909 + 0.1012 = 0.3352

Con base en la aptitud de la población, se obtiene la aptitud
relativa de cada individuo haciendo uso de la expresión (5.5);
esto se realiza de la siguiente forma:

Ar1 =
3.9200× 10−3

0.3352
= 0.0117

Ar2 =
0.0158

0.3352
= 0.0471

Ar3 =
0.1234

0.3352
= 0.3681

Ar4 =
0.0909

0.3352
= 0.2712

Ar5 =
0.1012

0.3352
= 0.3019
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Al haber obtenido la aptitud de la población y la aptitud relativa
de cada individuo, se ha concluido la parte de evaluación de la
población incial.

1. Generar población incial. �

2. Iniciar t = 0. �

3. Evaluar la población inicial. �

4. Hacer ciclo de evolución.

a) Selección.

b) Cruza.

c) Mutación.

d) Evaluar la nueva población.

e) Incrementar t, t = t+ 1.

5. Repetir mientras (t < Generaciones).

5.10.6. Primer ciclo de evolución

Selección

El proceso de selección se realizará por el método de la ruleta
[Goldberg, 1989], es decir, se calculará la aptitud acumulada y
se generarán cinco números aleatorios entre 0 y 1, seleccionando
el individuo que posea una aptitud acumulada mayor o igual al
número aleatorio generado.

a) Generar la ruleta en base a la aptitud relativa de los indi-
viduos.
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5.10 El AGS aplicado a un problema flash

Figura 5.11: Ejemplo de ruleta generada en base a la aptitud relativa de los
individuos.

b) Generar cinco números aleatorios.

0.5532
0.2353
0.1876
0.3685
0.2789

c) Calcular la aptitud acumulada (Aaci) de cada individuo.

Al tener un problema de minimización, en la ruleta se
debe de proporcionar al individuo con menor aptitud una
mayor probabilidad de selección. Para este caso, se muestra
un ejemplo del cómo se realiza la minimización y el cálculo

52



Algoritmos Genéticos

de la aptitud acumulada, la cual es la suma sucesiva de las
aptitudes relativas.

Tabla 5.1: Obtención de la aptitud acumulada Aaci.

#Individuo Ari Minimizar Ar′i Aaci

1 0.0117 0.9883 0.2471 0.2471
2 0.0471 0.9529 0.2382 0.4853
3 0.3681 0.6319 0.1580 0.6433
4 0.2712 0.7288 0.1822 0.8255
5 0.3019 0.6981 0.1745 ≈ 1∑

1 4 1

d) Comparar los números aleatorios generados y, por lo tanto,
obtener los individuos seleccionados.

0.5532 < 0.6433 Selección de individuo número 3
0.2353 < 0.2470 Selección de individuo número 1
0.1876 < 0.2740 Selección de individuo número 1
0.3685 < 0.4853 Selección de individuo número 2
0.2789 < 0.4853 Selección de individuo número 2

Al finalizar el proceso de selección, se obtiene una población
intermedia conformada por los individuos seleccionados. Esta
población es la siguiente:
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5.10 El AGS aplicado a un problema flash

Figura 5.12: Población intermedia.

Cruza

Para saber que individuos se van a cruzar, se generan cin-
co números aleatorios asociados a cada uno de los individuos
de la población intermedia. Después se comparan contra la pro-
babilidad de cruza; si el número aleatorio es menor o igual a la
probabilidad de cruza el individuo se cruzará.

Individuo Aleatorio Probabilidad de Cruza Cruza
1 0.85 Si
2 0.76 Si
3 0.45 0.9 Si
4 0.67 Si
5 0.96 No

Por último, se debe de generar un número aleatorio entre [1, �−1]
(entre 1 y 13, para este ejemplo). El número aleatorio que fue
generado en este caso fue: 7. Por lo tanto, en el bit número 7 se
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realizará el intercambio de sub-cadenas binarias.

Figura 5.13: Individuos 1 y 2 sometidos al proceso de cruza.

Figura 5.14: Subcadenas que serán intercambiadas entre los individuos 1 y 2.

Figura 5.15: Nuevos individuos 1 y 2.
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El número aleatorio que fue obtenido para la segunda pareja
fue el número 10. Por lo tanto, en el bit 10 se realizará el inter-
cambio de sub-cadenas binarias.

Figura 5.16: Individuos 3 y 4 sometidos al proceso de cruza.

Figura 5.17: Nuevos individuos 3 y 4.

Mutación

En el proceso de mutación, se deberán generar números aleato-
rios por cada bit de la población intermedia, es decir, para este
caso 70 números aleatorios. A continuación, se deberán com-
parar estos números con la probabilidad de mutación y cuando
el número aleatorio sea menor o igual a esta, el bit será mutado
(invertir su valor).

Al generar los 70 números aleatorios y compararlos con la pro-
babilidad de mutación, se mutarán:
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Individuo 4 =⇒ mutado en bit 13
Individuo 5 =⇒ mutado en bit 4

Figura 5.18: Bits a ser mutados.

Figura 5.19: Bits mutados.

Al finalizar el proceso de mutación, se tiene una nueva población,
ver Figura 5.20, que será evaluada nuevamente para proseguir
con el ciclo evolutivo y poder llegar a la solución del problema
planteado.
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5.10 El AGS aplicado a un problema flash

Figura 5.20: Población Nueva.

Evaluación de la nueva población

La codificación y decodificación del primer nuevo individuo
es la siguiente:

Figura 5.21: Codificación y decodificación para el primer nuevo individuo.
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V

F
= 0.0 + (86)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 5.2493× 10−3

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 0.1228

La codificación y decodificación para el segundo nuevo individuo
es la siguiente:

Figura 5.22: Codificación y decodificación para el segundo nuevo individuo.

V

F
= 0.0 + (10540)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.6433

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 4.3982× 10−3
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La codificación y decodificación del tercer nuevo individuo es la
siguiente:

Figura 5.23: Codificación y decodificación para el tercer nuevo individuo.

V

F
= 0.0 + (10576)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.6455

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= 3.9883× 10−3

La codificación y decodificación del cuarto nuevo individuo de
la población es la siguiente:

Figura 5.24: Codificación y decodificación para el cuarto nuevo individuo.
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V

F
= 0.0 + (12279)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.7495

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= −0.0159� valor absoluto� −0.0159

Por último, se obtiene la codificación y decodificación del quinto
nuevo individuo; la cual es la siguiente:

Figura 5.25: Codificación y decodificación para el quinto nuevo individuo.

V

F
= 0.0 + (11760)

(
1.0− 0.0

214 − 1

)
= 0.7178

f

(
V

F

)
=

0.3 (1.6934− 1)

1 +
V

F
(1.6934− 1)

+
0.4 (1.1193− 1)

1 +
V

F
(1.1193− 1)

+

0.3 (0.5606− 1)

1 +
V

F
(0.5606− 1)

= −9.707× 10−3 � valor absoluto . . .

� 9.707× 10−3
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A continuación se muestra la Tabla 5.2, la cual es una tabla
comparativa de los resultados obtenidos con la población inicial
y la población después de ser sometida al proceso evolutivo.

Tabla 5.2: Resultados obtenidos con la población inicial y la población de-
spués de ser sometida al proceso evolutivo.

V
F generación

f
(

V
F

)
V
F generación

f
(

V
F

)

0.6459 3.9200E-03 5.2493E-03 1.2280E-01
0.7491 1.5800E-02 0.6433 4.3982E-03

2.6857E-03 1.2340E-01 0.6455 3.9883E-03
0.1673 9.0900E-02 0.7495 1.5900E-02
0.1133 1.0120E-01 0.7178 9.7070E-03

5.11. Resultados AGS aplicado a un

problema flash

Al correr el AGS por 1000 generaciones con una población
de 1000 individuos, se llega a la misma solución dada por el
método de Newthon-Raphson: 0.6668. Sin embargo, esto no in-
dica que para resolver este problema el AGS necesita de 1000
generaciones y 1000 individuos. El valor de 0.6668, se obtiene
cerca de las 600 generaciones tal como se muestra en la Figura
5.26. Esto es una clara evidencia de que el mismo resultado se
puede obtener en un menor número de generaciones.
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Figura 5.26: f
(

V
F

)
en función del número de generaciones.

Para demostrar lo anterior, se coloca la siguiente tabla. En
esta se muestra el número de generación en el cual es obtenido el
valor óptimo que da solución a nuestro problema para diferentes
corridas del AGS.

La representación binaria del AGS es ampliamente utilizada
para una gran gama de problemas, sin embargo, una de las de-
ficiencias más importantes que posee el AGS con respecto a los
métodos numéricos tradicionales es su alto costo en tiempo de
ejecución. Por esta razón, el primer caso de estudio de este tra-
bajo es abordado con la codificación binaria de los individuos,
mientras que el segundo caso de estudio es abordado con la
representación de los individuos con números reales en punto
flotante; esta representación es descrita en el siguiente aparta-
do.
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Tabla 5.3: Resultados de las diferentes corridas del AGS para el problema
flash.

Corrida #Generacion Error Mejor Valor
1 389 7.69596E-06 0.6668
2 0 1.91839E-05 0.6667
3 45 3.79229E-06 0.6668
4 786 3.79229E-06 0.6668
5 154 3.79229E-06 0.6668
6 589 3.79229E-06 0.6668
7 442 3.79229E-06 0.6668
8 261 3.79229E-06 0.6668
9 363 3.79229E-06 0.6668
10 186 3.79229E-06 0.6668
11 16 3.79229E-06 0.6668
12 10 3.79229E-06 0.6668
13 72 3.79229E-06 0.6668
14 516 3.79229E-06 0.6668
15 317 3.79229E-06 0.6668
16 674 3.79229E-06 0.6668
17 320 3.79229E-06 0.6668
18 90 3.79229E-06 0.6668
19 55 3.79229E-06 0.6668
20 968 3.79229E-06 0.6668
21 344 3.79229E-06 0.6668
22 515 3.79229E-06 0.6668
23 566 3.79229E-06 0.6668
24 23 3.79229E-06 0.6668
25 1 3.79229E-06 0.6668
26 5 7.69596E-06 0.6668
27 258 3.79229E-06 0.6668
28 201 3.79229E-06 0.6668
29 496 3.79229E-06 0.6668
30 157 3.79229E-06 0.6668
31 455 3.79229E-06 0.6668
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5.12. Algoritmo Genético en representación

real

El Algoritmo Genético en representación real (AGReal) esta
inspirado en el DBGA(Distributed Breeder Genetic Algorithm).
Mühlenbein propone un algoritmo genético basado en la crianza,
en donde, cada uno de los criadores virtuales tiene la respon-
sabilidad de mejorar su propia subpoblación. Ocasionalmente,
un criador puede obtener un nuevo individuo de alguno de sus
criadores vecinos [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993]. Pero
en el caso de que solo hubiese un criador, el DBGA es llamado
Breeder Genetic Algorithm (BGA) .

5.12.1. Una breve descripción

La descripción es análoga a la realizada por Mühlenbein,
Schomisch & Born en 1991, para el caso del algoritmo genético
distribuido. En el DBGA cada subgrupo es controlado por un
BGA. Un BGA puede ser descrito de la siguiente manera:

BGA =
(
P 0

g , N, τ,Γ,Δ, HC,AF , term
)

P 0
g es la subpoblación inicial, N es el tamaño de la población, τ

el nivel de truncamiento, Γ el operador de recombinación, Δ el
operador de mutación y term el criterio de terminación. HC es
un método de hill-climbing (Ascenso de colina).

A continuación, se describirá cada uno de los operadores y la
forma en la que se aplican para este algoritmo.

5.12.2. Selección

El BGA, utiliza un esquema de selección llamado: selección
por truncamiento. En este trabajo se utilizará el método de la
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5.12 Algoritmo Genético en representación real

ruleta, dado que este método es aplicable también a este algo-
ritmo.

5.12.3. Recombinación

En (Mühlenbein, Schomish & Born, 1991) se distingue entre
recombinación y cruza. La recombinación se da cuando las vari-
ables son mezcladas entre śı, y la cruza se da cuando los valores
de variables son mezclados entre śı. Desde un punto de vista
matemático esta distinción es innecesaria. Cualquier operador
que combine el material genético de los padres será llamado re-
combinación. La recombinación es el operador de búsqueda más
importante del BGA [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993].
Se implementan tres tipos de operadores de recombinación:

Recombinación discreta Sea P1 = (p1, . . . , pn) y M2 =
(m1, . . . . ,mn) los padres. Entonces su hijo Ψ = (ψ1, . . . , ψn)
es calculado por:

ψi = {pi} o {mi} (5.9)

{pi} o {mi} son escogidos con igual probabilidad.
Recombinación intermedia extendida

ψi = pi + ηi (mi − pi) i = 1, . . . , n (5.10)

ηi es escogido aleatoriamente en el intervalo [−0.25, 1.25].
Recombinación lineal extendida

ψi = pi + η (mi − pi) i = 1, . . . , n (5.11)

η es escogido aleatoriamente en el intervalo [−0.25, 1.25].
La recombinación discreta genera orillas de un hipercubo definido
por los componentes de P y M . La recombinación intermedia
extendida puede generar cualquier punto dentro de un hipercubo
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un poco más grande que el generado por la recombinación discre-
ta. La recombinación lineal extendida genera un punto en la ĺınea
definida por P yM . En ambos operadores, el nuevo punto puede
caer fuera de [pi,mi] [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993].

5.12.4. Mutación

Una variable pi, es seleccionada con una probabilidad Pm

para ser mutada. El BGA normalmente usa Pm = 1/κ. Al
menos una variable será mutada. Un valor fuera del intervalo
[−rangei, rangei] es agregado a la variable seleccionada; rangei

define el rango de mutación. Este es normalmente fijado a el va-
lor de (0.1 · searchintervali). searchintervali es el dominio que
define a la variable pi.

El nuevo valor de ψi es calculado de acuerdo a la siguiente
expresión:

ψi = pi ± rangeiδ (5.12)

El signo + ó − es elegido con igual probabilidad. δ es calculada
de una distribución, la cual prefiere valores pequeños. Esto se
realiza de la siguiente manera:

δ =
15∑

i=0

σi2
−i σi ∈ 0, 1 (5.13)

Antes de la mutación, se fija el valor de σi = 0. Entonces cada
valor de σi es mutado a 1 con probabilidad pδ = 1/16. Sólo
cuando el valor de σi es igual a 1, este contribuye a la suma. En
general, solo va a existir un valor de σi. que sea igual a 1, d́ıgase
αj. Entonces δ = 2−j. El operador de mutación estándar del
BGA es capaz de generar cualquier punto en el hipercubo con
centro en P definido por pi±rangei. El operador de mutación es
capaz de localizar el valor óptimo con una presición de rangei ·
2−15 [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993].
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5.13. El BGA aplicado a un problema de

optimización

Se requiere maximizar la siguiente función:

f (x, y) = 21.5 + x sin (4πx) + y sin (20πy) 1 (5.14)

en los siguientes rangos: x = [−3.0, 12.1], y = [4.1, 5.8], cuya
gráfica se muestra en la Figura 5.27. Para este problema se desea
una precisión de 4 decimales para cada una de las variables.

Figura 5.27: Gráfica de la función f (x, y) = 21.5+x sin (4πx)+ y sin (20πy).

5.13.1. Caracteŕısticas del BGA para el problema

El BGA que se aplicará cumple con las siguientes caracteŕısti-
cas:

1Tomado de [Michalewicz, 1992]
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1. Utiliza representación real.

2. El método de selección es proporcional.

3. Se aplicará la recombinación discreta.

4. La mutación es aleatoria.

5. Son necesarios parámetros del BGA.

Los parámetros de la población son los siguientes:

a) Número de Generaciones: Para ejemplificar el uso del BGA,
este parámetro se fijará en 1.

b) Tamaño de la población o número de individuos: 5.

c) Probabilidad de cruza(Pc): 0.9.

d) Probabilidad de mutación (Pm): 1
2 = 0.5.

5.13.2. Generar población incial

Para generar la población inicial, se necesita generar números
aleatorios entre los rangos definidos por cada variable comple-
tando aśı el cromosoma de nuestro individuo.

individuo 1 −→ [4.54627 , 5.28078]
individuo 2 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 3 −→ [4.2627 , 5.73363]
individuo 4 −→ [3.50352 , 4.1259 ]
individuo 5 −→ [-0.333414 , 4.84202]

5.13.3. Evaluación de la función

Para este algoritmo no es necesaria alguna decodificación,
por lo tanto, el individuo puede ser evaluado directamente en la
función objetivo.
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Al evaluar cada individuo en la función objetivo, ecuación
(5.14), obtenemos los siguientes valores de aptitud para cada
uno de nuestros individuos:

individuo 1 −→ Aptitud: 19.0612
individuo 2 −→ Aptitud: 22.8457
individuo 3 −→ Aptitud: 25.7342
individuo 4 −→ Aptitud: 25.7743
individuo 5 −→ Aptitud: 23.5385

5.13.4. Selección

En este algoritmo, el proceso de selección por ruleta de la
sección 5.10.6 es igualmente aplicable.

Se obtiene el valor de la aptitud relativa, la aptitud acumu-
lada y seleccionamos a los individuos, obteniéndose la siguiente
subpoblación:

individuo 1 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 2 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 3 −→ [4.2627 , 5.73363]
individuo 4 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 5 −→ [4.2627 , 5.73363]

Cruza

El operador de cruza se aplica de manera semejante al de la
sección 5.10.6 con la modificación de que en este caso no se in-
tercambian subcadenas binarias, si no se intercambian variables
entre los individuos.

Al realizar el proceso de cruza, se tiene que los individuos 1 y
3, 4 y 5 serán cruzados, obteniéndose aśı la siguiente población
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intermedia.

individuo 1 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 2 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 3 −→ [4.2627 , 5.73363]
individuo 4 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 5 −→ [-0.0511741 , 5.73363]

Mutación

La mutación será realizada conforme a lo dispuesto en la sec-
ción 5.12.4. Al aplicar el operador de mutación, los individuos
que resultaron mutados y los genes afectados por este operador
fueron los siguientes:

individuo 1 −→ genes mutados: 1 y 2
individuo 4 −→ genes mutados: 1 y 2
individuo 5 −→ gen mutado: 1

Al mutar a los individuos en los genes espećıficos, se obtiene
la siguiente población intermedia:

individuo 1 −→ [3.50352 , 4.1259]
individuo 2 −→ [-0.0511741 , 4.64543]
individuo 3 −→ [4.2627 , 5.73363]
individuo 4 −→ [-0.0696067 , 4.64544]
individuo 5 −→ [0.479685 , 5.73363]

Evaluación de la nueva población

Al evaluar cada individuo en la función objetivo, ecuación
(5.14), se obtienen los siguientes valores de aptitud para cada
uno de los nuevos individuos:
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individuo 1 −→ Aptitud: 25.7743
individuo 2 −→ Aptitud: 22.8457
individuo 3 −→ Aptitud: 25.7342
individuo 4 −→ Aptitud: 22.8666
individuo 5 −→ Aptitud: 26.2906

Con esto se da por terminado el ciclo evolutivo y el ejemplo de
esta sección.

5.14. Resultados BGA

Al realizar una corrida con 100 generaciones y 100 indivi-
duos, se obtiene el valor óptimo de la función objetivo, 38.8503
[Rodŕıguez et al., 2006]. El historial de convergencia es mostra-
do en la Figura 5.28.

Figura 5.28: Gráfica f(x, y) en función del número de generaciones.

Como ya se mencionó, el BGA no necesita decodificación de
las variables, esto hace que el BGA sea mucho más rápido en
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comparación con el AGS. Aunque, es necesario tener extremo
cuidado en los operadores de recombinación y mutación para el
BGA; pueden llevarnos a regiones fuera del espacio de búsqueda
y con esto la obtención de resultados erróneos.
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Caṕıtulo 6

Experimentación

6.1. Introducción

Usualmente es necesario “ajustar”un conjunto de datos a una
ecuación espećıfica. En este trabajo, la mayoŕıa de los modelos
presentados en la caṕıtulo 3 son modelos que presentan un com-
portamiento altamente no-lineal (ejemplo NRTL) y el ajuste de
los datos no es necesariamente trivial.

Al ajustar datos con un análisis de mı́nimos cuadrados, los
criterios fundamentales son aquellos que minimizen la diferencia
entre los datos experimentales y la variable independiente calcu-
lada en todos los valores de la variable dependiente. En términos
más simples, significa buscar los valores para los parámetros en
la ecuación de ajuste, como A

RT en la ecuación de Margules de 2
Sufijos, que minimicen el error en la ecuación de ajuste.

El libro de Jack Winnick, [Winnick, 1997], ofrece una serie de
ejemplos para el ajuste de parámetros binarios en modelos de
coeficientes de actividad, haciendo uso de la rutina de UNLSF
de las libreŕıas de IMSL, con programas realizados en lenguaje
FORTRAN.

Hoy en d́ıa, la mayoŕıa de las rutinas de IMSL son consideradas
cajas negras por una gran cantidad de sus usuarios, haciendo de
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estas, una poderosa y, sin embargo, peligrosa herramienta.

6.2. Primer caso de estudio

Se disponen de datos experimentales en las siguientes formas:
P, χ y y a T constante ó T, χ y y a presión constante de uno
de los componentes, como se muestra -esquemáticamente- en la
Tabla 6.1.

Tabla 6.1: Ejemplo de una tabla de datos experimentales

T P χ1 y1 γ1 A
- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -

Para presiones de bajas a moderadas una ecuación mucho más
efectiva para el equilibrio ĺıquido-vapor se obtiene cuando se
abandona la segunda suposición importante de la ley de Raoult,
sección 2.2, y se toman en cuenta las desviaciones con respecto
a la solución idealizada en la fase ĺıquida mediante la inserción
de un factor en la ley de Raoult, que se modifica para escribirse
como:

Pyi = P 0
i χiγi (6.1)

El factor γi se llama coeficiente de actividad. Los cálculos de
punto de burbuja y de punto de roćıo hechos con esta ecuación,
son únicamente un poco más complejos que los mismos cálculos
realizados con la ley de Raoult. Los coeficientes de actividad
son funciones de la temperatura y de la composición de la fase
ĺıquida, y finalmente se basan en la experimentación.

75



6.2 Primer caso de estudio

Ya que
∑n

i=1 yi = 1, la ecuación (6.1) es la suma sobre todas
las especies para obtener:

P =
n∑

i=1

χiγiP
sat
i (6.2)

De manera alternativa, la ecuación (6.1) se resuelve para χi, en
ese caso al sumar sobre todas las especies se obtiene:

P =
1

n∑

i=1

(
yi

γiP sat
i

) (6.3)

Cuando el valor de γi = 1, la mezcla presenta un comportamien-
to ideal.

Al usar el modelo de Margules de dos sufijos (sección 3.2), el
valor de γi se calcula de la siguiente manera:

ln γ1 =
A

RT
χ2

2 (6.4)

γ1 = exp

(
A

RT
χ2

2

)
(6.5)

Se divide el valor del parámetro A entre RT para tener un rango
pequeño de la variable (entre [−1, 1] ). Todos los parámetros de
los modelos de enerǵıa de Gibbs en exceso, tendrán esta misma
consideración.

Al despejar el valor de A
RT de la ecuación (6.5) se obtiene:

A

RT
=
ln γ1

χ2
2

(6.6)

Para cada uno de los datos experimentales, se puede obtener un
valor de ln γ1 y ln γ2, con los cuales se obtiene -en la mayoŕıa de
los casos- un valor diferente del parámetro A

RT para cada punto
experimental. Por lo tanto, se requiere tener un valor para este
parámetro que mejor ajuste los datos experimentales.
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Para resolver este problema, se hace uso del algoritmo pro-
puesto por [Barker, 1953]:

1. Suponer un valor de A
RT

2. Con los datos experimentales disponibles y con el modelo
seleccionado, calcular el valor de γi.

3. Calcular la presión de burbuja para cada composición.

4. Comparar la presión calculada con la presión experimental.

5. Si el valor de la función error es mı́nimo, detener el cálculo.
En caso contrario se debe de regresar al punto número uno.

Este es un problema de optimización, en donde la función obje-
tivo (para ambos tipos de datos experimentales) es la siguiente:

ε =
∑(

P exp − P calc

P exp

)2

(6.7)

Para la minimización de esta función se hará uso del algoritmo
genético descrito en la sección 5.2 y de la función Solver de
Excel ; se usa la función Solver para poder comparar el valor de
los parámetros obtenidos por el algoritmo genético.

6.3. Sistemas estudiados

Los sistemas estudiados fueron los siguientes:

Benceno-1-Propanol

Etanol-Tolueno

Hexano-Etanol

En el apéndice A, se muestran los datos experimentales para
cada uno de estos sistemas. Los parámetros finales de la op-
timización de estos sistemas serán mostrados a continuación,
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mientras que las gráficas de convergencia y los diagramas de
cada sistema de resultados son mostrados en el apéndice B.

6.4. Resultados y análisis

Los datos experimentales pertenecen a la colección de datos
del DECHEMA, [Gmehling and Onken, 1986], y fueron utiliza-
dos los modelos descritos en el caṕıtulo 3. A continuación se
muestran los resultados que surgen de aplicar la metodoloǵıa
anteriormente descrita a cada uno de los conjuntos de datos.

6.4.1. Resultados para el sistema Hexano-Etanol

Para el sistema Hexano-Etanol los resultados al usar el algo-
ritmo genético son los siguientes:

Tabla 6.2: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa de
Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Hexano-Etanol, haciendo
uso del algoritmo genético.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Wilson 0.558443 3.979034 — 0.000097
NRTL 2.441407 1.484995 0.446992 0.000112
Margules 4 Sufijos 2.242763 0.312495 0.390601 0.000237
Van Laar 2.061571 2.499990 — 0.006159
Margules 3 Sufijos 2.268517 0.239095 — 0.006631
Margules 2 Sufijos 2.249528 — — 0.015867

Los resultados obtenidos con la función Solver de Excel
son los siguiente:
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Tabla 6.3: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa de
Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Hexano-Etanol haciendo
uso de la función solver de Excel.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Wilson 0.558143 3.983775 — 0.000097
NRTL 2.420883 1.467328 0.443985 0.000106
Margules 4 Sufijos 2.242664 0.313086 0.391672 0.000237
Van Laar 2.025214 2.575393 — 0.005726
Margules 3 Sufijos 2.268654 0.242807 — 0.006629
Margules 2 Sufijos 2.249528 — — 0.015867

Se observa que ambas técnicas clasifican los modelos de la
misma manera, aunque el valor de los parámetros difiere, la
diferencia no es significativa. Existe un error porcentual menor
del 0.1% para el valor de los parámetros y los errores son del
mismo orden de magnitud. Se debe mencionar que, la función
solver obtiene errores más bajos que los obtenidos con el algo-
ritmo genético, pero los parámetros obtenidos con el algoritmo
genético no presentan una gran diferencia y podŕıan ser usados
con confiabilidad.

6.4.2. Resultados para el sistema Benceno- 1-Propanol

Para el sistema Benceno- 1-Propanol los resultados al usar el
algoritmo genético son los siguientes:
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Tabla 6.4: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa
de Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Benceno-Propanol,
haciendo uso del algoritmo genético.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Margules 4 Sufijos 1.365656 0.210164 0.203346 0.004413
NRTL 1.384301 0.785644 0.671140 0.005061
Wilson 0.312500 1.572262 — 0.006277
Van Laar 1.191401 1.640625 — 0.008408
Margules 3 Sufijos 1.386690 0.202398 — 0.009866
Margules 2 Sufijos 1.404087 — — 0.028717

Los resultados obtenidos con la función Solver de Excel
son los siguientes:

Tabla 6.5: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa
de Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Benceno-Propanol
haciendo uso de la función solver de Excel.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Margules 4 Sufijos 1.366251 0.209528 0.203421 0.004412
NRTL 1.382825 0.784109 0.670015 0.005061
Wilson 0.335501 1.535406 — 0.006145
Van Laar 1.194977 1.638267 — 0.007854
Margules 3 Sufijos 1.387101 0.202258 — 0.009866
Margules 2 Sufijos 1.404087 — — 0.028717

Al igual que en el caso anterior, ambas técnicas clasifican los
modelos de la misma manera y los parámetros tienen el mismo
orden de magnitud. Sin embargo, el solver de Excel obtiene -
para algunos modelos- valores un poco más bajos de la función
objetivo que el algoritmo genético.
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6.4.3. Resultados para el sistema Etanol-Tolueno

Para el sistema Etanol-Tolueno los resultados al usar el algo-
ritmo genético son los siguientes:

Tabla 6.6: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa de
Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Etanol-Tolueno, haciendo
uso del algoritmo genético.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Margules 4 Sufijos 1.737715 0.238667 −0.323815 0.007656
Margules 3 Sufijos 1.707628 0.265621 — 0.011721
Van Laar 1.489636 1.991911 — 0.012679
NRTL 1.696408 0.332110 0.220381 0.012998
Wilson 1.359530 1.122856 — 0.017201
Margules 2 Sufijos 1.705594 — — 0.024014

Los resultados obtenidos con la función Solver de Excel
son los siguientes:

Tabla 6.7: Parámetros optimizados para los diferentes modelos de enerǵıa de
Gibbs en exceso utilizados, para el caso del sistema Etanol-Tolueno haciendo
uso de la función solver de Excel.

Modelo Parámetro 1 Parámetro 2 Parámetro 3 Error
Margules 4 Sufijos 1.738496 0.235507 −0.320286 0.007653
Margules 3 Sufijos 1.707521 0.265642 — 0.011721
Van Laar 1.489538 1.991999 — 0.012679
Wilson 1.359495 1.122922 — 0.017201
Margules 2 Sufijos 1.705594 — — 0.024014
NRTL 41.070116 0.800000 0.131180 0.179443

En este caso, la obtención de los parámetros con la función
Solver de Excel , Tablas 6.3, 6.5 y 6.7, presentó dificultades
de convergencia con los modelos de NRTL y Van Laar, haciendo
que el modelo de NRTL caiga hasta la última posición de la
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Tabla 6.7, mientras que para el algoritmo genético, Tabla 6.6,
se obtiene una diferente posición para este modelo y un mejor
valor de la función error. Esta problemática se debe en gran
medida a los estimados iniciales propuestos para la resolución del
problema; la solución es proponer unos estimados inciales más
adecuados al problema. Se debe de mencionar que el algoritmo
genético no presenta esta debilidad, dado que no requiere de
estimados iniciales.

En la literatura actual existen art́ıculos que han llevado a cabo
un trabajo similar a este, aplicado al equilibrio ĺıquido-ĺıquido.
Sin embargo, en el trabajo de [Singh et al., 2005], solamente se
hace uso de las ecuaciones de NRTL y UNIQUAC. El programa
realizado puede ser expandido para poder hacer uso del modelo
de UNIQUAC y la técnica aqúı presentada puede ser aplicada
al equilibrio ĺıquido-ĺıquido.

6.5. Segundo caso de estudio

Cuando existen datos de equilibrio ĺıquido-vapor a altas pre-
siones y el “mejor”valor de kij es requerido con el propósito de
ser usado con una ecuación de estado espećıfica, un procedimien-
to de ajuste es necesario. La estrategia básica es la misma que la
presentada en la sección 6.2. En este caso, el cálculo es un poco
más complicado.

Comenzando con el criterio básico de equilibrio visto en la
sección 4.5:

yiφ̂
v
i = χiφ̂

l
i (i = 1, 2, . . . , nc)

Como ya se mencionó, poseemos valores de P, χ y y a T con-
stante o T, χ y y a presión constante. Los coeficientes de fugaci-
dad van a ser calculados para cada componente en cada fase
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para cada dato experimental. Esto requiere que se resuelva la
ecuación de estado cúbica para cada componente en cada fase
y en cada dato. En este trabajo se hace uso de las ecuaciones
de Peng-Robinson-Stryjeck-Vera y la de Redlich-Kwong-Soave-
Mathias; para estas ecuaciones, los coeficientes de fugacidad son
funciones complejas de la composición, ecuación (4.24).

Al igual que en el caso de estudio anterior, Jack Winnick,
ofrece una serie de ejemplos [Winnick, 1997] para el ajuste de
parámetros de interacción binarios. Otro programa existente es
el de WinRegmix beta, el cual realiza el ajuste de los parámetros
haciendo uso de la rutina de DUNLSF 1 de IMSL, pero este pro-
grama todav́ıa presenta serias deficiencias en su programación
y, en ocasiones, no es posible la introducción de todos los datos
experimentales.

En este trabajo, se comparan -para algunos sistemas- los valo-
res de los parámetros binarios obtenidos con el algoritmo genético
y con el programa de WinRegmix beta y, por cuestiones de es-
pacio, solamente se usa la recombinación discreta. Es necesario
mencionar que, el algoritmo genético (en representación real) se
ejecuta variando el porcentaje de cruza de 0% a 100% con in-
crementos del 10%, esto se realiza para cada regla de mezclado
en cada conjunto de datos experimentales.

6.6. Resultados y análisis

Los resultados obtenidos de la experimentación son bastante
amplios debido a la gran cantidad de pruebas que se llevaron
acabo (un aproximado de 5280 experimentos). A continuación

1La diferencia entre la rutina de DUNLSF y la rutina de UNLSF es el uso de doble
precisión por parte de la primera.
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se muestran los resultados que surgen de aplicar la metodolǵıa
anteriormente descrita a cada uno de los conjuntos de datos.

6.6.1. Resultados para el sistema Hexano-Etanol a 45�C

Para este sistema, las matrices de parámetros binarios ha-
ciendo uso de las ecuaciones de PRSV y RKSM, y las diferentes
reglas de mezclado son las siguientes:

Regla de Mezclado de van der Waals de 1 parámetro.

kij =

[
0 0.0444
0.0444 0

]

Figura 6.1: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Hexano-
Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de van
der Waals de un parámetro.

kij =

[
0 0.0484
0.0484 0

]

Figura 6.2: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Hexano-
Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado de van
der Waals de un parámetro.

El error obtenido es de 0.7953630 para la ecuación de
PRSV y de 0.836212 para la ecuación de RKSM. Estos
valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético con
un porcentaje de cruza del 70% y 60%, con un tamaño de
población de 30 individuos y 200 generaciones.

Regla de Mezclado de van der Waals de 2 parámetros.
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En este caso se obtuvieron cuatro matrices de parámetros
que tienen el mismo valor de la función objetivo, 0.2998040 ,
para la ecuación de PRSV y para la ecuación de RKSM se
obtuvieron tres matrices con el mismo valor de la función
objetivo, 0.3370690 . Las gráficas de la función objetivo
se pueden apreciar en las figuras 6.7, 6.8, 6.12 y 6.13.Las
matrices obtenidas son las siguientes:

kij =

[
0 0.4396030
0.4396030 0

]
eij =

[
0 0.4217300
0.4217300 0

]

Figura 6.3: Primer par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.

kij =

[
0 0.4398190
0.4398190 0

]
eij =

[
0 0.4219620
0.4219620 0

]

Figura 6.4: Segundo par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.

kij =

[
0 0.4397710
0.4397710 0

]
eij =

[
0 0.4219180
0.4219180 0

]

Figura 6.5: Tercer par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.
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kij =

[
0 0.4393270
0.4393270 0

]
eij =

[
0 0.4214330
0.4214330 0

]

Figura 6.6: Cuarto par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.

Figura 6.7: Mapa de aptitud de la ecuación PRSV haciendo uso de la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros para el sistema Hexano-Etanol.
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Figura 6.8: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de PRSV haciendo uso de la regla de mezclado de van der Waals
de dos parámetros para el sistema Hexano-Etanol.

kij =

[
0 0.4285550
0.4285550 0

]
eij =

[
0 0.4061660
0.4061660 0

]

Figura 6.9: Primer par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.
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kij =

[
0 0.4289820
0.4289820 0

]
eij =

[
0 0.4066320
0.4066320 0

]

Figura 6.10: Segundo par de matrices óptimas de parámetros binarios para
el sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla
de mezclado de van der Waals de dos parámetros.

kij =

[
0 0.4288220
0.4288220 0

]
eij =

[
0 0.4064590
0.4064590 0

]

Figura 6.11: Tercer par de matrices óptimas de parámetros binarios para el
sistema Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de
mezclado de van der Waals de dos parámetros.

Figura 6.12: Mapa de aptitud de la ecuación RKSM haciendo uso de la regla
de mezclado de van der Waals de dos parámetros para el sistema Hexano-
Etanol.
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Figura 6.13: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de RKSM haciendo uso de la regla de mezclado de van der Waals
de dos parámetros para el sistema Hexano-Etanol.

Estos valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético
con porcentajes de cruza del 20%, 80%, 90% y 100%, para
la ecuación de PRSV, y de 0%, 80% y 90%, para la ecuación
de RKSM, con un tamaño de población de 30 individuos y
200 generaciones.

Regla de Mezclado de Panagiotopoulos-Reid.

kij =

[
0 −0.09251
−0.09251 0

]

Figura 6.14: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Hexano-
Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de
Panagiotopoulos-Reid.
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kij =

[
0 −0.09955
−0.09955 0

]

Figura 6.15: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Hexano-
Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado de
Panagiotopoulos-Reid.

El error obtenido es de 0.383601 para la ecuación de
PRSV y de 0.434159 para la ecuación de RKSM. Estos
valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético con
un porcentaje de cruza del 20% y 40% con un tamaño de
población de 30 individuos y 200 generaciones.

Regla de Mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz. Para este
caso, también existen regiones óptimas, en donde el valor
de los parámetros difiere pero se llega a un mismo valor de
la función obejtivo. Esto se puede apreciar en las Figuras
6.17, 6.18, 6.17 y 6.18.

kij =

[
0 −0.0846305
−0.0798469 0

]

Figura 6.16: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Hexano-
Etanol haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de
Mathias-Klotz-Prausnitz.
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Figura 6.17: Mapa de aptitud de la ecuación PRSV haciendo uso de la regla
de mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz para el sistema Hexano-Etanol.
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Figura 6.18: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de PRSV haciendo uso de la regla de mezclado de Mathias-Klotz-
Prausnitz para el sistema Hexano-Etanol.

kij =

[
0 −0.0896624
−0.0836786 0

]

Figura 6.19: Primera matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de Mathias-Klotz-Prausnitz.

kij =

[
0 −0.0896225
−0.0836413 0

]

Figura 6.20: Segunda matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Hexano-Etanol haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de Mathias-Klotz-Prausnitz.

92



Experimentación

Figura 6.21: Mapa de aptitud de la ecuación RKSM haciendo uso de la regla
de mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz para el sistema Hexano-Etanol.
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Figura 6.22: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de RKSM haciendo uso de la regla de mezclado de Mathias-Klotz-
Prausnitz para el sistema Hexano-Etanol.

El error obtenido es de 0.3273830 , para la ecuación de
PRSV, y de 0.3451900 , para la ecuación de RKSM. Este
valor se obtuvo al ejecutar el algoritmo genético con un
porcentaje de cruza del 30% para PRSV y de 60% y 70%
para RKSM, con un tamaño de población de 30 individuos
y 200 generaciones.

6.6.2. Resultados para el sistema Etanol-Tolueno

Para este sistema, las matrices de parámetros binarios ha-
ciendo uso de las ecuaciónes de PRSV y RKSM, y las diferentes
reglas de mezclado son las siguientes:

Regla de Mezclado de van der Waals de 1 parámetro.
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kij =

[
0 0.0928061
0.0928061 0

]

Figura 6.23: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Etanol-
Tolueno haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de van
der Waals de un parámetro.

kij =

[
0 0.105797
0.105797 0

]

Figura 6.24: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Etanol-
Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado de van
der Waals de un parámetro.

El error obtenido es de 0.311684 para la ecuación de
PRSV y de 0.355802 para la ecuación de RKSM. Estos
valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético con
un porcentaje de cruza del 80% y 70%, con un tamaño de
población de 30 individuos y 200 generaciones.

Regla de Mezclado de van der Waals de 2 parámetros.

En este caso se obtuvieron dos matrices de parámetros
que tienen el mismo valor de la función objetivo para la
ecuación de PRSV, 0.0585690 , y para la ecuación de
RKSM, 0.0437710 . La obtención de diferentes paráme-
tros es corroborada con la gráfica de aptitud de cada una
de las ecuaciones de estado, Figura 6.27, Figura 6.28, Figu-
ra 6.31, Figura 6.32.

Las matrices obtenidas son las siguientes:
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kij =

[
0 −0.7017780
−0.7017780 0

]
eij =

[
0 −0.9374540
−0.9374540 0

]

Figura 6.25: Primera matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado
de van der Waals de dos parámetros.

kij =

[
0 −0.7018410
−0.7018410 0

]
eij =

[
0 −0.9375250
−0.9375250 0

]

Figura 6.26: Segunda matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado
de van der Waals de dos parámetros.

Figura 6.27: Mapa de aptitud de la ecuación PRSV haciendo uso de la regla
de mezclado de van der Waals de dos parámetros para el sistema Etanol-
Tolueno.
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Figura 6.28: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de PRSV haciendo uso de la regla de mezclado de van der Waals
de dos parámetros para el sistema Etanol-Tolueno.

kij =

[
0 −0.6748920
−0.6748920 0

]
eij =

[
0 −0.9269810
−0.9269810 0

]

Figura 6.29: Primer matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de van der Waals de dos parámetros.
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kij =

[
0 −0.6755120
−0.6755120 0

]
eij =

[
0 −0.9277080
−0.9277080 0

]

Figura 6.30: Segunda matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de van der Waals de dos parámetros.

Figura 6.31: Mapa de aptitud de la ecuación RKSM haciendo uso de la regla
de mezclado de van der Waals de dos parámetros para el sistema Etanol-
Tolueno.
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Figura 6.32: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de RKSM haciendo uso de la regla de mezclado de van der Waals
de dos parámetros para el sistema Etanol-Tolueno.

Estos valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético
con porcentajes de cruza del 30% y 70% para la ecuación
de PRSV y, de 50% y 70% para la ecuación de RKSM,
con un tamaño de población de 30 individuos y 200 genera-
ciones.

Regla de Mezclado de Panagiotopoulos-Reid.
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kij =

[
0 −0.0981077
−0.0981077 0

]

Figura 6.33: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Etanol-
Tolueno haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de
Panagiotopoulos-Reid.

kij =

[
0 −0.114773
−0.114773 0

]

Figura 6.34: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Etanol-
Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado de
Panagiotopoulos-Reid.

El error obtenido es de 0.912449 para la ecuación de
PRSV y de 1.11072 para la ecuación de RKSM. Estos
valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético con
un porcentaje de cruza del 40% y 10% con un tamaño de
población de 30 individuos y 200 generaciones.

Regla de Mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz.

Para este caso se obtuvo una matriz de parámetros que
tiene el valor de 0.1896090 , para la ecuación de PRSV, y
para la ecuación de RKSM se obtuvieron tres matrices con
el mismo valor de la función objetivo, 0.2264020 . Las
matrices obtenidas son las siguientes:
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kij =

[
0 0.0134111
−0.0238171 0

]

Figura 6.35: Matriz óptima de parámetros binarios para el sistema Etanol-
Tolueno haciendo uso de la ecuación de PRSV y la regla de mezclado de
Mathias-Klotz-Prausnitz.

Figura 6.36: Mapa de aptitud de la ecuación PRSV haciendo uso de la regla
de mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz para el sistema Etanol-Tolueno.

101



6.6 Resultados y análisis

Figura 6.37: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de PRSV haciendo uso de la regla de mezclado de Mathias-Klotz-
Prausnitz para el sistema Etanol-Tolueno.

kij =

[
0 0.0081076
−0.0325875 0

]

Figura 6.38: Primer matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de Mathias-Klotz-Prausnitz.

kij =

[
0 0.0080152
−0.0326660 0

]

Figura 6.39: Segunda matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de Mathias-Klotz-Prausnitz.
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kij =

[
0 0.0079987
−0.0326795 0

]

Figura 6.40: Tercera matriz óptima de parámetros binarios para el sistema
Etanol-Tolueno haciendo uso de la ecuación de RKSM y la regla de mezclado
de Mathias-Klotz-Prausnitz.

Figura 6.41: Mapa de aptitud de la ecuación RKSM haciendo uso de la regla
de mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz para el sistema Etanol-Tolueno.
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Figura 6.42: Acercamiento a los valores óptimos del mapa de aptitud de la
ecuación de RKSM haciendo uso de la regla de mezclado de Mathias-Klotz-
Prausnitz para el sistema Etanol-Tolueno.

Estos valores se obtuvieron al ejecutar el algoritmo genético
con un porcentaje de cruza del 30% para PRSV y de 40%,
70% y 80% para RKSM, con un tamaño de población de
30 individuos y 200 generaciones.

Para estos casos de estudio, la ecuación de estado de
PRSV presenta un mejor desempeño que la ecuación de
RKSM. Esto se observa en el valor de los errores finales
obtenidos en la función objetivo; para estos valores, llegan
a existir diferencias porcentuales entre los errores de hasta
un 13%. Sin embargo, se debe de mencionar que el signo
de los parámetros es el mismo para ambas ecuaciones de
estado.
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Por otra parte, se presentan resultados en donde el va-
lor de la función objetivo es el mismo, pero el valor de los
parámetros difiere. Esta caracteŕıstica se debe a la existen-
cia de regiones óptimas en la función objetivo, esto es un
indicio de que no existe una sola pareja de parámetros que
minimice la función objetivo.

6.6.3. Comparación con el programa de WinRegmix
beta

Para el sistema Hexano-Etanol (a 35�C) se realizó la com-
paración de los parámetros obtenidos con el algoritmo genético
y el programa WinRegmix beta haciendo uso de la regla de
mezclado de van der Waals de un parámetro y la ecuación de
PRSV. Se seleccionó este sistema, debido a que fue el único que
no presentó errores para la ejecución en el programa WinReg-
mix beta. Sin embargo, para poder ejecutar el experimento fue
necesario eliminar el primer y último dato experimental del sis-
tema.

Los resultados obtenidos con ambos programas son los si-
guientes:

Tabla 6.8: Comparación de parámetros binarios óptimos entre el algoritmo
genético y el programa WinRegMix.

AG Real WinRegMix

4.851E − 002 4.851987295216340E − 002

Como se observa, la diferencia entre los dos resultados es muy
poca (existe una diferencia porcentual del 0.0203%) y por lo tan-
to el AG en representacón real, obtiene resultados comparables
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con el programa de WinRegmix beta. Pero como ya se ha men-
cionado, el programa de WinRegMix presenta serias deficiencias
(la introducción de los datos es una de estas) y no es el mejor
parámetro de comparación que se podŕıa tener.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo se llevó acabo el uso de técnicas que funcio-
nan de una manera distinta, pero con un mismo objetivo, la op-
timización. La principal aportación de este trabajo es el análisis
de la técnica de los algoritmos genéticos y su aplicación a pro-
blemas en la rama de la Ingenieŕıa Qúımica, dando pie a trabajos
futuros en este tema y al uso de nuevas técnicas heuŕısticas de
optimización global.

En general, el algoritmo genético muestra gran versatilidad y
confiabilidad en los problemas propuestos, debido a que el AG no
requiere del uso de estimados iniciales. Estos son fundamentales
para que la función solver de Excel pueda llegar a la solución
óptima del problema. En la sección 6.4 se observa un ejemplo en
donde los modelos de NRTL y Van Laar muestran problemas de
convergencia debido a los estimados iniciales, los cuales, no son
los indicados para que la función solver pueda llegar al óptimo.

Al no requerir estimados iniciales, el algoritmo genético pudo
ejecutarse con confiabilidad para el segundo caso de estudio, en
donde apesar de no tener un criterio de inicialización, el algo-
ritmo genético obtiene resultados totalmente comparables con
el programa de WinRegmix beta y, por lo tanto, se puede con-
fiar en que el algoritmo genético brindará una solución exacta
o aproximada de nuestro sistema. Esto se puede observar en la



sección 6.5.

Se debe de mencionar que existe una gran probabilidad de que
al optimizar parámetros binarios con el programa deWinRegmix
beta y el algoritmo genético propuesto, exista diferencia entre los
parámetros. Esto es debido, en gran parte, a que el programa
de WinRegmix beta esta basado en código realizado para el pro-
grama de EQFASES. El programa de EQFASES tiene una
diferencia bastante significativa en el algoritmo de presión de
burbuja visto en la sección 4.5. Esta diferencia radica en el valor
devuelto por la rutina, al no poder converger para un problema
espećıfico o al obtener valores de presión negativos.
El programa realizado devuelve un valor de presión muy cercano
a cero y de esta forma el algoritmo genético penaliza a estos va-
lores en la función objetivo, (6.7), buscando el valor (o conjunto
de valores) que minimizen la función sin haber obtenido un valor
erróneo en el algoritmo de presión de burbuja. Mientras que la
rutina de EQFASES devuelve un valor definido de la presión
(0.35 bar en muchos casos), con lo cual, apesar de que el algo-
ritmo no haya convergido devuelve este valor.
El error se incrementa, cuando el valor experimental buscado
es cercano a este valor devuelto y, entonces, la técnica de op-
timización tomará este valor como un valor válido que aproxi-
ma de buena forma el valor experimental, dándonos resultados
erróneos.

En este trabajo se puede observar que el algoritmo genético
presenta las siguientes ventajas frente algunos métodos numéri-
cos tradicionales:

No requiere de estimados iniciales.

Buscan desde una gran cantidad de puntos, no desde un solo
punto. Se usaron poblaciones de 5, 30, 100 y 1000 individuos
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para los diferentes ejemplos y experimentaciones.

Usan la información que proporciona la función objetivo,
no usan otro tipo de conocimiento que pueda provenir de
la función objetivo. No se requirió el uso de la derivada de
la función.

Muchas técnicas de búsqueda requieren de mucha infor-
mación auxiliar para poder trabajar apropiadamente, los
algoritmos genéticos no tienen la necesidad de toda la in-
formación que requieren otros métodos.

Se pueden tener diferentes rangos para cada una de las
variables, evitando los problemas de que un salto pequeño
en una variable sea un salto muy grande para otra. En el
ejemplo de la sección 5.12, se usan ĺımites diferentes para
cada una de las variables.

Puede formar h́ıbridos, esto es, apoyar a los métodos númeri-
cos cuando estos tengan problemas con sus estimados ini-
ciales.

En algunos casos (paticularmente en las reglas de mezclado de
Mathias-Klotz-Prausnitz y van der Waals de dos parámetros) se
encuentran regiones óptimas, la demostración de esto se puede
apreciar en las gráficas de la sección 6.6. En estos casos, el al-
goritmo genético obtiene varias de estas soluciones en diferentes
corridas; haciendo del algoritmo genético una herramienta que
no solo puede brindar una solución óptima al problema, si no
también puede brindarnos el conjunto de soluciones que opti-
mizan al problema.

Sin embargo, el algoritmo genético requiere de un gran cos-
to computacional (en comparación con los métodos numéricos).
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Para mejorar esta situación, se cambió la representación del algo-
ritmo genético pasando de una representación de cadenas bina-
rias a una de números de punto flotante. Aunado a esto, si sola-
mente para el cálculo de la función objetivo se requiere de gran
tiempo de ejecución (segundo caso de estudio 6.5), al realizar
la evaluación con cada uno de los individuos generados aleato-
riamente el tiempo de ejecución crecerá de forma dramática. No
obstante, se pueden realizar pruebas pequeñas para poder obte-
ner una aproximación a la solución del problema.

En general se recomienda el uso del algoritmo genético cuando
no existe un método determińıstico que lleve a la solución de
un problema propuesto o cuando el método conocido requiere
de un costo computacional alto. Por otra parte, se debe de te-
ner cuidado de no abusar de esta técnica, dado que en muchas
ocasiones, el algoritmo genético puede resolver problemas muy
sencillos (por ejemplo, el problema flash de la sección 5.101), sin
embargo, el uso de este algoritmo para este tipo de problemas
sencillos, es considerado excesivo.

Trabajo futuro

El algoritmo genético en sus diferentes representaciones y ver-
siones, puede ser aplicado a otros problemas del área de la Inge-
nieŕıa Qúımica. No obstante, existen una diversidad de técnicas
como: swarm intelligence, programación genética y las
estrategias evolutivas que son totalmente aplicables a esta
área.

Dentro de las principales actividades que se pueden desarrollar
con estas técnica están las siguientes:

1Se debe reiterar que este problema solo se tomó con fines ilustrativos.
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1. Desarrollo de modelos haciendo uso de la técnica de pro-
gramación genética. [Koza, 1992]

2. Aplicación de algoritmos genéticos en problemas que in-
volucren múltiples criterios de optimización. [Coello et al., 2002,
Tan et al., 2005]

3. Uso de swarm intelligence como técnica de optimización
global [Kennedy et al., 2001].
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Apéndice A

Datos Experimentales

Los datos experimentales de los sistemas utilizados son mostra-
dos a continuación, estos datos experimentales pertenecen a la
colección DECHEMA [Gmehling and Onken, 1986, Gmehling et al., 1988a,
Gmehling et al., 1988b].

A.1. Sistema Benceno-1-Propanol

Figura A.1: Datos experimentales para el sistema Beceno-1-Propanol a
760mmHg.



Datos Experimentales

Figura A.2: Continuación de los datos de la Figura A.1.

A.2. Sistema Etanol-Tolueno

Figura A.3: Datos experimentales para el sistema Etanol-Tolueno a 70�C.
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A.2 Sistema Etanol-Tolueno

Figura A.4: Datos experimentales para el sistema Etanol-Tolueno a 45�C.
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A.3. Sistemas Hexano-Etanol

Figura A.5: Datos experimentales para el sistema Hexano-Etanol a 45�C.

Figura A.6: Continuación de los datos de la Figura A.5.
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A.4 Propiedades de los compuestos

Figura A.7: Datos experimentales para el sistema Hexano-Etanol a 35�C.

A.4. Propiedades de los compuestos

Las propiedades para cada uno de los compuestos de los sis-
temas estudiados, fueron obtenidos del programa EQFASES ver-
sión 2.02. Estos datos son los siguientes:

Etanol

Cpa = 17.6739 Cpb = 0.149389
Cpc = 8.93977E − 05 Cpd = −1.97196E − 07
Cpe = 8.30942E − 11 Cpf = 0.0
Tc = 513.92K Pc = 60.676bar
w = 0.64439 q(RKSM) = 0.0
q(PRSV ) = 0.03374 ΔH = −234582J
ΔG = −168120J υ = 0.05862cm3

mol
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Tolueno

Cpa = 33.0897 Cpb = 0.0478694
Cpc = 0.00106456 Cpd = −1.71367E − 06
Cpe = 1.06745E − 09 Cpf = −2.39844E − 13
Tc = 591.79K Pc = 40.55bar
w = 0.263 q(RKSM) = 0.0
q(PRSV ) = 0.0 ΔH = 49951J

ΔG = 121889J υ = 0.106652cm3

mol

Hexano

Cpa = 33.3639 Cpb = 0.432505
Cpc = −0.000508372 Cpd = 1.52553E − 06
Cpe = −1.96903E − 09 Cpf = 8.17441E − 13
Tc = 507.3K Pc = 29.7297bar
w = 0.30075 q(RKSM) = 0.0
q(PRSV ) = −0.05104 ΔH = −166780J
ΔG = −250.8J υ = 0.131362cm3

mol

1-Propanol

Cpa = 30.0475 Cpb = 0.146463
Cpc = 0.000257551 Cpd = −4.0345E − 07
Cpe = 1.61444E − 10 Cpf = 0.0
Tc = 536.7K Pc = 51.02bar
w = 0.6279 q(RKSM) = 0.0
q(PRSV ) = 0.0 ΔH = −256150J
ΔG = −161641J υ = 0.07535630cm3

mol
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A.4 Propiedades de los compuestos

Benceno

Cpa = 33.0705 Cpb = −0.0452443
Cpc = 0.0011505 Cpd = −1.79468E − 06
Cpe = 1.11756E − 09 Cpf = −2.52054E − 13
Tc = 562.16K Pc = 48.34bar
w = 0.209 q(RKSM) = 0.0
q(PRSV ) = −0.069758 ΔH = 82847.6J

ΔG = 129538J υ = 0.08933320cm3

mol
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Apéndice B

Gráficas de resultados primer
caso de estudio

Los resultados para el primer caso de estudio, sección 6.2, son
los siguientes:

Figura B.1: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de Margules de 2 Sufijos.



Figura B.2: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.3: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Gráficas de resultados primer caso de estudio

Figura B.4: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de Van Laar.

Figura B.5: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de Wilson.
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Figura B.6: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Benceno-
Propanol, haciendo uso del modelo de NRTL.

Figura B.7: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de Margules de 2 Sufijos.
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Gráficas de resultados primer caso de estudio

Figura B.8: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.9: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Figura B.10: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de Van Laar.

Figura B.11: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de Wilson.
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Figura B.12: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Hexano-
Etanol, haciendo uso del modelo de NRTL.

Figura B.13: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de Margules de 2 Sufijos.
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Figura B.14: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.15: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Figura B.16: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de Van Laar.

Figura B.17: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de Wilson.
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Figura B.18: Convergencia del Algoritmo Genético para el sistema Etanol-
Tolueno, haciendo uso del modelo de NRTL.

Figura B.19: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de Margules de 2 Sufijos.
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Gráficas de resultados primer caso de estudio

Figura B.20: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.21: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Figura B.22: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de Van Laar.

Figura B.23: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de Wilson.
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Figura B.24: Diagrama T vs y para el sistema Benceno-Propanol, haciendo
uso del modelo de NRTL.

Figura B.25: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de Margules de 2 Sufijos.
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Figura B.26: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.27: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Figura B.28: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de Van Laar.

Figura B.29: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de Wilson.
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Figura B.30: Diagrama P vs χ para el sistema Hexano-Etanol, haciendo uso
del modelo de NRTL.

Figura B.31: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de Margules de 2 Sufijos.
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Gráficas de resultados primer caso de estudio

Figura B.32: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de Margules de 3 Sufijos.

Figura B.33: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de Margules de 4 Sufijos.
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Figura B.34: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de Van Laar.

Figura B.35: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de Wilson.
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Gráficas de resultados primer caso de estudio

Figura B.36: Diagrama P vs χ para el sistema Etanol-Tolueno, haciendo uso
del modelo de NRTL.
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Apéndice C

Estructuras Fundamentales de
Datos

C.1. Introducción

La importancia de las computadoras radica fundamentalmente
en su capacidad para procesar información. Esta caracteŕıstica
les permite realizar actividades que antes sólo las realizaban los
humanos [Cairó and Guardati, 2006].
Con el propósito de que la información sea procesada, se re-
quiere que ésta se almacene en la memoria de la computadora.
De acuerdo con la forma en que los datos se organizan, se clasi-
fican en:

Tipos de datos simples.

Tipos de datos estructurados.

La principal caracteŕıstica de los tipos de datos simples con-
siste en que ocupan sólo una casilla de memoria; por tanto, una
variable simple hace referencia a un único valor a la vez. En este
grupo de datos se encuentran: números enteros y reales, carac-
teres, booleanos, enumerados y subrangos. Cabe señalar que los
dos últimos no existen en algunos lenguajes de programación.

Por otra parte, los tipos de datos estructurados se caracteri-
zan por el hecho de que con un nombre - identificador de varia-
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ble estructurada - se hace referencia a un grupo de casillas de
memoria. Es decir, un tipo de dato estructurado tiene varios
componentes. Cada uno de éstos puede ser un tipo de dato sim-
ple o estructurado. Sin embargo, los componentes básicos, los
del nivel más bajo, de cualquier tipo de datos estructurados son
siempre tipos de datos simples [Cairó and Guardati, 2006].

El estudio de las estructuras de datos constituye una de las
principales actividades para llegar al desarrollo de grandes sis-
temas de software. En este caṕıtulo se tratarán las estructuras
de datos básicos que son útiles para la mayoŕıa de los lenguajes
de programación. Éstas son: arreglos y registros.

C.2. Arreglos

Con frecuencia se presenta en la práctica problemas cuya
solución no resulta fácil - a veces es imposible - si se utilizan
tipos de datos simples [Cairó and Guardati, 2006].

Un arreglo unidimensional se define como una colección finita,
homogénea y ordenada de elementos.

Finita: todo arreglo tiene un ĺımite, es decir, se debe de-
terminar cuál será el número máximo de elementos que for-
marán parte del arreglo.

Homogénea: todos los elementos de un arreglo son del
mismo tipo. Es decir, todos enteros, todos booleanos, etcétera,
pero nunca una combinación de distintos tipos.

Ordenada: se puede determinar cuál es el primero, el se-
gundo, el tercero, ... y el enésimo elemento.
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Si un arreglo tiene la caracteŕıstica de que puede almacenar a
N elementos del mismo tipo, entonces deberá permitir la recu-
peración de cada uno de ellos. Como consecuencia, se distinguen
dos partes fundamentales en los areglos:

Los componentes.

Los ı́ndices.

Los primeros hacen referencia a los elementos que forman el
arreglo; es decir, a los valores que se almacenan en cada una
de sus casillas. Los ı́ndices también permiten hacer referencia a
los componentes del arreglo en forma individual; es decir, dis-
tinguirán entre sus elementos. Por tanto, para hacer referencia
a un elemento de un arreglo se debe utilizar:

El nombre del arreglo.

El ı́ndice del elemento.

C.2.1. Operaciones con arreglos unidimensionales

Como ya se mencionó, los arreglos se utilizan para almace-
nar datos. Por tanto, resulta necesario leer, escribir, asignar o
simplemente modificar datos en un arreglo. Asimismo, al con-
siderar que es una estructura, a una colección de elementos se
debe incorporar nuevos elementos, aśı como eliminar algunos de
los ya almacenados. Las operaciones válidas en arreglos son las
siguientes:

Lectura/Escritura.

Asignación.

Actualización: inserción, eliminación y modificación.

Ordenación.
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Búsqueda.

Como los arreglos son tipos de datos estructurados, muchas de
estas operaciones no se pueden llevar acabo de manera global;
es decir, tratando al arreglo como un todo, sino que se debe de
trabajar sobre cada componente.

No es el objetivo de este trabajo analizar más a fondo cada
una de estas operaciones. Sin embargo, la mención de cada uno
de estos términos es necesaria para que el lector comprenda los
conceptos que se involucrarán en caṕıtulos posteriores.

C.3. Arreglos bidimensionales

Un arreglo bidimensional es una colección homogénea, fini-
ta y ordenada de datos, en la que se hace referencia a cada
componente del arreglo por medio de los ı́ndices. El primero
se utiliza para indicar el renglón, y el segundo para señalar la
columna.Un arreglo bidimensional, también puede verse como
un arreglo de arreglos.

Un arreglo A de (M ×N) tiene M renglones y N columnas.
Un elemento del arreglo A estará localizado en el renglon i y
en la columna j esto es :A[i, j]. Internamente en la memoria se
reservan M × N posiciones consecutivas para almacenar todos
los elementos del arreglo [Cairó and Guardati, 2006].
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C.3.1. Operaciones con arreglos bidimensionales

Las operaciones que se pueden realizar con arreglos bidimen-
sionales son:

Lectura/Escritura.

Asignación.

Actualización: inserción,eliminación y modificación.

Ordenación.

Búsqueda.

Los arreglos bidimensionales se consideran una generalización
de los unidimensionales, por lo que tampoco se profundizará en
el análisis de las operaciones de este tipo de arreglos.

C.4. Registros

En la práctica, a veces se necesitan estructuras que permitan
almacenar datos de distintos tipos que sean manipulados como
un único dato. Para ilustrar este problema se incluye el siguiente
ejemplo.

En la Ingenieŕıa Qúımica se utilizan muchos compuestos, los
cuales (dependiendo del tipo de cálculo a realizar) pueden o no
incluir la siguiente información:

Nombre del compuesto (cadena de caracteres)

Fórmula qúımica del compuesto (cadena de caracteres)

Volumen molar del compuesto (double)

Temperatura cŕıtica (double)
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Preśıon cŕıtica (double)

Fugacidad (double)

Coeficiente de fugacidad (double)

Entalṕıa de referencia (double)

Si se quisiera almacenar estos datos no seŕıa posible usar un
arreglo, ya que sus componentes deben ser todos del mismo tipo.
La estructura que puede guardar esta información de manera
efectiva se conoce como registro o estructura.

Un registro se define como una colección finita y heterogénea
de elementos. También representa un tipo de dato estructurado,
en el que cada uno de sus componentes se denomina campo.
Los campos de un registro pueden ser todos de diferentes tipos
de datos. Por tanto, también podrán ser registros o arreglos.
Cada campo se identifica con un nombre único, el identificador
de campo. Otra diferencia importante con los arreglos es que no
es necesario establecer un orden entre los campos.

C.4.1. Diferencias entre registros y arreglos

Las dos diferencias primordiales que existen entre registros y
arreglos son mencionadas por [Cairó and Guardati, 2006]:

Un arreglo puede almacenar N elementos del mismo tipo
-estructura de datos homogénea-, mientras que un registro
puede almacenar N elementos de diferentes tipos de datos
-estructura de datos heterogénea-.

A los componentes de un arreglo se tiene acceso por medio
de ı́ndices que indican la posición del elemento correspon-
diente en el arreglo, mientras que a los componentes de un
registro, los campos, se tiene acceso por medio de su nom-
bre, que es único.
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C.4.2. Combinaciones entre arreglos y registros

Los registros tienen varios campos. Cada uno de ellos puede
ser de cualquier tipo de datos, simples o estructurados. Sin em-
bargo, los componentes del nivel más bajo de un tipo estruc-
turado siempre deben ser tipos simples de datos.

De acuerdo con esta condición, se infiere que un campo de un
registro puede ser otro registro o bien un arreglo. Por otra parte,
los componentes de un arreglo también pueden ser registros.
Estos casos enunciados, además, se pueden presentar en forma
anidada [Cairó and Guardati, 2006].
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Apéndice D

Arreglos multidimensionales
representados en arreglos

unidimensionales

D.1. Introducción

Actualmente la mayoŕıa de los lenguajes de programación de
alto nivel proporcionan al usuario medios eficaces para alma-
cenar y recuperar elementos de arreglos bidimensionales, tridi-
mensionales e incluso de más de tres dimensiones . El usuario del
lenguaje no debe preocuparse por detalles espećıficos de alma-
cenamiento ni por el manejo f́ısico del dato. Su atención se debe
concentrar solamente en el tratamiento lógico de este último; es
decir, en encontrar una estructura de datos que permita resolver
ciertos problemas de manera óptima [Cairó and Guardati, 2006].

Por otra parte, las computadoras no pueden almacenar di-
rectamente un arreglo multidimensional. Su representación en
memoria debe de ser lineal -a cada elemento le sigue un único
elemento-, mediante un bloque de posiciones sucesivas.



D.2 Arreglos bidimensionales

D.2. Arreglos bidimensionales

Los lenguajes de programación pueden representar un arre-
glo bidimensional A, de m × n elementos, mediante un bloque
de m× n posiciones sucesivas. La distribución de los elementos
se puede realizar de dos formas diferentes: renglón a renglón,
llamada también ordenación por renglones, que utilizan la
mayoŕıa de los lenguajes de programación, por ejemplo, BASIC,
COBOL, PASCAL, C, etcétera, o bien columna a columna, lla-
mada también ordenación por columnas, que utiliza FOR-
TRAN [Cairó and Guardati, 2006].

Sea el arreglo bidimensional A de 2 × 3 elementos, como se
muestra en la Figura D.1. Su representación en un arreglo uni-
dimensional ordenado por renglones se observa en la Figura D.2,
mientras que el correspondiente a un arreglo unidimensional or-
denado por columnas se observa en la Figura D.3.

Figura D.1: Arreglo bidimensional.

Figura D.2: Ordenación por renglones.

Figura D.3: Ordenación por columnas.
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Una vez almacenados los valores de manera lineal se requiere
una fórmula que proporcione la posición en el arreglo unidimen-
sional que le corresponde a cada elemento del arreglo bidimen-
sional original.

Sean entonces m el número de renglones y n el número de
columnas de un arreglo bidimensional. Por otra parte, i y j

indican el renglón y columna, respectivamente, de la posición
del elemento que se requiere ubicar [Cairó and Guardati, 2006].
La fórmula para localizar un elemento determinado en un arreglo
unidimensional ordenado por renglones es la siguiente:

LOC (A [i, j]) = POSINI + n (i− 1) + (j − 1) (D.1)

Donde POSINI, representa la posición del arreglo unidimen-
sional a partir de la cual se encuentra almacenado el arreglo
bidimensional. En general, para llegar a cualquier renglón i se
deben contabilizar los elementos correspondientes a (i− 1) ren-
glones completos. Este resultado se obtiene mediante n(i − 1),
segundo término de la fórmula (D.1). Cuando se llega al renglón
correspondiente se deben contabilizar los (j−1) elementos nece-
sarios para llegar a la columna j. La suma de los tres términos
proporcionan la localización del elemento i, j correspondiente,
en un arreglo unidimensional ordenado por renglones.

Aśı, por ejemplo, si deseamos localizar el elemento A[2, 1] del
arreglo de la Figura D.1 realizamos lo siguiente:

LOC (A [2, 1]) = 1 + 3(2− 1) + (1− 1) = 4
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D.3. Matriz triangular inferior

Supongamos que se desea almacenar en un arreglo unidimen-
sional B la matriz triangular inferior de la Figura D.4

⎡

⎢
⎢
⎣

4 0 0 0
3 −6 0 0
1 0 8 0
2 4 7 5

⎤

⎥
⎥
⎦

Figura D.4: Matriz triangular inferior

Es fácil observar que el arreglo B tendrá:

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n

elementos, que por inducción es igual a:

n(n+ 1)

2

Asumiendo que los elementos de la matriz triangular inferior
fueron almacenado en un arreglo unidimensional, se requiere en-
contrar una fórmula que permita localizar a cada uno de estos
elementos. En primer lugar, se debe considerar a POSINI, que
indica la posición a partir de la cual se encuentra almacenado el
arreglo.

En general, para llegar a cualquier renglón i se deben contabi-
lizar los elementos correspondientes a (i− 1) renglones. Se debe
tener encuenta entonces:

1 + 2 + ...+ (i− 1)

elementos, lo que es igual a:

i(i− 1)

2
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Una vez que se tiene el renglón i deseado, se deben contabi-
lizar los (j − 1) elementos necesarios para llegar a la columna
j. La suma de estos tres elementos determina la localización del
elemento i, j de la matriz triangular inferior, en un arreglo uni-
dimensional. La fórmula es la siguiente:

LOC (A [i, j]) = POSINI +
i(i− 1)

2
+ (j − 1) (D.2)

D.4. Representación para los parámetros de

interacción binaria

En esta sección se propone una representación de los paráme-
tros de interacción binaria para su uso con el algoritmo genético
y con la rutina de cálculo de propiedades. Estos parámetros se
deben a la interacción que se manifiesta entre pares de molécu-
las y se determinan a partir de información experimental, y de
manera análoga al parámetro de Mathias, se obtiene mediante
un procedimiento de optimización [Barragán, 1995].

Para una mezcla binaria, los parámetros tienen la siguiente
forma: [

k11 k12

k21 k22

]

En donde, dependiendo de la regla de mezclado adoptan ciertas
restricciones.

La regla de mezclado de van der Waals de un parámetro tiene
restricciones que aplican sobre estos parámetros, estas son: el
valor de kij es igual al valor de kji y los valores de kii, kjj son
iguales a 0.
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Al aplicar la restricción de kii = kjj = 0, obtenemos la si-
guiente matriz de parámetros:

[
0 k12

k21 0

]

Aplicando la restriccón kij = kji obtenemos la siguiente matriz:

[
0 k21

k21 0

]
(D.3)

La matriz (D.3) es una variante de una matriz triangular infe-
rior; sus elementos de la diagonal principal son cero. Al realizar
una formulación semejante a la de la sección D.3 se llega a la
siguiente expresión:

LOC (A [i, j]) = POSINI +
(i− 2)(i− 1)

2
+ (j − 1) (D.4)

Esta expresión, permite representar a la matriz de parámetros
binarios como arreglos bidimensionales dando mayor velocidad
al programa.
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Apéndice E

Métodos numéricos

E.1. Introducción

Para resolver la ecuación (E.1), es necesario encontrar las
“ráıces”de la ecuación (E.1), que representan los valores de x
que la hacen igual a cero. Por lo tanto, se define la ráız de una
ecuación como el valor de x que hace f (x) = 0. Debido a esto,
algunas veces a las ráıces se les conoce como ceros de la ecuación.

f (x) = ax2 + bx+ c = 0 (E.1)

Aunque la fórmula cuadrática es útil para resolver la ecuación
(E.1), existen muchas funciones donde las ráıces no se pueden
determinar tan fácilmente. En estos casos, los métodos numéri-
cos proporcionan medios eficientes para obtener la respuesta.

E.2. Antecedentes matemáticos

Por definición, una función dada por y = f (x) es algebraica
si se expresa de la forma:

fny
n + fn−1y

n−1 + ...+ f1y + f0 = 0 (E.2)

donde fi es un polinomio de i−ésimo orden en x. Los polinomios
son un tipo de funciones algebraicas que generalemente se re-
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presentan como:

fn (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n (E.3)

donde n es el orden del polinomio y las a son constantes. Algunos
ejemplos espećıficos son:

f2 (x) = 1− 2.37x+ 7.5x2 (E.4)

y

f6 (x) = 5x2 − x3 + 7x6 (E.5)

Las funciones trascendentes son funciones que no son algebraicas.
Comprenden las funciones trigonométricas, las funciones expo-
nenciales, las funciones logaŕıtmicas y otras menos familiares.
Algunos ejemplos son:

f (x) = lnx2 − 1 (E.6)

y

f (x) = e−0.2x sin (3x− 0.5) (E.7)

Las ráıces de las ecuaciones pueden ser reales o complejas. Exis-
ten algunos casos en que las ráıces complejas de funciones no
polinomiales son de interés, esta situación es menos común en
polinomios. En consecuencia, los métodos numéricos estándar
para encontrar ráıces se encuentran en dos áreas de problemas
relacionados, pero fundamentalmente distintos:

1. La determinación de ráıces reales de ecuaciones algebraicas
y trascendentes. Dichas técnicas se diseñaron para determi-
nar el valor de una sola ráız real basándose en un conocimien-
to previo de su posición aproximada.

2. La determinación de todas las ráıces reales y complejas de
polinomios. Estos métodos están diseãdos especialmente
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para polinomios; determinan sistemáticamente todas las
ráıces del polinomio en lugar de sólo una ráız real dada
una posición aproximada.

E.3. Métodos cerrados

En los métodos cerrados, o de intervalos, se aprovecha el he-
cho de que una función cambia de signo en la vecindad de una
ráız. Como su nombre lo indica, se deben de proponer dos esti-
mados inciales que deben de “encerrar”, o estar a ambos lados
de la ráız [Chapra and Canale, 2002].

E.3.1. Método de bisección

En general, si f (x) es real y continúa en el intervalo que va
desde xlower hasta xupper y f (xlower) y f (xupper) tienen signos
opuestos, es decir:

f (xlower) f (xupper) < 0 (E.8)

entonces hay al menos una ráız real entre xlower y xupper.

Los métodos de búsqueda incremental aprovechan esta carac-
teŕıstica localizando un intervalo en el que la función cambie de
signo. Entonces, la localización del cambio de signo (y, en con-
secuencia, de la ráız) se logra con más exactitud al dividir el
intervalo en varios subintervalos. Se investiga cada uno de estos
subintervalos para encontrar el cambio de signo. El proceso se
repite y la aproximación a la ráız mejora cada vez más en la
medida que los subintervalos se dividen en intervalos cada vez
más pequeños [Chapra and Canale, 2002].

El método de bisección, conocido también como de corte bi-
nario, de partición de intervalos o de Bolzano, es un tipo de
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búsqueda incremental en el que el intervalo se divide siempre a la
mitad. Si la función cambia de signo sobre un intervalo, se evalúa
el valor de la función en el punto medio. La posición de la ráız se
determina situándola en el punto medio del subintervalo, dentro
del cual ocurre el cambio de signo. El proceso se repite hasta
obtener una mejor aproximación [Chapra and Canale, 2002].

E.3.2. Método de la falsa posición

Aun cuando la bisección es una técnica perfectamente válida
para determinar ráıces, su método de aproximación por “fuerza
bruta” es relativamente ineficiente. La falsa posición es una al-
ternativa basada en una visualización gráfica.

Un inconveniente del método de bisección es que al dividir
el intervalo de xlower a xupper en mitades iguales, no se toman
en consideración las magnitudes de f (xlower) y f (xupper). Por
ejemplo, si f (xlower) está mucho más cerca a cero que f (xupper),
es lógico que la ráız se encuentre más cerca de xlower que de
xupper (figura E.1). Un método alternativo que aprovecha esta
visualización gráfica consiste en unir f (xlower) y f (xupper) con
una ĺınea recta. La intersección de esta ĺınea con el eje de las x
representa una mejor aproximación de la ráız. El hecho de que
se reemplace la curva por una ĺınea recta da una “falsa posición”
de la ráız; de aqúı el nombre de método de la falsa posición, o
en lat́ın, regula falsi. También se le conoce como método de
interpolacion lineal.
Usando triángulos semejantes (figura E.1), la intersección de la
ĺınea recta con el eje de las x se estima mediante

f (xlower)

xroot − xlower
=

f (xupper)

xroot − xupper
(E.9)

154



Métodos numéricos

Figura E.1: Representación gráfica del método de la falsa posición. Con los
triángulos semejantes sombreados se obtiene la fórmula para el método.

en el cual se despeja xroot dando la siguiente ecuación

xroot = xupper − f (xupper) (xlower − xupper)

f (xlower)− f (xupper)
(E.10)

Esta es la fórmula de la falsa posición. El valor de xroot calcu-
lado con la ecuación (E.10) reemplazará, después, a cualquiera
de los dos valores iniciales, xlower o xupper y da un valor de la
función con el mismo signo de f (xroot). De esta manera, los
valores xlower y xupper siempre encierran la verdadera ráız. El
proceso se repite hasta que la aproximación a la ráız sea ade-
cuada [Chapra and Canale, 2002].

E.4. Métodos abiertos

Los métodos abiertos se basan en fórmulas que requieren
únicamente de un solo valor de inicio x o que empiezen con
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un par de ellos, pero no necesariamente encierran la ráız. Éstos,
algunas veces divergen o se alejan de la ráız verdadera a medida
que se avanza en el cálculo. Sin embargo, cuando los métodos
abiertos convergen, en general lo hacen mucho más rápido que
los métodos cerrados [Chapra and Canale, 2002].

E.4.1. Iteración simple de punto fijo

Los métodos abiertos emplean una fórmula para predecir la
ráız. Esta fórmula puede desarrollarse como una iteración simple
de punto fijo (también llamada iteración de un punto o sustitu-
ción sucesiva o método de punto fijo) [Chapra and Canale, 2002],
al reordenar la ecuación f (x) = 0 de tal modo que x esté del
lado izquierdo de la ecuación:

x = g(x) (E.11)

Esta transformación se realiza mediante operaciones algebraicas
o simplemente sumando x a cada lado de la ecuación original.
Por ejemplo,

x2 − 2x+ 3 = 0

la cual se reordena para obtener

x =
x2 + 3

2
mientras que senx = 0 puede transformarse en la forma de la
ecuación (E.11) sumando x a ambos lados para obtener

x = senx+ x

La utilidad de la ecuación (E.11) es que proporciona una fórmula
para predecir un nuevo valor de x en función del valor anterior
de x. De esta manera, dado un valor inicial para la ráız xi, la
ecuación (E.11) se utiliza para obtener una nueva aproximación
xi+1, expresada por la fórmula iterativa

xi+1 = g(xi) (E.12)
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E.4.2. Método de Wegstein

Recordando la fórmula para las sustituciones sucesivas:

xk+1 = g
(
xk
)

La rapidez con la que converge la ecuación (E.12), depende del
gradiente de g (x). Para gradientes cercanos a la unidad, se es-
pera una convergencia muy lenta. Como se muestra en la figura
E.2, usando dos valores de g (x), se puede predecir un tercer va-
lor haciendo uso de una extrapolación lineal, usando el gradiente
estimado en x = x1 :

dg (x)

dx
≈

g
(
x1
)− g

(
x0
)

x1 − x0 ≡ s

La interpolación lineal nos brinda un estimado del valor de la
función en la siguiente iteración, x2:

g
(
x2) = g

(
x1)+ s

(
x2 − x1)

Sin embargo, en la convergencia se tiene que x2 = g
(
x2
)
, por lo

tanto:

x2 = g
(
x1)+ s

(
x2 − x1)

Definiendo q = s/ (s− 1), se tiene la siguiente mejora del méto-
do de Wegstein:

x2 = g
(
x1) (1− q) + x1 · q (E.13)

Se debe notar que, cuando q = 0, la ecuación (E.13) es la misma
ecuación que para las iteraciones sucesivas.
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E.4 Métodos abiertos

Figura E.2: Representación gráfica del método de Wegstein

E.4.3. Método de Newton-Raphson

Si el valor inicial para la ráız es xi, entoces se puede trazar una
tangente desde el punto [xi, f (xi)] de la curva. Por lo común, el
punto donde esta tangente cruza al eje x representa una aproxi-
mación mejorada de la ráız [Chapra and Canale, 2002].

El método de Newton-Raphson se deduce a partir de esta in-
terpretación geométrica. De la figura E.3, se tiene que la primera
derivada en x es equivalente a la pendiente:

f ′ (xi) =
f (xi)− 0

xi − xi+1
(E.14)

que se reordena para obtener

xi+1 = xi − f (xi)

f ′ (xi)
(E.15)
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la cual se conoce como fórmula de Newton-Raphson.

Figura E.3: Representación gráfica del método de Newton-Raphson

Los métodos mencionados son usados principalmente para el
cálculo de la presión de burbuja, cuando se hace uso de las ecua-
ciones de estado cúbicas. No obstante, no son los únicos métodos
aplicables a este tipo de problemas; pero son ,probablemente, los
métodos más utilizados para realizar este tipo de cálculos.
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Apéndice F

Solución de la ecuación de
estado cúbica

F.1. Introducción

La solución general de una ecuación cúbica fue publicada
en el siglo XVI por Girolamo Cardano en su libro Ars Magna
(1545). Sin embargo, diversos autores han presentado algoritmos
numéricos con cierto grado de eficiencia. Estos normalmente re-
curren al método de Newton-Raphson; este método presenta los
siguientes inconvenientes:

1. El método es altamente dependiente de los estimados ini-
ciales; en ciertas regiones -sobre todo en la región cŕıtica-
puede conducir a la solución trivial.

2. Se necesita el conocimiento de la derivada de la función.

En este trabajo se muestra un algoritmo que resuelve anaĺıtica-
mente la ecuación cúbica por medio del método de Cardano-
Tartaglia [Perry and Chilton, 1973].

F.2. Desarrollo

Una forma de llegar a la ecuación (4.5), vista en la sección
4.3, es la siguiente:

υ3 + bυ2 − 3b2υ + b3 =
RT

P

(
υ2 + 2bυ − b2

)− a

P
(υ − b) (F.1)



Solución de la ecuación de estado cúbica

desarrollando términos e igualando a cero la ecuación (F.1)

υ3 + bυ2− 3b2υ + b3− RT

P
υ2− RT

P
2bυ +

RT

P
b2 +

a

P
(υ − b) = 0

(F.2)
multiplicando ambos términos de la ecuación (F.2) por P 3

R3T 3

P 3υ3

R3T 3 +
P

RT

P 2υ2

R2T 2

(
b− RT

P

)
+
Pυ

RT

P 2

R2T 2

(
a

P
− 3b2 − 2RTb

P

)

(F.3)

+
P 3

R3T 3

[
b3 +

RTb2

P
− ab

P

]
= 0

aplicando las definiciones (4.6) , (4.7) y (4.8) obtenemos la ecuación
(4.5)

Z3 − (1−B)Z2 + Z
(
A− 3B2 − 2B

)− (AB −B2 −B3)

La ecuación (4.5), aśı como la ecuación (4.9) son ecuaciones
cúbicas de una sola variable, Z. Toda ecuacion cúbica que tenga
coeficientes complejos tendrá tres ráıces complejas. Si los coefi-
cientes son números reales, entonces al menos una de las ráıces
será real. La ecuación cúbica

x3 + bx2 + cx+ d = 0 (F.4)

puede ser reducida al substituir x por y− b
3 . Lo anterior nos lleva

a la siguiente ecuación:

(
y − b

3

)3

+ b

(
y − b

3

)2

+ c

(
y − b

3

)
+ d = 0 (F.5)

Al desarrollar el binomio y el trinomio obtenemos la siguiente
ecuación:

y3 − 1

3
yb2 +

2

27
b3 + c

(
y − b

3

)
+ d = 0 (F.6)
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F.2 Desarrollo

Reacomodando términos, se obtiene:

y3 +
1

3

(
3c− b2

)
y +

1

27

(
27d− 9bc+ 2b3

)
= 0 (F.7)

siendo p y q

p =
1

3

(
3c− b2

)
(F.8)

q =
1

27

(
27d− 9bc+ 2b3

)
(F.9)

se obtiene la forma reducida de la ecuación (F.4)

y3 + Py + q = 0 (F.10)

La ecuación, (F.10), tiene las siguientes soluciones:

y1 = A+B

y2 = −1
2
(A+B) +

(

i

√
3

2

)

(A−B)

y3 = −1
2
(A+B)−

(

i

√
3

2

)

(A−B)

donde i2 = −1 , A = 3

√
−q/2 +√R, B = 3

√
−q/2−√R, y

R =
(

p
3
3
)
+
(

q
2
2
)
. Si b, c y d son reales, y R > 0, hay una ráız

real y dos ráıces complejas conjugadas. Si R = 0, hay tres ráıces
reales, de las cuales, al menos dos son iguales. Si R < 0, hay
tres ráıces diferentes, y las fórmulas vistas anteriormente son
imprácticas. Para estos casos, las ráıces vienen dadas por:

xk = ∓2
√−p

3
cos

[(
φ

3

)
+ 120k

]
(F.11)

donde k = 0, 1, 2 y φ se define como:

φ = cos−1

√
q2/4

−p3/27
(F.12)

el signo de arriba aplica si q > 0, el de abajo aplica si q < 0.
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Solución de la ecuación de estado cúbica

Al aplicar el método descrito anteriormente, se obtiene la reso-
lución de la ecuación (4.10), la cual es la siguiente:

α = 1− (u− 1)B (F.13)

β = A− uB − uB2 + wB2 (F.14)

γ = AB + wB2 + wB3 (F.15)

C = 3β − α2 (F.16)

D = −α3 + 4.5αβ − 13.5γ (F.17)

Q = C3 +D2 (F.18)

si Q ≤ 0

θ = arc cos

[ −D√−C3

]
(F.19)

ĺıquido: Z =
1

3

[
α+ 2

√−C cos

(
θ

3
+ 120�

)]
(F.20)

vapor: Z =
1

3

[
α+ 2

√−C cos

(
θ

3

)]
(F.21)

si Q > 0

Z =
1

3

[
α+

(
−D +

√
Q
) 1

3

+
(
−D −

√
Q
) 1

3

]
(F.22)

Existen otros métodos aplicables para la resolución de este pro-
blema, sin embargo, este método asegura el conocimiento de las
ráıces correspondientes del ĺıquido y del vapor.

F.3. Extrapolación

En [Mathias et al., 1984], se da a conocer una técnica que
hace uso efectivo de las ecuaciones de estado para el cálculo
de propiedades termodinámicas en la simulación de procesos.
De esta técnica, se obtienen resultados viables para las pseudo-
propiedades de los compuestos en condiciones irreales.
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F.3 Extrapolación

Para el cálculo de propiedades en regiones adecuadas se tienen
que hacer las siguientes validaciones:

a) Para el caso del vapor, se debe de preguntar si el valor
de A/B < A0. Si se cumple esta condición, la solución es
apropiada; en caso contrario se debe de preguntar si ρ < ρ0

y F > 0.1, donde F es el valor otenido de la ecuación (F.24).
En caso de que esta condición no sea cumplida será nece-
sario extrapolar la fase [Bazúa, 1999].

b) Para el caso de la fase ĺıquida solamente es necesario validar
si ρ > ρ0 y F > 0.1.En caso de que esta condición no sea
cumplida será necesario extrapolar la fase [Bazúa, 1999].

La extrapolación se lleva a cabo de la siguiente manera: se debe
de calcular el valor de ρ, tal que haga F = 0.1. A este valor de
ρ lo llamaremos de aqúı en adelante ρ1. Bazúa sugiere el uso del
método de Newton-Raphson, dando como estimado inicial para
la fase ĺıquida un valor de ρ1 = 0.8 y para la fase vapor un valor
de ρ1 = 0.1. Finalmente, se deben de corregir las fugacidades
del ĺıquido multiplicándolas por

(
B0

B

)
[Bazúa, 1999].

A continuación se colocan las ecuaciones necesarias para llevar
acabo la extrapolación:

ρ =
B

Z
(F.23)

F =
1

(1− ρ)2
−

(
A

B

)
ρ (2 + uρ)

(1 + uρ+ wρ2)2
(F.24)

F1 =
ρ1

1− ρ1
−

(
A

B

)
ρ2

1

1 + uρ1 + wρ2
1

(F.25)
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Solución de la ecuación de estado cúbica

vapor: F2 =

F

(
ρ0 − ρ1

2

)
− F1

F 2
1

(
ρ0 − ρ1

2

)2 (F.26)

F3 = 2F2ρ1 +
F

F 2
1

(F.27)

F0 =
1

F1
+ F3ρ1 − F2ρ

2
1 (F.28)

ρ =
F3 −

√
F 2

3 − 4F2
(
F0 − 1

B

)

2F2
(F.29)

Z =
B

ρ
(F.30)

ĺıquido: F2 = (ρ1 − 0.7ρ0)F (F.31)

F0 = F1 − F2 ln (ρ1 − 0.7ρ0) (F.32)

ρ = exp

(
B − F0

F2

)
+ 0.7ρ0 (F.33)

Z =
B

ρ

B0 =
ρ

(1− ρ)
−

A

B
ρ2

(1 + uρ+ wρ2)
(F.34)

Con este procedimiento, se elimina uno de los problemas princi-
pales: el problema de la solución trivial. Este problema consiste
en que se llega al resultado de obtener propiedades idénticas para
las fases en equilibrio, puesto que una fase esta en equilibrio con
ella misma [Barragán, 1995].

Este algoritmo genera una función artificial en las regiones
en donde se presenta una sola ráız para la ecuación cub́ica; se
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F.3 Extrapolación

tendŕıan las mismas propiedades para las fases ĺıquido y va-
por en equilibrio. Con la introducción de esta ráız hipotética,
se consigue que las propiedades que se buscan para las fases
sean distintas y de esta manera la secuencia de cálculo de equi-
librio pueda continuar y converger a valores apropiados. Si al
converger, los resultados finales de una o más fases se obtu-
vieron con extrapolaciones, el resultado deberá de ser desechado
[Barragán, 1995].
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Apéndice G

Reglas de mezclado

G.1. Introducción

Las reglas de mezclado son las formas matemáticas en que
las propiedades de los componentes individuales se combinan
para tener condiciones de la mezcla. Estas reglas son modelos
semiemṕıricos, sin tener una regla superior a las démas
[Barragán, 1995].

En este trabajo de tesis fueron utilizadas cuatro reglas de mez-
clado; estas son:

van der Waals de un parámetro.

van der Waals de dos parámetros.

Mathias-Klotz-Prausnitz.

Panagiotopoulos-Reid.

La demostración de cada una de las reglas de mezclado queda
fuera del alcance de este trabajo. Sin embargo, se dará a cono-
cer la forma en que cada una de estas reglas es calculada. El
propósito es demostrar la creciente complejidad del problema al
ir introduciendo reglas de mezclado más sofisticadas.



G.1 Introducción

G.1.1. Regla de mezclado van derWaals de 1 y 2 paráme-
tros

En la regla de mezclado de van der Waals de un parámetro,
los valores de A, A′ y Ai son calculados de la siguiente manera:

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

χiχjAij (G.1)

Aij =
√
AiAj (1− kij) (G.2)

A′ =
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

χiχj

(
T

αi

dαi

dT
+
T

αj

dαj

dT

)
(G.3)

Ai = 2
n∑

j=1

χjAij (G.4)

En la regla de mezclado de van der Waals de dos parámetros,
los valores de A, B, A′, Bi y Ai son calculados de la siguiente
manera:

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

χiχj

√
AiAj (1− kij) (G.5)

A′ =
1

2

n∑

i=1

χiχj

√
AiAj (1− kij)

(
T

αi

dαi

dT
+
T

αj

dαj

dT

)
(G.6)

Ai = 2
n∑

j=1

χj

√
AiAj (1− kij) (G.7)

B =
n∑

i=1

n∑

j=1

χiχj0.5 (Bi +Bj) (1− eij) (G.8)

Bi = 2
n∑

j=1

χj0.5 (Bi +Bj) (1− eij)−B (G.9)
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G.1.2. Regla de mezclado Mathias-Klotz-Prausnitz

En la regla de mezclado de Mathias-Klotz-Prausnitz,
[Mathias et al., 1991], los valores de A, A′ y Ai son calculados
de la siguiente manera:

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

χiχj

√
AiAj (1− kij) +

n∑

i=1

χi

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

]3

(G.10)

A′ =
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

[
χiχj

√
AiAj (1− kij)

(
T

αi

dαi

dT
+
T

αj

dαj

dT

)]
+

1

2

n∑

i=1

χi

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

]2

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

(
T

αi

dαi

dT
+
T

αj

dαj

dT

)]

(G.11)

Ai =
n∑

j=1

χj

√
AiAj (2− kij − kji) +

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

]

+

n∑

i=1

χi

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

]2

∗
{

3 (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3 − 2

[
n∑

j=1

χj (AiAj)
1/6 (kij − kji)

1/3

]}

(G.12)
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G.1.3. Regla de mezclado Panagiotopoulos-Reid

En la regla de mezclado [Panagiotopoulos and Reid, 1986],
los valores de A, A′ y Ai son calculados de la siguiente manera:

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

χiχj

√
AiAj (1− kij) + χi (kij − kji) (G.13)

A′ =
n∑

i=1

χiχj (1− kij) + χi (kij − kji)

(
T

αi

dαi

dT
+
T

αj

dαj

dT

)

(G.14)

Ai =
n∑

j=1

χj

√
AiAj (2 (kji − kij) + (χj − 2χi)) (kji − kij)+

χ2
iχj

√
AiAj (kij − kji) (G.15)

Los parámetros de interacción se encuentran fuertemente liga-
dos a las reglas de mezclado. El buen funcionamiento de estas
reglas de mezclado depende en gran medida de los parámetros
que se usen, sin embargo, la optimización de estos parámetros
no resulta tan sencilla, cuando la complejidad de la regla y el
número de componentes en la mezcla aumenta.
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Apéndice H

Nomenclatura

a Parámetro de la ecuación de estado
b Parámetro de la ecuación de estado
A,B Términos adimensionales para la ecuación de

estado
Ai Término adimensional para la regla de mezclado

Ai Término adimensional para la regla de mezclado
AT Aptitud total de una población
Ar Aptitud relativa
Aac Aptitud acumulada
AF Función de aptitud
Cp Calor espećıfico a presión constante
Cpa,Cpb,Cpc Coeficientes para la fórmula polinomial del Cp
Cpe,Cpf Coeficientes para la fórmula polinomial del Cp
Cp�= Calor espećıfico a presión constante del gas ideal
eij Segunda matriz de parámetros de interacción

binaria
f li Fugacidad de un componente en la fase ĺıquida
fvi Fugacidad de un componente en la fase vapor
F Flujo de la corriente de entrada
GE Enerǵıa de Gibbs de exceso
h �= Entalṕıa ideal
h Entalṕıa real
HC Método de ascenso de colina

i, j Índices



IMSL International Mathematical and Statistical Library
ki Coeficiente entre la fracción mol de un componente en

fase vapor y otro en fase ĺıquida
kij Parámetros de interacción binaria
L Flujo de la corriente ĺıquida
mi Constante caracteŕıstica definida en [Bazúa, 1999]
Mi Individuo (Madre) seleccionado para cruza
N Tamaño de la población
nc Número de componentes
P Presión
Psat

i Presión de vapor de un componente
Pi Individuo (Padre) seleccionado para cruza
Pc Probabilidad de cruza
Pm Probabilidad de muta
P0

g Población inicial

Pci Presión cŕıtica de un componente
Pexp Presión experimental
Pcalc Presión calculada
q Parámetro de Mathias
R Constante de los gases
s�= Entroṕıa ideal
s Entroṕıa real
term Criterio de terminación
T Temperatura
Tc Temperatura cŕıtica
V Flujo de la corriente vapor
yi Fracción mol de un componente en fase vapor
zi Fracción mol de un componente en la corriente

de entrada
Z Factor de compresibilidad
ΔG Entalṕıa de referencia
ΔH Entroṕıa de referencia
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Nomenclatura

Letras Griegas

αi Factor adimensional definido en [Bazúa, 1999]
χi Fracción mol de un componente en fase ĺıquida
δ Factor que afecta a una variable que será mutada
Δ Operador de mutación
ηi Número aleatorio generado en el intervalo de [−0.25, 1.25]
ε Función objetivo para los casos de estudio
� Longitud de un individuo
Γ Operador de recombinación
γi Coeficiente de actividad de un componente
ω Factor acéntrico
φv

i Coeficiente de fugacidad para un componente en la fase
vapor

φl
i Coeficiente de fugacidad para un componente en la fase

ĺıquida
φi Coeficiente de fugacidad para un componente
ρ Densidad
σi Adquiere el valor de cero o uno
τ Nivel de truncación
υ Volumen molar
Ωa Constante asociada al parámetro atractivo
Ωb Constante asociada al parámetro repulsivo
κ Número de variables
Ψ Individuo (Hijo)
ϑi Aptitud de un individuo
� Valor agregado a los individuos con peor aptitud, 1E − 05,

para este trabajo
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Sub́ındices

ac Acumulada
T Total
r Relativa
inf Inferior
sup Superior
m Muta
c Cruza

Supeŕındices

l Ĺıquido
v Vapor
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