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Resumen

La formación y el entendimiento de sistemas vítreos es un tema muy discuti-
do hoy en día por la comunidad cientí�ca, ya que sólo algunas de sus propiedades
se han logrado comprender. Una de las propiedades que se entiende poco en estos
sistemas es la in�uecia de los modos vibracionales de baja frecuencia (MVBF)
en los procesos de relajación y formación de estos sistemas. Es por ello, que el
presente trabajo se tomará como punto de partida el estudio de estos MVBF
para entender la relajación de un vidrio usando acoplamiento de osciladores
como modelo.

En el desarrollo de este trabajo se presenta una introdución acerca de la
formación de sistemas vítreos al igual que los conceptos de la teoría de rigidez y
de la paradoja Fermi-Pasta-Ulam (FPU) que nos ayudarán a simular un modelo
de vidrio. En los siguientes capítulos estudiaremos sitemas con oscilaciones no-
lineales, termalización y relejación de redes. Por último, nos centraremos en el
estudio de los MVBF y la localización de la energía para entender la relajación
en los sistemas vítreos.
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Capítulo 1

Introducción.

Vidrios, vidrios y más vidrios pordoquier con propiedades inimaginables y
con problemas conceptuales que se remontan a los principios de la física estadís-
tica [Elliot 1984], son los elementos de motivación del presente trabajo al igual
que la simpleza de modelar un vidrio usando un oscilador. Decía un célebre fí-
sico mexicano en clase, �el que entienda los osciladores puede comprender gran
parte de la física de hoy�. Pareciera que esta frase no signi�ca nada, pero desde
el desarrollo del estado sólido hace ya 100 años, el estudio de la naturaleza a
escalas pequeñas y sobre todo su entendimiento se ha llevado mediante el uso
de osciladores.

Como ya es costumbre, los fenómenos macroscópicos de los materiales se
ven re�ejados en las interacciones microscópicas que se llevan acabo con los
componentes atómicos del material. Sin embargo, comprender las interacciones
microscópicas de cada material para entender su comportamiento macroscópico
no es tan trivial. Un claro ejemplo de esto son los vidrios, ya que por su gran
variedad de aplicaciones tecnológicas ��bras ópticas, celdas fotovoltaicas, plásti-
cos,almacenadores de energía,circuítos eléctricos, discos compactos regrabables,
etc. [Naumis 2003]� y su poca comprensión en su formación representan uno de
los pilares de la investigación de la física del estado sólido.

La caracterítica más importante de los materiales vítreos, comúnmente lla-
mados vidrios, es que son materiales que presentan una estructura rígida amorfa
que se obtiene mediante un proceso fuera de equilibrio, llamado transición ví-
trea. No obstante, la clasi�canción de estos materiales ha sido debatida por
largo tiempo, pues presentan propiedades tanto de materiales líquidos como de
sólidos. Debido a esto y al proceso de formación de los vidrios, se dice, que los
sistemas vítreos se encuentran en una transición termodinámica [Huerta 2003].

A continuación, veremos el fenómeno de las transiciones vítreas, además de
ver los conceptos que nos ayudarán a modelar un vidrio con ayuda de la teoría
de rigidez y la paradoja Fermi-Pasta-Ulam.

1
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1.1. Transición Vítrea.
Uno de los métodos más socorridos para producir un vidrio es mediante el

enfriamento rápido de un líquido para impedir la cristalización y con ello llegar
a un estado donde la energía no queda minimizada, y por tanto porducir una
fase metaestable, es decir, un material fuera de equilibrio termodinámico. Para
alcanzar esta fase, el material tiene que pasar por otro estado denominado líqui-
do sobre-enfriado, y que se obtiene por debajo de la temperatura de fusión del
sólido cristalino (Tf). No obstante, si la temperatura del líquido sobre-enfriado
es lo su�cientemente baja, el líquido adopta una apareciencia sólida ya que su
viscocidad aumneta bruscamente aunque el material no se cristalice. A este pro-
ceso se le denomina transición vitrea ya que da como resultado la formación de
un sistema vítreo [Huerta 2003]. A manera de ilustrar el fenómeno, la �gura
1.1 muestra la dependencia del volumen con forme la temperatura disminuye.
Como se puede ver en dicha �gura, la transición vítrea no se da a una tempe-
ratura dada, sino se representa en un intervalo a diferencia de la tempertura
de transición de un cristal [Zallen 1998]. A pesar de que la transición vítrea se
da en un intervalo de temperatura, existe un parámetro experimental muy útil
que se le denomina temperatura de transición vitrea (Tg) y que se obtiene en la
intersección de la prolongación de las pendientes antes y después de la transi-
ción. Sin embargo, este parámetro no es una propiedad intrínseca del material,
ya que depende de la velocidad de enfriamento.

Figura 1.1: Diagrama de transición. Tomado de [Zallen 1998].
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Hoy en día hay muchas técnicas que se utilizan para saber la composición
y la estructura microscópica de los elementos que conforma un material y con
ello su caracterización. Así pues, algunos vidrios son analizados con difracción
de rayos X o de netrones, efecto Raman, ecos ultrasónicos, etc. [Thorpe 1999].
Mediante estas técnicas se ha observado que la estructura de un material vítreo
pertenece a un sólido amorfo. Esto quiere decir, que a diferencia de un sólido
cristalino los vidrios no se pueden representar por una celda unitaria repetitiva
por el espacio, dando como resultado que las propiedades de los vidrios sean
más difíciles de estudiar [Elliot 1984, Zallen 1998]. No obstante, la idea de W.
H. Zachariasen de modelar los vidrios con una red continua aleatoria ha hecho
que se entiendan algunas propiedades de estos sistemas vítreos al igual que las
propiedades de algunos materiales amorfos [Huerta 2003].

Figura 1.2: Comparación entre fases. Tomado de [Zallen 1998].

El desorden estructural que pueden tener los sistemas vítreos (orientacional,
sustitucional o topológico) puede ser de gran importancia para el estudio de
alguna propiedad particular del material. Más adelante constuiremos un modelo
de vidrio que siga alguna de las propiedades estructurales mencionadas.

Ahora bien, si observamos la �gura 1.1 con detenimiento notaremos que la
transición vítrea que hemos descrito anteriormente no se puede ver como una
transición de fase termodinámica común, pues la variable extensiva, en este
caso el volumen ( al igual que otras variables como la entropía y la entalpía), no
tienen una discontinuidad al pasar por la temperatura de la transición vitrea. Sin
embargo, el hecho de que haya un cambio en la pendiente es su�ciente para decir
que se trata de una transición de segundo orden en el esquema de Ehrenfest,
además de que las cantidades diferenciales como la compresibilidad isotérmica
(κT ), la expansión térmica (αT ) y el calor especí�co a presión constante (Cp)
sugieren que la transición sea de segundo orden debido a su discontinuidad en
Tg [Elliot 1984]. Si nos �jamos en la transición de líquido-cristal vemos que la
transisción es de primer orden, ya que la derivada de la energía de Gibbs respecto
a la presión (V = (∂G/∂p)T) es discontinua en Tf. Mientras que para el vidrio
de trisulfuro de arsénico tenemos que Cp = T (∂S/∂T )p = −T (∂2G/∂T 2)pes
discontinua en Tg.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 4

Figura 1.3: Capacidad calorí�ca a presion constante (Cp) para el trisulfuro de
arsénico (As2S3) amorfo. Tomado de [Zallen 1998].

Sin embargo, la temperatura de transición vítrea depende de la velocidad de
enfriamento como hemos mencionando, al igual que de algunos otros factores
como la composición química del material y de la habilidad misma del material
para tanformase en un vidrio. Esto hace que Tg se encuentre en un intervalo
de decenas de grados cuando se hace variar la velocidad de enfriamento de un
material [Naumis 1998]. Por ello, la interpretación de la transición termodiná-
mica de segundo grado para los sistemas vítreos tenga aún di�cultades para
entenderse.
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1.2. Teoría de la rigidez.
Como se menciono en la sección anterior, la temperatura de transición vítrea

(Tg) es muy importante en la formación de vidrios, pero no es la única que in�uye
en su formación, ya que existen otras anomalias como la contribución de modos
de frecuecia cero y de la densidad de modos vibracionales de baja frecuencia
(MVBF), que son entendibles con ayuda de la teoría de la rigidez [Phillips 1996,
Thorpe 1999]. Por ejemplo en los vidrios de triselenuro de arsénico (As2Se3),
que es uno de los materiales que se ocupan como memorias de computadora, se
les puede inducir cambios en su estructura amorfa para transformarla en una
estructura cristalina mediande un az de luz enfocado.

Figura 1.4: Foto-cristalización de As2Se3 usando el efecto Raman �no. Tomado
de [Zallen 1998].

Este fenómeno se estudió con un barrido �no del efecto Raman y se encontró
que la cantidad de luz dispersada para tiempos largos era notable a frecuencias
bajas (ver �gura 1.4), lo que indicaba problemas en el cambio de fase de la
estructura y por tanto una fuerte dependencia de las frecuencias bajas en la for-
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mación de sistemas vítreos. Esto debido a que cuando se almacena información
en las memorias de computadora el sólido As2Se3 es cristalino, pero cuando
no hay información o se borra de las memorias el As2Se3 se convierte en un
sólido amorfo, un vidrio. No obstante, el vidrio As2Se3 se utiliza en un rango
donde la respuesta del cambio de fase sea reversible para una frecuencia de luz
determinanda.

Dado que los MVBF dependen en cierta forma de la composición quími-
ca del material y esta a su vez hace la Tg cambie, entonces podemos consi-
derar que hay una función entre los MVBF y Tg a través de la concentra-
ción química[Naumis 2006a, Naumis 2006b]. Por otra parte, la existencia de los
MVBF se ve re�ejada en los modos �exibles de la red, en especial con la �exibili-
dad, esto es, entre más �exible sea una red más MVBF habrá en ella. Por tanto,
si uno piensa en un sistema al cual le ponemos constricciones, este se empieza a
tornar rígido y su cantidad de MVBF decrece. De aquí, que si uno hace que un
red presente una transición rígida, que consiste en pasar de ser un arreglo �exible
a uno rígido, podría entender la formación de un vidrio más fácil [Phillips 1996],
debido a que los sitemas rígidos contienen pocos MVBF o modos extendidos
que son cruciales en la relajacíon térmica [Ponno 2005, Reigada 2001a] ade-
más de que su cuasiresonancia natural favorece la temperatura de transición
[Ford 1961].

Usar la teoría de la rigidez para la descripción de sistemas vítreos es muy
útil, pues es la única que permite alterar el número de MVBF cambiando sólo
las conecciones que tienen los integrantes de la red. Para enterder la forma en
que la teoría de la rigidez (TR) explica los fenómenos antes mencionados de-
sarollaremos los conceptos de esta teoría en las siguientes líneas.

Para empezar, basta decir que la TR se basa en un hecho geométrico simple,
ya que consiste en el conteo de barras que unen N sitios o pivotes de una red.
La forma en que estas barras unen los sitios de la red hace que el sistema se
vuelva, desde el punto de vista mecánico, rígido o �exible. Esta caracterización
de los sistemas se ha vuelto muy importante en los últimos años, ya que usando
la TR se ha podido diseñar algunos medicamentos, cristales y algunos vidrios,
al igual que entender la física de algunos líquidos y sólidos [Naumis 2005].

Los conceptos de rigidez y �exibilidad son intuitivos, pues todos sabemos que
cuando algo es rígido nos cuesta mucho trabajo cambiarlo de forma; en cambio
cuando un sitema es �exible podemos cambiar su forma fácilmente sin que el
sistema pierda energía. Para tener una visión más clara de cuando un arreglo
es rígido o �exible, mostraremos un ejemplo en 2D, como el que se presenta
en la �gura 1.5. En esta �gura tenemos cuatro pivotes que se unen con barras
que pueden girar y donde es fácil apreciar que cuando la red cambia de forma,
como en el inciso a), el sistema es �exible, pues podemos moverlo sin separar los
pivotes, mientras que en inciso c) mover el sistema es dí�cil sin separar alguna
barra de sus pivotes y por tanto decimos que el sistema es rígido. Sin embargo,
como la misma �gura muestra, un sistema puede tener más o menos rigidez,
al igual que tener poca o mucha �exibilidad. Es aquí donde la TR tiene mucha
importancia, pues con sólo contar el número mínimo de barras que una red puede
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tener para ser rígido podemos caracterizar a un sistema. Cuando tenemos un
sistema con el mínimo número de barras que hace que el sistema sea rígido, se
dice que el sistema es isoestático. En el caso de la �gura 1.5, notamos que cuando
se pone una barra más a un arreglo isoestático el sistema se vuelve sobre-rígido
(en la TR, a esta característica se le denomina solamente rígido) , es decir, ya
no tiene un mínimo de barras que hagan que el sistema sea rígido. En su forma
más simple, la TR se encarga de caracterizar a las redes en �exibles y rígidas
apartir de la isoéstaticidad.

Figura 1.5: Rigidez y �exibilidad de una red en 2D. La red se presenta como: a)
�exible, b) isoestática y c) rígida. Tomado de [Naumis 2005].

Para evaluar la rigidez y �exibilidad de una red retomaremos el ejemplo en
2D, ya que sin perdida de generalidad podemos aplicar los resultados obtenidos
para redes en otras dimensiones además de ayudarnos a �jar ideas. Primero que
nada consideraremos que tenemos N puntos sin conexión entre ellos. Entonces
decimos, que cada punto tiene 2 grados de libertad, pues su movimiento se
puede describir con 2 coordenadas en el plano. Por tanto, tenemos que nuestro
sistema tiene 2N grados de libertad. Ahora bien, si conectamos dos puntos con
una barra rígida, tal cual lo hace la TR, notamos que los grados de libertad del
sistema se reducen en uno, i.e., al �nal tenemos 2N − 1 grados de libertad. Por
tanto, si conectamos 2R puntos unidos con R barras tenemos 2N − R grados
de libertad en nuestra red. Como es de intuirse, R representa las restricciones o
constricciones de la red además de la pérdida de grados de libertad del sistema,
es por ello, que es conveniente de�nir la fracción (f) de grados de libertad
(conocido también como el número de modos �exibles) que quedan del sistema
respecto a los grados originales mediante:

f =
2N −R

2N
, (1.1)

De aquí es fácil notar que la naturaleza de la red se puede medir en términos
de f , pues si f > 0 tenemos una red �exible ya que las restricciones no agotan
los grados de libertad, si f < 0 la red es rígida pues hay más restricciones que
grados de libertad y si f = 0 la red es isoestática ya que tendremos el mismo
número de restrinciones que grados de libertad en la red, en otrar palabras el
sistema tendra el mínimo de barras que lo hagan ser rígido.

En 1864 James C. Maxwell [Huerta 2003] propuso una conexión entre el
número mínimo de barras que una red necesita con el número de modos �exibles
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del sistema mediante un nuevo número llamado la coordinación promedio del
sistema < r > que se calcula sumando el número total de barras que llegan a
un punto dividido entre el número de puntos. Cabe mencionar que el parámetro
< r > es de suma importancia ya que no sólo mide la coordincación promedio
de la red, sino también la conectividad promedio que tiene la red con cada uno
de sus elementos [Thorpe 1999, Naumis 2005]. Para el caso de 2D tenemos que
< r >= 2R/N y por tando el número de modo �exibles queda:

f = 1− < r >

4
, (1.2)

La relación entre la coordinación promedio y los modos �exibles es de gran
importancia, por ejemplo en 1979 J. C. Phillips propuso una conexión entre la
habilidad de formar un vidrio y la coordinación promedio de un sistema con
interacciones covalentes [Phillips 1996]. Esta propuesta dice, que la formación
de un vidrio se ve favorecida cuando la cantidad de constricciones mecánicas
debidas a los enlances covalentes es comparable con los grados de libertad que
ofrece el sistema, es decir, una transición entre el sistema �exible y el rígido.
La propuesta se ha corroborado experimentalmete y es de gran ayuda en el
entendimiento de la formación de algunos vidrios [Thorpe 1999].

1.3. Relajación térmica y no-linealidad.
Como mencionamos, la relajación térmica de un vidrio no se relaciona úni-

camente con la velocidad de enfriamento, ya que las propiedades químicas del
material afectan su relajación. Las propiedades químicas del material se pueden
ver como constricciones en el sistema y como hemos dicho estas constricciones
las podemos modelar usando la teoría de la rigidez. Sin embargo, la TR no nos
dice la forma en que las restricciones en el sistema actúan con los componentes
de éste. No obstante, podemos proponer diferentes forma en las que las partí-
culas del sistema interactuan. La forma intuitiva es proponer interacciones tipo
oscilador que ayuden al sistema a relajarse. Por ello, utilizaremos el problema
de Fermi-Pasta-Ulam para modelar nuestro vidrio.

Recien iniciada la existencia de las computadoras muchas soluciones nume-
ricas de problemas físicos fueron dándose a conocer, ya que para muchos proble-
mas físicos que no tenian soluciones analíticas pudieron encontrarse soluciones
númericas. Uno de esos problemas que tiene soluciones numéricas es la paradoja
de Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Esta paradoja fue planteada en el año de 1953,
después de pensar lo que le pasaría a una cadena de osciladores acoplados en
presencia de un baño térmico.

Como es sabido, cuando un sistema se pone en contacto con un baño térmico,
el sistema empieza a ceder o a ganar calor de dicho baño hasta alcanzar una
temperatura de equilibrio. Este equilibrio desde el punto de vista de la mecánica
estadística de Bolztmann se lleva acabo cuando cada componente del sistema
está en equilibrio con su alrededor. Por otra parte, esta teoría también predice
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que cada grado de libertad del sistema contribuye con kBT/2 en la energía
del sistema (donde kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura) y
por tanto en el equilibrio cada grado de libertad de un sistema tiene la misma
cantidad de energía.

El punto importante en la paradoja FPU radica en la forma en la que el
sistema alcanza una temperatura de equilibrio cuando se retira el baño térmico
del sistema y se coloca en otro baño a temperatura menor. Para este entonces,
FPU sabian que para una cadena de puros osciladores siempre es posible des-
acoplar el hamiltoniano armónico en términos de los modos normales y con ello
ver la evolución del sistema. Sin embargo, esta forma de visualizar el problema
mostraba que nunca se alcanzaría la relajación térmica, pues como es sabido
cada modo normal es independiente de otro y nunca hay tranferencia de energía
entre ellos, en otras palabras un hamiltoniano armónico que describe la cadena
de osciladores nunca alcanzaría el equilibrio, a menos de que hubiera terminos
disipativos en el hamiltoniano. El siguiente paso fue plantear interaciones no-
armónicas entre los osciladores para que con ello los modos normales del sistema
pudieran interactuar y con ello tranferir energía sin ayuda de términos disipa-
tivos y así alcanzar un nuevo estado de equilibrio [Fermi 1965]. Cuando FPU
simularon este sistema se dieron cuenta que no sólo se podía alcanzar un estado
de equilibrio, sino que para alcanzarlo el sistema sufre un fenómeno denominado
recurrencia, donde después de un tiempo dado un modo normal tiene la misma
energía que al principio.

Figura 1.6: Paradoja FPU vista en modos normales con: a)interacción lineal y
b)interacción no-lineal.

Otra forma de visualizar esta paradoja es pensando que cuando el siste-
ma tiene un hamiltoniano lineal los modos normales tienen la energía localizada
(que se mani�esta como una onda plana), es decir, oscilan siempre con su misma
frecuencia normal, pero apenas hay interaciones no-lineales y los modos norma-
les dejan de tener energía localizada y empiezan a tansferir energía entre ellos
mediante efectos de interferencia a través de las ondas planas, que son solución
de los modos normales.

El efecto de la no-linealidad en el hamiltoniano no sólo trae consecuencias
para que un sistema alcance un nuevo estado de equilibrio, ya que mientras el
sistema tiende hacia este nuevo estado ocurren fenómenos como la recurren-
cia, con el problema de FPU, o fenómenos de localización de energía que se
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mani�estan al dejar grandes cantidades de energía en un lugar especí�co del
sistema, o mejor dicho, cantidades de energía distribuida en ciertos modos nor-
males. Este último fenómeno da lugar a la creación de unos nuevos modos en el
sistema y que se llaman de respiración por su nombre en inglés (discrete breat-
hers) [Campbell 2004, Piazza 2001, Reigada 2001a, Reigada 2001b]. Los modos
de respiración se forman cuando la energía se localiza en ciertos modos nor-
males y posteriormente se desplaza a otros modos normales sin perder energía.
En otras palabras, los modos de respiración son movimientos del sistema donde
cierta energía se localizada y se mueve sin ninguna pérdida, algo así como un
solitón. Como es de esperarse, este hecho trae consecuencias importantes para
que un sistema llegue a un nuevo estado de equilibrio, pues si el sistema contie-
ne muchos de estos modos de respiración el sistema tardará mucho tiempo en
alcanzar su nuevo estado de equilibrio.

En los capítulos siguientes, desarrollaremos un sistema vítreo usando la TR
y la paradoja FPU para ver la importancia de los MVBF en el proceso de la re-
lajación térmica. Para llevar acabo la construcción de nuestro modelo de vidrio,
en el capítulo 2 presentaremos la forma en la que interaccionan varías masas
inmersas en diferentes potenciales. Posteriomente, veremos la forma adecuada
de termalizar y relajar una red en el capítulo 3. Al �nalizar, pondremos a prueba
nuestro modelo vítreo para un sistema de 3 partículas. En el capítulo 5 discu-
tiremos la importancia de los MVBF en: la densidad de modos, en el espectro
de frecuencias y por supuesto veremos su importancia en la relajación térmica.
Por último presentaremos las conclusiones en el capítulo 6.



Capítulo 2

Teoría de vibraciones.

2.1. Sistema de una partícula.
Cuando sacamos un cuerpo de su equilibrio, éste trata de regresar al punto

donde estaba para conservarse en su estado de mínima de energía. Pensando
que el cuerpo tiene asociada una energía potencial U(q) debido a la posición
que ocupa y ésta es mínima cuando se encuentra en su posición de equilibrio
(q0) . Entonces, cuando se mueve el cuerpo de su posición de mínima energía se
genera una fuerza dada por −dU(q)

dq que hace que el cuerpo regrese a su posición
de equilibrio. Dicha fuerza hace que el sistema oscile al rededor de su mínimo
de energía qo.

Si nos �jamos en pequeñas variaciones de U(q)−U (q0) en potencias de q−q0

notamos que:

U(q)− U (q0) = dU
dq |q=q0 (q − qo) + d2U

dq2 |q=q0 (q − qo)
2 + . . . , (2.1)

Tomando adecuadamente el nivel referente de energía podemos hacer U(q0) =
0 y dado que en este punto tenemos energía mínima, el término lineal evaluado
en q0 se hace cero, y por tanto:

U(q) ∼= 1
2k (q − qo)

2 , (2.2)
donde k es una constante positiva que sale al evaluar la segunda derivada

del potencial en q0.
Midiendo la energía a partir del punto de equlibrio, es decir, tomando x =

q − q0 tenemos [Landau 2002]:

U(x) ∼= 1
2
kx2, (2.3)

11
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Usando este hecho, notamos que cualquier partícula de masa m que se
saque de su posición de equilibrio sigue la siguiente ecuación de movimiento
[Fowles 1970]:

mẍ + kx = 0, (2.4)
cuya solución es del tipo oscilatoria de la forma x = Aeiωt, donde i2 = −1,

la frecuencia ω =
√

k
m y A es una amplitud compleja que hace que en los puntos

de retorno el oscilador tenga solo energía potencial debido a que la cantidad de
movimiento es cero. Dando como resultado [Landau 2002] :

U(x) ∼= −1
2
kA2, (2.5)

Este resultado puede aplicarse a un conjunto de partículas y así entender
algunas propiedades como la estabilidad mecánica o eléctrica. En las siguientes
secciones estudiaremos un sistema con interacciones para muchas partículas.

2.2. Sistema de muchas partículas.
Siguiendo un procedimiento análogo al hecho para una partícula, tenemos

que sí contamos con N parículas en una dimensión interactuando entre si me-
diante oscilaciones alrededor de su punto de equilibrio la energía es:

U(x) =
N∑

j=1

1
2
kj (xj+1 − xj)

2
, (2.6)

donde kj es la constate asociada a la partícula j′ésima.

De aquí que la ecuación de movimiento para la partícula j es:

mj ẍj + kj (xj+1 − xj) + kj−1 (xj − xj−1) = 0, (2.7)
Como la solución para cada partícula debe de ser del tipo oscilador, propo-

nemos una solución de la forma:

xj = Aje
−iωt, (2.8)

Sustituyendo esta solución en la ecuación 2.7, vemos que el sistema se reduce
a un problema de álgebra lineal, pues la ecuación de movimiento para la partícula
j queda:

−ω2Aj − kj

mj
Aj+1 +

(
kj + kj−1

mj

)
Aj − kj−1

mj
Aj−1 = 0, (2.9)
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y por tanto, si agrupamos las amplitudes Aj en una matriz A y a las cons-
tantes en una matriz D con condiciones libres en la frontera, i.e. x0 = x1y
xN+1 = xN tenemos una ecuación matricial de eigenvalores [Goldstein 1972] :

(
D − ω2I

) ·A = 0

donde I es la matriz identidad y:

D =




k1
m1

− k1
m1

0 · · · 0
− k1

m2

k1+k2
m2

− k1
m2

· · · 0

0
. . . ...

... . . . kN−1
mN−1

0 · · · 0 kN−1
mN

kN−1+kN

mN




, (2.10)

A la matriz D se le llama también matriz dinámica. Cabe mencionar que la
matriz A contiene en sus columnas los eigenvectores del sistema.

Proponiendo que todas las masas sean iguales y tengan el valor m = 1 al
igual que las contantes kj = k para toda j, podemos proponer una solución para
las amplitudes del tipo [Kittel 1996]:

Aj =
eiqja

√
N

, (2.11)

donde q es el vector de onda,a es el tamaño de la celda unitaria y que en este
caso tomaremos a = 1. Este tipo de solución, hace que nuestro sistema tenga
comportamiento ondulatorio y por tanto cada eigenvector o modo normal esté
dado por:

Xq(j, t) =
ei(qj−ωt)

√
N

, (2.12)

Colocando esta solución en las ecuaciones de movimiento y resolviendo la
ecuación matricial de eigenvalores nos da como resultado una relación muy im-
portante entre la frecuencia y el vector de onda. Esta relación se le conoce como
relación de dispersión y está dada por:

ω2(q) = 4ksen2(
q

2
), (2.13)

donde q = 2πα
N con α = 1, . . . , N .
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2.2.1. Sistemas no-lineales.
En esta sección tomaremos en cuenta sólo efectos de orden dos y cuártico

en la energía potencial, ya que el término cúbico representa grandes problemá-
ticas al poner una posición de equilibrio [Limas 2005, Campbell 2004], pues la
solución de nuestro sistema de ecuaciones puede diverger debido a las fuerzas
resultantes de este potencial podrían ser muy grandes comparadas con el mo-
vimiento del sistema. Si visualizamos ahora a nuestro sistema a partir de su
hamiltoniano [Fowles 1970, Goldstein 1972], vemos que éste es de la forma:

H =
N∑

j=1

Pj

2m
+

1
2
k (xj − xj−1)

2 +
1
4
k′ (xj − xj−1)

4
, (2.14)

donde k y k′ son los coe�cientes lineal y no-lineal respectivamente.

A este hamiltoniano también se le conoce como el hamiltoniano FPU (Fermi-
Pasta-Ulam). Cabe mencionar que apartir de aquí consideraremos que las coe-
�cientes de interarción serán iguales para todas las partículas al igual que su
masa. La ecuación de movimiento que rige a la partícula j tiene entonces la
forma:

mẍj = k [(xj+1 − xj)− (xj − xj−1)]

+ k′
[
(xj+1 − xj) 3 − (xj − xj−1) 3

]
,

(2.15)

La resolución de este tipo de ecuaciones de forma analítica ya no es tan tri-
vial, pues si proponemos una solución del tipo 2.8 los términos cúbicos hacen
dí�lcil el manejo de las exponenciales y al �nal quedan ecuaciones tracendenta-
les. En muchos artículos [Campbell 2004, Toda 1988] se ha discutido el estudio
de estos sistemas y hasta ahora sólo se han presentado resultados númericos y
soluciones analíticas usando ciertas consideraciones. Siguiendo este hecho, noso-
tros consideraremos que la interacción no-lineal es pequeña y propondremos una
solución del tipo armónica de la siguiente forma:

xj = Ajcos(ωt) + Bjcos(3ωt), (2.16)
En seguida usaremos la aproximación de rotación de onda (RWA, por sus

siglas en inglés), que consiste en despreciar términos en frecuencias mayores a
3ω [Limas 2005], en este caso, no contar con los términos mayores a cos(3ωt).
Para ver los efectos de los términos mayores a 3ω usaremos la identidad trigo-
nométrica:

cos3(θ) =
3
4
cos(θ) +

1
4
cos(3θ), (2.17)

Por tanto, la ecuación de movimiento para la partícula j se ve como:
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−mω2 [Ajcos(ωt) + 9Bjcos(3ωt)] = k [Aj+1cos(ωt) + Aj−1cos(ωt)−
2Ajcos(ωt)] + k [Bj+1cos(3ωt)+

Bj−1cos(3ωt)− 2Bjcos(3ωt)]+

3
4k′

[
A3

j+1cos(ωt)−A3
j−1cos(ωt)

]
+

k′ [Bj+1 + ...] ,
(2.18)

de aquí que si agrupamos los términos con frecuencia fundamental cos(ωt)
tenemos que las amplitudes siguen:

(
2k −mω2

)
Aj − k (Aj+1 + Aj−1)− 3

4
k′

(
A3

j+1 −A3
j−1

)
= 0 (2.19)

lo cual nos da una idea acerca del corrimiento de la frecuencia fundamental
en términos de las amplitudes A′js, debido al término 3

4k′
(
A3

j+1 −A3
j−1

)
, ya

que en el caso k′ = 0 obtenemos la relación de dispersión 2.13. Para ver el efecto
de corrimiento más adelante en el capítulo 4 analizaremos el caso de 3 partículas
sujetas a resortes.

2.2.2. Sistemas con interacción a segundos vecinos.
Una forma sencilla de relacionar la teoría de la rigidez un modelo vítreo es

aumentando la cantidad de interacciones que presenta una cadena ya que con
ello la cantidad de constricciones en el sistema aumenta, los grados de libertad
del sistema disminuyen y por tanto hay modi�cación en los MVBF. La forma de
añidir constricciones a una cadena que presenta interacciones a primeros vecinos
(PV), es hacer que esta cadena tenga también interacciones a segundos vecinos
(SV). A continuación, desarrollaremos el hamiltoniano con interacciónes lineales
y no-lineales a PV y SV.

Como se puede ver en la sección anterior, el hamiltoniano de la ecuación
2.14 muestra que la interacción entre una partícula y las otras sea de manera
tal que su posición sólo depende de ella y sus primeros vecinos, de aquí que si
extendemos este hamiltoniano para que la partícula j tenga interacciones con
sus SV, veremos que el hamiltoniano tiene la forma:

H =
N∑

j=1

Pj

2m
+

1
2
k (xj − xj−1)

2 +
1
2
k2 (xj − xj−2)

2
, (2.20)

donde el coe�ciente k2 representa la interación SV y además es mayor que
cero.
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La ecuación de movimento para la partícula j generada apartir del hamilto-
niano es:

mẍj = k [(xj+1 − xj)− (xj − xj−1)]

+ k2 [(xj+2 − xj)− (xj − xj−2)] ,
(2.21)

de aquí que si planteamos una solución como la ecuacion 2.8 y hacemos un
desarrollo similar al planteado al inicio de este capítulo, llegamos a la relación
de dispersión:

ω2(q) = 2 (k + k2 − kcos(q)− k2cos(2q)) , (2.22)
donde q = 2πα

N con α = 1, . . . , N y m = 1.
Como dato curioso, notamos que la ecuación 2.22 recupera la relación de

dispersión de una cadena con interacciones a PV si el coe�ciente k2 = 0 .

Como vimos en la introdución, tener un hamiltoniano que presente sólo in-
teracciones lineales con sus componentes no nos ayudaría para llevar el sistema
a varios puntos de equilibiro. Por tanto haremos que el hamiltoniano de la ecua-
ción 2.20 tenga interacciones no-lineales a PV y SV, que es lo mismo, que el
hamiltoniano sea como el del modelo de FPU extentendido para los segundo
vecinos (PV). Esto es: y la parte del potencial de PV del modelo FPU aplicada
a la interacción de SV. Por tanto el Hamiltoniano es:

H =
N∑

j=1

Pj

2m + 1
2k (xj − xj−1)

2 +

1
4k′ (xj − xj−1)

4 + 1
2k2 (xj − xj−2)

2 +,
1
4k′2 (xj − xj−2)

4
,

(2.23)

donde k′ y k′2 representan la parte no-lineal para primeros y segundos vecinos
respectivamente. Cabe meniconar que ambas constantes son positivas.

La forma de este hamiltoniano será la base del modelo vítreo que planteare-
mos en el capítulo 5. Como es de intuirse, la resolución analítica de las ecuaciones
de movimiento para un sistema de este tipo es complicada. Sin embargo en el
capítulo 4 , veremos un caso partícular de interación con segundos vecinos de
un arreglo de 3 partículas para la validación de nuestra programa de simulación
y presentaremos las aproximaciones realizadas en el apéndice A.



Capítulo 3

Termalización y relajación de
redes.

En este capítulo se explica la forma en como termalizar una red lineal, ade-
más de los criterios que se usan para hacer una buena termalización. El proceso
de relajación de una red termalizada será también un tema a tratar, pues su
forma de disipar la energía nos ayuda a entender sus propiedades físicas.

3.1. Termalización.
3.1.1. Un oscilador.

Antes de descibir el comportamiento de una red termalizada, es útil describir
lo que ocurre con la termalización de un oscilador inmerso en un baño térmico,
ya que con sólo cambiar algunas cosas en las ecuaciones podremos comprender la
dinámica de una red. Para empezar, consideraremos la ecuación de un osiclador
de masa unitaria con término disipativo (γ) y sujeto a la fuerza provocada por
el baño térmico (η(t)).

ẍ + γẋ + ω2
0x = η(t), (3.1)

Como es sabido, la resolucion la ecuación 3.1 requiere de una solución ho-
mógenea y de una solución particular para la fuerza térmica. La solución de la
ecuación homógenea es fácil de obtenerla si se propone una solución exponencial
del tipo ert para x(t), ya que después de poner dicha solución en la ecuación
diferencial se obtienen dos raices para r:

r1,2 = −γ

2
±

√(γ

2

)2

− ω2
0 , (3.2)

Para obtener la solución particular hay que tomar en cuenta, que la fuer-
za debido al baño térmico no puede ser una fuerza constante, sino una fuerza

17
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�uctuante o estocástica tal cual lo predice la mecánica estadística. Es por ello,
que dicha fuerza debe seguir cierta dinámica y tener ciertas restricciones. Esta
fuerza fue estudiada por Langevin [Chaikin 1995] usando los criterios de la me-
cánica estadística de Boltzmann, que propone que cada grado de libertad de un
sistema contibuye con kBT/2 en la energía del sistema (donde kB es la constante
de Boltzmann), y la mecánica Browniana. De esta forma, Langevin encontró,
que la fuerza térmica (η) debe serguir una función gaussiana no-correlacionada
y además, su promedio temporal debe estar relacionado mediante el teorema de
�uctución-disipasión. En ecuaciones, esto se traduce en:

〈η(t)〉 = 0, (3.3)

〈η(t)η(t′)〉 = 2γkBTδ(t− t′), (3.4)
Contemplando los puntos anteriores, podemos proceder a encontrar la solu-

ción para la posición x(t) mediante el uso de transformación de Fourier de la
siguiente forma:

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x̃(ω)eiωtdω, (3.5)

donde

x̃(ω) =
ω2

0 − ω2 − iγω

(ω2
0 − ω2)2 + (γω)2

Λ(ω), (3.6)

y

Λ(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
η(t)e−iωtdt, (3.7)

Cabe mencionar que la ecuación 3.6 puede reescibirse como:

x̃(ω) = χ(ω)Λ(ω), (3.8)

y donde la función χ(ω) puede interpretarse como la suceptibilidad ante
cambios en la fuerza térmica. De manera esquemática es suceptibilidad puede
gra�carse para se parte real y su parte imaginaria como lo muestra la �gura3.1.

Desde el punto de vista analítico, la solución 3.5 no es trivial encontrarla para
sistemas de muchas partículas, pero siempre se puede seguir la misma idea que
para una sola partícula ya que el sistema de muchas partículas se puede descom-
poner términos de sus modos normales. Así que lo que comunmente se hace es
encontrar la relación espectral de la posición, es decir , ver el espectro de frecuen-
cias en las que el movimiento oscilatorio opera. Dicho esto, el siguiente punto
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es encontrar el espectro de frecuencias de un oscilador. Para esto, cosideramos
que el espectro de frecuencias se calcula como [Reichl 1998, Reigada 2001a]:

S(ω) = 2
∫ ∞

0

C(τ)cos(ωτ)dτ, (3.9)

donde C(τ) = 〈x(t)x(t + τ)〉 es la correlación de la posición para un cierto
tiempo τ , que además mide la memoria que tiene el sistema.

Figura 3.1: Suceptibilidad para un oscilador armónico. χ′(ω) y χ′′(ω) represen-
tan la parte real e imaginaria de la función χ(ω) respectivamente. Tomado de
[Chaikin 1995].

Después de introducir los valores de la posición en la correlación y usar las
condiciones de la fuerza térmica, se obtiene:

C(τ) = 2γkBTδ(τ) |χ(ω)|2 , (3.10)
y por tanto, el espectro de frecuencias es:

S(ω) = 2γkBT |χ(ω)| ,2 (3.11)
Como dato extra, podemos ver que poniendo la función χ(ω) en su parte

real e imaginaria, la parte disipativa corresponde a la parte imaginaria de dicha
función, y por tanto podemos escribir,

χ′′(ω) =
1

2kBT
ωS(ω), (3.12)
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que nos da la versión clásica del teorema de �uctuación-disipasión [Chaikin 1995].

Para entender que sucederá más adelante con la cadena termalizada, es útil
reescribir el espectro de frecuencias en términos de las soluciones de la ecuación
homógenea. Pues como mencionamos, las ideas planteadas para el espectro de
frecuencias de una sola partícula se pueden ampliar a un sistema de muchas
partículas debido a que estos sistemas se pueden desacoplar en términos de
sus modos normales y con ello obtener soluciones parecidas a las de una sola
partícula en el espectro de frecuencias para cada modo normal. Es por ello que
poner el espectro de una sola partícula en términos de su modo normal o solución
homógenea será de gran ayuda en la siguiente sección. Dicho esto, el espectro
puede escribirse como:

S(ω) =
2γkBT

[r2
1 + ω2] [r2

2 + ω2]
, (3.13)

3.1.2. Una red.
La dinámica que sigue una red unidimensional de osciladores armónicos aco-

plados se basa en el hecho de pegar o unir la solución de un oscilador con su
vecino próximo. En otras palabras, basta conocer como es la solución de un osci-
lador con sus dos vecinos próximos para poder entender lo que pasa con toda la
red, pues lo que le pasa a ese oscilador le ocurrirá a uno que este muy lejos de él.
Es por ello que hacer uso de los resultados de la sección anterior nos ayudará a
comprender lo que le sucede a cada uno de los componentes de nuestra cadena.

Si tomamos nuestra cadena con N elementos, notaremos que la ecuación
de movimiento que rigue a la partícula j′ésima es similar a la ecuación 3.1 si
identi�camos a ω2

0 con ∂H
∂x . El hecho de que sea similar, es que para un solo

oscilador no se contemplan los deplazamientos de un oscilador respecto a otro
y por tanto hablar de la posición x(t) y de los desplazamientos relativos u(t) es
lo mismo. En el caso de la cadena, la partícula j se comporta así:

üj = − ∂H

∂uj
− γu̇j + ηj(t), (3.14)

donde la función ηj(t) sigue la dinámica de Langevin para cada partícula, es
decir, cumple las ecuaciones 3.3 y 3.4.

Si consideramos un Hamiltoniano con interación lineal, como el de la sección
2.2 podemos ver que al proponer una solución del tipo ert para la ecuación
diferencial homógenea de 3.14 obtenemos una solución igual a la de la ecuación
3.2, sólo que esta vez, la frecuencia ω0 se comporta como la relación de dispersión
obtenida en 2.2, es decir:

ω2
0(q) = 4ksen2(

q

2
), (3.15)
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donde q = 2πα
N con α = 1, . . . , N y por tanto las raices son:

r1,2(q) = −γ

2
±

√(γ

2

)2

− ω2
0(q), (3.16)

El que las soluciones de la ecuación homógenea dependan del vector de onda
q tiene gran importacia en el análisis espectral, pues ahora en lugar de tener una
sola frecuencia tendremos N frecuencias normales y además una frecuencias de
corte. El espectro de frecuencias para la cadena tiene la forma:

S(ω) = 2γkBT
N−1∑
q=0

1
[r2

1(q) + ω2] [r2
2(q) + ω2]

, (3.17)

Cabe mencionar, que esta fórmula se parece mucho a el espectro de frecuen-
cias de un oscilador, pero ahora hay que sumar sobre cada frecuencia normal.
De hecho, como se ve en las formulas lo único que cambia es la relación de
dispersión ω0, por tanto, si consideramos interacción a segundos vecinos nota-
remos que la forma analítica del espectro de fecuencias será el mismo que el de
la ecuación 3.17 pero con la ω0 de la ecuación 2.22. No obstante, la cantidad de
MVBF altera S(ω), pues en la interacción a SV el factor k2 − k2cos(2qα) de la
relación de dispersión hace que los modos vibracionales se muevan a frecuencias
altas como lo muestra la siguiente �gura.
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Figura 3.2: Espectro de frecuencias para una cadena con N = 100 con interac-
ciones a primeros (PV) y segunos vecinos (SV).

3.2. Relajación de redes.
El proceso de relajación esta intimimamente relacionado con la termalización

de redes y en especial con el teorema de �uctuación-disipación si pensamos que
el sistema transita entre estados de equilibrio. Para el sistema pase de un estado
de equilibrio a otro debe perder energía, y la forma en que lo haga dependerá
de sus los términos disipativos. De aquí, que los términos desipativos tengan un
gran papel en los procesos de relajación, pues son los que se encargan de llevar
al sistema a varios estados de equilibrio.

Una forma sencilla de hacer que un sistema previamente termalizado alcance
una su equilibrio a una temperatura inferior a la de termalización, es colocando
sus extremos a un baño térmico que tenga esa temperatura. En el caso de
un sistema unidimensional es fácil notar que sólo basta poner los extremos de
en un baño térmico a esa temperatura (más adelante consideraremos que esta
temperatura es igual a cero). De esta forma, el resto de la cadena perderá energía
por la única vía que tiene. Así que, si pensamos en el teorema de �uctuación-
disipación, veremos que los términos disipativos más importante serán los que se
encuentran en los extremos del sistema. Por tanto, podemos considerar que todos
los términos disipativos del sistema están en los extremos y con ello facilitar
el tratamiento de las ecuaciones de movimiento. Usando las ideas anteriores
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podremos expresar la ecuación de movimiento de la partícula j como:

üj = − ∂H

∂uj
−

N∑

j=1

Γj u̇j , (3.18)

donde

Γj = γ [δj,1 + δj,N ] , (3.19)

Cabe mencionar que además de este efecto, las condiciones a la frontera
son de mucha importancia, es por ello, que durante este trabajo siempre se
consideraremos que las condiciones a la frontera serán cerradas, es decir, que
u0 = uN+1 = 0.



Capítulo 4

Validación del programa.

En el transcurso de este capítulo pondremos a prueba el código de nuestra
simulación y daremos los datos importantes que se utilizaron durante la progra-
mación. En principio, el código fuente se encuentra en el apéndice B donde se
puede consultar. Cabe mencionar que la simulación fue elaborada en lenguaje
de programación C++.

El método que se utilizó para la solución de las ecuaciones diferenciales 3.14 y
3.18 fue el Runge-Kutta de 4oorden, además de utilizar un generador de números
aleatorios propuesto por [N. Recipes 2002] y considerar que el término disipativo
de la ecuaciones cumpliera con γ < 8π2k/N2 para exigir que las soluciones
de las raices de 3.16 fueran imaginarias para la separación más grande entre
las eigenfrecuencias y con ello evitar el sobreamortiguamiento, es decir, que la
relajación fuera lo más libre posible. Un punto más en la programación, fue la
distribución de la energía inicial en el sistema, pues hicimos que cada modo
normal tuviera una energía kBT/2 tal cual lo menciona la mecánica estadística
de Boltzmann, además de considerar que la fuerza térmica tuviera una dispersión
dada por

√
2γkBT/∆t , con ∆t el intervalo de tiempo donde la fuerza no �uctua

y que hicimos igual al tamaño de paso de la simulación.
Otro punto importante en la programación, fue considerar la correlación

como [Reigada 2001a]:

C(τ) =
1

N − 1

N∑

j=2

〈∆j(t + τ)∆j(t)〉 , (4.1)

donde

∆j(t) = uj(t)− uj−1(t), (4.2)
con la �nalidad de obtener el espectro de frecuencias de nuestro sistema.
En la siguiente sección pondremos a prueba la simulación comparando los

resultados analíticos de un sitema de tres partículas con interacciones a primeros
vecinos lineal y no-lineal, al igual que la interacción a segundos vecinos.

24



CAPÍTULO 4. VALIDACIÓN DEL PROGRAMA. 25

4.1. Sistema de 3 partículas.
Analizar el comportamiento de un sistema de 3 partícuas nos permitirá ver

la importancia de los efectos no-lineales en un sistema de pocas partículas y con
ello entender el modelo de FPU y la relajación. El modelo de 3 partículas que
tomaremos será como lo muestra la �gura 4.1, es decir, un sistema de masas
acopladas mediante resortes y unidas a dos paredes �jas.

Figura 4.1: Sistema de 3 partículas.

El primer caso que analizaremos será el más simple de todos; este caso con-
siste en suponer que la interacción entre las masas es puramente líneal y se
efectua sólo a primeros vecinos. El Hamiltoniano que rige este sistema esta da-
do como en 2.2 y las ecuaciones de movimiento que tenemos son las siguientes
para masas m = 1:

ẍ1 = − k(2x1 − x2)
ẍ2 = − k(2x2 − x1 − x3),
ẍ3 = − k(2x3 − x2)

(4.3)

Para resolver estas ecuaciones proponemos como posible solución:

xj = Aje
iωt (4.4)

y obtenemos la matriz dinámica como en 2.2 que tiene la forma:

D =




ω2 − 2k k 0
k ω2 − 2k k

0 k ω2 − 2k


 , (4.5)
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Al construir el sistema matricial para el sistema de ecuaciones, se ve que
D·A=0, donde A es el vector de amplitudes. Esta notación nos permite vislum-
brar que la solución no-trivial tiene que estar dada por detD = 0 . Por tanto,
obtenemos la relación de dispersión siguiente:

ω2 =
(
2±

√
2
)

k, (4.6)

Cabe mencionar que las relaciones de dispersión que se obtienen son de gran
importancia en el análisis espectral, pues con ellas podemos ver donde estarán
los picos preponderantes en el espectro de frecuencias cuando tenemos al sistema
inmerso en un baño térmico. En el caso de la ecuación 4.6 los picos con mayor
altura en el espectro de frecuencias estarán ±

√(
2±√2

)
k independientemente

si se termaliza o no el sistema.
El siguiente sistema a analizar es usando el hamiltoniano 2.20, donde hay

interaciones lineales a primeros y segundos vecinos. Si se hace el desarrollo de
las ecuaciones de movimiento y se plantean soluciones tipo exponenciales como
4.4 es fácil notar que la mátriz dinámica del sistema es:

D =




ω2 − 2(k + k2) k k2

k ω2 − 2(k + k2) k
k2 k ω2 − 2(k + k2)


 , (4.7)

y por tanto al hacer el determinante encontramos que hay dos relaciones de
dispersión, que son:

ω2 =





1
2

(
4k + 3k2 ±

√
8k2 + k2

2

)

2k + 3k2

, (4.8)

Los siguientes casos, que son tomar el hamiltoniano no-lineal a primeros
vecinos (modelo de FPU) 2.14 y el hamiltoniano no-lineal para SV 2.23 son
más complicados y no se puede obtener las relaciones de dispersión analítica-
mente, Sin embargo, mediante aproximaciones como la elaboradas en la sección
2.2.1 se pueden obtener expresiones para frecuencias normales (ver apéndice A).

A continuación presentaremos un cuadro donde se exponen los valores que
se obtienen al hacer dichas aproximaciones al igual que los datos analíticos
obtenidos para frecuencias mayores a cero. Cabe mencionar que para obtener el
cuadro 4.1 se uso el programa mathcad 8.0.
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k k′ k2 k′2 ω′s

0.5 0 0 0
√

2
2

p
2±√2

0.5 0.5 0 0
√

14
4

p
2±√2

0.5 0 0.5 0 1,
√

10
2

0.5 0.5 0.5 0.5
√

7
2

,
√

70
4

Cuadro 4.1: Frecuencias para 3 partículas.

Los resultados de la simulación para el espectro los obtuvimos variando la
temperatura de termalización de la red. Para poder ver el efecto de la tempe-
ratura en el espectro de frecuencias, tomamos la partícula central de la red y le
dimos un impulso unitario como condición inicial, este resultado lo mostramos
en las grá�cas como el de temperatura cero y está representado mediante la
línea obscura en todas las grá�cas. Cabe mencionar que el espectro de frecuen-
cias se calculó como 3.9 usando la correlación como en 4.1 cuando el sistema se
encontraba en equilibrio térmico.
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Figura 4.2: Espectros para el Hamiltoniano lineal con interacción a PV.
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Figura 4.3: Espectros para el Hamiltoniano no-lineal con interacción a PV.
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Figura 4.4: Espectros para el Hamiltoniano lineal con interacción a PV y SV.
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Figura 4.5: Espectros para el Hamiltoniano no-lineal con interacción a PV y SV.

Como se dijo anteriormente, el efecto de que la red esté termalizada no in�uye
en la colocación de las frecuencias dominantes del sistema, pues como se ve en
las �guras el pico esta cerca de la frecuencia calculada por el cuadro 4.1. De
hecho, se puede concluir que el efecto de la termalización de la red sólo hace que
el ancho del pico de una frecuencia dada se ensanche conforme se incrementa la
temperatura.

Como se puede observar, los casos no-lineales no le pegan muy bien a la
frecuencia presentada en el cuadro 4.1, debido a lo mejor a la aproximación que
usamos. No obstante, se ve que la cercanía a esta frecuencia es buena. Por ejem-
plo en la �gura 4.5, la segunda frecuencia dominante del sitema está alrededor
de 2.0, que es donde observamos �uctuaciones en el espectro de frecuencias. Por
otra parte, el ensanchamiento de los picos debido a la temperatura no nos deja
vislumbrar bien los resultados en los casos no-lineales, pues en el caso de la �gura
4.3 no podemos ver a que frecuencia pertenecen las �ucuaciones. Sin embargo,
si podemos decir que el sistema tiene dos frecuencias características, pues al
aumentar la temperatura podemos ver que hay como una interferencia de dos
funciones gaussianas centradas en las dos frecuencias que se obtienen cuando
el sistema no está en un baño térmico. A pesar de todo, el corrimiento de las
frecuencias respecto a los casos lineales, tal cual lo mencionamos en el capítulo
2, nos da una buena pauta para continuar con los procesos de relajación.

De manera comparativa con lo obtenido por Reigada et. al. [Reigada 2001a]
se gra�có la relajación de la energía después de conectar los extremos de cadena
a un baño a temperatura T = 0. En la �gura 4.6 E(0) es la energía que tenía el
sistema en el instante que se conecto al baño a temperatura cero. Como se ve en
la �gura 4.6, los efectos de no-linealidad hacen que la relajación sea un poco más
rápida, ya que la energía se disipa más rápido que en los casos lineales, lo cual
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nos ayuda en cierta forma a corroborar la idea de FPU. Intituivamente se sabe
que si uno tiene dos sistemas iguales y a uno de ellos se le ponen más osciladores,
la energía de éste será mayor respecto al primero, y por tanto cuando se hable
de relajación veremos que ésta será mucho más lenta para el sistema al cual le
agregamos osciladores que para el otro al que no le hicimos nada. En términos
estadísticos, entre más modos normales tenga un sistema más lenta será su
relajación. Siguiendo las ideas anteriores, podemos ver que nuestros resultados
de la �gura 4.6 son con�ables aunque la diferencia no sea muy clara en la �gura
debido a las pocas partículas usadas.
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Figura 4.6: Relajación de la energía para el sistema de 3 partículas con inter-
aciones lineales y no-lineales a PV y SV. La temperatura de termalización fue
T=0.5, el tamaño de paso de la simulación fue dt=0.01.

Debido a la similitud que notamos con lo obtenido aquí y lo presentado por
Reigada et. al. [Reigada 2001a, Reigada 2001b] obtenemos la pauta necesaria
para continuar con los efectos de relajación en sistemas de muchas partículas,
además de garantizar que nuestros resultados son correctos debido a la descrip-
ción para el espectro de frecuencias de 3 partículas.



Capítulo 5

Resultados del modelo de
vidrios.

En este capítulo presentaremos nuestro modelo de vidrios, la importancia
de los modos vibracionales de baja frecuencia en la densidad de modos y los
resultados de la simulación del espectro de frecuencias de muchas partículas al
igual que la relajación térmica para diferentes concentraciones de SV. Durante el
desarrollo del capítulo se introducirá una variable más para entender el proceso
de relajación denomina energía localizada [Piazza 2001] al igual que los modos
de respiración mencionados en la parte �nal de la introducción.

5.1. Modelo de Vidrios.
Como mencionamos en la introducción la �nalidad de este trabajo es com-

binar el modelo FPU de la ecuación 2.14 y el cambio de los MVBF para ver
los efectos de relajación de una red unidimensional de osciladores acoplados.
Así pues, dicho que la cantidad de MVBF se modi�ca con la interacción a SV,
plantearemos entonces que esta modi�cación sea gradual, es decir, que podamos
cambiar la concentracion (C) de segundos vecinos que interactuan en el sistema.
Con la �nalidad de cumplir el próposito anterior, modi�caremos el hamiltoniano
2.23 de la siguiente forma:

H =
N∑

j=1

Pj

2m + 1
2k (xj − xj−1)

2 + 1
4k′ (xj − xj−1)

4

+
∑N

j=1 Θj+2,j

[
1
2k2 (xj − xj−2)

2 + 1
4k′2 (xj − xj−2)

4
]
,

(5.1)

donde la función Θj+2,j es una variable aleatoria que toma valores 0 y 1 con
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una probabilidad de C y 1− C respectivamente.
Con �nes comparativos en el proceso de relajación, también haremos que la

función Θj+2,j sea de tal forma que deje un arreglo periódico en algunos casos,
es decir, que la cantidad de SV que se tome sea simétrica en la cadena, y con
ello comprobar cuanto in�uye la periodicidad y la no-periodicidad de la red en
la relajación.

Figura 5.1: Modelo vítreo con: a) interacción no-periódica de SV y b)interacción
periódica de SV.

Así pues, nuestro modelo de vidrios se basará en un modelo de FPU modi-
�cado para que con ayuda de la TR observemos el papel de los MVBF en el
proceso de relajación.

5.2. Densidad de modos y MVBF.
Como se mencionó en la introducción, los MVBF son de importantes para

describir la relajación térmica de una red y el número de MVBF que puede
haber en un sistema depende de las constricciones que éste tenga. El punto a
tratar, es identi�car con que parte del hamiltoniano están relacionados estos
MVBF.

Si pensamos que cada resorte que une a una partícula en nuestra red es
una constricción es fácil notar entonces que la modi�cación de los MVBF se
deben a la parte lineal del hamiltoniano pues con esta es la encargada unir
cada partícula. Sin embargo, el efecto de la no-linealidad de nuestro modelo
debería de in�uir de alguna manera. La forma en que la no-linealidad afecta los
MVBF es trasladándolos a modos de frecuencias altas cuando el sistema tiene
interacciones pequeñas [Cerón 2005]. Este efecto lo veremos más adelante en los
resultados para el espectro de frecuencias de muchas partículas. No obstante,
la �nalidad de este apartado es la identi�cación de la cantidad de MVBF para
diferentes concentraciones de SV de nuestro modelo.

Para ampezar nuestro análisis pensaremos en los dos casos limite de nuestro
modelo cuando este sólo presenta interacciones lineales a PV y SV, es decir, con-
centraciones C =0.0 y C =1.0 respectivamente. Al observar estos casos notamos
que ambos son periódicos y que cuando nos vamos a frecuencias pequeñas, en
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el límite acústico (q → 0 ), obtenemos que las relaciones de dispersión calcu-
ladas mediante las ecuaciones 2.13 y 2.22 toman la forma ω(q → 0) = q

√
k y

ω(q → 0) = q
√

k + 4k2 para las concentraciones C =0.0 y C =1.0 respectiva-
mente. Lo que nos dice que en este limite las frecuencias son proporcionales al
vector de onda q. Ahora bien, la densidad de modos del sistema unidimensional
se puede calcular como [Kittel 1996]:

ρ(ω) =
1
π

∣∣∣∣
dq

dω(q)

∣∣∣∣ , (5.2)

y por tanto podemos notar que en los casos limite, ρ(ω) tiene la forma de:

ρC =
1

πvC
, (5.3)

donde el subíndice representa la concentración y vC=0 =
√

k y vC=1,0 =√
k + 4k2. Para hacer notar la variación de la densidad de modos conforme

avanzamos de una a otra concentración limite diagonalizamos la matriz dinámica
para N = 20000 osciladores y promediamos sobre 100 arreglos desordenados
para obtener la siguiente �gura:
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Figura 5.2: Límite acústico para la densidad de modos con k = k2 = 1. La
línea sólida representa un ajuste lineal y las símbolos representan los datos de
la simulación.

Al hacer variar la concentración de segundos vecinos pudimos hacer un ajuste
lineal con pendiente negativa para la densidad de modos en el limite acústico.
Usando este hecho y la �gura 3.2 podemos concluir que la contribución armónica
hace que los MVBF diminuyan como función de la concentración.
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5.3. Espectro de frecuencias.
Para notar el papel de la no-linealidad y el desempeño de los MVBF en

nuestro sistema, calculamos el espectro de frecuencias (EF) para los casos li-
neal y no-lineal para diferentes concentraciones. Cabe mencionar que cuando
aumentamos la concentración de SV en el caso lineal las interacciones eran li-
neales, y cuando tratamos el caso con no-lineal para los PV , los SV tuvieron
no-linealidad.

Como se observa en las grá�cas 5.3 y 5.4, la cantidad de MVBF disminuyen
conforme se aumenta la concentración de SV y el papel de la no-linealidad de la
cadena hace que las frecuencias bajas, comparadas con el caso C =0.0, dismi-
nuyan de amplitud y a su vez se corran a frecuencias mayores para conservar el
área bajo la curva y con ello mantener la densidad de estados. Por otra parte, si
nos centramos en las grá�cas internas de cada �gura, vemos que el crecimiento
de los MVBF es casi constante cuando se cambia la concentración de SV. Esto
último lo podemos aprovechar en la relajación, ya que no tendremos que dis-
tingir entre que ferecuencias bajas estamos para una concentración dada, pues
todos los MVBF tienen la misma amplitud. Cabe mencionar que los resultados
siguentes se hicieron para N = 100 partículas, que el incremento de paso en la
simulación fue de dt =0.01 y que los espectros de frecuencia S(ω) se calcularon
cuando la red estaba termalizada durante un tiempo de simulación de 214.
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Figura 5.3: EF con interacciones lineales para distintos valores de C. Cada curva
es un promedio de 10 realizaciones.
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Figura 5.4: EF con interacciones no-nolineal para distintos valores de C. Cada
curva es un promedio de 10 realizaciones.

5.4. Relajación.
Para poder visualizar mejor el proceso de relajación conforme aumentamos

la concentración dividimos los resultados en dos grá�cas. Una que va desde
C =0.0 a 0.5 y la otra que va desde C =0.5 a 1.0. Como era de esperarse,
la grá�ca 5.5 muestra un incremento en la relajación conforme la concentración
crece debido a que los MVBF disminuyen y a que ya no es tan fácil intercambiar
energía con los extremos. Si pensamos en que cada MVBF tiene asociada una
longitud de onda y que esta es la encargada de llevar la energía de un lugar a
otro como una onda, entonces cuando decrecen lo MVBF las amplitudes de las
longitudes de onda asociadas disminuyen y por tanto llevan menos energía a los
extremos, dando como resultado que la energía total del sistema se conserve por
más tiempo haciendo que la relajación se vea más lenta.
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No obstante, al observar la grá�ca 5.6 notamos que lo dicho antes no se
cumple para tiempos t < 104, pues se ve que mientras menos MVBF hay, más
rápido se relaja la energía. Sin embargo, para tiempos t > 104 se ve que nuestra
concepción de los MVBF en el proceso de relajación funciona muy bien, pues
conforme se aumenta la concentración de SV la relajación se torna cada vez más
lenta.
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Figura 5.5: Relajación para concentraciones C=0.0 a 0.5. Cada curva es el
resultado de un promedio de 40 realizaciones.
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Figura 5.6: Relajación para concentraciones C=0.5 a 1.0. Cada curva es el
resultado de un promedio de 40 realizaciones.

Siguiendo la idea de que a menos MVBF más lenta es la relajación, encontra-
mos que las concentraciones de 0.0 a 0.5 siguen la idea, pero las concentraciones
de 0.6 a 1.0 no la sigen para tiempos t < 104, lo que nos indica que hay un pro-
blema extra en el entendimiento de la relajación y que no puede radicar en el
cambio de los MVBF, pues como vimos en la sección 1 de este capítulo, hay un
decremento monótono conforme aumentan las concentraciones. Para tratar de
entender este problema, decidimos ver la importancia de la colocación de los SV
a ciertas concentraciones, para esto tomamos en cuenta que las concentraciones
tuvieran la misma cantidad de modos normales (que se consigue por debajo del
límite de Ishii[Ishii 1970]) y por tanto los mismos MVBF.

El primer paso fue ver la relajación para C=0.5, pues pareciera que este
punto re�eja una simetría en la grá�ca de la relajación como se ve en las �guras
5.5 y 5.6, además de que es punto máxima entropía debido a que el número de
posibilidades de poner los resortes es máxima. Para esta concentración (C =0.5)
decidimos comparar una cadena que dispone a sus SV de forma azarosa (cadena
no-periódica) con una cadena que dispone a sus SV de forma periódica. Lo que
encontramos, es que la relajación para tiempos t < 104 no es sólo un problema de
periodicidad de la red y de los MVFB, pues la relajación es diferente (ver �gura
5.7) ya que notamos que la cadena periódica se relaja más rápido que la cadena
no-periódica. Sin embargo, podemos decir que la periodicidad es importante en
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la relajación y para ello gra�camos la relajación para otras dos concentraciones
y que presentamos en la �gura 5.8.
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Figura 5.7: Relajación para cadenas periódicas (P) y no-periódicas (NP), C=0.5
. Cada curva es el resultado de un promedio de 40 realizaciones.

El resultado obtenido fue curioso en la �gura 5.8, pues como esperabamos la
periodicidad de la red in�uye en el papel de relajación. Además obtuvimos que
dos concentraciones de arreglos no-periódicos (C =0.25 y C =0.75) tuvieron
una relajación similar. Este hecho, nos llevo a pensar que el entendimiento en
la relajación de la cadena para tiempos t < 104 fuera un problema en el cual
se conjuntaran la periodicidad y alguna característica de no-linealidad de la red
que hace que la grá�ca de relajación pareciera simétrica para estos tiempos y
no lo fuera. Otro hecho que vimos, es que para los arreglos periódicos no hay
simetría en la grá�ca de relajación para tiempos t < 104. No obstante para
tiempos t > 104 la idea de interpretar la relajación en términos de los MVBF
funciona bien aunque el sistema presente periodicidad en la red.

Para tratar de comprender el efecto de no simetría en las grá�cas de re-
lajación para tiempos t < 104, intentaremos utilizar alguna propiedad de la
no-linealidad como la formación de modos de respiración, apartir de la cantidad
de energía localizada que tiene el sistema en cada instante y que discutiremos en
la siguiente sección. Cabe mencionar, que la interpretación de los MVBF funcio-
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na muy bien cuando el tiempo de ralajación es largo pero cuando el tiempo es
pequeño, la cantidad de MVBF no son su�cientes para comprender la relajación
del sistema. Es por ello que el la sección siguiente utilizaremos la idea de energía
localizada para entender la rejación para tiempos cortos.
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Figura 5.8: Relajación para cadenas periódicas (P) y no-periódicas (NP), di-
ferentes concentraciones . Cada curva es el resultado de un promedio de 40
realizaciones.

5.5. Localización.
Como mencionamos, utilizaremos una nueva cantidad para describir el pro-

ceso de relajación. Para ello introduciremos una nueva cantidad llamada energía
localizada mediante la forma [Piazza 2001]:

L =

N∑

j=1

e2
j (t)




N∑

j=1

ej(t)




2 , (5.4)

donde ej(t) es la energía por cada partícula j al instante t y de�nida por el
Hamiltoniano de la ecuación 5.1 como:
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ej(t) = Pj

2m + 1
2k (xj − xj−1)

2 + 1
4k′ (xj − xj−1)

4 +

Θj+2,j

[
1
2k2 (xj − xj−2)

2 + 1
4k′2 (xj − xj−2)

4
] , (5.5)

Cabe mencionar, que esta forma de localización energía en ciertas zonas de
la cadena y por tanto la podemos relacionar con la creación de modos de res-
piración [Campbell 2004, Piazza 2001, Reigada 2001a, Reigada 2001b] , como
los mencionados en la introducción. Anteriormente habíamos mencionado que
cuando los términos no-lineales k′ → 0 la energía podía verse distribuida en
cada modo normal y por tanto dijimos que la energía estaba localizada. Esta
última forma de localización no se tomara en cuenta en la siguiente discusión, ya
que los modos de respiración pueden encontrarse distribuidos en muchos modos
normales del sistema.

Para interpretar el proceso de relajación con el parámetro L analizamos los
casos limite de nuestro arreglo, notando que cuando la localización de la ener-
gía (LE) aumenta la relajación del sistema es más lenta (ver la �gura 5.9 ).
Este hecho, concuerda con la interpretacion de Reigada et. al. [Reigada 2001a,
Reigada 2001b], ya que la energía en el sistema se empieza a localizar en ciertos
sitios dando como resultado la aparición de modos de respiración que hacen
que la energía no se pierda además de que estos modos no alcanzan a ver los
extremos disipativos y por tanto hacen que el sistema se relaje más lento.

Lo siguiente que hicimos fue analizar los procesos de ralajación para dife-
rentes concentraciones no-periódicas. Cabe mencionar que el parámetro L lo
multiplicamos por el tamaño de la red, que fue de 100 sitios, para obtener un
factor de escala, ya que L < 1. El resultado obtenido fue interesante, pues en
la grá�ca 5.10 se ve que la LE decrece para la concentración C=0.0 mientras
que para las concentraciones C=0.1, 0.3 y 0.5 permanece casi igual, salvo algu-
nas �uctuaciones notables que nos ayudan describir el proceso a de relajación a
tiempos t < 104. La grá�ca 5.11 hace notar con mayor fuerza la localización de
la energía en el papel de la relajación, pues cuando hay incrementos en ésta la
relajación se ve afectada, tal cual lo muestran los casos C=0.9 y 1.0.
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Figura 5.9: Localización y relajación contra tiempo: C=0.0 y C=1.0.
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Figura 5.10: Localización y relajación para diferentes concentraciones. Concen-
traciones menores que C=0.5.
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El incremento de la LE para tiempos cercanos a t = 104 y mayores, hace una
nueva forma de ver los efectos de los MVBF, ya que uno puede pensar que éstos
siguen un efecto de cáscada de energías como en turbulencia [Ponno 2005]. Lo
cual nos dice que la tranferecncia de energía se da de los lugares más energéticos
a los de poca energía y que estos últimos se encargan de disipar la energía. Como
sabemos los MVBF son poco energéticos, por tanto siguiendo la idea de Ponno
et. al., estos serían los encargados de disipar la energía en nuestro modelo y por
tanto los causantes de relajar al sistema. De aquí, que la interpretación de la LE
para tiempos largos sólo se mani�este en que nuestras ideas de que los MVBF
son los más importantes en la relajación. No obstante, vimos que la relajación
para los tiempos t < 104 es engorrosa aún, ya que la LE para esos tiempos es
muy similar para todas las concentraciones. Sin embargo, una forma de inter-
pretar los problemas de simetría en las grá�cas de relajación sería mediante las
�uctuaciónes del parámetro L, pues podríamos pensar que estas �uctuaciones
generan modos de respiración que afectan la simetría y por tanto las grá�cas
relajación no se ven simétricas alrededor de la concentración C=0.5.

Cabe mencionar que utilizar estas interpretaciones para cualquier tiempo es
consistente a pesar de que el tiempo t = 104 pueda ser solamente una mani-
festación de tomar arreglos �nitos. No obstante, siempre podemos pensar en
los tiempos largos e interpretar los resultados de las grá�cas 5.10 y 5.11 con
las ampliaciones de las grá�cas 5.5 y 5.6 como una asimetría al alrededor de la
concentración C=0.5 debido a la formación de modos de respiración.
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Figura 5.11: Localización y relajación para diferentes concentraciones. Concen-
traciones mayores que C=0.5.



Capítulo 6

Conclusiones.

Entender la importancia de los modos vibracionales de baja frecuencia (MVBF)
en la relajación de un vidrio simple fue el tema principal de este trabajo. Durante
el desarrollo, usamos la teoría de la rigidez para ir modi�cando gradualmente los
MVBF y encontramos que éstos no fueron los únicos involucrados en el proceso
de relajación. La forma en que quitamos MVBF fue poniéndole constricciones
a nuestro modelo aumentando la concentración de segundos vecinos.

El primer punto que tratamos fue ver la variación de la densidad de modos
al cambiar la concentracion (C) en el limite acústico para ver la forma en que
cambiaban los MVBF. El resultado que obtuvimos fue que estos modos seguian
una progresión lineal con pendiente negativa conforme C crecia, lo que indicaba
que el número de MVBF disminuye conforme aumenta la concentración. El si-
guiente punto fue ver la relajación al aumentar la C, el resultado obtenido fue:
para tiempos largos (t > 104) los MVBF hacen que la relajación sea más len-
ta conforme van decreciendo, haciendo que el fenómeno de relajación se pueda
interpretar como un efecto turbulento [Ponno 2005], donde la transferencia de
energías grandes a pequeñas es de suma importacia para la disipasión; sin em-
bargo, para tiempos t < 104 la forma de interpretar los MVBF en la relajación
no fue su�ciente, pues tuvimos que introducir un nuevo concepto, denominado
localización de la energía, para enfatizar que la relajación se ve in�uenciada por
la creación de modos de respiración y que se interpretan como sitios localizados
de energía dentro de la cadena. La interpretación de este concepto no altera el
entendimiento de la relajación para tiempos largos, pues encontramos que cuan-
do el parámetro de localización es más fuerte (que sucede para tiempos t > 104)
hay un número mayor de modos de respiración que no permiten que haya trans-
ferencia de energía de modos de frecuencia alta a los modos de frecuencia baja y
por tanto la interpretación de los MVBF es igual, pues si tenemos pocos modos
de baja frecuencia la disipación se hace lenta.

43
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El papel de la periodicidad de la red también fue de gran importacia para
entender la relajación, pues notamos que para arreglos periódicos la relajación
es más rápida que para sistemas no-periódicos. Este último punto al igual que
la localización de la energía, nos llevo a concluir que la simetría en la grá�ca
de relajación que se puediera observarse en los sistemas no-periódicos se rompe
debido a la aparición de los modos de respiracion en el sistema.

En forma general, la in�uencia de los MVBF en la relajación de sistemas
vitreos son de suma importancia, pero no son los únicos que la afectan, ya que
también los modos de respiración y la periodicidad de la red tienen impacto
para tiempos t < 104. Sin embargo, las ideas desarrolladas para tiempos largos,
que sólo se basan en la interpretación de los MVBF en la relajación, concuerda
con la ideas de Phillips et. al. [Phillips 1996] donde se plantea que la velocidad
para atrapar a un sistema en un estado metaestable basado en el paisaje de
energías es de gran importancia debido a la habilidad que el sistema tiene para
alcanzar el equilibrio térmico. En otras palabras, el paisaje de energías es un
punto de partida para determinar la transición vítrea de un sistema.

Los resultados de este trabajo fueron presentados en un artículo bajo el
nombre de Thermal relaxation and low frequency vibrational anomalies in simple
models of glasses: A study using nonlinear Hamiltonians en la revista Physical
Review E . El artículo fue aceptado el 16 de abril de 2008. La versión recibida
por la revista se presenta en el apéndice C.



Apéndice A

Aproximaciones para 3
partículas.

Al tomar el hamiltonianos de la ecuación 2.23 para tres partículas, vemos
que tiene la forma:

3∑
j=1

Pj

2m + 1
2k (xj − xj−1)

2 + 1
4k′ (xj − xj−1)

4

H = +
1
2k2 (xj − xj−2)

2 +, 1
4k′2 (xj − xj−2)

4

, (A.1)

de aquí que las ecuaciones de movimiento del sistema son:

−k (2x1 − x2)− k′
(
(x1)

3 − (x2 − x1)
3
)

mẍ1 =
−k2 (2x1 − x3)− k′2

(
(x1)

3 − (x3 − x1)
3
)

−k (2x2 − x1 − x3)− k′
(
(x2 − x1)

3 − (x3 − x1)
3
)

mẍ2 =
−k2 (2x2)− k′2

(
(x2)

3 − (−x2)
3
) , (A.2)

y

−k (2x3 − x2)− k′
(
(x3 − x2)

3 − (−x3)
3
)

mẍ3 =
−k2 (2x3 − x1)− k′2

(
(x3 − x1)

3 − (−x3)
3
)
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Ahora bien, si proponemos una solución tipo 2.16 y usamos la relación tri-
gonométrica 2.17 podemos notar que habrá dependencias en las amplitudes con
términos cúbicos. por tanto, pediremos que las amplitudes de la solución 2.16
sean tales que An

3 ' An al igual que Bn
3 ' Bn, para que al aplicar la relación

trigonométrica del coseno cúbico podamos agrupar los términos del cos(ωt) y
cos(3ωt) de la siguente forma matricial:

D ·A · cos(ωt) + [D′ ·B + C ·A] · cos(3ωt) = 0, (A.3)
donde

D =

0
@

−mω2 + 2k + 3
2 k′ + 2k2 + 3

2 k′2 −k − 3
4 k′ −k2 − 3

4 k′2
−k − 3

4 k′ −mω2 + 2k + 3
2 k′ + 2k2 + 3

2 k′2 −k − 3
4 k′

−k2 − 3
4 k′2 −k − 3

4 k′ −mω2 + 2k + 3
2 k′ + 2k2 + 3

2 k′2

1
A

D′ =

0
@

−9mω2 + 2k + 2k2 −k −k2

−k −9mω2 + 2k + 2k2 −k
−k2 −k −9mω2 + 2k + 2k2

1
A

C =

0
@

1
2

`
k′ + k′2

´ − 1
4 k′ − 1

4 k′2
− 1

4 k′ 1
2

`
k′ + k′2

´ − 1
4 k′

− 1
4 k′2 − 1

4 k′ 1
2

`
k′ + k′2

´

1
A

y las matrices de amplitudes son:

A =




A1

A2

A3




y

B =




B1

B2

B3




Ahora bien, para encontrar una solución a la ecuación A.3, tendríamos que
pedir que el determinante de las matrices D fueran cero. Pero encontramos un
problema, pues el determinante de la matriz C es siempre diferente de cero
por se una matriz constante. Así que para encontrar una solución aproximada
pedimos también que los terminos no-lineales, k′ y k′2 fueran pequeños y así
poder encontrar la soluciones de las eigenfrecuencias del sistema al calcular sólo
los determinantes det |D| = 0 y det |D′| = 0 que sería como ver el determiante
de la matriz dinámica del sistema.

Para encontrar las eigenfrecuencias colocamos las matrices D y D′ en el
programa de matematicas Mathcad 8.0 usando los valores que se presentan en
la tabla 4.1.



Apéndice B

Código fuente: programa en
C++.

B.1. Script de lanzamiento del programa.
#!/bin/bash
#
#Script para correr archivo cadena.cpp
#Se debe compilar cadena.cpp,thermal.cpp,promedio.cpp
antes de correr este programa;poner el mismo nombre
#del archivo *.cpp al ejecutable
#crea el archivo de entrada inputdata.txt
#
#aqui ponemos las condiciones iniciales de la Cadena.cpp
M=24
Nchain=1000
dt=0.01
m=1.0
K=0.5
Kp=0.5
K2=0.5
K2p=0.5
KbT=0.5
a=3
NNenergia=200
NNespectro=3000
conct_list=�0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0"
for list in $conct_list
do
mkdir "$list"
for numero in `seq 5`
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do
##cp "./thermal..${numero}.dat" "$list/"
cp "./cadena" "$list/"
cd $list
##mv "./thermal..${numero}.dat" "./thermal.dat"
date
echo $numero
echo $M >inputdata.txt
echo $Nchain >>inputdata.txt
echo $dt >>inputdata.txt
echo $m >>inputdata.txt
echo $K >>inputdata.txt
echo $Kp >>inputdata.txt
echo $K2 >>inputdata.txt
echo $K2p >>inputdata.txt
echo $KbT >>inputdata.txt
echo $a >>inputdata.txt
echo $list >>inputdata.txt
echo $NNenergia >>inputdata.txt
./cadena
##rm "./thermal.dat"
rm "./cadena"
rm "./inputdata.txt"
#mv "./spectrum.dat" "./spectrum..${numero}.dat"
mv "./energycut.dat" "./energycut..${numero}.dat"
mv "./localitation.dat" "./localitation..${numero}.dat"
cd ".."
done
#####promedio para la energia
cp "./promedio" "$list/"
cd $list
for q in `seq 5`
do
mv "./energycut..${q}.dat" "./$q.dat"
done
echo $NNenergia >NNchain.dat
./promedio
mv "./promedio.dat" "./penergy..${list}.dat"
for x in `seq 5`
do
rm "./$x.dat"
#mv "./$x.dat" "./energycut..${x}.dat"
done
rm "./promedio"
rm "./NNchain.dat"
cd ".."
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##########
##########promedio espectro
#cp "./promedio" "$list/"
#cd $list
#for ss in `seq 1`
#do
#mv "./spectrum..${ss}.dat" "./$ss.dat"
#done
#echo $NNespectro >NNchain.dat
#./promedio
#mv "./promedio.dat" "./pspectrum..${list}.dat"
#for x in `seq 1`
#do
#rm "./$x.dat"
#done
#rm "./promedio"
#rm "./NNchain.dat"
#cd ".."
#########
#####promedio para la localizacion
cp "./promedio" "$list/"
cd $list
for q in `seq 5`
do
mv "./localitation..${q}.dat" "./$q.dat"
done
echo $NNenergia >NNchain.dat
./promedio
mv "./promedio.dat" "./plocalitation..${list}.dat"
for x in `seq 5`
do
rm "./$x.dat"
#mv "./$x.dat" "./localitation..${x}.dat"
done
rm "./promedio"
rm "./NNchain.dat"
cd ".."
###########
done
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B.2. Programa.
/*Autor: Romero Arias Jose Roberto
Last Date Review: 2007, November 14th
This program calcules the movement (with Runge Kutta metod) of a atomic
chain in a thermal equilibrium with interations (linear and nolinear) at �rst
and second neighbors. The thermal equlibrium is modelated with a gaussian
white noice and the aleatory number generator program
was taken at "Numerical Recipes in C:The art of Scienti�c Computing,1988-

1992.
Cambrige University Press" */
#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
#include<time.h>
#include<string.h>
#de�ne IA 16807
#de�ne IM 2147483647
#de�ne AM (1.0/IM)
#de�ne IO 127773
#de�ne IR 2836
#de�ne MASK 123459876
#de�ne pi 3.1416
�oat linealforce(�oat ext_force,�oat gama,�oat vjj,�oat K_l, �oat K_r,�oat

uj_1,
�oat uj1,�oat m);
�oat nolinealforce(�oat Kp_l,�oat Kp_r,�oat m,�oat dt,�oat uj1,�oat uj_1,
�oat vj1,�oat vj_1);
�oat thermalforce(�oat mean, �oat sigma);
�oat aleatorynumbersgenerator(int N);
//�oat Correlation(�oat dt,int N, �oat **x, int Nchain);
//void potencia(int N,double **x,int Nchain,int jzero);
//void energy(int N, �oat **x,�oat **v,�oat K,�oat Kp, �oat *k2right,
�oat *k2pright,int Nchain,�oat dt,int izero);
main()
{
�oat *x,*v,**C,**F,*spring,**matriz,**xxx,**vvv;
�oat uj1=0,uj_1=0,uj=0,vj1=0,vj_1=0,vj=0,vjj=0,uj2=0,uj_2=0,
vj2=0,vj_2=0;
�oat gama=0,gamax=0,K=0,Kp=0,K2=0,K2p=0,Vzero=0,K_l,K_r,
Kp_l,Kp_r,K2_l,K2_r,K2p_l,K2p_r;
�oat *k2left=0,*k2right=0,*k2pleft=0,*k2pright=0;
�oat m=0,ext_force=0,dt=0,KbT=0,t=0,sigma=0,mean=0,cons=0,
w=0,w0=0,xx=0,conct=0,xjp,vjp;
�oat k1_x,k2_x,k3_x,k4_x,k1_v,k2_v,k3_v,k4_v;
�oat E,Ezero,Emean,Eplus,L;
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int i,l,k,j,jzero,izero,N=0,M=0,Nchain=0,NNchain,sq,p,qq,count_ks=0;
int a=0,cuenta=0,paso=2,energystep=0,step=0,npt=0,nnpt=0,newstep=0,
newnpt=0,newnnpt=0;
FILE *input,*position,*velocity,*dispertion,*force,*output,*thermal,*matrix,
*localitation,*energycut;
//�le conditions
//*****************************************************************************
//position=fopen("position.dat","w");
//velocity=fopen("velocity.dat","w");
//dispertion=fopen("dispertion.dat","w");
//force=fopen("force.dat","w");
//matrix=fopen("matrizderesortes.dat","w");
//output=fopen("outputdata.dat","w");
//thermal=fopen("thermal.dat","r");
energycut=fopen("energycut.dat","w");
localitation=fopen("localitation.dat","w");
//******************************************************************************
input=fopen("inputdata.txt","r"); //Inicial data is read se inicie el archivo

de
condiciones inicialesp*/
fscanf(input,("%d\n%d\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%d\n%f\n%d\n"),\
&M,&Nchain,&dt,&m,&K,&Kp,&K2,&K2p,&KbT,&a,&conct,&nnpt);
printf("M=%d\tNchain=%d\tdt=%f\tm=%f\nK=%f\tKp=%f\tK2=%f\t
K2p=%f\nkbt=%f\ta=%d\tconct=%f\n",M,Nchain,dt,m,K,Kp,K2,K2p,KbT,a,conct);
//M=14; //power of step's numer
N=(int)(pow(2,M)); //numer of steps like power of two for helping the FFT
//Nchain=5; //numer of particules at the chain
jzero=(int)(Nchain+1)/2; //excited particule
izero=(4096); // maximum time of a thermalforce
npt=int(N/nnpt); ///numer of points on the gra�cs
newnpt=int(npt/nnpt);
//inicial conditions
//***********************************************************************************
/*dt=0.01;
m=1.0;
K=1.0;
Kp=0.0;
K2=0.0;
K2p=0.0;
KbT=0.0;
gama=0.0;
a=1; //for choose the external force: 0) delta 1)constan 2)armonic 3)thermal
cons=0.0;
w=3.0;*/
//**********************************************************************************
gama=2.0*K*sin(pi/Nchain); //Damping conditions for the relaxation
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//gama=0.1;
gamax=gama;
w0=sqrt(K);
sigma=sqrt(2.0*gama*KbT/(dt*m)); //initial condition for �uctation-disipation

teorem
Vzero=sqrt(2.0*KbT/(m)); //energy per unit of particule; initial condition
srand(time(NULL));
//***********************************************************************************
// array conditions
//***********************************************************************************
//x = (�oat**) malloc ((N+3)*sizeof(�oat *));
//if (x==NULL) exit (1);
//v = (�oat**) malloc ((N+3)*sizeof(�oat *)); //active memory for double

pointer
//if (v==NULL) exit (1);
x= (�oat*) calloc ((Nchain),6);
if (x==NULL) exit (1);
v = (�oat*) calloc ((Nchain),6);
if (v==NULL) exit (1);
xxx = (�oat**) malloc ((3)*sizeof(�oat *));
if (xxx==NULL) exit (1);
vvv = (�oat**) malloc ((3)*sizeof(�oat *));
if (vvv==NULL) exit (1);
F = (�oat**) malloc ((izero+3)*sizeof(�oat *));
if (F==NULL) exit (1);
matriz = (�oat**) malloc ((Nchain+1)*sizeof(�oat *));
if (matriz==NULL) exit (1);
//x[0] = (�oat *) malloc ((N+3) * (Nchain)*sizeof(�oat) );
//v[0] = (�oat *) malloc ((N+3) * (Nchain) * sizeof(�oat)); //the return

pointer will
relationed with the �rst array
F[0] = (�oat *) malloc ((izero+3) * (Nchain)*sizeof(�oat) );
matriz[0] = (�oat *) malloc ((Nchain+1) * (Nchain+1)*sizeof(�oat) );
for(i=1;i<=Nchain+1;i++) matriz[i]=matriz[i-1]+Nchain;
for (i=1;i<izero+3;i++)
{
//x[i] = x[i-1] + Nchain; //We need to calculate the rest of the pointers.

The next
point will be at Nchain pointers of distance
//v[i] = v[i-1] + Nchain;
F[i] = F[i-1]+ Nchain;
}
xxx[0] = (�oat *) malloc ((3) * (Nchain)*sizeof(�oat) );
vvv[0] = (�oat *) malloc ((3) * (Nchain) * sizeof(�oat));
for (i=1;i<3;i++)
{
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xxx[i] = xxx[i-1] + Nchain;
vvv[i] = vvv[i-1] + Nchain;
}
for(i=0;i<=Nchain;i++) {for(j=0;j<=Nchain;j++) matriz[i][j]=0.0;}
for(i=0;i<=izero+1;i++) //for time
{
for(j=0;j<=Nchain+1;j++) //for particules
{
x[j]=0.0; //is a condition for the pointers
v[j]=0.0;
F[i][j]=0.0;
}
}
if(a==3)
{
for(j=2;j<=Nchain-1;j++) v[j]=pow(-1,j)*Vzero;
for(i=1;i<=izero;i++)
{
for(j=2;j<=Nchain-1;j++) F[i][j]=thermalforce(mean,sigma)/*/fscanf(thermal,
("%f\n"),&F[i][j])*/;
}
}
//********************************************
k2left= (�oat*) calloc (Nchain,4);
if (k2left==NULL) exit (1);
k2right = (�oat*) calloc (Nchain,4);
if (k2right==NULL) exit (1);
k2pleft = (�oat*) calloc (Nchain,4); //second neighbors springs arrays
if (k2pleft==NULL) exit (1);
k2pright = (�oat*) calloc (Nchain,4);
if (k2pright==NULL) exit (1);
spring = (�oat*) calloc (Nchain,4);
if (spring==NULL) exit (1);
//*************************************************
//********************************************************************************/
//**************************************
if(conct==1.0)
{
for(j=2;j<=Nchain-3;j++) //this loop is for modify the spring's constans.

This can
be used as desnsity of states
{
k2right[j]=K2; //note that the second neighbors are only conected at the in

of the
chain,i.e. the second neighbors
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k2pright[j]=K2p; // are not conected at the ends of the chain. If you want
that

the second neighbors conect with the ends
// of the chain rest one unit in the left side an sum one unit in the right

side.
k2left[j+2]=K2;
k2pleft[j+2]=K2p;
}
}
//****************************************
NNchain=Nchain-5;
p=int((NNchain)*(conct)); //put the consentration of 2nd neighbors springs
//qq=-2; //concentracion de 0.25
if (conct<1.0) //given the consentration we take the p springs that will be

in
{
for(i=0;i<=p;i++)
{
if(i==0)
{
for(j=0;j<=NNchain;j++) //this loop is for make a list of second neighbors

springs
{
spring[j]=j+2;
}
}
//*************************************************************
if(i>0)
{
for(j=0;j<=NNchain-i;j++) //this loop generated the new list of springs.
{
if(j<qq) spring[j]=spring[j];
if(j>=qq) spring[j]=spring[j+1];
}
}
qq=int(-0.5 +(NNchain-i)*(aleatorynumbersgenerator(1)+0.5)); //chose the
springs aleatority in the list
//****************************************************************
//
//
//qq=int(2*(1+i));//concentracion de 0.5
//qq=int(4+qq); //concentracion de 0.25
/*
//******************************************
cuenta+=1;
qq=int(paso+i); //concentracion 7.5
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if (cuenta==3){paso=paso+1;
cuenta=0;}
//******************************************
*/
sq=int(spring[qq]);
k2right[sq]=K2;
k2pright[sq]=K2p;
k2left[sq+2]=K2;
k2pleft[sq+2]=K2p;
//printf("%d\t%d\t%d\t%f\n",i,qq,sq,k2right[sq]);
}
}
for(j=0;j<=Nchain;j++) if (k2right[j]>0.0) count_ks=count_ks+1;
printf("%f\n",1.0*(count_ks)/(NNchain+1));
for(i=1;i<=Nchain;i++)
{
for(j=1;j<=Nchain;j++)
{
if(k2right[j]>0&i==j+2)
{matriz[i][j]=1.0;
matriz[j][i]=1.0;}
if(i==j+1) {
matriz[i][j]=1.0;
matriz[j][i]=1.0;}
}}
/*for(i=1;i<=Nchain;i++)
{
for(j=1;j<=Nchain;j++)fprintf(matrix,"%f\t",matriz[i][j]);
fprintf(matrix,"\n");
}*/
//***************************************
//fprintf(output,"Initial data\n\nN=2^%d\tNchain=%d\tdt=%f\tKbT=%f\n\n",
M,Nchain,dt,KbT);
//fprintf(output,"concentration=%0.2f\tgama=%f\n\nspring's constants\n
K=%f\tKp=%f\tK2=%f\tK2p=%f\n",\
// 1.0*(count_ks)/(NNchain+1),gama,K,Kp,K2,K2p);
//***************************************
//Runge Kutta method for particules solution
/********************************************************************************/
for(i=1;i<=N;i++) //for time
{
t=dt*i;
/*/************************
vjj=0.0;
x[i][0]=0.0;
x[i][1]=0.0;
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x[i][Nchain]=0.0; //border conditions
x[i][Nchain+1]=0.0;
v[i][0]=0.0;
v[i][1]=0.0;
v[i][Nchain]=0.0;
v[i][Nchain+1]=0.0;
//*************************/
if(i>=2){
for(j=2;j<=Nchain-1;j++)
{
x[j]=xxx[2][j];
v[j]=vvv[2][j];
}}
//*****************************************************
x[0]=x[1];
x[Nchain]=x[Nchain+1]; //free-end conditions
v[0]=v[1];
v[Nchain]=v[Nchain+1];
//****************************************************
//fprintf(position,"%f\t",t);
//fprintf(velocity,"%f\t",t);
//*****************************************************************************
if(step==npt) {energystep=0;
step=0;}
if(i==izero) energystep=0;
if(i<npt&newstep==newnpt) {energystep=0;
newstep=0;}
if(i>=izero&energystep==0)
{
Eplus=0.0;
E=0.0;
Emean=0.0;
for(j=1;j<=Nchain;j++)
{
uj1=(x[j]-x[j+1]);
uj2=(x[j]-x[j+2]);
vj=v[j];
Eplus=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\
+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j]/2.0)*(uj2*uj2)\
+(k2pright[j]/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);
E+=Eplus;
Emean+=Eplus*Eplus;
} //energy for unit of particules
if(i==izero) Ezero=E;
if (i>=izero) fprintf(energycut,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);
L=Nchain*Emean/(E*E);
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fprintf(localitation,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,L);
//printf("%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);
}
//**************************************************************************
for(j=2;j<=Nchain-1;j++) //for particule
{
K_l=K;
K_r=K;
Kp_l=Kp;
Kp_r=Kp;
K2_l=k2left[j]; //this is for the springs constans
K2_r=k2right[j];
K2p_l=k2pleft[j];
K2p_r=k2pright[j];
if(a==0)
{
if(i==1&j==jzero)
{
x[j]=0.0; //here is the delta
v[j]=1.0;
}
}
if(a==1)
{
ext_force=cons; //chose the external force in the system
}
if (a==2)
{
ext_force=cos(w*i*dt/100.0);
}
if(a==3)
{
if(i<=izero)
{
//ext_force=thermalforce(mean,sigma); //simulate a brownian movement
ext_force=F[i][j];
//printf("%f\n",ext_force);
}
if(i>izero) ext_force=0.0;
if(i>izero&(3>=j<=Nchain-2)) gama=0.0;
if(i>izero&j==2) gama=gamax;
if(i>izero&j==Nchain-1) gama=gamax;
}
uj1=(x[j+1]-x[j]); //�rst neighborns coe�cient
uj_1=(x[j]-x[j-1]);
//uj=uj_1-uj1;
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uj2=(x[j+2]-x[j]); //second neighborns coe�cient
uj_2=(x[j]-x[j-2]);
vj1=(v[j+1]-v[j]); //�rst neighborns coe�cient
vj_1=(v[j]-v[j-1]);
//vj=vj_1-vj1;
vjj=v[j];
vj2=(v[j+2]-v[j]); //second neighborns coe�cient
vj_2=(v[j]-v[j-2]);
k1_x=vjj;
k2_x=vjj+linealforce(ext_force,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*(dt/2.0)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt/2.0)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt/2.0)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt/2.0);
k3_x=vjj+linealforce(ext_force,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*(dt/2.0)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt/2.0)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt/2.0)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt/2.0); // runge
kutta coe�cients
k4_x=vjj+linealforce(ext_force,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*dt\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt);
k1_v=linealforce(ext_force,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0);
k2_v=linealforce(ext_force,gama,vjj+k1_v*(dt/2.0),K_l,K_r,uj_1+vj_1*(dt/2.0),
uj1+vj1*(dt/2.0),m)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,dt/2.0,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt/2.0),uj2+vj2*(dt/2.0),m)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,dt/2.0,uj2,uj_2,vj2,vj_2);
k3_v=linealforce(ext_force,gama,vjj+k2_v*(dt/2.0),K_l,K_r,uj_1+vj_1*(dt/2.0),
uj1+vj1*(dt/2.0),m)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,dt/2.0,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt/2.0),uj2+vj2*(dt/2.0),m)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,dt/2.0,uj2,uj_2,vj2,vj_2);
k4_v=linealforce(ext_force,gama,vjj+k3_v*dt,K_l,K_r,uj_1+vj_1*dt,uj1+vj1*dt,m)\
+nolinealforce(Kp_l,Kp_r,m,dt,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\
+linealforce(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt),uj2+vj2*(dt),m)\
+nolinealforce(K2p_l,K2p_r,m,dt,uj2,uj_2,vj2,vj_2);
xxx[2][j]=x[j]+((k1_x +2.0*k2_x +2.0*k3_x + k4_x)*(dt/6.0));
vvv[2][j]=v[j]+((k1_v +2.0*k2_v +2.0*k3_v + k4_v)*(dt/6.0));
//x[j]=xjp;
//v[j]=vjp;
//***********************************************************************************
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//xx=xx+((x[i][j]*x[i][j])*(j-jzero)*(j-jzero)/(1.0*i)); //is for calcule the dis-
pertion

of the waves
//if(j==50) fprintf(position,"%f\n",x[j]); //make a table for position and

velocity
//fprintf(velocity,"%f\t",v[i][j]);
}
//fprintf(dispertion,"%f\t%f\n",t,xx);
//fprintf(position,"\n");
//fprintf(velocity,"\n");
step+=1;
energystep+=1;
newstep+=1;
}
//energy(N,x,v,K,Kp,k2right,k2pright,Nchain,dt,izero);
//Correlation(dt,izero,x,Nchain);
//getchar();
}
�oat linealforce(�oat ext_force, �oat gama, �oat vjj, �oat K_l,�oat K_r,
�oat uj_1,�oat uj1, �oat m)
{
�oat Pforce=0;
Pforce=((ext_force-gama*(vjj)-K_l*(uj_1)+K_r*(uj1))/m);
return(Pforce);
}
�oat nolinealforce(�oat Kp_l,�oat Kp_r,�oat m,�oat dt,�oat uj1,�oat uj_1,
�oat vj1,�oat vj_1)
{
�oat nlf=0;
nlf=0.0;
nlf=-(1.0/m)*((Kp_l*(uj_1*uj_1*uj_1)-Kp_r*(uj1*uj1*uj1))+(3*dt)*
(Kp_l*(uj_1*uj_1*vj_1)-Kp_r*(uj1*uj1*vj1)));
return(nlf);
}
�oat thermalforce(�oat mean, �oat sigma)
{
�oat FF; //aleatory numbers generetor with a gaussian distribution
FF=mean + sigma*(aleatorynumbersgenerator(12)); //sigma is the wigth

of
the gaussian
return(FF); //is used the central limit teorem
}
�oat aleatorynumbersgenerator(int N)
{
/*ranO(long *idum)
"Minimal" random number generator of Park and Miller. Returns a uniform
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random deviate between 0.0 and 1.0. Set or reset idum to any integer value
(except the unlikely value MASK) to initialize the sequence; idum must not
be altered between calls for successive deviates in
a sequence.
*/
int i,j;
long idum,k;
�oat ans;
FILE *salida;
//idum=MASK;
//salida=fopen("randomnumbers.dat","w");
//srand(time(NULL));
for(i=1;i<=1;i++)
{
ans=0.0;
for(j=1;j<=N;j++)
{
idum=rand();
k=(idum)/IO;
idum=IA*(idum-k*IO)-IR*k;
if (idum <0) idum += IM;
ans+=AM*(idum)-0.5;
//idum =(MASK);
//return ans;
}
//fprintf(salida,"%f\n",ans);
return(ans);
}
//getchar();
}
void energy(int N, �oat **x,�oat **v,�oat K,�oat Kp, �oat *k2right,
�oat *k2pright,int Nchain,�oat dt,int izero)
{
int i,j,cuenta=0,M,ii;
�oat E,Ezero,Emean,Eplus,sigmap=0,uj1,vj,uj2,L;
FILE *Energy,*energycut,*Sigma,*localitation;
//Energy=fopen("energy.dat","w");
energycut=fopen("energycut.dat","w");
localitation=fopen("localitation.dat","w");
//Sigma=fopen("standardesviation.dat","w");
M=int(N/10);
for(i=1;i<=N;i++)
{
ii=10*i;
Eplus=0.0;
E=0.0;
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Emean=0.0;
for(j=1;j<=Nchain;j++)
{
uj1=(x[i][j]-x[i][j+1]);
uj2=(x[i][j]-x[i][j+2]);
vj=v[i][j];
Eplus=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\
+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j]/2.0)*(uj2*uj2)\
+(k2pright[j]/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);
E+=Eplus;
Emean+=Eplus*Eplus;
//*/ es de prueba*/if (i==1)fprintf(Sigma,"%0.2f\t%0.2f\t%0.2f\t%0.2f\n",
kright[j],kpright[j],k2right[j],k2pright[j]);
}
//fprintf(Energy,"%f\t%f\n",i*dt,E/(Nchain-2)); //energy for unit of par-

ticules
if(i==izero) Ezero=E;
if (i>=izero) fprintf(energycut,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);
L=Nchain*Emean/(E*E);
fprintf(localitation,"%f\t%f\n",i*dt,L);
//Eplus+=E/(Nchain-2);
//if(i==izero) Emean=Eplus/izero;
}
/* for(i=1;i<=izero;i++)
{
E=0.0;
for(j=1;j<=Nchain;j++)
{
uj1=(x[i][j]-x[i][j+1]);
uj2=(x[i][j]-x[i][j+2]);
vj=v[i][j];
E+=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\
+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j]/2.0)*(uj2*uj2)\
+(k2pright[j]/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);
}
sigmap+=sqrt(((E/(Nchain-2))-Emean)*((E/(Nchain-2))-Emean));
fprintf(Sigma,"%f\t%f\n",i*dt,sigmap/(1.0*i));
}*/
}
�oat Correlation(�oat dt,int N, �oat **x,int Nchain)
{
int j,i,Tau,t,time;
�oat *C=0,R,S,w;
FILE *correlation,*Spectrum;
//*************************************
C = (�oat*) calloc (N+3,7);
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if (C==NULL) exit (1);
//**************************************
//correlation=fopen("correlation.dat","w");
Spectrum=fopen("spectrum.dat","w");
for(Tau=0;Tau<=N;Tau++)
{
R=0.0;
for(j=2;j<=Nchain;j++)
{
for(t=1;t<=N;t++)
{
if (t+Tau>N) time=0;
if (t+Tau<=N) time=t+Tau;
R+= ((x[t/*+2089152*/][j]-x[t/*+2089152*/][j-1])*(x[time/*+2089152*/][j]-

x[time/*+2089152*/][j-1])); //for obtein the autocorrelation
}
}
C[Tau]=R*dt/((Nchain-1)*(N));
//fprintf(correlation,"%f\t%f\n",Tau*dt,C[Tau]); //make a table
}
for(i=0;i<=3001;i++)
{
w=1.0*i/1000.0;
R=0.0;
for(j=0;j<=N;j++)
{
R+=C[j]*cos(w*j*dt);
}
fprintf(Spectrum,"%f\t%f\n",w,2.0*R);
}
}



Apéndice C

Artículo

Este artículo fue aceptado por la American Physical Society en la revista
Physical Review E el 16 de abril de 2008. A continuación se presenta la versión
enviada a esta revista. Cabe mencionar que antes de la publicación de este
artículo, la revista hace algunos cambios su formato y por tanto el formato en
el cual se presenta el artículo no será igual al publicado por dicha revista.
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