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Resumen

En el presente trabajo se hace un estudio del transporte del dióxido de carbono en una red
vascular. Es en éstas donde se presenta el transporte de nutrientes, de oxígeno, entre otras sus-
tancias, y se recolecta el dióxido de carbono producto de la actividad del tejido vivo. Este trabajo
analiza como se logra una menor resistencia para el máximo desalojo de dióxido de carbono en una
red vascular óptima.

La red optimizada es el resultado de aplicar la teoría constructal propuesta por A. Bejan, que
establece que la forma y la estructura en la naturaleza son producto de un diseño óptimo para
privilegiar algún factor físico necesario para la subsistencia del sistema vivo. En el caso de las
redes optimizadas con la teoría constructal, éstas se diferencian de las redes producto de modelos
de la geometría fractal, ya que las primeras son resultado de los mismos principios físicos pero bajo
restricciones locales diferentes.

Es a partir de esta teoría que se genera una red vascular a partir de principios físicos y res-
tricciones de área y volumen, obteniendo así las proporciones geométricas para el diámetro y
longitud de cada nivel de la red. Considerando que el �ujo sanguíneo es un �uido no-newtoniano,
se caracteriza su naturaleza reológica mediante el modelo de Ostwald de Waele o ley de potencia.

Posteriormente se aplican las proporciones de construcción del diámetro y la longitud
generalizadas para el i� �esimo nivel de construcción, para aplicarlas a un modelo de transporte del
dióxido de carbono que se presenta a través de las paredes de los vasos sanguíneos, determinando
las resistencias debidas a la presencia de la presión osmótica, el gradiente de concentraciones, así
como las debidas a los términos difusivos del �ujo sanguíneo en la red vascular.

El modelo �nal considera la resistencia total, para entonces obtener el número de bifurcaciones
para una resistencia mínima, en función del índice de potencia del modelo reológico aplicado.
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Nomenclatura

A área [m2]

a espesor del elemento de construcción [m]

C concentración [Kgm3 ]

D diámetro [m]

D difusividad del CO2
h
m2

s

i
H altura del elemento de construcción [m]

J transferencia total del CO2
a traves de la membrana [ Kgm2s ]

K índice de consistencia
h
Kgsn�2

m

i
k permeabilidad [m2]

L longitud del elemento [m]

_m �ujo másico [Kgs ]

_m� �ujo másico volumétrico
h
Kg
m3s

i
n índice de potencia

P presión [Pa]

V volumen
�
m3
�
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viii NOMENCLATURA

Subíndices

0 primer elemento

1 primera construcción

2 segunda construcción

CO2 dióxido de carbono

e entrada

i construcción i� �esima

M difusividad

m mezcla

memb permeabilidad de la membrana

p permeabilidad equivalente

sm concentración promedio

Símbolos griegos

� concentración relativa del CO2 en el tejido

� viscosidad dinámica [Pa � s]

� presión osmótica [Pa]

� densidad
h
Kg
m3

i
� coe�ciente de re�exión

�co2 viscosidad cinemática
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h
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s
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Introducción

1.1 Generalidades

En el presente trabajo se estudia el transporte de dióxido de carbono en una red venular
optimizada mediante el empleo de la teoría constructal propuesta por Bejan [1]. La teoría
constructal establece que es posible la generación de redes optimizadas para el transporte de �uido
a partir de principios físicos, aplicando restricciones globales a cada nivel de construcción, dando
como resultado la forma y la estructura de la red.

El �ujo sanguíneo se caracteriza mediante el modelo de la ley de potencia, tomando en cuenta que
la sangre se considera como un �ujo pseudoplástico [2]. La función principal de la red
vascular es transportar oxígeno, nutrientes y desalojar básicamente el dióxido de carbono (entre
otras sustancias) como producto de la actividad del tejido vivo.

La motivación del trabajo presente es obtener las leyes de construcción para una red
capilar venular que se adapta a las necesidades del desalojo de dióxido de carbono, considerando
las características reológicas del �ujo sanguíneo. Posteriormente, los resultados de las leyes de
construcción se aplican a un modelo de transporte del dióxido de carbono a través de las
paredes vasculares de los vasos sanguíneos, consideradas como membranas que permiten el inter-
cambio de sustancias. Las leyes de construcción que se derivan de la teoría constructal permiten
entonces escribir de esta manera, las razones geométricas de los diámetros y longitudes para una
red vascular optimizada, en términos de razones numéricas conocidas.

El modelo de transporte considera además, las contribuciones de las resistencias convectivas y
difusivas debidas a la red con �ujo sanguíneo y al transporte del dióxido de carbono a través de
la pared de los vasos sanguíneos. Optimizando el modelo para índices de potencia menores a la
unidad, se determina la in�uencia de la reología de la sangre y el desalojo del dióxido de carbono
con el número de bifurcaciones óptimo de la red vascular venular.

1



2 1. INTRODUCCIÓN

1.2 Antecedentes

La circulación sanguínea se divide en: circulación periférica y pulmonar. La circulación
periférica se encarga de suministrar sangre a los distintos órganos y la circulación pulmonar tiene la
función de oxigenar la sangre. El sistema circulatorio consta de arterias, arteriolas, metarteriolas,
capilares, vénulas y venas, tal como se observa en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Red Vascular

El objetivo fundamental de una red vascular es transportar nutrientes y oxígeno a los
diferentes tejidos del cuerpo humano. La microcirculación es responsable de la regulación de la
sangre en órganos individuales, del intercambio de sustancias entre el tejido y el �ujo sanguíneo;
dicho intercambio se presenta principalmente en los vasos capilares, arteriolas pequeñas y vénulas.
La sangre es una mezcla compleja de células, proteínas, lipoproteínas e iones, en la que nutrientes y
desperdicios son transportados en un liquido llamado plasma. Éste se encarga de llevar nutrientes,
proteínas; además de cumplir la función de lubricante para las células sanguíneas en los vasos más
pequeños llamados capilares.

El plasma es una sustancia que está constituida por un 90 % de agua y generalmente se le
considera como un �uido newtoniano en arterias y arteriolas. Los glóbulos rojos o eritrocitos
son pequeñas partículas encargadas del transporte del oxígeno y del dióxido de carbono. Los
glóbulos rojos constituyen el 95 % de la composición de la sangre, la presencia de los glóbulos
rojos incrementan la viscosidad y afectan el comportamiento del �uido. En las arterias y venas
principales se puede considerar a la sangre como un �uido homogéneo, debido a que el tamaño de
las particulas es varios órdenes de magnitud mas pequeño que las escalas de los vasos sanguíneos y
presenta un comportamiento no-newtoniano pseudoplástico.
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En la microcirculación la sangre se considera principalmente como un �uido bifásico, plasma y
globulos rojos. Las vénulas y arteriolas contribuyen tambien al intercambio de algunas especies.
Los glóbulos blancos o leucocitos se encuentran en una proporción de 1 a 1000 con respecto a los
glóbulos rojos tienen poca in�uencia en el coe�ciente de viscosidad de la sangre desde el punto de
vista macroscópico. Las propiedades reológicas de la sangre dependen del esfuerzo cortante, de las
dimensiones y geometría del sistema que contiene al �uido.

Popel, et. al., [4] reportan ejemplos de la arquitectura de la red microcirculatoria en
diferentes especies, siendo evidente que dicho arreglo de vasos sanguíneos es tridimensional y
altamente especializado para un organo o tejido determinado; por ejemplo cada vaso es de una
forma cuasi-cilíndrica, con diámetros y longitudes decrecientes desde la aorta hasta la red com-
puesta por capilares. Las paredes de los vasos sanguíneos se conforman de una serie de capas de
tejido conectivo, músculo liso, membranas basales y células endoteliales.

El estudio de las redes vasculares presenta un alto grado de complejidad, para estudiar y
describir su comportamiento, generación y adaptación es indispensable considerar diferentes
aspectos. En esta dirección, los siguientes trabajos representan una visión global, que tomando
en cuenta diferentes enfoques, permiten de manera sencilla tener una idea básica del fenómeno de
la microcirculación en una red capilar sanguínea.

Pries, et. al., [5] desarrollaron un modelo teórico para determinar el cambio en los diámetros
de los vasos sanguíneos durante el proceso de adaptación estructural de una red microvascular
al responder a las necesidades de consumo de sustancias del tejido. Estos autores encuentran
que el diámetro de cada segmento cambia con el tiempo de respuesta, principalmente por cuatro
estímulos locales: esfuerzo cortante en la pared del endotelio, presión intravascular, el estímulo
metabólico dependiente del �ujo y el estímulo conducido a lo largo de las paredes vasculares.
Para describir la situación anterior, consideran tres estructuras microvasculares hipotéticas que
les permitió establecer un modelo con las mínimas respuestas adaptativas.

Lo anterior se compara con las redes microvasculares reales obtenidas de un tejido de rata.
La información que se obtiene con dicho proceso básicamente se reduce a caracterizar la estructura
microvascular (topología), las velocidades, longitudes y diámetros de cada segmento. Los resultados
obtenidos ilustran cada uno de los estímulos para la adaptación del diámetro; en particular se
presentan grá�cas del esfuerzo cortante y el diámetro contra la presión para los extremos arterial,
capilar y venoso. En este trabajo se reporta que si el esfuerzo cortante es uniforme en todos
los segmentos de una red microvascular puede correlacionarse con el cubo del diámetro de cada
segmento.

Uno de los primeros estudios del sistema vascular se basa en el principio de minimización de
la energía establecido por Murray [6]. En este trabajo se plantean dos principios para abordar el
estudio del sistema vascular, el primero es considerar estados permanentes, el segundo principio es
el de mínimo trabajo. Con este último principio se aborda la operación de los sistemas �siológicos,
suponiendo que el mejor estado cuantitativo incorpora el concepto de organización. Éste es un
principio que indica y establece que el costo de operación de los sistemas �siológicos tiende a ser
mínimo.
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Para esto, Murray consideró la ecuación de Pouseuille para el �ujo de �uido en conductos
cilíndricos, con viscosidad de la sangre, radio y longitud de los capilares uniformes, determinando
así una expresión para la energía total en el sistema circulatorio compuesta de dos elementos: el
primero es la potencia para mantener el �ujo el segundo que mantiene la potencia requerida para el
mantenimiento metabólico de la sangre y la pared del endotelio del conducto capilar. Lo anterior
permite entonces obtener el mínimo consumo de trabajo. Como resultados importantes se obtienen
valores para diferentes diámetros de la red arterial, concluyendo que el sistema arterial reduce el
trabajo realizado en 1

16 respecto de los valores obtenidos para radios de la red arterial menores.

Gabrys, et. al., [7], realizan un análisis del �ujo sanguíneo a partir de modelos asimétricos de
la red circulatoria, donde la red se genera mediante la aplicación de los principios establecidos por
el modelo de Murray, suponiendo que en la red vascular se requiere del mínimo trabajo biológico
para mantener el �ujo sanguíneo. Mediante la teoría de los fractales determinan el tamaño y rango
de los diámetros; sin embargo, el modelo matemático fractal no puede dar por resultado una red
de tamaño muy grande que carezca de signi�cado físico.

Para generar dicha red consideran que la estructura es dicotómica, estableciendo diferentes
modelos para el diámetro, la longitud y expresiones matemáticas para los ángulos de bifurcación
de la red, así como los diferentes factores de escala para cada nivel. Los resultados reportados son
representaciones grá�cas de la red generada para los casos simétricos, asimétricos y el número de
vasos sanguíneos.

Es importante mencionar que los trabajos anteriores destacan la necesidad de conocer con mayor
detalle aspectos que identi�quen la morfología de las redes tanto pulmonares como sanguíneas. En
esta dirección, Krenz, et. al., [8] reportaron un modelo matemático para la red pulmonar a partir de
gra�cas obtenidas de datos morfométricos de diferentes especies, que sugieren una autosimilaridad
independiente de la escala, es decir una estructura fractal. Este punto de vista permite anticipar
que uno de los objetivos principales de este trabajo es obtener una estructura con las características
morfométricas y hemodinámicas a partir de un número mínimo de parámetros.

En general para esta clase de estudios, las correlaciones obtenidas describen el diámetro y la
longitud para cada nivel de la red pulmonar. Los resultados son expresiones matemáticas para la
distribución de la resistencia, la distribución de la respuesta de la red a responder ante los cambios
de presión; la descripción de las propiedades inerciales del oxígeno en los vasos sanguíneos. Como
se verá más adelante, parte de los resultados obtenidos son curvas características para cada una
de las distribuciones anteriores con diferentes parámetros y en la mayoría de los casos aparecen
resultados teóricos muy similares a la ley de Murray [9].
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De manera similar, Glenny, et. al., [10] reportaron de manera más sistemática la aplicación de la
teoría de los fractales a redes vasculares pulmonares, partiendo del corolario de la
autosimilaridad observada en fotografías tomadas in vivo, aproximando la forma a partir de modelos
matemáticos. Partiendo de las redes vasculares reportan los principales conceptos para
caracterizar las dimensiones fractales. Estos autores presentan además un análisis de la morfología
de los pulmones humanos, suponiendo que la adaptación de los modelos fractales sólamente es válida
hasta un límite físico y entonces relacionar la �siología de la red con la estructura obtenida.

En este contexto es importante mencionar que el crecimiento de las redes capilares se presenta
en un ser vivo durante el proceso de embriogénesis. Paralelamente y para completar la formación
y estabilidad estructural de las redes, la angiogénesis permite la formación de vasos sanguíneos a
partir de una red microvascular existente, se presenta cuando se tienen que satisfacer las demandas
de nutrientes de un tejido o músculo determinado, en el desarrollo de enfermedades como el cáncer o
en retinopatías diabéticas. Las consecuencias de la adaptación de la red vascular, son el incremento
del área para la difusión de oxigeno, disminución de la longitud promedio de difusión e incremento
del tiempo de difusión entre la sangre y el tejido, [11].

Posteriormente, Stéphanou, et al., [12] desarrollaron un modelo matemático para el crecimiento
de una red capilar inducida por la presencia de un tumor, tomando en cuenta los siguientes estímulos
hemodinámicos y metabólicos para generar una estructura vascular estable: la presión intravascular,
el esfuerzo cortante en la pared del endotelio, los hematocritos presentes en cada rami�cación y una
expresión para la adaptación vascular en función de los estímulos mencionados anteriormente y el
tiempo.

En este trabajo, el �ujo sanguíneo en los nuevos conductos generados es considerado como un �u-
ido no-newtoniano, presentando una viscosidad aparente en función de la presencia de
hematocritos y el radio del capilar. Las principales restricciones para la red adaptativa son
reológicas y los resultados obtenidos demuestran el desarrollo de una red capilar dinámica que
incrementa el número de vasos sanguíneos conforme se aproxima a la super�cie del tumor, para
diferentes tiempos y valores del gradiente del factor angiogénico generado por el tumor. El prin-
cipal resultado es la evidencia del crecimiento de la red microvascular existente, sin la presencia de
los estímulos metabólicos. El transporte de nutrientes se hace mas e�ciente en una red adaptada.

Bejan [13], estableció la teoría constructal, en la que plantea que las formas geométricas en la
naturaleza son producto de privilegiar uno o varios elementos físicos para lograr un punto óptimo
de desempeño. Las geometrías más comunes en el mundo vivo son las redes en forma de "árboles"
o de forma dendrítica, presentes en los ríos, en los vasos sanguíneos humanos, en la red alveolar
de los pulmones, en las dendritas neuronales, entre otros ejemplos. Considerando que el transporte
de la cantidad de movimiento y la energía puede obedecer en ciertas circunstancias a un principio
de minimización, no es aventurado decir que muchos de los desarrollos ingenieriles a lo largo de la
historia humana se han generado con la ayuda de mínimos costos de operación.

En esta dirección, la teoría constructal establece que la forma y la estructura de un sistema
complejo con estructura reticular es consecuencia del transporte de un �uido que se lleva a cabo por
la trayectoria que oponga mínima resistencia y sujeta a las leyes físicas que gobiernen el fenómeno
de transporte. Sin embargo, es importante destacar que Bejan hace una clara diferencia entre la
teoría constructal y la teoría de los fractales, ya que esta última es sólamente descriptiva, más no
predictiva.
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Como es bien conocido, un fractal, según su descubridor B. Mandelbrot [14], es un ente matemático
generado mediante la repetición de un algoritmo basado en postulados de reglas de autosimilitud.
En la descripción de redes vasculares mediante la teoría de los fractales, el algoritmo general-
mente es obligado a interrumpir la secuencia, para así poder obtener una forma que es adecuada
para describir un comportamiento físico. Los sistemas físicos pueden considerarse como entidades
vivientes en competencia por la supervivencia, el óptimo acceso a un determinado factor físico
como sustancias nutrientes, �uidos, calor, etc, persiste en el tiempo como una característica par-
ticular. Por lo tanto la teoría constructal propuesta establece el siguiente principio: Un sistema de
tamaño �nito que persiste en el tiempo (sistema viviente) debe desarrollarse de una manera tal que
proporcione un fácil acceso a las corrientes impuestas que �uyen a través del sistema.

Como consecuencia del principio anterior, los principios de minimización se aplican en la
construcción de conductos en forma de árbol para el transporte de �uidos entre puntos
discretos (fuentes, sumideros) y un número in�nito de puntos (líneas, áreas y volúmenes).
Los elementos de construcción se optimizan en su forma, de manera que la longitud del conducto
de �ujo que conecta un punto discreto, área o volumen mínimo, por ejemplo la longitud de los
conductos de la red alveolar en el �ujo de aire en los pulmones [15].

Esta teoría considera un primer elemento volumétrico de material de tamaño �nito que se
optimiza en su geometría, de manera que la resistencia al �ujo total sea mínima. Consecuentemente
la solución anterior para el acceso del �uido a un volumen total es optimizando en cada escala de
longitud, en una secuencia que comienza con un primer bloque (sistema elemental) para después
proceder con bloques de mayor tamaño; la optimización del primer elemento da como resultado
la proporción del tamaño del siguiente elemento o bloque (ensambles, construcciones), generando
así una red optimizada. La red de forma total dendrítica o de árbol, la geometría de cada bloque
que conforma a la red es producto de una optimización geométrica, que determina el número de
rami�caciones [16].

Las arquitecturas de forma dendrítica optimizadas para el �ujo mediante la teoría constructal
han sido reportadas principalmente para el desalojo del �ujo de calor mediante un circuito en un
material conductivo, así como para redes pulmonares. Reis et al. [17], aplicaron los resultados de
la teoría constructal para una red alveolar y obtuvieron las proporciones del diámetro y longitudes
anteriores con respecto a los diámetros y longitudes posteriores, considerando que el �ujo de aire
es laminar, newtoniano, isotérmico e incompresible además de considerar que los sacos alveolares
son esféricos.

Para dicha red establecen un modelo de resistencias difusivas y convectivas [18], demostrando
que la resistencia debida a las bifurcaciones no es signi�cativa, el resultado de minimizar la resisten-
cia total al �ujo obtienen el número de bifurcaciones óptimas de la red alveolar para resistencias
mínimas. El número de bifurcaciones obtenido es muy cercano a datos reportados en redes
pulmonares.
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Wechsatol et al. [19], [20], reportan diferentes con�guraciones geométricas para el �ujo en un
cuerpo de forma discoidal, con un punto de entrada hacia el perímetro, dichas estructuras dis-
tribuyen al �uido radialmente, presentando bifurcaciones. Las estructuras estudiadas se consideran
circuitos abiertos y cerrados, presentando aspectos a estudiar, que son: el número de tubos, rela-
ciones de aspecto de las longitudes y de los diámetros, esto con el �n de optimizar cada conexión,
en las geometrías analizadas se consideran despreciables las pérdidas de presión local en las bifur-
caciones. El �ujo es considerado totalmente desarrollado y laminar en cada conducto, optimizan
la resistencia al �ujo global. Los resultados reportados son la in�uencia del número de tubos en la
resistencia global de las diferentes con�guraciones geométricas, a mayor número de circuitos de la
estructura, mayor es la resistencia; la relación de los diámetros no se ve afectada por el aumento
de complejidad geométrica del sistema. La arquitectura del �ujo es el resultado de cumplir con un
objetivo global sujeto a restricciones globales.

En base a los antecedentes anteriores, el objetivo de la presente tesis es obtener un modelo
de transporte que considere las resistencias debidas al �ujo sanguíneo y al transporte de dióxido
de carbono a través de la pared del conducto. Para ello es necesario determinar las leyes de
construcción para el diámetro y la longitud para una red capilar venular sanguínea de conductos de
paredes rígidas, considerando tambien que el carácter reológico de la sangre está dado por un modelo
de ley de potencia. El resultado con dicho modelo de transporte son el número de bifurcaciones
óptimas de la red para una resistencia total mínima en función del índice de potencia del �uido.



2

Planteamiento del problema

2.1 Consideraciones Generales y Modelo Físico

Es bien conocido que en la microcirculación se presenta aproximadamente el 80 % de la caída
de presión total. Dicha caída de presión es del orden de 5�20 mm de Hg y depende de manera muy
signi�cativa del número, longitudes y diámetros de los capilares correspondientes a la red vascular.
Los capilares son los vasos sanguíneos más pequeños del sistema circulatorio presentando diámetros
del orden de 2:5 a 8 �m:

El interior de los vasos capilares se considera como una membrana permeable por donde se
transportan oxígeno, dióxido de carbono, nutrientes, etc. Es importante señalar que bajo con-
diciones �siológicas normales el �ujo es considerado como newtoniano y la viscosidad es del orden
de 3:84 centipoise [3]. Sin embargo, en el presente trabajo no se restringe a esta hipótesis, ya
que bajo ciertas situaciones patológicas como la hipertensión el �ujo puede poseer características
reológicas no-newtonianas. Por otro lado, las arteriolas presentan diámetros de 0:3 mm, [34] y a
partir de diámetros de 100 �m (macrocirculación ) se considera a la sangre como un contínuo. Dada
la complejidad de la naturaleza de la sangre, se hace enfasis en la generación de la red mediante la
teoría constructal, más no el �uido. La sangre se caracteriza con el modelo de Ostwald de Waele o
ley de potencia.

Para situaciones de �ujo sanguíneo en diferentes niveles de circulación, Popel, et. al [4] reportan
números de Reynolds para los principales vasos sanguíneos. Para vasos capilares se tiene un número
de Reynolds de 0:0003; para arteriolas se reporta un número de 0:2 y para vénulas se tienen números
de 0:001: Se puede demostrar que mediante las ecuaciones de cantidad de movimiento, y un análisis
de orden de magnitud es posible obtener un número de Reynolds y una relación de esbeltez. Por
lo que es posible despreciar los términos inerciales, obteniendo como resultado principal las ecua-
ciones para un �ujo axisimétrico, en cada nivel de construcción se considera directamente un �ujo
totalmente desarrollado. Para mayores detalles, consúltese el apéndice A.

A partir de las consideraciones anteriores, se plantea la siguiente hipótesis, para una red generada
mediante la teoría constructal, existe un número óptimo de bifurcaciones, en función de la reología
de la sangre y una mínima resistencia para el transporte de dióxido de carbono.

9
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Para el problema físico se considera un vaso sanguíneo capilar cilíndrico de paredes rígidas y
permeables, con diámetro D1 y con un �ujo sanguíneo que tiene a la entrada una presión conocida
Pe (cuyo valor lo proporciona la red capilar arterial) y una presión a la salida del capilar igual a
P1, como se puede apreciar en la Fig. 2.1. A partir de la teoría constructal, se plantea un primer
elemento de volumen V , de área uniforme A1 = H1L1; y un espesor a. La sangre se considera
como un �uido no-newtoniano que �uye por un conducto que está rodeado del tejido poroso rico
en dióxido de carbono, de tal manera que el dióxido de carbono está �uyendo desde el tejido hacia
el tubo. Por simplicidad, la densidad de la sangre se considera constante.

Figura 2.1: Primer elemento

2.2 Primera Construcción

Para modelar el �ujo entrante de dióxido de carbono vy únicamente en la dirección y; desde cualquier
punto fuera del conducto de diámetro D1, se utiliza la ley de Darcy. La velocidad está dada por

vy = �
kp
�co2

dP

dy
(1)

donde kp, es la permeabilidad del medio.
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A partir de aplicar un balance de masa local, se obtiene la variación de la velocidad en la
dirección vertical y, que esta dada por el �ujo de entrada del dióxido de carbono:

dvy
dy

=
_m�co2
�co2

(2)

donde _m�co2 = _mco2

V

h
Kg
m3s

i
: Se considera que el dióxido de carbono es desalojado del primer

elemento por el conducto de diámetro D1; en la dirección x. A partir de la ec. (1) y la ec.(2), es
posible escribir una única ecuación para la presión de la forma,

d2P

dy2
= � _m�co2�co2

kp
: (3)

Integrando la ecuación anterior dos veces, se tiene que

P = � _m�co2�co2
kp

y2

2
+ C1y + C2; (4)

sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

y =
H1
2

dP

dy
= 0; vy = 0 (5)

y = 0 P = P (x; 0):

Aplicando estas últimas se obtiene la distribución de presiones en el plano x - y:

P (x; y) =
_m�co2�co2
2kp

H1

�
y � y2

H1

�
+ P (x; 0): (6)

La expresión anterior indica que la presión es cuasi-unidimensional para la región del tejido y
tiene una dependencia en la coordenada longitudinal x debido al �ujo sanguíneo. De esta manera,
para obtener la distribución de presiones en la dirección longitudinal x, se considera el �ujo san-
guíneo en un conducto cilíndrico, de tal suerte que las correspondientes ecuaciones de gobierno se
pueden escribir como:

Ec. de Continuidad.

1

r

@

@r
(rvr) +

@vx
@x

= 0; (7)

Considerando como ya se explicó anteriormente, que el �ujo está totalmente desarrollado, con una
concentración de CO2, (vx = vx(r); vr = 0 ), entonces la ecuación anterior se reduce

@vx
@x

= 0. (8)
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La ecuación anterior indica que la velocidad vx es sólo función de la coordenada radial r; i. e.,
vx = vx(r): Por otro lado, la ecuación de la cantidad de movimiento en la dirección longitudinal x,
puede expresarse como

�

�
@vx
@t

+ vr
@vx
@r

++vx
@vx
@x

�
= �@P

@x
�
�
1

r

@

@r
(r� rx) +

@�xx
@x

�
+ �gx: (9)

La ecuación anterior se simpli�ca notablemente suponiendo un estado estado permanente y car-
acterizado por las magnitudes de las velocidades en las dirección � y r, son menores que la magnitud
de la velocidad en la dirección longitudinal; la fuerza de cuerpo es despreciable, considerando las
simpi�caciones que se pueden realizar a partir del número de Reynolds y de la relación de esbeltez,
ver apéndice A, la ecuación (9) puede escribirse de la siguiente manera

dP

dx
= �1

r

d

dr
(r� rx) : (10)

Asimismo se considera que integrando para de�nir el esfuerzo cortante � rx , se tiene que

r� rx = �
r2

2

dP

dx
+ C1 (11)

Sujeto a las siguientes condiciones de frontera

r = 0; y � rx = 0 (12)

El esfuerzo � rx, en la pared, se de�ne de la siguiente manera

� rx = �
r

2

dP

dx
: (13)

Para caracterizar el comportamiento no-newtoniano de la sangre, se utiliza el modelo de Ostwald
de Waele, o ley de potencia, donde el esfuerzo cortante se de�ne mediante la siguiente relación:

� rx = K

�
�dux
dr

�n
; (14)

donde K es el índice de consistencia y n es el índice de potencia.
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La ec.(14), es la forma de la ley de potencia para la situación de un �ujo en conductos cilíndricos,
con una rapidez de deformación negativa [28], [29]. Sustituyendo la ecuación anterior en la ec.(13)
se obtiene que

� rx = K

�
�dux
dr

�n
= �r

2

dP

dx
: (15)

La caída de presión se considera negativa, de tal manera que podemos escribir sin pérdida de
generalidad que

�dux
dr

=

�
r

2K

dP

dx

� 1
n

: (16)

Integrando la ecuación anterior para obtener la velocidad y aplicando la condición de
no-deslizamiento en la pared del conducto de radio R1; i. e.;

r = R1 ; ux = 0: (17)

Entonces, la velocidad a lo largo del tubo se puede escribir como

ux =
n

n+ 1

�
1

2K

dP

dx

� 1
n

"
1�

�
r

R1

�n+1
n

#
: (18)

De la ec.(18), se obtiene el gasto.

Q =
�n

3n+ 1

�
D1
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dx

� 1
n

: (19)

Y para esta distribución de velocidad se puede obtener el gasto másico correspondiente _m(x)
como

_m(x) = Q� =
�n�

3n+ 1

�
D1
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dx

� 1
n

; (20)

donde � es la densidad de la sangre.
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Por otro lado, a partir del siguiente elemento diferencial dx; se puede hacer un balance de masa
para determinar el �ujo másico de dióxido de carbono en el conducto de diámetro D1, tal como se
observa en la Figura 2.2, obteniendo la siguiente expresión:

Figura 2.2: Balance de masa para el primer elemento

_mx +� _mt = _mx+�x = _mx +
d _mx

dx
dx: (21)

Por lo tanto,

� _mt = _m�co2H1adx: (22)

donde � _mt es el gasto másico total del dióxido de carbono a lo largo del conducto cilíndrico.
La ec.(21) se puede simpli�car de manera que si se sustituye la ec. anterior, obtenemos la

siguiente expresión.

_m�co2H1adx�=
d _mx

dx
dx� (23)

La ecuación anterior se puede integrar desde la entrada del �ujo sanguíneo hasta una distancia
arbitraria x; obteniendo que Z x

0

_m�co2H1adx�=
Z _m(x)

_me

d _mx

dx
dx� (24)
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o bien

_m(x) = _me + _m�co2H1ax (25)

La expresión anterior describe el gasto másico tanto a la entrada del capilar como su salida; es
decir; en x = L se debe tener el �ujo a la entrada ( _me; en x = 0) mas el gasto másico del dióxido
de carbono que se va sustrayendo del tejido a lo largo del vaso capilar.

_m(0) = _me (26)

_m(x = L1) = _me + _m��co2H1aL1: (27)

Sustituyendo ahora la ec. (20) en la ec.(25) y despejando dP
dx ; se obtiene que,

dP

dx
= �2K

�
3n+ 1

�n�

�n�
2
D1

�3n+1
( _me + _m�co2H1ax)

n
; (28)

ecuación que se puede integrar fácilmente desde la entrada hasta una posición arbitraria x; para
obtener la distribución de presión en la dirección x:

P (x) = Pe +
2K

_m�co2H1a (n+ 1)

�
3n+ 1

�n�

�n�
2

D1

�3n+1 h
_mn+1
e � ( _me + _m�co2H1ax)

n+1
i
; (29)

de tal manera entonces que la expresión �nal para el campo de presión en el tejido blando y en
el vaso capilar se puede escribir como:

P (x; y) =
_m�co2�co2
2kp

H1

�
y � y2

H1

�
+ Pe

+
2K

_m�co2H1a (n+ 1)

�
3n+ 1

�n�

�n�
2

D1

�3n+1 h
_mn+1
e � ( _me + _m�co2H1ax)

n+1
i
: (30)

Del campo de presiones obtenido, se buscan las coordenadas del punto (x; y) donde la presión
es máxima, el objetivo es sustituir dicho punto para obtener una expresión de la caída de presión
máxima y así obtener posteriormente, con la ecuación resultante, las dimensiones óptimas, H1,L1;
del primer elemento de construcción,
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Derivando la expresión anterior,se obtiene lo siguiente

dP

dy
=
_m�co2�co2
kp

H1

�
1� 2y

H1

�
= 0 (31)

y

dP

dx
= 2K

�
2

D1

�3n+1 �
3n+ 1

�n�

�n
( _me + _m�co2H1ax)

n
= 0: (32)

Del sistema anterior de ecuaciones fácilmente se desprende que las coordenadas buscadas quedan
representadas por las relaciones siguientes:

x = � _me

_m�co2H1a
; y =

H1
2
: (33)

La coordenada x; se puede de�nir de diferente manera a partir de la ec.(27) del balance de masa,
si se despeja _me, y se sustituye en la ec.(33) para obtener que

x = L1 �
_m1

_m�co2H1a
: (34)

En consecuencia la variación máxima de presión resulta de sustituir las coordenadas del punto
máximo obtenidas anteriormente en la ec.(30) y el resultado produce

�P1 = Pmax � Pe = _m�co2�co2
H2
1

8kp
+�

3n+ 1

�n�

�n �
2K

�co2 _m�co2 (n+ 1)H1a

��
2

D1

�3n+1 �
_m�co2

�
_m1

_m�co2
�H1aL1

��n+1
; (35)

y recordando que A1 = H1L1 = cte; la expresión anterior se puede también escribir como,

�P1
_m�co2�co2

=
H2
1

8kp
+

�
3n+ 1

�n�

�n "
2K ( _m�co2)

n�1

�co2H1a (n+ 1)

#�
2

D1

�3n+1�
_m1

_m�co2
�A1a

�n+1
(36)



2.2. PRIMERA CONSTRUCCIÓN 17

Como se mencionó anteriormente, el objetivo de haber derivado la ec.(30), es obtener la ec. (36)
que es la caída de presión máxima en el primer elemento de construción. De la ec.(36), se pueden
obtener las derivadas con respecto a H1 y a L1, para obtener las dimensiones óptimas.

H1 =

"
8K ( _m�co2)

n�1
kp

�co2a (n+ 1)

�
3n+ 1

�n�

�n�
2

D1

�3n+1�
_m1

_m�co2
�A1a

�n+1# 1
3

(37)

L1 =

264�co2(n+ 1)A31a�n
8kpK ( _m�co2)

n�1

�
�n

3n+ 1

�n�
D1
2

�3n+1
1h�

_m1

_m�co2
�A1a

�in+1
375

1
3

: (38)

Para completar las relaciones anteriores es indispensable de�nir la permeabilidad del tejido, aquí
denotada mediante el símbolo Kp; se considera el diagrama que aparece en la Fig.2.3.

copy

4:jpg

Figura 2.3: Primer elemento con un número n de conductos de diámetro D0

La permeabilidad puede estimarse como la permeabilidad equivalente de un número nT de
conductos paralelos de diámetro D0 y longitud L0; separados por una distancia a.
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Mediante estos vasos se sustrae el dióxido de carbono del tejido poroso, para desalojarlos por
medio del �ujo sanguíneo en el tubo de diámetro D1: Se considera que dichos vasos están abiertos
para recibir el �ujo sanguíneo proveniente de la red arterial. A partir de realizar un balance
de cantidad de movimiento en el vaso de diámetro D0 y considerando las mismas suposiciones
físicas utilizadas anteriormente para la obtención de la ec.(20), el gasto volumétrico es la siguiente
expresión:

Q =
�n

3n+ 1

�
D0
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dy

� 1
n

: (39)

De la Figura 2.3, el área ocupada por uno de los vasos de diámetro D0; es a2: Por otro lado, se
utiliza una generalización para la ley de Darcy para un �uido no-newtoniano descrito mediante la
ley de potencia, para obtener la permeabilidad en función del índice de potencia, ya que el dióxido
de carbono se desaloja del tejido mediante el �ujo sanguíneo [30], [31]; en particular dicha expresión
se puede escribir como,

vy =

�
kp
K

dP

dy

� 1
n

: (40)

igualando la ec.(39) con la expresión anterior, considerando el área ocupada,

�n

3n+ 1

�
D0
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dy

� 1
n 1

a2
=

�
kp
K

dP

dy

� 1
n

: (41)

despejando la permeabilidad,

kp =
1

2

�
�n

(3n+ 1)a2

�n�
D0
2

�3n+1
(42)

El número de tubos nT , se de�nirá más adelante en términos de la ec.(38).

Sustituyendo la ec.(42) en las ecs.(37) y (38), se obtienen las siguientes expresiones:

H1 =

"
4K ( _m�co2)

n�1

�co2 (n+ 1) �n

�
D1
D0

�3n+1
1

a2n+1

�
_m1

_m�co2
�A1a

�n+1# 1
3

(43)

y

L1 =

264A31�co2a2n+1�n(n+ 1)
4K ( _m�co2)

n�1

�
D1
D0

�3n+1
1h�

_m1

_m�co2
�A1a

�in+1
375

1
3

; (44)
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expresiones que permiten escribir la relación de aspecto del primer elemento como,

H1
L1

=

"
16K2 ( _m�co2)

2(n�1)

[�co2a2n+1(n+ 1)�n]
2
A31

�
D1
D0

�3n+1�
_m1

_m�co2
�A1a

�2(n+1)# 1
3

: (45)

El número de tubos nT ; puede calcularse de la siguiente manera:

nT = 2
L1
a
= 2a

2
3 (n�

1
3 )

264A31�co2 ( _m�co2)1�n �n(n+ 1)
4K

�
D1
D0

�3n+1
1h

_m1

_m�co2
�A1a

in+1
375

1
3

: (46)

Sustituyendo valores de las cantidades físicas del problema se llega a que el número óptimo de
tubos (nT ) resultante es cercano al valor de 2. Presentándose así la característica fundamental de
las redes vasculares: la dicotomía. La ec.(46) se obtuvo a partir de considerar el cociente de la
longitud óptima, ec.(44), y la distancia a, que ocupa el vaso de diámetro D0; considerando que
existe una condición de simetría a lo largo del vaso de diámetro D1.

Paralelamente y con objeto de validar los resultados, si se considera que n = 1, K = � , _m1 = 0
y los puntos máximos y = H1

2 , x = L1, entonces se puede obtener fácilmente que

�P1
_m��

=
H2
1

8kp
+

�
4

��

� �
2�

�H1a

��
2

D1

�4
[H1aL1]

2 (47)

y

�P1
_m��

=
H2
1

8kp
+
64aA21
�D4

1H1
(48)

resultados que coinciden directamente con las relaciones previamente reportadas por Bejan [13],
para una red capilar.
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Para obtener la primera relación de aspecto del diámetro, se consideran los gastos másicos
de los conductos de diámetro D1 y D0; para obtener las correspondientes caídas de presión para
posteriormente optimizar la caída de presión total con una restricción de volumen, en este primer
ensamble se consideran ángulos rectos entre uno y otro vaso sanguíneo, [13], [19], [22], la expresión
del gasto másico del primer elemento es la siguiente,

_m1 =
�n�

3n+ 1

�
D1
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dx

� 1
n

(49)

expresión que permite despejar el gradiente de presión,

dP

dx
= 2K

�
(3n+ 1) _m1

�n�

�n�
2

D1

�3n+1
(50)

e integrando de la presión de entrada Pe hasta P = PL1 ; en toda la longitud del conducto de
diámetro D1; se obtiene lo siguiente:

�PD1 = 2K

�
(3n+ 1) _m1

�n�

�n�
2

D1

�3n+1
L1 (51)

a partir de la ec.(39) se puede de�nir el gasto másico de un solo vaso de diámetro D0; la caída de
presión es la siguiente:

_m0 =
�n�

3n+ 1

�
D0
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dy

� 1
n

(52)

despejando dP
dy ; e integrando desde Py=0 hasta Py=L0 ; considerando que _m0 =

_m1

2 , se obtiene la
siguiente expresión.

�PD0
= 2K

�
_m1

2

(3n+ 1)

�n�

�n�
2

D0

�3n+1
L0 (53)

donde los subíndices de las ecs.(51) y (53) se re�eren a la caída de presión en los diámetros D1
y D0 respectivamente.

Las ecs.(51) y (53) son las caídas de presión en la primera construcción, de tal manera que la
contribución total a la caída de presión (�PT1) está dada por la siguiente expresión

�PT1 = �PD1 +�PD0 = 2K

�
(3n+ 1) _m1

�n�
2
3n+1
n

�n �
1

D3n+1
1

L1 +
1

2n
1

D3n+1
0

L0

�
(54)

�PT1 [�n�]
n

23n+1K [(3n+ 1) _m1]
n =

2L1

D3n+1
1

+
21�nL0

D3n+1
0

(55)
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El volumen ocupado, es una restriccion para la ec. (55)

VP1 =
�

4
D2
1L1 + 2

�

4
D2
0L0 (56)

entonces de la ec. (56) se puede despejar D0, y el resultado sustituirse en la ec.(55), obteniéndose
que,

�PT1 [�n�]
n

23n+1K [(3n+ 1) _m1]
n =

2L1

D3n+1
1

+
21�nL0��

2VP1
�L0

� D2
1

4
L1
L0

� 1
2

�3n+1 : (57)

Derivando ahora la expresión anterior con respecto a D1; se obtiene la siguiente relación de
aspecto para los diámetros D0 y D1;

D1
D0

= 2
1
3 ; (58)

resultado que fué reportado inicialmente por Murray [6], [9] en sus estudios sobre la morfología de
las redes capilares y que ahora se conoce ampliamente como la Ley de Murray.

2.3 Segunda Construcción

Para la segunda construcción se considera el siguiente ensamble que aparece en la Fig.(2.4) para
un conducto de diámetro D2:
Para el siguiente acoplamiento entre el primer bloque de la primera construcción (que contiene

a los conductos de diámetro D0 y D1) y el segundo elemento de construcción, se aplica nuevamente
la Ley de Darcy para obtener la distribución de presión en la dirección y, y considerando las mismas
condiciones de frontera utilizadas para el primer ensamble, se obtiene que

P (x; y) =
_m�co2�co2
2kp

H2

�
y � y2

H2

�
+ P (x; 0): (59)

Como en la construcción anterior, se pueden aplicar las ecuaciones de continuidad y de cantidad
de movimiento para obtener la distribución de presiones en la dirección x, aplicando las mismas
condiciones de �ujo del primer ensamble. El resultado además produce la siguiente expresión para
la distribución de velocidad,

ux =
n

n+ 1

�
1

2K

dP

dz

� 1
n

"
1�

�
r

R2

�n+1
n

#
(60)

A partir de la ec.(60), se puede obtener facilmente el gasto másico representado mediante la
siguiente relación:

_m2(x) =
�n�

3n+ 1

�
1

2K

dP

dx

� 1
n
�
D2
2

� 3n+1
n

(61)

De igual forma, Se puede realizar un balance de masa, considerando un elemento diferencial
como el que aparece en la Fig. (2.2) para el segundo elemento de construcción, i. e.:
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Figura 2.4: Segundo elemento de construcción

_mx +� _mt = _mx+�x = _mx +
d _mx

dx
dx (62)

o bien,

� _mt = _m�co2H2a2dx� (63)

y aplicando una integral a ambos términos de la igualdad anterior,Z x

0

_m�co2H2a2dx�=
Z _m2(x)

_me

d _mx

dx
dx� (64)

conduce a que

_m2(x) = _me2 + _m�co2H2xa2 (65)

Igualando la ec.(61) con la ec.(65), y despejando dP
dx , se obtiene la siguiente expresión,

dP

dx
= 2K

�
3n+ 1

�n�

�n�
2

D2

�3n+1
( _me2 + _m�co2H2a2x)

n (66)

y después de realizar una primera integración, la distribución de presión en la dirección x se
puede escribir como,
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P (x) = Pe2 +
2K

_m�co2H2a2 (n+ 1)

�
3n+ 1

�n�

�n�
2

D2

�3n+1 h
( _me2 + _m�co2H2a2x)

n+1 � _mn+1
e2

i
(67)

y sustituyendo �nalmente en la ec.(59)

P (x; y) =
_m�co2�co2
2kp

H2

�
y � y2

H2

�
+ Pe+�

3n+ 1

�n�

�n �
2K

_m�co2H2a2(n+ 1)

��
2

D2

�3n+1 h
( _me2 + _m�co2H2a2x)

n+1 � _mn+1
e2

i
(68)

De manera similar a la primera construcción, se puede demostrar fácilmente que los puntos
donde la caída de presión es máxima en el segundo elemento son los siguientes:

y =
H2
2

(69)

y

x = � _me2

_m�co2H2a2
= L2 �

_m2

_m�co2H2a2
(70)

y sustituyendo estos últimos valores en la ec. (67), se obtiene que,

�P2 = Pmax � Pe2 = _m�co2�co2
H2
2

8kp
+

2K

�co2 _m�co2H2a2(n+ 1)

�
3n+ 1

�n

�n�
2

D2

�3n+1 �
_m�co2

�
_m2

_m�co2
�H2a2L2

��n+1
(71)

Optimizando ahora con respecto a H2 y L2 y recordando que A2 = H2L2 también se puede
demostrar fácilmente que:

H2 =

"
4K ( _m�co2)

n�1
kp

�co2a2 (n+ 1) �n

�
D2
D0

�3n+1
1

a2n+12

�
_m2

_m�co2
�A2a2

�n+1# 1
3

(72)

y

L2 =

264A32�co2�na2n+12 (n+ 1)

4K ( _m�co2)
n�1

�
D2
D0

�3n+1
1h�

_m2

_m�co2
�A2a2

�in+1
375

1
3

: (73)

Siguiendo los mismos pasos que se hicieron para la primera construcción la permeabilidad esta
dada por la siguiente expresión
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kp =
1

2

�
�n

(3n+ 1)a22

�n�
D1
2

�3n+1
; (74)

y considerando también la simetría del problema, el número de tubos puede calcularse de la
siguiente manera:

nT =
2L2opt
a2

= 2a
2
3 (n�

1
3 )

2

264A32�co2 ( _m�co2)1�n �n(n+ 1)
4K

�
D2
D1

�3n+1
1h

_m2

_m�co2
�A2a2

in+1
375

1
3

: (75)

Sustituyendo nuevamente los valores de los parámetros y cantidades físicas del problema, se
presenta de nuevo el caso de que la bifurcación para un conducto de diámetro D1: Para este segundo
ensamble con un conducto de diámetro D2, el �ujo másico es el siguiente:

_m2 =
�n�

3n+ 1

�
D2
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dx

� 1
n

(76)

y despejando dP=dx e integrando, se obtiene que,

�PD2
= 2K

�
(3n+ 1) _m2

�n�

�n�
2

D2

�3n+1
L2 (77)

Sumando la caída de presión del segundo ensamble, ec.(77), a la caída total del primer ensamble,
se puede escribir que

�PT2 = �PD2 +�PT1 = 2K

�
(3n+ 1) _m2

�n�

�n�
2

D2

�3n+1
L2 +�PT1 (78)

y la ecuación anterior representa la caída de presión total del segundo ensamble. El término
�PT1 ; esta dado por la ec.(54) y tomando en cuenta la restricción de volúmen y el gasto para esta
segunda construcción se pueden escribir como

_m2 = 2 _m1 (79)

y

VP2 =
�

4
D2
2L2 + 2VP1 (80)

Se tiene la siguiente expresión para �PT2

�PT2 = 2K

�
(3n+ 1) _m2

�n�

�n�
2

D2

�3n+1
L2 + 2K

�
2
3n+1
n _m1

�
3n+ 1

�n�

��n �
2

D3n+1
1

L1 +
21�n

D3n+1
0

L0

�
(81)
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o bien, también se puede escribir la expresión anterior como,

�PT2 (�n�)
n

23n+1K(3n+ 1)n _mn
1

=
2n+1

D3n+1
2

L2 +
2L1

D3n+1
1

+ 21�n
L0

D3n+1
0

(82)
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Procediendo de manera similar a como se hizo en la primera construcción, con la restricción de
volúmen,

VP2 =
�

4
D2
2

L2
2
+
�

4
D2
1L1 + 4

�

4
D2
0L0 (83)

De la restricción anterior, se puede despejar D1 y sustituyendo este valor en la ec.(82), se puede
obtener la derivada con respecto a D2 y como resultado se obtiene la siguiente relación de aspecto
para la razón de los diámetros D1 y D2 :

D2
D1

= 2
1
3 : (84)

2.4 Tercera Construcción

Para la tercera construcción se sigue exactamente la misma metodología de las dos primeras para
determinar tanto el número de tubos como el punto donde es máxima la presión. Partiendo del
gasto másico para un tubo de diámetro D3, se tiene lo siguiente:

_m3 =
�n�

3n+ 1

�
D3
2

� 3n+1
n
�
1

2K

dP

dx

� 1
n

(85)

y despejando dP
dx e integrando se obtiene que,

�PD3 = Px=L3 � Px=0 = 2K
�
(3n+ 1) _m3

�n�

�n�
2

D3

�3n+1
L3 (86)

y la presión en el tercer ensamble será la siguiente:

�PT3 = �PD3
+�PT2 (87)

o bien

�PT3 = 2K

�
(3n+ 1) _m3

�n�

�n�
2

D3

�3n+1
L3 + 2K

�
(3n+ 1) _m2

�n�

�n�
2

D2

�3n+1
L2 +�PT1 (88)

sujeta a la siguiente restricción:

VP3 =
�

4
D2
3L3 + 2

�

4
D2
2L2 + 4VP1 (89)

Tomando en cuenta las siguientes equivalencias del �ujo másico.

_m3 = _m2 + _m2 = 4 _m1 y _m2 = _m1 + _m1 = 2 _m1 (90)
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se pueden sustituir en la ec.(88) para obtener la siguiente expresión

�P3 (�n�)
n

23n+1K [(3n+ 1) _m1]
n =

4nL3

D3n+1
3

+
2nL2

D3n+1
2

+
�P1 (�n�)

n

23n+1K [(3n+ 1) _m1]
n (91)

Aplicando la restricción de volumen a la ec.(91). y derivando con respecto a D3, se llega a la
tercera relación de aspectos del diámetro.

D3
D2

= 2
1
3 (92)

Se observa que los resultados de los diámetros son independientes del índice de potencia, estos
mismos valores se presentan para la cuarta y quinta construcción. Los resultados son los siguientes.

D4
D3

= 2
n+1
3n+3 = 2

1
3 (93)

D5
D4

= 2
n+1
3n+3 = 2

1
3 (94)

Se hace una generalización para la i� �esima construcción:

Di
Di�1

= 2
1
3 (95)

Re�riendo el diámetro i� �esimo con del diámetro inicial D0:

Di = 2
i
3D0 (96)
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Finalmente para completar este ejercicio sobre las relaciones de escalas geométricas, también
es posible obtener relaciones universales para las razones de las longitudes sucesivas de los vasos
capilares. Para llevar a cabo lo anterior y tener un mejor seguimiento del procedimiento se puede
considerar el diagrama que se adjunta en la Fig. 2.5.

copy

6:jpg

Figura 2.5: Diagrama para el primer ensamble

Ahora se sustituye la relación de aspecto del diámetro dada por la ec.(84), en la caída de presión
de las construcciones anteriores, representada por la ec.(82). El resultado de lo anterior, conduce a
que

�P2 (�n�)
n

23n+1K(3n+ 1)n _mn
1

=
2n

D
3n+1
3

1

L2 +
L1

D3n+1
1

+ 21�n
L0

D3n+1
0

(97)
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Resistencias

En este capitulo se de�nirán las resistencias debidas al transporte de dióxido de carbono a
través de la pared de la red vascular, considerando los efectos de la concentración, las presiones
hidrostática y osmótica, así como las debidas al �ujo sanguíneo y la difusión en toda la red vascular;
para ello se sustituirán las leyes de construcción obtenidas anteriormente. Para el transporte de
CO2 se utiliza la ecuación de Kedeem - Katchalsky [23], [24] , considerando que las paredes de
los vasos sanguíneos son membranas de un espesor muy pequeño, las celulas endoteliales, que son
las que recubren interiormente las paredes de los vasos sanguíneos son de un espesor del orden de
0:5 �m [4]. La ec.Kedeem - Katchalsky viene dada por la siguiente expresión

J = C�sm(1� �)v �DMrC; (104)

donde v = �Kmemb

�m
(rP � �r�), y C�sm es la concentración promedio del dióxido de carbono

en
h
Kg
m3

i
:

En la expresión anterior, la transferencia de CO2 a través de la membrana está representada
por el �ujo másico J que tiene unidades de

�
mol
m2s

�
; rP es el gradiente de presión a lo largo de la

membrana, r� es el gradiente de presión osmótica yrC es el gradiente de concentraciones; el índice
de re�exión (�) es un coe�ciente que es la medida de la restricción de los poros de la membrana
para la entrada o salida de algun soluto en particular, el valor de dicho coe�ciente está entre cero
y uno, cuando � tiene un valor de cero el dióxido de carbono puede pasar a través de la membrana
libremente, para un valor igual a la unidad el dióxido de carbono se ve re�ejado completamente por
la membrana.

Físicamente el gradiente de concentraciones se presenta en los vasos sanguíneos para facilitar
el transporte de nutrientes, oxígeno, dióxido de carbono y productos metabólicos a través de la
membrana por medio de difusión. Otro de los mecanismos de transporte es por el efecto de ósmosis,
que se presenta cuando se llega a un equilibrio que corresponde a potenciales químicos iguales en
ambos lados de la membrana, generando un �ujo de dióxido de carbono que genera una diferencia
de presiones. A esta diferencia de presiones se le denomina como presión osmótica.

31
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Para obtener los �ujos másico en
h
Kg
s

i
, se integra cada sumando de la ec.(104) utilizando el

siguiente elemento diferencial dA = Rid�dx, que es una porción del conducto cilíndrico con-
siderando, como se mencionó anteriormente, que la membrana es de un espesor muy pequeño,
tal como se puede apreciar en la Fig.3.1.

Figura 3.1: Elemento diferencial del conducto cilíndrico

En cada una de las expresiones del �ujo másico se sustituyen las leyes de construcción obtenidas
anteriormente para incluir el efecto de la red vascular.

_m1 = �C�sm(1� �)
K

�

Z 2�

0

Z Li

0

rPRid�dx (105)

donde el gradiente de presión se puede escribir en una primera aproximación como :

rP �
�
PT�Pi
Hi
2 �Ri

�
= 2

�
�P

Hi�Di

�
; y por consiguiente, la expresión anterior puede escribirse como

_m1 = �4�
Kmemb

�m
C�sm(1� �)

�
�P

Hi �Di

�
Di
2
Li. (106)

Sustituyendo las leyes de construcción, ecs.(96) y (103) en la ec.(106) se obtiene que:

_m1 = �22(
i
3+1)�

Kmemb

�m
C�sm(1� �)

�
�P

Hi � 2
i
3D0

�
D0L0. (107)
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De la integración del segundo término de la ec.(104), aproximando el gradiente de presión osmótica

como r� �
�
2��
Hi

�
, obtenemos el �ujo másico debido a la presión osmótica

_m2 = 2
2( i3+1)�

Kmemb

�m
C�sm�(1� �)

�
��

Hi

�
D0L0. (108)

Por otro lado integrando el tercer sumando de la ec.(104), y aproximando el gradiente de concentraciones

como: rC �
�
2�C
Hi

�
; se llega a la siguiente expresión

_m3 = �22(
i
3+1)�DM

�
�C

Hi

�
D0L0. (109)

Donde �C puede expresarse como:

�C =
��

Rco2T
(110)

en la expresión anterior Rco2 es la constante particular del dióxido de carbono[23], [24]. De esta
manera se obtiene �nalmente que

_m3 = �22(
i
3+1)�DM

�
�C

Hi

�
D0L0
Rco2T

. (111)

Las resistencias que presenta cada elemento son las siguientes:

r1 =
�P

_m1
= � �m

Kmemb

�
Hi � 2

i
3D0

�
22(

i
3+1)�C�sm(1� �)D0L0

; (112)

r2 =
��

_m2
=

�m
Kmemb

Hi

22(
i
3+1)�C�sm�(1� �)D0L0

, (113)

r3 =
��

_m3
= � HiRco2T

22(
i
3+1)�DMD0L0

, (114)

Tomando en cuenta las expresiones del �ujo másico de cada nivel de construcción ecs.(20), (61)
y (85), se de�ne una expresión para el �ujo másico del nivel de construcción i, mediante la siguiente
relación:

_mi =
��n

3n+ 1

�
1

2K

�Pi
Li

� 1
n
�
Di
2

� 3n+1
n

(115)

y sustituyendo las expresiones (96) y (103) en la expresión anterior, se puede despejar �Pi:

�Pi =

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn
0 ; (116)

y la resistencia correspondiente se puede de�nir como

r4 =
�Pi
_mi

=

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn�1
0 : (117)
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Tomando adicionalmente en cuenta el efecto del transporte de �uido en la red, desde el nivel
i = 0 hasta i� 1; para posteriormente incluir el efecto del ultimo conducto de la red vascular.

r4 =
i�1X
i=0

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn�1
0 i. (118)

Se considera que el �ujo de CO2 es el producto de la diferencia de concentraciones relativas del
dióxido de carbono por el �ujo másico de la red, que se de�ne de la siguiente manera

_mco2 = [Cco2ent � Cco2i] _mi =
�P

r4
(119)

La concentración relativa de toda la red, Cco2i puede de�nirse generalizando las concentraciones
presentes en cada nivel de construcción, que se de�ne de la siguiente manera

Cco2i = 2
i (C0 + �) +

�
2i + 1

�
� (120)

donde � y C0 son las concentraciones relativas promedio de dióxido de carbono desalojados, en
el tejido y en un vaso sanguíneo respectivamente.

Despejando r4 de la ec.(119) y sustituyendo en la ec.(118), se llega a la siguiente expresión:

r4 =

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn�1
0

[Cco2ent � Cco2i]
i: (121)

De la ec.(117) se toma la resistencia que presenta el i� �esimo tubo.

r4 =

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn�1
0

[Cco2ent � Cco2i]
(i+ 1) : (122)
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La ec.(122), representa la resistencia total debida al �ujo sanguíneo en toda la red, la resistencia
debida a las bifurcaciones se considera despreciable [17].

Para de�nir la resistencia difusiva dentro de cada vaso sanguíneo de la red vascular, se considera
el transporte en un solo vaso sanguíneo de la siguiente manera:

Jdif =
DM��c02

Ri
(123)

para obtener el �ujo másico, se usa el elemento diferencial, de�nido anteriormente

_m
CO2

=

Z 2�

0

Z Li

0

DM
��c02
Ri

Rid�dx (124)

Integrando y sustituyendo las correspondientes leyes de construcción, se llega al �ujo másico de
CO2 debido al proceso de difusión es el siguiente

_m
CO2

= 2
i+3
3 2�L0DM��c02 (125)

donde ��
CO2

= �Pi
Rco2T

; entonces se de�ne la resistencia difusiva de cada vaso sanguíneo de la
red, de la siguiente manera:

r5 =
Rco2T

2
i+3
3 2�L0DM

(126)

La resistencia total es la siguiente expresión:

R = � �m
Kmemb

�
Hi � 2

i
3D0

�
22(

i
3+1)�C�sm(1� �)D0L0

+
�m

Kmemb

Hi

22(
i
3+1)�C�sm�(1� �)D0L0

�

HiRco2T

22(
i
3+1)�DMD0L0

+

�
3n+ 1

�n

�n
4KL0
�n

�
2

D0

�3n+1
_mn�1
0

[Cco2ent � Cco2i]
(i+ 1)+

Rco2T

2
i
3 4�L0DM

, (127)
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multiplicando cada sumando por el término �nD3n+1
0 =KL0 _m

n�1
0 , se obtiene la resistencia

adimensional total

R� = � �m
Kmemb

D3n
0 �

n

4�C�sm(1� �)KL20 _mn�1
0

�
Hi � 2

i
3D0

�
2i(n�

1
3 )

+
�m

Kmemb

D3n
0 �

n

4�C�sm�(1� �)KL20 _mn�1
0

Hi

2i(n�
1
3 )

� Rco2TD
3n
0 �

n

4�DMKL20 _m
n�1
0

Hi

2i(n�
1
3 )
+ 23(n+1)

�
3n+ 1

�n

�n
(i+ 1)

[Cco2ent � Cco2i]
+

Rco2T�
nD3n+1

0

4�KL20DM _mn�1
0

1

2i(n�
2
3 )

(128)
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Resultados

En esta sección se muestran los principales resultados del modelo de resistencia para diferentes
índices de potencia n. Especí�camente se gra�caron los valores de la resistencia adimensional R�

contra el número de bifurcaciones, i, relación expresada mediante la ec.(128). Los resultados sigu-
ientes son para determinar un número óptimo de bifurcaciones, para un valor mínimo de resistencia
al transporte del dióxido de carbono. Para llevar a cabo lo anterior, se utilizaron los siguientes
valores parámetricos.

� Concentración relativa del CO2 en el tejido 1:0

� Coe�ciente de re�exión 0:5

Csm Concentración promedio del CO2 0:01 [Kgm3 ]

Cco2ent Concentración relativa del CO2 a la entrada del capilar venular 0:00001

C0 Concentración relativa del CO2 en el �uido 0:00001

Hi Altura del i� esimo elemento 0:0001 [m]
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Los valores de los parámetros y constantes se tomaron de diferentes referencias [24], [25],[26],
[27], con suma cautela ya que en general es difícil encontrar datos para medir las concentraciones en
un tejido determinado. Las gra�cas siguientes se muestran en escala semi-logarítmica para ilustrar
los valores de la resistencia adimensional. En el apéndice B, se encuentra el código fuente del
programa para gra�car los resultados para diferentes índices de potencia.

Figura 4.1: Resistencia para índices de potencia 0.1,0.2 y 0.3

De la Fig. 4.1 se puede apreciar fácilmente la existencia de un mínimo para el valor de la
resistencia adimensional. En este punto obviamente se transporta más fácilmente el dióxido de
carbono, para cualesquiera que sean los índices de potencia utilizados (n = 0:1; 0:2 y 0:3).
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Para valores crecientes del índice de potencia se presenta un valor para una resistencia mínima
al transporte de CO2; presentando un número de bifurcacion de la red, conforme aumenta el índice
de potencia, aumenta el número de bifurcaciones. Para índices de potencia mayores a n = 0:3,
se presentan valores de mínima resistencia con numeros bifurcacion muy altos, y de acuerdo con
la expresión para el diámetro i � �esimo, ec.(96), con dichos valores de i; se tienen diámetros muy
grandes que ya no corresponden a ninguna dimensión de algun vaso sanguíneo humano. Tal como
se puede apreciar en la Fig. 4.2.

Figura 4.2: Resistencia para índices de potencia 0.4,0.5 y 0.6
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Para índices de potencia mayores a n = 0:6, no presentan valores de resistencia mínimo, pre-
sentando un comportamiento asintótico, es decir para índices de potencia mayores, la red se vuelve
ine�ciente, por tanto no presenta un número óptimo de bifurcaciones. Tal como se observa en la
Fig.4.3

Figura 4.3: Resistencia adimensional para índices de potencia de 0.7, 0.8 y 0.9
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Para el caso especí�co de un �uido newtoniano, con un índice de potencia n = 1, no se
presenta resistencia mínima alguna, es decir un �uido newtoniano no puede cumplir con la
función de transporte óptimo de CO2.

Figura 4.4: Resistencia para un índice de potencia n = 1
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Conclusiones

Los resultados obtenidos permiten conocer el número de bifurcaciones necesarias para deter-
minar la mínima resistencia que ofrece el medio complejo para el transporte de dióxido de carbono.
Evidentemente, el medio complejo al que aquí se está haciendo referencia consiste del tejido blando,
la membrana endotelial y la región de�nida por el vaso capilar por donde �uye el torrente sanguíneo.
Este medio complejo ha sido visualizado con la teoría constructal que permite, basada en las leyes
físicas, ir tejiendo la estructura que optimiza el transporte.

Para el caso concreto aquí analizado, la ley de construcción para el diámetro coincide con la ley
reportada para redes con �uido newtoniano, conocida como la ley de Murray, para el caso de la ley
de construcción para las longitudes de los conductos de la red, se tienen resultados diferentes a las
longitudes reportadas. De los resultados obtenidos, Figura 4.1, se observa que existe un número de
bifurcaciones donde la resistencia es mínima, entre mas adelgazante es el �uido, mas bifurcaciones
se requieren para el óptimo transporte de dióxido de carbono.

Para índices de potencia de 0:4; 0:5 y 0:6, se tienen un número de bifurcaciones mayor, tal
como se observa en la Figura 4.2. En general, el número de bifurcaciones que se obtiene queda
restringido por un límite físico, ya que el cálculo del diámetro i� �esimo; (véase ec.(96)), tiene que
ser coherente con las dimensiones promedio del diámetro de una vénula del sistema circulatorio
periférico. Al aumentar el índice de potencia, aumenta el número de bifurcaciones, disminuyendo
el valor de la resistencia adimensional. Para un �uido más adelgazante se requiere de un número
mayor de bifurcaciones, por tanto la reología de la sangre in�uye en el óptimo transporte del dióxido
de carbono.

En la Figura 4.3, correspondiente para índices de potencia de 0:7; 0:8 y 0:9 , no presenta un
número mínimo de la resistencia adimensional. Al igual para el caso de un �uido newtoniano con
un índice de potencia igual a la unidad, Figura 4.4, no presenta ningun valor mínimo de resistencia.
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Es muy importante señalar que la ec.(128), que representa la resistencia adimensional, es muy
sensible a los valores parámetricos utilizados. Sin embargo, esta sensibilidad no es mani�esta de
manera notable con los valores de concentración del dióxido de carbono. En cambio, se observan
cambios signi�cativos al variar el parámetro de la altura del elemento rectangular del i � �esimo
elemento de construcción; es decir, esté no puede ser de una magnitud menor al diámetro de una
vénula del sistema vascular.

De los trabajos referentes a la generación de redes vasculares optimizadas, no se presentan
resultados experimentales completos, como son los valores de las concentraciones de las diferentes
sustancias involucradas en el �ujo sanguíneo o imágenes de redes vasculares en un tejido determinado
debido a la di�cultad técnica para medir en su totalidad las condiciones �siológicas; por lo que no es
posible comparar una red generada mediante el empleo de la teoría constructal. Por tanto, la teoría
constructal ofrece la posibilidad de generar redes optimizadas a partir de modelos físicos mediante la
aplicación de restricciones globales, a diferencia de los modelos generados por fractales. Los modelos
óptimos para el transporte de �uidos a partir de la aplicación de dicha teoría pueden considerar
la integración de elementos como son el esfuerzo cortante interno como estímulo de crecimiento de
la red, así como la naturaleza elástica de las paredes de los conductos y modelos de transporte de
masa que consideren sustancias importantes como el óxido nítrico.
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Apéndice A

Análisis de Orden de Magnitud

Para obtener las relaciones entre las variables de interés con las variables conocidas, se realiza
un análisis de orden de magnitud. Las escalas utilizadas son las siguientes

r � R x � L vx � Uc vr � V

P � Pe � P1 � �P

donde R es el radio del conducto cilíndrico, L es la longitud, V es la velocidad en la dirección
radial.

A partir de la ecuacion de continuidad y empleando las relaciones anteriores se obtiene la
siguiente velocidad:

V � Uc
R

L

donde Uc es una velocidad característica en la dirección longitudinal del conducto cilíndrico.

Realizando el mismo análisis para las ecuaciones de cantidad de movimiento, para la dirección
r y x se obtiene las siguientes expresiónes

Re �3 � 1; 2n�n+1; �2; �2n+2

Re � � 1; �2n; 1; 2n�n

Los términos de la izquierda se re�eren a los términos inerciales, los elementos de la derecha,
al gradiente de presión y los términos viscosos, respectivamente. En ambas expresiones Re es el

número de Reynolds, de�nido de la siguiente manera Re = �U2�n
c Rn

K ; y � es una relación de esbeltez
de�nida como � = R

L :
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A partir del análisis anterior, la velocidad característica Uc se de�ne a partir de la ecuación
de cantidad de movimiento en la dirección x, debido a que los terminos viscosos (cambios de la
componente de la velocidad longitudinal en la dirección radial) son del mismo orden de magnitud
que la fuerza de presión. Entonces Uc es del siguiente orden de magnitud.

Uc �
�
�PRn+1

KL

� 1
n

Ecuaciones Adimensionales

Para obtener las ecuaciones adimensionales se usan los resultados anteriores, de�niendo las
siguientes las variables adimensionales

� =
x

L
� =

r

R
vx =

vx
Uc

vr =
vrL

UcR

	 =
P � P1
Pe � P1

La ecuación de continuidad de forma adimensional queda de la siguiente manera

1

�

@

@�
(�vr) +

@

@�
(vx) = 0

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones r y x obtenidas son las siguientes

Re �3
�
vr
@vr
@�

+ vx
@vr
@�

�
= �@	

@�
� 2n�n+1

1

�

@

@�

�
�

�
�@vr
@�

�n�
+ �2

@

@�

��
�@vx
@�

� �2 @vr
@�

�n�

Re �

�
vr
@vx
@�

+ vx
@vx
@�

�
= �@	

@�
� 1

�

@

@�

�
�

�
�@vx
@�

� �2 @vr
@�

�n�
+ 2n�n

@

@�

��
�@vx
@�

�n�

Tomando en cuenta que el número de Reynolds y la relación de esbeltez son muy pequeños, en
una primera aproximación los términos inerciales se pueden considerar despreciables. Las expre-
siones para la ec. de continuidad y de cantidad de movimiento son las siguientes

1

�

@

@�
(�vr) +

@

@�
(vx) = 0 (a1)

0 = �@	
@�

(a2)

0 = �@	
@�

� 1

�

@

@�

�
�

�
�@vx
@�

�n�
(a3)

De la ec.(a3 ), se puede apreciar que la velocidad en la dirección x, puede obtenerse en términos
del gradiente de presión y de la coordenada radial.



Apéndice B

Código fuente, FORTRAN 90
! funcion2.f90
! PROGRAM: funcion2
!
! PURPOSE: Programa que muestra valores de la funcion de la resistencia total adimensional
!
!**********************************************************************

program funcion2
implicit none
! Variables

! Variables
integer imax, i
parameter(imax=1000)
real x(imax),dx
real term1,term2,term3,term4,term5
real sigma,mcero,H,csm
real cent,ccero,y
real f(imax),pi,n
real mu,kmemb,ro,L,D,k,T,R,Dc

!*******Parámetros Físicos*******************
sigma=0.5
mcero=1.666E-8
H=1E-4
csm=0.4401
cent=0.00001
ccero=0.001
y=1.0
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!**********Constantes**************************
mu=1E-3
kmemb=1E-23
ro=1060
L=500E-6
D=1E-6
K=1E-3
T=310
R=188.9545E3
Dc=1.5E-5
!*********************************************
pi=3.141592654
n=0.5
!***************************************
!dx=0.0001
f=0.0
x(1)=0.0
do i=2,imax
x(i)=x(i-1)+dx
enddo

! Body of funcion2
do i=2,imax

term1=-(mu/kmemb)*((ro**n)*(D**(3*n))/(4*pi*K*(L**2)*csm*&
(1-sigma)*(mcero**(n-1))))*((H-(2**(x(i)/3))*D)/(2**(x(i)*(n-1/3))))

term2=(mu/kmemb)*((H*(ro**n)*D**(3*n))/(4*pi*k*(L**2)*csm*sigma*(1-sigma)*&
(mcero**(n-1))))*(1/2**(x(i)*(n-1/3)))

term3=-(1/0.04401)*((H*R*T)/(4*pi*k*(L**2)*Dc))*((ro**n)*&
(D**3*n)/(mcero**(n-1)))*(1/2**(x(i)*(n-1/3)))

term4=((x(i)+1)/(cent-(2**(x(i))*(ccero+y)+((2**(x(i)))-1)*y)))*&
(2**(3+3*n))*(((3*n+1)/(pi*n))**n)

term5=((R*T*(ro**n)*(D**(3*n+1)))/(4*pi*k*(L**2)*Dc*&
(mcero**(n-1))))*(1/(2**(x(i)*n-x(i)*2/3)))

f(i)=term1+term2+term3+term4+term5

enddo
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!*****************************************************
open(unit=20,�le=�resist-n_0.1.txt�)
do i=1,imax
write(*,110) x(i),f(i); 110 format(2e18.8)
write(20,110) x(i),f(i); 120 format(2e18.8)
enddo
close (unit=20)

end program funcion2
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