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Introduccion

Un problema de Dirichlet es un problema que requiere encontrar una funcién
que resuelva una ecuacion diferencial parcial especifica, en el interior de una
regién ) dada, que tome ciertos valores preestablecidos en la frontera de la
region.

El problema de Dirichlet puede ser resuelto para distintas ecuaciones diferen-
ciales parciales, aunque originalmente fue propuesto para la ecuacién de Laplace,
dada por

—Au=0en Q,

donde N
0%u
AU = 873322

i=1
es llamado el operador de Laplace (o el laplaciano) de wu.

El problema que serd estudiado en esta tesis es el problema de Poisson, dado
por

(02) —Au+du=f en{
2 u=20 en 00) ’

donde Q2 C RY es abierto y acotado, u € H} (Q) y f € L2 (Q).
Buscaremos soluciones débiles de este problema, es decir, funciones u €
H} () que satisfacen

/Vu~V<p+)\/uap:/f<p Yo € Hy (Q),
Q Q Q

donde H} (2) es la cerradura de C° (£2), el espacio de funciones de clase C*
con soporte compacto en €, en el espacio de Sobolev de las funciones en L? (£2)
que tienen derivadas débiles en L2 (Q).

El objetivo de esta tesis es estudiar la existencia y unicidad de soluciones
débiles para el problema de Poisson (g ) . Demostraremos el siguiente resultado.

Theorem 1 Para cada A € R se cumple una y sélo una de las afirmaciones
siguientes:
(a) El problema (py) tiene una tnica solucion débil para cada f € L? ().
(b) El problema
—Au+Iu=0 enf
(£2,0) { u=20 en 0Q) ’

tiene al menos una solucion débil u # 0.
Mas ain, si \ satisface (b), entonces existe f € L*(Q) tal que el problema (py)
no tiene solucion para dicha f.

Si A es tal que se cumple la afirmacion (b) se dice que —X es un valor propio
de —A en H} (©2) . Una solucién débil no trivial de (py o) se llama funcién propia
de —A en H} () con valor propio —\. Demostraremos el siguiente resultado.



Theorem 2 Eziste un conjunto B = {en EHI(Q):ne€ N} con las siguientes
propiedades:

i) e, es una funcién propia de —A en HE (Q) con valor propio \y,.

it) La sucesion (A,) satisface

0< M <d< <A<y lim A\, = 0.
n—oo
iii) 3 es una base de Hilbert para L? (), es decir, 3 es ortonormal en L? (Q) y
el espacio vectorial generado por 3 es denso en L? ().
i) B satisface

Ap Sim=m
Ven - Ve = { 0 sin# m,
Q ‘

v) El espacio
E, :={u€ Hj(Q) :u es solucion de (p_x,0)}
es de dimensidn finita.

La tesis estd organizada como sigue:

En el Capitulo 2 introduciremos conceptos y resultados de la teoria de es-
pacios de Hilbert y de la teoria de la integracién que serdn utilizados en los
siguientes capitulos.

En el Capitulo 3 daremos la construccién del espacio de Sobolev H{ (9),
que serd el espacio en el que trabajaremos para encontrar soluciones débiles
al problema de Poisson. Se discutirdn las ventajas de éstos, y se demostraran
resultados importantes para el estudio de ecuaciones diferenciales parciales: el
teorema de encajes de Sobolev y el teorema de Rellich-Kondrakov.

En el Capitulo 4 se investigara la existencia y unicidad de soluciones débiles
para el problema de Poisson (p) ), dividiéndolo en dos casos: A >0y A < 0. Se
demostraran dos resultados importantes de Anadlisis Funcional: el Teorema de
Representacion de Fréchet-Riesz y la Alternativa de Fredholm, que se requieren
para demostrar el Teorema 1.1. Se demostrardn este teorema y el Teorema 1.2.



Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert y convergencia débil.
Sea H un espacio vectorial real.
Definition 1 Una funcion (, ): H x H — R es llamada un producto interior
Si:
i) (u,v) = (v,u) para toda u,v € H.
it) La funcion u— (u,v) es lineal para toda v € H,
iii) (u,u) > 0 para toda u € H,
i) (u,u) =0 <= u=0.
La norma asociada a este producto se define como

Jul| == (u,u)""?, u e H.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos dice que
(o) < lull o] Vu,v e H.

Esta desigualdad nos permite ver que, en efecto, ||-|| es una norma.

Definition 2 Decimos que una sucesion (u,) de H converge (fuertemente) a u
en H, denotado u,, — u, si

lim |Ju — u,| =0.
n—oo

Definition 3 Decimos que una sucesion (uy,) de H converge débilmente a u en
H, denotado u, — u, si

(Un, v) = (u,v) Vv e H.

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que la convergencia fuerte
implica la convergencia débil.

Proposition 4 Si u, — w en H, entonces (un,v) — (u,v) en R para todo
v € H.

Proof. Sea v € H. La linealidad del producto interior y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz nos dan

[(u, ) = (un, v)| = [(U = un, 0)| < flu—unll o]
Haciendo tender n — oo, tenemos que ||u — u, || — 0, de donde obtenemos

(u,v)—(un,v)—>0 Vv e H.



Definition 5 Una sucesion (u) en H es de Cauchy si para toda € > 0 existe
N €N tal que
|t —unl| <&  Vm,n > N.

Definition 6 Un espacio vectorial real con producto interior es de Hilbert si
toda sucesion de Cauchy converge en el espacio con la norma inducida por el
producto interior.

Recordamos que, al trabajar en RV, toda sucesién acotada tiene una sub-
sucesion convergente. Esto no se da en general en espacios de Hilbert. Lo que
siempre se puede afirmar es el siguiente resultado.

Theorem 7 Toda sucesion acotada en H tiene una subsucesion débilmente con-
vergente en H.

Proof. Una prueba se encuentra en [?, Teorema 1.12]. m

Definition 8 Sea (t;) una sucesion en R. El limite inferior de (t) se define
como

lim inf#;, := inf ¢

Jim inf b = sup fuf

donde limy_, o inf t, € RU {£o0}.

Notamos que, si definimos T, := infy>,, t, la sucesién (T},) es creciente, ya
que, conforme n tiende a infinito, la cantidad de elementos del conjunto sobre
el que se toma el infimo es menor.

Lemma 9 Para cualesquiera dos sucesiones (sx) y (tr) en R, se tiene

lim infsg 4+ lim inf¢, < lim inf (s + k) .

—00 k—o0 k—o00
Proof. Primero, tomemos el caso en que (si) v (tx) son sucesiones acotadas.
Entonces, definiendo tenemos que

Sn = inf sg, T, := inf tg,
k>n k>n

tenemos que S, < si y T, <t Yk > n. Entonces,

<
Sy + T, < é%f, (sk + tr)

Tomemos el caso en que (si) y (tx) son sucesiones acotadas. Entonces, como
(Sn) y (T,) son sucesiones crecientes acotadas, el supremo de éstas coincide con
su limite, es decir,

sup (S,) = lim (S,) y sup(Ty,) = lim (7,).

n>1 n—00 n>1 n—00



Entonces,

lim inf sy + lim inft, = lim S, + lim T,
—00 k—oo n— 00 n—o00

= lim (S, +T,)
= sup (S, +Ty)
n>1

< sup inf t

= lim inf (sg + k) -

k—oo

En el caso en que alguna de las sucesiones, digamos (si) , no esté acotada infe-
riormente o superiormente, el resultado se sigue. ®m

Como consecuencia del teorema anterior y la definicién de limite inferior se
obtiene lo siguiente.

Proposition 10 Si (u,) converge débilmente a v en H, entonces

llu]| < lim inf ||Ju,|| .

n—oo
Mas aiin, (u,) converge fuertemente a u en H si y sdlo si (u,) converge débil-
mente a u en H y
lull = tim_ .

Proof. Supongamos que (u,) converge débilmente a u. Tenemos

2 2 2

l[tn —wll™ = [lunl|” = 2 (un, u) + [lu]”

Ahora, tomando el limite inferior a esta igualdad, usando el hecho de que
(tn,u) — ||lu||* y el Lema 9, tenemos

0 < lim inf|ju, —ul/* < lim inf [ju,|* — [Jul?,
n—oo n—oo
de donde se sigue que
[ul® < lim inf ||u,|®.
n—oo

Si ademds suponemos que

i fu | = Jul]
€como
2 2 2
un —ull” = lJuall® = 2 (un, w) + [|z[|”,
haciendo n — oo obtenemos
lim flup, —ul|? = lim |Jun|® = 2 lim (un, w) + |ul* = lim |Jua|® = |Ju)® =0,
n—oo n— oo n— oo n— oo

de donde concluimos que (u,,) converge fuertemente a v en H.

Ahora, suponiendo que (u,) converge fuertemente a u en H, tenemos que
. 2 . . 4, .
lim,, o |Jun, — u||” =0, y por la igualdad anterior, ésto es equivalente a

. 2 2
i |2 = )



1.2. Resultados de Teoria de la Integracion
Sea Q C RY un subconjuto abierto.

Definition 11 Si 1 < p < oo, L? (Q) consiste de las clases de equivalencia de
las funciones medibles f, definidas de Q2 en R, tales que

|15 <.

Decimos que dos funciones son equivalentes si son iguales casi dondequiera, es
decir, si difieren a lo mads en un conjunto de medida cero. Definimos la norma

en LP () como
1/p
o= (L)

La idea de definir a los elementos de LP (€2) como clases de equivalencia surge
de la necesidad de que |-|p sea, en efecto, una norma, y el tunico elemento cuya
norma sea cero, sea la funcién cero.

Definition 12 L (Q) consiste de las funciones medibles f, definidas de ) en
R, tales que esiste una constante C > 0 que satisface

|f ()| < C para casi todo punto en .
Definimos la norma en L™ (Q) como
|flo. ==1nf {C >0:|f (z)] < C para casi todo punto en 2}

Definition 13 Sea u : 2 — R una funcion medible. Decimos que u es local-
mente integrable si

/ lul <oo VK CQ compacto.
K

Al espacio de funciones que cumplen esta condicion le llamamos Li,. (§2).

Notamos que
LP(Q) G Lioe ().

En efecto, la funcién f () = 1 con dominio @ = R, satisface
/ |f| <oo VK C Q compacto,
K

sin embargo, [, |f|” = oo, por lo que f ¢ L ().

Theorem 14 (Desigualdad de Hélder) Sean f € L? (Q), g € L1(Q), donde
p>1 y%—l—%:l. Entonces, fg € L' y

En el caso en que p = 0o, entonces, el resultado se sigue con ¢ = 1.



Proof. Ver [?, Theorem 6.9]. m

Notamos que la relacién p = ¢ satisfaciendo las hipétesis de la desigualdad
de Holder, sélo se da con p = 2. Esto implica que el producto de cualesquiera
dos funciones en L? () serd integrable. Asf, podemos agregarle una estructura
de producto interior a L? (Q2), definiendo

(f:9) 1200 1:/f9a Vf.geL*(9Q).
Por induccién vemos que podemos generalizar la desigualdad de Holder.

Corollary 15 (Desigualdad generalizada de Hélder) Sean 1 < pp < oo,
k=1,..,n tales que > é = 1. También consideramos funciones fi, € LP* (12).
k=1""

FEntonces,

[Irerr@y < [T 1l -
k=1 k=1

Proof. Primero lidiamos con n = 2. Por la desigualdad de Holder, con |f| :=
|Al" gl = f2l" s p=p1/r ¥ @ = p2/r, tenemos

I

e ATV A P AT

[ ] "] fﬂmmm]”“

1Ly, |f2lp, -

Supongamos que la desigualdad es valida para n — 1. Ahora, aplicamos la de-

n n -1
sigualdad para n = 2 reemplazando fs por [] fx y p2 por v’ = (Z 1/pk>
k=2 k=2

<A,

)

n

I 7
k=1
y, por la hipétesis de induccién, tenemos

n
S H |fk|pk. °
k=1

I 7
k=2

’

T T

n

I1 #

T

Theorem 16 Si 1 < p < oo, entonces el espacio LP () es completo bajo la

norma 1/
7], = (/QIf ) .



Proof. Ver [?, 6.14]. m

Al tener p = 2, la norma usual es exactamente norma generada por el pro-
ducto interior.

Corollary 17 L?(Q) es un espacio de Hilbert.

Theorem 18 (De la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea (f,) una
sucesion de funciones integrables, es decir, f, € L* (), y una funcién medible
f, tales que:

i) fn(x) — f () para casi toda x € €,

ii) Existe g en L' (Q) tal que | f, (x)| < g (z) para casi rodo x € 2, para toda n.
Entonces f es integrable y

/f: lim [ fn.
Q n—o Jg
Proof. Ver [?, Teorema 5.6]. ®

Theorem 19 (de Tonelli) Si una funcién medible F : RN x RM — R es tal
que la funcion F, : RM — R, dada por F, (y) := F (z,y) es integrable para casi
todo x € RN, y que la funcién de RM o R dada por

T Fy (y)dy
RM

es integrable. Entonces, F' € L' (RN X RM) . Andlogamente, si tenemos que la
funcion F, : RN — R, dada por F, (z) := F (z,y) es integrable para casi todo
y € RM .y que la funcion de RN a R dada por

y— Fy, (z)dz
RN
es integrable. Entonces, F € L' (RN X RM) .
Proof. Ver [?, Teorema 7.3.4]. =

Theorem 20 (de Fubini) Si una funcion F : RN x RM — R es integrable,
entonces la funcion F, : RM — R dada por F, (y) := F (x,y) es integrable para
casi todo x € RN, y la funcion de RN a R dada por

RM

es integrable. Andlogamente, la funcion F, : RY — R dada por F,(z) =
F (z,y) es integrable para casi todo y € RM | y la funcion de RM a R dada por

Y F, (z)dz
]RN

es integrable. Ademds, se cumple que

/RN (/RMFz(y)dy)dx//waRMF/RM (/RNFy(x)dx>dy'



Proof. Ver [?, Teorema 10.10]. m
Definition 21 Dada f : Q) — R continua, definimos su soporte como
supp (f) ={zx e RN : f(z) #0} N Q.

Denotamos por C. () a las funciones continuas de Q@ en R con soporte
compacto, el cual es un espacio vectorial.

Theorem 22 El espacio C. () es denso en LP (), si 1 < p < 0.
Proof. Ver [?, Teorema 2.13]. ®

Definition 23 Denotamos por C (Q) al conjunto de todas las funciones u :
RY — R con derivadas continuas de todos los érdenes en Q, y cuyo soporte es
un subconjunto compacto de Q.

Corollary 24 El espacio C° (2) es denso en LP (), si 1 < p < oo.

Proof. Esto se da ya que C° () es denso en C. (). Ver [?, 2.19]. =
Lemma 25 (Desigualdad de interpolacién) Dadau € LP (Q)NL" (), 1 <
p <r < oo, entonces f € L1(Q) para todo p < g < r y se tiene

1-6

r )

0
|uly < fuly, lul

dondeogﬁgly%:%_,_l;@.

Proof. Sea o = 0q, f = (1 — 0)q. Aplicamos la desigualdad de Hoélder para

obtener:
Jut = [l <
Q Q

()™ ()™

donde z = 9% vy = ﬁ. Entonces, elevando ambos lados de la desigualdad

IN

a (1/q), obtenemos
1-6

0
luly < ful, |ul,

1.3. Regularizacién

En muchas aplicaciones es importante poder aproximar elementos de nuestro es-
pacio por elementos de una naturaleza més manejable, usualmente pertenecientes
a un subespacio de nuestro espacio original.

En la Definicién 26 se habla del soporte de una funcién continua. Sin em-
bargo, esta definicién no es adecuada para funciones medibles en general. Un
ejemplo puede ser dado por la funcién caracteristica 1g de los racionales en R.

Sea Q C RY abierto.



Definition 26 FEl soporte de una funcion medible u : Q@ — R se define como
supp (u) := Q\U,

donde U es el mdximo conjunto abierto de Q0 en el cual u(x) = 0 para casi tod
punto en U.

De esta forma, supp(u) es siempre cerrado relativo a Q.

Remark 27 Observamos que, si supp(u) es compacto, entonces es cerrado en
RN y, como Q es abierto y supp(u) C Q, se tiene que

dist (supp (u) ,RM\Q) > 0.

Para estudiar el espacio de Sobolev, serd necesario construir una forma de
aproximar sus funciones por funciones suaves. Para cada ¢ > 0, sea 1, €
Ccx (RN ) con las propiedades

n. >0, supp(ng)c{xGRN:mgs} , /7]5:1.

Tales funciones son llamadas e-regularizadoras, y a continuacién expondremos
una posible construcciéon de dichas funciones.

Definition 28 Definimos n € C°(RY) por

1 .
n(z) = Cexp (7@\2—1) si|z| <1,
0 si|z| > 1,

con la constante C' seleccionada de tal forma que fRN ndx = 1. Para cada € > 0,
definimos

ne(x) = EiNn (g) :

Llamamos a 1 la funcion regularizadora estdndar. Las funciones 1, estin en
C>(RY) y satisfacen

/]RN n.dr=1 , supp(n.) = B:(0),

donde B, (0) := {z e RN : 2| < ¢}.

Definition 29 Siu: RY — R es localmente integrable, definimos su e —regularizacion
como
Ug 1= 1N, * U,

donde * es el operador de convolucion, es decir,

wiw)= [ nte vy = [ n @tz -y c®



Theorem 30 (Propiedades de las funciones regularizadoras) Para toda
u en L}, (RY) se cumple lo siguiente:

i) Para cada € > 0, supp(ue) C supp(u) + Be (0).

ii) Para toda € > 0, u. € C®(RY) y

0 ([ On.
axi(ng *u) = (8x1> * U.

i11) Si u es continua, entonces ue converge uniformemente a u cuando € — 0 en
cada subconjunto compacto de R™.
i) Siu € LP(RY), 1 < p < oo, entonces u. € LP(RY), uel, < ul,,y

Eh_r% |ue —ul, = 0.

Proof. i) Seax € U := RN\ (supp (u) + Be (0)) . Entonces z—y € RN\ supp(u)

Yy € B, (0), es decir, u (z —y) = 0 Yy € B, (0). Por tanto,

ue<x>—/B(0)ns<y>u<my>dy—o Ve e U

Como U es abierto, concluimos que supp(u:) C supp(u) + B: (0).
Para demostrar i7), consideramos e1, ..., ey la base canénica de R™. Fijamos
i€{l,..,N},zen R y h € R. Sea v > 0.

T [ e
B /RN(ns(ﬁhei—i)—ng(w—y)_ng(x—y)>U(y)dy'

El teorema de valor medio para la derivada nos garantiza que existe s € (0,1)
tal que
775(13“‘}161'—3/)—775@—24) 8775

. :a—xi(x—i-shei—y).

La continuidad de gZi y el que tenga soporte compacto en RY implican que g"f

es uniformemente continua. Entonces, existe § > 0 tal que, si |sh| < 6,

i

_ On,
8.Z‘i

‘ .

D (z + she; — )

(m—y)'év vz,y € RV,

Utilizando esta desigualdad, obtenemos que, si |h| < §, entonces

/ (ng(w+h6i—y)—na(w—y) .
RN

/.

h e y)) u(y) dy‘

_ On,

on.
1= (@ + she, —y) = 5= (x — )

81‘1'

lu(y)|dy < lul; .



Lo cual nos dice que u. es parcialmente diferenciable en x y que

= [ G- puway= (5 ) @,

Ahora, ‘?)Z: = gza * U, gZi € Cx(RYN), vy supp(?Zi) = B.(0). Entonces,
Ouc

podemos aplicar el mismo razonamiento para ver que 4= es diferenciable en
k2

R, y por induccién, se sigue que u. € C> (RN) .

En el caso de iii), observamos que, si u es continua, y K C RY compacto,
entonces v es uniformemente continua en K, y, por tanto, dada 6 > 0 podemos
elegir dg > 0 tal que

lu(z—y)—u(z)|<d VeeK,Vye Bs,(0).

Tenemos
ue () —u(x) = /@ux—w—u@»m@n@
- /' (u (e —y) — u (@) 7. (v) dy.
B.(0)

Se sigue que para toda € < gy « € K que

lue () —u(2)] =

|-y - u@)n @y
B:(0)

A

< /’ (2 — y) — u ()] 0. (v)] dy
B.(0)

6/ In. (4)] dy = 6.

Consecuentemente, |u. —u| < d, si e <o y € K, de donde se sigue que

IN

Uz — u uniformemente en subconjuntos compactos de RY.

Para la demostracién de iv), consideramos primero el caso p = 1. Para cada
y € RY la funcién F (z,y) := |n. (z — y) u(y)| es integrable respecto a z, y la
funcién
y— | F(zy)de=lu(y)
RN
es integrable en RY. Por el teorema de Tonelli (Teorema 19) y el de Fubini
(Teorema 20), se tiene que

ful, = /Vmw— (v) dy| dz
[ [ e = wuwldyis
[ [ ta=)utw)]dody

= |U,|1,

IN

10



y, como u € L* (RN) , concluimos que u, € L* (RN).
Consideramos ahora el caso p > 1. Si % + % = 1, la desigualdad de Holder
nos da:

ol = | [ oG- numa] =] [ o0 00 ) )

nw-nd) ([ ma-nuera) -([ ne-puwrag)
(L. ) (L ) = (L

pues [on 7. (x —y)ldz = [zn [n.] = 1, ya que solamente estamos trasladando la
funcién. Elevando ambos lados de la desigualdad a la p e integrando, obtenemos

[owrar < [ [ n-phor e
= [ [ -
- [ mwray

\us\p < \u|p < 00,

IN

Consecuentemente,

por pertenecer u a LP (]RN) . Ahora, sea § > 0. Por el Teorema 22 existe v €
C. (RN) tal que
lu—v|, <d/3.

Ya que v tiene soporte compacto, se sigue del inciso iii) que v —v.|, < 6/3
para ¢ suficientemente pequena. Ahora,

ue —vel, < lu—v|, <d/3
de donde podemos concluir que
lu—uel, <lu—v, +v—rel, +[ve —ue|, <4
es decir, que u — u en LP (R) cuando € — 0. m

Lemma 31 Sea () abierto y acotado en RY. Para todauw € C° (Q) y toda e > 0
se cumple que
lue —ul; <e RS |Vul,,

o 1/2
2) ’

Proof. Fijemos =,y € RY y definimos

Ou
Owi

N
donde |Vuly := (Z

v(t)=u(z—ty), te€]0,1].

11



Entonces,
o' (t) =~y Vu(z — ty)

y, por el teorema fundamental del Célculo,

1
u(m—y)—u(x):/o —y - Vu (z — ty) dt.

Tomando el valor absoluto de esta expresién obtenemos

1
(e —y) —u(@)| < /0|y~w<x—ty>|dt

IN

1
1] / Vu(z — ty)| dt.
0

Utilizando esta desigualdad y el teorema de Fubini,

‘us - U|1 < /
RN
L.

dx

/ 7o () (u(z —y) - u(z)) dy
B.(0

=(0)
/ ne () (u(z - y) — u ()| dyde
=(0)

<

= / Me (y)/ (u(z —y) —u(x))| dedy
B:(0) RN

1

< / ly| . (y)/ / \Vu (z — ty)| dedtdy
Be(0) 0 JRN

< e ) [ Vuldady
BE(O) Q

<

: / 7. (1) 1912 [Val, dy
B.(0)

e[ |Vul,.

12



El espacio de Sobolev H} ()
2.1. Derivadas débiles

La definicién de derivada débil fue introducida por S.L. Sobolev en su trabajo
temprano en ecuaciones diferenciales parciales, a finales de la década de los trein-
tas. Su enfoque requeria la extencién del conjunto de funciones diferenciables,
es decir, una extensién del dominio de los operadores diferenciales a funciones
cuyas derivadas no eran necesariamente continuas. El usar derivadas débiles le
permitié sobrepasar el problema de continuidad y discontinuidad con respecto
a la diferenciacion, lo cual abrié nuevas perspectivas al estudio de ecuaciones
diferenciales.

La definiciéon de derivada débil estd basada en la férmula de integracion
por partes. Sea () abierto en RY. Supongamos que nos es dada una funcién
u € C1(Q). Entonces, si p € C (), vemos que por la férmula de integracién

por partes,
dp ou
dr = — d Vi 1,...,N}.
/Quawim ~/§28xi@ " i€l N}

Notamos que las funciones ¢ € C2° () se anulan cerca de 012, ya que tienen
soporte compacto en ). Sigue preguntarnos si podemos debilitar las hipétesis
sobre la funcién u. Para que el lado izquierdo de la igualdad tenga sentido,
debemos pedir que u sea localmente sumable, es decir, que u € Llloc (©2). Ahora,
si u no pertenece a C! (£2), la expresion % no tiene sentido. Asi que nos pre-

1
loc

guntaremos sobre la existencia de funciones v; € Li () que sigan cumpliendo

esta igualdad para toda ¢ € C° (Q).

1

Definition 1 Decimos que v € L,

v1,...,un € LL () tales que

loc

(Q) es débilmente diferenciable si existen

2 - [ue veecz@. W

U ——
Q al’j

1

Proposition 2 La funcién v; € L, () que satisface 1 es tnica.

Proof. Supongamos que, para alguna jo € {1,..., N}, existen v;,,wj, € L},. ()

loc
tales que satisfacen
¢
u = — Vs — — W
fyra = fye == [y

para toda ¢ € C° (2) . Entonces

/ijn Cw)p=0 Ve CX (@),

MOS = s ? 5 deci 5 iones v;
de donde concluimos que v, = wj,, ver [?, 1.7.1] es decir, que las funciones v;,
son unicas. MW



Dada la unicidad de las funciones v;, las denotarememos
Dju:=wv;, Vu:=(Dyu,..,Dyu).
Dju se llama la j-ésima derivada débil de u.

Example 3 FEzisten funciones débilmente derivables que no son derivables en
el sentido usual.

Proof. Sea @ :=(—1,1), u: Q — R, u(z) := |z|. Sabemos que esta funcién no
es derivable en z = 0 en el sentido usual. Claramente, u € L}, (). Veremos
que u es débilmente diferenciable. Como derivada débil de u proponemos la

funcién
(2) = 1sizel0,1)
W “1size (-1,0)

Sea ¢ € C° () .Por la Observacion ??, ¢ (1) = ¢ (—1) = 0. En consecuencia,

/1u<x>so’<x> /Ou<z>¢<x>+[u<z>¢<x>

-1 -1

- [ cov@+ [

0

= (el 'w——1+/1¢ 2 (2)) g /Olm)
—p (=1 +/0190 / o (2)
/_0#’“”)‘/0 S"<9€>=—/_1v<ac>so<ac>,

lo cual demuestra que u es débilmente diferenciable, y v = Du.

Example 4 FEzisten funciones que no son débilmente derivables.

Proof. Sea :=(0,2) y sea

_ fxsize(0,1)
“(w)_{2 size(1,2)

Veremos que u no es débilmente diferenciable. En efecto, supongamos que existe
alguna funcién v € L}, (Q) que satisface

2 2
/ wp'dr = —/ vpdr Yo e CF(Q).
0 0



La férmula de integracién por partes y el soporte compacto de ¢ nos dan

2 2 1 2
—/ vpdr = / up'dx :/ zo'dr + 2/ o'dx
0 0 0 1

1
= w\izo—/o edr + 2 (p|2_4)

= —¢<1>— 41¢dx

Si se cumple la igualdad anterior, podemos elegir una sucesién de funciones
(p,) € C (Q) que cumplan

Sustituyendo en la igualdad obtenida, y haciendo n — oo, por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos

2 1
1= lim ¢, (1) = lim {/ v, dx f/ wndz] =0,
0 0

n—oo n—oo
lo cual contradice la existencia de la derivada débil de u. m

Proposition 5 Si u,v € L}, (Q) son débilmente diferenciables y o € R, en-
tonces u +v y au son débilmente diferenciables y

D;(u+v) = Dyu+ D,
D;(au) = aD;(u),

para todo v =1,...,N.

Proof. Sean u,v € Lj (Q),a € R, e i € {1,...,N}. Tenemos que existen
Dju, Djv € L}, . () tales que

0 0
L /Q(DiU)so y d —/Q(Div)w Vo € C ().

U = — v =
o Ox; o 0z;

Entonces, la linealidad de la integral nos da:

dp dp dp

- [ aye= [ (D)

- / (Div+ Diu)p Yo e CF(Q).
Q

Ya que D;u, D;v € L}, (), entonces D;u+D;v € L}, . (), y podemos concluir
que u + v es débilmente diferenciable. Ademads, por la unicidad de la derivada
débil, concluimos que

D;(u+v) = D;v+ D;u.



Anélogamente,

dyp dyp /
au = af u = —« D;u
/sz Ox; o 0x; Q ( )¢

—/XaDmmo Vo e O (Q),
Q

y de nueva cuanta, el que D;u € L}, . (Q) implica que aD;u € L}, () . Llegamos

a que au es débilmente diferenciable, y de nueva cuenta, la unicidad de la
derivada débil nos lleva a que

D;(au) = aD;u.

2.2. Los espacios de Sobolev H'! (Q) y H} (Q2)
Definition 6 El espacio de Sobolev H' () se define como
H'(Q):={u € L?(Q) : u es débilmente diferenciable y Dju € L* (Q) para j =1,..,N}
con el producto escalar
N
woly =3 [ (D) + [ w

J=1 @

= /Vu-Vv+/uv.
Q Q

Proposition 7 (u,v), es, efectivamente, un producto escalar en H' (Q).

Proof. Sean u,v € H' (Q).

(u,v)lz/Vu~Vv+/uv:/V@-Vu+/vu: (v, u)y,
Q Q Q Q

lo cual prueba la simetria. Para probar la linealidad en la primera entrada,
tomamos w € H! () y @ € R. Usando la Proposicién 5 obtenemos

(u+w,v),

/QV(u—i—w%Vv—i-/Q(u—i—w)v

/Q(VU-VU—&-VM-VU)—F/Q(UU+WJ)

= /Vu-Vv—i—/uv—l—/Vw-Vv—l—/wv
Q Q Q Q

- <u,’U>1 + <’LU,”U>1 :



(au,v); = /QV(au)-Vv—f—/Qauv:

= /aVu-Vv—i—/auv
Q Q
a(/Vu-Vv+/uv)=a<u,v>1.
Q Q

Lalinealidad en la segunda entrada es consecuencia de la linealidad en la primera

y la simetria.
(wah = [ (FuP+ [ a2 0
Q Q

Ahora,
va que [Vul2 >0y |u]> > 0.
Finalmente, observamos que

<u,u>1:/|VU|2+/|u|2:O — /|vu|2:oy/\u|2:o — u=0
Q Q Q Q

ya que [, lul> =0 «— |u|§ = 0, pues ||, es una norma en L? (Q). m

Notation 8 A la norma inducida por el producto escalar mencionado en la
proposicion anterior la denotaremos por

Il = (o)) 2

Lemma 9 Si (u,) es una sucesion de Cauchy en H' (), entonces (u,) y
(D;uy,) son sucesiones de Cauchy en L* (), para toda i € {1,...,N}.

Proof. Sea i € {1,..., N} y (u,) una sucesién de Cauchy en H' (), es decir,
dada ¢ > 0 existe N € N tal que

Hum—unHl:/ \Vun—Vum\Q—i—/ [ — um|® <& VYn,m > N.
Q Q
En consecuencia,

/ Vi, — Vu|?> <e  VYn,m >N
Q

/\un—um|2<5 Vn,m > N.
Q

Ademsés, tenemos que
2 2
/ |Dzun - Dium| S/ ‘vun - vum‘ s
Q Q

de donde concluimos que (u,) y (D;u,) son sucesiones de Cauchy en L? (). m



Theorem 10 H' (Q) es un espacio de Hilbert.

Proof. Sea (u,) una sucesién de Cauchy en H! (), entonces (u,) y (D;uy)
son sucesiones de Cauchy en L? (), y como éste un espacio de Hilbert, existen
u,v; € L? (Q) tales que

lim |u, —ul, =0,
n—oo

lim |D;u, —v;|y, =0 Vi=1,...,N.

n—oo

Ahora, queremos ver que u € H! (). Para ello, basta probar que v; = D;u, es
decir, que

8('0:—/1)1'(,0 VYo € CF ().
Q

U
o Oz

Como u,, — u 'y Dyu, — v; en L% (Q), se tiene que

/ u 0 = lim [ w, 0 =— lim [ (Dju,)p= —/ vip Ve ().
Q 0 Q

xi n—oo [ i n—oo [

La primera y la tltima identidad son consecuencia de la Proposicion 2.4.
Finalmente,

N
nlgrolo l[tn —ully = nlgrolo <|un —uly + Zl | Diur, — Ui|2> =0
i=
es decir, u, — u en H' (). Asi, conlcuimos que H' () es completo. m

Definition 11 El espacio H} (Q) es la cerradura de C° () en H* () con la
norma ||-||; -

Al definir de esta manera al espacio H¢ (£2) , tenemos que, por ser un subespa-
cio cerrado de un espacio de Hilbert, éste también serd un espacio de Hilbert.
Ademis, u € H} () si y sélo si existe (u,,) C C°(Q) tal que u, — u en
HY(Q).

2.3. Desigualdades de Sobolev.

Las desigualdades de Sobolev dan informacién sobre cémo acotar uniformemente
la norma en L9 (RN ) de una funcién en términos de la norma en LP (RN ) de
su gradiente. Observemos primero que ¢ no puede ser arbitraria. En efecto,
supongamos que existe C' > 0 tal que

lply <CIVel,  VeeCX(Q),

o\ /P
p)

donde
dp
8$i

i=1

Vel, = <§:



Entonces, al fijar una funcién f € C° (RN) , N > p, y reemplazando © — f (x)
por x — f (Az) =: f (z), con A > 0, tenemos

[l = AN f], S ONTNRIVEL = CIVA, YA 0.
Al hacer a A tender a cero o a infinito, observamos que la desigualdad de arriba
s6lo puede ser satisfecha si

1 1 1 Np
—=———, esdecir,g=—— yp<DN.
g p N N-—p

Tomando esto en cuenta, definimos

*

_ Np
p o= N—p

De aquf en adelante, usaremos N > 2.
Para la demostracién del siguiente teorema utilizaremos la desigualdad de
Holder generalizada.

Theorem 12 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) SiN > 2,
existe una constante C' que depende inicamente de N, tal que

ulye < C|Vul, YueCX (RY).

Proof. Tenemos que, para 1 < < N,

i Ou
u(zx) = D (T, eeey Yiy ooy T ) AYss

|u<m)\g/ V(@13 s s s )| s,

— 0o

donde y; ocupa la i—ésima coordenada del vector en el integrando. Entonces,

N S
N-1 < (H/ Vu(xlr'vyia'"xl\/'”dyi)
i=1Y

Integrando esta desigualdad con respecto a la primera variable, x1, y aplicando
la desigualdad de Holder generalizada, obtenemos

.
N—-1

Ju ()]

[eS) N cx N ) ﬁ
o e N oo =
< ([ Twdan) TII( ) wian) "
<

oo s N oo oo
( / |Vu|dy1) ~ (H / / IVl dxldyl)
—oo j—2/ —00 J—o0



Ahora, integramos con respecto a s :

1

oo oo N oo oo N1 oo N 1
/ / |u|4N—1 dridry < (/ / |Vu|dx1dy2> / H]iNfl dxs,
—o0 J —c0 —o0 J —c0 —00 ;1

i£2

con
I ::/ |Vu|dy,, I; ::/ / |Vu|dzidy; (i=3,...,N).

Aplicando una vez més la desigualdad de Holder generalizada, encontramos que

1

/ / M% dridzy < (/ / [Vul dxldy2> ) (/ / |Vul dyldmg) )
N 0o %) oo =T
H </ / / |Vul dmldmgdyi> .
i—3 —00 J —o0 J—00

Continuando este proceso, es decir, integrando sucesivamente con respecto a

cada variable, obtenemos que
N N o0 o0
/ |u(z)| N7 dx (H/ - / |Vul dml...dyi...de>

RN i—1 Y —© —00

1 N

N-—-1

</ [Vul dm) .
RN

Ahora, reemplazando |u| por |u|”, y aplicando la desigualdad de Holder, obten-
€mos

1
N—-1

IN

N—-1

([ rsar) ™ < ([ 9 ania)

= 'y/ lu]” " | Vu| dz
RN

1/2 1/2
vy (/ |u|2(’y_1) d:z:) (/ |Vul” da:) .
RN RN

<
Elegimos ~ tal que % =2(y—1),estoes, v= %, €n Cuyo caso, % =
2(y — 1) = 25 = 2*. Entonces, Y=t — 1 = L vy de la desigualdad anterior
obtenemos
) 1/2* 1/2
</ Ju)? dac) <C (/ Vul? dm) Vu € C° (RY).
RN RN

conC=y=20"0 g

v N=2 -



Corollary 13 Sea Q abierto en RN, N > 3. Entonces existe C > 0, que depende
tinicamente de N, tal que
[uly. < C'|Vuly Yu € Hj ().

Proof. Sea u € H} (), y sea (u,) una sucesién en C° (Q) € C (RY) que
converge a u en H{ (). Esto nos dice que |u, —ul, — 0y que |Vu,, — Vu|, —
0. Entonces, aplicando el Teorema 12, tenemos que existe C > 0 tal que

[tn, — Um|g < C|VUuyp — V|, VYm, n.

Por tanto, (u,) es una sucesién de Cauchy en L2 () que converge a un v €
L* (), porque L?" (Q) es completo. Como u, — u en HJ (Q), se tiene que
u, — u en L?(Q). Entonces, existe una subsucesién de (u,) que converge a u
en casi todo punto de €, ver por ejemplo, [?, Teorema IV.9]. Andlogamente,
como u, — u en L2 (), una subsucesién de (u,) converge a v en casi todo
punto de Q. Se conlcuye que u (z) = v (x) para casi todo punto de €.

Usando el Teorema 12 de nueva cuenta, y haciendo n — oo, tenemos

[ulye = lim |uy|y. < C lim [Vu,|y = C|Vul,,
n—oo n—oo

2(N—1)
N—2

con C = |

Theorem 14 (Desigualdad de Poincaré) Si Q C RN es abierto y acotado,
con N >3, y q € [1,2%], entonces existe C > 0, que depende de N, de 2 y de

q, tal que
2/q
ul2 = (/Qzﬂ> SC’/Q|VU|2 Yu e HE (Q).

Proof. Aplicando el teorema anterior, tenemos

2 S 02 |vu‘2,

|

con Cy una constante que depende inicamente de N. Ademds, por ser {2 acotado,
y que g < 2% concluiremos que

lul, <Cilulp.  Vue L¥ (Q),

C) una constante que depende de Q y de ¢. En efecto, dadau € L™ (), tenemos
que u? € Lw (), y por la desigualdad de Holder, tenemos

i A PR
/'m%:/l-uPS|ﬂi(/‘m2) . conp=2>1
Q Q Q 2* —q

Elevando ambos lados de la desigualdad a la 1/q obtenemos

()" <o)

Aplicando este resultado, y por transitividad, tenemos

[ul, < Ci uly. < C|Vul,.

con C=C1Cy. m



2.4. Teorema de Rellich-Kondrakov.

Recordaremos la definicién de cierto tipo de operadores que nos serdn ttiles
para desarrollar el problema més adelante.

Definition 15 Sean X,Y dos espacios vectoriales normados. Decimos que un
operador lineal T : X — Y es acotado si existe una constante M > 0 tal que,
para toda x en X,

1T (@)lly < M [lz][x -

Recordemos que, para los operadores lineales, la condicién de ser acotado es
equivalente a la de ser continuo.

Definition 16 Secan X,Y dos espacios vectoriales normados. Decimos que un
operador lineal T : X — Y es compacto si, para todo conjunto acotado B de X,
tenemos que T (B) es relativamente compacto en Y. Una condicion equivalente
es que para toda sucesion acotada (x,) en X, existe una subsucesion (x,, ) tal
que la sucesion (T (xp,)) converge en'Y.

Example 17 Si X oY es de dimension finita, todo mapeo lineal continuo es
compacto.

Proof. Sea B un subconjunto acotado de X, y T': X — Y un mapeo lineal
continuo.

Veamos primero el caso en el que X es de dimensién finita. En este caso,
existe un homeomorfismo entre X y RY, N la dimensién de X. Si tomamos
un conjunto acotado B’ C RY, el conjunto homeomorfo a B, tenemos por el
teorema de Borel-Lebesgue que B’ es relativamente compacto en RY, ver [?,
3.17.6, 3.20,16], y como B’ y B son homeomorfos, B es relativamente compacto
en X. Entonces, para cualquier mapeo lineal continuo T': X — Y, el que B sea
relativamente compacto en X, implica que T (B) es relativamente compacto en
Y, ver [?, 3.17.9].

Suponiendo el caso en el que Y es de dimensién finita, tenemos que 7' (B)
es un subconjunto acotado de Y, por ser T' continuo. Ahora, por ser Y de di-
mension finita, con un argumento similar al anterior, llegamos a que T (B) es
relativamente compacto en Y. De cualquier forma, concluimos que T es com-
pacto. m

Example 18 Si X es un espacio normado de dimensidn infinita, el operador
identidad en X mo es compacto.

Proof. Si consideramos la bola unitaria cerrada en X, tenemos que esta es
compacta si y sélo si X es de dimension finita, ver, por ejemplo, [?, Teorema
VL5 =

Recordamos que, en un espacio normado de dimensién finita, un conjunto
es compacto si y sélo si es cerrado y acotado. Sin embargo, en espacios de
dimensién infinita, esta caracterizacion deja de ser cierta en general.

10



Sea X un espacio métrico compacto y sea C° (X) el espacio de las funciones
continuas u : X — R con la norma
‘= ma ).
ul o += max u (2)
Definition 19 Un subconjunto S de C° (X) es uniformemente acotado si existe

C >0 tal que
lul, <C Yu e S.

S es equicontinuo si dada € > 0 existe § > 0 tal que
lu(x) —u(y)| <e si dist(z,y) <d VYuebl,

donde dist es la métrica de X. B
S es relativamente compacto en X si S, la cerradura de S en X, es compacta.

Theorem 20 (de Arzela-Ascoli) Si X es un espacio métrico compacto y S C
C° (X)) es uniformemente acotado y equicontinuo, entonces S es relativamente
compacto en C° (X).

Proof. Ver, por ejemplo, [?, Theorem A5]. m

Definition 21 Un conjunto S en un espacio métrico X es totalmente acotado
si para cada € > 0 existe un numero finito de puntos en S tales que la union de
las bolas abiertas en X de radio € con centro en estos puntos contiene a S.

Proposition 22 Si X es un espacio métrico completo, un subconjunto S de X
es relativamente compacto si y sdlo si es totalmente acotado.

Proof. Ver, por ejemplo, [?, 9.6%.25]. m

También recordamos que el espacio LP (2) con 1 < p < oo es completo con
la norma usual.

Como consecuencia de las desigualdades de la seccién anterior, tenemos que,
si © es acotado, el espacio de Sobolev H{ () estd encajado continuamente
en L7(Q) para ¢ € [1,2*]. Mds aun, se tiene que este encaje es compacto en
L1(2),si1 < q < 2* Es decir, la cerradura en L? () de todo conjunto acotado
en H} (Q) es un conjunto compacto en L7 (£2). A continuacién probaremos este
resultado para q = 2.

Theorem 23 (Rellich-Kondrakov) Si Q abierto y acotado en RY, el encaje
Hj () — L* (Q)
es compacto.

Proof. Sea B C H} () un conjunto acotado. Queremos ver que la cerradura
B de B en L? () es compacta en L? (Q). Ya que C° () es denso en H} (),
basta probar el resultado para subconjuntos de C2° (€2) . Supondremos que B C
C2° (2) . También supondremos que |ul|; < 1 para todau € B. Parae € (0,1),

11



sea u. := 1), * u, con 1), como en la Definicién ??. Definimos B; := {u.|u € B}.
Sea €. := Q + B. (0) . Observemos que B, C C° (STE)

1) Veremos que el conjunto B. es uniformemente acotado. En efecto, por la
desigualdad de Holder, el Teorema 14 y la Definicién 77 existe C' que depende
de Q. y N tal que, para toda u. en B, y para toda z en RV

e ()] < / fu(z — )| 7. (4)dy
B.(0)
< fnal ul,
< |nlo Cllul,
C

En consecuencia, |u.|, < EQN Inl, Yu € B, de donde concluimos que B es
uniformemente acotado. Andlogamente se tiene que

Vu@ < [ Jule-)| Vo @)l dy
Be(0)
1
< WSUP {|V77(y) Yy e RN|} |u|1
C
< s {|Vn () sy € RY[} lul,y
c N
< msupHVn(y):yeR |}::M Yu € B.
Esta tdltima desigualdad implica que u, es Lipschitz continua. En efecto, fijando
i € {1,..., N}, por el teorema de valor medio tenemos que, con £ = (1 — t) z +ty,

para alguna t € [0,1],

e (z) — ue (y)
|z —yl

= ()] < b

Por tanto,
|u6(m)_u6(y)|§M|x_y| Vx,yERN, Vu € B.

2) Veremos que B. es equicontinuo en L' (Q), Sea 1 > 0, x € Q. Veamos que
existe § > 0 tal que para toda u. en B, y para toda y en Bs (x), tenemos

|u€ (.’L‘) — Ue (y)| <e€q.

Proponemos ¢ := £L. Entonces, para todo u en B,

€1
M
lue () —ue (¥)| S M|z —y| <ep si|z—y| <é.

Se sigue que B, es un subconjunto de C° ((TE) uniformemente acotado y equicon-
tinuo. Entonces, por el teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 20), tenemos que
B, es relativamente compacto en C° (QE) .
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3) Probaremos que existe una constante A que depende sélo de Q y de N
tal que
lue —ul, < A’ Yue B, Ve € (0,1),

2
con 6 := N5

—2-
En efecto, por el Lema 77,
lue —ul, <19/"%e Vue B, Ve e (0,1).

Usando la desigualdad de interpolacién y el Teorema 14, obtenemos

0 -0
lue —uly < fue —ul; Jue —u é*
0 1-6
< fue —uly (2]uly)
0 1-6
< Clue —uly [Jully
< C’|ua—u|f Yu € B, Ve >0,
donde C depende tnicamente de N, y 6 := %

En consecuencia,
lue —ul, < A, Vu € B, Ve € (0,1),

con A := C’|Q|N#+2 .
4) Probaremos que B es totalmente acotado en L2 (). Sea § > 0. Elegimos

e > 0 tal que Ae? < g. Como B, es totalmente acotado en C° (STE) existen

v1,...,v; en C° (975) tales que B, estd contenido en la unién de las bolas abiertas
en C° (KTE) de radio W y centro v;, i = 1, ..., k. Sea u; := v;|g. Como

sl = / W < / o2 < 19 il < oo,
Q Qe

se sigue que u; € L? (). Para cada u € B existe v; tal que

e — 01l < —
Ue — Vi _
€ 1o 2|Q€|1/2
En consecuencia,
lu—wily, < |u—ucly + Jue — ugly
< A+ 10 ue —wl|
6 0
I
< 2+2 ’

de donde concluimos que B es totalmente acotado en L? (2) . Usando que L? ()
es un espacio métrico completo, tenemos que ésto es equivalente a que B sea
relativamente compacto en L? (). m
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Nos preguntamos si podemos debilitar las hipétesis del Teorema de Rellich-
Kondrakov y atn asf obtener el mismo resultado. ;Puede el teorema ser exten-
dido a un dominio  no acotado? ;Puede Hg () ser encajado compactamente
en L?" (Q)? Ambos casos vienen tratados en [?].

El teorema de Rellich-Kondrakov no puede ser, generalmente, extendido a
un conjunto no acotado.

Example 24 FEl encaje H* (RN) — L? (RN) no es compacto.

Proof. Existe una sucesién de bolas abiertas { B;} en RY ajenas entre sf y todas
con el mismo radio positivo 7. Sea ¢ € C2° (B;) y supongamos que |[¢|[; > 0, lo
cual implica que ||, > 0. Sea ¢, la funcién trasladada de ¢, con soporte en B;.
Claramente, |l;|l; = ll¢ll ¥ lleslls = |¢ly para toda i,de donde (¢;) es acotada
en H} (RV). Sin embargo,

0 —05la = leila+ o s =210l >0 Vi#j

de donde concluimos que (p;) no puede tener una subsucesién convergente en
L?(RY). =

Aunque damos la demostracién del encaje compacto de H} () en L? (),
mencionamos que este encaje es compacto para toda 1 < ¢ < 2*. Ahora, veremos
que H} (Q) no puede ser encajado compactamente en L2 (Q).

Example 25 Sea Q C RY abierto acotado, con N > 2. El encaje H} (Q) —
L (Q) no es compacto.

Proof. Sea (a;) una sucesién de puntos distintos de Q, (r;) una sucesién de
nimeros tales que 0 < r; < 1y By, (a;) C £ son ajenas todas entre si. Sea
p € C (B (0)) que satisfaga supp(p) C By (0), ¢ (z) > 0.

Para cada i, definimos

Entonces, ¢; € C2* (B,, (a;)), y

r-_TN xr — a; =N xr — a;

Usando el teorema de cambio de variable se obtiene

2
Tr — a; _
/IV%\Q:/ Ve <>‘ r; Ndfﬂ:/ Ve ()] dy,
Q By, (a;) T B1(0)

es decir, |Vy;|, = |Vg|,. Esto y la desigualdad de Poincaré nos dicen que
(¢;) es una sucesién acotada en Hj (€2). Ahora, tenemos que (25%)2* =

14



22N % = —N. Usando el teorema de cambio de variable se tiene
2 N—2
o
* 2—N €T — Q;
pilx = / r; ‘P( l> dx
B, (ai) T
Lo b
= T, | dx
B, (as) T
2* 2*
= / o W7 dy = [pl5-
B1(0)
El que las funciones ¢, tengan soportes ajenos nos da
2" 2* 2" 2* .,
’@i_wj2*:|@i2*+’¢j2*:2|@2* Vi # 7,

asf que ninguna subsucesién de (;) puede converger en L? (£2). m
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Capitulo 3

Existencia y unicidad de soluciones
para el problema de Poisson

3.1. El problema de Poisson.

Consideramos el problema de Poisson
—Au+ = en {2
(o) f

u=20 en 0F) ’
donde Q C RY es abierto y acotado, A € R, f € L?(Q) y
N
0?u
AU = a—x?

i=1
es el operador de Laplace.

Definicién 3.1 Una solucion cldsica de este problema es una funcion u € C? (ﬁ) que
verifica (py).

Si u es una solucién clasica de (p,), al multiplicar la primera igualdad por una

funcién ¢ € C° (§2), obtenemos

— (Au) o + (Au) p = fop.

Integrando sobre €2 y aplicando la férmula de integracién por partes, tomando en cuenta

que ¢ se anula en 0f2, tenemos

/Vu~V<p+)\/u<p:/fg0 Vo e C ().
Q Q Q

Nos damos cuenta que esta identidad se sigue satisfaciendo si ¢ estd en Hj (), en vez

de en O (), por densidad.
1
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Definicién 3.2 Una solucion débil de (py) es una funcion u € H} () que satisface

/Vu-Vgo+A/ucp:/fgp Yo € H ().
Q Q Q

Una de las primeras ventajas que notamos al plantear el problema débilmente, es
que tenemos solamente derivadas de primer orden de u, mientras que al buscar solu-
ciones cldsicas nos preguntamos por sus derivadas de segundo orden. Otra ventaja que
encontramos es que no pedimos que se satisfaga una identidad en todo punto, sino, mas
generalmente, al integrar sobre una regién. Notamos que toda solucién clésica es una
solucion débil. Para demostrar esta afirmacion, usaremos el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Sea Q C RY abierto y acotado, y u una funcion que cumpla
ue H'(QNC(Q), u=0 en 9.
Entonces u € Hy ().

Demostracion: Una demostraciéon de este teorema se encuentra en [?, Teorema
IX.17]. =

Proposicién 3.4 Toda solucion clasica de (py) es solucion débil.

Demostracion: Seau € C? (ﬁ) una solucién clésica de (). Entonces, v € H' ()N
c(@).

También se cumple que u = 0 en la frontera de €). Por el teorema anterior, tenemos
que u € H} (Q) .Ahora, si ¢ € C° (), como vimos hace un momento por la férmula
de integracién por partes, se satisface

/Vu-Vgo—i—)\/ugo:/fgo
Q Q )

para toda ¢ € C (), y, en consecuencia, para toda ¢ € H} () por densidad. m

El buscar soluciones débiles, en lugar de soluciones cldsicas, nos da ciertas ventajas.
Al buscar soluciones débiles para el problema de Poisson, el espacio en el que trabajare-
mos serd H} (), que es un espacio de Hilbert, mientras que C? () no lo es. Esto nos
permite aplicar resultados de Analisis Funcional, concretamente, el Teorema de Repre-
sentacién de Fréchet-Riesz y la Alternativa de Fredholm, para garantizar la existencia
de soluciones débiles. Una vez demostrada la existencia de una solucién débil, se apli-
can resultados de regularidad para obtener una solucién clasica. Dichos resultados nos
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dicen qué tan diferenciable es la solucién, dependiendo de la diferenciabilidad de f y la
suavidad del dominio. No abordaremos este asunto en este trabajo. Los resultados de
regularidad para este problema se encuentran, por ejemplo, en [?], [?], [?].

Ahora, desarrollaremos la teoria y los resultados de Anadlisis Funcional que nece-
sitaremos para probar el Teorema 0.1. Para la demostracién de éste, consideraremos
dos casos: A >0y A < 0.

3.2. El Teorema de Representacién de Fréchet-Riesz

Teorema 3.5 (de la proyeccién ortogonal) Sea V' un subespacio vectorial cerrado
de un espacio de Hilbert H. Para cada v € H existe un unico v € V tal que

lu —v[| = nf [[u—w].
weV

Demostracion: Primero veamos el caso en el que u € V. Entonces,
inf [ju —wl = [[u—wul =0,
weV

donde v = u, que estd en V, es el tnico elemento en el cual se hace cero la expresion,
por ser ||-|| una norma.

Ahora, trataremos el caso en el que V' estd contenido propiamente en H. Sea u €
H\ V. Ya que V es cerrado tenemos

d = inf |ju —w| > 0.
weV

Sea (v,) una sucesién en V' tal que lim,,_, ||u — v,|| = d. Veamos que (v,) es de Cauchy.
En efecto, la norma ||-|| de un espacio de Hilbert satisface, para cualesquiera x,y € H,
la igualdad del paralelogramo:

2 2 2 2
Iz + 51"+ llz =yl =2 (Il=[I" + l9I°) ,

ver, por ejemplo, [?, 1.5]. Aplicando esta identidad a cualesquiera dos elementos de la
sucesion (vy,) , obtenemos

2 2
o =l = i )+ ()]
2 2 2
= 2 (P o ) = 20— v
2
Up + Uy
= 2 (fu ol o) — 4 fu - L)

< 2(JJu— v’ + [Ju — va|?) — 4d%.
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Esta iltima desigualdad se da ya que ””*% € V por ser un subespacio vectorial.

Haciendo n y m tender a infinito tenemos que

m v —val® < lm 2 (Ju—val* + lu — v *) — 4d?

n,Mm—00 n,Mm—00

= 2(d®+d°) —4d* =0,

de donde concluimos que (v,) es una sucesién de Cauchy en H. Ahora, el que H sea
un espacio de Hilbert, nos garantiza la existencia de un elemento v en H tal que
lim, .o v, = v. Tenemos que V es cerrado, entonces, v € V. También, por la con-
tinuidad de la norma, tenemos que

|lu— o] =d.

Falta probar la unicidad del elemento v. Supongamos que existe un elemento v’ que
también minimiza la distancia entre u y V. Entonces,

lv+v" = 2ul| < [lo—uf +[]v" —ull = 2d,

es decir,
v+

2

—ull <d

)

de donde concluimos que, por ser d el infimo y porque %”/ eV,

v+

2

=d.

— U

Aplicando la igualdad del paralelogramo a v — u y v — u, tenemos
o —'||> = 2 |Jo —ul]> + 2||v" —ul]> = v+ — 2u|]’ = 2d% + 2d* — 4d? = 0,

es decir, el elemento v es tinico. m

Notacion 3.6 57V es un subespacio vectorial cerrado de H, denotamos
Pyu:=wv,

donde v € V' satisface
Ju— vl = inf Ju—wl.
weV



3.2. EL TEOREMA DE REPRESENTACION DE FRECHET-RIESZ 5

Definicién 3.7 Definimos
Vi={uc H:(uv)=0 YoecV},
el complemento ortogonal de V en H.
Obsérvese que V* es un subespacio cerrado de H, ain cuando V no lo sea.

Proposicién 3.8 St V' es un subespacio vectorial cerrado de H, H un espacio de
Hilbert, entonces
u—PrueV*: Vu€eH.

Demostracion: Sea u € H, v € V. Queremos demostrar que
(u — Pyu,v) = 0.
Sea a € R. Tenemos que Pyu — av € V, y por la definicién de Pyu, tenemos

|u—Pyull” < |lu—Pru—avl|?
= |lu—Pyul® = 2a (u — Pyu,v) + 2 |[u||> =: f(a) VaeR.

Entonces, tenemos un polinomio de segundo grado en « que alcanza un minimo en
0. ) . . o o,

a = 0. Ademas, f tiene como dominio R y es derivable en todo su dominio. Entonces

f(0) =0, de donde concluimos que

f(0) =—=2(u— Pyu,v) =0,

es decir, que (u — Pyu,v) =0. m

Corolario 3.9 Si V es un subespacio vectorial cerrado de H yV # H, entonces V*+ #

{0}

Demostracion: Sea u € H\V. Como u &€ V' y Pyu € V, tenemos que u # Pyu. Por
el resultado anterior, 0 # u — Pyu € V*, es decir, V1 # {0} . =

Teorema 3.10 (Representaciéon de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hilbert,
f+ H — R una funcion lineal y continua. Entonces, existe un unico v € H tal que

flu) = (v,u) Yu € H.

Ademas,

[oll = sup [f (u)| =:[lf]-

[[uf| =1
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Demostracion: Sea V := f~1{0}. V es un subespacio cerrado de H, ya que {0} es
cerrado y f es continua. Si V' = H, tenemos que f = 0, de donde concluimos que la
condicién se cumple al tomar v = 0.

Ahora, supongamos que V' C H. Entonces, tomamos vy € H\ V. Por el teorema de
la proyeccién ortogonal, existe un tnico vy := Pyvy € V4.

Tomamos

S £ 0.
o — 1]
Por la Proposicién 3.8, v' € V4. Ademds, f (v') # 0, yaque v’ & f~1{0}.
Ahora, para todo u € H, se satisface u = A’ +w, con A € R y w € V, tomando

fw o
)\—f@,), w = v
En efecto, w € V ya que
_ u—\') = u _f(u) V) =
fw) = f(u—M)=f(u) f(v’)f() 0

Resulta que, por w € V y v’ € V*,
0=, w)=®u— )= u) =X ),

y como |[v|| = 1, tenemos

Wiu)y=X\=

de donde concluimos que, con v := f (V') ¢/,

(v,u) = f(u) VYu€H.

Ahora, supongamos que existe otro elemento v en H que satisface esta identidad. En-
tonces,

(V=00 =0)=(@wv=0) = (Dv=0)=f(v—-0)— fv—70) =0,
es decir, el elemento v es tnico. Ahora, tenemos

[oll = [1f @) o'l = 1f ()] < sup |f ()] = |[f]]-

[[uf| =1

Por otro lado, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos da que, para todo u en H tal que
Jull =1,
f () = (v, u) < lull o] = o]
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Tomando el supremo, obtenemos que

[fII:= sup f (u) <ol

de donde concluimos que

1A= {loll -

3.3. El caso )\ > 0.

Si A > 0, entonces probaremos que (g, ) tiene solucién tnica para cada f € L? ().
Dados u,v € H} (), denotamos

(u,v), :/VU'VU—i-)\/UU,
Q Q

1/2
full = = ([ 1wupea [ k)
Q Q

Probaremos a continuacién la siguiente afirmacion.
Proposicién 3.11 Para todo A > 0, se tiene que (-,-), es un producto escalar en

H} () y la norma inducida por €l es equivalente a la la norma usual de Hj (), es
decir, existen Cy,Cy > 0, que dependen de A\, N y () tales que

Cullully < llully < Callull, — Vu € Hy (). (3.1)
En consecuencia, Hy () con el producto escalar (-,-), es un espacio de Hilbert.

Demostracién: Sean u,v € H} (). Para probar la simetria, basta observar que

(u,v)A:/Vu-Vv—l—)\/zw:/Vv-Vu+)\/vu:<v,u>)\.
Q Q 0 Q

Ahora, para probar la linealidad en la primera entrada, tenemos que

(ozu,v)/\:/Vozu-Vv—l—)\/auv:a(/Vu-VzH—A/uv) = a(u,v),,
Q Q Q Q
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(u+w,0), — /v (u +w) - Vv+)\/(u+w)

= /Vu Vv+/Vw Vv+)\/uv+)\/wv
= /Vu-Vv+A/uv+/Vw-Vv+)\/wv
Q Q Q Q

= (u,v), +(w,v),.

La linealidad en la segunda entrada es entonces consecuencia de la simetria y la lineal-
idad en la primera entrada.
Ahora, veremos que (u,u), > 0 para toda u € Hg ()

wy= [ 9uP4x [ 20
Q Q

ya que estamos sumando dos términos positivos. La condicién (u,u), =0 <= u =0
es consecuencia inmediata de la Proposiciéon 77 y las desigualdades 3.1 que probaremos
a continuacién. Utilizando la desigualdad de Poincaré, tenemos que existe C' > 0 tal
que, para todo u en H} (),

[uly < C[|Vull;.-

t/|VuF+3/|m2 < u-+oy/|VuF
Q [9] Q

< O+CU</RMF+A/hﬁ>,
Q Q
y, en consecuencia,

—_— Vul® + U < Vul”+ A ul”.
e (v k) < [warea [

Anélogamente, tenemos que

/Q]Vu]2+)\/ﬂlu\2 < (1+)\C’)/Q]Vu|2
(14 AC) (/Q!Vu!2+/9|u\2)-

/Q|VU|2+A/Q|U|2S (14+\O) (/Q|Vu|2+/ﬂ|u|2),

Por tanto,

IN

Por tanto,
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Asi,
Cillully, < llully < Collull,  Yue Hy (), A>0,

/1 ——
01: 1—{——07 02: 1+>\C,

de donde concluimos que las normas ||-||; y ||-||, son equivalentes para toda A > 0, y
como ademds, Hg (2) es completo con la norma ||-||, , se tiene que Hj () es completo
con la norma ||-||,. =

con

Notamos que, considerando que nuestro espacio H} (£2) es de Hilbert con el producto
interior (u, ), , se satisfacen las hipétesis del Teorema de Representacion de Fréchet-
Riesz. Esto nos sugiere que, para garantizar la existencia y unicidad de una solucién
débil de nuestro problema (p,), basta con que definamos una funcién lineal y continua
adecuada.

Dado f € L? (), le asignamos la funcién

Ly () i=/ﬂf90-

Lema 3.12 La funcién Ly : H} () — R es lineal y continua, para cualquiera de las
normas ||-||, con A > 0.

Demostracion: Para probar la linealidad de L, consideramos ¢, € Hg (), € R.

Liwrd) = [Fer)= [ fo+ [ fo=Li@)+ L),
Ly () = /f(w) —/Oé(f@) —a/st—aLf(w)-
Q Q Q
Estas igualdades se dan por la linealidad de la integral. Para ver la continuidad de Ly,

fijamos A > 0. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L? () , y usando la Proposicién
3.11, tenemos

Lul = [ Fu =[] < Lol < 17l il < ol ol

Como f € L? () es una funcién fija, tenemos que L es acotado, con cota C = C4 | f], .
Ademss, el que Ly sea una funcién lineal y acotada, es equivalente a que sea lineal y
continua. m
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Teorema 3.13 Si A > 0, entonces (py) tiene una unica solucion débil para cada f €
L% (Q).

Demostracion: Consideramos A > 0. H} () es un espacio de Hilbert con la norma
inducida por el producto escalar (-,-), . El Lema 3.12 nos dice que Ly es una funcién
lineal y continua. Entonces, por el teorema de Representacién de Fréchet-Riesz (Teore-
ma 3.10), existe un tnico u € H} () tal que Ly (p) = (u,¢), para toda ¢ € Hj (Q);
es decir, que

/Vu-V90+)\/ug0:/f<p Yo € H (Q),
Q Q Q

de donde concluimos que u es la tinica solucién débil de (p,). =

3.4. La Alternativa de Fredholm

Sea H un espacio de Hilbert y sea T' : H — H un operador lineal acotado. Si
H = RY basta con comprobar que NucT = {0} o que imT = H para asegurar que T'
es biyectivo, pero ésto no es cierto en general.

Ejemplo 3.14 Un operador lineal y acotado T : H — H tal que NucT = {0} no es
biyectivo en general.

Demostracion: Consideramos el espacio H = 2, donde

Pi={(n) 20 €RY |z [* < 00},

n=1

con el producto escalar

<(xn) ) (yn)> = anyn‘

y la norma inducida por este producto, que denotaremos |||, . Este es un espacio de
Hilbert. Consideramos el operador
S (.1’1, T2, T3, ) = (0, Ty, T2,T3, ) .

El operador S es lineal y acotado. Sean z,y € I?, a € R.

Se+y) = S(r1+v1,22+ Y2, 23+ s, -..)
(0,21 4+ y1, T2 + Yo, 23 + ¥s3, ...)
= (Oaxla T2,T3, ) + (anla Y2, Y3, ) = S(CL’) + S(y)>



3.4. LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM 11

S(ax) = S(axy,azs, ars...)
= (0,axy, axy, auxs, ...)

= «a(0,x1,x9,23,...) = aS (z).

Sea A C I?, A acotado, es decir, existe M > 0 tal que |[z]|, < M para toda = € A.
Entonces,

0o 1/2
||s<x>||2=||<o,x1,x2,x3,...>|12=(Zw) <M VaeA
n=1

de donde concluimos que S es un operador acotado. Ahora, afirmamos que NucS = {0},
ya que dado z € NucS, tenemos que

S(l’l,l'g,l‘g, ) = (0,1‘1,1’2,1’3, ) = (0,0,0,0, )

lo cual implica que x,, = 0 Vn € N, es decir, que z = 0.
S no es biyectivo, ya que imT # [?. Podemos dar la sucesién (i) , que estd en

2’?‘1
[?, mas no existe una sucesién tal que S(z) = (2%) ,ya que para toda S(z), el primer
término va a ser el cero. m

Ejemplo 3.15 Un operador lineal y acotado T : H — H tal que im1T = H no es
necesariamente biyectivo.

Demostracion: Consideramos el mismo espacio del ejemplo anterior, H = [2. Con-
sideramos el operador

S($1,$2,x3, ) = (1’2,£C3,$4, )

El operador S es lineal y acotado. Sean z,y € [2, o« € R. Se cumple que

S(x+y) = S(r1+y1,r2+ Y2, 23+ ys,-..)
= (T2 + Y2, T3+ Y3, Ta + Ya,-..)
= (@2, 23,24, ...) + (Y2, Y3, Yas --) :S(x)+5(y),

S(lax) = S(awy, s, azs,...)
= (axy, axs, axy,...)

= oy, x3,24,...) = aS(z).
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Sea A C [, A acotado, es decir, existe M > 0 tal que ||z|, < M para toda z € A.
Entonces,

~ 1/2 ~ 1/2
1S (@)lly = (22, 73, T4, .. ) ||, = (Z !In!2> < (Z |13n|2) <M VzeA,
n=2 n=1

de donde concluimos que S es un operador acotado. Ahora, afirmamos que imS = [2, ya
que dado (1, zo, 73, ...) en [2, consideramos la sucesién (0, xy, x5, 3, ...). Este elemento
estd en [?, y ademds,

S<07 T1,T2,T3, ) = ('xla T2, X3, )

Pero S no es biyectivo. Consideremos las sucesiones (0, x1, o, 3, ...) ¥ (1,21, T2, T3, ...)
en (2. Tenemos que

S(O,$1,$2,1’3, ) = (I‘l,LEQ,JIg, ) = S(l,!ﬂl,l’g,%g, ),

entonces, S no es inyectivo. m

Este par de ejemplos nos ilustran que, en general, la inyectividad de un operador
lineal acotado no implica su suprayectividad, ni viceversa. Sin embargo, bajo ciertas
restricciones adicionales, el tener una de estas cualidades implica automaticamente la
otra.

Antes de exponer la demostraciéon de este teorema, daremos unas definiciones y
mencionaremos unas proposiciones que més tarde usaremos para la demostraciéon de
éste.

Definicién 3.16 ST : H — H es un operador lineal y acotado, su operador adjunto
T* : H— H se define mediante la condicion

(Tu,v) = (u, T*v) Vu,v € H (3.2)

Como u + (Tu,v) es lineal y continua para cada v € H, el teorema de Rep-
resentacion de Fréchet-Riesz (Teorema 3.10) nos asegura la existencia de un unico
elemento T*v tal que se da 3.2. La bilinealidad del producto interior garantiza que
T* es lineal. Ademads, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que, para toda
u,v € H,

[(u, T*0)| = [{T'w, )| < || Tul| ||v]]

Tomando v = T™v, tenemos

|T* o] = HSIHHJ |<u,T*v>!=HSlH1p |(Tu, v)|
ul|=1 ul|=1
< !|vHHSIIJ|1§1I|TUI| = |T|||v]  VveH.

En consecuencia, T™* es acotado.
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Proposiciéon 3.17 Para T, S operadores lineales y acotados se cumple lo siguiente:
i) (T*) =T

it) (T +S8)" =T*+ S*

iit) (A\T)* = \T* VA € R.

iv) I* =1, donde I denota el operador identidad.

Demostracion: i) Tenemos que, para todo u,v € H,
(Tu,v) = (u, T*v) .

También se satisface que
(T*v,u) = (v, (T*) u).

La simetria del producto interior nos da que, para toda u,v € H,
(Tu,v) = ((T") u,v),

Por tanto,
(Tu — (T*) u,v) =0  Vu,v € H.

Tomando v := Tu — (T*)" u obtenemos que
[ Tu = (1) ul| =0,

es decir, (T*)" =T.
i1) Tenemos que (T'u, v) = (u, T*v) , (Su,v) = (u, S*v) . La bilinealidad del producto
interior nos da

(T +S)uv) = (Tu,v)+ (Su,0) = (1, T0) + (u, ')
= (u,(T"+ S")v) Yu,ve€ H,
es decir, (T + S)" =T* + 5*.
i11) Anélogamente, por la bilinealidad del producto interior, tenemos
(AT)uyv) = (A (Tu),0) = A(Tu,v)
= Mu, T*v) = (u, \T*™v)  Yu,v € H,
es decir, (A\T)" = \T™.

iv) Tenemos que (ITu,v) = (u,v) = (u,Iv) para toda u,v € H, y la unicidad del
operador adjunto nos permite concluir que I* =1. m
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Proposiciéon 3.18 Si T es un operador lineal y acotado, se cumple:
i) NucT* = (imT)™",
i) (NueT)™ D imT*.

Demostracion: i) Sea w € H. u € Nucl* <= T*u =0 < (T*u,v) =0
VoeH < (u,Tv)=0 Yoe H <= ue (imT)".

i) Del inciso anterior y la relacién (T*)* = T tenemos que NucT = (imT*)" . En-
tonces, también se cumple (NucT)™ = (imT*)™" . Afirmamos que (imT™*) C (imT*)"" .
En efecto, sea u € imT™. Entonces,

(u,0) =0 Yo e (imT*)".
Asi, u € (imT*)LL . Ahora, (imT *)LL es un subespacio cerrado de H, entonces,
(imT*) C (imT*)"" = (imT")",
de donde concluimos que 7mT* C (NucT)" . m
Notamos que el kernel de un operador lineal y acotado siempre es un subespacio
cerrado, mientras que la imagen es un subespacio no necesariamente cerrado.
Proposicion 3.19 Si K es un operador compacto, entonces K* también lo es.

Demostracion: Sea (u,) una sucesiéon acotada en H. Por el Teorema 77, (u,,) con-
tiene una subsucesion (uy,, ) tal que

Uy, — u débilmente en H.

Probaremos que (K*u,, ) contiene una subsucesién que converge a K*u fuertemente en
H. En efecto, por la Proposicién 3.17 i),

| Ky, — K ul| (Un,, — u, KK *up,, — KK*u)
[tny, = wll | KK g, — KK |

<
< C||KK*uy, — KK*ul|

pues (u, — u) es acotada. Ahora bien, como K K* es lineal y continuo,
K K*u,, — KK"u débilmente en H.

(véase [?, Teorema II1.9]) y, puesto que (K*u,,) es acotada y K es compacto, existe

una subsucesion (K *unk> tal que
J

KK up, — v fuertemente en H.
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Como el limite débil es tinico, se tiene que v = K K*u y que

Es decir, K*u,, — K*u fuertemente en H. m
J

— 0.

K*u,, —K*u
J

‘ < C’HKK*unkj —v

Teorema 3.20 (Alternativa de Fredholm) Sea H un espacio de Hilbert y sea K :
H — H un operador lineal, acotado y compacto. Entonces

i) Nuc(I — K) es un subespacio de dimension finita de H.

i1) im(I — K) es un subespacio cerrado de H.

i11) Nuc(l — K) = {0} si y sdlo siim(l — K) = H.

Demostracion: i) Sea V := Nuc (I — K). V es un subespacio cerrado de H, por lo
tanto, también es de Hilbert. Supongamos que dim V' = oco. Sea v; € V con ||vy| = 1.
El subespacio V; := (v;), generado por vy, es de dimensién finita, y, por tanto, cerrado
en V. Por el Corolario 3.9, V- # {0}. Sea vo € V N Vi con ||vg]] = 1. Continuando
con este proceso obtenemos una sucesién (v,) en V tal que v, € VN VL, [ju,]| = 1
y {Un, U,y = 0 para toda n # m. Como v, € Nuc (I — K), v, = Kv,, y el que K sea
compacto, implican que (v,,) contiene una subsucesién convergente. Pero

lon = vmll* = lloall® + lom]* 22 Vn#m.

Esto es una contradiccién, por tanto, dim V' < oo.

i1) Supongamos que f, = u, — Ku, con u, € H y que f, — f en H. Queremos ver
que f € im(I — K). Por el inciso anterior, tenemos V' := Nuc (I — K) es un subespacio
cerrado de dimensién finita de H. Sean v, := Pyu, € V y w, = u, — v,. Por la
Proposicién 3.8 se tiene que w, € V+. Ademds, como v, € Nuc(I — K),

fn =up, — Ku, = w, — Kw,. (3.3)

Por otra parte, afirmamos que existe C' > 0 tal que

|z — Kz|| > Clz| VzeV™ (3.4)
En efecto, de no ser asf, existirfa una sucesién (z;,) en V+ tal que ||z]| =1y
1

Entonces, como K es compacto, (z;) contiene una subsucesién (zkj) tal que 2z, — 2
débilmente en H y Kz, — Kz fuertemente en H. Por tanto,

|z — Kz|| < lim inf ||z, — Kz,|| =0,
j—00
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es decir, z € V. Pero entonces z = 0, ya que
217 = (2,2) = lim (2, 2) = 0.

En este caso, Kz, — 0y, en consecuencia,
2w | < {12y = Bz, || + (| K2, ]| — 0,

lo cual contradice que szj H = 1. Esto prueba la afirmacién 3.4
De 3.4 y 3.3 se sigue que

1o = full =2 Cllwn — wan| -
Como (f,,) converge en H, (w,) es de Cauchy y, en consecuencia, w,, — w en H y

w—Kw = lim (w, — Kw,)

n—o0

= lim f,=f.

Esto prueba que f € im (I — K).

i1i) Supongamos que Nuc(I — K) = {0} y que im(I — K) =: H; C H. Por el inciso
anterior, H; es un subespacio cerrado. Consideramos Hs := (I — K)(H;). Afirmamos
que Hy C H;. En efecto, de no ser asf,

Hy=(I—-K)(H)=(I-K)(1-K)H=H,.

El que I — K sea inyectivo, nos permite cancelar por la izquierda. Esto serfa equivalente
a decir que
H=(1-K)H=H,

contradiciendo nuestra suposicién. Asi, Hy C Hi, y por el inciso anterior, Hs es un
subespacio cerrado de H.

Definimos H,, 1 := (I — K) (H,,), para n € N. Por induccién, se tiene que H, 3 C
H,,, y por el inciso anterior, H, 1 es un subespacio cerrado de H,, para toda n. Ademas,
el que sean subespacios cerrados contenidos propiamente nos garantiza que H- # {0},
entonces, H,, N H;-,; # {0} . Elegimos u, € H, N H;,;, con ||u,|| = 1. Tenemos

Ku, — Ky, = — (uy, — Kuy) + (un — Kty,) + (U — ty,) Vn,m € N.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que n > m. Entonces,

Hyo1 CH, C Hypiy C H,y,.
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Estas contenciones nos dan que u,, — K, t,y, — Ky, u, € Hy,, 1, de donde concluimos
que
—(tup — Kup) + (U — Kty,) 4wy € Hypyq.
Entonces, usando que u,, € H,# 1
1Kty — Kt ||” = ||—(tn — Ktn) 4 (tny — Kt + (1 — )|
| =(un — Kup) + (tm — Kuy,) + un||2 + “um”2 >1
lo cual contradice la compacidad de K. Esta contradiccién nos lleva a concluir que

im (I — K)=H.
Ahora, supongamos que im(I — K) = H. Entonces,

Nuc(I — K*) =im(I — K)* = {0}

por el Corolario 3.9 y por la Proposicién 3.19. Como K* también es un operador com-
pacto, se puede aplicar la afirmacién anterior a K* y obtenemos que im (I — K*) = H.
En consecuencia,

Nuc(I — K) = im(I — K*)* = {0}.

3.5. Elcaso A\ <0
La unicidad de la solucién en el caso A > 0 nos permite definir un operador
Ky: L*(Q) — H) (Q), Kyf :=u,

donde u € H} () es la tnica solucién de (p,) para f, es decir, u es la tinica funcién en
H} (Q) tal que

/Vu-Vgo—i—)\/ugo:/fgo Vo € H ().
Q Q Q
Proposiciéon 3.21 Si A > 0, entonces K, es un operador lineal, acotado y compacto.

Demostracion: oK)y es lineal: Sean f,g € L?(Q). Por definicién, K)(f + g) := u,
donde u es tal que, para toda ¢ en H} (Q),

/QV’LL-VQD—F/\/QUQOZ/Q(]C—FQ)@.
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Sean K f := uy, K,g := us. Entonces,

/V(u1+uQ)-V<,0+)\/(u1+u2)<p
Q Q

= /Vul-V90+/Vu2-Vgo~l—/\/u1<p+)\/qu0
Q Q Q Q

= /f<p+/g<p=/(f+g)<p,
Q Q Q

y como tenemos que la solucién tinica para cada f € L*(Q), entonces u = u; + us, es
decir, K)\(f + g) = KAf+ K)\g.
Ahora, sea f € L?(Q), a € R, K, (af) :=uy K,f := v. Entonces, para toda ¢ en

Hy (%),
/Vu-Vgp—l—)\/ucp:/afgp,
Q Q Q

/VU-Vgo—l—)\/vcp:/fgo.
Q Q Q

La linealidad de la integral nos da que [, afy = a [, fe. Entonces

/QV(ow)~V<p+)\/QOéU<P—/QOéf%

de donde awv es solucién para «f, y de nuevo, por la unicidad de la solucién, tenemos
que u = aw, es decir, K, (af) = aK, f, de donde concluimos que K es lineal.
e ) es acotado: Queremos ver que existe C' > 0 tal que

1K < Clfly  YfeL(9Q).

Como u := K, f es solucién débil de (p,), se tiene que

ol = Gy = [ fu=: Ly
De la desigualdad del Lema 3.12, tenemos que
lully < Lyu < C|flyllull, — Yue Hy ().
Por tanto,

Iy < Nl < CUfl, Y€ LP(Q),

donde C sélo depende de A\, N y €.
e K, es compacto: Sea (f;) C L* () una sucesién acotada, con | fy| < M para toda k,
y denotemos por K fr =: uz. Queremos demostrar que (u;) C Hg () es precompacta,
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es decir, que existe una subsucesién (uy;) de (ux) que converge en Hy (2). Como K, es
acotado, (ux) C Hg () es acotada y las uy, son tales que

/Vuk-Vu—l-)\/uku:/fku.
Q Q Q

Por el teorema de Rellich-Kondrakov (Teorema ?7), existe (u;) una subsucesion de (uy)
tal que (uy;) converge débilmente a u en Hj (Q2), y fuertemente en L? (). Queremos
ver que (uy;) converge fuertemente a u en Hj (2) . La convergencia débil de (uy) a u en
H;g () nos dice que, para todo v en Hj (£2), se satisface

/Vukj~VU+)\/ukjv—>/Vu-Vv—i—)\/uv.
Q Q Q Q

Al sustituir v = u, obtenemos

@%wxﬁa/vaVu+y/ww—§/an+A/hw:wMﬁ (3.5)
Q Q Q Q

Por otro lado, como (fi,) estd acotada en L? (Q) y uy, — u fuertemente en L (1),
tenemos que,

Hu’fj - u”i = (U, ur, — u>,\ - <u,ukj>)\ + {u, u)y
:/mmwwpwwm+wi

Usando la desigualdad de Holder y 3.5 obtenemos

/m@%—m—@wm,wwi

}f’ﬂj{z }u - ukj‘z - <u,u;€j>/\ + ||u||i

S M‘U—Ukjb_<u7uk]>/\+||u||iﬁo

IN

Esto se da gracias a que ( fkj) es una sucesién acotada en L? (), y a que Up; — U
fuertemente en L? (). Entonces,

||ukj - uHA — 0, es decir, uy, — u fuertemente en Hj ().

Para demostrar que [|-||, es una norma, utilizamos el argumento de que [, |Vu| +
A [ou? > 0. El que A fuera mayor 6 igual a cero nos garantizaba la positividad de ||| -
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Sin embargo, al tener A < 0, ya no tenemos esta certeza. Fijemos 1 € R tal que A > —p.
Entonces, A + p > 0, y tenemos un caso similar al anterior.
De aqui en adelante supondremos que

A<O0 y A+pu>0.
Lema 3.22 u es solucion de (py) si y sélo si
u— pKypu = Ky, f.

Demostracion: Supongamos que u es solucién de (g, ), es decir, que

/Vu-Vgo+)\/ucp:/fgp Vo € Hy ().
Q Q Q

Kyipu=:vy Kxi,f = w son tales que

/Vv~V<p+()\+u)/v<p:/u<p Vo € Hy (),
0 0 Q

/Vw'Vw—l—()\—l—u)/w(p:/fgo Yo € Hy (Q).

Q Q Q

Queremos ver que w = u — pv. Sustituyendo obtenemos
/QV(U—/W)-V¢+(A+u)/g(u—uv)w

= /Vu-Vgp—u/Vv-VgoJr()\Jru)/u<p+—u(>\+u)/vgp
Q Q Q 0

= /Vu-Vgo—l—)\/ugo—i—,u(—/Vv-Vgo—l—/wp—()\—i—,u)/vgp)
Q Q Q Q Q

= /Vu-Vgo+A/u<,0=/fgo.
Q Q Q

Por tanto, u — pv es solucién débil de (px4,) y, en consecuencia, Ky, f = u — pv.
Ahora, supongamos que u — ptfy;,u = Ky, f. Tenemos que u = w + pv. Queremos
ver que u es solucién de (p, ), es decir, que

/QV(wﬂLuv)-VSO+A/Q(w+uv)<p=/Qfso Vi € Hy (Q).
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Desarrollando la expresién tenemos:

/V(w—l—;w)-Vgo%—)\/Q(w%—uv)go

= /Vw Vgp+)\/w<p+u/Vv Vs0+)\/QU<P)
= /v(p—i—/ugo /wsf? /f%7
_ u(/(u—uv—w)w)+/f¢=/f%0~

Esto demuestra que u es solucién de (p,). ®

Definimos el operador Ty, : L* () — L? (),
Thypu = u — pKyiu

Observamos que este operador es lineal y acotado, debido a que es la combinacién lineal
del operador identidad y el operador Ky,,, ambos con estas caracterfsticas. También
observamos que, por el lema anterior, una funcién u es solucién de (p,) si y sélo si

Thipu = Kxipuf.

Proposicién 3.23 (a) El problema (p,) tiene solucion para cada f € L*(Q) si y sdlo
si el operador Thy,, : L? () — L* () es suprayectivo.

(b) Mds aiin, (py) tiene solucion tnica para cada f € L*(Q) si y sdlo si el operador
Trip: L? () — L?(Q) es biyectivo.

Demostracién: (a) Supongamos que (g, ) tiene solucién para cada f € L?(2). Para

ver que Ty, es suprayectivo, dada g € L*(f2), consideramos la funcién u := g + pv,
donde v es solucién de (py) para g. Afirmamos que Th;,u = g. En efecto, K ,,u = v,

ya que
/VU'V90+()\+M)/U90 = /gsoﬂb/w
Q Q Q Q
= /(g+uv)w=/w Vi € Hy ().
Q Q
Ahora, calculando T\, ,u, tenemos,

Thipu=1u—pv =g+ pv — pv = g.
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Supongamos ahora que T),, es suprayectivo. Fijemos f € L?(Q2). Entonces, existe
u € L*(Q) tal que Ty, ,u = f, es decir, que f = u — puKyy,u. Tomando Ky, ,u =: v se
cumple que

/VU'V90+(/\+M)/USOZ/U90:/(f+lw)90 Vo € Hy ().
0 Q 0 0
Por tanto,

/V%Vgo—i—)\/vgo:/ﬂp Yo € Hy ().

0 Q Q

Entonces, v es solucién de (p,) con la funcién f, y esto equivale, por el Lema 3.22, a
que Thy v = Ky f.

(b) Supongamos que (p,) tiene solucién tinica para cada f € L?(Q). Veamos que
T, es inyectivo. Supongamos que Th;,u1 = Thi,ug, es decir, que

Uy — /'I’K)rhuul = U2 — MKMuuz-
Sustituyendo con Ky, ,u; =: v1 y Kxi,u2 =: vz, obtenemos
ug — up = p(vg — v1).

Por otro lado, tenemos que, para toda ¢ en H} (),
/Vvl V90+(>\+M)/01§0 - urp,

/
/va-Vg0+()\+u)/v2c,p = /u2gp.

Por tanto,

[V =0 Ver ) [ - oo = [ -uo= [t -vs

es decir,
/V(Ug—Ul)'V(,O—F)\/(Ug-?)l)(pzo.

Esta ultima igualdad implica que vy — vy es solucién de (p,) con f = 0. Pero también
la funcién g = 0 es solucién de este problema, y como la solucién es tnica, tenemos que
vy — v1 = 0. Esto implica que uy — u; = 0, es decir, Ty, es inyectivo.

Ahora, supongamos que T),, es biyectivo. Sea f € L? (Q2). Queremos ver que (p,)
tiene solucion tnica para esta f. Si v y v’ son soluciones de (p,) entonces, por el Lema
3.22, se tiene que

I7
T)\Jruv = K)\Jruf = T)\Jr,uv
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y la inyectividad del operador 7)., nos garantiza que v = v', es decir, que la solucién
a (p,) es tnica. m

Definicién 3.24 Decimos que —\ es un valor propio de —A en HE (Q) si el problema

—Au+du=0 en
u=20 en OS2

posee una solucion débil no trivial. Dicha solucion débil se llama una funcion propia de
—A con valor propio —\.

Esto es, —\ es un valor propio de —A en H} (2) si existe v € H} (), v # 0, tal que
/VU-ch+)\/vg0:0 Vo € Hy ().
Q Q

Proposicién 3.25 v € H} (Q)\ {0} es una funcion propia de —A en H} (Q) con valor
propio —A > 0 si y sélo siv #0 yv € Nucly, para toda ;1 > —X > 0.

Demostracion: Sea u := pv con > —\ > 0. Entonces,

/VU-V(,O+)\/U§0:0 Yo € Hy ()
Q Q

si y s6lo si

/Vv-Vgo+(/\+u)/vg0 = /ucp Vo € Hy (Q)
Q Q Q
1
— Kyu=v=-u
1
— Dhyu=u—pKy,u=0

< v & Nuclyg,.

Habiendo probado este resultado, enunciaremos la

Demostracién del Teorema 1.1: Caso A > 0 : El Teorema 3.13 asegura que (g, )
tiene solucién tinica para cada f € L? (). En particular, u = 0 es la tinica solucién
de (py) para f = 0, es decir, —\ no es valor propio de —A en H; (). Por tanto, A
satisface la afirmacién (a) pero no la afirmacién (b) .
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Caso A < 0:Si A <0y p > —\ la Proposicién 3.23 asegura que (p,) tiene
solucién para cada f € L?(Q) si y sélo si Thy, es suprayectivo, y que la solucién es
Unica si y sélo si Ty, es biyectivo. Pero Ty, := I — uKxi,, y K4, es compacto por
la Proposicién 3.19. La Alternativa de Fredholm (Teorema 3.20) y la Proposicién 3.25
aseguran entonces que

T4, es biyectivo <= T\,, es suprayectivo
< Nucl\4, ={0}
<= —\no es valor propio de — A en H; ().

Esto concluye la demostracién para el caso en que el problema (p») tiene una unica
solucién débil para cada f € L? ().

En caso de que —\ sf es valor propio de —A en Hj (£2) , tenemos que NucTy, # {0} .
En este caso, para u € NucTy4,, u # 0, se tiene que u es solucién de (g, ). También,
la Alternativa de Fredholm nos da que T);, no es suprayectivo. La Proposicién 3.23
nos garantiza la existencia de f € L? () tal que el problema (g, ), con la funcién f, no
tiene solucién. m

3.6. Valores propios del operador de Laplace

Sea 2 C RY abierto y acotado.
Ahora estudiaremos el caso en el que A es un valor propio de —A. Es decir, estudi-
aremos el caso en el que el problema

( ) —Au—d =0 en()
=20 u=~0 en 0f) ’

tiene solucién no trivial. Observemos que todos los multiplos de una solucién de (p_ o)
son soluciones de (p_»p) -
Denotaremos el producto escalar en L? () por

(U, V) 20 ::/uv,
Q

consideraremos al producto escalar

1= [ 0evs
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en H} (), y denotaremos a su norma asociada por

full= ([ |Vu|2)1/2.

El problema (p_» ) se reescribe como
<u7 §0> = A <U, 90>L2(Q) VSO < Ocoo (Q) )
y observamos que, si u en H{ (Q) es solucién (p_,) con |ul, = 1, entonces ||ul|* = \.

Definicién 3.26 Denotamos por
By :={u € Hj(Q): u es solucion de (p_xo)} -

Si A es un valor propio de —A en H} (), entonces E) se llama el espacio de funciones
propias con valor propio A.

Proposicién 3.27 E\ es un subespacio vectorial de dimension finita de H} () para
todo A € R.

Demostracion: Primero consideremos el caso en el que A\ no es valor propio de
—A. Por el Teorema 3.13, existe una tnica solucién para el problema (p_» ). Como la
funcién u = 0 es solucién de (p_,), entonces, Ey = {0}, el cual es un subespacio de
dimensién finita de H] (9).

Ahora, supongamos que A es un valor propio de —A. Por la Proposicién 3.25, se
tiene que E\ = Nucl_y;, para toda p tal que —A+p > 0. La Alternativa de Fredholm
(Teorema 3.20) nos dice que la dimensién de NucT_ 4, es finita. m

Proposicion 3.28 Se cumple lo siguiente:

i) Los valores propios de —A en H} ()) son positivos.

i) Si X y p son dos valores propios distintos de —A, y ey, e, son funciones propias
asociadas a A y | respectivamente, entonces

<e)\,eu> = (ex, eu>L2(Q) =0.

iii) Si {ey : k € N} C Hg (Q) es un conjunto ortonormal en L* (Q) de funciones propias
de —A en Hg (Q) , entonces el correspondiente conjunto de valores propios { Ay := leel® - k € N}
no es acotado.
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Demostracion: i) Tenemos, por el Teorema 3.13, que existe una tinica solucién débil
al problema (p,) si A > 0. Esto implica que los valores propios de —A son positivos.
i) Si ey, e, son funciones propias asociadas a A y i respectivamente, satisfacen que

<€>\7 e#) = A <€)\, 6#>L2(Q) ’

<6>\7 6#) = M <6>\7 €M>L2(Q) ’

de donde se concluye que (ex, €,) = {ex, €4) 12y = 0.

i1i) Supongamos que el conjunto {\;} es acotado. Entonces, dado que A\, = HekH2,
tendrfamos que el conjunto de funciones propias correspondientes serfa acotado en
H;j (). En este caso, el teorema de Rellich-Kondrakov (Teorema ?7) nos garantizarfa
la existencia de una subsucesién de (e;) fuertemente convergente en L? (2) , pero el que
sea un conjunto ortonormal nos da

2 2 2
ler — ejly = lexly + lejl; = 2,

lo cual hace imposible extraer una subsucesién de (ej,) convergente en L? (). ®

Lema 3.29 Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y ||| la norma
inducida por éste. Dados u,v € H, definimos

foo  R=R, | fu, (1) = |lu+to]*.

La funcion f,, es diferenciable y

!

fuw () =2 (u,0) + 2]l t.
Demostracion: Sean u,v € h, t € R. Por la bilinealidad del producto interior
tenemos
Jup () = (u+tv,u+tv)
=l + 2t (u, v) + £ 0|

Derivando con respecto a t, obtenemos

!/

Juw () = 2 (u,v) + 2|[v]| 2.

La siguiente proposicién nos permite obtener funciones propias por un proceso de
minimizacién. Denotemos por

E::{ueHol(Q):\ub:l}.
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Definimos la funcién
[HY Q) - R, () = [l

Proposicién 3.30 Sea H un subespacio vectorial de H} ().
i) Sie es un minimo de I en ¥ N H entonces

(e;v) =A(e,V) 2 Vv EH,

donde X == |le||”.
ii) Si H es cerrado en H} (), la funcion I alcanza su minimo en ¥ N H.

Demostracion: i) Sea e un minimo de [ en ¥ N H y sea v € H. Tomemos ¢ > 0 tal
que
le+tv], #0  Vte (—¢,¢).

Consideramos la funcién h : (—¢,¢) — R dada por

t to)?
h(t) ::I( e >— e+ tol

ettvly) et tofy

Por el Lema 3.29 aplicado a las normas ||-|| y |-|,, esta funcién es derivable y se tiene
que

2 2 2 2
e+ to3 ({e,0) + o1 2) = lle + tol” ({e,v) gy + 03 2)
e + tof;

h'(t) =2

Como e es un minimo de I, tenemos que 0 es un minimo de h. Asi,

0= 1 (0) =2 [(e:0) el (e} g

. 2
€s dGCII', <€7U> = He” <67U>L2(Q) =A <evv>L2(Q)'
i) Sea
A= iof ||,
veEXNH

y sea (u,) una sucesién en ¥ N H tal que |[uy]|> — A. Como (u,) estd acotada en
H;j (), el Teorema de Rellich-Kondrakov (Teorema ?7) nos garantiza la existencia de
una subsucesién (u,, ) tal que u,, converge a u fuertemente en L?(f2), y débilmente
en Hj (). En consecuencia, |u|l, = 1, entonces, u € 3. Como H es un subespacio
vectorial cerrado, es un conjunto convexo, entonces, coincide con su envoltura convexa.
Ademis, toda sucesién débilmente convergente tiene su limite débil en la cerradura de
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la envolvente convexa del conjunto, ver, por ejemplo, [?, 5.1, Teorema 2.]. Entonces,
u € XN H. Por la Proposicién 7?7, tenemos que

A< Jlu)® < lim inf |ju,||> = A,
n—oo

de decir, v es un minimode / en XN H. =

Teorema 3.31 Euziste un conjunto 8 = {e, € H} () : n € N} con las siguentes propiedades:
i) en es un vector propio de —A en HE (Q) con valor propio A, == |len||” |

i) (en,em) =0 sin #m,

i) 0 < A < Ay < -+ - <\, <y lim,, oo Ay, = 00,

w) [ es ortonormal en L* (),

v) El espacio vectorial generado por 3 es denso en L* ().

Demostracién: Usando la proposicién anterior, elegimos e; € H] () tal que

2 ’ 2
leal* = fnf ull®,  Jerl, =1,

Ahora, elegimos e; € Hy :={v € H} () : (v,e1) = 0} tal que

2 ’ 2
leal? = ot Jlull®, Jealy = 1.

Inductivamente, definimos e, € H,, := {v € H} () : (v,¢e;) =0 V1 < j < n} tal que

Moo= lleall” = dnf Jul®, feal; =1 (3.6)

ueXNH,

para cada n € N. Por la Proposicion 3.30, se tiene que
(en, v) = llenll® (en, v) 2y Vo € Hp (9).
Ademads, por construccién, tenemos que
Hy () D Hy, oD H, D,
entonces, obtenemos que
0= (e, en) = |l (€iren)r2@  Vi=1,..,n—1

Por tanto, tenemos que (e;, €n>L2(Q) =0para?=1,...,n — 1y, en consecuencia,

(eny 0) = lleall” (en, v) paa) = An (en, V) 2y Vo € Hy ().
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Esto prueba que la sucesién (e,) satisface las afirmaciones i), i), iv) y la primera
afirmacién de iii). El que lim,,_, o, A, = 0o se cumple por la Proposicién 3.28.

Ahora probaremos la afirmacién v). Sea W, el espacio vectorial generado por {eq, ..., €,_1} .
Por ser de dimensién finita, es un subespacio cerrado de H] () . Ademéas, W= = H,,, el
complemento ortogonal en H} (), por construccién. Sea ¢ € C° (Q), y sea ¢, € W,
la proyeccién ortogonal de ¢ sobre W,, con respecto al producto escalar de L?(2).
Entonces,

<90_90n7€i> :)\’L <90_90n7€i>L2(Q) =0 \V/ZZ ].,...771—1.
es decir, ¢ — ¢, € H,, y de 3.6 y se sigue que

2

A < ||90—90n||2 _
o — @l
En consecuencia,
2 1 2 1 2 2 1 2
0= @uls < o =@l =+ (lell” + lenll”) < Nl = 0 cuando n — oo,
An An An

ya que lim, ﬁ = 0. Esto es, ¢, — ¢ en L?(Q). Como C () es un subespacio

denso de L?(Q), concluimos que |J W, =: W es denso en L*(f2). m

n=1

Observamos que, tanto los valores propios como las funciones propias de —A de-
penden de la region €.

Proposicién 3.32 Los valores (\,,) del teorema anterior son los unicos valores propios

de —A en H} (Q).

Demostracidn: Supongamos que existe A un valor propio de —A en Hy () distinto a
los valores () del teorema anterior. Sea e una funcién propia asociada a A. Entonces,
por la Proposicién 3.28, tenemos que

(exsen) =0=(ex.en)2q VR €EN (3.7)

Esto nos dice que e, estd en el complemento ortogonal de W en L? (Q), donde W es el
espacio generado por el conjunto 3 del Teorema 3.31. Pero el que W sea denso L? ()
nos garantiza que W+ = {0} . En efecto, existe una sucesién (w,,) en W tal que w,, — ey
en L? (). Por tanto,

(ex )2y = i (ex, wn) p20) = 0,
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de donde concluimos que e, = 0, una contradiccién. m

Demostracion del Teorema 0.2: Este teorema es consecuencia inmediata del
Teorema 3.31 y las Proposiciones 3.28 y 3.27. m
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